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RESUMO

O célculo de sequentes, desenvolvido por Gentzen no inicio do século, ¢ uma
ferramenta essencial na logica matematica, usada para demonstrar a validade de argumentos
ao resolver o desafio de verificar se uma féormula segue logicamente de um conjunto de
premissas. Isso € facilitado pelo uso de regras formais. Uma de suas maiores conquistas € o
Teorema da Eliminag¢dao do Corte. Ao evitar a introdugdo arbitraria de cortes nas dedugoes,
asseguramos que todas as provas validas possam ser construidas sistematicamente, ¢ nenhum
argumento valido escape a nossa analise. Este trabalho se concentra em examinar o calculo de
sequentes de Gentzen, incluindo seus principios fundamentais, regras de inferéncia e na
introducdo breve do Teorema da Eliminag¢do do Corte, juntamente com suas implicagdes

praticas e tedricas.

Palavras-chave: Calculo de sequentes, Teorema da Elimina¢ao do Corte, Logica matematica



ABSTRACT

The sequent calculus, developed by Gentzen in the early 20th century, is an essential
tool in mathematical logic used to demonstrate the validity of arguments when addressing the
challenge of verifying whether a formula logically follows from a set of premises. This is
facilitated by the use of formal rules. One of its major achievements is the Cut Elimination
Theorem. By avoiding the arbitrary introduction of cuts in deductions, we ensure that all valid
proofs can be systematically constructed, and no valid argument escapes our analysis. This
work focuses on examining Gentzen's sequent calculus, including its fundamental principles,
inference rules, and a brief introduction to the Cut Elimination Theorem, along with its

practical and theoretical implications.

Keywords: Sequent calculus, Cut Elimination Theorem, Mathematical logic
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1. Introducao

Na década de 1930, Gerhard Gentzen introduziu o calculo de sequentes, uma
contribuicdo crucial para o desenvolvimento da légica matemadtica no século XX. Essa
abordagem desempenhou um papel fundamental ao buscar uma maneira mais abrangente e
elegante de lidar com a logica formal. David Hilbert, um matematico proeminente da época,
também fez contribuigdes significativas para este campo.

Antes disso, no inicio do século XX, figuras como Gottlob Frege, Bertrand Russell,
Alfred North Whitehead e David Hilbert ja haviam feito contribui¢des importantes para a
logica formal. No entanto, havia uma necessidade urgente de um sistema logico que pudesse
unificar a logica classica de maneira mais rigorosa.

Gentzen desenvolveu o calculo de sequentes com o proposito de unir os aspectos
matematicos e filos6ficos da logica, preenchendo uma lacuna importante naquele periodo.
Essa abordagem representou uma mudanga radical em relacdo a logica convencional, pois, em
vez de depender dos axiomas loégicos tradicionais e das regras de inferéncia, Gentzen
introduziu o conceito de "sequente". Essa ideia era uma maneira estruturada de afirmar que, a
partir de uma série de premissas, era possivel derivar logicamente uma série de conclusoes.
Com o célculo de sequentes, tornou-se possivel o desenvolvimento de um sistema dedutivo
que permitia a formalizacdo de um raciocinio preciso e sistematico.

A importancia histérica do célculo de sequentes se manifestou de varias formas.
Primeiro, sua expressividade possibilitou acomodar diversos sistemas ldgicos, tornando-se
uma ferramenta valiosa para explorar as diferentes abordagens ldgicas da época. Além disso,
a estrutura dos sequentes introduziu um nivel de clareza no raciocinio, tornando mais facil a
analise rigorosa das provas. Assim, desempenhou um papel crucial na teoria da prova,
enriquecendo nossa compreensdo do raciocinio matematico e das relacdes entre diferentes
sistemas logicos. Também teve aplicagdes em areas como linguistica, filosofia e teoria dos
jogos, contribuindo para a diversificacao das pesquisas.

O calculo de sequentes possui vantagens notaveis em comparagdo com outros sistemas
dedutivos, sendo particularmente eficaz na abordagem de questdes intrincadas em matematica
e logica. Além disso, permite a demonstra¢do de um teorema fundamental na teoria da prova:
o teorema da eliminagdo do corte.

Este trabalho tem como objetivo apresentar os principais conceitos e caracteristicas do

calculo de sequentes, incluindo a constru¢ao de provas com sequentes e o uso das regras de
inferéncia. Com isso, buscamos aprofundar nosso conhecimento em logica, analisando a
estrutura logica de proposi¢cdes complexas, identificando argumentos validos e construindo
demonstragdes coerentes. Durante este documento, exploraremos os fundamentos teodricos
desse sistema, apresentando regras basicas e principios de dedugdo logica, além de discutir
suas vantagens, limitacdes e contribui¢cdes para a logica, um topico que geralmente ndo €

abordado durante a graduagao.



2. Logica Proposicional

A logica cléssica, também conhecida como logica aristotélica, ¢ uma forma de logica
que se baseia nos principios estabelecidos pelo filésofo grego Aristételes. Ela forma a base do
pensamento logico e se desdobra em dois ramos principais: a logica proposicional e a 16gica
de logica de predicados.

Ao abordar o poder expressivo na logica, ¢ crucial distinguir entre essas duas
categorias fundamentais. A logica de predicados, com sua capacidade de representar nao
apenas proposigdes, mas também objetos e suas complexas relagdes, possui um espectro mais
amplo de capacidades expressivas. Entretanto, ¢ importante notar que, do ponto de vista
computacional, a logica de predicados ¢ classificada como semi-decidivel. Isso implica que,
enquanto algumas sentencas em logica de predicados podem ser decididas de forma
algoritmica, outras ndo podem, tornando-a um campo de estudo desafiador em termos de
computacao.

No entanto, no contexto deste estudo, focaremos principalmente na ldgica
proposicional, deixando de lado as complexidades da l6gica de predicados. Isso nos permitira
explorar os fundamentos da ldgica classica e suas aplicagdes de forma mais abrangente.

Neste estudo, estamos desenvolvendo um sistema abrangente para analisar e derivar
conclusdes logicas de proposicdes complexas. Comecaremos explorando os componentes e
principios fundamentais deste trabalho e seu papel no aprimoramento do raciocinio logico
avangado:

1. Sintaxe: Refere-se a estrutura gramatical e as regras formais que governam a
constru¢do de formulas ou sentencas na logica proposicional. Ela lida com a forma
como os simbolos e operadores sao usados para criar expressoes logicas validas. Aqui
estao algumas de suas ideias principais:

a. Proposi¢des: Na ldgica proposicional, uma afirmacdo (ou proposi¢do) ¢
representada por um simbolo (ou letra) cuja relagdo com outras declaragdes ¢
definida por meio de um conjunto de simbolos (ou conectivos). A declaracao ¢
descrita pelo seu valor-verdade, que pode ser verdadeiro ou falso. Elas podem
ser de dois tipos: atdmicas e compostas.

b. Proposigdes atdmicas: sao afirmacdes simples que ndo podem ser divididas em
partes menores. Sao como pegas basicas de um quebra-cabega. Por exemplo:
Exemplo: "O sol esta brilhando." "Esta chovendo." Essas sdo proposigdes
atdmicas porque sdo declaragdes diretas sem partes extras.

c. Proposi¢des compostas: sdo criadas combinando proposi¢des atdmicas usando
palavras como "e", "ou" e "ndo". E como criar quebra-cabegas mais complexos
juntando pecas. Exemplo: "O sol estd brilhando e ¢ um dia lindo." "Nao esta

chovendo ou nevando." Essas sdo proposi¢des compostas porque envolvem a



n.n

combinag¢do de afirmag¢des mais simples com palavras como "e" ou "ndo" para
criar afirmagdes mais complexas.

d. Conectivos légicos: também conhecidos como operadores 16gicos ou simbolos
logicos, desempenham um papel fundamental na logica proposicional,
ajudando a combinar e manipular afirmagdes (proposi¢des) para criar
afirmagdes mais complexas. Existem varios conectivos l6gicos principais na
logica proposicional, cada um servindo a um propodsito especifico. Aqui estdo
0s principais:

i.  Negacdo (— ou ~): Representa o NOT logico. Inverte o valor-verdade
de uma proposicdo. Em termos simples, se uma afirmacdo P ¢
verdadeira, entdo —P ¢ falsa, e vice-versa.

ii. Conjungdo (/\ ou &): Representa o AND logico. Conecta duas
proposi¢des e gera um resultado verdadeiro apenas quando ambas as
proposicdes sdo verdadeiras. Em linguagem cotidiana, se tanto P
quanto Q sdo verdadeiras, entdo P /\ Q ¢é verdadeira; caso contrario, é
falsa.

iili.  Disjungdo (V ou |): Representa o OR l6gico. Conecta duas proposi¢des
e ¢ verdadeira se pelo menos uma das proposi¢des for verdadeira. Para
simplificar, se P ou Q (ou ambos) forem verdadeiros, entdo P V Q ¢
verdadeira.

iv.  Implicagdo (—): Representa a implicagdo légica ou condicional. E
verdadeira, exceto quando a proposi¢do inicial (aquela a esquerda) ¢
verdadeira e a consequéncia (aquela a direita) ¢ falsa. Em termos
simples, P — Q ¢ falso apenas quando P ¢ verdadeira e Q ¢ falsa.

v.  Bicondicional («): Representa a equivaléncia logica. E verdadeira se e
somente se ambas as proposi¢des compartilharem o mesmo valor de
verdade. Para esclarecer, P < Q ¢ verdadeira quando tanto P quanto Q
sdo verdadeiras ou ambas sdo falsas.

Tabela-verdade: Oferecem uma maneira sistematica de exibir todos os possiveis
valores 16gicos (verdadeiro ou falso) para uma dada expressao logica. Elas nos ajudam
a avaliar a verdade ou falsidade de proposi¢des compostas considerando todas as
combinagdes possiveis de valores logicos das proposigdes componentes. Tipicamente,
uma tabela-verdade consiste em colunas que representam as proposigoes
componentes, os operadores ldgicos usados para combind-las e uma coluna para o
resultado final da expressdo. O resultado final representa o valor logico global da
expressdo para cada combinagdo de valores logicos das proposi¢des componentes.



Isso geralmente ¢ feito aplicando os operadores logicos passo a passo até que o
resultado final seja determinado.

Por exemplo, considere a expressdo logica P /\ Q:

P Q PAQ
\Y% \Y% \Y%
\Y% F F
F \Y% F
F F F

Nesta tabela-verdade, "P" e "Q" representam as proposi¢des componentes, € "P /\ Q"
representa o resultado da operagdo logica E entre P e Q. A tabela cobre todas as
combinagdes possiveis de valores logicos para P e Q e mostra o valor lo6gico resultante
da expressdo para cada combinagao.

3. Semantica: Trata da interpretacdo de significados em expressdoes logicas. A
tabela-verdade ¢ uma ferramenta crucial nesse processo, ajudando a determinar
quando uma afirmacdo ¢ verdadeira ou falsa através da analise das combinagdes
possiveis de valores verdadeiros e falsos das varidveis envolvidas.

A logica proposicional oferece um sistema preciso para raciocinar sobre afirmagdes e como
elas se relacionam entre si. Ao utilizar seus métodos, podemos examinar e trabalhar com as
afirmagdes para tirar conclusdes e tomar decisdes bem fundamentadas com base em seus
valores-verdade.



3. Introducao aos sequentes de Gentzen

Um sequente ¢ uma expressao que relaciona logicamente duas sequéncias de férmulas.
E dividido em duas partes essenciais: o antecedente (também conhecido como premissas) e o
consequente (que corresponde a conclusdo). A validade logica de um sequente esta
relacionada a capacidade de inferir com seguranca o consequente, ou seja, determinar se €
possivel deduzir a sequéncia de formulas que se encontra no lado direito da catraca (&), a
partir das formulas presentes no seu lado esquerdo.
A representacao simbolica de um sequente pode ser expressa da seguinte forma:

I'-A

onde:
I' chamado antecedente, ¢ uma sequéncia de formulas (que pode estar vazio).
+ chamado catraca, ¢ o simbolo que indica que o as formulas do antecedente implicam
ou demonstram as formulas do consequente.
A chamado consequente, ¢ uma sequéncia o de formulas (que pode estar vazio). Essas
féormulas devem ser derivadas a partir da sequéncia em I

Exemplo: Vamos considerar um exemplo simples usando logica proposicional: Se tivermos o
antecedente I' = {P /\ Q} e quisermos derivar o consequente A = {P}, o sequente
correspondente seria:

PAQFEP
Esse sequente afirma que se assumirmos P /A Q como premissa, podemos derivar P como
conclusdo. Em um sistema formal de prova, como a dedu¢do natural, usariamos regras de
eliminacdo da conjuncao para justificar essa implicagdo e mostrar que o sequente € provavel.

3.1. Significado do sequente
O valor-verdade de um sequente estd intrinsecamente ligado a sua correspondente
interpretacdo na forma "I implica A".

Para determinar a verdade de um sequente I' - A, segue-se um processo sistematico:
1. Combine todos os elementos no antecedente (I') usando a conjungdo (/).
2. Substitua o simbolo de sequente (-) por um simbolo de implicacao (—).
3. Combine todos os elementos no consequente (A) usando a disjungio (V).

A interpretacdo resultante ¢ expressa como "I' implica A", onde I' representa a

conjun¢do de todos os elementos no antecedente e A representa a disjun¢do de todos os
elementos no consequente.



Essa transformacdo estabelece uma conexdo direta entre os valores-verdade dos
sequentes e suas interpretagdes correspondentes. Em termos simples, um sequente I' = A ¢
considerado verdadeiro se e somente se a interpretacdo correspondente "I' implica A" for
verdadeira. Essa observacdo permite uma expansdo eficaz da semantica da linguagem
proposicional para o calculo de sequentes.

Podemos concluir entdo que, sendo "n" o numero de formulas no lado esquerdo € "m"
o nimero de férmulas do lado direito, temos o seguinte:

1. Sen#0em#0, entdo um sequente na forma Al,...,An+-Bl,..., Bmtemo
significado de (A1 A\ - - - A\ An) > (B1 V - - - \V Bm).

2. Se n =0 em#0, entdo um sequente na forma - B1, ..., Bm tem o significado
deBlV -V Bm.

3. Sen# 0 e m =0, entdo um sequente na forma Al, ..., An - tem o significado

de ~(A1 A\ - - - A An).
4. Se n =0 e m = 0, entdo um sequente na forma + (ou seja, o sequente vazio)
significa a contradi¢ao L.

Consideremos, por exemplo, o seguinte sequente: I' = {p,p — q,p — q} e A= {r, 7p}.
Para obter a interpretagdo correspondente ao sequente I' - A, seguimos um processo
sistematico:

1. Combinamos os elementos no antecedente (I') usando a conjungdo (/\):p /\ (p — q)

A (p—q).

2. Substituimos o simbolo de consequéncia () por um simbolo de implicagdo (—): p /\
P—) A P—q—.

3. Combinamos os elementos no consequente (A) usando a disjung¢do (V):p /A (p — q)

AN@P—q— @V p).

Dessa forma, a interpretacdo correspondente ao sequente dado é: "p /A (p —q) N\ (p
— q) — (r V —p)." Consequentemente, a determinagido da verdade do sequente depende da
verdade dessa interpretacdo. Se essa interpretacdo for verdadeira, o sequente ¢ considerado
verdadeiro; caso contrario, se a interpretacdo for falsa, o sequente ¢ considerado falso.



4 O calculo de sequentes

No célculo de sequentes de Gentzen, existem duas versdes essenciais: LK (Logistische
Kalkiil ou 'Célculo Logico' em alemdo) e LJ (Logistische Intuitionistisch ou 'Logica
Intuicionista’ em alemao). Essas variantes diferem significativamente em sua ldogica
subjacente e aplicagao.

O LK ¢ especificamente desenvolvido para a logica classica, onde a lei do terceiro
excluido ¢ valida, o que implica que as proposi¢des sdo estritamente verdadeiras ou falsas.
Por outro lado, o LJ foi concebido para a 16gica intuicionista, na qual as proposi¢des nao sao
categorizadas tdo rigidamente como verdadeiras ou falsas. Gentzen introduziu uma restricao
no LJ, limitando a cardinalidade da sequéncia de féormulas do lado direito da catraca a apenas
uma formula. Isso significa que o LJ ndo permite a derivagdo de teoremas rejeitados pela
logica intuicionista, como o principio do terceiro excluido (A ou ndo A). Em contraste, essa
restricdo nao se aplica ao LK, que ¢ adequado para lidar com a logica cldssica sem tais
limitagoes.

O calculo de sequentes ¢ uma ferramenta fundamental que representa o processo
dedutivo como uma sequéncia de sequentes, onde cada sequente corresponde a um passo na
prova.

Na nossa abordagem, a constru¢cdo de uma prova assume a forma de uma arvore de
derivagdo. Essa arvore de derivagdo ¢ uma representacdo grafica estruturada que simplifica a
derivagdo de sequentes. Ela possui elementos distintos, como uma raiz que representa o
sequente que estamos tentando provar, folhas que simbolizam os axiomas iniciais, linhas de
inferéncia horizontais que claramente separam premissas de conclusdes e regras de inferéncia
posicionadas estrategicamente ao lado das linhas. Essas regras orientam a geracao sistematica
de novas formulas a partir das existentes.

Essa abordagem organizada aprimora consideravelmente nossa capacidade de
compreender e analisar provas logicas complexas. As arvores de derivagdo tornam-se, assim,
uma ferramenta poderosa para o desenvolvimento do raciocinio logico e das técnicas de
prova. No contexto do calculo de sequentes, as regras determinam como um sequente pode
ser metodicamente e sistematicamente transformado em outro, permitindo a construgdo de
provas so6lidas e vélidas.. Seus principais componentes incluem:

1. Axiomas: Um axioma ¢ uma afirmag¢ao considerada verdadeira sem necessidade de
prova. Geralmente, trata-se de um principio légico ou matematico fundamental ou
auto evidente.

ara™

Neste exemplo, fica evidente que qualquer formula A pode ser derivada de si mesma,
sem a necessidade de premissas. E conhecido como a "regra do axioma," que é uma
regra de inferéncia que opera sem a presenga de premissas. Ela também ¢ referida
como a "sequente inicial," ja que pode ser utilizada para dar inicio a uma derivacao no



calculo de sequentes. Na nossa representacdo de arvore de derivacdo, essa regra
corresponde aos rotulos das folhas.

Regra do Corte: A Regra do Corte ¢ uma regra de inferéncia fundamental que merece
destaque neste momento, devido a sua extrema importancia e notavel generalidade.
Ela se diferencia das outras regras, que em sua maioria estao voltadas para operacdes
logicas especificas. Dada a centralidade da Regra do Corte, nossa intencdo ¢ aborda-la
de forma mais detalhada e abrangente nas seg¢des subsequentes. Isso nos permitira
explorar minuciosamente as diversas implicagcdes que essa regra oferece.

Regras estruturais: As regras estruturais sdo um conjunto de regras que governam a
manipulagdo de sequentes sem afetar diretamente o conteudo ldgico das formulas
nesses sequentes. Essas regras concentram-se principalmente nos aspectos estruturais
das provas, permitindo a reorganizacdo de formulas, a introdugdo de hipdteses
adicionais e a eliminacdo de informagdes redundantes. O proposito fundamental das
regras estruturais ¢ garantir que o processo de inferéncia de conclusdes a partir de
premissas no calculo de sequentes permaneca valido e coerente. Destacam-se trés
regras estruturais principais:

a. Weakening (ou Regra do enfraquecimento): A regra de enfraquecimento nos
permite adicionar pressupostos adicionais tanto a direita (W right) quanto a
esquerda (W left) do sequente sem afetar a sua validade. Isso significa que
podemos introduzir novas informag¢des ou hipoteses antes ou depois das
premissas existentes em um sequente, mantendo sua validade intacta.

'EA I'EA .
T AF AW Ieft) T4 A(Wrsht)

b. Contragdo: A regra da contrag@o permite eliminar duplicatas de hipodteses tanto
no lado direito (C right) quanto no lado esquerdo (C left) de um sequente sem
afetar sua validade.

T, A AF A
T,AF A

THA AA
TFAA

(C right)

(C left)

c. Exchange (ou Regra da Permutacdo): A regra da permutagdo no calculo de
sequentes permite alterar a ordem das formulas na lista de premissas ou
conclusdes sem afetar a validade de um argumento 16gico. E uma ferramenta
basica para reorganizar informac¢des em uma prova.

Ty, A, BTy - A
T,,B,AT,F A

T+ A, A, B, A,
T AL, B, A, A,

(E left) (E right)



Regras logicas: chamadas de regras "operacionais" por Gentzen, giram em torno da
manipulagdo de operadores logicos. Essas regras também sdo emparelhadas: para cada
operador, existe uma ou duas regras a esquerda na qual o sequente de conclusdo
conttm uma formula com esse operador no antecedente € uma ou duas regras
correspondente a direita associada a ele. Esse emparelhamento inclui:

a.

Conjungao: A conjungao logica ou "e" de duas formulas significa que ambas as
formulas sdo verdadeiras. As regras para conjunc¢do no calculo de sequentes
nos permitem introduzir ou eliminar uma conjun¢do no antecedente ou no
consequente de um sequente.

ATFA T'A,A THAB

4 ’ “—( Aright
AABTEA e TraAnp L/ rsht)
BTHA
AANBTEA )

Disjun¢ao: A disjungao légica ou "ou" de duas féormulas significa que uma ou
ambas as formulas sdo verdadeiras. As regras para disjuncao no calculo de
sequentes nos permitem introduzir ou eliminar uma disjun¢do no antecedente
ou no consequente de um sequente.

ATFA BTEFA THFA. A
’ ‘ V left ’ i
AVBT- A\ Vieft) TEA AvE. Y Heht)
T'HA,B _
TFA ayvp. Y risht)

Condicional: A condicional 16gica ou "implicacdo" de duas formulas significa
que se a primeira formula for verdadeira, entdo a segunda férmula também ¢
verdadeira. As regras para condicional no célculo de sequentes nos permitem
introduzir ou eliminar uma condicional no antecedente ou no consequente de
um sequente.

T'-A,A BYXFII
A BTI,oF AT

ATHA,B
'-AJA— B

(— left)

(— right)

Negacao: A negacdo logica, representada pelo "ndo," inverte o valor-verdade
de uma formula. Se a férmula original for verdadeira, sua negagdo sera falsa, e
se a formula original for falsa, sua negacdo sera verdadeira. Nas regras de
negacao no calculo de sequentes, temos a capacidade de introduzir ou eliminar
uma negacao no antecedente ou no consequente de um sequente.



THA A
—ATFA

ATFA

(—left) Tr A4

(— right)

Para ilustrar a aplicacdo dos conhecimentos recém-adquiridos, finalmente provaremos o
sequente apresentado na se¢do anterior P /\ Q + P utilizando as ferramentas do célculo de
sequentes:

1. P A QF P éo sequente final, o sequente que queremos provar. Para construir nossa
arvore, primeiro escrevemos esse sequente na parte inferior ¢ comegamos a deriva-lo
para cima, adicionando a linha de inferéncia entre cada derivagao.

PAQFP

2. O primeiro passo seria usar a regra logica da conjun¢ao a esquerda, que foi a primeira
apresentada neste estudo. Essa regra traz 'P' do antecedente para o proximo sequente e
repete o consequente, que também ¢é 'P'.

PFP

(A lef
prorp et

3. O novo sequente ¢ "P - P," que ¢ uma tautologia e nosso axioma. Sem a necessidade
de mais provas, chegamos a nossa folha e provamos o sequente "P A Q +P."

TP (Ax)

Prorp Nieft)

Assim derivamos com sucesso o sequente P /\ Q F P utilizando o calculo de sequentes de
Gentzen.

Agora que dominamos os conceitos fundamentais, estamos prontos para abordar
demonstragdes mais complexas e avaliar sua validade.
Para ilustrar isso, vamos analisar o seguinte sequente:

A-(A—B) A (B —A)

Neste sequente, a afirmagdo ¢ que se A for verdadeiro, entdo tanto A — B quanto B — A
devem ser verdadeiros. Em outras palavras, se A for verdadeiro, isso implica que B e A sdo
equivalentes. Vamos construir a demonstragdo e verificar se conseguimos provar a validade
desse sequente.
1. Comegamos aplicando a regra da conjungdo a direita, que nos permite separar o
consequente resultando em dois novos sequentes.



AF(A— B) A+ (B— A)
AF(A— B) AN(B— A)

(Aright)

. Focamos no ramo da direita, e aplicamos a regra da implicagdo a direita trazendo o B
para o lado esquerdo da catraca e mantendo o A no lado direito.

AF(A— B) gfg—2p (— right)

AF(A— B)AN(B— A)

(Aright)

. Ainda no ramo direito da arvore, utilizamos a regra do enfraquecimento a direita
retirando B sem modificar a validade do antecedente. Assim obtemos a tautologia A +
A que ndo necessidade de prova, chegando assim a um axioma e folha da nossa arvore

AEA) (37 Legy)

At (A— B) AAB;(B_M) (— right)

AF(A— B) A(B— A)

(A right)

. Nos direcionamos agora ao ramo esquerdo de nossa prova aplicando a regra da
implicacdo a direita levando o A do consequente para o antecedente.

(%)
A, A+B (= right) ALd (W left)
A-(A= B) g AF (B A)

AF(A— B) AN(B— A)

(— right)

(A right)

. Continuamos com uso da regra da contragdo a esquerda omitindo a formula A repetida
no antecedente

AB_ (O left) , AT 7 1) _
Ajkl_(BA% 7 (— right)  —r—=—— (= right)

AF (A= B) A(B— A) (7 right)

. Aqui nos deparamos com um impasse, pois ndo ¢ possivel estabelecer um axioma.
Isso fica evidente quando construimos a tabela verdade e percebemos que nio ¢
sempre o caso que, quando A ¢é verdadeiro, (A — B) /A (B — A) também seja
verdadeiro.



A B A—B B—A (A—B) /\ (B—A)
\Y \Y% \Y% \Y A%
F \Y% \Y F F
\Y F F \Y F
F F \Y% \Y A%

Assim, observando a constru¢do de uma prova no calculo de sequentes, percebemos
sua utilidade tanto na determinacdo da validade de um sequente quanto na identificacao de
sua invalidade. Durante o processo de construcdo da prova, se encontrarmos uma contradi¢ao
ou inconsisténcia em algum ponto, isso nos indicara que o sequente € invalido. Isso ocorre
porque ndo € possivel deriva-lo de suas premissas utilizando regras 16gicas vélidas. Portanto,
a construgdo de provas no célculo de sequentes ndo apenas verifica a validade, mas também
nos alerta sobre a inviabilidade de um sequente.



5 Aregrado corte

Uma regra de grande importancia que deliberadamente deixamos de mencionar devido
a sua complexidade e a necessidade de uma explicagdo mais detalhada ¢ a regra do corte.
Diferentemente das regras mais simples discutidas anteriormente, a regra do corte amplia
consideravelmente sua aplicabilidade na légica proposicional ao generalizar o modus ponens.

Para compreender esse conceito, podemos considerar dois conjuntos de afirmacgdes,
representados como I' - A, A e I, A~ X. Aqui, 'A' € uma afirmagdo que aparece em ambas as
sequéncias A e I1. A regra do corte nos permite remover 'A' desses conjuntos enquanto integra
sem esforco as afirmacdes restantes em um unico conjunto: I, [T+ A, X.
A representacao formal da regra do corte € a seguinte:

THFAA TLAFY
T.IIF A, >

(cut)

A versatilidade da regra do corte ¢ evidente em sua aplicacdo extensiva em varias
provas, tanto na logica quanto na matematica. Entre seus beneficios, a regra do corte nos
permite decompor teoremas complexos em partes mais gerenciaveis, facilitando o processo de
prova. No entanto, ¢ importante observar que a regra do corte também possui um aspecto
negativo: ela pode levar a provas mais intrincadas, adicionando complexidade ao processo
analitico geral.

Para ilustrar esse conceito importante, consideremos um exemplo simples que
demonstra o uso da regra do corte. Imagine que temos os seguintes sequentes:

Sequente 1: AFB
Sequente 2: B,C+D

No Sequente 1, temos a afirmacdo 'A' levando a 'B'. No Sequente 2, as afirmacdes 'B' e 'C',
juntas, levam a 'D'. Note que ambos os sequentes envolvem 'B'. Agora, nosso objetivo ¢
combinar esses sequentes usando a regra do corte.

Ao utilizar a regra do corte, podemos eliminar 'B' de ambos os sequentes e consolidar as
afirmacodes restantes. Aplicando a regra do corte, obtemos:

AFB B,CFD
A,CFD

(cut)

No sequente resultante, 'A' e 'C', juntas, levam a 'D', que ¢ a conclusdo desejada. Isso
demonstra como a regra do corte nos permite decompor e combinar sequentes com formulas
compartilhadas para deduzir novas conclusoes.

A regra do corte, como demonstrado neste exemplo, ¢ uma ferramenta poderosa para
gerenciar as relagdes logicas entre afirmagdes, permitindo simplificar provas complexas e
estabelecer conexdes entre diferentes partes do nosso raciocinio.



5.1 Sintese de prova

No contexto do calculo de sequentes, a sintese de prova envolve a fusdo de provas
desenvolvidas de forma independente para produzir novas conclusdes.

Quando duas pessoas trabalham separadamente para estabelecer a validade de
sequentes que envolvem a mesma formula légica, surge a possibilidade de combinar suas
provas, resultando em uma dedugdo aprimorada. Esse processo ¢ comumente conhecido como
"combinagdo de provas" ou "sintese de prova".

Para desdobrar esse conceito em termos praticos:

1. Provas Iniciais: Cada individuo embarca na construgdo de suas proprias provas com o
objetivo de demonstrar a validade de um sequente dado que contém uma féormula
logica compartilhada.

2. Formula Compartilhada: Vamos denotar a férmula l6gica compartilhada como 'A’.

3. Fusdo de Provas: Se ambas as provas confirmarem efetivamente a legitimidade de
sequentes com a formula A, surge a oportunidade de mesclar as duas provas para
derivar uma nova conclusdo. Isso normalmente envolve analisar os elementos
estruturais das provas individuais e identificar pontos de convergéncia ou raciocinio
analogo.

4. Nova Conclusdo: Através da fusdo das provas, torna-se vidvel deduzir uma nova
conclusdo que vai além das realizagdes de cada prova individualmente. Essa nova
deducao se baseia no conhecimento coletivo e nas etapas logicas presentes em ambas
as provas.

E crucial enfatizar que o processo de fusio de provas pode ser intricado e
frequentemente requer analise minuciosa para garantir que a conclusdo resultante permaneca
logicamente coerente. Além disso, a viabilidade de mesclar provas depende das regras
especificas e axiomas que regem o sistema de calculo de sequentes em uso.

A facilidade de fusdo de provas pode variar; em alguns casos, ¢ direta, enquanto em
outros, pode ser mais complexa ou até mesmo inatingivel devido as caracteristicas estruturais
especificas das provas e as interdependéncias que envolvem. No entanto, o conceito de
aproveitar multiplas provas para derivar novos insights ¢ um principio fundamental nos
campos da logica e da teoria da prova.

Para detalhar como a regra do corte funciona e seu papel na sintese de prova

suponhamos o seguinte exemplo:
Considere duas provas - Prova 1 e Prova 2 - que estabelecem a validade de dois sequentes:

Prova 1: I' - A Isso representa a primeira prova, onde I' ¢ um conjunto de premissas ¢ A € a
conclusao.



Prova 2: A, A - B Isso representa a segunda prova, onde A ¢ uma férmula compartilhada e A
¢ outro conjunto de premissas, levando a conclusao B.

Aplicagao da Regra do Corte: A regra do corte nos permite eliminar a formula compartilhada
A. Aplicando a regra do corte, combinamos as duas provas em um todo coerente.

Novo Sequente: I, A = B Como resultado da aplicagdo da regra do corte, obtemos um novo
sequente em que as premissas de ambas as provas (I' e A) levam a conclusio B.
Assim temos:

1 2
() 2y
' A+-B

(Cut)
Um exemplo pratico ja visitado na se¢ao anterior e que ilustra bem esse conceito € a aplicagdo
do corte na prova:

A-B B,CFD
A CFD

(cut)

Onde A-Béaproval, B,C-D¢éaprova2eA,CF D ¢ onovo sequente resultante.

A regra do corte permite a remog¢ao ou "corte" da formula compartilhada A dos dois
sequentes, efetivamente fundindo as duas provas em um todo coerente, o que resulta em um
novo sequente. Isso implica que as premissas combinadas de ambas as provas agora levam
diretamente a conclusdo B, eliminando a necessidade de uma prova separada de A como etapa
intermediaria.

A fundamentagdo da regra do corte estd baseada no raciocinio logico e ¢ normalmente
estabelecida como uma das regras de inferéncia dentro do calculo de sequentes.
Essencialmente, a regra encapsula o conceito de que, se voce€ pode estabelecer A a partir de I'
e, em seguida, estabelecer B a partir de A e A, voc€ pode deduzir diretamente B a partirde I' e
A.

A regra do corte na logica matematica ¢ uma ferramenta poderosa que, quando
utilizada corretamente, simplifica consideravelmente as provas, permitindo a eliminacdo de
etapas intermediarias e estabelecendo conexdes diretas entre diferentes partes da prova. Isso é
fundamental para analisar o raciocinio 16gico, tornando mais acessivel o manuseio de provas
intricadas, de forma semelhante a divisdo de um problema complexo em subproblemas
menores € mais gerenciaveis. Essa flexibilidade na constru¢ao de provas € uma das vantagens
mais importantes da regra do corte, pois permite a inser¢do de formulas em diferentes pontos
das arvores de prova, sem restricdes a formulas predefinidas ou iniciais. A medida que a
prova avanga, novas formulas podem ser introduzidas conforme necessario, facilitando o
desenvolvimento do argumento e abordando uma variedade de problemas e argumentos na
l6gica matematica.



No entanto, o uso da regra de corte também apresenta desafios, sendo uma
preocupacgdo importante seu potencial de ferir a propriedade de subformulas. A propriedade
de subformulas, definida formalmente como a exigéncia de que todas as formulas em uma
prova devem ser subformulas do sequente final, ¢ crucial. Essa exigéncia garante a
manuten¢do da consisténcia logica e a precisdo da prova em relagdo a validade do sequente.
Portanto, seu uso deve ser cauteloso e cuidadoso para evitar conclusdes erroneas ou
insustentaveis.

Além disso, essa propriedade possui importancia significativa, particularmente no
contexto dos provadores automaticos de teoremas no calculo de sequentes de Gentzen. Um
provador automatico de teoremas ¢ um programa de computador ou sistema projetado para
automatizar o processo de demonstragao de teoremas matematicos. Ele desempenha um papel
fundamental na restricdo do espaco de busca para subformulas, permitindo que o provador de
teoremas se concentre exclusivamente nas partes relevantes da prova. Essa restri¢ao reduz a
complexidade computacional e melhora significativamente o desempenho dos sistemas de
provagdo automatica de teoremas, tornando-os ferramentas inestimaveis para matematicos e
pesquisadores.



6 Teorema da eliminacao do corte (“Hauptsatz” de Gentzen)

Ao usar a regra do corte, novas formulas podem ser introduzidas na prova que nao sao
subformulas do sequente final. Isso pode simplificar a prova, mas também tornd-la mais
complexa e menos compreensivel, afetando a consisténcia da prova e a validagao.

O Teorema da Eliminacdo do Corte, formulado por Gerhard Gentzen em 1934, lida
com essas questdes, demonstrando a possibilidade de obter uma prova "livre de corte",
alcancando a mesma conclusdo que uma prova que a utiliza, simplificando o processo de
constru¢do da prova e mantendo a coeréncia estrutural dos argumentos logicos. Em uma
defini¢ao formal:

Seja S um cadlculo de se quentes para um dado sistema logico. O Teorema de
Eliminagao do Corte declara que para qualquer sequente I'- A derivavel em S (ou seja, uma
prova valida usando as regras do cdlculo de sequentes S), existe uma prova em S sem 0 uso
da regra do Corte que estabelece o mesmo sequente I'— A.

Em outras palavras, uma prova valida no célculo de sequentes de Gentzen S que
envolve a regra do Corte pode ser transformada sistematicamente em uma prova equivalente
em S sem que a regra do Corte seja usada, enquanto ainda se prova o mesmo sequente.

No entanto, demonstrar esse teorema ¢ um desafio que requer atencdo minuciosa.
Inicialmente, iremos identificar os casos-chave que nos proporcionam uma compreensao
solida do panorama geral, para entdo nos concentrarmos nos detalhes mais intrincados.

6.1 Casos-chave

Os casos-chave sdo situagdes em que a regra de corte pode ser descartada porque as
regras logicas que introduzem a mesma formula se alinham, demonstrando simetria profunda.
Esses casos-chave sdo explicados para os seguintes conjuntos de regras:

1. (A right) e (/\ left 1): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma conjung¢ao a direita no lado esquerdo e uma conjungio
a esquerda no lado direito. Aqui (/\ left 1) representa a rega de conjun¢do onde a
féormula mais a esquerda € trazida para cima.

A FC, B A+ D7 B . A", C+ B"
A,AFCAD, B, B (Aright) A CND B (A left)

A, A A"F B, B, B"

(Cut)



Torna-se uma derivagdo da seguinte forma:

Arc,B A"+ c,B"
A,A" + B,B"

A AT BB B

A’ A.A"+ B B B

) :
A AA'" B, B,B (E rlght)
A, A, A"F B,B, B’

(Cut)

(W right)
(W left

(E left)

Ou utiliza a notagd@o de barra dupla para simbolizar multiplas instancias da aplicacdo
da regra do Enfraquecimento e da Permutagao, temos:

AFC,B A"+ C,B’
AA"F B,B" (Cut)

A A A" B, B, B’

(/\ right) e (/\ left 2): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma conjuncao a direita no lado esquerdo e uma conjungao
a esquerda no lado direito. Aqui (/\ left 2) representa a rega de conjung¢do onde a
formula mais a direita € trazida para cima.

AFC,B AIFD7 B . AH,DFBN
Tarconp B (Aright) s g (A left)

A, A A"F B, B, B

(Cut)

De maneira similar, pode ser substituido pela seguinte forma (mais uma vez nos
utilizando da barra dupla):

A'vD,B A" DB
A AFB,B (Cut)

A A A"+ B, B, B’

(V right 1) e (V left): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma disjung¢do a direita no lado esquerdo e uma disjung¢do
a esquerda no lado direito. Aqui (V' right 1) representa a rega de disjungdo onde a
férmula mais a esquerda € trazida para cima.

AFC, B . ACFB A" DFB'
A-CVD,B (\/ rlght 1) A A" CVDF B, B’ (\/ left)

AAA"-B,B, B

(Cut)



E substituido por:

A-CB A CFB
AAF BB (Cut)

A AT A"F B, B, B’

(V right 2) e (V left): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma disjuncdo a direita no lado esquerdo e uma disjun¢do
a esquerda no lado direito. Aqui (V' right 2) representa a rega de disjungdo onde a
formula mais a direita € trazida para cima.

AFD, B . A C+-B A" D-B'
A }_ C \/ _D, B (\/ rlght 2) AI,AII’C\/D '_ Br’ B// (\/ left)

A A A"+ B,B,B"

(Cut)

Equivale a:

A-DB A" DFB
AA"F BB (Cut)

A,A A"+ B,B,B"

( — right) e ( — left): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma negacdo a direita no lado esquerdo e uma negagdo a
esquerda no lado direito.

A,C+-B

. A'-C,B

A -CFB
A A" B, B

Corresponde a forma:

(Cut)

A'+CB' ACHB
A4 AF BB (Cut)

A AF BB

( — right) e ( — left): Neste caso, antes de aplicar a regra do corte, as duas formulas
utilizadas originaram-se de uma implicagdo a direita no lado esquerdo e uma
implicacdo a esquerda no lado direito.



ACHD, B . A.CFB  A".D\ B
AFC—D,B (% rlght) A A" C—DF B, B’ (—> 1eft)

A A A" B, B, B

(Cut)

Traduz-se como:

A'F-C.B ACVD,B
A AFB.D.B (Cut)

" //
A,AFD,B, B A DFB

A, AI, AII/ |_ _B7 BI7 BII/

(Cut)

Observe-se que, nesse ultimo cenario, o problema foi resolvido através de dois cortes.

E relevante salientar que, apesar de a finalidade destas substitui¢des ser a exclusdo da
regra de corte, em todos os exemplos mencionados, o corte ndo foi de fato abolido da prova;
ao invés disso, ele foi deslocado ligeiramente para uma posi¢ao superior. Isso ilustra como,
mediante o uso repetitivo dessas transformagdes em uma prova, € vidvel progressivamente
eliminar a mencionada regra, deslocando continuamente as posi¢des de corte para cima até
sua completa extin¢do. Outro ponto de extrema importancia a enfatizar ¢ que estamos fazendo
uso de uma versdo da prova que exclui permutagdes e enfraquecimentos, o que pode criar
uma impressao enganosa de que as provas estdo se tornando menores, quando, na verdade,
ocorre precisamente o contrario.

E crucial reconhecer que o teorema de eliminacio de corte envolve conceitos
complexos que demandam uma compreensao aprofundada para sua aplicagdao 6tima.

6.2 Lemas fundamentais

Para tanto, um conceito essencial na aplicacdo da eliminagdo de cortes ¢ a ideia de
profundidade logica. Essa ideia serve para quantificar a complexidade das formulas logicas,
levando em consideragdo os conectores logicos. Os principais elementos dessa nogao

incluem:
1. A profundidade logica dp(¢) de uma formula € definida indutivamente da seguinte
forma:

a. A profundidade l6gica de uma variavel proposicional ou L (contradi¢do) é 0.

b. Para conectivos logicos binarios (denotados por o), a profundidade l6gica de ¢
vy € o maximo entre dp(¢) e dp(y), incrementado em 1.

O simbolo o usado na definicdo de profundidade logica, pode ser substituido por
qualquer conectivo logico. Isso significa que a defini¢do ¢ vélida para uma ampla gama de
operadores 16gicos.



2. A classificagdo ou grau rk(¢) de uma formula ¢ ¢ definida como dp(¢) + 1. Aqui,
dp(¢) representa a profundidade logica da formula ¢.

Para ilustrar, considere as seguintes férmulas logicas:
¢ =P (onde P ¢ uma variavel proposicional)
v = Q (onde Q ¢ outra variavel proposicional)

o=(0 V)

1. A profundidade l6gica dp(¢) de uma varidvel proposicional € 0, entdo dp(¢) = 0.

2. Da mesma forma, a profundidade 16gica dp(y) de outra varidvel proposicional também
¢ 0, entdo dp(y) = 0.

3. Agora, vamos calcular a profundidade 16gica da férmula composta ¢ = (¢ V ).

4. O operador logico utilizado aqui € a disjungdo ('), que é um conector 16gico binario.
Portanto, dp(¢) = max(dp(¢), dp(y)) + 1 =max(0,0) +1=1.

Agora, vamos calcular a classificag@o rk(¢) para cada formula:
tk(¢) =dp(p)+1=0+1=1.
k(y)=dp(y)+1=0+1=1.
k(p)=dp(p) +1=1+1=2.

Tendo ja estudado os conceitos de profundidade logica e classificacdo, podemos agora
avangar para o segundo passo em nosso estudo sobre eliminagdo de corte. Este passo envolve
abordar a tarefa especifica de encontrar evidéncias sem utilizar a regra de corte, uma tarefa
facilitada pelos conceitos-chave conhecidos como 'Lema Chave', 'Lema de Enfraquecimento’
e 'Lema de Inversao'

Weakening:

Se I' = A é o sequente final de uma derivagdome I’ = 10 e A & A0, entdo 10 - A0
também é derivavel. Na verdade, o ultimo tem uma derivagdao ©0) com uma classifica¢dao nao
maior do que a de .

Este lema, também conhecido como "Lema de Enfraquecimento", afirma que se vocé
possui uma derivacdo m de um sequente I' = A e consegue identificar as subférmulas
I'0 e AO, de modo que I' seja um subconjunto de I'0 e A seja um subconjunto de AO,
entdo € possivel derivar o sequente I'0 - AO. Além disso, este lema assegura que a
nova derivacdo n0 do sequente I'0 F AO tera uma classificagdo (que mensura a
complexidade da derivagdo) nao superior a de m.

Lema de Inversao:

Cada uma das regras no cdlculo de sequentes classico é invertivel: se existe uma
derivagdo m de um sequente o e o pode ser obtido a partir dos sequentes ¢l, . . ., on por uma
das regras, entdo existem derivagoes wi dos oi também, e a classificagdo de cada wi ndo
precisa ser maior do que a de .



O “Lema da inversdo” define que dentro do célculo de sequentes, uma regra serve
como guia para gerar um novo sequente a partir de um ou mais sequentes anteriores.
Uma regra € considerada invertivel quando nos permite reverter esse procedimento;
em outras palavras, se possuimos conhecimento da verdade do novo sequente,
podemos deduzir que os sequentes anteriores também sao verdadeiros.

Por exemplo, uma das regras no calculo sequente ¢ a regra de introducao da
conjungdo (/\), que estipula que, se tivermos dois sequentes, A e B, podemos
estabelecer um novo sequente, A /\ B, que denota a conjungdo de "A e B sdo ambos
verdadeiros". Essa regra ¢ invertivel porque, quando verificamos a verdade de A /\ B,
podemos inferir a verdade tanto de A quanto de B. A esséncia do lema da inversdo
reside em sua afirmagdo de que, para regras especificas dentro do calculo sequente,
esse processo reverso ¢ consistentemente aplicavel para construir uma prova. Para
ilustrar, ao tentar validar um sequente no formato de A /\ B, podemos
sistematicamente esforcar-nos para provar tanto A quanto B individualmente, e depois
empregar a regra de introdugdo da conjungdo (/\) para uni-los. Essa abordagem
simplifica nosso objetivo, permitindo-nos concentrar nos sequentes menores da prova.
O lema da inversdo fornece insights sobre quais regras possuem essa caracteristica e
como usa-las eficientemente.

Lema Chave:

Suponha que m é uma deriva¢do que termina com uma aplica¢do da regra de corte
aplicada a uma formula de classificacdo d, enquanto a classifica¢do de qualquer outra
formula de corte em 7 é estritamente menor do que d. Entdo rt pode ser transformado em uma
derivacdo w0 com o mesmo sequente final que e com classificacdo estritamente menor do
que d.

O "Lema Chave" lida com o conceito de "classificagdo" em derivagdes sequentes. Ele
afirma que se vocé tem uma derivagdo m que termina com a aplicacdo da regra de corte
a uma formula de classificacao d, mas todas as outras formulas de corte na derivagao
tém classificagdes estritamente menores do que d, entdo € possivel transformar essa
derivagdo em uma nova derivacao n0 que tem o mesmo antecedente (parte esquerda
do sequente) que m, mas a classificagdo ¢ estritamente menor do que d. Isso € util para
simplificar e otimizar derivagdes complexas.

Com base nesses conceitos, a aplicagdo da eliminagdo do corte comeca encontrando a
classificagdo mais alta de qualquer féormula de corte na derivagdo e, em seguida, aplicando
uma série de transformagdes, como ja estudado em segdes anteriores chamadas "casos-chave".
Esses casos-chave ndo sdo exaustivos, mas representam exemplos importantes usados para
compreender o conceito completo da elimina¢do do corte. Eles ajudam a eliminar todas as
féormulas de corte com essa classificacdo. As transformagdes dependem da estrutura da
formula de corte e das ultimas regras que foram aplicadas nos ramos da prova. Essas

transformagdes preservam o resultado final da derivagcdo, mas reduzem sua classificacdao de



corte. Ao repetir esse processo para classificagdes mais baixas, ¢ possivel obter eventualmente

uma derivagdo sem cortes.



7 Conclusao

Neste estudo, exploramos os principios da logica proposicional e sua relacdo com os
sequentes de Gentzen. Iniciamos com uma introdu¢do que enfatiza a importancia da logica
proposicional em campos como filosofia, matematica e ciéncia da computagdo. Em seguida,
apresentamos os sequentes de Gentzen como uma abordagem formal da l6gica proposicional,
discutindo seu significado e introduzindo o calculo de sequentes como uma ferramenta
fundamental.

Um aspecto crucial deste trabalho foi a analise da regra do corte, que desempenha um
papel central na dedugdo de teoremas a partir de sequentes. Exploramos sua relevancia para a
estruturacao de argumentos validos e sua conexao com a sintese de prova.

Além disso, investigamos o teorema da eliminacdo do corte, evidenciando como
simplifica provas complexas e destaca a eficacia do céalculo de sequentes em demonstragdes
formais.

No entanto, ¢ importante reconhecer as limitagdes deste estudo, incluindo a exclusdo
da logica de predicados, uma extensdo fundamental da logica proposicional, bem como o fato
de que o teorema da eliminagcdo do corte ndo foi estudado exaustivamente. Este estudo
fornece apenas uma introdu¢ao ao conceito, sem aprofundar em exemplos praticos. Assim, ha
espaco suficiente para investigacoes adicionais na area da logica de predicados e sua relagao
com os sequentes de Gentzen, bem como a exploracdo de exemplos praticos e aplicagdes do
teorema da eliminacao do corte.

As contribui¢des deste trabalho abrangem uma exploracdo aprofundada dos conceitos
basicos da logica proposicional e dos sequentes de Gentzen, com €nfase na importancia da
regra do corte e do teorema da eliminagdo do corte. Esperamos que este estudo tenha
fornecido uma base solida para aqueles que desejam compreender e aplicar esses conceitos
em suas pesquisas e trabalhos académicos.

Por fim, apontamos para vdarias areas promissoras de pesquisa futura, como a
aplicagdo pratica dos sequentes de Gentzen em dominios especificos, exploracao de extensdes
da légica proposicional, como a logica de predicados, e investigagao de técnicas avangadas de
prova e simplificagdo de argumentos. O campo da logica oferece vastas oportunidades de
exploragdo, e este trabalho pode servir como um ponto de partida solido para pesquisas
futuras nessa diregao.

Assim, concluimos esta pesquisa, esperando que tenha contribuido para uma
compreensdo mais profunda da logica proposicional e dos sequentes de Gentzen, bem como
para inspirar futuras investigagdes neste fascinante campo.
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