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RESUMO

Embora a percolacao acessivel seja um conceito recente, muitos trabalhos foram
desenvolvidos na ultima década abordando esse tema tdo em voga. A possibilidade de
modelar problemas reais usando a teoria de percolagao sem duvida é o que faz essa
area ser tao interessante e aclamada. O objetivo principal do nosso trabalho é encontrar
condigoes para percolacao acessivel em arvores esfericamente simétricas. Sendo assim, neste
trabalho introduzimos uma nova forma de caracterizar arvores esfericamente simétricas,
denotada por 2-power. Este novo conceito é baseado na velocidade do crescimento da
arvore. Para provar a percola¢ao acessivel dessas novas arvores foi necessario a criacao
do que chamamos de percolagao d-acessivel. Esta por sua vez é uma forma mais restrita
da ja conhecida percolacao acessivel. Varios resultados foram derivados da criagao desses
conceitos e exemplos selecionados foram utilizados para a compreensao dos principais
resultados. Finalizamos nosso trabalho explicitando também condigoes para a extingao de

arvores esfericamente simétricas.

Palavras-chave: arvores 2-power; percolacao d-acessivel; percolacao acessivel; arvores

esfericamente simétricas.



ABSTRACT

Although accessibility percolation is a recent concept, many works have been presented
in the last decade addressing this topic that is so in vogue. The possibility of modeling real
problems using percolation theory is undoubtedly what makes this area so interesting and
acclaimed. The main objective of our work is to find accessibility percolation conditions in
spherically symmetric trees. Therefore, in this work we present a new way to characterize
spherically symmetric trees, denoted by 2-power. This new concept is based on the speed
of tree growth. To prove the accessibility percolation of these new trees it was necessary
to create the d-accessibility percolation concept. It is a more restricted form of the already
known accessibility percolation. Several results were derived from the creation of these
concepts and selected examples were used to understand the main results. We finish our

work and also explain conditions for the extinction of spherically symmetric tree.

Keywords: 2-power trees; d-accessibility percolation; accessibility percolation; spherically

symmetric tree.
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1 INTRODUCAO

E fascinante como algumas ideias nascem. Um mesmo problema pode ser visto por varios
pontos de vista. Uma mudanga de perspectiva do problema pode fazer surgir resultados e
conceitos que complementam uma teoria ja existente ou até mesmo criam novas teorias. Na
teoria da percolacdo temos exemplos desse processo; este trabalho é um deles. A primeira
formulagao matematica de percolagao foi feita por Broadbent e Hammersley (1957) e a
ideia central é analisar a aleatoriedade do meio e ndo do fluido. Varios exemplos podem
ser dados para a compreensao do que é o meio e o fluido. Difusao de soluto através de
solvente, elétrons migrando sobre uma rede atomica, moléculas penetrando em um sélido
poroso e doenga infectando uma comunidade sao alguns exemplos explorados pelos autores
acima citados. O estudo da aleatoriedade do fluido ja era bem conhecido na literatura,
mas a perspectiva de se preocupar com a aleatoriedade do meio deu inicio a moderna
teoria de percolagao.

Nos tultimos anos a teoria de percolagao tem tido notoriedade sendo, atualmente, um
dos principais eixos da teoria de probabilidade. Algumas referéncias que corroboram essa
ideia podem ser consultadas, por exemplo, Broadbent e Hammersley (1957), Sahini (1994),
Grimmett (1999), Kesten (2006), Nowak e Krug (2013), Duminil-Copin (2018) e Krug
(2021). O conceito de percolagao acessivel foi introduzido a literatura por Nowak e Krug

(2013) que se inspiraram no seguinte problema de biologia evolutiva:

Imagine uma populagao de alguma forma de vida dotada do mesmo tipo
genético (gendtipo). Se ocorrer uma mutacio, é criado um novo gendtipo
que pode morrer ou substituir o antigo. Desde que a selecdo natural seja
suficientemente forte, esta tultima sé acontece se o novo genotipo tiver
maior aptidao. Como consequéncia, em escalas de tempo mais longas, o
genotipo da populag@o segue um caminho através do espaco de gendtipos
ao longo do qual o ajuste é monotonicamente crescente.(NOWAK; KRUG,
2013, p. 66004-p1, traducio nossa).!

Esse caminho monotonicamente crescente que o genétipo da populagao segue é um exemplo
do que definiremos como caminho acessivel. A ideia entao é estudar a probabilidade de
existéncia de um caminho acessivel. Os autores iniciam seus estudos em arvores finitas

e localmente finitas, chamadas n-arias. Sejam N, a quantidade de caminhos acessiveis

! Imagine a population of some life form endowed with the same genetic type (genotype). If a mutation

occurs, a new genotype is created which can die out or replace the old one. Provided natural selection
is sufficiently strong, the latter only happens if the new genotype has larger fitness. As a consequence,
on longer timescales the genotype of the population takes a path through the space of genotypes along
which the fitness is monotonically increasing.
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conectando a raiz (denotada por 0) com o ultimo nivel, n o nimero de filhos de cada
vértice e h a distancia da raiz até o tltimo nivel da arvore. Entao eles obtiveram o seguinte

resultado.

Teorema 1. Se n = n (h) = ah, com « > 0 uma constante, entao

=0, sea<el,

i >
AP e 2 1)

>0, sea>1l.

Note que h4 uma lacuna nesse resultado: o que acontece se a € (e, 1]7 A resposta
veio no mesmo ano no artigo publicado por Roberts e Zhao (2013) e enunciamos a seguir.

1

Teorema 2. Se n =n (h) = ah, com o > e~ uma constante, entao

lim P (N, > 1) = 1.

h—o00

Ou seja, unindo os resultados de Nowak e Krug (2013) e Roberts e Zhao (2013) temos

Teorema 3. Se n = n (h) = ah, entdo

0, sea<el,
lim P (N, >1) =

h—o0 _
1, sea>e .

A partir do Teorema 3 dizemos que ocorre transicao de fase no modelo de percolacao
acessivel definido para as n-drias quando a = e~ '. Para mais informacoes sobre a motivacio
biol6gica, recomendamos Roberts e Zhao (2013) e Berestycki et al. (2016). Os resultados
acima citados sao inspiragoes para novas ideias. Um exemplo é o artigo de Duque et
al. (2019) que propoe um modelo de percolagao k-acessivel onde é possivel ter “buracos”
na monotonicidade do caminho tomado pela populacao de gendtipos. Deixamos como
recomendagao o artigo escrito por Krug (2021) que traz um compilado de varios trabalhos
desenvolvidos sobre o tema em questao.

Recentemente, Coletti et al. (2018) reformularam essa ideia agora para arvores infinitas

e localmente finitas, obtendo o resultado a seguir.

Teorema 4. Considere o modelo de percolacdo em uma arvore esfericamente simétrica 7,
definida pela func¢ao f (i) = [(i + 1)*] em que @ > 0 é uma constante. Entdo o parametro
critico é dado por . = 1. Mais precisamente, se a < 1 entdo nao ha percolagao acessivel

em 7, e se a > 1 entao héa percolacio acessivel em 7T,.
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Mas, foi a partir do trabalho de Bertacchi et al. (2020) que a seguinte conjectura para

arvores esfericamente simétricas foi proposta.

Conjectura 1. Seja Ty uma arvore esfericamente simétrica com fungao de crescimento f.
o0

T; tem percolagio acessivel se, e somente se, Z —— < 00.

= /()

Esse é o ponto de partida do nosso trabalho. Nosso objetivo é buscar responder a
validade ou nao da conjectura e em um segundo momento responder perguntas que surgirao
no decorrer de nossos estudos.

Nosso texto esta dividido da seguinte forma. No Capitulo 2 estabelecemos as bases
necessarias para o desenvolvimento de toda a teoria contida neste trabalho. Apresentamos
alguns conceitos sobre grafos e arvores e falamos sobre suas relagoes. Definimos o que é
percolagao e percolagao acessivel. Introduzimos o conceito de processos de ramificagoes e
enunciamos resultados importantes dessa teoria que serao usados e explorados ao longo
do texto. Finalizamos apresentando uma breve se¢ao sobre martingale a fim de que
o leitor tenha todo o ferramental necessario para dar continuidade a leitura do texto.
No Capitulo 3 definimos o conceito de percolagao d-acessivel e, a partir do mesmo,
desenvolvemos varios resultados importantes. Finalizamos o capitulo em questao dando
uma resposta a Conjectura 1. O Capitulo 4 comeca com alguns resultados obtidos através
da manipulacdo das hip6teses contidas no Teorema 3.3 do artigo de Bertacchi et al. (2020)
e, posteriormente, definimos o conceito de arvores 2-power. Com essa nova defini¢ao
provamos os principais resultados obtidos em nossos estudos. Por fim, o Capitulo 5 traz as

conclusoes e propostas futuras por nos almejadas.
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2 PRELIMINARES

Iniciamos nosso trabalho com uma pequena introducao sobre grafos e arvores. Aborda-
mos algumas de suas defini¢oes e relagoes. Apresentamos o conceito de arvores esfericamente
simétricas que sera indispensavel para a continuidade do trabalho. Alguns resultados im-
portantes para este trabalho sdo enunciados e demonstrados nesta secao a fim de criarmos
um trabalho autocontido que servird como base introdutoéria a todo o texto aqui escrito.
As principais referéncias usadas sao enunciadas de acordo com sua necessidade no decorrer

do texto.

2.1 GRAFOS

Muitas situagoes do cotidiano podem ser modeladas a partir de grafos. Um grafo pode
ser representado por um conjunto de pontos ligados por linhas.

Um grafo G é um par ordenado (V, ), onde V representa o conjunto dos vértices e £ o
conjunto das arestas. Dizemos que os vértices u e v sao vizinhos se (u,v) € £ e denotamos
por u ~ v. Denotamos por d (v) o grau de um vértice que representa o niimero de vizinhos

do vértice v. Se para cada vértice v, d (v) for finito, dizemos que o grafo G é localmente

finito.
Um caminho em G é uma sequéncia finita de diferentes vértices vy, vq, ..., v, tal que
v; ~ Vi1, para todo i € {0,1,...,n — 1}. Vale ressaltar que, em teoria dos grafos, um

caminho ¢é necessariamente autoevitante, ou seja, cada vértice sé pode ser “visitado” uma
unica vez. Dizemos que um grafo G é conexo se para cada par de vértices, u # v, existir
pelo menos um caminho que os conecta.

Para um maior aprofundamento em teoria dos grafos ver Bollbas (1998) e Bondy e

Murty (1976).

2.2 ARVORES

Se T = (V,€) for um grafo conexo em que quaisquer dois vértices sdo conectados por
um unico caminho, dizemos que 7 é uma arvore. Usualmente trabalhamos com arvores

que possuem raizes, isso significa que fixamos um vértice para ser a raiz da arvore e o
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denotamos por 0. Para cada v € V denotamos por |v| := d (v,0) o ntimero de arestas desse
caminho.

Sejam u,v € V. Se u ¢ um dos vértices do caminho que conecta o vértice v a raiz da
arvore 0, entao escrevemos u < v. Se u < v e u # v entdo denotamos u < v. Dizemos que
v é descendente de u se u < v. Por outro lado, se u < v e u ~ v dizemos que v é sucessor
ou filho de u. Também, denotamos por 97, = {v € V;|v| = n} o conjunto de vértices que
estao a distancia n da raiz e usualmente o chamamos nivel n da arvore. Diremos que uma
arvore cresce conforme os sucessores dos vértices se distanciam da raiz.

Neste trabalho, nossas arvores sao tais que todo vértice tem sucessor. Focamos nossa
atencao em um tipo de arvore especial, chamada de arvore esfericamente simétrica. Uma
arvore ¢ esfericamente simétrica se qualquer par de vértices que estdao a mesma distancia da
raiz tem o mesmo grau. Dessa forma podemos definir uma funcao f que associa a distancia
da raiz até um vértice ao seu numero de filhos. A funcao f definida dessa forma é chamada
funcao de crescimento da arvore e denotamos a arvore por 7;. Assim podemos dizer que
se T; é esfericamente simétrica entdo d (0) = f (0) e para todov € V, d (v) = f(|v]) + 1
onde f = {f (i) }i>0 ¢ uma sequéncia dada de nimeros naturais.

A Figura 1 ilustra dois exemplos de arvores esfericamente simétricas.

Figura 1 — Exemplos de arvores esfericamente simétricas

(a) Arvore homogénea d-dimensional 73. Sua fun-  (b) Arvore esfericamente simétricas com fungio
¢do de crescimento é f(0) =d+1e f (i) =d, de crescimento dada por f (i) = 2°, se i =
i > 1. Aqui ilustramos para d = 2. 0 (mod 2) e f (i) =1,sei# 0 (mod 2).
.\I’ «tTrPe, .
II ] \ / g ’
N 72 \\\ /4N /////o,
’ @
N V.o, —
o;./O\. .//oé—o S:

—
* 0\—0/ ° ° *
/N /\ .

=2 QN ‘E}A 2
7 NN = 3
/N RZINZIN

Fonte: (a) Rodriguez (2019); (b) O autor (2023).

Para um estudo mais aprofundado sobre probabilidade e processos estocasticos em

arvores recomendamos consultar Lyons e Peres (2017).
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2.3 PERCOLACAO

Assim como Sahini (1994) em seu livro usou uma histéria para introduzir o tema de
Percolagao, contarei um fato que me ocorreu.

Recentemente precisei fazer uma viagem ao Recife. Para isso era necessario pegar um
onibus da minha cidade até a capital do estado para s6 entdo embarcar no aviao a fim de
chegar ao meu destino. Devido a atrasos, cheguei a capital préximo ao horario do meu voo.
Ao entrar no primeiro taxi disponivel avisei apressadamente o motorista que meu destino
era o aeroporto. Era noite, algumas estradas estavam interditadas por reparos, outras por
blitz policial, algumas por “manifestagdes” e tudo isso parecia estar ocorrendo ao acaso. A
pergunta que nos faziamos era: qual serd o caminho disponivel para ir até o aeroporto?

Usando essa historia como pano de fundo, suponha que as ruas da capital sejam como os
limites de uma rede quadrada muito grande e que algumas dessas ruas estejam bloqueadas
por alguns dos acontecimentos mencionados (Figura 2). A pergunta que eu e o taxista
nos faziamos pode ser reformulada como: qual a fracdo de ruas da capital que teriam que
estar abertas ao trafego a fim de que eu conseguisse chegar ao aeroporto? Obviamente, se
muitas ruas estivessem fechadas eu, provavelmente, nao conseguiria chegar ao aeroporto e
perderia meu voo. Por outro lado, se a maioria estivesse aberta provavelmente eu chegaria
a tempo de pegar meu voo. Portanto, deve haver um valor critico da fracao de ruas livres
que me impediria de chegar ao aeroporto, ao passo que, caso a fragdo esteja acima desse
valor, eu chegaria sem problemas ao meu destino. A teoria da percolagao busca, dentre
um amplo leque de aplicagoes, responder questionamentos como esses.

Para cada vértice v € V de uma arvore 7; associamos uma variavel aleatéria continua
X, de forma independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.). Isso gera um conjunto de
variaveis aleatérias i.i.d. Sem perda de generalidade, vamos supor que X, tem distribuicao
uniforme em [0, 1]. Dizemos que um caminho vy, vy, ..., v, em T; é acessivel se X, <
Xy, < -+ < X, . Denotamos por vy % v, se 0s vértices vy e v, 530 conectados por algum
caminho acessivel. O nivel 07, é acessivel desde a raiz se existe um caminho acessivel da
raiz até algum vértice v € 97,,.

Podemos definir, para cada n € IN, A,, como o evento que representa que 07, é acessivel
desde a raiz. Podemos entao definir que a percolagao acessivel em Ty ira existir se o

o0
evento ﬂ A,, ocorrer com probabilidade positiva. O objetivo do nosso trabalho é estudar

n=1
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Figura 2 — Possivel realizacio do modelo de percolacio em Z2.

Aeroporto

n

UL IT

i

Rodoviaria

Fonte: O autor (2023).

a percolacao acessivel em arvores esfericamente simétricas, ou seja, estudar o limite
(o]
0(T;) =1Ip (ﬂl An> = nh_)rIgO]P (Ay) -
n=

Se 0 (7y) > 0 dizemos simplesmente que 7T; possui percolagao acessivel. Se 6 (7;) = 0
entao 7y nao possui percolacao acessivel. Vale ressaltar que as notagoes aqui usadas sao as
mesmas de Coletti et al. (2018).

Na Figura 3 estao ilustradas duas arvores esfericamente simétricas. A seguir incluimos
o exemplo mostrando que a arvore fatorial representada na Figura 3a nao tem percolacao
acessivel e no decorrer do texto justificaremos que a Figura 3b possui percolacao acessivel.

O exemplo a seguir pode ser encontrado em Coletti et al. (2018).

Ezemplo 1. A arvore fatorial 7y é definida pela func¢ao de crescimento f (i) =i+ 1. Um
caminho da raiz até uma de suas folhas (vértices) em 07, tem distancia n + 1. Logo,
permutando os n + 1’s valores que encontramos neste caminho, temos (n + 1)! possiveis
ordens de valores. Um caminho acessivel, necessita que esses valores estejam em ordem nao

1
decrescente. Logo, a probabilidade do caminho estar acessivel ¢ ———. Ainda, temos n!

(n+1)!
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possiveis caminhos da raiz até 07, . Logo,

nl 1
(n+1)! n+1

P(A,) <

Portanto,

0(T;) =P (fjl An> = lim P (A,) < lim = 0.

Figura 3 — Representacao de drvores esfericamente simétricas definidas em Coletti et al. (2018).

(a) Arvore fatorial 7y com funcio de crescimento  (b) Arvore T, com funcdo de crescimento f (i) =
fO=1lef@@)=i+1,i>1. [(i +1)*]. Aqui ilustramos para o = 2.

‘e o o '

.

)
S

Qe

®
[ ]
o o
’ \
’ \
’ .

Fonte: O autor (2023).

Ao longo do nosso texto serd necessario algumas vezes comparar arvores distintas.
Suponha que 71 = (V1,&1) e T2 = (V,, &) s@o arvores esfericamente simétricas que
compartilham a mesma raiz. Se temos V; C V, e & C &, dizemos que 7; é dominada por
T e denotamos por T; < T3. Perceba que todo caminho acessivel em 77 que conecta a raiz
até 07, também conectarad a raiz a 07, se T < T». Usando um simples argumento de
acoplamento, Coletti et al. (2018) provam o Lema 1, o qual estabelece que a probabilidade

de percolagao acessivel é mondtona na arvore.
Lema 1. Se Ty < T3, entao 0 (T1) < 6 (T3).

Com o Lema 1 e o Exemplo 1 podemos ver que nenhuma das arvores esfericamente
simétricas com funcdo de crescimento constante, por maior que seja a constante, possui
percolagao acessivel. De fato qualquer arvore dessa forma pode ser vista como uma arvore
dominada pela arvore fatorial. De forma mais geral, qualquer arvore que seja dominada

pela arvore fatorial, ndo possui percolagao acessivel.
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2.4 PROCESSOS DE RAMIFICACAO

E inevitavel, ao falar em processos de ramificagdo, ndo mencionarmos a classica historia
de Galton-Watson.

Até décadas recentes acreditavamos que o estudo sobre os processos de ramificacao foi
iniciado a partir de um problema publicado em 1873 no Educational Times por Francis
Galton. Galton, ao propor este problema, estava investigando a extin¢ao de sobrenomes
aristocraticos, o que era uma preocupacao entre os vitorianos.

Uma grande nacdo, da qual nos preocupamos apenas com os homens
adultos, em nimero N, e que cada um tem sobrenomes distintos, coloniza
um distrito. Sua lei de populacao é tal que, em cada geracao, ay por
cento dos homens adultos nao tém filhos homens que cheguem a vida

adulta; a; tem um filho do sexo masculino; as tem dois; e assim por
diante até as que tem cinco.

Encontre (1) a propor¢ao dos sobrenomes que terd se extinguido apds r
geragoes; e (2) quantos casos haverd do mesmo sobrenome sendo detido
por m pessoas. (KENDALL, 1966, p. 386, traducio nossa).*

Henry William Watson encontrou, incorretamente, uma solugao. Apesar da solugao
encontrada por Watson ter um erro algébrico, isso nao foi um grande problema, visto que
o método utilizado por ele é até hoje a base para se encontrar a solugao correta.

Em Grinstead e Snell (1997) foi relatado que Heyde e Seneta descobriram uma comuni-
cacao que antecipava em 28 anos as descobertas de Galton-Watson. Irénée-Jules Bienaymé
mostrou estar ciente do problema e até mesmo chega a mencionar ter conhecimento de sua
solugdo. Embora ele nao tenha justificado seus resultados, o mesmo pretendia publicar um
artigo sobre este problema. Porém, esse artigo nao foi escrito ou ainda nao foi encontrado.

As nomenclaturas variam, alguns livros chamam esses modelos de processos de Galton-
Watson, outros de processos de Bienaymé-Galton-Watson e alguns apenas de processos de
ramificacao. Por conveniéncia, neste texto, chamamos de processos de Galton-Watson.

Usando o contexto apresentado anteriormente, podemos imaginar o seguinte para o
processo de Galton-Watson. Suponha que queremos estudar a extin¢ao ou sobrevivéncia do

sobrenome Cardoso. Inicialmente, no tempo n = 0, temos o ancestral Cardoso. Suponha

1 Problem 4001: A large nation, of whom we will only concern ourselves with the adult males, N in

number, and who each bear separate surnames, colonise a district. Their law of population is such
that, in each generation, ag per cent of the adult males have no male children who reach adult life; a;
have one such male child; as have two; and so on up to as who have five. Find (1) what proportion of
the surnames will have become extinct after r generations; and (2) how many instances there will be
of the same surname being held by m persons.
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também que a geracao de filhos é dada de acordo com uma variavel aleatéria discreta
X que toma valores no conjunto dos niimeros naturais e tem funcao de distribuicao
de probabilidade dada por IP (X = k) = py, para k € IN. No tempo n = 1 temos a
primeira geracao de filhos Cardoso que sao gerados segundo a variavel aleatéria X, ou
seja, k descendentes sao gerados com probabilidade p;. Na n-ésima geracao teremos um
certo numero de filhos e cada um deles podera dar continuidade a sua linhagem gerando
descendentes. Esses constituirao a (n 4+ 1)-ésima geracdo. Em cada caso, isso ocorrera de
acordo com uma variavel aleatéria i.i.d. a varidvel aleatéria X. Cada elemento da (n + 1)-
ésima geragao estd associado a um vértice, que chamaremos pai, na n-ésima geracao. Uma
possivel realizagao do processo de Galton-Watson é dada na Figura 4.

Figura 4 — Uma realizacdo do processo de Galton-Watson.

B S
PR RN
- ~
/’ ! \\
- ! RN
- h ~o
//’ 1] \\
» ¢ 8
/7 A Y /, \\
7 N - I ~
’ \ P 1 RS
’ \ i 1 S
’ \ - \ ~
" " ® L4 ,ﬁ!‘\
RN RN RN
’ \ ’ \ . ’ ~
’ \ ’ \ e ’ \ So
’ \ ’ \ e ’ \ S
° e o [ °
1 I 1 n n m
1 11\ 1 n n A
1 LI 1 [ [ /Y
1 LA 1 [} [ fo
. /. . ;o ;o ;o
[ ] o000 [ ] [ N J [ N J [ N N J

Fonte: O autor (2023).

Ao longo dos anos, o processo de Galton-Watson foi usado para modelar varios tipos de
fendbmenos como, por exemplo, reagoes nucleares, crescimento populacional e raios cosmicos
(HARRIS, 1963). Porém, alguns problemas biolégicos e fisicos necessitam de modelos mais
elaborados e, com isso, surgiram varias generaliza¢oes do processo de Galton-Watson.

Um desses modelos é o processo de ramificacdo em meio variavel ou processo de Galton-
Watson nao homogéneo. Este modelo é uma generalizagdo do processo de Galton-Watson
e ocorre quando a distribuicao de descendentes varia de acordo com suas geragoes.

Comecamos definindo um processo de ramificagao em meio variavel da maneira como
segue. Seja 0 sua raiz e X; o numero de descendentes da raiz. Vale ressaltar que esse
nimero é aleatério. No passo seguinte, cada um dos filhos (se houver) pode gerar (ou nao)
um numero i.i.d. de filhos conforme a variavel X,. De forma geral, definimos uma sequéncia

{Xn},en em que cada individuo da geragdo n — 1 tem descendentes independentemente, de
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acordo com a lei dada por X,,. Observe que obtemos um processo de Galton-Watson caso as

distribuigoes { X, } forem todas iguais. Se para cada n e alguma sequéncia de nimeros

nelN
{@n},ens P (X, = 2,) = 1, obtemos uma arvore esfericamente simétrica com fungao de
crescimento dada por f (i) = x;11. Resultados referentes a exting¢ao e sobrevivéncia para
esse tipo de modelo sao encontrados em Broman e Meester (2008) e Bertacchi et al. (2020).

Dado um processo de ramificacdo em meio variavel, associamos a cada vértice uma
varidvel aleatéria i.i.d. com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1]. Vale ressaltar que
essa associacao pode ser feita de forma mais geral usando, por exemplo, uma medida
de probabilidade assumindo quaisquer valores reais. Nossa escolha foi meramente para
facilitar as representagoes graficas no texto. Definimos o seguinte processo: todos os filhos
que tiverem um valor associado a si menor que um valor associado ao pai morrem. Com
isso, obtemos um novo modelo que é o processo de ramificacdo em meio variavel com
selecao.

A Figura ba apresenta um processo de ramificagdo em meio variavel. Cada vértice da
arvore estd identificado por um par (Y,, X,) em que Y, representa o niimero de filhos desse
vértice e X, é uma variavel aleatoria que pertence a uma sequéncia de variaveis aleatorias
i.i.d. associada aos vértices. Quando um vértice v possui valor X, menor do que o valor do
vértice que lhe deu a origem entao ele nao sobrevive, em outras palavras, matamos esse
vértice. A Figura 5b apresenta uma realizagdo desse processo. Os vértices marcados por
um X foram extintos, bem como sua descendéncia.

Figura 5 — Ilustragdo de um processo de ramificacdo em meio varidvel com e sem sele¢ao.

(a) Uma realizagdo do processo de ramificacio em  (b) Uma realizagdo do processo de ramificacdo em

meio variavel. meio variavel com selecao.
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Fonte: Rodriguez (2019, p. 24, adaptacio nossa).
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Em Bertacchi et al. (2020), esse processo foi proposto como uma generalizagao do modelo
de percolacao acessivel em arvores infinitas. Ou seja, se supormos que cada vértice da
n-ésima geracao tenha um ntimero constante de filhos f (n), antes da sele¢do, podemos ver
o conjunto de filhos como um conjunto de vértices de uma arvore esfericamente simétrica
com func¢ado de crescimento f. Assim, a sobrevivéncia de um processo de ramificacao
em meio variavel com selecao implica a percolacao acessivel numa arvore esfericamente
simétrica. A partir dessa conclusao, adaptamos alguns resultados contidos em Bertacchi et

al. (2020) para o contexto de arvores esfericamente simétricas.

Proposi¢ao 1 (Adaptagao da Proposigao 3.2). Dada uma arvore esfericamente simétrica

com f sendo a funcao de crescimento da arvore, se existe ng > 0 tal que

n—1 .
lim inf M =0
= (n+mng+ 1)!

entdo Ty nao tem percolacdo acessivel.

Demonstracao. Suponha inicialmente que ng = 0. Se a arvore for finita, segue que nao

temos percolacao acessivel. Suponha entao que a arvore é infinita. Entao o nimero de folhas

n—1
a distncia n da raiz é ] f (i). Para cada folha do nivel n existe um tnico caminho da raiz
i=0
1
até ela. A probabilidade desse caminho ser acessivel é m Lembre que denotamos por
n !
A, o evento “ter caminho acessivel até o nivel n”. A probabilidade deste evento acontecer
n—1 :
é dada por IP (A,) < Lf(z). Sendo assim,
(n+1)!
n—1 :
lim 1P (A,,) = liminfIP (A,,) < liminf M
o IS f @) < : _
Por hipétese temos que lim inf ===~ = (, entdo segue que lim IP (A,) = 0. Neste

caso, nao temos percolagao acessivel.

Suponha agora que nyg > 0 e tomemos uma fungao f como segue:
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Observe que a arvore dada por f tem percolacao acessivel se, e somente se, a arvore
dada por f tem percolacao acessivel.

O numero de folhas a distancia n + ng da raiz é

n+ng—1 " n+ng—1 _ n—1
II ro= 11 r@=11r0)
i=0 i=ng =0
Para cada folha do nivel n + ng existe um tnico caminho acessivel da raiz até ela. A
1
probabilidade do caminho ser acessivel ¢ ————. Novamente, seja A,1,, 0 evento
(n+mng+1)!
“ter caminho acessivel até o nivel n + ny”. A probabilidade deste evento acontecer é dada
n—1 -
—o [ (4) ,
or IP (Ayin,) < —=9 7 Sendo assim,
P ( +O)_(n+n0+1)!

i [ (1)
lim P (Apyn,) = liminf IP (A4 p,) < liminf —==

——==0.

]

Dado um processo de ramificacdo em meio variavel, sejam m,, e mg) 0 primeiro e
o segundo momentos, respectivamente, da variavel aleatéria X,,. A seguir enunciamos
o Teorema 2.5 de Bertacchi et al. (2020), pois, o0 mesmo sera usado para demonstrar a

adaptagao que segue.

Teorema 5. Considere um processo de ramificagao em meio variavel tal que m( ) < 00
para todo n suficientemente grande. Entao, para cada n € IN as seguintes condigoes sao

equivalentes:

(4)

m;

n+k 1 otk (2) -1
o (T )+ 75 (f) [ <

Além disso, se uma dessas condi¢oes vale para algum n, entdo o processo de ramificacao

em meio varidvel sobrevive.
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Teorema 6 (Adaptagao do Teorema 3.3). Suponha que exista uma sequéncia {c;};>o de

oo
, . o C;
niumeros reais positivos tal que E —— < ooe

i=0 f (Z>

j=n

. ~1
< fU) -1 (1,

Z ) (C 111102) < 00
grel{\IC’"jHOci>O

para algum n € IN e C' > 0. Entao a arvore 77 tem percolacao acessivel.

Demonstragio. Tomando uma nova sequéncia ¢; = C¢; no lugar de ¢; podemos supor,
sem perda de generalidade, que C' = 1. Seja T o valor de um vértice qualquer da arvore

Ty, ou seja, o valor da varidvel aleatéria associada a ele e seja 6 € (0,1 — ). Tome y tal

c ) )
que T +y = 9. Seja ng € N tal que Z " _ < ~.Seja p, = — para todo n < ny
el f(n) 2 2n¢
c
e p, = ﬁn) para todo n > ng. Construa recursivamente uma sequéncia estritamente
n
crescente {w,}, .y como segue
o :T,
T1 = To + Po;
Tpr1l = Tp + Dy

0 :
Claramente, Z Pn < 7 Temos que nh_}rgo xn < y. De fato,

n>ng

n—1
Him, 7 = Jiny, [ﬂf ¥ ZP]
1=

) K} n—1

= $+2”0(n0_1)+¢§0pi]
) n—1

:I+2m]<n0_1)+nh—>ngozznopl

*+5 i +5 T+0 0

= X et — — =2 —_
2 2ny | 2 210

o

Bk 2710

<.

Assim, se hé percolagao acessivel em [x, ILm a:n) entdo teremos percolacao acessivel
n—oo

em [T,y).
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Construiremos um processo de ramificacdo em meio variavel dominado pela nossa arvore
esfericamente simétrica da seguinte forma: a cada geragao n > 1 obtemos um processo
de ramificagao em meio variavel removendo todos os vértices da arvore esfericamente
simétrica fora do intervalo [z,_1,x,). Mais precisamente, o processo de ramificagdo em
meio varidvel inicia com uma particula em T e mata as particulas fora do intervalo [xg, x;):
isso é equivalente a remover cada filho independentemente com probabilidade 1 — pg.
Dada a n—ésima geracao, construimos a préxima mantendo todos os filhos das particulas
com valores no intervalo [z,,x,.1) e, novamente, isto é o mesmo que remover cada filho
independentemente com probabilidade 1 — p,,. Assim, a sobrevivéncia local do processo
de ramificacdo em meio varidavel implica a percolagao acessivel da arvore esfericamente
simétrica em [T, y).

Denotamos por 7, e m

) o primeiro e segundo momento, respectivamente, do

processo de ramificagdo em meio variavel. Temos que m, = p,f (n), pois é a média

da distribuicao Bernoulli com probabilidade p,. J& o segundo momento é dado por

A = paf (L= po+puf ()] Assim, @ — i = i [f (1) = £ (n)]. Note que

My = Cp €

m® —m, (& o 2[f2(n)— f(n " ‘ -
P - (Hw)zp“;%j”%nmmﬂ

AP -] (Y
= p%fQ (TL) (il_‘n[()plf (Z>)

P f (o,

- QQJ@V“O

-1
S -1 ("
a f%(n) (zgo ml)
MO

=" Fm) QQfJ oo
Portanto, pelo Teorema 5, segue o resultado. O
Coroldrio 1. Seja Ty uma arvore esfericamente simétrica. Se i —— < 00 entao Ty tem

i=0 f(Z)

percolacao acessivel.
Demonstracao. Basta tomar ¢; = 1 para todo i € IN e C' = 2 no Teorema 6. O

Munidos do Corolario 1, Coletti et al. (2018) provaram que a arvore exemplificada na

Figura 3b tem percolacao acessivel. Enunciamos esse resultado a seguir.
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Proposicio 2. Seja T, tal que
fa@) =16+, i=0

onde o > 0 é uma constante. Se « > 1, entao 6 (7,) > 0.

2.5 MARTINGALE

O termo “martingale” deriva de uma expressao francesa que se refere a estratégia de
dobrar as apostas até que uma vitoria seja garantida. O interesse em estudar esse tema
veio de jogadores que queriam encontrar uma estratégia para aumentar suas chances de
vitoria nos jogos de azar. Apesar dos estudos mostrarem que isto é matematicamente
impossivel, até hoje alguns jogadores e investidores fazem uso dessa estratégia (MANSUY;
SVERDLOVE, 2009).

O submartingale e o supermartingale sdo duas generaliza¢oes extremamente populares.
Podemos pensar que o submartingale é quando o resultado da aposta é favoravel, enquanto
o supermartingale é quando o resultado é desfavoravel. Um resultado assintético muito
importante é o teorema da convergéncia martingale que diz que qualquer submartingale
que satisfaca sup E [X,,] < oo deve convergir. Também hé um resultado simétrico para
Supermartingalz. Podemos pensar o submartingale como um anélogo as sequéncias nao
decrescentes. A partir dessa perspectiva, o teorema da convergéncia martingale é um andlogo
ao teorema da convergéncia mondtona para variaveis aleatérias. Para mais informagoes
sobre esse tema deixamos a recomendagao dos seguintes livros: Durrett (1996), Gallager
(2013), Hoel et al. (1971) e Taylor e Karlin (1998).

Os resultados apresentados nesta segdo podem ser encontrados em Kimmel e Axelrod

(2015) e o0 mesmo fica como recomendagao para um maior entendimento sobre esse tema.
Definigio 1. Uma sequéncia de varidveis aleatérias {X,},., ¢ chamada martingale se
E[|Xo|]] < e

E[XnJrl ‘ eranla cee 7X17X0] = Xn

Teorema 7. Se {X,},-, ¢ um martingale nao-negativo, tal que IE [X,,] < oo para todo n,

entao existe uma variavel aleatoria X com esperancga finita tal que o seguinte vale:
(¢)

lim X,, = X, com probabilidade 1,

n—o0
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(43) Se o martingale é limitado em L? (isto é, se supE [X,ﬂ < oo), entao a convergéncia
n

ocorre também no sentido de L?. Entédo, var (X) = lim var (Xn)-
n—oo
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3 PERCOLACAO §-ACESSIVEL

Neste capitulo desenvolvemos nossos primeiros resultados e a ideia central do mesmo é
o conceito de percolacao d-acessivel.

Seja Ty uma &arvore esfericamente simétrica com raiz vy e fungao de crescimento
f:INU{0} — N. Consideramos {U, }ve7;, uma familia i.i.d. de varidveis aleatérias onde
U, tem distribuigdo uniforme assumindo valores no intervalo [0, 1].

Dada uma sequéncia de nimeros positivos {d,},-, tais que Z 0, = 1, considere
B n>0

os intervalos Ly = [0, dp) lz (5“25 ), para n > 0. Em alguns momentos

denotaremos essa sequéncia de nimeros pos1t1vos simplesmente por §.
Defini¢ao 3.0.1. Dizemos que um caminho vy, vy, ..., v, em Ty é d-acessivel se
(1) v € 0T, V1 < k <
(11) vp ~ g1, V1< k<m;
(iii) Uy, € Ly, VO < k < n.

Para cada n € N, seja Fn o evento “a raiz esta conectada ao n-ésimo nivel por um
)
)

caminho d-acessivel”. Dizemos que 7; tem percolacao d-acessivel se ﬂ I',, ocorre com

n=1

probabilidade positiva. Seja 05 (T7) = (ﬂ r ) Veja que 65 (T7) = JgIEOHD (Th).

Proposicao 3.0.2. Se, para alguma sequéncia {5n}n20 hd percolagio 0-acessivel entao had

percolacao acessivel.

Demonstragio. De fato, veja que I, C A,, ou seja, P (I';,) < IP(A,). Por hipdtese
8s (T¢) > 0. Logo,

0(T;) = lim P (A,) > lim P (T,,) = 05 (T;) > 0

n—oo n—o0

O

Exemplo 3.0.3. Considere a seguinte realizacao na arvore Ty, com f(n) =1Vn €N
1

2n+1

dada pela Figura 6. Isto ¢, U,, = . Temos que Ty possui percolagao acessivel. Veja

n— n
que qualquer sequéncia {4, },>o tal que U, € L,, = [Z Z ] satisfaz
i=0 =0

1
0<60<1;
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Figura 6 — Uma realizacdo de um processo de percolagao acessivel que ndo possui percolagao J-acessivel.

Yo e (1;0)
e
e

Fonte: O autor (2023).

1 2

— < oty < =;

4_ 0+1 67
1 n 1n+1
- <0g+01+--+6, <= )
om_q =ttt 2n+2

Dessa forma Z 0, < 1, ou seja, T; nao possui percolacao d-acessivel.
n>0

A partir deste momento vamos obter resultados que nos permitam encontrar uma
condigao suficiente para a existéncia de percolacao d-acessivel para uma arvore esfericamente
simétrica. Para tanto, vamos definir uma sequéncia de variaveis aleatorias a partir das
notacoes que seguem.

Para fins de abreviacao de notagao, para cada n > 0 vamos denotar f, = f(n).

Considere, a partir de agora, 6 uma sequéncia fixada e, para cada n > 0 sejam:
* Qp = fn|Ln+1| — fn5n+1;
o o ={vo};

v € 0T,; (i) v~ u para algum u € ¢, 1
(17) Uy, € Ly,

Para cada n > 0, considere a variavel aleatéria

Xn = |Gl
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e seja
pn = E[X,].
Lema 3.0.4. Para cadan > 1, temos que i, = agGy - Qp_1.

Demonstracao. De fato, provemos por inducao finita.

,ule[Xl]:E

fo fo

ZH{UWGM} = Z P (UUZEL1) - fO(Sl = ayp.
i=1 i=1

Suponha que p, 1 = ag...a,_o é verdadeiro. Entao, por independéncia,

pn = [Xn]

Xn-1 [fn-1
) (Z ]I{UU,,.GLH})]

i=1 \ j=1

=

=E[X,1]E

fn—l
> L, cnny
j=1

=dag...Qap—2 (fn,l(Sn)

=dag...Qp_1.
[

Ainda com o propésito de encontrar uma condicao suficiente para a percolagao 6-
acessivel vamos precisar definir uma nova sequéncia de variaveis aleatorias baseada na
sequéncia de varidveis aleatorias {X,,}, -, definida anteriormente.

Considere entdo a sequéncia {W, }, ., de varidveis aleatérias definidas por W,, = —=.

n

Lema 3.0.5. A sequéncia {W,}, ., € martingale.

Demonstracao. De fato,

Xn
E[Wn+1|W1,...,Wn]:E[ “ywl,...,wnl
Mn1
1 Xn fn
= E I Wy, ..., W,
1 fn
= E|X . E I
LG, K| W Wal ]zzjl {Uv;;€Lns1}
1
= Xnan
e
Xn

L,
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]

Essa nova sequéncia de varidveis aleatérias {W,, },>1 ja nos dd uma condigao suficiente

para a existéncia de percolagao d-acessivel, como pode ser visto no teorema a seguir.

Teorema 3.0.6. Se sup E [Wﬂ < 00 entdo hd percolagio d-acessivel em Ts.
n>1

Demonstragio. Pelo Teorema 7, como W,, > 0 e E[W,] =1, ¥ n > 1, entdo, W, converge

quase certamente para alguma variavel aleatéria W > 0. Temos ainda que se

sup [E [W,ﬂ < 00

n>1

entao

Em particular, E [IW] = 1. Assim,
0<P (W >0) :HD<TL1LI130Wn >0) <P (W, > 0,¥n) <TP (X, > 0,n).
Logo, ha percolagao d-acessivel. O

Apesar de o Teorema 3.0.6 j4 nos dar uma condicdo suficiente para a percolacao
0-acessivel, estamos em busca de uma condi¢ao em termos da funcao f e da sequéncia 9.
Por isso, vamos inicialmente definir o que segue.

Fixado n > 1, para cada z € 97, sejam
® N(E = ]I{QZ‘EQL};

y € 0Ty, (i) z~y
[ ) gﬁD = ’

(ii) Uy € Lyst

M sz = ’gx‘

Observacao 1. Note que
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(7)
(i7)

(iid)

(iv)

E [Yx] - fn’Ln-i‘l‘ = fn0nt1 = ap;

var[Vo] = f (1) 1 (1= 641) = [ (n) (6us1 = 62s1) < f ()41 = ay. De fato,
note que Y, = Z Iy, er, 1}, ou seja, Y, segue uma binomial de pardmetros f (n)
y€0Tr 41
T~y
€ Ony1;

N,,Y, sdo independentes V (z,y) € d7,%. De fato, observe que N, esta relacionado
com o conjunto de vértices anteriores a x enquanto que Y, estd relacionado com o

conjunto de vértices sucessores a y;

Y., Y, sao independentes se x # y. De fato, como x e y sado distintos Y, e Y, estao

relacionados com os sucessores de seus respectivos vértices.

Agora, estudando o segundo momento da sequéncia {VVn}n21 obtemos a desigualdade

que consta no Lema 3.0.7.

Lema 3.0.7. B [W2,,| <E[W2| + — Vn>1.
Hn+1
Demonstracao. Por definicao
Wn:& ‘7 7211{906%}_72]\[ Zi
Hon Hn Hn yeoT,, Hn vear, e€dT, Hn
e
Xnt1 ’§n+1’ 1 N, Y,
Wiy = = Z |§1’| = Z ]I{x€<n}|§x| = Z .
Hn+1 Hn+1 Hn+1 ze, n+1 o7, zcoT, Mnln
E com isso,

w2, =% NoYs T NyYy > NolN, Yo Yy

2
zeoT, Hnln yepr, Hnln (z,y)€0T? Hnt,

Entéo, aplicando o valor esperado em W2 w41 € utilizando a Observacao 1 temos

N,.N,Y,Y,
I [WZ—H} =L Z zya .
(ry)eorz  Hnn
. E [N, N,Y,Y))]
(zyycorz  Hnln
E|N,.N,Y,Y, E[N2|E[Y?
_ 5 EINNYY) o E(VIER
(2.y) €T MGy, z€dT My Qs
T#Y
_ E [N, N,] afur 5 E [N,] (E? [Yz] + var [V3])
(z,y)eaTﬁ Mn n x€0Tn Nn n

TFY
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_ y BN 5 BN (a2 + var [Y,])
(z,y)€0T2 ’u% x€0Tn /"L72’La121
TH£Y
E [N N E[N,] E[N,|var|Y,
(,y)€DT2 Hn €Ty Ky My Gy
7y
- ¥ M"‘Z [2]<1+Var[2 ])
(z,y)€0T2 Hn €8T, Hn a;,
THY
I[N N, E [N, N
<y EAL s 25 (” az)
(z,y)€EDT2 Fn zcoT, Hn a,
TF#Y
I [N N 1 E [N,
.
(Z,y)GBTﬁ n an -7368% /’LTL
THY

1 E[N,
:E[Wj]JraMEZ% L% |

=E[W2] + ! [N

Hn+l zep7,  Hn
=E[W2] + E[W,]

Hn+1

=B [ + L

Hn41

Portanto
1
B W2, | <B W2+ .

O
Finalmente, obtemos uma condicao de nosso interesse, enunciada no teorema a seguir.

Teorema 3.0.8. Uma condi¢do suficiente para a existéncia de percolag¢do d-acessivel em

T;, € dada por

s 1
L o =

Demonstracao. Veja que, utilizando o Lema 3.0.7 sucessivas vezes, temos

<]E[W3_1]+i+ <...<]E[Wﬂ+§1.

Hn1 Hn Mn1 i=2 Mi

EW2,| <E W2+

Lembre que a, = f(n)d,+1. Pelo Lema 3.0.4 podemos reescrever a hipdtese como

[ee] 1 n+1

< o0. Consequentemente se n — 0o temos que Z — < o0. Ou seja, a sequén-

n=0 Hn+1 =

cia {]E [Wﬂ} ¢ limitada superiormente. Assim supE [Wﬂ < 00. Como vimos no
n>1 n>1

Teorema 3.0.6, hd percolacao d-acessivel em ;. n
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Uma outra forma de demonstrar o Corolario 1 pode ser agora obtida pelos resultados

desta se¢ao. Enunciamos novamente o Coroldrio 1 como o seguinte teorema.

oo
Teorema 3.0.9. Seja T; uma drvore esfericamente simétrica. Se Z —— < 00 entdo Ty

i=0 f(l)
tem percolacao acessivel.

Demonstragcio. A condigao suficiente estabelecida no Teorema 3.0.8 ja nos fornece uma

<1 1
prova para o Teorema 3.0.9. De fato, suponha que Z —— < o00. Dado € = 5 > () existe

n=0 (n)
ng tal que
k= i L<1:>2k— i L<1:>1—2k>0

Podemos escolher a sequéncia § = {0,},~, da seguinte forma

1—2k
o= ——;
n0+1
1 -2k
5 = :
1 n0+1a
1—2k
5”0: ’
n0+1
4} 2 Vn>
nt+l = o~ n>mn
T f ) ’
Note que
ién:iénJr i 6n:<1_2k>(n0+1)+ i L:1—2k+2k:1.
n=0 n=0 n=no+1 no + 1 n=ng+1 f (TL)
Assim,
o0 1 no 1 [e'e) 1

=Y T - .
7;) i f (1) 0ier 2 Tlse () G, 250700 TE20 f (4) Gir [T g S (4) Gia

> 1
— M+ . .
n—nzo+1 MO Hi:’no+1 f (Z) %

i 1
g M —I— Z M02n7(n0+1)

=

onde M e M, sao constantes positivas. O
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Também é possivel ver a partir dos resultados desta secdo que a condi¢ao enunciada
no Teorema 3.0.9 ndo é necessaria para a existéncia de percolacio acessivel. O exemplo a

seguir é um contra-exemplo para a Conjectura 1.

Exemplo 3.0.10. Considere a funcao f : IN — IN dada por

22716 56 p =0 (mod 2)
fn) =

1 , sen #0 (mod 2).

1
Considere 6 = {0, },5¢ = {2”“} e note que

n>0
5 1 B 1 . 1 L
S f ()i f(0)aif (D)o f(0)d1f(1)02f(2)05

Flurtoe et
k>1 %5 F () B (H?ﬁgl (i)5i+1>f(2k')52k+1

1 1
= 1+ :
1%:1 [5 " f (i) diga ( f(2k) 52k+1>

Veja que, para ¢ par

. . Z 1 1
F@)8iaf (1) 0ip = 2P0 il = 2

Entao,

2%—1

II /(i) 6ia = 2"

i=0
Retomando a equacgao (3.1) temos que

1 1 1 1 1 1
I%jl ok ( 22(2k)+6 22k+11+1 ’%:1 ok 22k+4 ;%21 ok 23k+4

Segue o resultado pelo Teorema 3.0.8.

Do Exemplo 3.0.10, a Conjectura 1 dada na introducao é falsa. A questao, entao, para
uma condicao necessaria e suficiente de existéncia de percolagao acessivel em arvores esferi-
camente simétricas segue em aberto. No capitulo seguinte exploramos novas possibilidades

para uma solugao desse problema.
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4 NOVAS CONDICOES PARA PERCOLACAO ACESSIVEL

Neste capitulo estao compilados alguns resultados obtidos na tentativa de obter uma
condicao necessaria e suficiente para a percolacao acessivel. O primeiro resultado é relati-

vamente simples e é consequéncia do Lema 1.
Lema 4.0.1. Se T; tem percolagio acessivel e J = {f (i);i € N}, entao |J| = oc.

Demonstragdo. Suponha que Ty tenha percolacao acessivel e que J seja finito. Seja k o

maior elemento de J. Entao

oS0 ISk R

m+no+1)! = (n+ne+ 1) (n+mne+ 1)1

Assim,
n—1 .
- km
lim inf M <liminf ——— = 0.
n—=0 (n+4ng+ 1)! n—=0 (n+4ng+ 1)!
kn
Entao, li7IlIl inf ——— =0, Vny € N, o que é um absurdo pois, pela Proposicao 1, Ty

=00 (n+mng+ 1)!
nao tem percolagao acessivel. Portanto, temos que, se 7 tem percolacdo acessivel, entdo

J é infinito. n

Nosso préximo resultado deriva da manipulacao das hipoteses do Teorema 6 e faz uso
do Lema 4.0.1. Com isso, obtemos uma condi¢ao necessaria para a existéncia de percolagao

acessivel em uma arvore esfericamente simétrica.

Teorema 4.0.2. Seja Ty uma drvore esfericamente simétrica. Se Ty tem percolagdo

acessivel entao, existe uma sequéncia {c;}i>o de nimeros reais positivos tal que

=) -1 (5 N
2750 (CH) -

infC’"Hci>O

nelN

(4.1)

J=0

para algumn € N e C' > 0.

Demonstragdo. Suponha que 7, é uma arvore esfericamente simétrica com percolagao
acessivel. Entao f (i) > 1, V i. Sabemos, pelo Lema 4.0.1, que J é infinito. Logo, 3 ng > 1
tal que f (ng) # 1. Vamos provar as condigoes da equagao (4.1). Tome ¢; =1,Vie Ne
C = ng > 1.

S R U SN s O FE = RN [
,:me(cﬂl) “5 0 ( 1) AT

J=no 1=ng Jj=no
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n n
Falta mostrarmos que inf C" H ¢i > 0. De fato, veja que ng H 1>1VneNe,
nelN 25 =0

n
tanto, inf ny || 1 ) m
portanto, 71161]1\1710]1_‘[] >0

4.1 ARVORES 2-POWER

Nesta secao definimos uma nova classe de arvores esfericamente simétricas. A ideia
é observar como se d4 seu crescimento ao longo dos niveis. Usando esse novo conceito
conseguimos provar que essa nova classe possui percolagao acessivel. Tais arvores incluem,

por exemplo, a arvore construida no Exemplo 3.0.10.

Definicao 4.1.1. Seja f uma funcao que define uma arvore esfericamente simétrica. Seja
ip 0 menor nivel tal que f (iy) > 2. Defina Iy = {0,...,io}. Definidos Iy, ..., I;_1 defina
I, = {ip_1 +1,...,4;} em que 4, é o menor nivel maior que i,_; tal que f (iz) > 2", Se
existir k tal que f (i) < 28! para todo i > i;_;, entdo I, = (). Dizemos que uma &rvore

esfericamente simétrica 7y ¢ 2-power, ou cresce em poténcias de 2, se
max {|Ix|; k € N} < 0.

Ou seja, se seu crescimento pode ser mensurado por poténcias de 2.

Exemplo 4.1.2. A arvore esfericamente simétrica 7; cuja funcao de crescimento ¢é

f (i) = 2" é uma arvore 2-power (Figura 7).

Exemplo 4.1.3. Seja 7; uma arvore esfericamente simétrica com funcdo de crescimento

f dada por

20 sei <2

f) =
1, sei>2.
Entao Iy = {1}, I = {2} e I, = 0 para todo k > 2. Entdo 7; é uma &rvore 2-power.

Observe que J ¢ um conjunto finito neste caso.

Observe agora que, se J é infinito, entdo para cada n € N existe 7 € IN tal que
f(j) = n. Do contrario, teriamos J finito. Dessa forma, se J ¢é infinito, para cada k € IN

existe j € IN tal que f (j) > 2*. Ou seja, sempre é possivel obter um nivel cujo niimero
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Figura 7 — Exemplo de &rvore 2-power com funcao de crescimento f (i) = 2t

\ ’
A} 4

4 A}
’ \

Fonte: O autor (2023).

de filhos seja maior que uma poténcia de 2, mas a questao é: o quao rapido se da esse
crescimento? O maximo utilizado na Defini¢ao 4.1.1 pode ser visto como a rapidez com que
a arvore cresce, quanto menor seu valor mais rapidamente o tamanho da arvore aumenta.

Vamos provar que toda arvore 2-power tal que J ¢ infinito possui percolagao acessivel.
Para isso, comecamos com um resultado um pouco mais restrito, adicionando a hipdtese

de que f é nao decrescente.

Teorema 4.1.4. Seja Ty uma drvore 2-power tal que |J| = oo e f € nao decrescente,

entdo Ty tem percolagio acessivel.

Demonstragio. Seja M = max {|I|; k € N}. Para cada i € IN existe ¢t € N tal que i € I,.

M
Defina ¢; = m se i € I;. Como f é nao decrescente, se 7 € Iy, f(j) > 1. Se j € I,
t

f(j) > 2 e assim sucessivamente. Em geral, se j € Iy, f (j) > 2". Assim,

> 7 g;lfolf( 1§|1|f
Zuou me

i€l i€l
Ml
= |Ip|— + |1
M
- M il
+ 5t t
> 1
z’:()2Z
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Também,
S = R A
Z c’ H i < Z 112 H ¢
j=n f (J> i=n j=n 1=n
o0 j—l M -1
— Z 9J i
Jj=n =n |[t|
_ i 1 47 %]
2L M
j=n i=n
o q J—1
<25 111
j=n i=n
—2 5
j=n
< 00.
e
i f2”n]:[1 =i f2”nf[1M > i f2”nf[1|jt| = f2”nf[11— inf 2" =1> 0
nen © LG T ey ® LU Taew” LT Teen” LT Taen” T 7T
O resultado segue, portanto, pelo Teorema 6. O

Com o Teorema 4.1.4 ja é possivel concluir que a arvore dada no Exemplo 4.1.2 tem
percolacao acessivel.

O proéximo resultado, esse sim mais geral, utiliza em sua demonstracao o Teorema 4.1.4,
o Teorema 3.0.8, a Proposicao 3.0.2 e o Lema 1, percorrendo todos os conceitos presentes

neste texto. Podemos dizer, portanto, que este ¢ o climax deste trabalho.

Teorema 4.1.5. Seja T; uma drvore 2-power tal que |J| = co. Entao Ty tem percolagdo

acessivel.

Demonstragao. Por hipdtese, Ty é uma arvore 2-power tal que J ¢ infinito. Entao, seja
M = max{ |[y|;k € N} e my, = |Ix|. Se M = 1 ent@o T; é uma arvore com fungio de
crescimento f nao decrescente e, pelo Teorema 4.1.4, segue que 7 tem percolagdo acessivel.

Suponha entdo que M > 2. Defina
UM? _q

n — (21/M3>n+1 :

Entao, Z 0, = 1. De fato,

nelN
s 21 M1 A1 oM
2 On= g T (21/21%)? + (21/21%)3 + (21/21%)* *

nelN




40

oU/M? 1 1 1
= e M T e e )

21/M3 -1 1
Veja que % 0, € uma série geométrica cujo primeiro termo é o ©A razao é L/M3 "
n
Assim, )
g1/M3_q o1/M3 _4
/M3 1/M3
E:&”:13LL7:25%—1:L
nelN 21/M3 o1 /M3

Para cada j € IN, existe i; tal que f (i;) > 2. Seja N = {i;;j > 0}. Defina a arvore

T, dada pela fungao

f(i;), seieN;
g (i) =
1, sei ¢ N.

Veja que T, < T;. Entao pelo Lema 1 se 7, tem percolagao acessivel, podemos concluir
que 7; tem percolagao acessivel. Vamos provar que 7, admite percolacao d-acessivel.

Para n € N, existe k tal que n € I;. Entao

n<mg+my+---+my
<M+M+---+M
=(k+1)M

ou seja,

n n
<(k+1VMesk+1>—<k>——1.
n<(k+1) M« +-ww© 2 77

n
Primeiramente vamos estimar o valor de [] ¢ (¢) ;1.
i=0

n

[L9()6=11o() x [[5s

1=0
. . . 21/M3 -1 21/M3 -1
=4g (ZO) g (Zl) g (Zk—l) X (21/M3>2 T (21/M3)n+2
ey

(21/M3 >2+3+"'+(n+2)
e iy
(21/M3)2+3+"'+(7L+2)

1)

n(n+4)

(21/M*) 72

>9.922...9k 1 x

_ g2t (k1) o

k(k=1)
= 2

X
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()2  (2VM 1)

> 2 2 T
(M) ==
2(%*1)(#2)
2 1/M3 n
2M3

_ 2<%)2_%+2 « (21/M3 _ 1)n

4n
22Mm3 2M3 +oms

:2<%)2 M2 2M3 ]\2/1% X (21/M 1)”
— o) () e (53-5in) 42 (® _q)”

> 2(%)2(%>+%(_%)+2 % (21/M3 B 1)n

Agora, vamos verificar que Z é finito. Note que

— [1iZ0 9 (4 >5i+1

- n2 n :
=0 Hz Og( ) i+1 n=0 22M2727W+2 (21/M3 - 1)”
: : . - 1 1
Vamos aplicar o Teste de d’Alembert a sequéncia - X oI 7 . Temos
omm - t2 (2 =17

que

"—22—7—"+2 1/M3 "

Gt e )
n TG (s
o~ dh 2 G+ G2

2% — 1

7 (n+1) 7(n+1)
227»427ﬁ+2 o2 T o 2

233 — 1

052 T 2M T aaZ T Al TTERR TR

237 — 1

Agora,

25 > 237 (235 — 1) & log, 25 > log, 27 (235 — 1)
2n +1
2M?

20?2 [logQ 23 (2357 — 1)_1] —1

2

> log, 277 (235 — 1)

= n >
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-1 ]_
e n > M [1og2227M (27 — 1) } -
2
> 1
Portanto, para n suficientemente grande Ot <le Z —————— < 00. Pelo Teo-
Qp, nOHZ 09()z+1

rema 3.0.8, 7, tem percolagao d-acessivel, ou seja, tem percolacao acessivel pela Proposi-

cao 3.0.2. Portanto 7; tem percolagao acessivel. O]

O Teorema 4.1.5 garante que a arvore representada na Figura 1b tem percolagao
acessivel. Como mencionado na introdugao desta secao, a arvore definida no Exemplo 3.0.10
se enquadra na Defini¢do 4.1.1 e, como visto anteriormente, tem percolacao acessivel.

Agora, a arvore definida na Proposicao 2 nao é 2-power e mesmo assim possui percolacao
acessivel. Observe que para essa arvore temos max{|l;|; k € IN} = co. Por outro lado, para
a arvore fatorial dada na Figura 3a temos também que max{|lx|; k € IN} = oo, porém ela
nao tem percolagao acessivel.

Motivados por esses exemplos, continuamos a investigacao estudando agora o caso em

que max{|lx|; k € N} = co. Com relagao a essa discussao, obtemos os seguintes resultados.

Teorema 4.1.6. Seja T; uma drvore esfericamente simétrica. Se max{|l|;k € N} = oo
k

e hm?—C’G{ i) entdo 6 (T;) = 0.

k—o0 /Lk

Demonstragdo. Para simplificar a notacao, primeiramente, denote por S = Zil. Esti-

mando IP (Ag, ) obtemos

[T f ()
P(Ag )< 2= 227
(As.) < (S + 1)!
[t @] [t @) L @)
(Sk+ 1)!
2i092i1 ., 9(k+1)ik
<
- (Sk+1)!
2(k+1)ik
= X e X
(Sk+1)(Sk+1—1)---(Sk+1—ik_1)
" y 2211 21'0
(k+1)ik (k)ik—1 211 i0
§2_ z.><_2 - ><---><2 ><.2 : (4.2)
(ik—1)" (ko)™ (i)~ (io +1)!
2k 1

Por hipotese, hm — < T Dai

k—oo ’Lk
2(k+l) 2 222(]671) i
lim ( - = lim - =0.
k—o00 U1 k—00 1e_1
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Aplicando o limite em ambos os lados da desigualdade (4.2) obtemos
n=1 n=1

Portanto, 7; nao possui percolacao acessivel. O

Lema 4.1.7. Seja T; uma drvore esfericamente simétrica. Suponha que J ¢é infinito e

max{|l|; k € N} = oo. Entao I € finito para todo k.

Demonstragio. De fato, se |I,| = co para algum k, entdao f (i) < 28*! para todo i > ij_1,
ou seja, a partir de i;_; as imagens de f se repetem e temos apenas um conjunto finito de
imagens até f (ix_1).

Isso também mostra que I, # () para todo k. O]

k k—1
Note que, se lim — = oo, entao lim
k—o0 1y k—oo g
2k
que se k > kg entao — > 2M. Entao
(23

= 00. De fato, dado M € R, existe kq tal

2k—1 2k 2M
=2 S M Yk k.
1k 22]@ 2

Teorema 4.1.8. Seja Ty uma drvore esfericamente simétrica. Se J € infinito, max{|I|; k €
k

N} = oo, khm — =00 e [ é ndo decrescente, entdo Ty possui percolagdo acessivel.

2k
Demonstracao. Como lim — = oo, dada M € R, existe ky € N tal que se k > kg, entao

k—o0 Zk.
2k71
— > M.
(2
: o251 0+1 : ik 1
Tomando M = 2, existe kg € N tal que se k > kg, entao —— > 27", ou seja, oh1 < R
(" -
k—1
Definidos ko, k1, ..., kn, seja k,o1 € IN tal que k1 > k, e — > 2"*2 para todo
23

k > kn+1.
Defina Hy = {0, ..., iy, }, e definido Hy, Ho, ..., H, defina H,\y = {iy, +1,..., 0k, }-
Como f é nio decrescente e ij, é o primeiro niimero maior que i,_; tal que f (iz) > 281,

entdo 2 < f (j) sempre que j € H,,, para todo n > 0 natural, ou seja,

fU) < T Vj€ Hpr

Agora, como |H,| < ig, Vn >0,

1 1
250 zH:f* =0

1=0
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1 1
<Y Y
270" 5w
_ | Ho| | 4]

1 +2k0

. 1
iy

) 1 1 1
<Zk0+§+?+¥+"'

. =1
:Zko—i_Zﬁ
n=0

< Q.

Pelo Teorema 3.0.9, T tem percolacao acessivel. O

Em resumo, se max{|[|; k € IN} < oo entao T; tem percolacao acessivel. Se max{|I|; k €
k

2 1
N} =wce klim —=0C< 1 entdo 7; nao tem percolacao acessivel. Se max{|[|;k € N} =
k

0, klim — = o0 e f é nao decrescente entao T tem percolacao acessivel. H4 assim uma
— 00 Zk
2k 1

lacuna, pois ndo sabemos o que ocorre quando o max{|lx|;k € N} = cc e klim —=C> B
—00 Zk)
k

ou quando o max{|I;|; k € N} = oo, klg{)l(D i =00 e f é decrescente. A questdo se torna
ainda mais interessante uma vez que, por um lado para a arvore fatorial ilustrada na
Figura 3a temos que C' > le e ja sabemos que a mesma nao tem percolagao acessivel.
Nossos esforcos entao, a partir de agora, se concentrarao em determinar, caso exista, um

valor critico C' para o qual ocorre a transicao de fase.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nosso trabalho teve inicio com o estudo dos artigos de Nowak e Krug (2013) e Roberts
e Zhao (2013) a fim de compreendermos suas técnicas e utilizd-las na tentativa de provar a
Conjectura 1. Foi necessario o desenvolvimento do conceito de percolagao d-acessivel para
que pudéssemos mostrar a falsidade dessa conjectura. O préximo passo foi explorar as
hipéteses do Teorema 6. A partir desse estudo foi criado o conceito de arvores 2-power. Com
isso conseguimos uma condi¢ao para a existéncia de percolagdo acessivel. Por fim, criamos
um teorema que trata da extingao dessas arvores bem como uma nova condi¢ao para a

k
existéncia de percolacao acessivel quando temos max{|I;|;k € N} = o0, lim — =0 e f

k—oo 1k
¢é nao decrescente.
Assim como Nowak e Krug (2013) deixaram uma lacuna em seus resultados, isso
também nos aconteceu.
Temos dois caminhos a seguir. O primeiro é tentar completar essa lacuna, encontrando

a transicao de fase para essas arvores. O segundo é estender nossos resultados para a teoria

de processos de ramificagao.
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