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RESUMO

Este trabalho relne alguns tépicos de epidemiologia matematica, bem como alguns con-
ceitos nao necessariamente pertencentes a este ramo mas que s3o essenciais para que o0s
resultados principais sejam devidamente compreendidos e aplicados. Sera apresentada uma
breve introducdo sobre epidemiologia de forma geral e como é estudada do ponto de vista
matematico (na nossa vertente, que utiliza modelos compartimentais), seguida por uma dis-
cussao sobre o niimero reprodutivo basico de um modelo epidemiolégico, acompanhada das
definices e resultados necessarios para realizar os estudos apresentados posteriormente acerca
deste tema, que envolvem técnicas para calcula-lo e sua interpretacdo epidemiolégica. Outra
grande questdo que serd abordada neste trabalho é a da teoria de controle 6timo e sua aplica-
¢do a modelos epidemiolégicos. Da mesma forma, vird acompanhada de uma série de conceitos
e resultados prévios necessarios para a compreensao e correta utilizacdo das ferramentas apre-
sentadas. Nesta parte, além dos resultados-chave envolvendo controle 6timo, como o Principio
do Maximo de Pontryagin, traremos também técnicas computacionais para resolucao dos pro-
blemas de controle 6timo, como o método de varredura frente-tras e os cddigos que executam
o método de resolucdo de equacdes diferenciais ordindrias visto em matérias de calculo numé-
rico conhecido como Runge-Kutta, ambas escritas no MATLAB. Por fim, como aplicacao dos
resultados vistos nesta parte de controle 6timo, abordaremos um modelo que estuda o compor-
tamento da COVID-19 frente a uma politica de quarentena estabelecida no Brasil estruturando
a populacdo em trés grupos etarios e considerando os custos inerentes a implementacao desta

politica.

Palavras-chave: epidemiologia; modelagem matematica; nimero reprodutivo basico; controle

6timo; COVID-109.



ABSTRACT

This work brings together some topics of mathematical epidemiology, as well as some concepts
that do not necessarily belong to this branch but are essential for the main results to be
properly understood and applied. A brief introduction will be presented on epidemiology in
general and how it is studied from a mathematical point of view (in our perspective, which
uses compartmental models), followed by a discussion on the basic reproductive number of
an epidemiological model, accompanied by the necessary definitions and results to carry out
the studies presented later on this topic, which involve techniques for calculating it and its
epidemiological interpretation. Another major issue that will be addressed in this work is that
of optimal control theory and its application to epidemiological models. Likewise, it will be
accompanied by a series of concepts and previous results necessary for the understanding and
correct use of the tools presented. In this part, in addition to the key results involving optimal
control, such as Pontryagin's Maximum Principle, we will also bring computational techniques
for solving optimal control problems, such as the front-back scanning method and the codes
that execute the problem resolution method. ordinary differential equations seen in numerical
calculus subjects known as Runge-Kutta, both written in MATLAB. Finally, as an application
of the results seen in this part of optimal control, we will address a model that studies the
behavior of COVID-19 in the face of a quarantine policy established in Brazil, structuring

the population into three age groups and considering the costs inherent to implementing this

policy.

Keywords: epidemiology; mathematical modeling; basic reproductive number; optimal control,

COVID-19.
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1 INTRODUCAO

A palavra epidemiologia vem do grego epi, que significa “sobre”, demos, que significa
“povo” e logos, que significa “estudo”; cuja etimologia sugere que tal area debruca-se “ape-
nas” sobre o estudo de seres humanos. No universo da matematica aplicada, a epidemiologia
é uma area de estudo de sistemas dinamicos na qual é possivel utilizar modelos baseados em
equacdes diferenciais ordinarias para descrever o comportamento de doencas transmissiveis a
medida que se espalham pela populacdo, como a populacao reage a estas doencas e quais sao
as melhores acGes a se tomar para combater essas doencas utilizando diferentes estratégias,
como vacinacao, isolamento de pessoas infectadas e quarentenas. Nesta dissertacdao abordare-
mos desde alguns conceitos basicos e essenciais que um ingressante do ramo da epidemiologia
precisa conhecer para dar seguimento aos seus estudos e desenvolveremos o contelido até
esmiucar um artigo publicado em 2020 que aplica tudo o que teremos falado até entdo para
trazer importantes resultados para a comunidade cientifica. Tal construcdo ird seguir o roteiro

descrito abaixo.

O Capitulo 1 traz alguns conceitos que alicercam a pesquisa em epidemiologia, apresen-
tando os modelos compartimentais, que s3o os que utilizamos em nosso estudo, bem como
definicoes ligadas ao estudo de sistema dindmicos e equacdes diferenciais, como pontos de

equilibrio e nocdes de estabilidade no sentido de Lyapunov.

O Capitulo 2, por sua vez, trata de um dos nossos dois grandes focos ao longo do mes-
trado: o nimero reprodutivo basico de um modelo epidemiolégico. Nele, apresentamos as duas
metodologias estudadas para calculd-lo a partir do sistema de equacdes do modelo, que sao
o método do Jacobiano e o método da Préxima Geracdo.Traremos também alguns exemplos
de cada método, além de uma situacdo na qual uma abordagem é mais eficaz do que a outra,
comparando-as. Como parte dos requisitos minimos para a compreensdo de um forte teorema
que versa sobre o método da Préxima geracdo, incluimos neste capitulo uma secdo dedicada
a ambientar o leitor com relacdo a alguns tépicos de andlise matricial utilizadas nessa parte

do trabalho.

O outro grande foco de nossos estudos é abordado no Capitulo 3, que é a teoria de con-
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trole 6timo. Este tépico é particularmente importante pois é através dele que podemos fazer
simulacGes de implementacGes de medidas com o fim de mitigar, ou pelo menos controlar,
a propagacao da doenca na populacao, levando em consideracao fatores econémicos como o
custo da implementacdo das medidas. Neste capitulo fornecemos os resultados necessarios para
a compreensdo do Principio de Pontryagin, ferramenta chave utilizada em nossos estudos e

que traz condicOes necessarias a existéncia de uma solucdo étima para os problemas estudados.

Ja o Capitulo 4 utiliza-se dos conceitos e resultados vistos no Capitulo 3 para se debrucar
sobre o artigo de autoria de (GONDIM; MACHADO, 2020), publicado na revista Chaos, Solitons
& Fractals, cujo objetivo foi usar a teoria de controle 6timo em um modelo SEIR acrescen-
tando uma nova variavel de estado, (), referente aos individuos quarentenados, e que buscou
a politica de quarentena 6tima visando a diminuicao do nimero de mortos, levando em con-

sideracao o custo para implementar tais politicas.

Por fim, no Apéndice A encontram-se os cédigos dos programas escritos no MATLAB que

foram utilizados para resolver os problemas de controle étimo presentes nos Capitulos 3 e 4.
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2 MODELOS EPIDEMIOLOGICOS

2.1 CONCEITOS PREVIOS

Em sistemas dindmicos, as funcoes que variam de acordo com o tempo e sdo intrinsecas

dos problemas e/ou situacdes estudadas recebem o nome de varidveis de estado.
Na epidemiologia matematica, existem mais de uma abordagem para modelar as doencas. Por
exemplo, existem os chamados modelos estocasticos, que sao caracterizados pela aleatoriedade
e cujas variaveis de estados sdo descritas por distribuicdes de probabilidade, e existem os mode-
los deterministicos, cujas variaveis de estado sao unicamente determinadas por suas condicoes
iniciais e pelos parametros do modelo. Em nossos estudos, utilizamos esta Gltima abordagem,
na qual as varidveis de estado s3o compartimentos estabelecidos numa determinada populacao
e que estdo relacionados aos estagios da doenca.

Um exemplo bastante conhecido desses modelos é o SEIR, que divide a populacdo em qua-
tro compartimentos (variaveis de estado): os individuos suscetiveis (S), que sdo aqueles que
estdo saudaveis e “aptos” a pegar a doenca; os individuos expostos (E), aqueles que possuem
a doenca, porém nao apresentaram sintomas e ndao podem transmiti-las para outras pessoas
(nesse modelo essas duas coisas - aparicdo de sintomas e possibilidade de transmitir a doenca
- acontecem apenas simultaneamente); os individuos infecciosos (), que sdo os que possuem
a doenca num estagio no qual ela ja se manifestou e podem infectar pessoas suscetiveis; e
por fim, existem os removidos (R), que s3o os individuos que ja ndo possuem mais a doenca
(nesse caso os individuos que faleceram devido a doenca pertencem a este grupo).

Como a medida que o tempo passa os individuos passam de um estagio para outro e natu-
ralmente leva um tempo médio especifico para que cada passagem ocorra, é comum que se
adotem parametros que representem as taxas com as quais os individuos passam de um estagio
para o outro. A seguir hd um fluxograma representando um modelo SEIR e onde cada taxa é

usada:
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Figura 1 — Diagrama de um modelo SEIR

G o ¥
| B |—| I |—s| R

Fonte: Autoria propria.

S o, L

Para entender a taxa N com a qual os individuos suscetiveis passam para a classe dos
expostos, observe a seguinte explanacdo, elaborada por (MARTCHEVA| 2015): considere um
tnico individuo infectado da populacdo. Agora, admita que este individuo entra em contato,
a cada unidade de tempo, com uma fracdo p- N da populacdo. A probabilidade de cada uma
dessas pessoas que entra em contato com esse individuo ser suscetivel é de N Além disso,
nem todo contato com um individuo infectado resulta na transmissdo da doenca. Vamos supor
que a probabilidade de um encontro resultar numa transmissao seja de 7. Entdo a taxa de
transmissdo da doenca a partir deste (nico individuo é de p- N - % -n = p-S-n. Logo, quando
consideramos toda a populacdo infectada ao invés de um sé individuo, obtemos a taxa de
transmissdo de 1S, onde 8 = pn.
Além disso, geralmente o periodo de laténcia (periodo entre a exposicdo do individuo e o
momento em que se torna infeccioso) é — e v é uma probabilidade per capita constante de

o

um individuo morrer ou se recuperar da doenca, chamada taxa de recuperacdo (MARTCHEVA,

2015).

Sendo assim, as taxas de variacdo de cada categoria da populacdo no modelo acima (equa-
¢Oes de estado) sao:
S'(t) = —pBIS
E'(t)=pIS —oE
I'(t)=cE —~I
R'(t) =1
Vale ressaltar que como ndo estamos trabalhando com modelos com dindmica vital, entao
N(t)=S(t)+ E(t) + I(t) + R(t) é constante, logo N'(t) = 0.
Ao longo deste trabalho, vérios outros exemplos de modelos serdo abordados. O primeiro passo
no estudo de modelos epidemiolégicos é identificar se a doenca tende a permanecer na popu-
lacdo ou se tende a desaparecer naturalmente, e é um dos fatores que determina a necessidade

da adoc3do de medidas para o controle da doenca, situacdes que serdo abordadas mais a frente
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neste trabalho. Segundo (MARTCHEVA, 2015)), modelos de equacdes diferenciais n3o lineares
com coeficientes constantes costumam apresentar solucdes que sdo constantes com relacao ao
tempo. Essas solucoes sdo chamadas pontos de equilibrio, e como s3ao constantes com relacdo
ao tempo, sua derivada com relacdo a t é 0, o que os torna relativamente faceis de encontrar.

Como exemplo, observe o seguinte modelo SIS:
S'(t) =al — BIS
I'(t) = BIS — o,
onde « é a taxa com a qual um individuo infectado retorna para a classe dos suscetivel. Como

nesse modelo a populacdo total NV é considerada constante, podemos considerar S da seguinte

forma: S = N — I, fazendo com que I’ se reduza a uma espécie de equacdo logistica:
I'(t)y=BI(N —I) —al
Para encontrar os pontos de equilibrio do modelo, basta igualarmos a equacdo acima a 0:

BIIN—=1)—al =0

SIBN—-1I)—a)=0
BN — «
5

S I=00ul =
o que nos da duas solucoes:

» [; = 0, que sempre existe e é chamado equilibrio livre de doenca, pois a doenca nao
esta presente na populacdo, e

BN -«
B

necera na sociedade e se tornard endémica.

w [ , que é chamado equilibrio endémico e pode indicar que a doenca perma-

Agora que sabemos o que s3o os equilibrios, como se relacionam com a permanéncia das
doencas na populacdo e em quais situacdes vamos ter um ou dois deles, resta saber quais suas
classificacdes quanto a estabilidade. Apds isso, os comentarios sobre os dois equilibrios acima

ficardo mais claros.

Definicdo 2.1. Dada uma equaco diferencial ' = F'(z,t), um equilibrio x( é dito localmente
estavel se dado € > 0, existe & = d(e,t) > 0 tal que ||y(to) — mol| < 0 = ||7(t) — mol| < €,

para todo t > t,.
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Ou seja, se alguma outra solugdo (t) parte de um ponto suficiente préximo de zq (7(to) €
B(xg,0)), ela se mantém dentro de B(x,€) ao longo do tempo.
Existe ainda um outro conceito relacionado a estabilidade de solucGes, um pouco mais forte,

o de estabilidade assintética:

Definicdo 2.2. Dada uma equacio diferencial 2’ = F(x,t), um equilibrio localmente estavel
xo € dito localmente assintoticamente estavel se existir um r > 0 tal que ||y(to) — zo|| < r =

lim ~(t) = xo.

t—o00

Em outras palavras, se alguma outra solu¢do 7(t) parte de um ponto suficientemente
préximo de xq, esta solucdo se aproxima cada vez mais de .
Além disso, um equilibrio é globalmente assintoticamente estavel se a estabilidade assintética
se mantém para qualquer ponto de partida (7(0)) de R™ e, por fim, um equilibrio é dito
instavel quando ndo é estavel.

Existem alguns resultados que servem como indicadores da estabilidade do equilibrio es-
tudado. Alguns deles serao apresentados a seguir, serdo utilizados no préximo capitulo e en-
volvem a matriz Jacobiana do sistema de EDOs que descreve o modelo e estdo devidamente

demonstrados em (MARTCHEVA| 2015)):

Teorema 2.1. Uma condicdo necessaria e suficiente para que um equilibrio seja localmente

assintoticamente estavel é que todos os autovalores do Jacobiano tenham parte real negativa.

Além disso, para garantir que todos os autovalores de uma matriz possuam parte real

negativa em casos bidimensionais, o seguinte resultado pode ser bastante (til:

Teorema 2.2. Assuma que J é uma matriz 2 X 2 com entradas constantes, que Det J # 0
e que J foi obtida através da linearizacdo em torno do equilibrio (x*,y*). Entdo o equilibrio
(x*,y*) € localmente assintoticamente estavel se, e somente se, Tr J < 0 e Det J > 0.

Além disso, o equilibrio é instavel se, e somente se, Tr J > 0 ou Det J < 0.

No teorema acima, uma das hipdteses diz que a matriz J deve ter sido obtida através de
uma linearizacdo, porém existe uma equivaléncia entre a estabilidade assintética do equilibrio
(x*,y*) do sistema n3o linear e a estabilidade assintética do (0,0) no sistema linearizado em
torno do do equilibrio (z*,y*). A (nica excecdo ocorre quando TrJ = 0 e DetJ > 0. Neste
caso, a equacao caracteristica tem autovalores com parte real nula. Consequentemente, o equi-

librio (0,0) do sistema linear pode ser estavel, mas n3o existem implicacdes para a estabilidade
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do equilibrio (z*, y*) do sistema ndo linear (MARTCHEVA, [2015).

Em modelos mais complexos, é provavel que tenhamos que lidar com sistema de dimensoes
maiores do que 2, nesse caso podemos resolver o determinante da matriz Jacobiana (se for
esse o caminho escolhido) pelo método de Laplace até sobrar uma matriz de ordem 2 x 2 e
entao aplicar nesta Gltima matriz o teorema acima. Um exemplo de um caso como esse sera
exibido mais a frente.

Além disso, os teoremas e se relacionam fortemente. Respeitando as hipéteses de
ambos, temos entdo que os autovalores da matriz Jacobiana possuem parte real negativa se,

esomentese Ir J <0e Det J > 0.



19

3 0 NUMERO REPRODUTIVO BASICO

Um conceito de extrema importancia no estudo de modelos epidemiolégicos é o niimero
reprodutivo basico, que é amplamente denotado como %, na literatura e serd denotado desta
forma também neste trabalho. O %, de um modelo epidemioldgico serd apresentado a seguir

vai ser nosso foco ao longo deste capitulo.

Definicao 3.1. O nimero reprodutivo basico de modelo epidemiolédgico, (%), representa a
quantidade de infeccdes secundarias que um individuo infeccioso pode causar em uma popu-

lacao composta apenas por individuos suscetiveis durante todo o seu periodo infeccioso.

O %, se relaciona fortemente com a estabilidade dos pontos de equilibrio e, segundo
(MARTCHEVA, 2015)), a seguinte relacdo entre o %, e o(s) equilibrio(s) de um modelo epide-

mioldgico ocorre:

» Se %y < 1, apenas o equilibrio livre de doenca existe, e é globalmente estavel,e a doenca

tende a se extinguir naturalmente, ao passo que

= se %y > 1, entdo os equilibrios livre de doenca e endémico estdo presentes no modelo,
de forma que o equilibrio livre de doenca é instavel, enquanto que o equilibrio endémico

é estavel, e a doenca tende a se tornar endémica na populac3o.

Ent3o, se voltarmos a situagdo vista em 2.1, podemos afirmar que o equilibrio endémico

N —«a

L _ AN—a
g

extremamente importante para que possamos determinar a estabilidade de seus equilibrios,

existe apenas se %, > 1. Sendo assim, encontrar o %, de um modelo é

especialmente o equilibrio livre de doenca, que é o que queremos que seja estavel. Dessa

forma, a préxima secdo trata de apresentar duas técnicas para fazé-lo.

3.1 COMO ENCONTRAR O NUMERO REPRODUTIVO BASICO

Até agora vimos diversos conceitos e vimos qual a utilidade do nimero reprodutivo basico
(%y) de um modelo epidemioldgico, mas ainda ndo sabemos como encontra-lo. Esta secdo é
dedicada a apresentar dois métodos para calcular o %, de um modelo: 0 método do Jacobiano

e o da préxima geracao.
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3.1.1 O Método do Jacobiano

A primeira ferramenta de computacdo do %, a ser apresentada neste trabalho requer alguns
conceitos de algebra linear, tais como manipulacao de matrizes, bem como seus polinémios
caracteristicos e autovalores. Além disso, algum conhecimento acerca de célculo diferencial
em mais de uma varidvel também é exigido, visto que por definicio a matriz Jacobiana é
uma matriz cujas entradas sdo as derivadas parciais de primeira ordem de uma determinada
funcdo. O método do Jacobiano consiste em encontrar os autovalores da matriz Jacobiana do
modelo estudado no equilibrio livre de doenca, impondo as condicdes para que tenham parte

real negativa (queremos que isso ocorra para que o equilibrio seja localmente assintoticamente

estavel, vide 2.1)).

3.1.1.1 Exemplo - Modelo SCIRS

O modelo SCIRS é baseado no SIR, mas no nosso caso devemos ficar atentos em trés
detalhes: primeiramente, esse modelo considera possivel a reinfeccdo dos individuos; além
disso, foi adicionada uma nova classe: a dos individuos portadores da doenca, aqueles que
sdo saudaveis - no sentido de nao apresentarem sintomas - mas abrigam e transmitem o
patégeno.Em terceiro lugar, consideraremos que ha dindmica populacional, ou seja, que ha
mortes e nascimentos naturais acontecendo além das mortes causadas pela doenca, alocadas
na classe R, portanto a populacdo nao é constante com relacdo ao tempo.

Entao o sistema de EDOs do modelo é dado por:

e seu fluxograma é o seguinte:
Como foi dito acima, nesse modelo a populacdo nao é constante com relacdo ao tempo:

perceba que ao somarmos todas as equacdes do sistema, teremos
N'(t)=58"(t)+ C'(t) + I'(t) + R'(¢)
=A—u(S+C+I+R)

= N'(t) = A — uN(t)
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Figura 2 — Fluxograma modelo SCIR com possibilidade de reinfecco

P

Fonte: (MARTCHEVA, [2015)).

Para encontrar o valor de N no tempo final 7', devemos resolver a EDO acima, o que

faremos usando a técnica do fator integrante:

N =A—uN
= "N 4 pet' N = et'A

= (¢"'N) = e"A

T T (1)
N / (M NYdt = / S Adt
0 0
uT A
= M TN(T) — N(0)= A - =
M M
A A
= N(T)=——e" (N(O) — )
1 1
Por fim, fazendo lim N(T'), temos N = —, que deve ser o valor de S no equilibrio livre de

T—o0

, A : :
doenca, que no caso deste modelo serd o ponto ¢, = (,0,0,0 Assim, para construir a
W

matriz Jacobiana do modelo aplicada em ¢, vejamos como serdo as entradas:

B +4qC) —p —BS5q —BS p
B +qC)  BSqg—M+~y+p)  BS 0
0 n —(a+p) 0

0 v a —(u+p)
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Portanto, a matriz Jacobiana aplicada a ¢; é

— —B5%q —pBS* p
5 0 BSq—Mm+y+p)  BS 0 |
€ 0 n —(a+ ) 0
0 v a —(u+p)

. A - L
onde S* = — Agora, para encontrarmos os valores caracteristicos da matriz acima, devemos
1
resolver

det(J], — M) =0

Assim, escolhendo a primeira coluna e posteriormente a tltima coluna, temos

(== A) - (=(p+p) = A) - det(A — AI),

onde
BSTa =ty BS
U —(a+p)
De forma imediata temos dois valores caracteristicos, A\; = —p1 e Ao = —(pu+ p). Agora, para

a matriz A — A\ restante, usaremos o teorema [2.2|

De det A > 0, temos

—(@BS" —(n+y+p))(a+p) —BSn>0

& (gBS" —(n+v+p)(a+p) +B8Sn<0

S* S*
& WSt oy
n+y+u n+y+u
5™ nps*

T R [ A )

Além disso, essa desigualdade também garante que TrJ < 0, pois:

Multiplicando [¥| por (n +~ + p):
nps*

ST+ <m+~v+
apS™ + p (n+7+n)
S*
SqBS*T — (n+v+u) + no <0
T
nps* ) o ,
Como > 0, segue que ¢BS* — (n+~y+p) < 0. Além disso, como a+ p > 0, concluimos
1

o+
que

TrJ =q¢BS" —(n+y+p) —(a+p) <0
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qBS* nBS*

n+y+p +y+p(at+p)
Como estabelecido anteriormente, o %, deve ser interpretdvel como niimero de infeccOes se-

Tomemos entdo %, =

cundarias da doenca, o que de fato acontece, como esta descrito a seguir:
Como ¢fBSC' é a incidéncia dos portadores, o niimero de infeccGes secundarias causadas por
um Gnico portador em uma populacao inteiramente suscetivel por unidade de tempo é ¢35*.

Além disso, a quantidade de tempo durante a qual um individuo permanece como portador é
1

n+y+p
darias causadas por um individuo portador numa populacdo inteiramente suscetivel durante o

. Dai a primeira parcela do %, encontrado remete ao nimero de infeccoes secun-

tempo que este permanece portador.
De maneira analoga, ST é a incidéncia dos infectados, entdo o nimero de infeccdes secun-

darias causadas por um unico individuo infectado numa populacdo inteiramente suscetivel é

[ON

BS*. Ademais, o tempo durante o qual um individuo infectado fica na classe “infeccioso”
1

ﬁ e a fracdo dos individuos que sobreviveram a este estagio e se tornaram infecciosos é
a+p

——————, que é adimensional. Dai, a segunda parcela do %, remete ao niimero de infeccdes
n+y+p

secundarias causadas por um individuo infeccioso em uma populacdo inteiramente suscetivel
durante o tempo em que este se mantém infeccioso. Portanto o %, pode ser interpretado

dessa forma de maneira clara, satisfazendo nossas exigéncias.

3.1.1.2 Os critérios de Routh-Hurwitz

Teorema 3.1 (Critérios de Routh-Hurwitz). Considere o poliémio de grau n com coeficientes
reais constantes

PN = A"+ a N g N Fay,

Defina n matrizes de Hurwitz usando os coeficientes a; do polinémio caracteristico (lembrando
que ag = 1):
ap 1 0

H1=(CL1), Hy = , Hz= as as aq | >
as as
as a4 as
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aq 1 0 0O ... 0

as as aq 1 ... 0
H, = as a4 az ay ... 0>

0 0 0 0 ... 0

onde a; = 0 se j > n. Todas as raizes do polinémio p(\) sdo negativas ou possuem parte real

negativa se e somente se os determinantes de todas as matrizes de Hurwitz sdo positivos:
detHj >0,7=1,...,n

Para n = 2, o critério de Routh-Hurwitz resume-se a a; > 0 e ajas > 0. Note que a3 =0
em H,. Essas condicOes siao equivalentes a a; > 0 e as > 0 e sdo analogas as condicdes que
apresentamos no teorema [2.2] Os critérios de Routh-Hurwitz para polinémios sdo dados na

tabela abaixo

Tabela 1 — Critérios de Routh-Hurwitz

n  Sinais dos coeficientes Condicdes adicionais
2 a; > 0, as >0 -
3 a1 >0,a9>0,a3>0 a1ag9 > as
4 a;>0,a3 >0,a3 >0,a4 >0 ajazsaz > a2+ alay
5 @ > 0,as > 0,a3 > 0,a4 >0, ajasaz > a2 + ajay,
as > 0 (araq — as)(ajasaz — a3 — atay) > as(ajas — az)? + aja?

Fonte: (MARTCHEVA, [2015])

Observe que uma condicdo necessaria mas n3o suficiente para que as raizes do polindmio
p(\) serem negativas ou possuirem parte real negativa é que todos os coeficientes sejam estri-
tamente positivos. Uma versao equivalente dos critérios de Routh-Hurwitz estd demonstrada

em (BODSON, 2020).

Exemplo 3.2 (Modelo SEIR com assintomaticos). Este modelo assemelha-se muito ao SEIR,
abordado anteriormente, porém possui mais um compartimento, o dos assintomaticos (A),
composto pelos individuos que possuem o patdgeno, s3o ainda infecciosos, porém ndo de-
monstram sintomas e por isso sao dificeis de detectar. Além disso, costuma-se assumir que
individuos assintomaticos sao infecciosos a uma taxa de transmissdo reduzida g3. Abaixo estao

o fluxograma do modelo e o sistema de EDOs que o descreve:
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Figura 3 — Fluxograma modelo SEIR com assintométicos

RN
E
k| a

Fonte: (MARTCHEVA, [2015)).

S'(t) =N —BS(I + qA) — uS

E'(t) = BS(I +qA) — (n+ p)E

I'(t) =pnE — (o + p)I

At)=(1=pnE - (y+pA

R'(t)=al +vA—uR
Antes de exibirmos a matriz Jacobiana, precisamos encontrar o equilibrio livre de doenca
do modelo. De forma andloga ao que foi feito em [I} obtemos o equilibrio livre de doenca

A

€0 = (5%,0,0,0,0), onde S* = m

Agora note que

—B(I +4qA) — p 0 —BS —-pBSq 0
pI+qA)  —(+p) S BSq 0

J = 0 i —(a+ p) 0 0
0 (1=p)n 0 —(v+w) O
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Sendo assim, a matriz Jacobiana do modelo no equilibrio livre de doenca ¢, é

— I 0 —pBS* —qpBS* 0

0 —(Mm+np  BS gBs* 0
JI=10 o —(a+p) 0 0
Colo amem 0 (w0
0 0 o y —

O préximo passo é encontrar os valores caracteristicos de J|.,. Até restar uma matriz de
ordem 3, calcularemos o determinante de J|., — A/ normalmente pelo método de Laplace na

primeira e, posteriormente, na ultima coluna:

det(J|e, = M) == (n+ A)(—=(n+ X)) -det A
=(u+ A\)? - det A,

onde
—(m+p+A) s qBS*
A= o —(a+p+A) 0
(I—=pn 0 —(y+pu+A)

Até aqui, ja identificamos um valor caracteristico de multiplicidade algébrica 2, o —pu, que é

negativo. Restou o determinante da matriz A, cujo polinGmio caracteristico é

p(A) = (+p+A)(a+p+A)(v+p+A) =¢85 (a+p+A)(1—p)n— (v +p+A)pnBS™ =0,

logo
pA) =N+ (v+ptatpt+n+p)N+ (a4 p) (v +p) + 0+ ) (v + 1) + (0 4+ p) (a4 p) —
qBS* (L—p)n—BS pn)A+(n+p)(a+p) (v +p) — (a+wp)(gBS* (1 —p)n—(y+up)BS*pn =0

Para que fique mais claro, e no formato descrito no critério de Routh-Hurwitz:
p(N) = N+ A\’ + ag) + a3 = 0,

onde

G =vt+tput+tat+pu+n+u

az = (a+ p)(v+p) + M+ )0+ 4w + 0+ p)(a+ p) —gB5*(1 —p)n— BSpy
az = (n+ p)(a+ p)(y + p) = (o + p)(@BS* (1 —p)n — (v + 1)BS"py

Sendo assim, note que
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az > 0 (a+p)(y+p)(n+p) — (@+p)gBS* (L —p)n— (v + w)BS"pn >0
Dividindo os dois lados da inequacdo por (o + p)(7y + ) (1 + u):

_4apS*-phn  BSmm
(Y+wm+p)  (a+p)n+p)
N qBS*(1—p)n BS*pn 1

(Y +mwm+mp)  (a+p)n+p
Entao facamos

qﬁS*(l—p)n+ BS*pn
Y+ )+ (a+p)(n+mp)

Note que uma das exigéncias para o que o equilibrio livre de doenca seja estavel (ou seja,
que %, < 1) é que todos os valores caracteristicos tenham parte real negativa. As relacdes
de Girard dizem que az é o oposto do produto das raizes, logo, como p()\) é de grau 3, se
asz fosse negativo, teriamos ao menos uma raiz real positiva, implicando na instabilidade do
equilibrio livre de doenca:

Suponha que as raizes sejam a € Re c+di, ¢—di € C. Daiaz <0< a(c+di)(c—di) <
0 alc®+d?*) >0 a>0.

Por isso associamos o %, e o a3 da forma que foi descrita acima, Zy < 1 < a3z > 0. Como
foi comentado anteriormente, %, > 1 implica na instabilidade do equilibrio livre de doenca.
Precisamos entdo garantir que %, < 1 implica que o ELD é localmente assintoticamente
estavel. Para isso, utilizaremos o critério de Routh-Hurwitz para polinémios de grau 3 (tabela
. Pela forma como %, foi definido, ja temos az > 0. Além disso, claramente a; > 0. Resta
verificar que as > 0 e ajas > as.

Note que, da forma como esta escrito, %, < 1 permite que concluamos que (1 — p)ngBS* <
(n+p)(y+p) e pnBS* < (a+u)(n+ p), pois temos a soma de duas fracdes positivas sendo

menor do que 1. Dai, somando as duas inequacdes:
(1= p)naBS™ +pnBS™ < (n+p)(y +p) + (a+ w)(n + )
=(1=p)ngBS™ +pnBS* < (n+pw)(v+ p) + (a+ p)(n + p)

=(1 = p)ngBS* 4+ pnBS™ < (n+ p)(v + p) + (a + p)(n+ p) + (o + @) (v + 1)

=aq >0

Resta checar se a; - as > az. Para isso, note que

(1 =pngBS* < (m+p)(y+p)e
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pnBST < (a+p)(n+ u)

garantem que ay - az > (7 + p)(y + p)(a + ). De fato,

ay-ay = (QApy+p-tntp) [(artp) (n+p) () (Y+p) (0 4) (v +p) —(1=p)ngBS™ —pn 3S™]

Para que fique mais evidente, vamos distribuir estrategicamente apenas algumas partes do

produto acima. Note que este pode ser reescrito como
(a+pt+y+p+n+p)llatp)nt+p -1 -pngbS" —pmpS+

Ha+p+y+p+n+ [+ p)(y+p) — (1 —pngBS*+
ot p+y+p+n+ o+ m)(y+p)

onde a primeira parcela é positiva devido a primeira desigualdade, a segunda parcela é positiva
devido a segunda desigualdade e a terceira parcela é claramente maior do que (o — p)(y +
w)(n + p). Por sua vez, (o — p)(y + p)(n + 1) > as. Concluimos entdo que a; - as > as.
Logo, pelo critério de Routh-Hurwitz, todos os valores caracteristicos tém parte real negativa

e o equilibrio livre de doenca é estavel se Z, < 1.

Finalmente, note que na primeira parcela do %, encontrado, ¢3S* é o nimero de novos

individuos expostos gerados por um individuo assintomatico por unidade de tempo em uma
(1—p)n

N+ p
sobreviveram ao estagio “exposto” e passaram para a classe dos assintomaticos. Por fim, um

populacdo inteiramente suscetivel. O fator representa a fracdao de individuos que

individuo assintomatico permanece assintomatico por

unidades de tempo. Chamemos
Y+ u

esta primeira parcela do %, de Z,,.

De forma anéloga, na segunda parcela do %, 35* é o nimero de individuos suscetiveis que sdo

infectados por um individuo infeccioso em uma populacdo inteiramente suscetivel por unidade

de tempo,

n é a fracdo de individuos que sobrevivem ao estagio “exposto” e se tornam
1

infecciosos e, por fim,
o

n é a quantidade de tempo durante a qual um individuo permanece
1
infeccioso. Denotemos esta segunda parcela por %

Portanto, Zy = %, + %5 atende a exigéncia feita acerca de sua interpretacao epidemioldgica.
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3.1.1.3 A falha no método do Jacobiano

Nos dois casos que apresentamos até aqui, o método do Jacobiano funcionou bem, porém
isso nem sempre acontece. Perceba que nos dois exemplos mostrados, %, < 1 depende apenas
de uma condicdo: no caso do modelo SCIR, o fato de o determinante da matriz estudada ser
positivo garantia que seu traco seria negativo, como foi mostrado; no caso do modelo SEIAR
(SEIR com assintomaticos), Zy < 1 < az > 0. Em alguns casos, uma condi¢do pode n&o ser
automaticamente satisfeita no momento em que a outra é satisfeita, dificultando a conclusao
sobre a estabilidade do equilibrio livre de doenca. Isso costuma acontecer em casos onde ha
alguma heterogeneidade dentro da populacao, como em modelos de doencas que se compor-
tam de formas diferentes em homens ou mulheres, em doencas que atacam animais de uma
mesma espécie que podem ser selvagens ou domésticos, dentre outros casos.

A seguir vamos apresentar uma situacao na qual o método do Jacobiano ndo é t3o eficaz:
um modelo de gripe aviaria, cujo comportamento e controle pode variar muito a depender do
habitat da ave, mais precisamente, se é selvagem ou doméstica.

O modelo que vamos estudar agora deve possuir duas variaveis de estado para cada compar-
timento do modelo, uma para passaros selvagens e outra para passaros domésticos. Portanto

o modelo é o seguinte:

!

Sw - Aw - ﬁllS’wIw - BlZSwId - ,uwa
Iqlu = ﬂllsw[w + ﬂlQSw[d - (,Uw + aw)[w
De maneira anéloga:
Sy = Ay — BSaly — BaaSaly — 114Sa

I = B Saly + B22Sala — (pta + aq)ly

Dessa forma, o fluxograma desse modelo é
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Figura 4 — Fluxograma do modelo de gripe aviaria com heterogeneidade de hospedeiros

S. B _ P L
Sq 1 - |4 ﬂ»
Bzz

Fonte: (MARTCHEVA, [2015)).

Para encontrarmos o equilibrio livre de doenca deste modelo, resolvemos novamente uma
EDO analoga aquelas vistas nos modelos anteriores [I, mas agora devemos fazer isso duas

vezes, para as seguintes equacdes:

Ay A
N! = Ay — tNy = Noy(T) = =2 e N} = Ay — uN,, = Ny(T) = =2
How Hd
: s . Ay
Assim, o equilibrio livre de doenca deste modelo é ¢, = (S,0,S5;,0), onde S} = — e
P
A
Sy = —=2.
Hd

Dessa forma, a matriz Jacobiana do sistema aplicado a ¢, é a seguinte:

— —BuS, 0 — P12,
T = 0 BudSy — (pw+aw) 0 P25y,
0 —P215; —ftd P25
0 B21S; 0 B8] — (1a + )

Ao calcular o determinante de J|., — AI pelo método de Laplace pela primeira coluna e

posteriormente pela terceira, obtemos os valores caracteristicos \; = —i,, € Ay = —14. Resta
agora uma matriz 2 X 2:

B11Sy — (pw + s + A) Br12S2

Pa15g B22S7 — (pta + aa + )



31

Como vimos no teorema 2.2} as condicOes para que os valores caracteristicos tenham parte

real negativa sdo T'rJ < 0 e det J > 0, isto é:
51152; - (,wa + Oéw) - (Md + ad) <0e

(51150, — (fw + )] - [B225 — (pta + @a)] — B1255, 82155 > 0

A segunda desigualdade diz que (3115} — (ftw + ) € P22S5 — (1a + ag) devem ter o

mesmo sinal. Dessa forma, existem dois cendrios:

= Se ambos forem positivos, de imediato a primeira desigualdade n3o é satisfeita, logo

esse caso é descartado.

= Se ambos forem negativos, a primeira desigualdade é garantida, mas a segunda ndo,

pelo menos nao de imediato, como uma consequéncia da primeira.

Ent3o ndo hd uma maneira 6bvia de encontrar o %, a partir deste método.
Em situacGes como essa, pode ser mais eficaz utilizar uma outra técnica para calcular o %, de
um modelo epidemioldgico, e uma alternativa é o método da préxima geracao, que também

estudamos e apresentaremos a seguir.
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3.1.2 O método da préxima geracao

A matematica britanica e canadense Pauline Van Den Driessche, em parceria com o ma-
tematico canadense James Watmough, publicou um artigo intitulado “Reproduction numbers
and sub-threshold endemic equilibria for compartmental models of disease transmission” (DRI-
ESSCHE; WATMOUGH, 2002), no qual apresentam um método para encontrar o nimero re-
produtivo basico de uma doenca (%) a partir do seu modelo, chamado Método da Préxima
Geracgao.

Este método consiste em considerar a propagacao da doenca como um processo demografico,
o crescimento de uma populacdo. Nesse sentido, cada nova infeccdo é equiparada a um “nas-
cimento” na populac3do, entao o processo de infeccao se assemelha a um processo demografico
com consecutivas geracoes de individuos infectados. Dessa forma, se as geracoes subsequentes
estiverem crescendo em tamanho, isto significa uma epidemia, e se estiverem diminuindo, pode
haver um desaparecimento natural da doenca.

O Z, caracteriza matematicamente o fator de crescimento por geracdo. Nesta etapa do tra-
balho apresentaremos alguns conceitos prévios necessarios para compreender o método da
proxima geracdo, mostraremos o resultado que descreve o método em si e posteriormente fa-

remos alguns exemplos, evidenciando algumas diferencas com relacdo ao método do Jacobiano.

3.1.2.1 Resultados de Analise Matricial

Para dar continuidade ao texto, é necessario apresentar alguns conceitos e resultados ainda
inéditos neste trabalho, que em sua maioria envolvem analise matricial e giram em torno dos

conceitos de Z-matrizes e M-matrizes.

Definicdo 3.2. Dada uma matriz com entradas complexas (A € M,,(C)), o raio espectral de
A, denotado por p(A), é o maior dos valores absolutos dos valores caracteristicos de A, isto
él
A) = max |[|A|.
p(A) = mas ]
O resultado abaixo foi retirado de (HORN; JOHNSON, 2012) e vai servir como uma ferra-

menta a ser usada na demonstracdo do teorema seguinte, que é o que vamos utilizar neste

trabalho. Portanto ndo apresentaremos sua demonstracao.
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Teorema 3.3. Seja A € M,(C) positiva. Existe um dnico vetor x = [x;] € C" tal que

Ax = p(A)z e Y _x; = 1. Tal vetor é positivo e é chamado vetor de Perron de A.

Teorema 3.4. Se A € M,(C) e A >0, entdo p(A) é uma autovalor de A e existe um vetor

ndo negativo x > 0,z # 0, tal que Ax = p(A)x.

Demonstracdo. Para qualquer € > 0, defina A(e) = [a;; + €] > 0. Denote por x(¢) = [z(€);]
o vetor de Perron de A(e), entdo z(e) > 0 e > xz(e); = 1. Como o conjunto de vetores

i
{z(€) : € > 0} estd contido no conjunto compacto {z € C", ||z||; < 1}, existe uma sequencia

mondtona decrescente €y, €9,... com limg_,, € = 0 tal que limy_,, z(€x) = = existe. Como
x(e) > 0 e ||z(ex)]s = 1 para todo k = 1,2,..., o vetor limite x = limy_,, x(€;) precisa
ser ndo negativo e ndo nulo (mais do que isso, ||| = 1). O teorema 8.1.18 da pagina 520

de (HORN; JOHNSON, 2012) garante que p(A(ex)) > p(A(€gs1)) > -+ > p(A) para todo

k=1,2,..., entdo p = limy_,, p(A(€x)) existe e p > p(A). Entretanto, x # 0 e

Az = lim A(ep)x(e) = kh_}rgo p(A(er))x(ex)

k—oo

entdo p é um autovalor de A. Segue que p < p(A), entdo p = p(A).

Definicdo 3.3. O conjunto Z,, C M, (R) é definido por
Zn:{A: [ai]’] EMn(R):aij SOSGZ%],Z,]ZL,’I’L}

Em outras palavras, o conjunto Z,, é o subconjunto de M,,(R) no qual os elementos de fora da
diagonal s3o nao positivos. Neste trabalho, utilizaremos em alguns momentos a nomenclatura
“Z-matriz" para falar de uma matriz que pertence a Z,,. Sobre as M-matrizes, sdo um caso

particular de Z,,:

Definicao 3.4. Uma matriz A é chamada uma M-matrizse A € Z,, e os valores caracteristicos

de A possuem parte real ndo negativa.

As definicdes acima foram retiradas de (HORN; JOHNSON, 1991)). Uma definicdo equivalente
para uma M-matriz, que pode ser Gtil em alguns momentos, é a seguinte:
“Qualquer matriz A da forma A = sI — B, onde s > 0,B > 0 e s > p(B), é chamada
M-matriz".

Além disso, se s = p(B), A é singular e se s > p(B), A é n&o singular (WINDISCH, [2013))



34

Uma vez que temos uma Z-matriz, existem diversas equivaléncias que garantem que tal matriz
é uma M-matriz n3o singular, de acordo com o teorema 2.3 da pagina 134 de (BERMAN;
PLEMMONS, [1994). O teorema traz 50 equivaléncias deste tipo, porém neste trabalho serdo

enunciadas apenas aquelas que serdo utilizadas ao longo do texto:
Teorema 3.5. Seja A € Z,. Entdo as seguintes condicées sdo equivalentes a “A é uma
M -matriz ndo singular”:

(Goo) A parte real de cada autovalor de A é positiva;

(I57) A é semipositiva, isto é, existe x > 0 tal que Ax > 0,

(Nsg) A~ existe e A1 > 0.

Também em (BERMAN; PLEMMONS, 1994) esta disponivel a demonstracdo deste teorema.

Lema 3.6. Seja A € Z,,. Entdo A é uma M-matriz se, e somente se, A+¢cl é uma M-matriz

ndo singular para todo € > 0.

Demonstracdo. Seja A uma M-matriz da forma A = sI — B, s > 0, B > 0. Ent3o para

qualquer € > 0
A+el=sI—B+el =(s+¢e)] —B=5s1-B,

onde s’ = s+ € > p(B) pois s > p(B). Entdo A + €I é ndo singular.
Por outro lado, se A + ¢/ é uma M-matriz ndo singular para todo € > 0, entdo segue que A

é uma M-matriz pela sequéncia de igualdades acima, quando ¢ — 0.
|

Os dois resultados a seguir, por suas vezes, foram utilizados por (DRIESSCHE; WATMOUGH,
2002), mas suas demonstracdes, para além do préprio trabalho de Van Den Driessche e Wat-

mough, foram retiradas de (HORN; JOHNSON, 1991)) e (BERMAN; PLEMMONS, |1994):

Lema 3.7. Seja H uma M-matriz n3o singular e suponha que B e BH~! pertencem a Z,.

Ent3o B é uma M-matriz n3o singular se, e somente se, BH~' é uma M -matriz ndo singular.

Demonstracdo. (=) Note que, pelo teorema (N3g) e (I27), temos, respectivamente, que
B~! > 0e H é semipositiva. Sendo assim, B~!H também é semipositiva, pois se existe > 0

tal que Hz > 0, entdo B~'Hx = B~ '(Hx) > 0. Assim, como por hipétese B~'H € Z,,
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podemos usar novamente o teorema para concluir que B™'H é uma M-matriz.
Note que na argumentacao acima invertemos a posicao da matriz inversa, porém isto ndo é
um problema, visto que a transposta de uma M-matriz é ainda uma M-matriz:

Defina X = BT e Y = H” e note que
X—IY — (BT>_1 . HT — (B—I)T . HT — (H . B_I)T,

e como X 'Y é M-matriz, como mostramos acima, (H - B~1)T, também o é, bem como sua
transposta, H - B~!, mostrando assim a ida do resultado.

(<) Sejam B. = B+ ¢l e BH ', = BH™! + €l. Para ¢ suficientemente pequeno, B, e
BH™!, sdo M-matrizes n3o singulares, como vimos no lema [3.6] Além disso, o item (IN38)
do teorema [3.5| garante que B! > 0e (BH!.)~! > 0. Agora, note que

B.-BH '.=B-BH ' +eB+BH )+

é também uma Z-matriz (quando consideramos ¢ suficientemente pequeno), pois Be BH ! o
sdo, por hipétese, além de ser n3o singular e de valer (B-BH')~! > 0, pois (B-BH ')~ =
(BH™1)71.B~! > 0. Daf, novamente usando o item (IN38) do teorema[3.5, B.- BH !, é uma
M-matriz nao singular. Por fim, como os autovalores de uma matriz sdo funcdes continuas

das entradas das matrizes, B - BH ! é uma M-matriz, pois

lim B.-BH ', = B-BH .

e—0t

Lema 3.8. Seja H uma M-matriz ndo singular e suponha que K > 0. Entdo

(i) (H— K) é uma M-matriz ndo singular se, e somente se, (H — K)H ™! é uma M-matriz

ndo singular.

(i) (H — K) é uma M-matriz singular se, e somente se, (H — K)H~' é uma M-matriz

singular.

Demonstracdo. Seja B= H — K. Entdo Be BH™' =1 — KH™! pertencem a Z, (lembre
que H~! > 0 pois H é uma M-matriz n3o singular). Ent3o, o lema implica a afirmacao
(7). Um argumento de continuidade separado pode ser construido para cada implicacdo no

caso singular.
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Agora que temos os conceitos necessarios, vamos ao préximo resultado: Primeiramente, vamos
estabelecer algumas notacdes que serdo utilizadas ao longo desta secao. Em uma populacao
heterogénea, diversas “classes” de individuos podem ser consideradas, de acordo com a idade,
geolocalizacdo e/ou estagio da doenca, no entanto essa populacdo pode ser dividida em n
compartimentos homogéneos (como ja estamos fazendo desde o inicio do trabalho). Sendo
assim, dividindo a populacdo em n compartimentos diferentes, o nimero de individuos em
cada compartimento estabelecido no tempo t serd denotado pelo vetor z = (xq,...,1,)",
onde cada x; representa um compartimento e z; > 0 para qualquer 1 < ¢ < n. Além disso,
0s m primeiros compartimentos serdo aqueles que podem possuir individuos infectados - por

exemplo, em um modelo SEIR, terfamos z = (E, I, S, R)".

Definicdo 3.5. O conjunto de todos os = que est3o livres de doenca (isto é, cujas primeiras

m coordenadas s3o iguais a 0) serad denotado por X, = {z > 0;2; =0, Vi=1,...,m}.

Para calcular o %, é importante distinguir novas infeccGes de outras formas de transito
entre um compartimento e outro do modelo, portanto estabelecamos as seguintes notacdes:
Z;(x) é a taxa de surgimento de novas infeccdes no compartimento ¢, %, é a taxa de trans-
feréncia de individuos do compartimento ¢ por outras formas que n3o sejam novas infeccoes

(saida) e ¥t a taxa de transferéncia para o compartimento i também por outros meios que

n3o sejam novas infeccBes (entrada). Sendo assim, o sistema de EDOs pode ser escrito como
i; = fi(z) = Fi(x) — Vi(x), (1)

comi=1,...,ne¥ =¥ _—¥7". Porfim, para que possamos realizar todos os calculos com
seguranca, assume-se que as funcdes .%;, %;" e ¥;~ envolvidas no modelo s3o (no minimo) de
classe C? em cada variavel.

Estas funcdes satisfazem cada uma das cinco propriedades a seguir, que servirdo de base para

a construcao do método de préxima geracao:

(A1) Sex >0, entdo .Z;, ¥ ", ¥, >0parai=1,...,n.
De fato, como cada funcdo representa transferéncia de individuos, sdo todas ndo nega-

tivas.

(A2) Se z; =0, entdo ¥, = 0. Em particular, se z € X, entdo ¥, =0 parai=1,...,m.
Se um compartimento esta vazio, entdo claramente n3o ha saida de individuos para

outro compartimento.
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(A3) .Z;, =0sei>m.

Ou seja, em compartimentos sem infeccdo, ndo ha surgimento de novas infeccoes.

(A4) Se r € X,, entdo Fi(x)=0e ¥ (x)=0parai=1,...,m.

(2

Por fim, a préxima (e dltima) propriedade satisfeita diz respeito as derivadas de f perto de
um equilibrio livre de doenca. Para o nosso objetivo, consideraremos um equilibrio livre de
doenca (ELD) de [1f como um equilibrio localmente assintoticamente estavel do modelo livre
de doenca, ou seja, de [1] restrito a X;. Nao precisamos assumir que o modelo tem um Unico
ELD. Considere uma populacido préxima ao ELD zy. Se a populacao permanece préxima ao
ELD (ou seja, se a introducdo de alguns individuos infecciosos ndo resulta em uma epidemia),

entdo a populacdo vai retornar ao ELD de acordo com o sistema linearizado
& =D f(xo)(x — o),

. df; . . .
onde D f(x) é a derivada a—l avaliada no ELD z, (matriz jacobiana). Como z estd na fron-
:E .
j
teira do dominio, algumas derivadas serdao tomadas unilateralmente. Focaremos nos sistemas

nos quais o ELD é estavel no sentido de novas infeccGes, isto é

(A5) Se Z(z) é definido como zero, entdo todos os autovalores de D f(zy) tém parte real

negativa.

O préoximo lema nos deixa bastante préoximos do foco do artigo, que é o teorema que
descreve o método da préxima geracdo. Nele, vamos particionar a matriz D f(xy) numa de-
terminada formatacdo e garantir algumas propriedades sobre os elementos desta formatacao

que serdo bastante (teis para mostrarmos o resultado principal posteriormente.

Lema 3.9. Se xy é um ELD de[l| e f;(x) satisfaz (A1)-(A5), entdo as derivadas D.Z (x) e

DV (xy) sdo particionadas como

0 0 J3  Jy

onde I' e V s3o as matrizes m x m definidas por
0F; oY; o
F = “(x0) | €V = “(z0) | com1<i,j <m.
(?xj ailfj
Além disso, F' é ndo negativa, V' é uma M -matriz ndo singular e todos os valores caracteristicos

de Jy tém parte real positiva.
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Demonstracdo. Inicialmente, vamos mostrar que as matrizes D f(xy) e DVx;) podem ser
particionadas da forma como esta no enunciado. Primeiramente, note que a propriedade (A3)
implica diretamente que as “n — m"” dltimas linhas de D f(x) sdo todas nulas. Além disso,
para mostrar que o bloco superior direito da matriz (1 <i<mem+1<j<n) Df(zg) é

igual a 0, note que

= 1 J
oz, @) = L, h
Pela propriedade (A4), D.%;(x9) = 0 para 1 < i < m, portanto ficamos com

0Fi Fi(ro+ h-ej)
= li J
8xj ($0) hi%lﬁ- h
= llm g@((h 07 e 707 merl,,xJ + h,7 - 7‘1.77,)
h—0t h
0
= lim - =
hgg)l-*' h 0

Além disso, a n3o negatividade de F' segue diretamente de (Al) e (A4).
Agora, a fim de comprovar que D% (x) pode ser particionada da forma que esta no enunciado,

note que (A2) e (A4) garantem que, como zy € X, entdo ¥;(zg) = 0 para i < m. Dai
9%;
&rj

coordenadas e em seguida derivamos parcialmente com respeito as outras m-+n varidveis). Com

(xo) = 0 sempre que i < m e j > m (aplicamos a funcdo no ponto para as primeiras m

isso temos as particdes presentes no enunciado deste lema, com os blocos nulos devidamente
justificados.

Por sua vez, a ndo negatividade de F' segue diretamente de (A1) e (A4).

Para mostrar que V' é uma M-matriz ndo singular, observemos que cada entrada de V' é da
forma <gz> (x9), com 1 < i, j < m, pois V é o bloco de DY (zy) composto pelas primeiras
m linhas e m colunas desta matriz.

Desta forma, como por (A2) e (A4) temos ¥;(z9) =0 parai=1,...,m, e se i # j, entdo a
i-ésima componente de xg+h-e; é 0 e por (Al) e (A2), ¥ (zo+h-e;) = —¥;" <0, portanto
V' € Z,. Ademais, se tomarmos .%; = 0 , os autovalores de D f(x) sdo os autovalores de
—D¥;(x) e por (A5), conclui-se que os valores caracteristicos de D¥;(z) possuem parte real
positiva, em particular os valores caracteristicos de V' tém parte real positiva, portanto V' é

uma M-matriz ndo singular por [3.5 (G20) .Por fim, pelo mesmo motivo, os autovalores de J;

também possuem parte real positiva, completando assim a demonstracdo do lema.
|

De posse do lema (3.9, podemos entdo enunciar e demonstrar o principal teorema do trabalho

de (DRIESSCHE; WATMOUGH, [2002). No entanto, algumas observaces devem ser feitas antes
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de enuncia-lo.
Para determinar o que acontecerda com um individuo infeccioso numa populacdo que se en-
contra em equilibrio livre de doenca, devemos considerar a dindmica do sistema linearizado

3.1.2.1| sem reinfeccdo, ou seja, o sistema
&= =DV (xy)(x — x0).

Por (A5), o ELD ¢ assintoticamente estavel nesse sistema. Entdo o sistema de EDOs acima
pode ser usado para determinar o o destino de um nimero pequeno de individuos infectados
introduzidos numa populacio livre de doenca. Sejam 1;(0) o nimero de individuos infectados
inicialmente no compartimento i e ¥(t) = (¥1(t), ..., ¥ (t))" o nimero desses individuos ini-
cialmente infectados restantes nos compartimentos infectados depois de ¢ unidades de tempo.
Note que 7 corresponde as m primeiras coordenadas de x. A particdo de D7 () implica que
W(t) satisfaz 1'(t) = —V)(t), que tem a soluc3o tnica ¥(t) = e~V%)(0). Como vimos no
lema [3.9) V' é uma M-matriz n3o singular e, pelos itens (N38) e (G20) de 3.5 é invertivel
e todos os seus autovalores possuem parte real positiva. Assim, integrando F'4)(t) de 0 a oo,
teremos o nimero esperado de novas infecches causadas pelo individuos inicialmente infecta-
dos na forma do vetor FV~14)(0). Novamente pelo lema e pelo item N38 do teorema ,
F é n3o negativa, bem como V!, portanto F'V~! também é n3o negativa. Para interpretar
epidemiologicamente as entradas de F'V ! e desenvolver um entendimento significativo do
X, considere o destino de um individuo infectado introduzido no compartimento k£ de uma
populac3o livre de doenca. A entrada (j, k) de V! é o periodo de tempo médio de tempo
que um individuo fica no compartimento j, assumindo que a populacdo permanece préxima
do ELD e desconsiderando reinfeccdes. Por sua vez, a entrada (i,7) de F' é a taxa com a
qual individuos infectados no compartimento j produzem novas infeccées no compartimento
i. Dessa forma, a entrada (i, k) do produto F'V ! é o nlimero esperado de novas infeccdes no
compartimento ¢ produzidas pelo individuo infectado originalmente introduzido no comparti-
mento k. Esta interpretacdo estd devidamente demonstrada em (DIEKMANN; HEESTERBEEK|
2000), e seguindo este mesmo trabalho, a matriz F'V~! recebe o nome de matriz de préxima

geracdo do modelo, e definimos
-1
%O = p(FV )7
isto é, o raio espectral da matriz de préxima geracdo. Esta interpretacdo foi demonstrada

em (DIEKMANN; HEESTERBEEK, [2000), na pagina 201, ao resolver o exercicio 2.6 presente na

pagina 35.
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O equilibrio livre de doenca serd localmente assintoticamente estavel se todos os autovalores
de D f(xq) possuirem parte real negativa e instavel se ao menos um dos autovalores de D f ()
possuir parte real positiva. Pelo lema (3.9} os autovalores dessa matriz podem ser particionados
em dois conjuntos correspondentes aos compartimentos infectados e ndo infectados, e, pela
estrutura da particdo, esses conjuntos sao os autovalores de F'—V e de —.J,, respectivamente.
Vimos no lema 3.9 que os autovalores de —.J; possuem parte real negativa, entdo a estabilidade
do ELD vai depender dos autovalores de F' — V. O teorema a seguir mostra que de fato a
estabilidade do ELD depende destes autovalores, uma vez que o %, acima definido como

p(FV 1), é um termo de limiar para essa estabilidade.

Teorema 3.10. Considere o modelo de transmisso de doencas dado por|1 com f(x) satisfa-
zendo as propriedades (A1)-(A5). Se xy é um equilibrio livre de doenca do modelo, entdo x

é localmente assintoticamente estavel se %, < 1, mas instavel se %, > 1.

Demonstracdo. Considere a matriz F'— V. Como V' é uma M-matriz n3o singular e F' é n3o
negativa (3.9)), entdo V — F = —(F — V) € Z,,. Portanto, se s(F'— V') é o maximo da parte

real de todos os autovalores de ' — V' (abscissa espectral de F' — V'), entdo
s(F—V) <0« V —F éuma M-matriz ndo singular,

pois se a maior parte real dos autovalores de F' — V' é negativa, entao todos os autovalores
possuem parte real negativa e consequentemente todos os autovalores de V' — F' possuem
parte real positiva, o que a torna uma M-matriz n3o singular pelo item (G20) do .

Agora note que

V-F)W'=v.VIi-F.Vi=[-F.V

Assim, como FV~! é n3o negativa, (V — F)- V! =1 —F.-V~! também pertence a Z,,

assim como V' — F. Além disso, aplicando o[3.7lcom H =V e B=V — F, temos:
V — F é uma M-matriz n3o singular <& I — FV ™! é uma M-matriz n3o singular.

Agora, note que os autovalores de I — F'V ! s3o da forma (1—X;), onde cada \; é um autovalor
de FV~!. Pelo teorema (3.4, p(FV ') é um autovalor de FV~!, logo 1 — p(FV~!) é um
autovalor de I — FV 1. Ademais, o fato de I — F'V~! ser uma M-matriz n3o singular garante
que todos os seus valores caracteristicos possuem parte real positiva. Em particular temos
0<1—p(FV™Y) & p(FV~1) < 1. Portanto, podemos estabelecer uma nova equivaléncia, a

saber:
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I — FV~! é uma M-matriz ndo singular < p(FV™!) < 1.

Para que esta dltima equivaléncia fique clara, note o seguinte: se I — FV ! é de fato uma
M-matriz n3o singular, entao todos os seus valores caracteristicos possuem parte real positiva,
em particular 1 —p(FV~1). Como p(FV ') é um ntimero real, segue que 0 < 1—p(FV 1) =
1 < p(FV~1). Por outro lado, se p(FV 1) < 1, entdo para qualquer autovalor A\ = a + bi de
FV~1 tem-se ||\|| < 1 (por definicdo de p), isto é, > +1? <1=0<ad’*<1=—-1<a<
1= 0 < 1-—a, ou seja, a parte real do valor caracteristico 1 — X\ de I — F'V~! é positiva,
e consequentemente, como estamos trabalhando com um valor caracteristico qualquer, todos
os valores caracteristicos de I — F'V ! possuem parte real positiva, portanto / — FV ! é uma
M-matriz n3o singular, pelo item G20 do [3.5| (visto que I — FV~! € Z,).

Assim, relacionando as trés equivaléncias feitas nesta demonstracdo, temos
s(F-V)<0& p(FV ) < 1.
Similarmente, segue que
s(F —V) =0« V — Fé uma M-matriz singular (item (G20) de
& [ — FV~'é uma M-matriz singular
& p(FV 1 =1,
com a segunda equivaléncia sendo devida ao item (ii) do lema 3.8} fazendo H =V e K = F
e as demais sendo desenvolvidas analogamente ao que foi feito acima no caso nao singular.

Por fim, como até aqui trabalhamos com equivaléncias, resta que s(F'— V') > 0 se, e somente

se, p(FV™1) > 1.
|

Uma vez que possuimos o resultado acima, ja podemos coloca-lo em pratica e calcular o %

de alguns modelos epidemiolégicos, e é isto que vamos fazer na préxima secdo.

3.1.2.2 Exemplos

Exemplo 3.11 (Doenca transmitida por vetor). Boa parte das doencas transmitidas por ve-
tores leva a imunidade como resultado da exposicao. Imunidade esta que pode ser parcial e
temporaria, como é o caso da maléria e da dengue. Nesta ultima, por exemplo, o individuo que
foi exposto desenvolve, pds recuperacdo, uma imunidade vitalicia contra o sorotipo que o con-

taminou, porém a imunidade cruzada contra os outros trés sorotipos (0s sorotipos existentes
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sdo DENV-1, DENV-2,DENV-3 e DENV-4) é parcial e temporaria (Organizagio Pan-Americana
da Satide (OPAS), [2023)).

A seguir, apresentaremos um modelo de doenca transmitida por vetores presente em (MART-
CHEVA, 2015), no qual os individuos recuperados ficam imunes por um tempo, mas perdem
gradualmente e retornam ao compartimento dos suscetiveis. Em seguida, calcularemos o nd-
mero reprodutivo basico do modelo via o método da préxima geracao.

Neste modelo, sejam .S, e I,, os vetores suscetiveis e infectados, respectivamente, e S, [ e R os
compartimentos dos humanos suscetiveis, infectados e recuperados, respectivamente. Dessa

forma, o modelo do vetor é representado pelo seguinte sistema de EDOs:

S! = A, — paS,I — 11,5,
Il = paS,I — 1,

onde p é a probabilidade de transmissao a partir de uma mordida de um vetor suscetivel
em um humano infeccioso e a é a taxa de mordida do vetor.
Note que
N, = Ay — piuN,

que é assintoticamente constante, uma vez que N, — & Seja N, = limy_, o N,(1).
Por sua vez, o modelo dos hospedeiros (humanos) é o sevguinte:
Baseado num STRS:

S"'=A—qaSIv—puS+~vR

I' = qaSI, — pl — ol

R =al —yR — uR

Novamente, temos N’ = A — uN, que também é assintoticamente constante. Chamemos

N = limy_,o, N(t). Vimos anteriormente que este modelo tem um Udnico equilibrio livre de
doenca, ¢y = (N,,0, N,0,0). Agora vamos seguir os passos do método da préxima geracdo
para encontrar o %:
Primeiramente, veja que os compartimentos nos quais hd a presenca da doenca sdo I, e I,
nessa ordem, e consequentemente os compartimentos livres de doenca sdo S,, S e R, nessa

ordem.



43

Prosseguindo com o método, definimos

Fi1(1y,1,5,,5, R) = paS,I,
Fo(1y,1,S,,5, R) = qaS1,,
N1, 1,5y, 8, R) = ol
Y5(I,, 1,8y, S, R) = (1 + a)l.
Dal,
oy =1, =%(,,1,S,,S,R)— %(I,1,S,,S,R)
o =1'= % (1,,1,5,,5, R)— ¥(1,1,5,,5, R)

?/1251/]
92:‘9/
Z/3IR/

Assim, as matrizes F' e V' s3o as seguintes

0.7 0%,
p_|0m o | 0 paS, _ 0 paN,
o7 o7
aajf %j; gaS 0 gaN 0
0% 0%
V = 8[E1 812 — Fo 0
A e P
8%1 6.772 H
Portanto
1
Iu— 0
—1 _ v
v 1
0
a—+ W

e, consequentemente, a matriz de préxima geracao é

0 pa’N”U
K=F -V != Q-+ [
qaN
0
fo
N - PaN, N - PaN,
Note que os valores caracteristicos de K sdao \; = gay - ate e \y = — u.
(o + p) o (o + 1)t
N - PaN, N, N
Logo ' = p(K) = uzw@vu@,ondeﬁh:pa e v = 1% s50
(o + ) a+ p 1o

respectivamente o nimero de infeccbes secundarias de vetores que um hospedeiro infectado

produz numa populacao de vetores suscetiveis durante seu periodo infeccioso e o nimero de
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infeccoes secundarias de hospedeiros que um vetor infectado produz numa populacao de hos-
pedeiros suscetiveis durante seu periodo infeccioso.

Dai, o produto #),- %, da o numero de infeccGes secundarias de hospedeiros que um hospedeiro
infectado produz numa populacdo de hospedeiros suscetiveis durante seu periodo infeccioso,

que é 0 %y, no sentido do método do Jacobiano.

Apenas 0 %, encontrado pelo método do Jacobiano da o nimero de infeccGes secundérias
que um individuo (hospedeiro) infectado produzird uma populacdo inteiramente suscetivel du-
rante o seu periodo infeccioso. J4 o método da préxima geracdo define o ndimero reprodutivo
como o numero de infeccoes secundarias causadas por estagio, com uma média geométrica -
que faz sentido ser utilizada pois estamos lidando com um conjunto de dados que se comporta
como uma progressao geométrica (exponencialmente). No modelo que acabamos de apresen-
tar, como hé apenas dois estagios envolvidos na transmissdo (hospedeiro — vetor e vetor —

hospedeiro), obtivemos %éVG = /%, em cada classe.

Por fim, observe que

Ky > 1R >1

Ky =1 %)% =1

Ry <1 x)° <1
Exemplo 3.12 (Modelo com tratamento e recaida). Existem doencas que permitem aos in-
dividuos que possuem o patégeno que facam um tratamento ou controle da doenca, como é
o caso da tuberculose. No entanto, uma parte dos individuos que iniciam esse tipo de trata-
mento n3o o faz por completo e acabam voltando para o estigio “exposto/latente” (recaida),
enquanto que aqueles que finalizam o tratamento v3o para o a classe dos “removidos” ou

“recuperados”, a depender do modelo adotado.

Estes casos costumam gerar uma ambiguidade na interpretacdo epidemiolégica desses in-
dividuos que sofrem recaida e retornam para a classe dos expostos: sao considerados como
novas infeccoes ou infecces ja existentes? No método de préxima geraciao, devemos divi-
dir cada EDO envolvida com infeccbes em dois termos: %, referente a novas infeccdes, e
V', referente as passagens de um compartimento para outro por outras razoes. E justamente

nessa etapa do processo que a ambiguidade se faz presente. Nesta secdo vamos utilizar o mé-
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todo da proxima geracao nesses dois cenarios separadamente e comparar os resultados obtidos.

O modelo com o qual vamos trabalhar possui um compartimento que até aqui nao abor-
damos: o de individuos em tratamento (T). O termo “tratamento” inclui administracdo de
medicamentos que reduz os sintomas e ajuda o sistema imunoldgico a combater o patdgeno.
Como frequentemente os pacientes ndo completam o regime de tratamento inteiro, essa me-
dida pode ou nao obter sucesso, levando o individuo a recuperacao com probabilidade ¢ ou
levando-o de volta ao estagio de laténcia com probabilidade p, onde p + ¢ = 1. Além disso,
r1 € a taxa de tratamento de individuos expostos, r, é a taxa de tratamento de individuos
individuos e x é a progressao para o estado infeccioso.

O modelo SEIT esta representado no seguinte fluxograma e se comporta conforme o subse-

quente sistema de EDOs:

Figura 5 — Fluxograma do modelo SEIT

pr:

Iy

Bz |

Fonte: (MARTCHEVA, 2015).

! _ BlS[
S'(t) =A N wS
, ST ByTI
E'(t) = ﬁlN + BQN —(p+rK+7m)E+prol
I't)=krkE — (ro + )1
T'(t) =riE + qral — 62]3;1 — uT,

A
cujo equilibrio livre de doenca é ¢y = (, 0,0, O), na ordem SEIT.
1
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Vendo o termo de recaida como novas infeccoes

Como feito anteriormente, vamos trabalhar com as EDOs que envolvem infeccGes, nesse caso

E’ e I, portanto temos

G1ST BT
ar E/ ]/ ! T/ —
<%1( ; 757 ) N + N

FH(E' I8, T'") =0;

+ prol;

7/1<E/’I/75,7T,) = (M+K+T1>Ea
Vo(E', IS, T") = —kE + (ro + p)1

Derivando e aplicando no equilibrio livre de doenca, temos

0 Bi+pro y p+ K+ 0

= e =
0 0 —K ro +
Assim, a inversa de V' é
1
_ 0
V—l — ,U + K+ T1
K 1

(h+rt+r)(p+r) ptr

Dai, a matriz de proxima geracao K é dada por

(b1 + pro)k B1 + pra
K—F.vViz|@+trt+r)(utr) pt+r
0 0
Nesse caso os valores caracteristicos de K podem ser identificados diretamente, sendo eles
A\ = (B1 + pr2)s e \y = 0, portanto %)% = (B pra)e (uma vez que
(4 K4r)(n+r) (4 K+r)(n+r)

ambos os autovalores s3o reais e nao negativos, o maior deles serd também o raio espectral

da matriz, e portanto sera o %éml), ou, para que fique mais claro,
NGy _ K5 n prak
’ (p+r+r)(ptr)  (ptr+r)(p+r)

Note que

» O nlmero de infeccdes secundarias que um individuo infeccioso pode causar numa popu-

. , . , /118 T
lacdo inteiramente suscetivel por unidade de tempo é BlN + 5]2\7

L , S
é inteiramente suscetivel, S = N (Iogo N = 1) e T' = 0; e como o tempo que um

. Como a populacao
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A

pATre T
que um individuo infeccioso provoca em uma populacao inteiramente suscetivel durante

individuo permanece infeccioso é € o nimero de infeccoes secundarias

o seu periodo infeccioso. Porém, apenas a fracdo ——— sobrevive ao periodo ex-
n+rK+mr

posto e segue para o estagio infeccioso. Portanto, o nimero de infeccdes secundarias

causadas por um unico individuo infeccioso em uma populacdo inteiramente suscetivel

durante seu periodo infeccioso é de

KB
(w4re)(u+r+m)

KPT2
(1 +r+r)(p+r2)
infectados que recairam, sobreviveram ao estagio exposto e voltaram a ser infecciosos.

A segunda parcela do %, encontrado,

, da a fracdo de individuos

Este termo n3o apresenta novas infeccoes.
Observe que nesse caso, mesmo se zerarmos a transmiss3do, isto é, se fizermos [3; =
[y = 0, teremos um nimero reprodutivo positivo, mas ainda assim n3o haverd novas

infecces.

Vendo o termo de recaida como infeccoes ja existentes.

Como comentado anteriormente, o que vai mudar nesse caso é o termo prol, que vai de %,

para 71, enquanto o restante dos termos permanece igual. Assim, temos as seguintes equacdes:

Como feito anteriormente, vamos trabalhar com as EDOs que envolvem infeccGes, nesse caso

E’ e I, portanto temos

Dai,

G1ST  BoTI
o El ]/ ! T/ — .
</1( ’ asv ) N + N J

FH(E' I',S8",T") = 0

NI, S,T)

(u+k+7r)E —prol;
Yo(E' IS, T") = —kE + (ro + p)1

51SI+52TI
F=| N N [ey=
0 —KkE + (ro +p)!

(w+kK+1r)E —prad

Ao aplicarmos no equilibrio livre de doenca, temos

0 5 w+K+r  —pry
F = eV =

0 0 —K (7"2+,U)
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Portanto
p+ T2 pra
vVl = (w+r+r)(p+r2) —kpra (4K +71) (1 +1r2) — Kpry
K W+ rK+r

(p+r+r)(n+r2) —kpra (4 kK+71)(+12) — Kpra

Logo, a matriz de préxima geracdo é

KB Bi(p+ Kk +r1)
K=pFyt—|mt+tet+tr)(ptr)—rpra (u+K+7r1)(p+r2) — Kpra
0 0

Podemos identificar os valores caracteristicos de K imediatamente, sendo um deles o 0 e o

K
outro, que serd o Z5? 2
(p+ K +11) (1 +12) — Kpry
positivo, note que, ao distribuirmos (4 + k4 71) (i + r2), obtemos apenas termos positivos, e

. Para garantir que o denominador é

um deles é k73, que € maior do que Kprsy, pois p < 1. Dai kro —kpry > 0, e como os outros ter-

mos s3o todos positivos, segue que o denominador — e consequentemente o Z¥2 — & positivo.

A interpretacao epidemiolégica deste 9?5“"2 € um pouco mais complexa. Para que possamos
fazé-la, é necessario reescrevé-la de uma forma apropriada. Para isso, considere as seguintes

notacoes:
K pra

hf = —— e hy =
U+ K+7 n+ 1T

A fracdo h; da a fracao de individuos que sobreviveram ao estagio “exposto” e se tornaram
infecciosos, e hy € a fracdo de individuos infectados que recairam para o estagio de expostos.

Além disso, note que

KPT2
(p+K+r)(1+12)
(p+ K +711) (1 +1re) — Kpro
(4K +r)(p+r)
1 (ptrtr)(ptr)
hi—hy (4w +71)(p+72) — Kpra

1—h1h2:1—

=

Logo o niimero de reproducdo que encontramos pode ser escrito da seguinte forma, em termos
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de hy e ho:
NG2 — 61'%
C T (At st r)(pt ) — Rpra
_ Bk (ptr+r)(ptr)
(p+r+r)(+r) —rpre (4 kK +7r)(u+1s)
_ Pk (et rtr)(ptr)
(p+r+r)(p+r) (p+r+r)(p+r) — Kkpro
=GRt )
(4K +r)(p+r2) L1 = hihy
1 .
Perceba que o fator T i é a soma infinita de uma progressdo geométrica cujo termo
inicial € 1 e a raz3o é hihy. Portanto:
" e i
(p+r+7)(pp+72) L1 —hihy
Pk 272
= 14 hihy + hihs+ ...
(u+/€+r1)(u+r2)( e )
Ent3o
n=0 n=0 K + T2 b
h
Assim, Z} = filu hy1hs da o nimero de infeccoes secundarias que um individuo infeccioso

W+ T
que vai recair exatamente n vezes vai produzir em uma populacdo inteiramente suscetivel

durante seu periodo infeccioso.
Sendo assim, como comentado anteriormente, o nimero reprodutivo vai depender de qual

decisdo serd tomada acerca dos individuos que recairam.

Exemplo 3.13 (Revisitando o modelo de gripe aviaria). Quando falamos do método de Routh-
Hurwitz, mostramos que em um modelo de gripe aviaria essa técnica nao é indicada,
pois para termos %, < 1, ha dependéncia de duas condicGes. Nesta secdo iremos abordar
novamente esse modelo, agora sob a 6tica do método de préxima geracdo, e verificar que este
método funciona melhor para identificar um indicador como %, com mais facilidade.

Observando o modelo [3.1.1.3] devemos reordenar as EDOs de forma que aquelas variaveis de

estado que possuem individuos infectados aparecam primeiro, ficando com
L, = B11Swly + BraSula — (p + ) L
[:i = Bo1Salw + B22Sala — (ptald + a)la

Sw = Aw - ﬁllSw[w - 612SwId - ,u'wa
S;; =AN;— B2lsd[w - 5225d[d - ,ude



50

Sendo assim, temos

ﬁllSwIw + 512511)](1 o (,U/w + aw)lw

= e el
Bo1Salw + P225al4 (pta + ca)ly
s Aw Ad
Como ja vimos, ¢y = (S55,0,5%,0), onde Si = — e S; = —. Portanto:
Hw Hd
B11S,  Bi2Sy, Moy + Oy 0
F — e V =
B21Sy P25 0 Ma + Qg
Portanto
1
/7/*1 — Mo + Qg
0
Hd + g

e a matriz de préxima geracdo K = F - V1 ¢

B11.S,, P12,

K = My + Oy g + O
/621‘5';[k /8225:['<

:uw"_aw Md+05d

Note que as entradas da matriz acima sdo o nimero de infeccoes secundéarias causadas por
um individuo infeccioso de cada uma das categorias em uma populacao inteiramente suscetivel
de cada uma das categorias durante seu respectivo periodo infeccioso, de modo que podemos
escrever

1 Fra

o1 Koo

Assim, para encontrarmos os valores caracteristicos de K, facamos
det(K — X)) =0
S (H11 — N)(Poy — N) — FroHK =0
SN — (B + Roo) N + Fr1Pos — Fr12%r — O

B Hr1 + Hos + \/(5?11«@22)2 + ARy + Soo) K11 Rne — Fr2Ko
N 2

Assim, o nimero reprodutivo é a maior raiz acima, mas ¢é dificil interpreta-lo epidemiologica-

<A

mente.

Observacdo 3.14. Se pudermos supor que as taxas de transmissdo sdo separdveis (que sdo
produtos da infectividade dos individuos infecciosos pela suscetibilidade dos individuos sus-

cetiveis), isto é, se a,, e a4 sdo as suscetibilidades dos individuos selvagens e dos individuos
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domésticos, respectivamente, e b, e by a infectividade dos individuos selvagens e domésticos,

nessa mesma ordem, entdo 511 = auby, P12 = Awby, P21 = agby, € Paa = agby. Nesse caso,
Br11Bo2 = Bi2fo1 = H11FKoe = FroH = det K =0

Assim, Zo = %11 + Ko, pois
(%11 — N\)(Rag — \) — FroThr =0
=\ — (%11 + Foo)\ — K1 Toy — HroTo1 =0
=A=0ou /\Z:%U‘F«%QQZ%O
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4 TEORIA DO CONTROLE OTIMO E O PRINCIPIO DO MAXIMO DE PON-
TRYAGIN

No capitulo anterior comentamos o que vem a ser uma varidvel de estado. Agora apresen-
taremos um novo conceito o de varidvel de controle, que é aquela que n3o é necessariamente
intrinseca do problema, mas que podemos manipular livremente, que influencia as variaveis de
estado e que também varia com o tempo. Existem varios sistemas que possuem esta estrutura.
Um exemplo simples é uma planta em um vaso na janela. O crescimento de suas folhas, galhos
e raizes é um acontecimento natural e varia com o tempo (z(t)). Além disso, a quantidade
de horas nas quais esta planta é exposta a luz solar é uma variavel que depende das nossas
acdes, que influencia no desenvolvimento de = e que também varia no tempo. Esse é o controle
u(t) do problema em questdo. Se quisermos maximizar o crescimento dessa planta através da
incidéncia de luz solar, a ideia é encontrar a quantidade ideal de luz que a planta recebe em

cada unidade de tempo.

Definicdo 4.1. Seja I C R um intervalo (finito ou infinito). Dizemos que uma funcdo

u: I — R é continua por partes se satisfaz as seguintes condicdes:

i) u é continua em cada t € I, exceto possivelmente em um nimero finito de pontos e
ii) u é igual ao seu limite esquerdo ou direito para cada t € I.

Graficamente:

Em resumo, uma funcdo continua por partes possui (possivelmente) um ndmero finito de
descontinuidades do tipo salto de um segmento continuo para o outro, mas nao possuem
pontos isolados.

Perceba que se u : I — R é continua por partes e g : R®> — R continua. Ent3o a solucio z

da equacdo diferencial

'(t) = g(t, x(t), u(t)) (4.1)
é uma funcdo continua que é claramente diferencidvel (pois x existe) onde quer que u seja
continua, pois t € x 0 sao em qualquer ponto, entao a continuidade de u implica na continui-
dade de 2’

Além disso, é possivel integrar ambos os lados e, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos
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Figura 6 — Grafico de uma funcdo continua por partes, a esquerda, e de uma funcdo que n3o é continua por
partes, a direita.

t

Fonte: LENHART; WORKMAN/ (2007))

t

= 2(t) = 2(a) +/ g(s, (), u(s))ds,

a

onde a condic3o inicial z(a) serd dada.

Definicdo 4.2. Seja z : [ — R continua em I e diferenciavel em um nidmero finito de pontos.

Além disso, suponha que 2’ é continua em . Entdo z é dita diferencidvel por partes.

Note que se u é continua por partes e 2’ é tal que 2/(t) = g(t,z(t),u(t)), entdo x é
diferenciavel por partes, pois x é continua e u é continua por partes, fazendo com que g

também o seja, satisfazendo a definicao de diferenciabilidade por partes.

Definicdo 4.3. Seja k : [ — R. Dizemos que k é continuamente diferenciavel (e denotamos

k € C') se k' existe e é continua em 1.
Definicao 4.4. Uma fungdo k(¢) é dita concava (cOncava para baixo) em [a, b] se
Oék’(tl) + (1 - Oé)k’(tg) S k’(O&tl + (1 - Oé)tg)

para todo o € [0,1] e a < t,t5 < b.

Nas mesmas condicBes descritas acima, k é dita convexa (cdncava para cima) se

ak(ty) + (1 — @)k(ts) > k(aty + (1 — a)ts)
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Vale observar que se —k é cbncava, entdo k é convexa.

A proposicdo a seguir sera util para mostrar alguns resultados que veremos adiante:

Proposicao 4.1. Se k é céncava em [a,b] e a < t; <ty < b, entdo a seguinte desigualdade,

referida daqui em diante como propriedade da reta tangente, ocorre:

k(ty) — k(t1) > K'(t2)(ta — 1)

4.1 O PROBLEMA BASICO E AS CONDICOES NECESSARIAS

Considere as fungdes u : I C R — R continua por partes (controle), z : I C R — R
diferenciavel por partes (estado) e f,g : R*> — R funcdes continuamente diferencidveis nos
trés argumentos.

Dado um controle u(t) com estado associado z(t), é intuitivo pensar que se o controle muda,
a variavel de estado correspondente também vai mudar, pois é diretamente influenciada pelo
controle. Sendo assim, podemos dizer que existe uma correspondéncia da forma u — x = z(u),
apesar de = ser uma funcdo de ¢, mas a notacdo dada ajuda a lembrar que mudancas em u
implicam mudancas no x associado.

O problema basico de controle 6timo consiste em achar um controle u e uma variavel de

estado x associada para maximizar o funcional objetivo dado, ou seja:

maz /t“ £t (1), u(t))dt

uw 0
satisfazendo
2'(t) = g(t, z(t), u(t));

x(to) = 0; x(ty) livre.
Tal controle que maximiza o funcional objetivo é chamado controle étimo.
Daqui em diante vamos denotar o controle étimo por u*(t) e o estado étimo associado por
x*(t). Agora nosso objetivo é exibir condicdes necesséarias (mas n3o suficientes) para que um
controle seja 6timo; para isso escrevamos o funcional objetivo em termos do controle u, temos:

J(u) = /tl F(t (1), u(t))dt.

to
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Assim, usando uma funcdo h(t) continua por partes e € € R, temos que a funcdo
u(t) = u(t) + eh(t)

é também um controle, continuo por partes (pois h é continuo por partes e u¢ é operacdo
entre funcdes continuas por partes) e cuja variavel de estado z¢(t) satisfaz

dxe(t)
dt

= g(t, xe(t)7 u€<t))u

sempre que u° for continua.
Além disso, quando € — 0,u(t) — u*(t) e, por g € C', a dependéncia continua de solucdes

com relacdo aos pardmetros garante que x(t) — x*(t) para cada t quando € — 0. Ademais,

Ous(t) B
e=0
e a derivada
0z(t)
Oe
e=0

existe para cada t, mesmo que ndo saibamos seu valor (o motivo pelo qual o valor ndo importa

ficard claro mais adiante).

Nesse momento, podemos inserir nesse problema uma funcdo adjunta A = A(¢) diferencia-

vel por partes em [ty, 1] a ser determinada. Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

t1d

il M) ()] dt = A1)z (t1) — Alto)x(to),

d
lembrando que podemos ter a/\(t) pois tomamos A\ diferencidvel por partes. Assim,

/tt jt N8 (1)] dt + Alto)zo — Mtr)a (1) = 0,

usando o fato de x(ty) = xp. Somando esse zero em J(uc), temos:

) = [ |t @.o) + 000 a4 20 = Ao (0)

d
Utilizando a regra do produto e o fato de axf(t) = g(t, z°(t), uc(t), segue que

J(u) = /tl [f (8, 2(8), u (1)) + X' (D) (8) + A(L) - g (¢, (1), u(2))]dE + Ao (to)wo — At2)z (L)

to
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Como o o ponto de maximo de J(u¢) é u(t) (ou seja, quando € = 0), temos seguinte igualdade:

Q. .
&J(U)

= lim
e—0 €

e=0

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, podemos escrever

Tw) = [ S ()= N O O+ MOt a0, w (0] di=N0) o)

86 e=0 86 e=0
Aplicando a regra da cadeia para f e g, segue que
ti [ 9 . . oz Of . . Oue NG
0=/ [awef(t,a: (8)u (1) - -+ 5 (6w (), u () - 5= + N () o+

dg oz dg ouf

M) 21 (1) (1)) o A S 1, (1), (1) o

=303 @)

= [ 14 X+ NG T (a4 Mgt~ A1)

t1
to

e=0

(t1)

€ e=0

Queremos escolher a funcdo adjunta para simplificar @ fazendo os coeficientes de
desaparecerem. Entdo, devemos optar pela funcdo adjunta A(t) tal que

N(t) = —for — A(t)ga (equacdo adjunta)

At1)) =0 (condicdo de transversalidade)

Dai, (%) se reduz a
t1
0= /t (Fur + A(B)gu)h(t)dt
0

Como isso é valido para qualquer funcdo de variacao h continua, entdo, em particular, vale

para h(t) = fu + A(t)gu~. Dai, temos

t1
0= [ (fur + At
Jto
o que implica na condicdo de otimalidade

fur + A(t)gu = 0 para todo to <t < t;

Em resumo, dado um problema com essa estrutura, podemos gerar essas condicdes necessarias

através do Hamiltoniano H, que serd definido a seguir:

Definicao 4.5. Dado um problema basico de controle étimo, seu Hamiltoniano H é dado por

H(t,x(t),u(t), A1) = f(t,2(1), u(t)) + X - g(t, x(t), u(t))
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Note que ao resolver o problema basico de controle étimo, estamos maximizando H com

respeito a u em u*, e as condicbes acima podem ser escritas em termos do Hamiltoniano:

OH
» — =0emux= f, +Ag, =0
ou

(condico de otimalidade)

oH
e = = Age = N
o f g

(equacdo adjunta)

u /\(tl) =0
(condicdo de transversalidade)
OH

n a = g(t,x, ’LL) = $/,$(t0> = O

(dindmica da equac3do de estado)

Assim, dado um problema como (|4.1)), uma condicdo necesséria para a existéncia de um

controle 6timo é descrita pelo seguinte resultado:

Teorema 4.2 (Principio do Maximo de Pontryagin). Se u*(t) e x*(t) sdo étimos para o

problema (|4.1)), ent3o existe uma varidvel adjunta diferencidvel por partes \(t) tal que
H(t, 2" (t), u(t), At)) < H(t, z*(t), u™(2), A(t))
para todos os controles u em cada tempo t, onde o Hamiltoniano H é

H(t,x(t),u(t), A1) = f{t,2(1), u(t)) + X - g(t, x(t), u(t))

OH (t,x(t),u(t), A(t))
ox

Ou seja, o principio afirma que existe uma variavel adjunta A tal que o elemento (¢, z*, u*, \)

N(t) = — L At) =0

é um ponto critico do Hamiltoniano para todos os controles u e em cada tempo ¢ (se fosse
um problema de minimizacdo teriamos um ponto de minimo).
A demonstracdo desse teorema é complexa, mas vamos mostrar um caso um pouco mais

especifico:

Teorema 4.3. Suponha que f(t,z,u) e g(t, z,u) sdo C* nos seus trés argumentos e céncavas
em u. Seja u* um controle 6timo para o problema (4.1)), com estado associado z*, e A\ uma

funcdo diferencidvel por partes com A\(t) > 0. Suponha que para todo to < t < ty,

0= Hy(t, 2" (t), u"(t), A(t)).
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Ent3o para todos os controles u e cada ty <t < ti, temos
H(t, 2" (t), u(t), A(t)) < H(t, 2" (1), u"(t), A(t))
Demonstracdo. Note que

H(t, 2" (1), u (1), \() = H (t, 2" (t), u(t), A(t)) = f(&, 2" (), u*(t)) — f (&, 2" (), u(t))+ ()
FA@)[g(t, 27 (1), u (1)) — g(t, 27 (1), u(?))]

Agora, como f e g sdo cdncavas, podemos usar juntamente com a hipétese A(t) > 0 para

fazer
() > (W (1) — w®) fult, 2™ (t),w" (1) + M) (W () — ult))gu(t, 2" (), u"(t))
= (u(t) —u(®))(fult, 2" (1), u" () + A(t) gu(t, 2" (t), u* (1))
OH
— (1) ~ u(t) .
=0,
como queriamos demonstrar. [ |

Se o problema for de minimizacdo, uma argumentacdo analoga gera as mesmas condicGes
necessarias, passamos a minimizar o Hamiltoniano H e a desigualdade de Pontryagin fica

invertida. Num problema de minimizacdo com f e g convexas, obtemos
H(t,x*(t),u"(t),\) < H(t,z"(t),u(t), A),

para cada ty <t < t4.

A partir daqui, nosso objetivo passou de otimizar o funcional objetivo sujeito as equacdes
diferenciais referentes ao estado e a condic3o inicial para otimizar o Hamiltoniano com respeito
ao controle u. Vale ressaltar que é possivel checar/confirmar se o problema é de maximizacdo
ou minimizacdo estudando o sinal da segunda derivada de H com respeito a u:

0*H
ou?
O*H
ou?

< 0 em u* = maximizacao

> (0 em u* = minimizacao
A resolucdo de prolemas desse tipo normalmente segue o seguinte algoritmo:

» Construir o Hamiltoniano do problema;
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» Derivar o Hamiltoniano com relacdo a u e a partir dai obter a condicao de otimalidade;

» Derivar o Hamiltoniano com relacdo a = para obter a equacdo adjunta e a condicao de

transversalidade;
» Escrever u* em termos de z* e A;
» Resolver as equacdes diferenciais para x* e A;
» Encontrar u* a partir dos valores de x* e A encontrados no item anterior.

O conjunto formado pelas equacdes de estado, equacdes adjuntas, condicdes de fronteira
e da caracterizacao de u* em termos de x* e A é chamado sistema de otimalidade.
A seguir, dois exemplos de problemas de controle 6timo e o uso do algoritmo acima para

resolvé-los:

Exemplo 4.4.
1
mm/ u(t)?dt
uJo
com &' (t) = x(t) + u(t), x(0) =1, z(1) livre.

Demonstracdo. Seguindo o passo a passo, temos

= H(t2(t), u(t), () = u(t)® + M)z (t) + A(t)u(®);
oH oH N
0OH

. )\ = 3 = —X\; A(1) = 0 (condic3o de transversalidade);
x

t

» De N = —), temos que A = ce™*, e da condicido de transversalidade,

ce l=0c=0c)=0.

Dai, u* = 0 e z* satisfaz
dx*
dt

masz*(0)=1=c=1=a"=¢

=" = 2" = ce,

t

Portanto, z* e u* se comportam da seguinte forma:
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Figura 7 — x*, em azul, e u*, em vermelho.

3

281

1.5}

0.5

0 0.5

Fonte: Autoria propria.

Exemplo 4.5.
1
mm1 3x(t)* 4 u(t)*dt
u 2 Jo
sujeito a z'(t) = x(t) + u(t), z(0) =1
3 o, u(t)’
= H(t,2(t),u(t), A1) = 52(t) + == + M)z (t) + At)u(?);
OH
o —8;;(15) + (%)
logo T 0 < u(t) = —A\(t);
Agora note que
, OH
) ——67——3[E—)\e
da” * * ok
T rrFut =2 — A

Resultando no seguinte sistema:

N =-3z*— )\
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ou, de forma matricial:
x* 1 -1 x*
A -3 -1 A
Iremos resolver esse sistema via autovalores e autovetores. Para tanto, vamos encontrar o

polindmio caracteristico e suas raizes:

l1—« —1
=0=—-(1-a)(l+a)—3=0
-3 —-1—-«

=-1-a>-3=0

=a’=4
= a==12
Sendo assim, os autovetores s3o:
» para o = 2:
-1 -1 z* 0
-3 -3 A 0
—x* = A 0
= =
—3z* — 3\ 0
=" = -\
= para o = —2:
3 -1 x* 0
-3 1 A 0
3r* — )\ 0
= —
=3z + A 0
= A
==
3
Dai a solucdo geral é da forma
x* 1 1
= Cl €2t -+ C 672t
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Usando o fato de z*(0) e A(1) = 0, obtemos

3e4 1
* t o 2t —2t
T = 131 T 13
* 3e~* o 3 —9t
Ut = 151 T T gt

Portanto, z* e u* se comportam da seguinte forma:

Figura 8 — x*, em azul, e u*, em vermelho. Fonte: autoria prépria.

1 : : : ' 0

0.9 05}
0.8 Af
0.7 A5}
0.6 27
0.5 25}
0.4 : ' ' ' 3

0 02 04 06 08 1 0 02 0.4 06 08 1

Fonte: Autoria propria.

Até aqui vimos as condicoes necessarias que o controle 6timo deve satisfazer em um
problema como , mas as construcoes foram feitas considerando que tal controle 6timo
existe. Porém, existem casos onde essas condicOes sdo satisfeitas mas o problema de controle
6timo n3o tem solucdo, ou seja, o funcional objetivo calculado em u* e x* n3o sdo finitos
(resultam em £00). Por exemplo, observe o problema de controle 6timo abaixo e em seguida

a “solucdo" u* encontrada:

Exemplo 4.6.
1
max/ x(t) + u(t)dt
0

sujeito a 2'(t) = 1 — u(t)?, z(0) =1

Primeiramente, o Hamiltoniano do problema é

H(t,2(t),u(t), \t)) = z(t) + u(t) + X — Iu(t)?,
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sendo assim, para encontrar a condicdao de otimalidade:

0H OH 1
p— 1 _ 2 _ = 1 _ 2 * — * - A ~ . 7
9 . Au(t) & 5 0& At u*(t) =0 < u 5 A equacdo adjunta é
N=———=-1<\t)=—t+C

o <= At) +

e pela condicdo de transversalidade, temos A\(1) = -1+ C =0 C=1< \t)=1—1t

Agora vamos encontrar x*: note que

Assim, pelo teorema fundamental do calculo:

() = /Ot1 - 4(11_S)2ds—|—x(0)

B 1 1
P B
A1—1t) 4

Assim, u*(t) = Agora que temos z*(t) e u*(t), podemos calcular o funcional

1
2(1—1t)
objetivo nesses valores:

/lx*(t)Jru*(t)dt—/lt—1+5+1dt—oo
0 o 41—t) 4 20—ty 7

implicando que n3o existe controle 6timo nesse caso, uma vez que queremos que o funcional
objetivo tenha um valor maximo ou minimo finito, apesar de u* satisfazer as condicdes neces-
sarias. O simples fato de termos uma ndo linearidade quadratica ja pode acarretar esse tipo
de problema, pois teremos algo como o seguinte:

=2 2(0)=1=>= ——)

1—t

que nao é limitada quando t — 1.
A seguir vamos exibir dois resultados que dizem respeito a existéncia e unicidade de solucdes
para um problema como , onde o primeiro é um resultado suficiente para que um controle

seja 6timo e o segundo de fato garante a existéncia de um controle étimo.

Teorema 4.7. Considere
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sujeito a x'(t) = g(t, z(t),u(t)) e z(ty) = xo, onde f,g € C' nas trés varidveis e ambas sio
céncavas em x e u. Suponha que u* é um controle, com estado associado x*, e A uma funcio

diferenciavel por partes, tais que u*,x* e A juntos satisfazem em to < t < ty:

fu+2Ag, =0
N =—fo— Ao
A1) =0

A(t) > 0

Ent3o para todos os controles u, temos J(u*) > J(u).

Isto é, o teorema afirma que se u* satisfaz essas condicBes, entdo ele é um ponto de

maximo para a funcdo J. Vamos a demonstracao desse resultado:

Demonstracdo. Seja u um controle qualquer e = seu estado correspondente. Como, por hi-
pétese, f é concava em z e u, podemos usar a propriedade da reta tangente (4.1) em f,

considerando (t,z*(t),u*(t)) e (t,x(t),u(t)) os pontos final e inicial, respectivamente:

ft,z" u*) — f(t,z,u) > (x* — x)gi(t,x*,u*) + (u* — u)gi(t,x*,u*)

Dai
1
Jw*) = J(u) = / flt,x* u") — f(t, z,u)dt >
0
1
> [0 = 2 ®)falt, 2" w") + (0" = ) fult, ", )t
0
Como u* satisfaz a equacdo adjunta e a condicdo de otimalidade, podemos escrever

fo=—=XN—=XAgs € fu = —Agu, onde [, g, fu € g, estdo sendo calculadas em ¢, x*, u*.

Dai
@ - /Ol(z* - IE)(—/\/ + )\gx) + (U* — U)(—)\gu)dt (ii)

Note que, usando integracao por partes,

[ X0 0) a0t = A1) (1) — 2(1)

to

= [ At 2 u) — gtz u))de

to
Ent3o, substituindo em , temos
t1

J(u)—=J(u*) > At)[g(t, ", u*)—g(t,x,u)— (2" —x) g, (¢, 2", u*)— (u* —u) g, (t, 2™, u*)|dt

to
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Por sua vez, g é concava em z e u, e usando novamente a hipétese de A(t) > 0, podemos
usar mais uma vez a propriedade (4.1)) para concluir que J(u*) — J(u) > 0, implicando que

u* é ponto de maximo de J. ]

E importante observar que o exemplo (/4.6)) atende ao teorema anterior, mas J(u*) n&o é
finito. A seguir sera exibido um teorema que garante a existéncia da solucdo de um problema

como ({4.1)), mas que impdes algumas restricdes sobre f e/ou g¢:

Teorema 4.8. Seja o conjunto dos controles para o problema (4.1) composto por funcées
integrdveis por Lebesgue (ao invés de apenas funcbes continuas por partes) em to < t < t;
com valores em R. Suponha que f(t,x,u) é convexa em u e que existem constantes Cy e

C1,C5,C3 >0 e[ >1 tais que

g(t,z,u) = alt,z) + B(t, x)u
lg(t,z,u)| < CL(1+ |z| + |ul)
9(, 1, u) — g(t, z,u)| < Cofwr — 2|(1 + [ul)

f(ta%U) > 03‘?4’8 - Cy

para todo to < t < t; e x,z; € R. Entdo, existe um controle 6timo u* maximizando J(u),

com J(u*) finito.

Para o nosso propésito o teorema acima nao serd necessario, uma vez que utilizaremos
calculo numérico para encontrar as solucdes dos problemas, mas achamos interessante trazer
esse resultado para que o leitor saiba que, se optar por um caminho que envolva métodos mais

analiticos, existem resultados desse tipo.

4.2 METODOS NUMERICOS E COMPUTACIONAIS

Ao tentar resolver problemas de controle 6timo como os que estamos lidando, é impossivel
ndo se deparar com equacoes diferenciais ordinarias, e como estamos lidando com dados
numéricos e que variam de forma discreta no tempo, faz-se necessario o uso de técnicas como
os métodos de Runge-Kutta, que sdo ferramentas muito usadas no calculo numérico para a
resolucdo de EDOs, e no nosso trabalho utilizamos o método de Runge-Kutta de 42 ordem,

também conhecido como RK4, que recebe esse nome porque sdo usadas quatro constantes



66

para calcular a aproximac3do dos valores da funcdo em cada ponto:

Definicao 4.6. Seja um problema de valor inicial da seguinte forma:

y/ = f(tu y)? y(tO) = Yo,

entdo, segundo o método RK4, os valores de y para cada instante ¢ sao dados pelas seguintes

equacoes:

h
Ynt1 = Yn + 6<k1 + 2ky + 2k3 + k4)

tn+1 =1, + h7

onde y,+1 é a aproximacio por RK4 de y(t,.1) e
kl = f(tna yn)

h h
ko = f (tn+ 57%‘1‘ 2/€1>

h h
k?) - f <tn+ §7yn+ 2k2>

ky = f(tn + h,y, + hks)
A equacao envolvendo y,,1 tem essa forma devido a maneira como é feita a aproximacao,
que utiliza o método de Euler. Adeemais, cada k; é a inclinacdo de y para algum ponto do
intervalo: k; € a inclinacao de y no inicio do intervalo, k5 e k3 sdo inclinacdes de y no ponto
médio, usando respectivamente k; e ko para calcular o valor de y no ponto ¢, + 5 através
do método de Euler “tradicional", e k4 é a inclinacdo de ¥, no final do intervalo, utilizando
o valor de k3 para calcular o valor de y neste ponto. Assim, voltando para y,, .1, é feita uma
média ponderada das inclinacdes k;, dando um peso maior para as inclinacoes do ponto médio

do intervalo.

Agora que sabemos o que é o RK4, precisamos aprender uma outra ferramenta para entao
escrever os codigos solucionadores de problemas de controle 6timo no MATLAB: o método

da varredura frente-tras, que faz uso do RK4. Esse método consiste basicamente em:

1. Fazer um palpite inicial para o controle u (usaremos u = 0);

2. Resolver a equacdo de estado, munida com seu valor inicial e avancando do instante

inicial para o instante final, através do RK4;
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3. A partir do valor de x encontrado, resolver a equacdo adjunta retrocedendo no tempo

(dessa forma a condic&o de transversalidade se torna o valor inicial) novamente através

do RK4;

4. Escrever u como na condicdo de otimalidade, agora com x e \ escritos na forma encon-

trada pelo método de Runge-Kutta;

5. Checar a convergéncia dos resultados encontrados, isto é, verificar se os valores das
variaveis encontrados na iteracao estdo suficientemente préximos dos encontrados na
iteracdo anterior. Se estiverem, os valores obtidos sdo as solucdes; caso contrario, voltar

para o passo 2.

Agora que ja sabemos como o método da varredura frente-tras funciona, o préximo passo é
usar um programa no MATLAB que execute esse processo para entdao obtermos os resultados

desejados. No Apéndice [A] disponibilizamos os cédigos utilizados em nossos estudos.

4.3 PROBLEMAS COM CONTROLE LIMITADO

Até agora, lidamos com problemas de controle 6timo onde n3o haviam restricbes para u
no sentido de limitacao, mas é natural que haja algum tipo de limitacao no controle utilizado.
Por exemplo, se nosso problema trata de tratamento 6timo de plantas atacadas por fungos e o
controle u representa uso de fungicidas, ndo faz sentido que u seja negativo em algum instante
de tempo, para isso exige-se que 0 < u em todo o periodo estudado. Simultaneamente, uma
quantidade exagerada de fungicidas pode prejudicar a planta, levando-a a morte em casos
extremos, logo deve haver um limite superior para a quantidade de fungicida utilizada em
cada momento estudado, e esse limite superior é fruto de vérios estudos feito por especialistas
da area, entdo digamos que seja um valor L. Assim, devemos ter 0 < u < L. Nos nossos
estudos, também nos deparamos com situacoes onde o controle deveria ser limitado inferior e
superiormente, digamos M1 < u < M2, e nesses casos é preciso fazer um pequeno ajuste no
cédigo: no passo 4 da varredura frente-tras apresentado acima, escrevemos u de um jeito um

pouco diferente do que foi mostrado, da seguinte forma:

u = min (M2, max (M1, a)),
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0
onde 4 é a caraterizacdo obtida fazendo — = 0. Essa mudanca faz com que o controle

ou

6timo esteja sempre dentro dos limites estipulados.

A seguir, um exemplo de problema de controle 6timo no qual o controle é limitado:
Exemplo 4.9. Resolva
1
maa:/ x(t) — u(t)dt
uJo

sujeito a z/(t) = 2u(t)(1 —u(t)), z(0) =0, 0 < wu(t) < 1.

Primeiramente, o Hamiltoniano H do problema é
H(t,x(t),u(t), A(t)) = z(t) — u(t) + 2A(t)u(y) (1 — u(t)).

Dai, a equacao adjunta é

OH
Nit)y=—=-1
m=-2_
logo \(t) = —t + ¢, e como A(1) = 0, temos ¢ = 1 e finalmente A(t) = —t + 1.
Por sua vez,
OH 142
— = —14+2\ -4\ = =—
9 0 -1+220 -4 u=0<«u 5

Entdo, no programa, devemos escrever

—14+ A
= mi 1
U mln( , max (O, 5\ )),

como também esta exposto no Apéndice [Al

4.4 PROBLEMAS COM MULTIPLAS VARIAVEIS DE ESTADO E MULTIPLOS CONTRO-
LES

Antes de aplicarmos todos esses conceitos no préximo capitulo, ha um dltimo degrau de
complexidade a ser superado com relacdo aos cddigos: o problema de controle 6timo com
multiplas varidveis de estado e mdltiplos controles.

Um exemplo de situacdo desse tipo surge ao tentarmos modelar, por exemplo, um combate a
uma infeccdo viral através do uso de antibiéticos, no qual além do niimero de particulas virais
no sangue, também queremos acompanhar a quantidade de anticorpos ou glébulos brancos.
Essas quantidades seriam introduzidas no modelo como variaveis de estado. Além disso, supo-
nha que o paciente tenha tomado dois antibiéticos diferentes que fizeram o organismo produzir
anticorpos em diferentes taxas ou intervalos de tempos. A ingestdo de cada um desses antibio-

ticos sera introduzida ao modelo como uma variavel de controle, ent3o teremos dois controles



69

no problema. Para esse tipo de situacdao, também ha algumas pequenas mudancas que devem
ser feitas ao escrever o programa que ira fazer os calculos do modelo, e tais mudancas serao

apresentadas a seguir.

Como cada equacdo adjunta \; é obtida através da derivacdo de H com relacao ao estado
correspondente x;, é intuitivo pensar que se um problema tem n estados, terd n equacdoes
adjuntas. Além disso, teremos que encontrar todos os controles étimos do problema, indepen-
dente de quantas variaveis de controle existirem. E o método para resolver cada um deles é
semelhante aos exemplos ja apresentados neste trabalho, ou seja, através da varredura frente-
tras e do RK4. Vale ressaltar que as limitacdes inferior e superior de cada controle devem ser
respeitadas, se existirem. A seguir, mostraremos um problema que possui mais de um controle

(todos limitados limitados e inferiormente) e mais de um estado:

Exemplo 4.10.

o 1o, 1
irluur%/o xl(t)—l-iul(t) —|—§u2(t) dt

sujeito a
2y (t) = ui(t) + z2(t), 21(0) = 0;

25(t) = ua(t), 2(0) =0;
—2<u(t) € 1, -8 < ug(t) < —2

O Hamiltoniano H do problema é

1 1
H(t, $1(t), I‘Q(t), Ul(t), UQ(t), )\1(0, )\2(t>) = + *U% —+ *Ug + )\1U1 + )\1372 + )\QUQ

2 2
Dai, as equacdes adjuntas s3o:
0OH
N=———=-1
! 8!131
oH
Ny =—— =l
2 8372
Além disso,
0H + A
— = U
o, 1 1
OH
7 A
ouy Uz + Ag

O que muda na escrita do programa é que o que foi feito dentro do while anteriormente,
agora deve ser feito duas vezes, pois temos mais uma equacao de estado e mais um controle
para determinar, porém o procedimento é anadlogo ao que vimos na secao anterior. Para mais

detalhes, consultar o [Al
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Daqui em diante, com o que foi visto ao longo deste capitulo, o leitor j& poderia escrever
programas para resolver numericamente um grande nimero de problemas dessa natureza, e o
préximo capitulo utilizara tudo que foi visto aqui para analisar um artigo que fez uso da teoria

de controle étimo da mesma forma que foi visto até aqui.
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5 CONTROLE OTIMO EM UM MODELO DE COVID-19 ESTRUTURADO ETA-
RIAMENTE

Em 2020, em parceria com Larissa Machado (UFPE), Jodo Gondim (UFPE) publicou um
artigo na revista Chaos, Solitons & Fractals, intitulado “Optimal quarantine strategies for
the COVID-19 pandemic in a population with a discrete age structure” (GONDIM; MACHADO,
2020), no qual usou as propriedades e resultados mostrados no capitulo {4| para otimizar um
modelo baseado no SEIR. No trabalho, uma nova varidvel de estado foi adicionada ao sistema,
Q(t), que representa a quantidade de individuos da populacdo que sdo postos em quarentena
a cada unidade de tempo. Além disso, baseado em (JIA et al., [2020)), os autores estruturaram
a populacdo em 3 grupos etarios (que serdo representados pelo subindice i, onde i = 1 trata
dos individuos jovens, que possuem entre 0 e 19 anos, © = 2 trata dos individuos adultos que
possuem entre 20 e 59 anos, e @ = 3 trata dos individuos idosos, que possuem 60 anos ou
mais), ja que a doenca age de formas diferentes em pessoas de diferentes faixas etarias. Cada
controle w;(t) usado no sistema representa a fracdo de individuos suscetiveis que sdo postos em
quarentena a cada unidade de tempo, dentro de cada grupo etario. Dessa forma, considerando
que ndo é possivel quarentenar todos os adultos entre 20 e 59 anos, por representarem a
maior parte da populacdo economicamente ativa e que possuem empregos que nao podem
simplesmente parar, o controle us recebeu uma limitacdo um pouco mais restrita do que os
demais. Foi feitoentdo 0 < u; <1, 0 <uy <09e 0 <wuz <1.

O principal objetivo do trabalho foi encontrar uma politica 6tima de quarentena de individuos
suscetiveis visando a diminuicdo da quantidade total de mortes na populacdo, levando em
consideracao o custo B; da implementacao dessa politica de isolamento em cada grupo etério.
A seguir esta o funcional objetivo do problema, bem como as equacdes de estado que compdem

o modelo:

min [ S0 + B o)



72

Si(t) SZ(t (Z BijI;(t ) —u;(t)Si(t) + AQu(t)

Nt \ =
El(t) = j) (];M ) 0iE (1)
L(t) = o:Bx(t) = %)
RY(t) = 7Lt
QUt) = wi(1)S:(1) — AQ:(1)

Os parametros f3;;,0; e ~y; foram retirados de (CASTILHO et al.,[2020) e podem ser observados
na tabela abaixo, lembrando que a transmissao entre um grupo etério e outro é simétrica, ou
seja, Bij = Bji- Além disso, o A é a a taxa de saida da quarentena, dada pelo inverso da

duracdo da quarentena.

Tabela 2 — Pardmetros utilizados no artigo

Parametro Valor Parametro Valor
B 1,76168 o1 0,27300
P12 0,36475 o 0, 58232
P13 1, 32468 o3 0, 69339
B2 0,63802 o] 0, 06862
P23 0,35958 Yo 0,03317
P33 0,57347 V3 0,35577

Fonte: (GONDIM; MACHADO), [2020)).

Note que como N = S+ E+ I+ R+ Q, temos N/ = S/ + El + I + R, + Q, = 0,
implicando que a populacao é constante com relacao ao tempo. Dessa forma, como R; sé
aparece nas outras equagdes como parte de IV;, a equacdo de R, foi substituida por N/ no

sistema de EDOs, que entdo passou a ser reescrito da seguinte forma:

(0 =~ (Z Bl ) w18 (0) + 2QU0)
Ei(t) = i (Z Bii I;( ) — 0, Ei(t)
(i)
( ) = oiEi(t) — vili(t)
Q;(t) = wi(t)Si(t) — AQi(t)
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Neste trabalho, os autores utilizaram os seguintes dados, apresentados e referenciados por eles

no texto:

Tabela 3 — Ndmero de casos, mortes e recuperacdes por grupo etario.

Grupo etario Casos Mortes Recuperacoes
1 2.448 7 2.441

2 113.059 891 112.168

3 121.928 17.948 103.980

Total 237.435 18.846 218.589

Fonte: (GONDIM; MACHADO, 2020)).

Tabela 4 — Distribuicao de infeccGes e recuperacdes por grupo etario.

Grupo etario % de casos % de recuperacdes

1 1,03% 1,12%
2 47,62% 51,31%
3 51,35% 47,57%
Total 100% 100%

Fonte: (GONDIM; MACHADO, 2020)).

Além disso, os autores utilizaram o ndimero de casos no Brasil na data de 13 de maio de
2020 (97.575) como ndmero total de individuos infectados no momento e, considerando um
periodo de laténcia de 5 dias, o nimero de casos no Brasil em 08 de maio de 2020 (76.603) para
estimar o nimero de individuos no periodo latente (expostos - 20.972). Finalmente, também
em 08 de maio de 2020, existiam 65.124 casos no Brasil e essa data foi considerado o tempo
inicial do modelo. A populacdo total do pais foi considerada 200 milhdes e foi dividida em 40%
no grupo de pessoas jovens, 50% no grupo dos adultos e 10% de idosos e foi assumido que
nao havia individuos em quarentena quando a simulacao comecou. Por fim, como o nimero de
individuos expostos, infectados e recuperados s3o muito pequenos em comparacao a populacio
total, foi assumido que o nimero de individuos suscetiveis em cada grupo é igual a populacao
total do respectivo grupo. O valor inicial de cada variavel de estado, arrendondado para o

inteiro mais préximo, foi listado na tabela abaixo.
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Tabela 5 — Valores iniciais

Compartimento =1 1=2 =3
Suscetiveis 80 milhdes 100 milhdes 20 milhdes
Expostos 216 9987 10.769
Infectados 789 36.478 39.335
Recuperados 729 33.415 30.979
Quarentenados 0 0 0

Fonte: (GONDIM; MACHADO, [2020)).

O funcional objetivo estudado pelos autores foi
2
J = ; Z(I,(t) + Bu; (t))dt,
i=1
onde T' é a duracdo da quarentena e os parametros B; s3ao os custos da implementacao do
controle em cada grupo etario. Assumiu-se que B; > O parai € {1,2,3} e que B+ By+ B3 =
B € R, que é o custo total do controle.
Para ter condicGes suficientes para a existéncia dos controles étimos, os autores utilizaram
algumas ferramentas que abordamos anteriormente neste trabalho, como o teorema para
garantir que o controle étimo existe e o principio do maximo de Pontryagin para garantir que

os controles 6timos sdo solucdes do sistema Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana dada por

H = SO0 + Ba(®) + SOSSUE) + NEEL®) + ML) + A8Q4(8) + AYNL(D),

i=1 i=1
onde A\, \E N\ )\Q AN s30 as funcdes adjuntas. Dai, como foi visto anteriormente, as equa-

cOes adjuntas sdo as seguintes:

A= =
' aC;’

onde i € {1,2,3} e C € {S,E,I1,Q,N}. Dessa forma, temos o seguinte sistema adjunto:

N = ]i, (ﬁ:l ﬁz‘jfj(t)) (N = M)+ wi(t)(A] = A2)

/\f/ = Ui()‘iE - )\D

N=—1+ ]1[ 23: BiySi(A = A7) + Al (ii)
j=1

A =208 =)

3 3
A?I::]$2 (zz:}:/%jsk ) (AE Af%

k=1j=1



75

onde o fato de I; e N; aparecerem em todos os S; e E! justifica os somatdrios nas terceira e
quinta equacdes adjuntas acima.

Ainda sobre as variaveis adjuntas, todas elas devem satisfazer as condicoes de transversalidade

X(T) = NE(T) = MA(T) = A(T) = AN (T) = 0,

2

para i € {1,2,3}.

. - L OH
Finalmente, as condicoes de otimalidade resultantes de — = 0 fornecem
U;

*

(A = 2)S;
U, = ———
’ 2B;

Perceba que os autores utilizaram controles miultiplos, todos sdo limitados, entdo tais condicoes

de otimalidade foram encontradas a partir da igualdade

w' = min<{u’ . ma —()\15 _ A?)Si
7 max’ 2B7, ?
3

onde ul =l  =1ew, = 0,9 Assolucdes numéricas dos sistemas @) e foram
obtidas através dos algoritmos apresentados no capitulo [4] que envolvem Runge-Kutta e o
método da varredura frente-trds. Os cédigos foram reescritos e encontram-se no anexo [A
desta dissertacao.

Uma vez que a simulacdo foi feita com sucesso, os autores variaram alguns valores do problema
para comparar os resultados obtidos pelos algoritmos, tais como os custos B;, B; e B3 dos
controles. Como ja foi comentado anteriormente, o grupo etario 2 é aquele que possui a maior
parte da populacdo economicamente ativa, por isso o custo By serd o maior dentre os trés.
Como o isolamento os individuos do grupo etério 1 implica no fechamento de instituicGes de
ensino, esse impacto educacional faz do custo B; o segundo maior dentre os trés, mas muito
menor do que Bs,. Pelo fato de o custo total B ser distribuido entre os custos de cada grupo
etdrio, os autores atribuiram a B o valor de 5000 e estabeleceram os seguintes delimitadores:
B, € [3600,4600] e Bs € [10,110], com B; sendo obtido em funcdo de B, e Bs. As variacdes
dos custos foram lineares norteadas pelas seguintes expressdes: By € {3600 + 50k, 0 < k <
20} e By € {10 + 5k, 0 < k < 20}. Dessa forma, foram analisadas 441 distribuicdes de
custos, para cada periodo de quarentena testado.

A fim de comparar tais distribuicdes, os autores utilizaram como pardametros o nimero de
mortes causadas pela doenca ao final da quarentena em cada cenario acima. Como ja foi
explicado, o nilmero de mortos foi considerado como uma fracao do nimero de recuperados,

uma vez que o modelo ndo lida com dindmica populacional. A partir da tabela [3| pode-se
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inferir as taxas de mortalidade 11, po e pus dos grupos etédrios 1, 2 e 3, respectivamente:

7 891 17.948 0,147,

i=5oag = 0008 pe = gaaaeg = 0,008 e ps = 5moog

Para fazer as comparacdes citadas acima, foi necessario definir o nimero de mortes em cada
cendrio de custo como uma funcdo de By e Bjs: considere Z(by,bs,t) e R;(by, b3, 1), i €
{1,2,3}, que representam respectivamente o nimero cumulativo de mortes causadas pela
doenca no tempo t e o nimero de individuos recuperados no problema de controle 6timo no

grupo etario 4, para o custo By = by e B3 = bs. Note entdo que
D (ba,b3,t) = p1 Ri(Ba, B3, t) + paRa(Ba, Bs, t) + psR3(By, B, t).

Para fazer a simulacdo, a varidvel ¢ assumiu o valor 7" e & tornou-se entdo uma funcdo real
de duas variadveis. Por causa da natureza incerta dos parametros e devido ao alto nimero de
casos n3o reportados, os autores ndo exibiram os nimeros brutos de Z(Bs, B3, T) para todas
as 441 distribuicdes. Ao invés disso, selecionaram os menores valores para cada duracdo da
quarentena como unidade e depois redimensionaram os demais valores de acordo com este
menor.

A razdo média entre casos reportados e n3o reportados variam de 1 : 1 a 1 : 20 (RUSSELL
et al|, [2020)). Esta raz3o introduz um fator multiplicativo no nimero de individuos expostos,
infectados e recuperados que é cancelado uma vez que estamos lidando com proporcdes rela-
tivas.

A figura abaixo traz os gréficos de Z(Bs, Bs,T') como funcdo de By e B3 nas condicdes
supracitadas. Nos trés cenarios, a distribuicao com menor nimero de mortes foi aquela que

possuia By = 3600 e B3 = 10 (e consequentemente B1 = 1390).
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Figura 9 — Gréficos de 9(Bs, B3, T) normalizado para duragbes de 30, 45 e 60 dias da quarentena.
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Fonte: (GONDIM; MACHADO, [2020).

Por sua vez, a figura a seguir mostra os graficos dos controles 6timos u;(t), uo(t) e us(t)
para a distribuicdo de custos que estamos abordando. Perceba que os graficos apresentados
trazem uma espécie de “calendério 6timo”, que diz quando as medidas de controle (quarente-
nas, nesse caso) devem ser relaxadas. Aqui, deve-se levar em consideracdo que os idosos ndo
constituem todo o grupo de risco, e que pessoas com certos tipos de comorbidade - como
obesidade, diabetes e hipertensdo - também apresentam uma alta taxa de casos fatais, embora
isso ndo tenha sido considerado no modelo; logo, a quarentena de tais individuos também deve

seguir o calendario dos idosos, independente do seu grupo etario.
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Figura 10 — Controles 6timos para By = 1390, B, = 3600 e B3 = 10 para diferentes duraces de quarentena.
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Fonte: Autoria propria.

Fazendo pequenas mudancas nos cédigos podemos também analisar com alguma precisao
a influéncia das condicGes iniciais no controle étimo, que pode ser interpretado como uma
forma de checar o que acontece se a implementacdo das medidas de controle for executada
precoce ou tardiamente. Analisemos entdo duas situacdes: uma onde o numero inicial de
individuos expostos, infectados e recuperados é duas vezes maior do que os originais e outro
onde esses valores sdo quatro vezes maiores do que os originais. Como em 13 de maio de
2020 o nimero de casos dobrava a cada 10 dias, as situacoes acima equivalem a esperar 10
e 20 dias para comecar a colocar os individuos em quarentena, respectivamente. Em termos
de codigos, basta duplicar ou quadruplicar a quantidade de individuos expostos, infecciosos e
recuperados. Ainda considerando os mesmos custos, B; = 1390, By = 3600 e B3 = 10, os

controles 6timos dessas duas situacoes sdo mostrados nas figuras abaixo.
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Figura 11 — Controles 6timos para diferentes duracdes de quarentena
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Figura 12 — Controles 6timos para diferentes duraces de quarentena. Condicdes iniciais de expostos, infecci-
0s0s e recuperados estdo quadruplicados.
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Fonte: Autoria prépria.

Estas duas situacoes fornecem, da mesma forma que foi visto anteriormente, outros dois
“calendérios 6timos” de relaxamento das medidas de controle. Ao comparar o cenario original
com estes dois Ultimos, podemos perceber que se houver uma demora na implementacao das

quarentenas, estas devem ser muito mais rigorosas.

Este foi um exemplo de um trabalho que usou todas as ferramentas que apresentamos nesta
dissertacdo e cujos codigos estdo escritos no Apéndice [Al Para uma leitura mais detalhada do
artigo e para ter acesso a todas as referéncias dos autores, indico que o leitor busque analisar

o trabalho diretamente.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, exploramos a intersecdo entre a teoria matematica e sua aplicacdo na epi-
demiologia, concentrando-nos especificamente no conceito do ndmero reprodutivo basico (%)
e em problemas de controle 6timo voltados para essa area. Ao longo dos estudos, buscamos
nao apenas compreender esses conceitos de maneira abstrata, mas também aplica-los de ma-
neira pratica para abordar desafios significativos na previsao e controle de doencas infecciosas.
A anélise detalhada do niimero reprodutivo basico revelou sua importancia como um parametro
critico na compreensao da dinamica de propagacao de doencas. Exploramos como variacoes
no valor de %, podem influenciar diretamente o comportamento epidemiolégico de uma po-
pulacdo, destacando a necessidade de estratégias de intervencao eficazes para manté-lo abaixo
de um limiar critico. Além disso, apresentamos duas abordagens para calcular o %, de um
modelo epidemiolégico, apontando suas diferencas, falhas e os cenarios nos quais um pode ser
mais indicado do que o outro.

Outro grande tépico deste trabalho foi a teoria de controle 6timo, tema que revelou-se uma
ferramenta valiosa na formulacdo de estratégias de intervencdo que minimizam o impacto de
uma doenca infecciosa numa populacdo. Ao considerar a alocacao étima de recursos, como
campanhas de vacinacdo, quarentenas e outras medidas de controle, podemos executar de
maneira eficaz tais politicas de combate a propagacdo da doenca. A analise de estratégias
6timas nos forneceu insights valiosos sobre como projetar intervencoes robustas e adaptaveis,
levando em consideracdo a incerteza inerente a dindmica epidemiolégica.

No entanto, apesar dos avancos realizados na area, é necessario reconhecer as limitacoes das
nossas ferramentas atuais e as areas que demandam investigacao adicional. A complexidade
do mundo real frequentemente ultrapassa os modelos matematicos, e a aplicacdo pratica de
estratégias de controle 6timo muitas vezes enfrenta desafios logisticos e sociais. Além disso, a
rapida evolucao de novas variantes de patdgenos destaca a necessidade continua de adaptacao
e refinamento das abordagens propostas.

Que este trabalho inspire futuras pesquisas e estratégias inovadoras, promovendo uma abor-
dagem colaborativa entre a matematica, a epidemiologia e outras disciplinas relevantes. A
resolucdo eficaz dos problemas complexos que envolvem a propagacido de doencas infeccio-
sas exigirad esforcos continuos e interdisciplinares, visando garantir a salde e a resiliéncia das

comunidades globais.
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APENDICE A - CODIGOS EM MATLAB

Cédigo Fonte 1 — Cédigo para o exemplo
function y = exercicio8_2
%UNTITLED2 Summary of this function goes here

% Detailed explanation goes here
test=-1;

delta=0.001;

N=1000;
t=linspace(0,1,N+1);
h=1/N;

h2=h/2;

u=zeros(1,N+1);

x=zeros (1,N+1);
x(1)=0;

lambda=zeros (1,N+1);

while(test<0)
oldu=u;
oldx=x;
oldlambda=1ambda;

for i=1:N
k1=2xu(i)-2*x(u(i))"2;
k2=0.5%(2xu (i) -2*x(u(i))*2+2*%u(i+1) -2*x(u(i+1))*2);
k3=0.5%(2xu (i) -2*x(u(i))*2+2*%u(i+1) -2%x(u(i+1))"2);
k4=2xu(i+1)-2*(u(i+1))"2;
x(i+1)=x(i)+(h/6) *(k1+2xk2+2xk3+k4);

end
for i=1:N

j=N+2-1;

k1=-1;

k2=-1-h2%k1;

k3=-1-h2xk2;

k4=-1-hxk3;

lambda (j-1)=1lambda(j)-(h/6)*(k1+2*k2+2*k3+k4);
end

ul=min(1,max (@, (-1+2*1lambda)/(4*1lambda)));
u=0.5*x(ul+oldu);
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end

y(1
y(2
y(3
y (4

function y = exerciciol2_4

templ=delta*sum(abs(u))-sum(abs(oldu - u));
temp2=deltaxsum(abs(x))-sum(abs(oldx - x));

temp3=delta*sum(abs(lambda))-sum(abs(oldlambda-lambda));

test=min(templ,min(temp2, temp3));

y:):t;
2 8BRS}
,:)=1lambda;

,i)=U;

Cédigo Fonte 2 — Cédigo para o exemplo

Fonte: Autoria propria.

%UNTITLED Summary of this function goes here

%

Detailed explanation goes here

test=-1;

delta=0.001;

N=1000;
t=1linspace(0,5,N+1);
h=1/N;

h2=h/2;

ul=zeros(1,N+1);

u2=zeros(1,N+1);

x1=zeros (1,N+1);

x2=zeros (1,N+1);
x1(1)=0;

x2(1)=0;
lambdal=zeros (1,N+1);
lambda2=zeros (1,N+1);
while(test<0)

oldul=ul;
oldu2=u2;
oldx1=x1;
oldx2=x2;
oldlambdal=1ambdal;
oldlambda2=1ambda?2;
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for i=1:N
k11=x2(i)+ul(i);
k12=u2(i);

k21=x2(i)+h2*k11+0.5*x(ul (i)+ul(i+1));
k22=0.5*%(u2(i)+u2(i+1));

k31=x2(i)+h2xk21+0.5%(ul (i)+ul(i+1));
k32=0.5%(u2(i)+u2(i+1));

k41=x2 (i) +hxk31+ul (i+1);
k42=u2(i+1);

x1(i+1)=x1(i)+(h/6)*x(k11+2xk21+2%k31+k41);
x2(1+1)=x2(i)+(h/6) x(k12+2xk22+2%k32+k42) ;

end

for i=1:N
j=N+2-1i;
k11=-1;
k12=1ambdal(j);

k21=-1;
k22=1ambdal(j)-h2*k12;

k31=-1;
k32=lambdal (j)-h2xk22;

k41=-1;
k42=1lambdal (j)-h*k32;

lambdal(j-1)=lambdal (j)-(h/6)*(k11+2%k21+2xk31+k41);
lambda2 (j-1)=lambda2(j)-(h/6)*(k12+2%k22+2xk32+k42) ;

end

ull=min(-1,max(-2,-lambdal));
ul=0.5%(ull+oldul);

u21=min(-2,max(-8,-lambda2));
u2=0.5%(u21+o0ldu2);

templ=deltaxsum(abs(ul))-sum(abs(oldul - ul));
temp2=deltaxsum(abs(u2))-sum(abs(oldu2-u2));
temp3=delta*sum(abs(x1))-sum(abs(oldx1l - x1));
temp4=delta*xsum(abs(x2))-sum(abs(oldx2 - x2));
temp5=deltaxsum(abs(lambdal))-sum(abs(oldlambdal-lambdal));
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temp6=delta*xsum(abs(lambda2))-sum(abs(oldlambda2-1ambda2));
test=min(templ ,min(temp2,min(temp3,min(temp4,min(temp5, temp6)))));
end
VIQUIPEDLEIEE
y(2,:)=x1;
y(3,:)=x2;
y(4,:)=lambdal;

y(5,:)=1lambda2;

y(6,:)=ul;
y(7,:)=u2;
end

Fonte: Autoria propria.

Cédigo Fonte 3 — Cédigo para o modelo do capitulo

function y=model (T)
tic

test=-1;

delta=0.001;

M=100*T;

t=1linspace(0,T,M+1);

h=T/M;

h2=h/2;

B1=10; B3=1390;

B2=3600;

E01=216; E02=9987; E03=10769;
I01=789; I02=36478; I103=39335;

RO1=729; R02=33415; R03=30979;
Q01=0; Q02=0; Q03=0;
S01=80e06; S02=100e06; SO03=20e06;

%E10=4%xE10; E20=4%E20; E30=4%E30;

%110=4%110; I20=4xI120; I130=4%I30;
%R10=4xR10; R20=4%R20; R30=4%R30;

betal1=1.76168;



87

25

27

29

31

33

35

37

39
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45

47

49
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53

55

57

59

61

63

65

67

69

71

betal2=0.36475;
betal3=1.32468;
beta2l=betal2;

beta22=0.63802;
beta23=0.35958;
beta31=betal3;

beta32=beta23;

beta33=0.57347;
sigmal=0.27300;
sigma2=0.58232;
sigma3=0.69339;
gammal=0.06862;
gamma2=0.03317;
gamma3=0.35577;

eta=1/T;

S1=zeros(1,M+1);
S2=zeros (1,M+1);
S3=zeros (1,M+1);
El=zeros(1,M+1);
E2=zeros(1,M+1);
E3=zeros(1,M+1);
I1=zeros(1,M+1);
I2=zeros(1,M+1);
I3=zeros(1,M+1);
R1=zeros (1,M+1);
R2=zeros (1,M+1);
R3=zeros (1,M+1);
Ql=zeros(1,M+1);
Q2=zeros(1,M+1);
Q3=zeros(1,M+1);
N1=zeros(1,M+1);
N2=zeros (1,M+1);
N3=zeros(1,M+1);

S1(1)=S01;
$2(1)=502;
$3(1)=503;
E1(1)=E01;
E2(1)=E02;
E3(1)=E03;
I1¢1)=101;
I2(1)=102;
I3(1)=103;
R1(1)=R0O1;



R2(1)=R02;

73 R3(1)=R03;
Q1 (1)=Q01;

75 Q2(1)=Q02;
Q3(1)=Qe3;

77 N1(1)=S01+EQ1+I01+RO1+Q01;
N2(1)=S02+E@2+I102+R0Q2+Q02;

79 N3(1)=S03+E@3+I03+R03+Q03;
%N=N1+N2+N3;

81
lambdaS1=zeros (1,M+1);

83 lambdaS2=zeros(1,M+1);
lambdaS3=zeros (1,M+1);

85 lambdaEl=zeros(1,M+1);
lambdaE2=zeros (1,M+1);

87 lambdaE3=zeros(1,M+1);
lambdaIl=zeros(1,M+1);

89 lambdal2=zeros(1,M+1);
lambdalI3=zeros(1,M+1);

91 lambdaQl=zeros(1,M+1);
lambdaQ2=zeros (1,M+1);

93 lambdaQ3=zeros(1,M+1);
lambdaN1=zeros (1,M+1);

95 lambdaN2=zeros(1,M+1);
lambdaN3=zeros (1,M+1);

97
ul=zeros (1,M+1);

99 u2=zeros(1,M+1);
u3d=zeros (1,M+1);

101

103

105 while(test < 0)

107 oldul=ul;
oldu2=u2;
109 oldu3=u3;
111 0l1dS1=S51;
01dS2=S2;
113 01dS3=S3;
115 oldE1=E1;
o0ldE2=E2;

117 o0ldE3=E3;
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151
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0ldI1=11;
oldI2=1I2;
01dI3=13;

01dQ1=01;
01dQ2=02;
01dQ3=03;

0ldN1=N1;
0ldN2=N2;
01dN3=N3;

oldlambdaS1=1lambdaST1;
oldlambdaS2=1ambdaS2;
oldlambdaS3=1ambdaS3;
oldlambdaEl=1ambdaE1;
oldlambdaE2=1ambdaE2;
oldlambdaE3=1lambdaE3;
oldlambdall=1lambdall;
oldlambdalI2=1lambdal2;
oldlambdaI3=lambdal3;
oldlambdaQl=1lambdaQ1;
oldlambdaQ2=1ambdaQ2;
oldlambdaQ3=1ambdaQ3;
oldlambdaN1=1lambdaN1;
oldlambdaN2=1ambdaN2;
oldlambdaN3=1ambdaN3;

%abaixo sao as equacoes de estado e as respectivas constantes de RK4:

for i=1:M

m1S1=-(ST(i)/(NT(i)+N2(i)+N3(i)))*(betal1*xI1(i)+betal2*xI2(i)+betal3*I3(i))-ul(i)*
S1(i)+eta*Q1(i);

m1S2=-(S2(i)/(NT(i)+N2(i)+N3(i)))*(beta21*I1(i)+beta22*xI2(i)+beta23*I3(i))-u2(i)*
S2(i)+etaxQ2(i);

m1S3=-(S3(i)/(NT(i)+N2(i)+N3(i)))*(beta31xI1(i)+beta32xI2(i)+beta33*I3(i))-u3(i)=*
S3(i)+eta*Q3(i);

m1ET=(S1(i)/(NT(i)+N2(i)+N3(i)))*(betall1*I1(i)+betal2*I2(i)+betal3*xI3(i))-sigmal
*(E1(1));

m1E2=(S2 (i) /(N1 (i)+N2(i)+N3(i)))*(beta21*I1(i)+beta22*I2(i)+beta23*I3(i))-sigma2
*(E2(1));

mIE3=(S3(i)/(NT(i)+N2(i)+N3(i)))*(beta31*I1(i)+beta32*xI2(i)+beta33*xI3(i))-sigma3
*(E3(1));

miIl=sigmal*E1(i)-gammalxI1(i);

miI2=sigma2*E2(i)-gamma2xI12(i);

miI3=sigma3*E3(i)-gamma3*I3(i);

m1Q1=ul (i)*S1(i)-eta*Q1(i);
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171

173
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177

179

181

183

185

m1Q2=u2(i)*S2(i)-eta*xQ2(i);
m1Q3=u3(i)*S3(i)-eta*xQ3(i);
miN1=0;
miN2=0;
miN3=0;

m2S1=-((S1(i)+h2*m1S1) /(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3))*(betal1*(I1(i
Y+h2*m1I1)+betal2*(I2(i)+h2*m1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))-0.5%(ul (i)+ul(i+1))
*(S1(i)+h2*m1S1)+etax(Q1(i)+h2*xm1Q1);

Mm252=-((S2(i)+h2*m152) /(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3))*(beta21*(I1(i
Y+h2xm1I1)+beta22*(I2(i)+h2*m1I2)+beta23*(I3(i)+h2*m1I3))-0.5%(u2(i)+u2(i+1))
*(S2(i)+h2*m1S2)+etax(Q2(i)+h2*m1Q2);

m2S3=-((S3(i)+h2*m1S3)/(NT(i)+h2*mINT+N2(i)+h2*xmIN2+N3 (i)+h2*xmIN3))*x(beta31*(I1 (i
Y+h2xm1I1)+beta32*(I2(i)+h2*m1I2)+beta33*(I3(i)+h2*m1I3))-0.5%(u3(i)+u3(i+1))
*(S3(i)+h2*m1S3)+eta*(Q3(i)+h2*xm1Q3);

m2E1=((S1(i)+h2*m1S1) /(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3))*(betall1*(I1(i)
+h2xm1I1)+betal2*x(I2(i)+h2*m1I2)+betal3*(I3(i)+h2*m1I3))-sigmal*x(E1(i)+h2%*
miET);
m2E2=((S2(i)+h2*m1S2) /(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3))*(beta21*(I1(i)
+h2x*xm1I1)+beta22*x(I2(i)+h2*m1I2)+beta23*(I3(i)+h2*m1I3))-sigma2*x(E2(i)+h2%*
m1E2);
m2E3=((S3(i)+h2*m1S3) /(N1 (i)+h2*mINT+N2(i)+h2*mIN2+N3 (i)+h2*mIN3))*(beta31*(I1(i)
+h2xm1I1)+beta32*(I2(i)+h2*m1I2)+beta33*(I3(i)+h2*m1I3))-sigma3*x(E3(i)+h2*
m1E3);
m2I1=sigmal*(E1(i)+h2*m1E1)-gammalx(I1(i)+h2*xm1I1);
m2I2=sigma2*(E2(i)+h2*m1E2)-gamma2*x(I2(i)+h2*xm112);
m2I3=sigma3*(E3(i)+h2xm1E3)-gamma3*(I3(i)+h2*xm1I3);
m2Q1=0.5*x(ul (i)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*m1S1)-eta*x(Q1(i)+h2*m1Q1);
m2Q2=0.5*x(u2(i)+u2(i+1))*(S2(i)+h2*xm1S2)-eta*x(Q2(i)+h2*xm1Q2);
m2Q3=0.5*x(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*xm1S3)-eta*(Q3(i)+h2*m1Q3);
m2N1=0;
m2N2=0;
m2N3=0;

m3S1=-((S1(i)+h2*m2S1) /(N1 (i)+h2*m2NT+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3))*(betal1*(I1(i
Y+h2xm2I1)+betal2*(I2(i)+h2*m2I2)+betal3*(I3(i)+h2*m2I3))-0.5%(ul (i)+ul(i+1))
*(S1(i)+h2*xm2S1)+eta*(Q1(i)+h2*xm2Q1);

m3S2=-((S2(i)+h2*m2S2) /(N1 (i)+h2*m2NT1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3))*(beta21*(I1(i
Y+h2xm2I1)+beta22*(I2(i)+h2*m2I2)+beta23*(I3(i)+h2*m2I3))-0.5%(u2(i)+u2(i+1))
*(S2(i)+h2*xm2S2)+eta*(Q2(i)+h2*xm2Q2);

m3S3=-((S3(i)+h2+*m2S3)/(N1(i)+h2*m2N1+N2(i)+h2xm2N2+N3(i)+h2*m2N3))*(beta31*(I1(i
Y+h2xm2I1)+beta32*(I2(i)+h2*xm2I2)+beta33*(I3(i)+h2xm2I3))-0.5x(u3(i)+u3(i+1))
*(S3(i)+h2*m2S3)+eta*(Q3(i)+h2*m2Q3);

m3E1=((ST1(i)+h2*m2S1) /(N1 (i)+h2*m2N1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3))*x(betal1*(I1(1i)
+h2*m2I1)+betal2*x(I2(i)+h2*m2I2)+betal3*x(I3(i)+h2*m2I3))-sigmal*x(E1(i)+h2x*
m2E1);



91

187

189

191

193

195

197

199

201

203

205

207

209

211

213

215

217

219

m3E2=((S2(i)+h2*m2S2) /(N1 (i)+h2*m2N1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*m2N3))*(beta21*(I1(i)
+h2#*m2I1)+beta22*x(I2(i)+h2*m2I2)+beta23*x(I3(i)+h2*m2I3))-sigma2*(E2(i)+h2*
m2E2) ;
m3E3=((S3(i)+h2*m2S3) /(N1 (i)+h2*m2N1+N2(i)+h2*m2N2+N3 (i)+h2*xm2N3))*x(beta31*(I1(1i)
+h2xm2I1)+beta32*(I2(i)+h2*m2I2)+beta33*(I3(i)+h2*m2I3))-sigma3*x(E3(i)+h2*
m2E3);
m3I1=sigmal*(E1(i)+h2*m2E1)-gammalx(I1(i)+h2*xm2I1);
m3I2=sigma2*(E2(i)+h2*m2E2) -gamma2*(I2(i)+h2*m2I2);
m3I3=sigma3*(E3(i)+h2xm2E3)-gamma3*(I3(i)+h2*xm2I3);
m3Q1=0.5*x(ul (i)+ul (i+1))*(S1(i)+h2*m2S1)-eta*x(Q1(i)+h2*m2Q1);
m3Q2=0.5*x(u2(i)+u2(i+1))*x(S2(i)+h2*xm2S2)-eta*x(Q2(i)+h2*m2Q2);
m3Q3=0.5%(u3(i)+u3(i+1))*(S3(i)+h2*m2S3)-eta*(Q3(i)+h2*m20Q3);
m3N1=0;
m3N2=0;
m3N3=0;

m4S1=-((S1(i)+h*m3S1) /(N1 (i)+h*m3NT+N2(1i)+h*m3N2+N3(i)+h*m3N3))*x(betal1*x(I1(i)+h=*
m3I1)+betal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*x(I3(i)+h*m3I3))-ul(i+1)*(S1(i)+h*m3S1)+eta
*(Q1 (i) +h*m3Q1);

m4S2=-((S2(i)+h*m3S2) /(N1 (i)+h*xm3NT+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*m3N3))x(beta21*x(I1(i)+hx*
m3I1)+beta22*(I2(i)+h*m3I2)+beta23*x(I3(i)+h*xm3I3))-u2(i+1)*(S2(i)+h*m3S2)+eta
*(Q2(i)+h*m3Q2);

m4S3=-((S3(i)+h*m3S3)/(N1(i)+h*m3N1+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*m3N3))*(beta31*(I1(i)+hx*
m3I1)+beta32*x(I2(i)+hxm3I2)+beta33*(I3(i)+h*m3I3))-u3(i+1)*x(S3(i)+h*m2S3)+eta
*(Q3(i)+h*m3Q3);

m4E1=((ST1(i)+h*m3S1)/(NT(i)+h*m3NT+N2(i)+h*m3N2+N3 (i)+h*m3N3))*(betal1*x(I1(i)+h*
m3I1)+betal2*(I2(i)+h*m3I2)+betal3*(I3(i)+h*m3I3))-sigmal*x(E1(i)+h*m3E1);

m4E2=((S2(i)+h*xm3S2) /(N1 (i)+h*m3NT+N2(i)+h*m3N2+N3(i)+h*xm3N3))*x(beta21*(I1(i)+h*
m3I1)+beta22*(I2(i)+h*m3I2)+beta23*(I3(i)+h*xm3I3))-sigma2*x(E2(i)+h*m3E2);

m4E3=((S3(i)+h*m3S3) /(N1 (i)+h*xm3NT+N2(i)+h*m3N2+N3 (i)+h*m3N3))*(beta31*x(I1(i)+h*
m3I1)+beta32*x(I2(i)+h*m3I2)+beta33*x(I3(i)+h*m3I3))-sigma3*x(E3(i)+h*m3E3);

m4Il=sigmal*(ET1(i)+h*m3ET1)-gammal*(I1(i)+h*m3I1);

m4I2=sigma2*(E2(i)+h*m3E2)-gamma2*(I2(i)+h*xm3I2);

m4I3=sigma3*(E3(i)+h*m3E3)-gamma3*(I3(i)+h*xm3I3);

m4Q1=ul (i+1)*(S1(i)+h*m3S1)-eta*(Q1(i)+h*m3Q1);

m4Q2=u2 (i+1)*(S2(i)+h*m3S2)-eta*(Q2(i)+h*m3Q2);

m4Q3=u3(i+1)*(S3(i)+h*m3S3)-eta*x(Q3(i)+h*m3Q3);

m4N1=0;

m4N2=0;

m4N3=0;

S1(i+1)=S1(i) + (h/6)*(m1S1 + 2*m2S1 + 2#%m3S1 + m4S1);
S2(i+1)=S2(i) + (h/6)*(m1S2 + 2xm2S2 + 2%m3S2 + m4S2);
S3(i+1)=S3(i) + (h/6)*(m1S3 + 2%*m2S3 + 2*m3S3 + m4S3);
E1(i+1)=E1(i) + (h/6)*(mI1E1 + 2%*m2E1 + 2*m3E1 + m4E1);
E2(i+1)=E2(i) + (h/6)*(m1E2 + 2*m2E2 + 2xm3E2 + m4E2);
E3(i+1)=E3(i) + (h/6)*(m1E3 + 2xm2E3 + 2%m3E3 + m4E3);
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I1(i+1)=I1(i) + (h/6)*(m1I1 + 2*m2I1 + 2*xm3I1 + m4I1);
I2(i+1)=I2(i) + (h/6)*(m1I2 + 2*m2I2 + 2xm3I2 + m4I2);
I3(i+1)=I3(i) + (h/6)*(m1I3 + 2xm2I3 + 2*m3I3 + m4I3);
Q1(i+1)=Q1(i) + (h/6)*(m1Q1 + 2*m2Q1 + 2*m3Q1 + m4Q1);
Q2(i+1)=Q2(i) + (h/6)*(m1Q2 + 2*m2Q2 + 2*xm3Q2 + m4Q2);
Q3(i+1)=Q3(i) + (h/6)*(m1Q3 + 2%*m2Q3 + 2x*m3Q3 + m4Q3);
NT(i+1)=N1(i) + (h/6)*(mINT + 2xm2N1 + 2*m3N1 + m4N1);
N2(i+1)=N2(i) + (h/6)*(mIN2 + 2*xm2N2 + 2#m3N2 + m4N2);
N3(i+1)=N3(i) + (h/6)*(mIN3 + 2xm2N3 + 2%m3N3 + m4N3);
BN(Ci+1)=N1(i+1) + N2(i+1) + N3(i+1);

end

for i=1:M
j=M + 2 - i,

mi1ST1=(betal1xI1(j)+betal2*I2(j)+betal3*xI3(j))*(lambdaS1(j)-1lambdaE1(j))/(N1(j)+N2
(3)+N3(j))+ul(j)*(lambdaS1(j)-lambdaQ1(jd);

m1S2=(beta21xI1(j)+beta22*I2(j)+beta23*I3(j))*(lambdaS2(j)-lambdaE2(j))/(N1(j)+N2
(3)+N3(j))+u2(j)*(lambdasS2(j)-lambdaQ2(j));

m1S3=(beta31xI1(j)+beta32*I2(j)+beta33*xI3(j))*(lambdaS3(j)-lambdaE3(j))/(N1(j)+N2
(3)+N3(j))+u3(j)*(lambdaS3(j)-lambdaQ3(jd);

miEl=sigmal*(lambdaEl1(j)-1lambdall(j));

mlE2=sigma2*(lambdaE2(j)-lambdalI2(j));

ml1E3=sigma3*(lambdaE3(j)-lambdalI3(j));

miI1T=-1+(betal1*S1(j)*(lambdaS1(j)-lambdaE1(j))+beta21*xS2(j)*(lambdaS2(j)-
lambdaE2(j))+beta31%S3(j)*(lambdaS3(j)-lambdaE3(3)))/(NT(F)+N2(F)+N3(j))+
gammal*lambdall(j);

miI2=-1+(betal2*xS1(j)*(lambdaS1(j)-lambdaE1(j))+beta22*S2(j)*x(lambdaS2(j)-
lambdaE2(j))+beta32%S3(j)*(lambdaS3(j)-lambdaE3(3)))/(NT(j)+N2(F)+N3(j))+
gamma2*lambdal2(j);

m1I3=-1+(betal3*S1(j)*(lambdaS1(j)-lambdaE1(j))+beta23*S2(j)*x(lambdaS2(j)-
lambdaE2 (j))+beta33*S3(j)*(lambdaS3 (j)-lambdaE3(j)))/(NT(G)+N2(j)+N3(j))+
gamma3*lambdal3(j);

miQl=etax(lambdaQl (j)-lambdaS1(j));

miQ2=eta*(lambdaQ2(j)-lambdaS2(j));

miQ3=eta*x(lambdaQ3(j)-lambdaS3(j));

mINT=(1/(NT(F)+N2(j)+N3(3))"2)*((betal1*xS1(j)*I1(j)+betal2*S1(j)*I2(j)+betal3*S1(
j)*I3(j))*(lambdaE1 (j)-lambdaS1(j))+(beta21*S2(j)*xI1(j)+beta22*xS2(j)*I2(j)+
beta23*S2(j)*I3(j))*(lambdaE2(j)-1lambdaS2(j))+(beta31*S3(j)*I1(j)+beta32*S3(j
Y*I2(j)+beta33*S3(j)*I3(j))*x(lambdaE3(j)-lambdaS3(j)));

mIN2=(1/(NT(F)+N2(j)+N3(3))"2)*((betal1xS1(j)*I1(j)+betal2*S1(j)*I2(j)+betal3*S1(
j)*I3(j))*(lambdaEl1 (j)-lambdaS1(j))+(beta21*S2(j)*I1(j)+beta22*xS2(j)*I2(j)+
beta23*S2(j)*I3(j))*(lambdaE2(j)-lambdaS2(j))+(beta31*S3(j)*xI1(j)+beta32*S3(j
Y*I2(j)+beta33*S3(j)*I3(j))*x(lambdaE3(j)-lambdaS3(j)));

mIN3=(1/(N1T(F)+N2(j)+N3(j))"2)*((betal1xS1(j)*I1(j)+betal2*S1(j)*I2(j)+betal3*S1(
J)*I3(j))*(lambdaEl1 (j)-lambdaS1(j))+(beta21*S2(j)*I1(j)+beta22*xS2(j)*I2(j)+
beta23*S2(j)*I3(j))*(lambdaE2(j)-1lambdaS2(j))+(beta31*S3(j)*I1(j)+beta32*S3(j
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251

253

255

257

259

261

263

265

Y*I2(j)+beta33*xS3(j)*I3(j))*(lambdaE3(j)-lambdaS3(j)));

m2S1=(betal1*(I1(j)+I1(j-1))+betal2*(I2(j)+I2(j-1))+betal3*x(I3(j)+I3(j-1)))*(
lambdaS1(j)-h2*m1S1-(lambdaE1(j)-h2*m1E1))/(NT(F)+N1(F-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(J)
+N3(j-1))+0.5%(ul (j)+ul(j-1))*(lambdaS1(j)-h2xm1S1-(lambdaQ1(j)-h2*m1Q1));
m2S2=(beta21*(I1(j)+I1(j-1))+beta22*(I2(j)+I2(j-1))+beta23*x(I3(j)+I3(j-1)))*(
lambdaS2(j)-h2*m1S2-(lambdaE2(j)-h2*m1E2))/(NT(F)+N1(J-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(J)
+N3(j-1))+0.5*%(u2(j)+u2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m1S2-(lambdaQ2(j)-h2*m1Q2));
m2S3=(beta31*(I1(j)+I1(j-1))+beta32*(I2(j)+I2(j-1))+beta33*x(I3(j)+I3(j-1)))*(
lambdaS3 (j)-h2*m1S3-(lambdaE3(j)-h2*m1E3))/(NT(F)+N1(J-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(J)
+N3(j-1))+0.5%(u3(j)+u3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m1S3-(lambdaQ3(j)-h2*xm1Q3));
m2ET1=sigmal*((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(lambdall(j)-h2*xm1I1));
m2E2=sigma2*((lambdaE2(j)-h2*xm1E2)-(lambdal2(j)-h2*m1I2));
m2E3=sigma3*((lambdaE3 (j)-h2*mI1E3)-(lambdalI3(j)-h2*m1I3));
m2I1=-1+(betall1*(S1(j)+S1(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m1S1-(lambdaE1(j)-h2*m1E1))+
beta21*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m1S2-(lambdaE2(j)-h2*xm1E2))+beta31*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m1S3-(lambdaE3 (j)-h2*m1E3)))/(NT(F)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gammalx(lambdall (j)-h2*xm1I1);
m2I2=-1+(betal2*(S1(j)+S1(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m1S1-(lambdaEl1(j)-h2*m1E1))+
beta22*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m1S2-(lambdaE2(j)-h2*xm1E2))+beta32*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m1S3-(lambdaE3 (j)-h2*m1E3)))/(NT(F)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gamma2x(lambdal2(j)-h2*xm1I2);
m2I3=-1+(betal3*(S1(j)+S1(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m1S1-(lambdaEl1(j)-h2*m1E1))+
beta23*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m1S2-(lambdaE2(j)-h2*xm1E2))+beta33*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m1S3-(lambdaE3 (j)-h2*m1E3)))/(NT(F)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gamma3x(lambdalI3(j)-h2*xm1I3);
m2Ql=eta*((lambdaQ1(j)-h2*m1Q1)-(lambdaS1(j)-h2*m1S1));
m2Q2=etax((lambdaQ2(j)-h2*m1Q2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2));
m2Q3=etax((lambdaQ3(j)-h2*xm1Q3)-(lambdaS3(j)-h2*m1S3));
m2N1=(1/(0.5*x(NT(F)+N2(F)+N3(F)+NT(F-T1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2))*((betall1*0.5%(S1(j)+
ST1(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+betal2*x0.5*x(ST1(j)+S1(j-1))*x0.5*x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3*0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(
lambdaS1(j)-h2*m1S1))+(beta21*0.5*x(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I2(j)+I2(j-1))+beta23%0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2x*xm1S2))+(beta31x0.5*x(S3(j)+
S3(j-1))*0.5%x(I1(j)+I1(j-1))+beta32#0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33*0.5*x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(
lambdaS3(j)-h2*xm1S3)));
m2N2=(1/(0.5%x(NT(F)+N2(F)+N3(F)+NT(F-T1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2))*((betall1*0.5%x(S1(j)+
S1(3-1))*0.5%x(I1(j)+I1(j-1))+betal2#0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3*0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE1(j)-h2*m1E1)-(
lambdaS1(j)-h2*m1S1))+(beta21*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5x(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*xm1S2))+(beta31#0.5%(S3(j)+
S3(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta32*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33*0.5%x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(
lambdaS3(j)-h2*xm1S3)));
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267

269

271

273

275

277

279

281

m2N3=(1/(0.5* (N1 (F)+N2(F)+N3(F)+NT(G-1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2))*x((betal1*0.5*x(S1(j)+
S1(j-1))%0.5%(I1(3)+I1(j-1))+betal2*0.5%(S1(j)+S1(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3%0.5%(ST1(j)+S1(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaEl(j)-h2*mIE1)-(
lambdaS1(j)-h2%m1S1))+(beta21%0.5%x(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5*%x(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5*x(S2(j)+S2(j-1))*x0.5*%x(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m1E2)-(lambdaS2(j)-h2*m1S2))+(beta31%0.5%(S3(j)+
S3(j-1))%0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta32x0.5%x(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33%0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m1E3)-(
lambdaS3(j)-h2*m1S3)));

m3S1=(betal1*(I1(j)+I1(j-1))+betal2*(I2(j)+I2(j-1))+betal3*x(I3(J)+I3(j-1)))*(
lambdaS1(j)-h2*m2S1-(lambdaE1 (j)-h2*m2E1)) /(N1 (F)+N1(j-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(j)
+N3(j-1))+0.5%x(ul (j)+ul(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m2S1-(lambdaQ1(j)-h2*xm2Q1));
m3S2=(beta21*(I1(j)+I1(j-1))+beta22*(I2(j)+I2(j-1))+beta23*x(I3(j)+I3(j-1)))*(
lambdaS2(j)-h2*m2S2-(lambdaE2(j)-h2*m2E2)) /(N1 (j)+N1(J-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(J)
+N3(j-1))+0.5%(u2(j)+tu2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2xm2S2-(lambdaQ2(j)-h2*m2Q2));
m3S3=(beta31*(I1(j)+I1(j-1))+beta32*(I2(j)+I2(j-1))+beta33*x(I3(j)+I3(j-1)))*(
lambdaS3(j)-h2*m2S3-(lambdaE3(j)-h2*m2E3))/(NT(F)+N1(J-1)+N2(j)+N2(j-1)+N3(J)
+N3(j-1))+0.5%(u3(j)+u3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m2S3-(lambdaQ3(j)-h2*xm2Q3));
m3ETl=sigmal*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(lambdall(j)-h2*xm2I1));
m3E2=sigma2*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdal2(j)-h2*xm2I2));
m3E3=sigma3*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(lambdal3(j)-h2*xm2I3));
m3I1=-1+(betall1*(S1(j)+S1(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m2S1-(lambdaEl1 (j)-h2*m2E1))+
beta21*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m2S2-(lambdaE2(j)-h2*m2E2))+beta31*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m2S3-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3)))/(NT(j)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gammalx(lambdall (j)-h2*xm2I1);
m3I2=-1+(betal2*(S1(j)+S1(j-1))*x(lambdaS1(j)-h2*m2S1-(lambdaE1(j)-h2*xm2E1))+
beta22*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m2S2-(lambdaE2(j)-h2*xm2E2))+beta32*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m2S3-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3)))/(NT(j)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gamma2x(lambdal2(j)-h2*xm2I2);
m3I3=-1+(betal3*(ST1(j)+S1(j-1))*(lambdaS1(j)-h2*m2S1-(lambdaE1(j)-h2*xm2E1))+
beta23*(S2(j)+S2(j-1))*(lambdaS2(j)-h2*m2S2-(lambdaE2(j)-h2*xm2E2))+beta33*(S3
(3)+S3(j-1))*(lambdaS3(j)-h2*m2S3-(lambdaE3 (j)-h2*m2E3)))/(NT(F)+N1(j-1)+N2(j
Y+N2(j-1)+N3(j)+N3(j-1))+gamma3x(lambdal3(j)-h2*xm2I3);
m3Ql=eta*((lambdaQ1(j)-h2*m2Q1)-(lambdaS1(j)-h2*m2S1));
m3Q2=etax((lambdaQ2(j)-h2*xm2Q2)-(lambdaS2(j)-h2*m2S2));
m3Q3=etax((lambdaQ3(j)-h2*xm2Q3)-(lambdaS3(j)-h2*m2S3));
Mm3NT=(1/¢0.5%(N1(G)+N2(G)+N3(G)+N1(G-1)+N2(G-1)+N3(j-1))*2))*((betall1*0.5%(S1(j)+
ST1(j-1))*0.5*(I1(j)+I1(j-1))+betal2x0.5*(ST1(j)+S1(j-1))*x0.5*x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3*0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(
lambdaS1(j)-h2*m2S1))+(beta21*0.5*x(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*x0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%x(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2xm2S2))+(beta31x0.5*x(S3(j)+
S3(3-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta32#0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33*0.5*x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3) -(
lambdaS3(j)-h2*m2S3)));
m3N2=(1/(0.5* (N1 (J)+N2(F)+N3(F)+NT1(J-1)+N2(j-1)+N3(j-1))"*2))*((betal1*0.5x(S1(j)+
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283

285

287

289

291

293

295

297

ST1(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+betal2*x0.5*x(ST1(j)+S1(j-1))*x0.5*x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3*0.5%x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(
lambdaS1(j)-h2*m2S1))+(beta21*0.5*x(S2(j)+S2(j-1))*0.5*x(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2x*xm2S2))+(beta31x0.5*x(S3(j)+
S3(j-1))*0.5%x(I1(j)+I1(j-1))+beta32#0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33*0.5*x(S3(j)+S3(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(
lambdaS3(j)-h2*m2S3)));

m3N3=(1/(0.5* (N1 (J)+N2(F)+N3(F)+NT1(J-1)+N2(j-1)+N3(j-1))*2))*((betal1*0.5x(S1(j)+
S1(3-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+betal2#0.5%(S1(j)+ST1(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
betal3*0.5*x(S1(j)+S1(j-1))*0.5*x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE1(j)-h2*m2E1)-(
lambdaS1(j)-h2*m2S1))+(beta21*0.5%x(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta22
*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I2(j)+I2(j-1))+beta23*0.5%(S2(j)+S2(j-1))*0.5%(I3(j
Y+I3(j-1)))*((lambdaE2(j)-h2*m2E2)-(lambdaS2(j)-h2*xm2S2))+(beta31#0.5%(S3(j)+
S3(j-1))*0.5%(I1(j)+I1(j-1))+beta32*0.5%(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I2(j)+I2(j-1))+
beta33*0.5%x(S3(j)+S3(j-1))*0.5%x(I3(j)+I3(j-1)))*((lambdaE3(j)-h2*m2E3)-(
lambdaS3(j)-h2*m2S3)));

m4S1=(betall1*I1(j-1)+betal2*xI2(j-1)+betal3*xI3(j-1))*((lambdaS1(j)-h*m3S1)-(
lambdaE1(j)-h*m3E1))/ (N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+ul(j-1)*((lambdaS1(j)-h*m3S1)
-(lambdaQ1(j)-h*m3Q1));
m4S2=(beta21*I1(j-1)+beta22*I2(j-1)+beta23*I3(j-1))*((lambdaS2(j)-h*m3S2)-(
lambdaE2 (j)-h*m3E2))/ (N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+u2(j-1)*((lambdaS2(j)-h*m3S2)
-(lambdaQ2(j)-h*m3Q2));
m4S3=(beta31*xI1(j-1)+beta32xI2(j-1)+beta33*xI3(j-1))*((lambdaS3(j)-h*m3S3)-(
lambdaE3(j)-h*m3E3))/ (N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+u3(j-1)*((lambdaS3(j)-h*m3S3)
-(lambdaQ3(j)-h*m3Q3));
m4El1=sigmal*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdalIl(j)-h*m3I1));
m4E2=sigma2*((lambdaE2(j)-h*m3E2)-(lambdalI2(j)-h*m3I2));
m4E3=sigma3*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaI3(j)-h*xm3I3));
m4I1=-1+(betal1*S1(j-1)*(lambdaS1(j)-h*m3S1-(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta21*xS2(j-1)
*(lambdaS2(j)-h*m3S2-(lambdaE2(j)-h*m3E2))+beta31*S3(j-1)*(lambdaS3(j)-h*m3S3
-(lambdaE3(j)-h*m3E3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+gammal*x(lambdall(j)-h*m3I1)
m4I2=-1+(betal2*xS1(j-1)*(lambdaS1(j)-h*m3S1-(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta22xS2(j-1)
*(lambdaS2(j)-h*m3S2-(lambdaE2(j)-h*m3E2))+beta32*S3(j-1)*(lambdaS3(j)-h*m3S3
-(lambdaE3 (j)-h*m3E3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+gamma2*(lambdal2(j)-h*m3I2)
m4I3=-1+(betal3*xS1(j-1)*(lambdaS1(j)-h*m3S1-(lambdaE1(j)-h*m3E1))+beta23*xS2(j-1)
*(lambdaS2(j)-h*m3S2-(lambdaE2(j)-h*m3E2))+beta33*S3(j-1)*x(lambdaS3(j)-h*m3S3
-(lambdaE3(j)-h*m3E3)))/(N1(j-1)+N2(j-1)+N3(j-1))+gamma3*(lambdal3 (j)-h*m3I3)
m4Ql=etax((lambdaQ1(j)-h*xm3Q1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1));
m4Q2=etax((lambdaQ2(j)-h*m3Q2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2));
m4Q3=eta*((lambdaQ3(j)-h*m3Q3)-(lambdaS3(j)-hx*xm3S3));
m4N1=(betal1*xS1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2*



96

S1(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*xm3S1))+betal3*S1(j-1)*I3
(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*S2(j-1)*I1(j-1)*((
lambdaE2 (j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta22*xS2(j-1)*I12(j-1)*((lambdaE2(j
Y-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23%S2(j-1)*I3(j-1)*x((lambdaE2(j)-h*m3E2)
-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta31*S3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-hx*xm3E3)-(lambdaS3
(j)-h*m3S3))+beta32xS3(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3
))+beta33*S3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3)))/(N1(j
=S1)+N2(3-1)+N3(j-1))"2;

m4N2=(betal1xST1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaEl1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2x*

S1(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*xm3S1))+betal3*S1(j-1)*I3
(j-1)*((lambdaE1 (j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*xS2(j-1)*I1(j-1)*((
lambdaE2 (j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta22*S2(j-1)*I12(j-1)*((lambdaE2(j
Y-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23*S2(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE2(j)-h*m3E2)
-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+ beta31*S3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(
lambdaS3(j)-h*m3S3))+beta32xS3(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j
)-h*m3S3))+beta33*S3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3))
/(N1 (j-1)+N2(J-1)+N3(j-1))"2;

299 m4N3=(betall1*S1(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+betal2*

301

303

305

307

309

311

313

315

317

319

S1(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*xm3S1))+betal3*S1(j-1)*I3
(j-1)*((lambdaE1(j)-h*m3E1)-(lambdaS1(j)-h*m3S1))+beta21*xS2(j-1)*I1(j-1)*((
lambdaE2 (j)-h*m3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+ beta22*S2(j-1)*I2(j-1)*((lambdaE2(
j)-hxm3E2)-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta23xS2(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE2(j)-h*m3E2)
-(lambdaS2(j)-h*m3S2))+beta31*S3(j-1)*I1(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3
(j)-h*xm3S3))+beta32*xS3(j-1)*xI2(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3
))+beta33*S3(j-1)*I3(j-1)*((lambdaE3(j)-h*m3E3)-(lambdaS3(j)-h*m3S3)))/(N1(j
S1)#N2(3-1)+N3(3-1))"2;

lambdaS1(j-1)=1lambdaS1(j) (h/76)*x(m1S1 2*%m2S1 2*m3S1 m4S1);
lambdaS2(j-1)=1lambdaS2(j) (h/6)*(m1S2 2*m2S2 2*xm3S2 m4S2);
lambdaS3(j-1)=1lambdaS3(j) (h/6)*(m1S3 2*m2S3 2*xm3S3 m4S3);
lambdaE1 (j-1)=1lambdaE1 (j) (h/76)*x(m1E1 2*m2E1 2xm3E1 m4E1) ;
lambdaE2 (j-1)=1lambdaE2(j) (h/6)*(m1E2 2*m2E2 2xm3E2 m4E2) ;
lambdaE3(j-1)=1lambdaE3(j) (h/6)*(m1E3 2*m2E3 2xm3E3 m4E3);
lambdaIl(j-1)=1lambdalIl(j) (h/76)*(m1I1 2*m2I1 2xm31I1 m4I1);
lambdaI2(j-1)=1lambdal2(j) (h/6)*(m1I2 2*m2I2 2xm3I2 m412);
lambdaI3(j-1)=lambdaI3(j) (h/6)*(m1I3 2*m2I3 2xm3I3 m413);
lambdaQ1(j-1)=1lambdaQ1(j) (h/76)*(m1Q1 2*m2Q1 2xm3Q1 m4Q1);
lambdaQ2(j-1)=1lambdaQ2(j) (h/6)*(m1Q2 2*m2Q2 2%m3Q2 m4Q2) ;
lambdaQ3(j-1)=1lambdaQ3(j) (h/6)*(m1Q3 2*m2Q3 2*xm3Q3 m4Q3);
lambdaN1 (j-1)=1lambdaN1(j) (h/76)*(m1N1 2*m2N1 2xm3N1 m4N1);
lambdaN2 (j-1)=1lambdaN2(j) (h/76)*(mIN2 2*m2N2 2xm3N2 m4N2) ;
lambdaN3(j-1)=1lambdaN3(j) (h/6)*(m1N3 2*m2N3 2xm3N3 m4N3) ;

end

tempol=((lambdaS1-1lambdaQ1).xS1)./(2%B1);
tempo2=((lambdaS2-1lambdaQ2).%xS2)./(2*xB2);
tempo3=((lambdaS3-1lambdaQ3).*xS3)./(2%B3);



321 %(S.xlambdaS1)./2;
ull=min(1,max (0, tempol));

323 u21=min (0.9, max (@, tempo2));
u3l=min(1, max (@, tempo3));

325 ul=0.5%(ull + oldul);
u2=0.5*%(u21 + oldu2);

327 u3=0.5%(u31 + oldu3d);

329 templ=deltaxsum(abs(ul)) sum(abs (oldul ul));
temp2=deltaxsum(abs(u2)) sum(abs (oldu?2 u2));

331 temp3=deltaxsum(abs(u3)) sum(abs(oldu3 u3d));
temp4=deltaxsum(abs(S1)) sum(abs (01dS1 S1));

333 temp5=deltaxsum(abs(S2)) sum(abs (01dS2 S2));
temp6=deltaxsum(abs(S3)) sum(abs (01dS3 S3));

335 temp7=deltaxsum(abs(E1)) sum(abs (oldE1 E1));
temp8=deltaxsum(abs(E2)) sum(abs (oldE2 E2));

337 temp9=deltaxsum(abs(E3)) sum(abs (oldE3 E3));
templ@=delta*sum(abs(I1)) - sum(abs(oldI1 - I1));

339 templl=delta*sum(abs(I2)) - sum(abs(oldI2 - I2));
templ2=delta*sum(abs(I3)) - sum(abs(oldI3 - I3));

341 templ13=delta*xsum(abs(Q1)) - sum(abs(o0ldQ1 - Q1));
templ4=delta*sum(abs(Q2)) - sum(abs(oldQ2 - Q2));

343 templ15=delta*sum(abs(Q3)) - sum(abs(0ldQ3 - Q3));
templ6=delta*xsum(abs(N1)) - sum(abs(oldN1 - N1));

345 templ7=delta*xsum(abs(N2)) - sum(abs(oldN2 - N2));
templ18=delta*sum(abs(N3)) - sum(abs(oldN3 - N3));

347 temp19=delta*sum(abs(lambdaS1)) - sum(abs(oldlambdaS1 - lambdaS1));
temp20=delta*sum(abs(lambdaS2)) - sum(abs(oldlambdaS2 - lambdaS2));

349 temp21=delta*sum(abs(lambdaS3)) - sum(abs(oldlambdaS3 - lambdaS3));
temp22=delta*sum(abs(lambdaE1)) - sum(abs(oldlambdaEl - lambdaE1l));

351 temp23=delta*sum(abs(lambdaE2)) - sum(abs(oldlambdaE2 - lambdaE2));
temp24=delta*sum(abs(lambdakE3)) - sum(abs(oldlambdaE3 - lambdaE3));

353 temp25=delta*sum(abs(lambdalIl)) - sum(abs(oldlambdalIl - lambdall));
temp26=delta*sum(abs(lambdalI2)) - sum(abs(oldlambdaI2 - lambdal2));

355 temp27=delta*sum(abs(lambdalI3)) - sum(abs(oldlambdaI3 - lambdalI3));
temp28=delta*sum(abs(lambdaQ1)) - sum(abs(oldlambdaQl - lambdaQl));

357 temp29=delta*sum(abs(lambdaQ2)) - sum(abs(oldlambdaQ2 - lambdaQ2));
temp30=delta*sum(abs(lambdaQ3)) - sum(abs(oldlambdaQ3 - lambdaQ3));

359 temp31=delta*sum(abs(lambdaN1)) - sum(abs(oldlambdaN1l - lambdaN1));
temp32=delta*sum(abs(lambdaN2)) - sum(abs(oldlambdaN2 - lambdaN2));

361 temp33=delta*sum(abs(lambdaN3)) - sum(abs(oldlambdaN3 - lambdaN3));
test=min(templ ,min(temp2 ,min(temp3,min(temp4 ,min(temp5 ,min(temp6

temp7 ,min (temp8 ,min(temp9 ,min(temp1@,min(templ11 ,min(temp12,min(temp13
,min(temp14 ,min(temp15,min(temp16 ,min(temp17 ,min(temp18 ,min(temp19,min (

temp20 ,min(temp21 ,min(temp22,min(temp23 ,min(temp24 ,min(temp25,min(temp26,
min(temp27 ,min(temp28 ,min(temp29 ,min(temp3@,min(temp31,min(temp32, temp33)

233333333333333333333333333))));
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379
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383

385

387

389

391
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399
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403

405

407

end

for

end

y(1,
y(2,
y(3,
y(4,
y(5,
y(6,
y(7,
y(8,
y(9,

i=1:M

m1RT=gammal*I1(i);

m2R1=gammal *@.5%x(I1(i)+I1(i+1));
m3R1=gammal*0.5*x(I1(i)+I1(i+1));
m4R1=gammal*I1(i+1);

R1(i+1)=R1(i) + (h/6)*(m1R1 + 2xm2R1 + 2%m3R1

miR2=gamma2*I12(i);
m2R2=gamma2*0.5%(I2(i)+I2(i+1));
m3R2=gamma2*0@.5x(I2(i)+I2(i+1));
m4R2=gamma2*I12(i+1);

R2(i+1)=R2(i) + (h/6)*(m1R2 + 2#*m2R2 + 2*m3R2

m1R3=gamma3*I13(i);
m2R3=gamma3*0.5x (I3 (i)+I3(i+1));
m3R3=gamma3*0.5*(I3(i)+I3(i+1));
m4R3=gamma3*xI3(i+1);

R3(i+1)=R3(i) + (h/6)*(mIR3 + 2xm2R3 + 2%*m3R3

)=t;

:)=S1;
:)=S2;
:)=S3;
:)=E1;
:)=E2;
:)=E3;
:)=11;
:)=12;

y(10,:)=I3;
y(11,:)=Q1;
y(12,:)=02;
y(13,:)=Q3;
y(14,:)=RT1;
y(15,:)=R2;
y(16,:)=R3;
y(17,:)=N1;
y(18,:)=N2;
y(19,:)=N3;
y(20,:)=ul;
y(21,:)=u2;
y(22,:)=u3;

toc

Fonte: Autoria propria.

+ m4R1);

+ m4R2);

+ m4R3);
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