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RESUMO

Este estudo aborda o significado frequentista da probabilidade e emerge da
inquietacdo quanto ao ensino e aprendizagem deste topico na Educacéo Basica. Dado
0 carater altamente experimental da probabilidade frequentista, indagamos sobre
quais as possibilidades do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos moveis como
instrumento de aprendizagem do significado frequentista da probabilidade. Nesta
direcéo, este estudo tem como objetivo identificar as contribuicdes e as limita¢cdes do
aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos méveis, inserido numa composi¢do de
orquestracfes instrumentais, como instrumento para a aprendizagem do significado
frequentista da probabilidade. Nessa conjuntura, o estudo se ampara nos
pressupostos do marco teérico sobre a epistemologia do conceito de probabilidade e
seus diferentes significados a partir da literatura atual. A constituicdo dos dados se
deu por meio da execucdo de uma composi¢cado de orquestracdes instrumentais com
quatro estudantes do Ensino Médio, elaborada para uma progressiva constru¢do do
significado frequentista da probabilidade, a medida em que se mobilizam, também, os
seus demais significados. Para tanto, o desenho metodolégico contou com trés
etapas. Na primeira etapa, utilizou-se uma variacéo do jogo corrida de cavalos com
dois dados como ponto de partida para estudar o experimento aleatério de lancar dois
dados tetraédricos e calcular a soma dos resultados. Na segunda etapa, utilizando o
aplicativo Suite GeoGebra, realizaram-se simulac6es computacionais para reproduzir
o langcamento dos dados e calcular as frequéncias relativas de cada resultado, assim
como a construcao de tabelas e gréaficos dindmicos. Na terceira etapa, conclui-se
sobre a convergéncia das frequéncias relativas para as probabilidades teéricas. A
analise dos dados se deu por meio de uma microandlise interpretativa, fundamentada
na andlise microgenética. Por meio da andlise dos dados, revelou-se que o aplicativo
Suite GeoGebra se tornou um efetivo instrumento para a aprendizagem da
probabilidade frequentista, inserido em uma composicdo de orquestracdes
instrumentais elaborada para este fim, dispondo de elementos que facilitaram esta
aprendizagem, embora dispusesse de outros elementos que a limitaram.

PALAVRAS-CHAVE: Educacdo Probabilistica, Probabilidade Frequentista,
GeoGebra, Dispositivo Movel, Orquestracao Instrumental.



ABSTRACT

This study addresses the frequentist meaning of probability and emerges from
concerns regarding the teaching and learning of this topic in Basic Education. Given
the highly experimental nature of frequentist probability, we asked about the
possibilities of the GeoGebra Suite application for mobile devices as an instrument for
learning the frequentist meaning of probability. In this sense, this study aims to identify
the contributions and limitations of the GeoGebra Suite application for mobile devices,
inserted in a composition of instrumental orchestrations, as an instrument for learning
the frequentist meaning of probability. At this juncture, the study is based on the
assumptions of the theoretical framework on the epistemology of the concept of
probability and its diferente meanings based on current literature. The data was
created through the execution of a composition of instrumental orchestrations with four
high school students, designed for a progressive construction of the frequentist
meaning of probability, as its other meanings are also mobilized. To this end, the
methodological design consisted of three stages. In the first stage, a variation of the
horse racing game with two dice was used as a starting point to study the random
experiment of rolling two tetrahedral dice and calculating the sum of the results. In the
second stage, using the GeoGebra Suite application, computer simulations were
carried out to reproduce the data entry and calculate the relative frequencies of each
result, as well as the construction of dynamic tables and graphs. In the third stage, the
conclusion is drawn about the convergence of relative frequencies to theoretical
probabilities. Data analysis was carried out through an interpretative microanalysis,
based on microgenetic analysis. Through data analysis, it was revealed that the
GeoGebra Suite application became an effective instrument for learning frequentist
probability, inserted in a composition of instrumental orchestrations designed for this
purpose, featuring elements that facilitated this learning, although it had Other
elements that limited it.

KEYWORDS: Probabilistic Education, Frequentist Probability, GeoGebra, Mobile

Device, Instrumental Orchestration.



Figura 1 —
Figura 2 —
Figura 3 —
Figura 4 —
Figura 5 —
Figura 6 —
Figura 7 —
Figura 8 —
Figura 9 —

Figura 10 —
Figura 11 —
Figura 12 —
Figura 13 —
Figura 14 —
Figura 15 —

Figura 16 —
Figura 17 —
Figura 18 —
Figura 19 —
Figura 20 —
Figura 21 —
Figura 22 —

Figura 23 —
Figura 24 —
Figura 25 —
Figura 26 —
Figura 27 —
Figura 28 —

LISTA DE FIGURAS

O triAngulo aritmetiCo ........covvvviiiieiiiic e
Representacdo geométrica da distribuicdo normal ...................
Possibilidades para o langamento de duas moedas .................
Probabilidade geométrica, o alvo davez ..............ccceeeevvnnnnne
Estabilizacdo da frequéncia relativa de caras ............cccceeeeennn..
Mais facil do que encontrar agulha no palheiro ........................
Espaco amostral do Jogo de Palitinhos .........cccccceeeiiiiiieeneenenn.
Elementos constituintes do letramento probabilistico ...............
Probabilidade de vitéria de cada cavalo para trilhas com
comprimento de 1 @ 10 .....ccooeeeiiiiiiiiieee e
Partes de um algoritmo .........ccceeeeiiiiieiieee e
Representacéo do fluxo entre duas etapas em um fluxograma
Fluxograma para determinar a paridade de um namero natural
Simulagcédo em algoritmo escrito em Portugol .............ccccceeeennnn.
GENese INSIIUMENTAL ........uvviiiiiiiiiiiee e
Interface do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos
MOVEIS ..ttt ettt e e e e e e e e e e s e e e e e aaeeaaeaeeseeannnnsnnnnnnees
O quarteto fantAstiCo .......cccevveeeeeieiiiiiiecee e
Modelo geral dos epiSOAIOS ........cveeiiieeeeeieeieieeeeeeee
Composicéo das Orquestracdes Instrumentais ............ccccceee..
[\ F=T o= We (o M oTo] g [o1=] 4 (o NP PP TR P TR
Jogo corrida de Cavalos .......ccccoeeeeiieeeieiiiiieeeeeee
O dado tetradriCO ........uuvveieiiiiiiiiiiie e e
Espaco amostral da variacdo do jogo corrida de cavalos com
(o (oS30 F=To [0 1SR
Disposicao geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ol .......
Escala de probabilidades paraa Tarefa 2 ............ccoevvveieienennnns
Disposicao geografica dos sujeitos e dos artefatos na Olz........
Exemplo de preenchimento da Tarefa 2 ..........cccccvvvvveeeniinnnnnnn.
FIluXOgrama L1 ......cooouiiiiiiiiiice e e
Modelo de tabela de frequéncias relativas para 50 a 10 000

[ANGAMENTOS ...uviiiiiiiiiiie e

26
27
30
34
35
36
40
43

51
54
55
56
58
60

64
67
71
75
76
77
77

78
79
80
81
82
84

85



Figura 29 —
Figura 30 —
Figura 31 —
Figura 32 —
Figura 33 —
Figura 34 —
Figura 35 —
Figura 36 —
Figura 37 —
Figura 38 —
Figura 39 —
Figura 40 —
Figura 41 —
Figura 42 —
Figura 43 —
Figura 44 —
Figura 45 —
Figura 46 —
Figura 47 —
Figura 48 —
Figura 49 —
Figura 50 —
Figura 51 —
Figura 52 —
Figura 53 —
Figura 54 —
Figura 55 —
Figura 56 —
Figura 57 —
Figura 58 —
Figura 59 —
Figura 60 —
Figura 61 —

Modelo de tabela de estimativas da Tarefa 4 ........cccevevveeveennn.. 86

Escala de probabilidades para a Tarefa 5 ........ccccceevveieeinneennn. 86
Disposicéo geografica dos sujeitos e dos artefatos na Olp ....... 87
Janelas do aplicativo GeoGebra durante @ Olp ...........cvvvueennnnnn. 89
FIUXOQrama 2 ......oveeiiiiiiii et e e e e e e e e 90
Modelo de tabela de estimativas da Tarefa 7 ...............coeevene 92
Disposicao geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ols ....... 93
Janelas do aplicativo GeoGebra durante @ Ol3 ...........ceeveenennnn. 94
Disposicao geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ol ....... 95
Disposicao geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ols ....... 97
Mapa do Primeiro MOoVIMENTO ..........eevviviiiieeieiniiieeiiiiieeee 105
Tabuleiro do jogo corrida de cavalos com dois dados .............. 106
[8] Resposta de Johnny paraa Tarefa 2 ...........oovvvvvvvviiiieeennnn. 109
[11] Resposta de Sue paraa Tarefa 2 .......cccccceeeviieeiiiieeeennnnn, 110
[14] Respostade Benparaa Tarefa 2 .........ccccvvvvivvieeeieneinnennnn. 111
[17] Resposta de Reed paraa Tarefa 2 .......ccccevveeeeieiiiiinininne 112
Mapa do EPISOAIO 2 .......ovvveeiiiiiiiiii e 113
Registro da simulacdo manual no quadro branco ..................... 113
Faltou uma virgula .............ouveiiiiiiiiieeeeeeeecee e 115
Cadigo corrigido com a Virgula .........occveeeeeeeeiiiiieieeee e 115
Nenhuma soma igual a 8... ainda ...........cccevvveeiiiiiiiiiiiiis 117
[67] Erro de argumento inVAldo .............ooovvviiiiiiiiiiieeeeeeeee, 119
Trecho do Fluxograma 1 ............ouvvuiiiiiiiiiiiieeee e 119
Cddigo corrigido com um argumento valido ...............ccccvvveeeeee. 120
[80] Tabela de frequéncias de Bem .........cccceeeeeeeeeeiiiieiieiieiinnnns 121
Tabela de frequéncias de Ben na Atividade Pivot ..................... 123
Espaco amostral descrito por Bem .........ccoeeeveeieeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies 124
Resposta de Ben paraa Tarefa 5 .........coooveiiiiiiiiiiiiiciee, 124
Tabela de frequéncias de Reed na Atividade Pivot .................. 125
Resposta de Reed paraa Tarefab ......ccccooovvvviiiiiiiiiiiiiiiin e, 126
Tabela de frequéncias de Johnny na Atividade Pivot ............... 126
Resposta de Johnny paraa Tarefab .........cccceeeiiviiviveiiiiiiiinnnns 127
Resposta de Sue paraa Tarefa b ........oovvvvvveiiiiiiiiiineeeeeeeeeee 128



Figura 62 —
Figura 63 —
Figura 64 —
Figura 65 —
Figura 66 —
Figura 67 —
Figura 68 —
Figura 69 —
Figura 70 —
Figura 71 —
Figura 72 —
Figura 73 —
Figura 74 —
Figura 75 —

\V/E=ToF= e (o =t o1 {0 Lo | [0 IR S 130
Sequéncia de INterrogacies ..........coevvvvvveevviiiiiiiiiiee e e e e ee e 132
Trecho do quadro de cOdigos e orientagdes ..........cccceevevveeennn. 132
Problema da sequéncia de interrogagdes corrigido .................. 132
[142] Grafico de colunas ndo ajustado atela ..........cccccvvveennnnnn. 133
[146] Grafico de colunas ajustado atela ..........ccccceevvvvvvvvnnnnnnnnn. 133
Frames do grafiCo ........cuueviiiiiiiiiiieee e 134
[164] Nem tA0 PEert0 aSSIM .......ccoeviiiiiiiiiiiiiiie e e e e e e 136
[172] Um pouco mais pPerto agora ........cceeeeeeeeeeeeeeeenvnnnniniieeeenns 137
[212] Espaco amostral construido por Ben .......ccceeeeeveeeeeennnnn. 142
[213] Espago amostral construido por SUe ..........cccceeeviiieeeeeennns 142
Composicéo das Orquestracdes Instrumentais atualizada ....... 143
Mapa atualizado do coONCerto ...........ccceevvvviiiiieeeicecee e 143
[216] Descricdo do espaco amostral de Bem ...........cccceeeeeen. 144



Quadro 1 —
Quadro 2 —
Quadro 3 -
Quadro 4 —
Quadro 5 -

Quadro 6 —

Quadro 7 —
Quadro 8 —
Quadro 9 —

Quadro 10—
Quadro 11 —
Quadro 12 -
Quadro 13—
Quadro 14 —
Quadro 15—
Quadro 16 —
Quadro 17 —
Quadro 18 —

LISTA DE QUADROS

Representacéo algébrica da distribuicdo binomial ....................
Representacéo algébrica da distribuicdo normal ........................
Representacédo algébrica da distribuicdo de Poisson .................
Modelo de letramento probabilistico de Gal ............c.cccceeeeeinnne,
Habilidades da BNCC correlatas a probabilidade no Ensino
Fundamental ...

Habilidades da BNCC correlatas a probabilidade no Ensino

Principais simbolos usados na elaboracédo de fluxogramas ......
Recrutamento dos particCipantes ...........ccceevvvvvveevieiiiniiccceeee e
Recrutamento dos participantes — Execucao da composicao de
orquestragies INSIIUMENTAIS .........evieeiiiiieeeeeeieeee e
Categorizagao doS dadOS .........cevveieiieeiiiiiiiii e
Caodigos e orientacfes das simulacdes da Tarefa 3 ...................
Caodigos e orientacfes das simulacdes da Tarefa 6 ...................
Disposicao dos sujeitos e dos artefatos na Ol1 .........eeeveveveeeennn.
Disposicao dos sujeitos e dos artefatos na Olz.........cceeevveeeeennn.
Disposicao dos sujeitos e dos artefatos na Olp ..........cceeeveeeennn...
Disposicao dos sujeitos e dos artefatos na Olz ..........ccceeeeeeeeee.
Disposic¢ao dos sujeitos e dos artefatos na Ola ...
Disposic¢ao dos sujeitos e dos artefatos na Ols ...

27
28
28
42

47

48

55
67



Tabela 1 -

Tabela 2 —
Tabela 3 —
Tabela 4 —
Tabela 5 —
Tabela 6 —
Tabela 7 —
Tabela 8 —
Tabela 9 —
Tabela 10 —
Tabela 11 —
Tabela 12 —
Tabela 13 —
Tabela 14 —
Tabela 15 —
Tabela 16 —

LISTA DE TABELAS

A probabilidade (correta com trés casas decimais) de cada

cavalo vencer corridas de diferentes comprimentos de trilha .... 51
Distribuicdo de probabilidades ............cccccovviviiiiiiiccccccee e, 78
Resultados da simulagdo manual ................oooeiiiiiiiiiiiiiieeeee. 114
Resultados da simulacdo de Benna Tarefa 3 ...........cccoevveneinns 123
Estimativas de Ben naTarefad .........ccccoviiiiiiiiiiiieeeeees 124
Resultados da simulacdo de Reed na Tarefa 3 ..................c.... 125
Estimativas de Reed na Tarefa 4 ........ccocceviieiiiiiiiiiiiiiiiie 125
Resultados da simulagdo de Johnny na Tarefa 3 ..............o....... 126
Estimativas de Johnny na Tarefa 4 ...........ccccoeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiinn, 127
Resultados da simulacdo de Sue na Tarefa 3 ........ccccoeeeeeeeeeen. 127
Estimativas de Sue naTarefad ..........ccccovvviiiiiiiiiiee, 128
[207] Estimativas de Benna Tarefa 7 ........cccocvevieeeieeiiiieninnnnnn, 140
[208] Estimativas de Johnny na Tarefa 7 ............ccccoevvvvvvviiinnnnns 140
[209] Estimativas de Reed na Tarefa 7 .........ooovvvvviiiiiiiiieeeneeenn. 140
[210] Estimativas de Sue na Tarefa 7 ...........ccccvvvveeiiiiinineeeennne 140

[211] Probabilidades tedricas calculadas pelos participantes .... 141



1.2
1.2.1
1.2.2

2.1
2.2

3.1

3.2
3.3

4.1
4.2
4.3

4.4
4.5

5.1
5.2
5.3
5.4

SUMARIO

INTRODUCAO

OBJETIVOS

Objetivos gerais

Objetivos especificos

DOS JOGOS DE AZAR A MECANICA QUANTICA: OS PASSEIOS
DA TEORIA DA PROBABILIDADE

ENTRE CARTAS E INCERTEZAS: UMA HISTORIA DE SORTE
ALGUNS SECULOS DEPOIS: QUAIS AS CHANCES DE SE FALAR
DA PROBABILIDADE NA ESCOLA?

CORRIDA MALUCA

UMA EXCURSAO PELOS FUNDAMENTOS DO CONCERTO:
ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRE A ORQUESTRA E OS
INSTRUMENTOS

ABORDAGEM COMPUTACIONAL: POR ONDE E POSSIVEL IR
AINDA MAIS LONGE

D3: DISPOSICOES X DECISOES X DESEMPENHO

PARA ALEM DA GEO(METRIA) E DA (AL)GEBRA: O GEOGEBRA
A FAVOR DA PROBABILIDADE

METODOLOGIA

O RECRUTAMENTO DO QUARTETO FANTASTICO

PASSOS PARA A CONSTITUICAO E O REGISTRO DOS DADOS
ESTRATEGIAS DE TRANSCRICAO E ORGANIZACAO DOS
DADOS PARA ANALISE

METODO ANALITICO

CONSIDERACOES ETICAS

A PROGRAMACAO DO CONCERTO: UMA COMPOSICAO DE
ORQUESTRACOES INSTRUMENTAIS

Ol1: INTRODUCAO

Ol2: HORA DO JOGO

Olp: FREQUENCIAS RELATIVAS E O GEOGEBRA

Ols: GRAFICOS E O GEOGEBRA

15
20
20
20

21
21

32
50

53

53
59

62
66
66
68

70
72
74

75
77
80
83
90



5.5
5.6

Ols: CALCULO DAS PROBABILIDADES TEORICAS

Ols: SIGNIFICADOS DA PROBABILIDADE

ANALISE DOS DADOS: UM OLHAR SOBRE A PERFORMANCE
DIDATICA

CONSIDERACOES FINAIS

REFERERENCIAS

APENDICE A - TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E
ESCLARECIDO

APENDICE B - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E
ESCLARECIDO

APENDICE C - ATIVIDADE 1

APENDICE D - ATIVIDADE 2

APENDICE E - ATIVIDADE PIVOT

APENDICE F — ATIVIDADE 3

APENDICE G - ATIVIDADE 4

APENDICE H — ATIVIDADE 5

94
96

105
147
150

156

160
164
165
166
170
173
174



15

1 INTRODUCAO
Um diversificado e amplo espectro de conhecimentos matematicos é

imprescindivel para todos os estudantes da Educacéo Basica, dadas suas aplicacdes
praticas e o seu potencial para o desenvolvimento da criticidade. Entretanto,
precisamos estar atentos a ndo restringir esse espectro apenas a fenémenos
deterministicos, uma vez que os fendmenos aleatérios também figuram entre os
campos de estudo da Matematica e sdo igualmente relevantes em aplicacdo e
desenvolvimento critico (Brasil, 2018). Particularmente, com o campo da
Probabilidade, consideramos tal conceito com seu aspecto multifacetado que
perpassa pelas definicbes da probabilidade intuitiva, classica, frequentista, subjetiva
e axiomética.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (PCN) ja alertavam, ha
mais de duas décadas, que o extenso leque de temas dessa disciplina deveria incluir
a probabilidade. Isto se d&, especialmente, pelo fato de que mobilizar nocdes
probabilisticas possibilita muitas contribuicées do ponto de vista social, tais como a
formacgéo de cidadaos mais criticos ao lidar com dados estatisticos e probabilisticos
(Gal, 2005). Os mesmos PCNs indicavam o desenvolvimento das primeiras nocdes
da probabilidade por meio da frequéncia em que se observava um evento em uma
experiéncia aleatéria com grande numero de repeti¢cdes (Brasil, 1997, 1998). Essa
indicacao ja havia sido apresentada por Coutinho (1994), ao sugerir a introducéo ao
conceito de probabilidade por uma viséo frequentista.

Essa visdo estd associada ao significado frequentista da probabilidade
(Batanero, 2005), também indicado pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC),
que reforca a importancia de simular experimentos aleatorios e, por meio das
frequéncias relativas, confrontar os resultados com a probabilidade tedrica (Brasil,
2018). Tal abordagem sobre a probabilidade frequentista, indicada pelos documentos
prescritos orienta para acontecer desde o inicio dos anos finais do Ensino
Fundamental, desperta uma inquietacdo pessoal a respeito de como discutir ideias
tdo abstratas com criancas e adolescentes, impulsionando a realizacdo de uma
pesquisa sobre a aprendizagem do significado frequentista da probabilidade, assim
como o presente estudo.

A apropriagcdo do significado frequentista da probabilidade passa,
necessariamente, pela experimentacio. E preciso observar como se comportam as

frequéncias relativas de um evento em um experimento aleatério com muitas
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repeticbes para que a ideia de convergéncia para a probabilidade tedrica seja
assimilada, e ndo apenas admitida. Simulacbes manuais sdo um bom comeco para
isso (é possivel lancar uma moeda 50 vezes com o0s estudantes e observar a
frequéncia relativa de caras, por exemplo), mas se forem a Unica via, podem
comprometer a compreenséo do significado frequentista da probabilidade (langcar uma
moeda manualmente 5.000 vezes € exaustivo e dispendioso ao tempo do estudante,
nao sendo indicado). Por esta razdo, uma boa opg¢do sdo as simulacdes
computacionais, que permitem realizar muitas repeticdes em pouco tempo e sem a
exaustao dos processos manuais.

Gitirana e Lucena (2021) relataram a aplicacdo de uma oficina sobre

probabilidade frequentista, na qual os participantes langcavam um par de dados de seis
faces, manualmente, e calculavam a soma dos pontos obtidos. Repetiam esse
lancamento varias vezes e, coletivamente, alimentavam uma planilha do Excel
construindo graficos de colunas com as frequéncias de cada resultado, a fim de
observar a convergéncia das frequéncias. Tratou-se, neste caso, de uma simulacao
manual que utilizou a planilha do Excel para otimizar o tratamento dos dados.
Souza (2015) utilizou o simulador TinkerPlots, em ambiente computacional, para
realizar experimentos aleatdrios, com o objetivo de investigar conhecimentos de
estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental sobre probabilidade com o uso da
ferramenta Sampler do TinkerPlots 2.0. Este software € um programa de computador
no qual é possivel explorar, organizar e analisar dados, além de trabalhar com noc¢6es
de probabilidade (Souza, 2015). Os resultados da pesquisa de Souza (2015)
apresentaram algumas evidéncias sobre o potencial de simulagcbes computacionais
para ampliar as relacdes entre as frequéncias relativas de eventos e as suas
probabilidades tedricas, fundamental a construcdo do significado frequentista da
probabilidade.

Interessados em meios de proporcionar essa aprendizagem explorando
representacfes visuais e dindmicas que facilitem a construgdo do significado
frequentista da probabilidade, tornando-o menos abstrato, entre algumas opcgoes
disponiveis, partimos da hipétese de que o GeoGebra, um ambiente de matematica
dindmica, pode se configurar como uma promissora possibilidade. Marques (2022)
utilizou uma construgdo no GeoGebra para simular o jogo Franc Carreau com
estudantes do 6° ano do Ensino Fundamental, que realizaram varias repeticoes do

experimento e, com os resultados, alimentaram uma planilha do Excel para visualizar
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a frequéncia acumulada e analisar a convergéncia da probabilidade. Coutinho e
Figueiredo (2020) realizaram a mesma atividade, mas com professores. Tratou-se,
neste caso, de uma simulacdo computacional no GeoGebra, mas que dependia da
necessidade manual de alimentar uma planilha.

Dentre as muitas versdes oferecidas pelo ambiente GeoGebra, inclusive para
notebook e computador de mesa, optamos por utilizar o aplicativo para smartphones
Suite GeoGebra. Diversas evidéncias apontam que as tecnologias moveis
enriquecem oportunidades educacionais e facilitam a aprendizagem (UNESCO,
2013), oportunizando diversos beneficios e diferenciais, tais como expandir o alcance
e a equidade da educacédo e minimizar a interrup¢ao educacional em tempos de crises.
Durante a pandemia de covid-19, os smartphones tornaram-se a sala de aula de
muitos estudantes, garantindo a uma parte destes 0 acesso ao conhecimento, uma
vez que “os aparelhos moéveis podem, assim, ajudar a assegurar a continuidade da
educacao durante tempos de crise” (UNESCO, 2013, p.23). Mas, por que pensar
especificamente em tecnologias moéveis se 0s computadores estdo a nossa
disposicéo?

A Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios Continua — PNAD Continua —
realizada entre os anos de 2016 e 2019, apontou um crescente aumento do uso do
telefone médvel celular em detrimento dos computadores (IBGE, 2018, 2021): o
namero de domicilios brasileiros que utilizam o telefone mével celular para acessar a
internet cresceu de 94,6% em 2016 para 98,6% em 2019, tendéncia oposta aos
microcomputadores, que decresceram de 63,7% em 2016 para 46,2% em 2019. A
pesquisa acredita que um dos fatores que influenciaram nessa realidade foi a
implementacgé&o de funcdes nos telefones méveis celulares que antes eram exclusivas
dos microcomputadores.

Além disso, também, pode-se pontuar que os smartphones estdo a apenas
alguns cliques de serem utilizados mesmo em sala de aula, sem precisar se deslocar
para laboratérios com computadores, muitas vezes escassos ou inexistentes em
algumas escolas. Por essas e outras razdes, optamos por utilizar o aplicativo Suite
GeoGebra para smartphones, e ndo o software para notebooks e computadores de
mesa, pois ainda que nem todos 0s estudantes possuam smartphones, este recurso
€ mais acessivel do que o microcomputador.

Bortolossi (2016), ao explanar sobre o uso do GeoGebra para topicos de

probabilidade, menciona a versdo para dispositivos méveis, mas nao desenvolve
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nenhuma discussao sobre ela. Giordano e Kian (2021) citam a disciplina Tecnologia
e Inovacao, itinerario formativo criado pela Secretaria de Educacédo do Estado de Séo
Paulo (SEDUC-SP), na qual se utilizam softwares (programas de Estatistica, como o
R) e/ou aplicativos (como 0 GeoGebra) e argumenta que tais recursos sdo 6timos para
a modelagem de experimentos de probabilidade frequentista. Entretanto, néo
exemplifica como fazer isso com o aplicativo GeoGebra.

Realizamos uma busca na Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacoes
(BDTD), no Catalogo de Teses e Dissertacfes da Capes e no Portal de Periddicos da
Capes, entre os anos de 2017 e 2022, a fim de conhecer o estado do conhecimento
do objeto em estudo. Utilizando operadores booleanos! com o descritor “Probabilidade
AND GeoGebra”, foram identificadas 6 dissertagdes no BDTD, 322 resultados no
Catdlogo de Teses e Dissertacdes da Capes (dos quais apenas 8 resultados
guardavam, de fato, uma relacéo entre probabilidade e GeoGebra nos seus titulos e
resumos, sendo 6 as dissertacdes ja identificadas no BDTD) e 8 artigos no Portal de
Periddicos da Capes. Todavia, nenhum destes trabalhos tratava da probabilidade
frequentista.

Para investigar as producdes que estudavam o GeoGebra para dispositivos
moveis, utilizamos o descritor “GeoGebra AND (Smartphones OR “Dispositivos
moveis” OR Celular)”, encontrando 20 dissertacdes e 2 teses no BDTD, 5 dissertagoes
no Catélogo de Teses e Dissertacdes da Capes e 49 artigos no Portal de Periédicos
da Capes, mas em nenhum destes trabalhos havia foco na probabilidade (em nenhum
dos seus significados). Constatou-se que existem pouquissimas pesquisas com
interseccionalidades entre 0 GeoGebra e a Probabilidade e entre 0 GeoGebra e os
dispositivos méveis, mas que ndo existe nenhum trabalho (nas bases investigadas e
com os descritores e operadores escolhidos) que estuda o GeoGebra para
dispositivos méveis para realizar simulacdes de probabilidade frequentista.

As simula¢Bes computacionais com o GeoGebra voltadas a aprendizagem da
probabilidade frequentista costumam utilizar simuladores construidos no GeoGebra,
em uma versao para computador. Neste trabalho, propomos outra perspectiva, que é
utilizar simulacdes realizadas no GeoGebra (incorporando habilidades correlatas ao
desenvolvimento do pensamento computacional) e utilizando a versdo para

smartphones (na direcdo de utilizar um artefato mais acessivel). Trabalhar com

1 S50 utilizados para refinar e direcionar pesquisas em banco de dados.
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simuladores construidos no GeoGebra é realizar as simulagdes com um produto
finalizado. Trabalhar com simulacdes realizadas no GeoGebra € realizar as
simula¢des enquanto o produto € construido, junto com os estudantes. O primeiro
caso, ainda que riquissimo, mantém o estudante um pouco mais passivo e tem pouco
a oferecer ao desenvolvimento do pensamento computacional, enquanto o segundo
caso faz do estudante parte integrante de todo o processo e possibilita um terreno
fértil para plantar as sementes e regar este tipo de pensamento.

Por esta razdo, nesta pesquisa, dedicamo-nos também a criar oportunidades
de trabalhar com fundamentos basicos da computacéo, tais como algoritmos, codigos
e fluxogramas, lancando bases para o aprimoramento do pensamento computacional
dos estudantes, tema em alta dadas as mais recentes orientagdes da BNCC, que lhe
da um local de destaque na Educacédo Basica (Brasil, 2018; Brasil, 2022).

Santos e Carvalho (2018) fizeram um levantamento de pesquisas, de 2012 a
2017, que envolvessem o uso de recursos didaticos como metodologia para o ensino
de probabilidade na “criagdo de um ambiente que permita aos discentes a
manipulacdo e verificagdo experimental quanto a probabilidade de situacbes
aleatdrias” (Santos, Carvalho, 2018, p. 48). Nenhum trabalho envolvia o GeoGebra.
Santos e Carvalho (2018) apontam ainda uma baixa quantidade de pesquisas, como
um todo, com foco na qualidade do processo de ensino e aprendizagem e a
“necessidade de novas propostas e recursos para o Ensino de Probabilidade” (Santos,
Carvalho, 2018, p. 54).

Essa escassez de trabalhos que utilizem os aplicativos do GeoGebra para
simular experimentos aleatorios, sem necessidade de processos manuais, tais como
lancar dados fisicos e alimentar planilhas externas, justifica a necessidade de uma
pesquisa como esta, cujo objeto de estudo €, portanto, o aplicativo Suite GeoGebra
para dispositivos moveis como instrumento de aprendizagem do significado
frequentista da probabilidade. Assim, partimos da seguinte questao de pesquisa:

Quiais as possibilidades do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos moveis
como instrumento de aprendizagem do significado frequentista da probabilidade?

Para responder a uma questao como esta, precisavamos de um modelo tedrico
capaz de orquestrar, além dos sujeitos, os artefatos envolvidos, dado o explicito
protagonismo dos nossos artefatos digitais para a aprendizagem da probabilidade
frequentista. Trouche (2005) desenvolveu um modelo que possibilita uma

configuracéo sistematica de artefatos e sujeitos num ambiente de aprendizagem cuja
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intencdo € resolver determinada situacdo pelo intermédio dos artefatos e dos
esquemas de acdo desses sujeitos. Este modelo, nomeado de Orquestracao
Instrumental (Ol), foi adotado nessa pesquisa para orquestrar toda a proposta,
constituida por dez tarefas que, progressivamente, tinham a intencéo de fazer evoluir
a construcdo do significado frequentista da probabilidade de quatro estudantes do
Ensino Médio, por intermédio do aplicativo para smartphones Suite GeoGebra e de
outros artefatos, & medida que também colocava em cena conceitos iniciais voltados

ao pensamento computacional.

1.2 OBJETIVOS

Com a finalidade de obter respostas ao problema de pesquisa, propomos 0s

seguintes objetivos:

1.2.1 Objetivo Geral

Identificar as contribuicdes e as limitacBes do aplicativo Suite GeoGebra para
dispositivos méveis, inserido-o em uma composi¢ado de orquestracdes instrumentais,

como instrumento para a aprendizagem do significado frequentista da probabilidade.

1.2.2 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo geral indicado, elencamos 0s seguintes objetivos
especificos:

1 — Mapear a génese instrumental de um grupo de estudantes quanto ao uso
do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos méveis como instrumento para a
aprendizagem do significado frequentista da probabilidade;

2 — Analisar o progresso da construgcdo do significado frequentista da
probabilidade durante a execucdo de uma composicdo de orquestracdes
instrumentais;

3 — Classificar os elementos do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos
moveis que facilitaram, dificultaram ou limitaram o progresso da construcdo do

significado frequentista da probabilidade.
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2 DOS JOGOS DE AZAR A MECANICA QUANTICA: OS PASSEIOS DA TEORIA
DA PROBABILIDADE

Sao incontaveis 0s casos em que a aleatoriedade rege processos e resultados.
Ao pensar e avaliar sobre as chances de vitoria ao apostar em um jogo, numa partida
de futebol (e nas “zebras” que, eventualmente, se verificam) ou na roupa escolhida
antes de sair de casa, em funcdo da previsdo do tempo, pensa-se com o filtro da
aleatoriedade (Dantas, 2008). Do contexto dos jogos de azar, emerge 0s principios da
Teoria das probabilidades, que avanca pelos séculos expandindo as suas aplicacdes
e se tornando objeto de estudo nas escolas.

Neste capitulo € apresentada uma sintese do amadurecimento da Teoria das
probabilidades, das suas origens ao panorama atual. Contudo, ndo nos propomos a
cobrir toda a vasta histéria das origens e do desenvolvimento da probabilidade, mas
situar o que entendemos ser relevante para as discussfes deste trabalho. Este
desenvolvimento histérico nos permite conhecer alguns desafios enfrentados ao tratar
e retratar a probabilidade, justificando a necessidade de operar com os seus diferentes
significados (Batanero, 2005). A expansdo dos conceitos e das aplicacbes da
probabilidade aumentam o seu raio de alcance, tornando imperativo o
estabelecimento de um perfil de cidaddo preparado para ler, interpretar e comunicar
ideias probabilisticas, de um sujeito com letramento probabilistico (Gal, 2005).

Com a finalidade de fazer cumprir estas necessidades, apresenta-se também,
neste capitulo, uma breve discussdo sobre os principais documentos curriculares
brasileiros que orientam o0s processos de ensino e aprendizagem na Educacéo
Bésica, das perspectivas sobre a formacao inicial e continuada de professores para o
ensino e a aprendizagem da probabilidade e a que se propde, afinal, a Educacao

estatistica e probabilistica.

2.1 ENTRE CARTAS E INCERTEZAS: UMA HISTORIA DE SORTE

A matematica sempre teve algum “calcanhar de Aquiles” para fragilizar a
fortaleza do seu desenvolvimento, a exemplo da inser¢géo do zero nos seus sistemas
de numeracdo, com o qual o ser humano lidou com bastante dificuldade. E possivel
citar, também, o estabelecimento dos niumeros negativos. Mas nenhuma dificuldade
foi tdo metafisica quanto a que surgiu, historicamente, com a necessidade de lidar

com a aleatoriedade e a incerteza. Teria sido a aleatoriedade o novo zero da
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humanidade? Partimos da concepcdao de que “aleatoriedade e incerteza sao
abstragdes” (Taleb, 2021, p. 181). O ser humano esta sujeito a necessidade de
contextos para entender abstragdes (Taleb, 2021).

Obviamente que isto ndo exclui a abstragéo inerente a outros objetos de estudo
da matematica e de outras ciéncias, trata-se aqui de evidenciar o altissimo nivel de
abstracdo da aleatoriedade. Some-se a isso a incessante busca do ser humano por
causas (Kahneman, 2012) e o fato de que, para fenbmenos aleatoérios, ndo basta
voltarmos o olhar para o que aconteceu, € preciso vislumbrar também o que poderia
ter acontecido (Kahneman, 2012; Taleb, 2021). Eis que surge o0 acaso, um
acontecimento de um fendmeno selecionado entre as alternativas apresentadas e
dado sem nenhuma causa particular (Kahneman, 2012).

Por exemplo, em um experimento, observa-se que a agua, até entao liquida,
esta se tornando gasosa. Investigacdes prévias ja nos levaram a concluir que ha uma
causa para isso ocorrer (variacado de temperatura e pressao, por exemplo), de forma
que possamos prever com exatiddo em que momento e circunstancias isso ocorrera
novamente. Podemos inclusive manipular as variaveis (temperatura e pressao) para
gue o fenbmeno selecionado ocorra exatamente como se deseja. O experimento pode
ser repetido quantas vezes desejarmos que sempre sera possivel obter o mesmo
resultado, caso se queira. Este € um experimento deterministico, dado por causas
particulares e identificaveis.

Em um outro experimento, observa-se o langamento de uma moeda e a
obtencéo da face cara. Nao héa investigacao alguma que possibilite concluir uma causa
particular para a face obtida ter sido cara e ndo coroa, de forma que nunca podemos
prever com exatiddo em que momento e circunstancias isso ocorrera hovamente. O
experimento pode ser repetido quantas vezes desejarmos, mas nunca sera possivel
garantir a obtencdo de um resultado em especifico, ainda que se queira. Este € um
experimento aleatdrio, dado sem nenhuma causa particular para ter ocorrido como
ocorreu.

A confusao entre experimentos deterministicos e aleatorios pode se tornar um
problema, pois a “nossa predilegdo pelo pensamento causal nos expde a graves
enganos ao estimar a aleatoriedade de eventos verdadeiramente aleatérios”
(Kahneman, 2012, p. 146). Em fenbmenos revestidos de aleatoriedade € o acaso
guem opera e, portanto, nestes fendmenos ndo podemos ignorar 0 que poderia ter

acontecido em detrimento do que aconteceu. Voltando ao exemplo da agua, no
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planeta terra, em condi¢cdes normais de presséo, ao nivel do mar, ao atingir 100 °C a
agua ferve. Nao poderia acontecer nada diferente disso. Por outro lado, ao lancar dois
dados honestos de seis faces e obter as duas faces voltadas para cima com 1 e 3
pontos, totalizando uma soma 4 para o numero dos seus pontos, temos uma descri¢ao
do que aconteceu, mas isso nao esvazia o fendbmeno estudado, uma vez que outras
coisas poderiam ter acontecido: outras somas poderiam ter ocorrido, como a soma 5
e 6, e outras configuragdes para a soma 4 poderiam ter se apresentado, como as duas
faces voltadas para cima possuirem, ambas, 2 pontos. E imperativo, ndo ha como a
probabilidade se interessar apenas pelo que acontece, faz parte do seu escopo o
interesse, também, pelo que poderia ter acontecido, mas ndo aconteceu.

No filme Homem-Formiga e a Vespa: Quantumania?, o personagem Scott Lang,
o Homem-Formiga, no interior do reino quéantico, reino ficticio de dimensbtes
subatdmicas, precisa recuperar um poderoso artefato preso em uma regiao tomada
pela chamada “tempestade de probabilidades”. Este lugar é perigoso exatamente
porque faz existir na realidade muito mais do que o que acontece, mas também tudo
0 que poderia ter acontecido. Logo que entra, Scott comeca a se multiplicar e centenas
de versdes de si mesmo passam a coexistir nessa regiao.

Scott Lang: Quem é esse?

M.O.D.O.K.: Esta olhando para a possibilidade de um outro vocé. E uma tempestade de
probabilidades.

Scott Lang: Mas, o que significa isso?

M.O.D.O.K.: E a tempestade de probabilidades. Todas as escolhas que vocé poderia ter
feito, existindo ao mesmo tempo. Esta dentro de uma caixa de Schrédinger e vocé é o
gato.

Ao jogar um dado de 6 faces no interior desta “tempestade de probabilidades”,
por exemplo, obteriamos seis versdes do dado, cada uma com uma das 6 faces
voltadas para cima. “O lado escuro da lua é mais dificil de ver; irradiar luz sobre ele
tem um alto custo de energia. Da mesma forma, irradiar luz sobre o invisivel é
dispendioso em termos de esforgo computacional e mental” (Taleb, 2021, p. 181). E a
este esfor¢co que a probabilidade investe a sua energia: irradiar luz sobre o lado escuro
do que poderia ter acontecido, mas ndo aconteceu. Talvez por esta razado que a
probabilidade tenha iniciado o seu desenvolvimento tao tardiamente na histéria, em

comparacdo com outras areas, tais como a geometria e a logica (extremamente

2 Homem-Formiga e a Vespa: Quantumania é um filme langado no cinema pela Marvel Studios em 2023. A cena
em questdo pode ser consultada no Disney+, servigo de streaming da Disney.
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deterministicas).

O direito antigo e medieval classificava, de certa forma, probabilidades em
evidéncias judiciais, mas era sobre a ldgica silogistica, a geometria e a deducéo
formal, assim como aspectos filosoéficos, que despertavam o interesse e o estudo dos
grandes pensadores. Assim como, nho Renascimento, calculavam-se os valores de
seguro de barcos e de prémios levando em consideracdo uma estimativa intuitiva de
risco (Warsi, 2020). Entretanto, a probabilidade n&o recebeu nenhum tratamento
matematico até por volta do final do século XV (Eves, 2004; Contador, 2008). Foi a
partir do final daquele século que surgiram as primeiras chamas de interesse pela
aleatoriedade.

Neste periodo, os chamados jogos de azar (ou jogos de sorte) j& eram
populares. Um jogo de azar € aquele no qual a sorte é fator preponderante para
vencer, mesmo a longo prazo. Um exemplo de jogo de azar é o bingo, no qual
nenhuma habilidade é capaz de sobrepujar o peso da sorte, ainda que em muitas
rodadas. O doming, por sua vez, embora conte com a sorte, esta € sobrepujada pela
habilidade do jogador a longo prazo, em muitas rodadas. Por isso, dizemos que
alguém é bom em dominé, mas néo faz sentido dizer o mesmo para o bingo?®.

No contexto dos jogos de azar, o “problema dos pontos”, como ficou conhecido,
deve ter sido a primeira grande questédo da probabilidade para os matematicos, e diz
respeito a como realizar uma divisao justa das apostas em um jogo de azar quando
este precisa ser interrompido. Por exemplo, dois amigos A e B apostam, cada um,
R$20,00 no seguinte jogo: lancando uma moeda varias vezes, se forem obtidas 6
caras primeiro, A vence e leva toda a grande quantia. Caso contrario, se forem obtidas
6 coroas primeiro, B vence e leva toda a bolada. Mas surge, entdo, uma inquietagéo:
se, apos 8 rodadas, o jogo for interrompido antes da conclusdo, com 5 caras e 3
coroas, por exemplo, como deve ser dividida a bolada?

O italiano Luca Pacioli, em 1494, apresentou uma solugao a este problema que

indicava que o valor total apostado deveria ser dividido em partes diretamente

proporcionais ao numero de rodadas ja vencidas. Portanto, Pacioli teria dado Z do total

para A e % do total para B.

3 Para mais discussdes sobre jogos de azar, com foco na matematica do poker, conferir Poker, Chance
and Skill, de Noga Alon, disponivel em https://www.cs.tau.ac.il/~nogaa/PDFS/skill.pdf.
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Em meados do século XVI, Niccolo Tartaglia afirmou que a solucéo de Pacioli
nao parecia correta. Para apenas uma rodada, por exemplo, o apostador que a tenha
vencido levaria toda a bolada. Tartaglia completou que independente da forma com
que o valor das apostas for dividido, sempre havera controvérsias. O matematico
Gerolamo Cardano, que havia realizado profundas andlises de lances de dados e
escrito O livro sobre jogos de azar no século XVI (publicado apés a sua morte),
primeira obra sobre probabilidades, também se debrugou sobre o “problema dos
pontos”, questionando também a solucao de Pacioli, afirmando haver um erro evidente
la.

Em todos estes casos, os matematicos trataram o “problema dos pontos” como
um problema de proporcao. Foi apenas Pascal e Fermat, em 1654, que passaram a
pensar o “problema dos pontos” como um problema de probabilidade. As pessoas nao
eram habituadas com a aleatoriedade, mas com o determinismo, em especial pelo
forte pensamento mecanicista que se tinha no periodo (e que prevaleceria nos séculos
seguintes).

Por meio da mecénica newtoniana, por exemplo, era possivel prever
exatamente o que iria ocorrer no futuro. Dadas certas condi¢des iniciais, € possivel
determinar a posicdo exata de um corpo material, sua massa, o tempo de
deslocamento etc. A imprevisibilidade de resultados de alguns experimentos ainda
ndo era o foco nesta época. Ainda assim, algumas obras muito pertinentes foram
publicadas naqueles séculos, como Galileu que em 1620 publicou sobre dados,
calculando as chances sobre os resultados dos lancamentos destes objetos.

Embora tenha sido discutido por Pacioli, Tartaglia e Cardano, foi apenas por
meios das cartas trocadas entre Pascal e Fermat, em 1654, que se verificaram
avancos efetivos no “problema dos pontos”. As cartas discutiam sobre problemas
envolvendo jogos de azar. Pascal estudou com profundidade a relacdo entre as
probabilidades e o tridngulo aritmético, “um tridngulo equilatero construido a partir de
um arranjo muito simples de numeros em linhas cada vez mais largas” (Warsi, 2020,
p. 158), sendo, por esta razéo, batizado como Tridngulo de Pascal pelo ocidente.
Entretanto, ndo Ihe pertencendo e nem sendo uma criagdo sua, é também conhecido
como Triangulo de Yang Hui na China, tendo sido estudado |4 séculos antes de
Pascal; como Triangulo de Khayyam no Ird, assim como referéncias apontam que
textos indianos de 450 a. C. ja representavam o triangulo aritmético sob o nome de
“Escada do monte Meru” (Warsi, 2020).
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Figura 1: O triangulo aritmético.
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Fonte: Boyer (1996).
Ainda que o registro do primeiro uso do conceito de eventos “igualmente

possiveis” seja atribuido a Galileu na Idade Média (Dantas, 2008) e que algumas
ideias de probabilidade tenham sido propostas por Cardano um século antes (Boyer,
1996), a historia elegeu a troca de correspondéncias entre Pascal e Fermat como a
inauguracao da teoria das probabilidades. Foi Antoine Gombaurd, Cavaleiro de Méré,
quem propds o “problema dos pontos” a Pascal, resultando nas cartas entre este e
Fermat. A solucdo destes mateméaticos levava em consideracdo a probabilidade de
gue cada jogador vencesse 0 jogo, hdo a propor¢ao de rodadas vencidas. No exemplo
dado no inicio, uma possivel solucdo seria a seguinte: sdo necessarias, no maximo,
mais 3 rodadas, para que o jogo se encerre. Dado que sdo duas possibilidades para
cada rodada (cara ou coroa), ha um total de 8 possibilidades de resultados, das quais

B vence em apenas uma (os 3 lancamentos resultarem em coroas). Portanto, Pascal

e Fermat teriam dado g do total para A e % do total para B.

Experimentos aleatérios sao aqueles “que ao serem repetidos nas mesmas
condi¢gbes nao produzem o mesmo resultado” (Dantas, 2008, p. 16) — caso contrario,
0s experimentos sdo denominados experimentos deterministicos. A partir das sete
cartas trocadas entre Pascal e Fermat em 1654, os experimentos aleatorios foram
estudados por, entre outros matematicos, o holandés Christian Huygens, que
escreveu o primeiro tratado formal sobre a probabilidade, o Sobre o raciocinio em
jogos de azar, publicado em 1657, incorporando as correspondéncias trocadas por
Pascal e Fermat.

A incerteza estava presente em diversos segmentos da sociedade, tais como
0s negécios de seguros, que passaram por uma explosdo no século XVIII, atraindo
muitos matematicos para a teoria das probabilidades (Eves, 2004). Em 1713, foi

publicado o tratado Ars conjectandi, escrito pelo suico Jacques Bernoulli e publicado
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pelo seu sobrinho apds a sua morte, sendo este “0 mais antigo volume substancial
sobre a teoria das probabilidades” (Boyer, 1996, p. 288).

Neste volume, Jacques Bernoulli apresenta uma verséo inicial da Lei dos
Grandes Numeros (LGN) — chamada por ele de Teorema dourado. Bernoulli realizou
varios estudos considerando um jogo com apenas dois resultados possiveis: vitoria
ou derrota, sucesso ou fracasso etc., o que ficou conhecido como Ensaio de Bernoulli

e lancou a base do que se chama de distribuicdo binomial (ver Quadro 1).

Quadro 1: Representacao algébrica da distribuicdo binomial.

Se um experimento aleatorio esta associado a apenas dois resultados, sucesso ou
fracasso, diz-se que a variavel aleatéria X tem distribuicdo binomial e que a fungéo

de probabilidade P de obter x sucessos em n tentativas €

!
P(X=x)=m'l?x'(1—l9)x

na qual p é a probabilidade de cada sucesso.

Fonte: O autor (2024).

Alguns anos apo0s o langamento do Ars conjectandi, Abraham de Moivre,
baseado na distribuicdo binomial de Bernoulli — que descreve resultados baseados
em uma de duas possibilidades, sucesso ou fracasso, para valores discretos —
estudou alguns eventos para valores continuos e observou que estes se aglomeravam
ao redor da média. Geometricamente, em um gréfico, formava uma curva que tinha a

aparéncia de um sino (ver Figura 2).

Figura 2: Representagédo geométrica da distribuicdo normal.
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Fonte: Ferreira e Oliveira (2020).

De Moivre escreveu essas conclusdes em A doutrina das possibilidades. Tal
fendmeno foi estudado posteriormente por, entre outros matematicos, Gauss e Galton.
Esta distribuicdo continua recebeu o nome de distribuicdo normal ou gaussiana.

No século XVIII, por meio de um ensaio publicado em 1763 (apds a sua morte)

Thomas Bayes introduziu probabilidades condicionais para resolver problemas sobre
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probabilidades inversas, que sao “problemas que lidam com probabilidades de
causas” (Warsi, 2020, p. 199). Bayes desenvolveu um teorema que funciona “como
um mecanismo de atualizagcdo de opinides. Ou seja, o individuo aprende B e passa a
ter opinido P(B) sobre A” (Bussab, Morettin, 2002, p. 121).

O britanico Francis Galton contribuiu para popularizar o termo “normal” para a
curva de De Moivre, ao realizar um experimento com o quincux (também chamado de
Tabuleiro de Galton), um tabuleiro num arranjo triangular de pinos, para estudar a
variacao aleatdria. Galton soltava bolinhas do topo do quincux e as coletava no fundo.
Ao contar as bolinhas no fundo, descreveu a distribuicdo obtida como “normal’”.

Carl Friedrich Gauss, no inicio do século XIX, foi pioneiro ao usar a distribui¢céo

normal como ferramenta estatistica (ver Quadro 2).

Quadro 2: Representacao algébrica da distribuicdo normal.

Diz-se que uma variavel aleatoria X tem distribuicdo normal se a funcéo

probabilidade P é dada por

1 _l(u)z
P(X=x)=ame 2\ o

na qual u é a média da populacéo e o € 0 desvio padrao da populacéo.

Fonte: O autor (2024).

Pierre-Simon Laplace, o matematico a quem, de acordo com Boyer (1996), a
teoria das probabilidades mais deve, contribuiu com o classico Théorie analytique des
probabilités, em 1812, e Essai Philosophique sur les Probabilités, em 1814, ampliando
a teoria das probabilidades ao campo da ciéncia e aplicacdo na estatistica (Warsi,
2020). Em 1837, o francés Siméon Poisson, baseado no trabalho de De Moivre,
estudou a probabilidade de que “‘um numero especifico de ocorréncias aconteca
dentro de uma dada unidade de tempo, area ou volume” (Larson, Farber, 2015, p.

203), introduzindo a distribuicdo de Poisson (ver Quadro 3).

Quadro 3: Representacao algébrica da distribuicdo de Poisson.

Se um experimento aleatdrio esta associado ao nimero de ocorréncias em
um intervalo, diz-se que a variavel aleatoria X tem distribuicdo de Poisson e que a
funcéo de probabilidade P de obter exatamente x ocorréncias em um intervalo é

X, g~U
PX=x) =
x!

na qual u € a média de ocorréncias para cada intervalo unitario de referéncia.

Fonte: Larson e Farber (2015).



29

Antes dos trabalhos de Poisson, em 1814, Laplace provocou as concepc¢des do
gue entendiamos por determinismo e aleatoriedade. Ele imaginou, hipoteticamente,
um intelecto capaz de mapear matematicamente todos os movimentos do universo,
das rotacdes das galaxias aos atomos. Havia uma interessante questdo filosofica
neste experimento mental, chamado posteriormente de “deménio de Laplace”: tudo ja
esta predeterminado, néo existindo livre-arbitrio sobre os pensamentos e acfes das
pessoas.

Estudos de termodinamica, nos anos 1850, colocaram o mundo atdmico em
evidéncia e para o0 qual a mecanica classica ndo era suficiente. Para isso, os fisicos
adotaram a teoria das probabilidades para descrever os movimentos em estudo. “Nos
anos 1920, a ideia de um universo probabilistico foi consolidada com o
desenvolvimento da fisica quantica, que tem a incerteza em seu cerne” (Warsi, 2020,
p. 219). Anos depois, isso foi chamado de mecénica estatistica.

O cientista alem&o Werner Heinsenberg formulou, em 1926, o seu famoso
principio da incerteza. Heinsenberg verificou, ap0s alguns experimentos com
particulas, que “quanto mais precisamente tentarmos medir a posicdo da particula,
menos precisamente poderemos medir sua velocidade, e vice-versa” (Hawking, 2015,

p. 77)*. O principio da incerteza mudou a forma com que vemos o mundo e

sinalizou um fim para o sonho de Laplace de uma teoria da ciéncia, um
modelo completamente determinista do universo: ora, ninguém pode prever
eventos futuros com exatiddo se ndo é capaz sequer de medir de forma
precisa o atual estado do universo! (Hawking, 2015, p. 77).

Essa abordagem levou a formulacdo da mecanica quantica, baseada no
principio da incerteza. A mecanica quantica é uma teoria fundamentada na
probabilidade e tem sido bem-sucedida ao fundamentar quase toda a ciéncia e
tecnologia modernas (Hawking, 2015).

ApOs a Segunda Guerra, a teoria das probabilidades foi completamente
influenciada pela teoria dos conjuntos (Boyer, 1996) e, portanto, para a representagao
de operacdes no célculo das probabilidades de eventos, incorporaram-se todas as
operacdes de conjuntos, tais como a unido, intersecc¢ao, diferenca e complementar.
Chamamos de evento “todo resultado ou subconjunto de resultados de um
experimento” (Dantas, 2008, p. 19), a medida que o conjunto de todos os resultados

possiveis de um experimento aleatério € chamado de espaco amostral (Dantas, 2018).

4 A edicdo original é de 1942.
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Quando o evento é representado “por um conjunto unitario, isto €, contendo somente
um ponto do espago amostral” (Dantas, 2018, p. 19), esse evento € chamado de
evento simples.

Um espaco amostral é dito equiprovavel quando todos os possiveis resultados
tém a mesma probabilidade de ocorrer. Dificuldades envolvendo a equiprobabilidade
sempre estiveram presentes na histéria da teoria das probabilidades. Um exemplo
tipico disso € o chamado Erro de D’Alembert, ou paradoxo de D’Alembert.

Deseja-se calcular a probabilidade de obter pelo menos uma cara no
, 2 ~
lancamento de duas moedas honestas. D’Alembert apresentou 5 como solucéo para

este problema, ao propor a seguinte resolucdo: ao lancar duas moedas, podemos
obter (1) nenhuma cara, (2) exatamente uma cara ou (3) duas caras. Ou seja, em duas
de trés possibilidades obtemos pelo menos uma cara. Entretanto, D’Alembert cometeu
um erro ao considerar o espago amostral como equiprovavel. A probabilidade de obter
exatamente uma cara € duas vezes maior do que a probabilidade de obter duas caras,
por exemplo. Logo, o espaco amostral ndo é equiprovavel. A quantificacdo do espaco

amostral pode ser observada na Figura 3.

Figura 3: Possibilidades para o lancamento de duas moedas.

Cc = cara

k — coroa
Possibilidade 1 kk (1) nenhuma cara
Possibilidade 2 kc (2) exatamente uma cara
Possibilidade 3 ck (3) exatamente uma cara
Possibilidade 4 cc (4) duas caras

Fonte: O autor (2024).
Portanto, a probabilidade de obter pelo menos uma cara no lancamento de

duas moedas honestas é 2.
Confusbes com a ideia de equiprobabilidade acabam justificando, também,
uma certa confusdo entre os vocabulos possibilidade e probabilidade. Uma cena do

seriado Young Sheldon® envolve um didlogo entre o Pastor Jeff e Sheldon Cooper,

durante um sermao do pastor para a igreja, na qual ele profere as seguintes palavras:

> Young Sheldon é uma série de televisio com origem nos Estados Unidos, exibida pela emissora CBS. A cena
mencionada esta presente no 3° episddio da 1? temporada.
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Pastor Jeff: As vezes, as pessoas me dizem “pastor Jeff, como vocé sabe que Deus
existe?”

Eu digo que € uma matematica simples. Ou Deus existe ou ndo existe. Vamos ser cinicos,
na pior das hipoteses, ha uma chance® de 50%.

A esta colocacdo, o jovem Sheldon Cooper se pronuncia, adotando ele os

seguintes argumentos:

Sheldon Cooper: Vocé confundiu possibilidades com probabilidade. Segundo a sua
analogia, quando eu for para casa, posso encontrar um milhdo de ddlares ou ndo. Onde
isso € uma chance de 50%7?

O que h& de provocativo neste dialogo ndo séo as crengas pessoais envolvidas,
mas o fato de haver um confronto entre eventos que, evidentemente, ndo Sao
equiprovaveis. Os dois possiveis resultados ndo tém a mesma probabilidade de
ocorrer e, portanto, a probabilidade para cada um deles néo € de 50%.

A teoria das probabilidades continuou recebendo diversas contribuigoes,
ampliando seus campos de aplicacéo até os dias atuais. Estabelecida a expansao da
probabilidade nos ultimos séculos, € natural que este tema figure entre os contetdos
ensinados na escola, fazendo parte do curriculo. Mais do que isso, uma vez que “a
probabilidade proporciona um modo de medir a incerteza, em consequéncia, 0S
modelos probabilisticos sdo o fundamento da maior parte da teoria da estatistica”
(Godino, Batanero, Castellanos, 1991, p. 11, traducdo nossa, grifo dos autores), as
pesquisas em educacédo probabilistica estdo indissociadas da educacédo estatistica.
Por esta razdo, costumeiramente se utiliza a expressdo educacdo estatistica e
probabilistica.

As pesquisas em educacdo estatistica e probabilistica se tornaram
indispensaveis, a fim de discutir sobre as dificuldades inerentes aos processos de
ensino e aprendizagem da probabilidade, assim como os conhecimentos e habilidades
minimas nesta area. Para melhor compreendermos os desdobramentos do ensino e
da aprendizagem da probabilidade, discutiremos alguns dos seus aspectos proprios,
tais como os seus significados historicos (Batanero, 2005), o letramento probabilistico
(Gal, 2005), alguns termos importantes e algumas perspectivas pedagogicas e

curriculares do seu ensino e aprendizagem.

® 0 vocabulo chance é utilizado nessa cena, inadvertidamente, como sindnimo de probabilidade, o que n3o é
verdade. Mais a frente, apresentaremos algumas discussGes a esse respeito.
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2.2 ALGUNS SECULOS DEPOIS: QUAIS AS CHANCES DE SE FALAR DA
PROBABILIDADE NA ESCOLA?

Do ponto de vista do exercicio social, ha uma necessidade em compreender e
interpretar diversos saberes do cotidiano, o que impulsiona o estudo da probabilidade
desde o ensino fundamental (Sama, Silva, 2020). Batanero (2005) destaca uma
tendéncia em renovar o ensino da probabilidade, tornando-a mais experimental. A
literatura nos apresenta cinco significados para a probabilidade considerados com
base na epistemologia desse conceito, a saber: intuitivo, classico (ou laplaciano),
frequentista (experimental), subjetivo e axiomatico (Batanero, 2005).

O significado intuitivo da probabilidade envolve as primeiras ideias intuitivas
sobre o acaso, surgindo em situacfes de aleatoriedade para expressar o grau de
crenca e quantificar eventos incertos pelo uso de expressodes coloquiais (Batanero,
2005), tais como possivel, impossivel, provavel, mais provavel e menos provavel. Mas
0 que é exatamente a intuicdo e o que a caracteriza?

A intuicdo € muito caracterizada por imediatismo e certeza. Estes atributos
resultam, principalmente, da estabilizacdo de padrdes que sdo amplamente
verificados pela nossa experiéncia (Fischbein, 1975). Se, com frequéncia, seu time
vence a partida de futebol quando vocé joga com a chuteira verde (e perde quando
vocé ndo a usa), em pouco tempo este padrdo se estabiliza e € notado, por vocé e
seus proximos, criando uma intuicdo de que é melhor colocar a chuteira verde da sorte
antes de jogar, a ponto de ser hostilizado pelo time caso a esqueca.

A caracteristica imediatista da intuicdo revela sua relacdo com a acdo como
uma ferramenta adaptativa (Fischbein, 1975). A intuicdo nos leva a agir, e agir rapido,
e muitas vezes isso esta ligado diretamente a nossa sobrevivéncia. Nossa intuicdo
pode nos dizer para ndo atravessarmos um beco escuro a noite, pois é provavel que
sejamos assaltados ou violentados. A experiéncia nos ensinou isso.

Este imediatismo n&o implica em uma espontaneidade absoluta, mas na
existéncia de mecanismos estabilizados pela experiéncia, assim como os advindos de
padrbes hereditarios. As acdes adquirem o carater de intuicdo a medida que se
automatizam e estabilizam, adquirindo uma velocidade e fluéncia necessarias para
uma acéo eficiente (Fischbein, 1975). A intuicAdo poderia muito bem se chamar

intuACAOQ, na medida em que se constitui em um programa de ac¢&o (Fischbein, 1975).
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De acordo com a nossa hipo6tese, entdo, a qualidade essencial da intuicao
consiste no fato de que, através de suas caracteristicas funcionais, ela
mantém contato intimo com a acao, e serve a agdo por articulacdo direta com
ela, atendendo de forma mais eficaz aos seus requisitos de continuidade,
fluéncia e prontiddo do que o raciocinio explicito poderia fazer (Fischbein,
1975, p. 7, tradug&o nossa).

Assim como as emocodes, a origem e as propriedades das intuicbes estao
intimamente ligadas a acdo. De certa forma, as intuicbes estdo, em diferentes graus,
a depender da situacéo, revestidas de emocdao. "A emocao é uma reacao" (Possebon,
2017, p. 17). Uma reagao, por sua vez “é a resposta a um estimulo, a uma agao
provocada por um agente" (Possebon, 2017, p. 18). Logo, as emocdes e a intuigdo se
dirigem, ambas, a acdo. Por esta razao sdo ambas imediatistas, pois do ponto de vista
adaptativo, aprendemos que a acdo tem que ser rapida e eficaz, para nos
protegermos.

As intuicbes compdem processos cognitivos autbnomos com singulares
funcdes, importantissimas, podendo anteceder as operacdes intelectuais, ocorrer
durante estas operacdes (facilitando a sua continuidade) ou ap6s elas (sintetizando
0s resultados numa visao global) (Fischbein, 1975). A intuicdo nos guia na tomada de
decisfes, na qual avaliamos probabilidades a partir do nosso grau de crenca.

O significado classico da probabilidade, por sua vez, consiste em associar a um
evento de um experimento aleatério um nimero p (0 < p < 1) que é “a propor¢ao do
namero de casos favoraveis ao nimero de casos possiveis, sempre que todas 0s

”m

resultados sejam igualmente ‘provaveis™ (Godino, Batanero, Castellanos, 1991, p. 21,
traducdo nossa, grifo dos autores).

Seja E um conjunto com todas as possibilidades de ocorréncia de um evento,
contido em um conjunto S, 0 espaco amostral, conjunto com todos os resultados
possiveis de um experimento aleatério. Se n(E) e n(S) sao, respectivamente, o
namero de elementos dos conjuntos E e S, entdo a probabilidade de ocorréncia do

evento E é dada por

Essa definigdo foi dada por Laplace e é a partir dela que podemos afirmar que
a probabilidade de obtermos cara no langamento de uma moeda é p = 0,5, uma vez
gue este numero indica a propor¢cao do numero de caras (uma) em relacdo ao total de
casos possiveis (dois). Essa definicdo, entretanto, € bastante simples e, portanto, bem

distante de uma defini¢cdo rigorosa de probabilidade.
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A expressao vista acima também é valida para grandezas continuas, podendo
estabelecer uma razdo entre grandezas geométricas de mesmo tipo, como
comprimentos, areas ou volumes. Este caso especial do significado classico da
probabilidade € chamado de probabilidade geométrica.

Domingues (2023) traz o exemplo de um campeonato de arco e flecha em que

o competidor deve acertar o alvo da Figura 4.
Figura 4: Probabilidade geométrica, o alvo da vez.

Areas

[] 675 cm?
B 525 cm?
B 375 cm?
B 225 cm?
B 75cm?

Fonte: Domingues (2023).
O espaco amostral S é toda a superficie do alvo e o evento E €, digamos,

acertar o circulo amarelo. Pelo significado classico da probabilidade, podemos fazer

_nE) _ 75 _
P(E) = ) ~ 1875 = 00

Assim, pela razdo entre as medidas das areas, obtivemos que a probabilidade de
acertar no circulo amarelo é de 4%.

O significado frequentista da probabilidade € uma visdo que define a
probabilidade como um numero ao qual tende a frequéncia relativa ao estabilizar-se,
assumindo que este limite exista (Batanero, 2005). Portanto, “se baseia na
estabilidade das frequéncias relativas e no fato de podermos, hipoteticamente, repetir

um experimento varias vezes” (Bussab, Morettin, 2002, p. 121). Assim, se
ny

fa=—

n

é a frequéncia relativa do evento A em n repeti¢des, quando n — o, f, “converge”
para p (probabilidade tedrica de ocorrer o evento A). A partir disso, podemos afirmar
que a probabilidade de obtermos cara no langamento de uma moeda € p = 0,5, uma
vez que langando uma moeda muitas vezes, a frequéncia relativa de caras “converge”
para esse namero.

A Figura 5 traz a plotagem da frequéncia relativa de caras na simulacao

computacional de 500 lancamentos de uma moeda honesta realizada em R. O R é
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uma linguagem de programacao e ambiente para computacédo estatistica. Dispde de
um software com “uma grande variedade de métodos estatisticos (modelagem linear
e nao-linear, testes estatisticos, modelos de séries temporais, classificagcdo, métodos
multivariados, etc.) e técnicas graficas” (Ferreira, Oliveira, 2020, p. 19).

No resultado da simulagao, € possivel observar que “quanto mais o n (nUmero
de langamentos) aumenta, mais a frequéncia relativa tende a se estabilizar em 50%”
(Ferreira, Oliveira, 2020, p. 62).

Figura 5: Estabilizagdo da frequéncia relativa de caras.
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Fonte: Ferreira e Oliveira (2020).

Assim, dado que a probabilidade teorica p de obter a face ‘cara’ ao langcar uma
moeda é p = 0,5, podemos dizer que a frequéncia relativa de resultados ‘cara’ se
aproxima da probabilidade te6rica quando o numero de langamentos da moeda cresce
indefinidamente (tende ao infinito). Entretanto, ndo é possivel estabelecer um valor
minimo de lancamentos que garanta que tenhamos sempre metade dos resultados
igual a ‘cara’.

Meyer (1983) nos alerta ser este um fato empirico, ndo uma concluséo
matematica. Para essa nocao se tornar mais precisa, € necessaria uma formulacéo
mais rigorosa que nao sera explorada aqui. Todavia, uma roupagem mais formal para
esta ideia pode ser consultada na definicdo a seguir, na qual a probabilidade é

compreendida como um limite das frequéncias relativas:

Dizer que a probabilidade de um acontecimento «, relativo a uma prova P, é
um determinado numero p, significa que, dado um nimero positivo &, tdo
pequeno quanto se queira, existe sempre um nimero n bastante grande tal
gue, numa sequéncia de n ou mais realizacbes de P, é praticamente certo
gue a frequéncia relativa de « estard compreendida entre p — € e p + ¢ (Silva,
1975, p. 236).
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O enfoque frequentista presente na definicdo do significado frequentista da
probabilidade pode ser observado na Lei dos Grandes Numeros (o teorema dourado

de Laplace), que pode ser razoavelmente bem definida da seguinte maneira:

se p é a probabilidade de um evento, se m € o nUmero de ocorréncias do
evento em n experiéncias, se e € um numero positivo arbitrariamente

pequeno, e se P é a probabilidade de que a desigualdade |% - p| < e esteja
satisfeita, entdo P = 1 (Boyer, 1996, p. 289).

O famoso experimento da agulha de Buffon estabeleceu um foco frequentista
para quantificacéo de probabilidades, a medida que proporcionou uma génese formal
da probabilidade geométrica por meio de um belissimo experimento cuja cereja do
bolo é nada mais, nada menos, do que uma estimativa para o niumero .

George-Louis Leclerc, conhecido como conde de Buffon, foi um matematico
francés do século XVIII. Buffon propés o jogo Franc Carreau, no qual se lancava uma
moeda em um piso com lajotas de qualquer formato, desde que todas as iguais. A
brincadeira era acertar se, apos o lancamento, ocorreria Franc Carreau (a moeda ficar
totalmente no interior de uma Unica lajota) ou se a moeda ficaria no cruzamento entre
os limites de duas lajotas diferentes (Queiroz, Coutinho, 2007).

Um outro experimento similar ao Franc Carreau, realizado em 1733 por Buffon,
utilizava agulhas no lugar de moedas e feixes de retas paralelas no lugar das lajotas.
Se uma agulha cair em meio a uma série de linhas paralelas equidistantes, o que se
pode afirmar sobre a probabilidade de que ela cruze uma destas linhas? O
experimento da agulha de Buffon, como ficou popularizado, foi um dos calculos
inaugurais de probabilidades (Warsi, 2020) e a utilizacao de elementos geométricos
para este cdélculo nos estudos de Buffon, configuram-no como pioneiro no
desenvolvimento da probabilidade geométrica. No experimento com as agulhas,
Buffon obteve uma aproximacdo para o numero real = (pi). Ele deixou cair, muitas
vezes, 0 Maximo que conseguisse, uma agulha de comprimento ¢ sobre uma série de
retas paralelas equidistantes a uma distancia d (d = c) (ver Figura 6).

Figura 6: Mais facil do que encontrar agulha no palheiro.
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Fonte: Warsi (2020).
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Se a frequéncia relativa de vezes em que a agulha cruzou uma das linhas em
relacéo ao total foi p, entdo p era uma aproximacéo para a probabilidade de a agulha
cruzar uma das linhas (tdo melhor quanto maior o numero de tentativas), conforme o
significado frequentista da probabilidade, e uma estimativa para = poderia ser dada
por

c ) comprimento da agulha numero total de tentativas

dp distancia entre as linhas numero de agulhas que cruzam

A demonstracado para esta expressao envolve alguns célculos geométricos e
de integracao e ndo sera discutida neste trabalho.

Batanero (2005) pontua que, com o significado frequentista, ndo obtemos um
valor exato para a probabilidade, apenas uma aproximacao, e que € dificil saber com
certeza qual o numero minimo de repeticbes de um experimento para aceitar a
aproximacdo de probabilidade como boa. O significado frequentista, que envolve
necessariamente a repeticdo do experimento aleatdério sempre nas mesmas
condi¢des, ndo responde a situacdes nas quais pelo menos um desses elementos nao
possa ser cumprido (Dantas, 2008).

Quando um experimento ndo pode ser repetido nas mesmas condi¢cdes que
inicialmente foram realizadas, o significado frequentista encontra os seus limites (com
a licenca do trocadilho). Eventos que envolvem jogos esportivos, tais como o jogo de
futebol entre as sele¢cdes do Brasil e da Argentina, ou que envolvem questdes
médicas, tais como a cura, ou ndo, de uma crianca ap0s uma cirurgia, sdo alguns dos
casos trazidos por Eugénio (2020) para exemplificar o significativo subjetivo da
probabilidade. Ainda que existam estatisticas completas sobre todos os jogos entre 0
Brasil e a Argentina, os times, comissao técnica, os campos, sao diferentes. O

experimento, portanto, ndo esta se repetindo nas mesmas condi¢des (Eugénio, 2020).

0 que caracteriza a subjetividade é porque ela se baseia em julgamento
pessoal, acimulo de conhecimento e experiéncia. Por exemplo, médicos
algumas vezes atribuem probabilidades subjetivas a expectativa de vida para
pessoas com cancer. Previsao do tempo é outro exemplo de probabilidades
subjetivas (Eugénio, 2020, p. 25-26).

O significado subjetivo da probabilidade “considera a probabilidade de um
evento como sendo a medida da crenca que o observador possui na ocorréncia do
evento” (Dantas, 2008, p. 26). O valor atribuido a probabilidade depende, portanto, de
cada sujeito (por isso € subjetivo) (Dantas, 2008).
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Ao abordar a probabilidade pelo seu significado subjetivo, podemos expressa-
la ou quantifica-la numa perspectiva ora mais intuitiva (ndo confundir com o significado
intuitivo da probabilidade) ora mais operacional (em especial, na trilha do
bayesianismo, com os estudos do matematico Thomas Bayes sobre probabilidades
condicionadas). Na tentativa de estabelecer o que viria a ser, de fato, o significado
subjetivo da probabilidade, o primeiro instinto natural € o de identificar a maior
interseccionalidade que existe com o significado intuitivo da probabilidade: a
dependéncia do grau de crenca do sujeito. As distingdes, por sua vez, podem nao
surgir de imediato. Esta é a razdo de nos apropriarmos de algumas ideias advindas
da psicologia para distinguir estes dois significados, a medida que os definimos.

A psicologia define dois sistemas de pensamento, Sistema 1 e Sistema 2,
conhecidos, respectivamente, como pensamento rapido e devagar. Mas eles séo
muito mais do que isso. O Sistema 1 é intuitivo e envolve operacfes automaticas (e
rapidas), enquanto o Sistema 2 é associado a experiéncia subjetiva e envolve
operacoes controladas (e lentas) (Kahneman, 2012).

O Sistema 1 nos permite realizar previsfes intuitivas, que sdo automaticas e
sem muito refinamento, fruto das nossas experiéncias. Entretanto, “previsdes
intuitivas precisam ser corrigidas porque nao sao regressivas e desse modo sao
parciais” (Kahneman, 2012, p. 241). Para tal, o Sistema 2, que também considera as
experiéncias do sujeito, refina essas previsbes a partir de novas informacoes,

atualizando tais previsdes a medida que elimina alguns vieses.

As previsdes intuitivas corrigidas eliminam esses vieses, de modo que as
previsdes (tanto altas como baixas) tem mais ou menos igual probabilidade
de superestimar e de subestimar o verdadeiro valor. Vocé ainda comete erros
guando suas previsbes sdo imparciais, mas 0s erros sdo menores [...]
(Kahneman, 2012, p. 241).

Assim, iremos associar o Sistema 1 ao pensamento intuitivo e, portanto,
operador do significado intuitivo da probabilidade, a medida que ao Sistema 2 iremos
associar o produto da experiéncia subjetiva (crencas + novas informacdes) e, portanto,
operador do significado subjetivo da probabilidade. Podemos considerar a
probabilidade subjetiva como a opinido quantificada (Kahneman, 2012), sendo tal
consideracao adotada, por exemplo, pela moderna teoria da decisao.

O significado subjetivo da probabilidade envolve a revisao e atualizagéo de

probabilidades resultantes de novos pontos de vista. Descreve o0 grau de crenca
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baseado no conhecimento e na experiéncia subjetiva. Assim, a probabilidade de um
evento incerto pode ser diferente para diferentes pessoas (Batanero, 2005).

Por exemplo, ao precisar atravessar uma ponte de madeira velha e desgastada,
o Sistema 1, por meio especialmente do nosso repertério emocional, faz-nos sentir
medo (emocédo) e automaticamente aciona nossa intuicdo de que ha um risco alto em
passar por ali. Concebemos intuitivamente uma probabilidade para o evento da ponte
cair.

O Sistema 2 passa a operar com essa intuicao e, a partir dos conhecimentos e
experiéncias do sujeito, toma uma decisdo: alguém que ja tenha visto uma ponte
dessas cair pode atribuir uma probabilidade maior para a recorréncia e decidir ndo
passar, enquanto uma pessoa que nunca tenha tido essa experiéncia atribua uma
probabilidade menor para a queda e decida passar. Essa concepcao subjetiva da
probabilidade esta presente no nosso cotidiano com grande frequéncia.

Ha uma forte influéncia dos estudos de Bayes sobre o significado subjetivo da
probabilidade, constituindo as ferramentas matematicas operacionais para
atualizacdo de probabilidades subjetivamente (citamos a probabilidade condicional e
os teoremas da probabilidade total e de Bayes como algumas dessas ferramentas).
Uma vez que “A Inferéncia Bayesiana [...] toma como uma de suas bases o fato de
que todas as probabilidades sdo subjetivas” (Bussab, Morettin, 2002, p. 121), ela
costuma aparecer associada ao significado subjetivo da probabilidade.

Mas, quando, exatamente, uma probabilidade é condicionada? Quando uma
nova informacdo € capaz de modificar esta probabilidade. Por exemplo, “A
probabilidade de contrair cancer caso vocé seja fumante é condicionada” (Dancey,
2006, p. 110), uma vez que a informacdo “ser fumante” altera a probabilidade de
contrair cancer. O conhecimento de probabilidade condicionada, alids, é muito
necessario para a pesquisa em psicologia (Dancey, 2006).

O Jogo de Palitinhos, ou apenas palitinho ou purrinha, é uma brincadeira muito
popular entre amigos, com relatos de variacdes vindas desde a Roma do século IV
d.C. e que figuram, até hoje, nos botecos brasileiros. E “jogado com nimero ilimitado
de jogadores, em que cada um deles possui de zero a trés palitinhos e arrisca um
palpite. O ganhador é aquele que acerta a soma dos palitinhos de todos os

participantes” (Lima, 2015, p. 1).
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Este jogo é pura probabilidade condicional. Consideremos dois jogadores: a

conforme a Figura 7.

Figura 7: Espago amostral do Jogo de Palitinhos.

3+0
2+0 2+1 3+1
1+0 1+1 1+2 2+2 3+2
0+0 0+1 0+2 0+3 1+3 2+3 3+3
Soma 0 Soma 1 Soma 2 Soma 3 Soma 4 Soma 5 Soma 6

soma pode ser qualquer numero de 0 a 6, em um espaco amostral ndo-equiprovavel,

Fonte: Vasconcelos e Rocha (2023).

Seja 0 evento A = {Obter soma 0}, a probabilidade P(A) de ocorréncia deste
evento € 1/16 = 6,25%. Entretanto, se um dos participantes tem pelo menos um
palitihnho na mao, para este participante, esta informacdo B =
{Possuo pelo menos um palitinho na miao} altera a probabilidade de a soma ser 0, que
passa a ser nula (se ele tem pelo menos um palitinho, é impossivel a soma resultar
em 0). Ou seja, 0 sujeito conhece B e passa a ter opinido P(B) sobre A. Assim, a
probabilidade de obter a soma 0 caso vocé tenha pelo menos um palitinho na méo é
condicionada: a probabilidade de A, dado que ocorreu B, é zero.

P(B) = 0.

Neste jogo, a informacao de quantos palitinhos se tem na prépria mao sempre
condicionara as probabilidades de obtencdo de cada soma.

A probabilidade pode, também, ser compreendida axiomaticamente, quando
definida a partir de um conjunto de propriedades. De um ponto de vista formal e
axiomatico, “a probabilidade € um objeto que satisfaz determinados axiomas, obtendo
os resultados tedricos mediante dedugdes légicas” (Godino, Batanero, Castellanos,
1991, p. 19, traducdo nossa). No significado axiomatico da probabilidade, a
probabilidade é vista como um modelo matematico constituido sobre um conjunto de
axiomas a partir dos quais toda a teoria pode ser desenvolvida e utilizada para
descrever e interpretar a realidade dos fenbmenos aleatorios (Batanero, 2005).

No século XX, o russo Andrei Nicolaevich Kolmogorov estabeleceu alguns dos
principais fundamentos axiomaticos para a teoria das probabilidades. Se por um lado

a analise classica, como tema da Matematica, dedicava-se as fungfes continuas, 0s
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problemas da probabilidade costumavam se interessar pelos casos envolvendo
medidas discretas. Alguns dos mais notaveis avancos da Matematica, a exemplo das
extensdes do conceito de integracao, foram o ponto de virada para o casamento entre
a andlise com a probabilidade (Boyer, 1996).

Um filho deste casamento é a definicdo que segue, na qual a probabilidade &
estabelecida sobre um conjunto solido de axiomas, assumindo, assim, um novo
significado.

Dizemos que P é uma funcdo que a cada conjunto A associa um numero real
gue se chama Probabilidade de A e se representa por P(A). Esta funcao satisfaz os
seguintes axiomas:

Axioma 1 — A probabilidade de qualquer acontecimento, independente de
qual seja o conjunto A, sempre é maior ou igual a zero (ndo-negativa).
P(A) =0

Axioma 2 — A probabilidade do acontecimento certo S, sempre € 1.
P(S) =1

Axioma 3 - Dados dois conjuntos A e B disjuntos, a probabilidade de
ocorrer Aou B, ou seja, da sua unido, sempre é igual a soma das
probabilidades de cada um destes eventos.

ANB =0 - P(AUB) = P(A) + P(B)

E possivel verificar que o Axioma 3 também inclui os casos com mais de
dois conjuntos mutuamente exclusivos. Uma versao expandida do Axioma
3, que inclui o caso de S nao ser finito, €

Axioma 3* — Se A4, A4,, As, ... so conjuntos disjuntos dois a dois, entdo
P(UZ14) = ) P(4)
i=1

Estes sdo os trés axiomas para a probabilidade de Kolmogorov (Martins, 2015),
gue estabelecem a base do significado axioméatico da probabilidade. As
probabilidades classica, frequentista e subjetiva satisfazem os trés axiomas de
Kolmogorov. Vamos verificar esse fato para a probabilidade frequentista:

Seja f(A) a frequéncia relativa de um evento A. E de facil conclus&o que:
1) f(A)=0;
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2) Se A é um evento certo, este evento ocorrera todas as vezes e, portanto, f(A) =
1.
3) Se A e B séo dois eventos disjuntos, a frequéncia relativa acumulada de A e B é
dada pela frequéncia da unido destes eventos, ou seja,
ANB=0 - f(AUB) = f(A)+ f(B).

Logo, de fato, a probabilidade frequentista satisfaz os trés axiomas de
Kolmogorov.

A partir do exposto, compreendemos que a probabilidade possui, acima de
tudo, uma importante funcéo social, uma vez que “esta entrelacada em uma ampla
gama de situagbes do mundo real e processos de forma implicita e explicita” (Gal,
2005, p. 63, traducdo nossa). Ainda que o estudante consiga operacionalizar
situacdes que envolvam todos os significados da probabilidade, quais os tipos de
conhecimento ele precisa ter para atuar critica e ativamente na sociedade? Gal (2005)
aponta um modelo de letramento probabilistico, sintetizado no Quadro 4, que traz

algumas respostas para este questionamento.

Quadro 4: Modelo de letramento probabilistico de Gal.

Elementos de conhecimento Elementos disposicionais

Grandes ideias

Célculo e estimativa Postura critica
Linguagem Crencas e atitudes
Contexto Sentimentos pessoais

Questdes criticas

Letramento Probabilistico

Fonte: Baseado em Gal (2005).
Gal (2005) construiu esse modelo propondo dois grandes blocos de

conhecimentos minimos necessarios para que um cidaddo esteja alfabetizado
probabilisticamente: elementos de conhecimento e elementos disposicionais (ver

Figura 8).
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Figura 8: Elementos constituintes do letramento probabilistico.

Grandes Calculo e Postura
ideias estimativa critica

Questdées | Crengas e |Sentimentos
criticas atitudes pessoais

Elementos de conhecimento Elementos disposicionais

Linguagem | Contexto

Fonte: Baseado em Gal (2005).

Grandes Ideias é um elemento que envolve o conhecimento e a mobilizacédo de
nocdes probabilisticas gerais, tais como variacdo, aleatoriedade, independéncia,
previsibilidade e incerteza. O conhecimento destas ideias é fundamental para
entender, interpretar e comunicar adequadamente informacdes sobre o acaso.

Calculo e estimativa € um elemento relacionado com estimar, atribuir e calcular
probabilidades. Esta particularmente presente aqui os significados classico,
frequentista e subjetivo da probabilidade, quando empregados para expressar uma
probabilidade em termos de nimeros reais, seja calculando-a (ou aproximando-a) por
métodos matematicos e por experimentos, seja por atribuicdes subjetivas baseadas
em crengas pessoais.

Linguagem € um elemento que inclui vocabulos, termos e expressdes da lingua
materna que sao utilizados, e como sao utilizados, para comunicar sobre 0 acaso.
Podemos citar, por exemplo, termos que séo tratados como sindnimos, mas que nao
possuem o mesmo significado e como o emprego da gramatica pode alterar o
significado de uma mensagem.

O vocabulo chance costuma ser utilizado como sindnimo para oportunidade
(“vocé poderia me dar mais uma chance?”) e para a probabilidade. Embora seja
correto afirmar que quanto maior a chance de sucesso de um evento maior sera a
probabilidade de ocorréncia deste evento, ndo € verdade que estes vocabulos sejam
sinbnimos. A probabilidade expressa uma expectativa de sucesso de um evento
contido em um universo de possibilidades, podendo ser quantificada e expressa por
um numero real p. Para cada expectativa de sucesso ha uma consequente expectativa
de fracasso que €&, também, uma probabilidade. Se a probabilidade de sucesso é p,
entdo a probabilidade de fracasso € (1 — p), como visto nos ensaios de Bernoulli.

A chance, por sua vez, estabelece uma comparacdo entre estas duas
expectativas, de sucesso e de fracasso do evento, podendo ser expressa por uma

razao c, tal que
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Ao lancar um dado honesto de 4 faces, a probabilidade de obter a face com 1

ponto & uma expectativa de obter essa face em relacdo ao total de possibilidades, ou

seja, % , “um em quatro”, 25%. Segue, portanto, que a probabilidade de fracasso (ndo

obter a face com 1 ponto), sera Z , “trés em quatro”, 75%. A chance de obter a face

com 1 ponto ao langar um dado honesto de 4 faces, entretanto, expressa a expectativa
de sucesso relativa a expectativa de fracasso, ou seja, uma razao entre as
probabilidades de sucesso e fracasso, dada por

025 1

0,75 3

ou seja, “um para trés”.

Em termos praticos, essa razdo nos informa que a probabilidade de fracasso é
o triplo da probabilidade de sucesso, mas nao informa estas probabilidades em si.
Razdes que expressam chance sdo mais comuns em apostas do que razdes que
expressam probabilidade. Isso ocorre porque a chance € uma razdo que compara
explicitamente as possibilidades de vitéria e perda, o que é muito Gtil para quem
aposta. A chance de vitoria de “um para quatro” descreve em uma linguagem explicita
que had uma possibilidade de vitéria para cada quatro possibilidades de perda,
informacé&o que ndo se da de maneira tdo explicita na probabilidade de vitoria de 20%
(que é a mesma coisa).

Note o uso das preposicOes em e para ao comunicar esses resultados e como
elas modificam completamente o significado da informac&o. E um exemplo de como
o bom uso da gramatica pode atuar em favor da probabilidade, a medida que o seu
mau uso pode comprometé-la. Para comunicar circunstancias de natureza aleatéria,
adotam-se termos e jargdes proprios. Escolher inadvertidamente estes termos pode
comprometer a compreensdo da mensagem que se deseja comunicar e até a
veracidade dela. Além do exemplo das preposi¢cdes (em, para etc.), temos adjetivos
(possivel, previsivel, factivel, viavel etc.), advérbios (pouca, muito, grande etc.),
numerais (dois, cinco, um quarto etc.) e demais classes gramaticais empregadas na
constituicdo de uma linguagem probabilistica propria para comunicar, mas, se mal-
empregada, para confundir ou enganar. Por exemplo, “Os enunciados: <<chovera

amanha>>, <<provavelmente chovera amanha>>, descrevem a mesma realidade. A
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diferenca estd no modo de afirmacéo: o primeiro € categorico, incondicional e o
segundo é gradual e cauteloso” (Godino, Batanero, Castellanos, 1991, p. 20, traducéo
nossa).

Contexto € um elemento que versa sobre a compreensédo e a aplicagdo das
guestdes probabilisticas nos mais variados contextos (sociais, culturais, econémicos
etc.) e discursos (pessoais e publicos). Trata da importancia de empregar as grandes
ideias conhecidas, os calculos e as estimativas realizados e a linguagem empregada
quanto ferramentas para inferir sobre contextos reais.

Questdes criticas, por sua vez, € um elemento também de natureza
fundamentalmente social, porém mais interessado na reflexdo e acéo critica frente as
situagdes que lidam com a probabilidade nos variados contextos. Aqui ndo basta
compreender e aplicar, € necessario também agir critcamente e com
responsabilidade diante das demandas sociais, como 0S preconceitos e as
desigualdades.

Os elementos disposicionais (Postura critica, Crencas e atitudes e Sentimentos
pessoais) envolvem as mudancas nas relagdes intrapessoais e interpessoais que se
operam por meio do conhecimento probabilistico. E o conhecimento que se opera a
partir das e para as relacées.

Conclui-se, assim, que para uma boa formacdo em probabilidade, é
imprescindivel que os estudantes tenham a oportunidade de operar com todos 0s
significados da probabilidade (intuitivo, classico, frequentista, subjetivo e axioméatico)
e mobilizar todos os elementos do modelo de letramento probabilistico (elementos de
conhecimento e elementos disposicionais), de maneira articulada (relacionando os
significados da probabilidade entre si, os elementos do letramento probabilistico entre
si e os significados da probabilidade com os elementos do letramento probabilistico)
e espiralada (em todos os anos escolares da Educacéo Basica). Tal perspectiva é
adotada neste trabalho. Entretanto, o recorte aqui realizado esta interessado em
estudar com mais profundidade o significado frequentista da probabilidade.

O ensino e a aprendizagem do significado frequentista da probabilidade séo
fruto de, entre outras coisas, a historia do desenvolvimento desta area, as dimensdes
epistemoldgicas, historicas e sociais apontadas por pesquisadores e as prerrogativas
do proéprio sistema de ensino adotado. Por esta razdo que diferentes paises adotam
diferentes posicionamentos sobre o que, e como, ensinar probabilidade. No Brasil, os

documentos curriculares nacionais em vigéncia (como, por exemplo, os PCN e a



46

BNCC) sédo fundamentais para compreender o panorama do ensino e da
aprendizagem da probabilidade, pois sdo a fonte sobre a qual emergem os curriculos
estaduais e municipais, estabelecendo as diretrizes para a elaboracdo de material
didatico e programas de diversos processos seletivos do pais.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) destaca que a Matematica também
estuda “a incerteza proveniente de fendmenos de carater aleatério” (Brasil, 2018, p.
265) e ndo apenas fendbmenos deterministicos. A BNCC enumera um conjunto de
ideias fundamentais dos campos que compdem a Matemética, entre as quais é citada
a “variagao”. A BNCC propde cinco Unidades Tematicas, sendo uma delas a
"Probabilidade e estatistica”, que envolve a incerteza e o tratamento dos dados.
Destaca as situacdes-problema da vida cotidiana e a tomada de decis6es adequadas
como impulsionadoras para os conhecimentos desta Unidade Temética, assim como
sugere 0 uso de tecnologias, como as planilhas eletrénicas (Brasil, 2018).

Para a etapa do Ensino Fundamental, o principal objetivo das nocdes de
probabilidade nos anos iniciais “é promover a compreensdo de que nem todos os

fenbmenos sdo deterministicos” (Brasil, 2018, p. 274).

No tocante & Probabilidade, os estudantes do Ensino Fundamental tém a
possibilidade, desde os anos iniciais, de construir o espa¢co amostral de
eventos equiprovaveis, utilizando a arvore de possibilidades, o principio
multiplicativo ou simulag@es, para estimar a probabilidade de sucesso de um
dos eventos (BRASIL, 2018, p. 528, grifo nosso).

A BNCC reforga a importancia em desenvolver a nogao de aleatoriedade, de
que ha eventos certos, impossiveis e provaveis, complementando que “é importante
gue os alunos verbalizem, em eventos que envolvem 0 acaso, 0s resultados que
poderiam ter acontecido em oposi¢ao ao que realmente aconteceu” (Brasil, 2018, p.
274), em total consonancia com as posi¢coes de Taleb (2021) e Kahneman (2012)
sobre o0 acaso.

Ainda para a etapa do Ensino Fundamental, o principal objetivo das nog¢oes de
probabilidade nos anos finais é ampliar e aprofundar as ideias discutidas nos anos
iniciais, realizando experimentos envolvendo fendmenos aleatorios e simulagdes,
estabelecendo um explicito destaque a probabilidade frequentista. A BNCC associa a
probabilidade, também, aos problemas de contagem, em especial para enumeracao
dos elementos do espag¢o amostral (Brasil, 2018).

Uma vez que a BNCC é construida com foco no desenvolvimento de

competéncias, ela estabelece 10 Competéncias Gerais da Educacdo Basica. Para
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cada area do conhecimento (a Matematica € uma das areas do conhecimento), sao
propostas competéncias especificas de area. A area de Matematica (cujo Unico
componente curricular € a propria Matemética) possui 8 Competéncias Especificas
para a etapa do Ensino Fundamental e 5 Competéncias Especificas para a etapa do

Ensino Médio. O Quadro 5 descreve todas as habilidades de Matematica do Ensino

Fundamental que estéo relacionadas com a aprendizagem da probabilidade.

Quadro 5: Habilidades da BNCC correlatas a probabilidade no Ensino Fundamental.

Cddigo da Série Objetos de conhecimento Descricéo

habilidade

(EFO1IMAZ20) | 1° ano | Nocdo de acaso Classificar eventos envolvendo o
acaso, tais como “acontecerad com
certeza”, “talvez acontega” e “é
impossivel acontecer”, em situagdes do
cotidiano.

(EFO2MA21) | 2° ano | Anadlise da ideia de aleat6rio em | Classificar resultados de eventos
situacdes do cotidiano cotidianos aleatérios como “pouco

provaveis”, “muito provaveis”,
“‘improvaveis” e “impossiveis”.

(EFO3MA25) | 3°ano | Andlise da ideia de acaso em | ldentificar, em eventos familiares
situacdes do cotidiano: espaco | aleatérios, todos o0s resultados
amostral possiveis, estimando os que tém

maiores ou menores chances de
ocorréncia.

(EFO4MA26) | 4° ano | Analise de chances de eventos | Identificar, entre eventos aleatérios
aleat6rios cotidianos, aqueles que tém maior

chance de ocorréncia, reconhecendo
caracteristicas de resultados mais
provaveis, sem utilizar fracdes.

(EFO5MA22) | 5°ano | Espaco amostral: analise de | Apresentar todos o0s  possiveis
chances de eventos aleatorios resultados de um  experimento

aleatério, estimando se  esses
resultados séo igualmente provaveis
ou néo.

(EFO5MA23) | 5°ano | Calculo de probabilidade de | Determinar a  probabilidade de
eventos equiprovaveis ocorréncia de um resultado em eventos

aleat6rios, quando todos os resultados
possiveis ttm a mesma chance de
ocorrer (equiprovaveis).

(EFOBMA30) | 6° ano | Calculo de probabilidade como a | Calcular a probabilidade de um evento
razdo entre o0 numero de | aleatdrio, expressando-a por numero
resultados favoraveis e o total de | racional (forma fracionaria, decimal e
resultados possiveis em um | percentual) e comparar esse nimero
espaco amostral equiprovavel | com a probabilidade obtida por meio de
Célculo de probabilidade por | experimentos sucessivos.
meio de muitas repeticdes de
um experimento (frequéncias de
ocorréncias e probabilidade
frequentista)

(EFO7MA34) | 7°ano | Experimentos aleatérios: | Planejar e realizar experimentos
espaco amostral e estimativa de | aleatdrios ou simulages que envolvem
probabilidade por meio de | célculo de probabilidades ou
frequéncia de ocorréncias estimativas por meio de frequéncia de

ocorréncias.

Continua
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Cddigo da
habilidade

Série

Objetos de conhecimento

Descricéo

(EFO8MA22)

8° ano

Principio da
contagem
Soma das probabilidades de

todos o0s elementos de um

multiplicativo

Calcular a probabilidade de eventos,
com base na construcdo do espaco
amostral, utlizando o principio
multiplicativo, e reconhecer que a soma

espago amostral das probabilidades de todos os
elementos do espago amostral é igual
al.

Reconhecer, em experimentos
aleatérios, eventos independentes e
dependentes e calcular a probabilidade

de sua ocorréncia, nos dois casos.

(EFO9MA20) | 9°ano | Andlise de probabilidade de
eventos aleatérios: eventos

dependentes e independentes

Fonte: Brasil (2018).

Como visto, “para garantir o desenvolvimento das competéncias especificas,
cada componente curricular apresenta um conjunto de habilidades” (Brasil, 2018, p.
28). No Ensino Fundamental, as habilidades s&o dispostas de maneira seriada (do 1°
ao 9° ano). No Ensino Fundamental, cada habilidade € identificada por um cdédigo
alfanumérico que indica a etapa, 0 ano, 0 componente curricular e a numeracao
sequencial do ano. Por exemplo, EFO1MAZ20 indica a habilidade (20) de Matematica
(MA) do 1° ano (01) do Ensino Fundamental (EF) (Brasil, 2018).

Para a etapa do Ensino Médio, a BNCC sugere a consolidagédo, ampliacao e
aprofundamento das aprendizagens desenvolvidas na etapa do Ensino Fundamental.
Cita o uso de noc¢des probabilisticas, entre outras, para interpretar, construir modelos,
resolver e elaborar problemas, no ambito da Competéncia Especifica 3 de Matematica
para o Ensino Médio (Brasil, 2018). O Quadro 6 descreve todas as habilidades de
Matematica do Ensino Médio que estdo relacionadas com a aprendizagem da

probabilidade.

Quadro 6: Habilidades da BNCC correlatas a probabilidade no Ensino Médio.

Cdédigo da Descricédo
habilidade

(EM13MAT310) | Resolver e elaborar problemas de contagem envolvendo agrupamentos ordenaveis
ou nao de elementos, por meio dos principios multiplicativo e aditivo, recorrendo a
estratégias diversas, como o diagrama de arvore.

(EM13MAT311) | Identificar e descrever o espago amostral de eventos aleatorios, realizando
contagem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o
célculo da probabilidade.

(EM13MAT106) | Identificar situacBes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas
levando-se em conta o0s riscos probabilisticos (usar este ou aquele método
contraceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.).

(EM13MAT312) | Resolver e elaborar problemas que envolvem o célculo de probabilidade de
eventos em experimentos aleatérios sucessivos.

(EM13MAT511) | Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagcos amostrais, discretos ou
ndo, e de eventos, equiprovaveis ou nado, e investigar implicacées no calculo de
probabilidades.

Fonte: Brasil (2018).
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No Ensino Médio, cada habilidade é identificada por um codigo alfanumérico
gue indica que a habilidade pode ser desenvolvida em qualquer série do Ensino Médio
(cédigo 13), a area ou componente curricular, a competéncia especifica a qual a
habilidade esta relacionada e a numeragéo sequencial na competéncia. Por exemplo,
EM13MAT310 indica a 10a habilidade (10) da Competéncia Especifica 3 (3) da area
de Matematica (MAT) no Ensino Médio (EM), podendo ser desenvolvida em qualquer
série do Ensino Médio (13). (Brasil, 2018).

Portanto, é imperativo discutir o ensino e a aprendizagem da probabilidade
também com professores na formacao inicial e continuada (Carvalho, 2017) para
melhores abordagens junto a Educacdo Basica. Schereiber e Porcilncula (2021)
identificaram nas narrativas de um grupo com 18 professoras e professores o discurso
coletivo “incompreensdes dos discentes e estratégias pedagdgica para o ensino dos
conceitos estatisticos”, que descreve alguns relatos destes docentes sobre lacunas e
dificuldades na estatistica e probabilidade. No que tange a probabilidade,
procedimentalmente, foram citadas dificuldades no calculo com fracdes e fatoriais,
assim como a necessidade de conhecimentos prévios em anélise combinatéria, como
elementos que dificultam a aprendizagem em probabilidade pelos estudantes.
Didaticamente, transversal a esse discurso coletivo, ha uma narrativa de que o
docente ndo conseguir entender qual a dificuldade da probabilidade nesse nivel
(conceitos introdutdrios de estatistica e probabilistica) complicam as tentativas de
tentar ajudar o estudante.

Numa pesquisa com 19 profissionais que ensinam matematica, Pinheiro, Silva
e Pietropaolo (2018) identificaram a manifestacdo, predominante, de conhecimentos
intuitivos  pelos professores, mas pouco aprofundamento no dominio de
conhecimentos explicitos ligados a probabilidade. Tal observacao esta alinhada com
0 observado em Campos e Pietropaolo (2013), que verificaram que os docentes
tinham pouco conhecimento de conteudo especializado e que guardavam uma
compreensao de ensino da probabilidade, principalmente, como a razdo entre dois
nameros inteiros positivos. Estas pesquisas apontam para a importancia de cursos de
formacao inicial e continuada que conduzam a uma reflexdo sobre o ensino e a
aprendizagem de nocdes probabilisticas e das dificuldades dos estudantes, inclusive
desde as fases iniciais de escolarizacdo (Campos, Pietropaolo, 2013; Pinheiro, Silva,
Pietropaolo, 2020).
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Diante do vasto campo de atuacdo da probabilidade, com seus muitos
significados, desenvolvemos uma proposta com foco na constru¢cdo do significado
frequentista da probabilidade, utilizando como ponto de partida uma corrida que, a

principio, pode parecer comum, mas na verdade € uma corrida bem... maluca.

2.3 CORRIDA MALUCA

A corrida de cavalos com dois dados é um jogo classico, muito popular em
estudos sobre a probabilidade. Langcam-se dois dados e calcula-se a soma da
pontuacao obtida nos dois para determinar qual cavalo (cuja numeracao € esta soma)
se moveria um espaco a frente. O processo se repete até que um dos cavalos percorre
o comprimento total da trilha e cruze a linha de chegada. Uma trilha de comprimento
2 indica que o cavalo vencedor precisa se mover exatamente 2 espacos a frente, uma
trilha de comprimento 3 indica que o cavalo vencedor precisa se mover exatamente 3
espacos a frente, e assim por diante.

Foster e Martin (2016) estudaram a corrida de cavalos com dois dados de 6
faces e cavalos numerados de 1 a 12, o modelo mais classico do jogo. Com este jogo,
espera-se que o estudante perceba, entre outras coisas, que o cavalo 1 nunca sairia
da partida, que os cavalos de 2 a 12 ndo possuem a mesma probabilidade de vencer
e que o cavalo 7 tem a vitéria mais provavel (Foster, Martin, 2016). Embora seja
possivel notar, até intuitivamente, que o cavalo 7 tem a vitéria mais provavel, como
isso pode ser demonstrado? Qual a chance de um determinado cavalo vencer e como
o comprimento da trilha afeta nisso? (Foster, Martin, 2016)

Apenas com os 11 cavalos que podem vencer, mesmo para uma trilha de
comprimento 2, calcular a probabilidade de qualquer cavalo em particular € muito
complicado, pois temos que considerar o que todos 0s outros cavalos estédo fazendo.
Foster e Martin (2016) implementaram uma simulagdo computacional que rodou a
corrida de cavalos 1 milhdo de vezes para diferentes comprimentos da trilha e
repetiram algumas vezes até que obtiveram resultados consistentes com trés casas

decimais (Ver Tabela 1).
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Tabela 1: A probabilidade (correta com trés casas decimais) de cada cavalo vencer corridas de
diferentes comprimentos de trilha.

Track length

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 0.028 0.009 0.003 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

3 0.056 0.034 0.021 0.014 0.009 0.006 0.004 0.003 0.002 0.001

4 0.083 0.069 0.057 0.047 0.039 0.032 0.027 0.023 0.019 0.016

. 5 0.111 0.113 0.110 0.105 0.099 0.093 0.088 0.083 0.078 0.074
z 6 0.139 0.164 0.179 0.187 0.193 0.197 0.199 0.201 0.201 0.202
£ 7 0.167 0.221 0.261 0.293 0.320 0.343 0.363 0.382 0.399 0.415
8 0.139 0.164 0.179 0.187 0.193 0.197 0.199 0.201 0.201 0.202

9 0.111 0.113 0.110 0.105 0.099 0.094 0.088 0.083 0.078 0.074

10 0.083 0.069 0.057 0.047 0.039 0.032 0.027 0.023 0.019 0.016

11 0.056 0.034 0.021 0.014 0.009 0.006 0.004 0.003 0.002 0.001

12 0.028 0.009 0.003 0.001 0.001 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Fonte: Foster e Martin (2016).

Ja sabiamos da vantagem do cavalo 7, mas esta vantagem aumenta
consideravelmente com o aumento do comprimento da trilha, conforme podemos
notar na Tabela 1 e na Figura 9.

Figura 9: Probabilidade de vitéria de cada cavalo para trilhas com comprimento de 1 a 10.

0.45 1

Track length
10

0.40 A

0.35 A

0.30 A

SNWAOON®O
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0.10
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0.00 f— :
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Horse

Fonte: Foster e Martin (2016).
Devido as dificuldades em mensurar as probabilidades de vitéria de cada

cavalo, mesmo para corridas com comprimento da trilha igual a 2, Foster e Martin
(2016) apontam que usar este jogo apenas para ilustrar os resultados de um unico
lancamento de dois dados pode ser inutil. O argumento € coerente e solido,
exatamente por este motivo o apresentamos aqui, e vocé pode assumir tal posicao.
Todavia, enxergamos na ludicidade do jogo razdes suficientes para a manutencao da
sua aplicagcdo em sala de aula, ainda que ndo nos debrucemos sobre mais do que

uma corrida de comprimento da trilha igual a 1 (um Unico lancamento do par de



52

dados), desde que se diferencie explicitamente a diferenca entre a probabilidade de
obter cada uma das somas e a probabilidade de vitéria de cada cavalo (valor que varia
com o comprimento da trilha).

Nesta pesquisa, utilizamos uma variacdo do jogo corrida de cavalos com dois
dados, mas desta vez utilizando dados tetraédricos (com 4 faces) e cavalos
numerados de 1 a 9. O jogo serviu como motivacao inicial para o estudo de um
experimento aleatério envolvendo a soma dos resultados no langamento de dois
dados tetraédricos. A simulagdo computacional foi realizada no aplicativo para
smartphones Suite GeoGebra, inserida no modelo tedrico das Orquestracdes
Instrumentais. O préximo capitulo é um quadro sobre o qual sera possivel
acompanhar a feitura do desenho desta proposta para discutir o significado
frequentista da probabilidade na Educacao Basica.
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3 UMA EXCURSAO PELOS FUNDAMENTOS DO CONCERTO: ALGUMAS
CONSIDERACOES SOBRE A ORQUESTRA E OS INSTRUMENTOS

O tratamento matematico dado ao significado frequentista da probabilidade
envolve ideias intimamente relacionadas com a experimentacdo. Neste capitulo, uma
discussdo sobre a abordagem computacional que pode ser dada a essas
experimentacdes pretende justificar o desenho proposto nesta pesquisa que agrega,
de maneira indispensavel, o modelo de Orquestracao Instrumental (Trouche, 2005).

Por esta razdo, apresentam-se as principais caracteristicas deste modelo,
empregado neste trabalho pelo seu potencial em proporcionar uma gestéo eficiente e
harmonica dos sujeitos e instrumentos envolvidos em um processo de ensino e
aprendizagem. Uma vez que o artefato central da proposta que sera apresentada € o

GeoGebra, abordam-se neste capitulo alguns dos seus principais elementos.

3.1 ABORDAGEM COMPUTACIONAL: POR ONDE E POSSIVEL IR AINDA MAIS
LONGE

A experimentacdo € importante, como um todo, na aprendizagem da
Matemética (Brasil, 2018), mas é imprescindivel ao lidar com o significado frequentista
da probabilidade, devido a natureza empirica inerente da sua propria definicdo. Esta
experimentacdo se da por meio de simulacfes, que podem ser manuais (lancar uma
moeda repetidas vezes) ou computacionais (utilizar programas de computador para
reproduzir o lancamento de uma moeda repetidas vezes). As simulagbes manuais sao
muito interessantes, mas possuem de imediato a limitacdo no numero plausivel de
repeticbes possiveis de se realizar. Neste sentido, as simulacbes computacionais
oferecem significativos avancgos, visto que “a disponibilidade de computadores faz
mais do que agilizar certas tarefas repetitivas, mas cria a possibilidade de resolvermos
problemas de maneira diferente do que poderiamos sem eles” (Barichello, 2021, p. 3).

Com isso, “estudos de simulacédo tentam reproduzir num ambiente controlado
0 que se passa com um problema real” (Bussab, Morettin, 2022, p. 231), constituindo
uma “relagdo simbidtica entre matematica e computadores" (Warsi, 2020, p. 17), o
que demanda a construcdo de um novo tipo de pensamento: 0 pensamento
computacional.

Assim, as simulagbes computacionais contribuem, também, com o

desenvolvimento de habilidades relacionadas ao pensamento computacional, que sao
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aquelas “envolvidas no processo de resolver problemas de maneira que um
computador seja capaz de realizar essa solugao” (Barichello, 2021, p. 3). A BNCC
reforga que as aprendizagens em probabilidade e estatistica “podem contribuir para o

desenvolvimento do pensamento computacional dos alunos” (Brasil, 2018, p. 271).

Associado ao pensamento computacional, cumpre salientar a importancia
dos algoritmos e de seus fluxogramas, que podem ser objetos de estudo nas
aulas de Matematica. Um algoritmo € uma sequéncia finita de procedimentos
que permite resolver um determinado problema. Assim, o algoritmo é a
decomposicdo de um procedimento complexo em suas partes mais simples,
relacionando-as e ordenando-as, e pode ser representado graficamente por
um fluxograma (Brasil, 2018, p. 271).

Em processos, “‘um algoritmo representa uma sequéncia finita de passos
estruturados para resolver um determinado problema ou automatizar uma tarefa.
Geralmente, algoritmos contém pontos de deciséo e de repeticdo” (Andrade, 2020, p.
125). Uma das principais caracteristicas de um algoritmo é a decomposicao, ou seja,
tomar um problema mais amplo e o decompor em partes menores que sao mais faceis
de executar. Um algoritmo precisa de trés partes: entrada, processamento e saida de
dados (ver Figura 10).

Figura 10: Partes de um algoritmo.

ENTRADA — > PROCESSAMENTO ——> SAIDA
As informagfes necessarias S&o avaliadas as expressfes  Os resultados do processamento
para executar o algoritmo algébricas, de relagdo e sdo enviados para o usuario por
entram por meio de l6gicas, assim como as meio de um dispositivo de saida
dispositivos de entrada estruturas de condicao e de (monitores, impressoras e caixas
(teclado, mouse, camera, repeticao. de som etc.).

escaner, microfone, leitor de
cbdigo de barras, joystick e
monitores touch-screen etc).

Média = 7,5 |

llustragoes: Rafael L. Gaion

Rafael L. Gaion e Sergjo L. Filho

Fonte: Andrade (2020, p. 125) (adaptado).

Para ser executado, um algoritmo necessita de uma linguagem de
programacao. “Uma linguagem de programacgao € um conjunto de regras sintaticas e
semanticas utilizadas para transformar um algoritmo em um programa de computador”
(Andrade, 2020). Assim, por meio da linguagem de programacdo, um algoritmo é
compilado e compreendido pela maquina.
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Um diagrama muito popular para registro visual de algoritmos é o fluxograma.
“Os fluxogramas sdo uma maneira de representar algoritmos que fazem uso de um
arranjo visual para deixar claro o fluxo, ou seja, a sequéncia em que comandos devem
ser realizados” (Barichello, 2023, p. 9). Neste arranjo visual, a forma de cada simbolo

indica uma funcao especifica dentro do algoritmo (ver Quadro 7).

Quadro 7: Principais simbolos usados na elaboracédo de fluxogramas.

Simbolo Funcao
Indica o inicio e o fim do fluxograma.
Inicio/Fim
Dados Indica a entrada (input) e a saida (output) de dados.
p Indica a execucgédo/processamento de uma operacgao.
rocesso
Uma pergunta € realizada para que a resposta (“Sim” ou “Nao”)
_— determine a sequéncia do fluxo.
Decisao
Setas sdo usadas para conectar os passos do fluxograma indicando
o fluxo da solucéo do problema.

Fonte: Vieira Janior (2021) (adaptado).

O fluxo (a ordem correta de execuc¢do das partes do algoritmo) é indicado por
meio de setas (ver Figura 11).

Figura 11: Representacao do fluxo entre duas etapas em um fluxograma.

A > B

Fonte: Silva (2020).

O fluxograma a seguir apresenta um algoritmo para a determinacdo da
paridade de um numero natural (ver Figura 12).
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Figura 12: Fluxograma para determinar a paridade de um nimero natural.

Inicio

:

Escrever o niimero
natural

O algarismo i X
das siidades @ Nio O numero natural é
impar

0,2,4,60u8?

lﬁm

O numero natural é
par

Y

(o)

Fonte: Vasconcelos (2022).

Note o sentido do fluxo indicado pelas setas e a forma de cada figura indicando
a sua funcéo: a elipse para indicar as terminac¢des (inicio e Fim), o losango para uma
decisao (O algarismo das unidades é 0, 2, 4, 6, ou 8?) e o retangulo para um processo
de uma operacao (O numero natural é impar ou O nimero natural é par).

Um complemento a BNCC foi aprovado pelo Parecer CNE/CEB n° 2/2022, com
normas especificas sobre Computacdo na Educacdo Basica (Brasil, 2022). Este
complemento dispdes de competéncias e habilidades sugeridas para cada etapa da
Educacao Basica no que tange ao pensamento computacional. Para o Ensino Médio,

sdo 7 competéncias sugeridas, que podem ser consultadas a seguir:

1. Compreender as possibilidades e os limites da Computacdo para resolver
problemas, tanto em termos de viabilidade quanto de eficiéncia, propondo e
analisando solugbes computacionais para diversos dominios do
conhecimento, considerando diferentes aspectos.

2. Analisar criticamente artefatos computacionais, sendo capaz de identificar
as vulnerabilidades dos ambientes e das solu¢des computacionais buscando
garantir a integridade, privacidade, sigilo e seguranca das informacdes.

3. Analisar situagbes do mundo contemporéaneo, selecionando técnicas
computacionais apropriadas para a solucao de problemas.

4. Construir conhecimento usando técnicas e tecnologias computacionais,
produzindo conteldos e artefatos de forma criativa, com respeito as questbes
éticas e legais, que proporcionem experiéncias para si e os demais.

5. Desenvolver projetos para investigar desafios do mundo contemporaneo,
construir solugdes e tomar decisdes éticas, democréaticas e socialmente
responsaveis, articulando conceitos, procedimentos e linguagens proprias da
Computacgédo preferencialmente de maneira colaborativa.
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6. Expressar e partilhar informacdes, ideias, sentimentos e solucdes
computacionais utilizando diferentes plataformas, ferramentas, linguagens e
tecnologias da Computacédo de forma fluente, criativa, critica, significativa,
reflexiva e ética.

7. Agir pessoal e coletivamente com respeito, autonomia, responsabilidade,
flexibilidade, resiliéncia e determinacéo, identificando e reconhecendo seus
direitos e deveres, recorrendo aos conhecimentos da Computagdo e suas
tecnologias frente as questdes de diferentes naturezas (Brasil, 2022, p. 61).

Varios elementos destas competéncias sdo contemplados na proposta da
pesquisa, tais como a compreensao sobre as possibilidades e os limites da
Computacdo na resolucdo de problemas que, associada a uma analise critica de
artefatos computacionais, permite selecionar técnicas computacionais apropriadas
para este fim. H4A também a construcdo de conhecimento usando técnicas e
tecnologias computacionais, no caso, constru¢cdo do significado frequentista da
probabilidade.

A fim de propiciar aos estudantes oportunidades para investigar empiricamente
o conceito de probabilidade frequentista, ja existem algumas ferramentas capazes de
simular computacionalmente nimeros pseudoaleatérios (NPA). Sdo chamados de
pseudoaleatérios por serem “obtidos por meio de técnicas que usam relagdes
matematicas recursivas deterministicas. Logo, um NPA gerado numa iteracao
dependera do numero gerado na iteracdo anterior e, portanto, ndo sera realmente
aleatdrio” (Bussab, Morettin, 2002, p. 233, grifo dos autores). A ciéncia da computacéo
ainda ndo resolveu o problema de gerar numeros que sejam verdadeiramente
aleatérios. Entretanto, o uso dos NPA é o suficiente para simular situacdes reais.

Podemos por meio de uma simulacdo computacional gerar NPA ao mesmo
tempo em que calculamos as frequéncias relativas de um determinado subconjunto
de resultados e observar estas frequéncias relativas se estabilizarem em torno de uma
probabilidade. Para isso, podemos utilizar, entre outras possibilidades, os pacotes
estatisticos Minitab e Splus, a planilha Excel (Bussab, Morettin, 2002) e a linguagem
R, obtendo diferentes formas de representacdo para os resultados’. Uma boa
possibilidade para as simulacdes é o uso do Portugol. O Portugol é uma linguagem

de programacédo criada especificamente para objetivos didaticos, com todos o0s

7 A aula Probabilidades: simulagdo de experimentos, da professora Flavia Landim, veiculada em janeiro de 2022
no Programa de Aperfeicoamento para Professores de Matemdtica do Ensino Médio (PAPMEM), do IMPA,
apresenta o uso do R para gerar NPA e discutir o significado frequentista da probabilidade. A aula esta disponivel
no Youtube pelo link https://youtu.be/73d0Qe4Elbo.
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comandos criados em portugués (o que contribui para facilitar a compreensao dos
estudantes nas constru¢des dos algoritmos).

Seja a seguinte situacdo: Nala possui quatro capas para o seu celular, todas
com o mesmo design e formato, distinguindo-se apenas pelas suas cores: preto, azul,
vermelho e salméo. Ela as guarda numa sacola de veludo que as protege de atritos.
Todos os dias ela utiliza uma das capas, mas a escolha é aleatdria: com as quatro
capas na sacola, ela escolhe uma ao acaso, sem ver, e utiliza durante o dia inteiro.

Podemos realizar uma simulagdo computacional para esta situagdo, com a
finalidade de obter as frequéncias relativas de retirada de cada uma das capas e
observar para qual valor elas se aproximam quando o numero de repetices aumenta.

A Figura 13 apresenta um algoritmo escrito em Portugol para esta situagéo e o
resultado da simulacgéo para 10, 100, 1 000 e 10 000 repeti¢des.

Figura 13: Simulagcdo com algoritmo escrito em Portugol.
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escreva ("

Fonte: O autor (2024).
Note cada frequéncia relativa “convergindo” para 25%, probabilidade esperada

teoricamente para a retirada de cada uma das cores. Imagina realizar esta mesma
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simulacdo manualmente? Retirar uma capa de uma sacola de veludo manualmente é
interessante, mas nao € pratico para 1 000 ou 10 000 vezes. Entretanto, € preciso
valores com estas magnitudes para observarmos melhor o comportamento das
frequéncias relativas e qual valor elas estéo estimando.

O presente trabalho propde discutir o significado frequentista da probabilidade
por meio de experimentacdes com simula¢cdes computacionais. Mas como um artefato
digital pode se tornar um instrumento de aprendizagem? Que tipos de esquemas
estdo envolvidos neste processo? Como planejar um método de ensino e
aprendizagem que maximize a gestdo destes elementos? O tdpico seguinte
apresentara o modelo de Orquestracdo Instrumental como uma possibilidade para

iSSO.

3.2 D3: DISPOSICOES X DECISOES X DESEMPENHO

Diversas teorias da aprendizagem consideram os esquemas de acao do
individuo. Vergnaud (1990) define esquema como “a organizagao invariante do
comportamento para uma dada classe de situagdes” (p. 136, tradugédo nossa). Ha um
conjunto de competéncias que 0 sujeito ja possui no seu gabarito de acdo para
resolver uma situacao, sendo 0os esquemas 0s elementos cognitivos que permitem a
acao do sujeito frente a classes de situacdes que os estudantes ndo possuem (ainda)
todas as habilidades para resolver (Vergnaud, 1990).

Diante de uma situacéo, o sujeito integra artefatos (sejam eles materiais ou
simbdlicos) aos esquemas, compondo assim os esquemas de utilizacdo do artefato.
Neste processo, em que o artefato é empregado na resolucédo de uma situacao por
intermédio de esquemas de utilizacado, tal artefato € instrumentalizado e, portanto,
configura-se como instrumento (Rabardel, 1995). Diz-se que se tem agora um sujeito
instrumentado, em condi¢cdes de utilizar aquele instrumento com a finalidade
elaborada para a situagao.

“O instrumento é uma entidade mista” (Rabardel, 1995, p. 64, tradugéo nossa),
incluindo o artefato, os esquemas de utilizacdo deste artefato e as representacdes
utilizadas pelo sujeito instrumentado e que sé&o necessarias ao uso do artefato. Por
meio do instrumento, o sujeito instrumentado é capaz de resolver a situacdo e
construir significados. A esse processo de instrumentagéo, da-se o nome de génese

instrumental.
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Observe o0 seguinte exemplo: um sujeito precisa desenhar uma linha reta
(situacao) e ndo dispde de uma régua, mas possui um lapis (artefato material). Assim,
ele cria esquemas de utilizacdo para o lapis, instrumentalizando o lapis como uma
régua. A partir deste momento, o artefato lapis torna-se instrumento para construir
linhas retas e o sujeito instrumentado passa a utilizar o lapis com este fim. Ocorreu

uma génese instrumental (ver Figura 14).

Figura 14: Génese instrumental.

SUJEITO ARTEFATO

- - SUJEITO
|| |

Fonte: Baseado em Rabardel (1995).
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Os esquemas sdo as “chaves” que destravam os artefatos, tornando-os
instrumentos que permitem ao sujeito “abrir as portas” para a solugao da situagdo. A
singularidade dos sujeitos impde uma interessante particularizacdo para todo este
processo: dois sujeitos distintos ndo destravam o mesmo artefato da mesma maneira
e, portanto, ndo sao instrumentados igualmente e ndo obtém exatamente 0s mesmos
instrumentos.

Sujeito, esquemas e artefatos sdo uma simbiose indispensavel a resolucdo
dos problemas propostos em uma situacdo. A chave nao tem uso sem o cadeado e 0
cadeado nao se instrumentaliza sem a chave. Com a chave correta, o cadeado se
torna instrumento. E com a porta aberta, muitas possibilidades surgem (inclusive,
fecha-la novamente, quando necessario).

Para evitar perda de instrumentacao e melhor controlar os esquemas de acgéo
instrumentados e as organiza¢des didaticas que auxiliem a génese instrumental,
Trouche (2005) prop6s um modelo de Orquestracdo Instrumental (Ol), uma disposicéo
sistematica dos elementos (artefatos e humanos) de um ambiente com a intencéo de,
por meio da implantacdo de uma situacdo, orientar os estudantes na sua génese
instrumental (Trouche, 2005). Uma Ol é constituida de um objetivo proprio e uma
situacao disparadora. Para compor a Ol, Trouche (2005) prop&e dois elementos: a
configuracdo didatica (disposicdo de artefatos e sujeitos em um ambiente de
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aprendizagem) e o0 modo de execucao (decisdes, a priori, de como a configuracao
didatica sera explorada).

A configuracéo didéatica detalha como estardo dispostos todos os elementos da
Ol, indicando a disposicéo dos sujeitos e dos artefatos durante a sua execugéao, tanto
geograficamente (onde estara posicionado cada sujeito e artefato) quanto em uma
sequéncia de acbes bem definida e detalhada. Dentre estas disposices, sdo
consideradas a gestdo dos recursos humanos (como se dardo as acdes de cada
sujeito em cada momento), dos artefatos (como e para que cada artefato serd
utilizado), do tempo (o tempo previsto para cada acéo) e dos afetos.

Para a configuracdo didatica, inclinamo-nos a considerar, explicitamente, a
gestdo dos afetos, uma vez que a aprendizagem € determinada, também, pelas
varidveis afetivas (emocao, sentimento e humor), podendo ser potencializada ou
limitada pela boa ou ma gestdo dessas variaveis (Casassus, 2009; Possebon, 2017;
Vasconcelos, 2020). A gestao dos afetos se preocupa com “atitudes de autoestima,
de perseveranca na busca de solucdes e de respeito ao resultado e as opinides dos
colegas” (Brasil, 2018, p. 530), em consonancia, inclusive, com as orientacdes dadas
pela BNCC.

O modo de execucgdo indica, a priori, como a configuracdo didatica sera
explorada. E construido antes da execucéo da Ol e apresenta as decisées do maestro
(professor e professora) quanto a mobilizagcdo de todos os elementos previstos na
configuracéo didatica. Claro, durante a execucédo da Ol, podem (e provavelmente vao)
ocorrer alguns imprevistos e variacdes quanto ao modo de execucao planejado.

Drijvers et al. (2010) integraram um terceiro elemento a Ol, a performance
didatica (desempenho da Ol, refletido a posteriori), uma vez que se “uma Ol é
parcialmente preparada de antemdo e parcialmente no local durante o ensino,
sentimos a necessidade de adicionar a performance didatica real como um terceiro
componente” (Drijvers et al., 2020, n.p). As decisdes ad hoc do professor séo
fundamentais nestes momentos, uma vez que “emergem para dar conta das situagdes
imprevistas, e que sdo tomadas para atender uma necessidade momenténea, a fim
de ndo comprometer o todo ja estruturado” (Lucena, 2018, p. 49). As decisdes ad hoc
do professor sédo parte fundamental da performance didatica de uma Ol, pois
oportunizam um olhar para os imprevistos ocorridos durante a sua execuc¢ao, inclusive

para eventuais ajustes na Ol, a posteriori.
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Assim, a triade disposicdo — decisbes — desempenho (D3), observada numa

Ol, permite lidar melhor com ambientes tecnoldgicos complexos que aumentam a
dificuldade de coordenar registros e controlar percep¢des. Em alguns casos, mais de
uma Ol pode ser executada, em conjunto, com uma finalidade mais global. Surge
assim a composicao de orquestracdes instrumentais, na qual duas ou mais Ol sao
elaboradas em um Unico grupo. Em uma composicao de orquestracdes instrumentais,
as Ol podem ser sequenciadas (uma apds a outra), sejam sequenciadas imediatas
(uma ocorrendo imediatamente apds a outra) ou sequenciadas com intervalo entre
elas (uma ocorrendo horas ou dias apés a outra). Podem ser também encaixadas e
simultaneas (uma contida na outra).

O presente trabalho prop6e uma composicado de orguestracdes instrumentais
para discutir o significado frequentista da probabilidade. O artefato central desta
composicdo é o GeoGebra. A fim de proporcionar uma maior familiaridade com este
ambiente, o0 topico seguinte apresentara algumas das principais caracteristicas,

elementos e funcdes do GeoGebra.

3.3 PARA ALEM DA GEO(METRIA) E DA (AL)GEBRA: O GEOGEBRA A FAVOR
DA PROBABILIDADE

Uma das primeiras formas de se referir a probabilidade, historicamente, foi
como “a geometria do acaso”, expressao utilizada por Pascal (em especial por, entre
outras razdes, seu trabalho com o triangulo aritmético). Embora, hoje, a expresséao “a
matematica do acaso” seja mais apropriada (Queiroz, Coutinho, 2007), é inegavel que
a geometria esteve ligada a probabilidade desde as suas primeiras formulacdes
formais. Assim, apropriar-se do GeoGebra, desenvolvido a principio para lidar
principalmente com tépicos da Geometria (Geo) e da Algebra (Gebra), para discutir
tépicos da probabilidade, torna-se ainda mais significativo.

A BNCC destaca “a importancia do recurso a tecnologias digitais e aplicativos
tanto para a investigacao matematica como para dar continuidade ao desenvolvimento
do pensamento computacional” (Brasil, 2018, p. 528), sugerindo o uso de softwares
de geometria dindmica e de smartphones, ainda que majoritariamente inseridos na
Unidade Temética de Geometria. Um exemplo de software de geometria dindmica é

0 GeoGebra, mas ele ndo é apenas isso.
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O GeoGebra € um ambiente de matematica dinamica desenvolvido por Markus
Hohenwarter em sua tese de doutorado em 2001. Este ambiente inclui, hoje, softwares
para computador e aplicativos para smartphones e tablets, com versdes online que
dispensam o download. Inclui também o site geogebra.org que compde uma vasta
rede de recursos para a sala de aula, com aplicativos matematicos, materiais didaticos
com mais de 1 milhdo de atividades, simulacdes, exercicios, aulas e jogos, todos
disponiveis gratuitamente. O GeoGebra Classroom também é uma realidade, no qual
atividades podem ser realizadas dinamicamente e em tempo real, por meio de
ferramentas matematicas interativas®.

Para a realizacao de atividades offline, ha a possibilidade de baixar alguma das
versdes do aplicativo GeoGebra, gratuitas e disponiveis para iOS, Android, Windows,
Mac, Chromebook e Linux. As versdes para dispositivos moveis (smartphones e
tablets) estéo disponiveis para download na App Store e no Google Play e sao de facil
manipulacdo, possuem um layout agradavel e ludico e funcionam offline. Existem
varios aplicativos do GeoGebra disponiveis para dispositivos méveis (Calculadora
Gréfica, Geometria, CAS Calculator, Scientific Calculator e Suite). Neste trabalho,
optamos por utilizar o aplicativo Suite GeoGebra, cujas funcionalidades estdo mais
alinhadas com os nossos interesses.

Na Figura 15 é possivel conhecer um pouco da interface do aplicativo Suite
GeoGebra para dispositivos moveis. Ao clicar no simbolo da engrenagem no lado
superior direito, abrimos a caixa de Configuracdes (1), na qual é possivel optar por
exibir ou ndo os eixos e as malhas na Janela de visualizagéo, escolher o tipo de malha
empregada (como aplicar uma malha polar, por exemplo), escolher com guantas
casas decimais representar os nimeros decimais etc. A Janela de visualizacao (2) é
uma regidao composta por um plano cartesiano ortogonal onde s&o visualizadas as
representacfes geomeétricas das construcdes realizadas.

A Caixa de entrada (3) € um local no qual é possivel digitar informacdes
utilizando trés tipos de teclado: o Teclado numérico (6), que dispde dos algarismos e
de algumas das principais opera¢bes matematicas que podem ser necessarias; 0
Teclado de funcdes (7), que dispde uma variedade de entradas para funcdes
(trigonométricas, logaritmicas e exponenciais), além de ferramentas algébricas para

porcentagens, fatorial e derivadas, entre outros; e o Teclado alfabético (8), que dispde

8 Disponivel em: https://www.geogebra.org/.
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Figura 15: Interface do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos moveis.
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de letras do alfabeto latino e grego, com as quais é possivel digitar comandos do
GeoGebra. Ha também outro teclado com algumas ferramentas algébricas adicionais.
Para acessar os teclados, € necessario clicar no icone Algebra, no lado inferior
esquerdo. A Janela de algebra (4) é uma regido onde sado visualizados todos os
comandos digitados na Caixa de Entrada (3), representacdes algébricas das
construcdes realizadas.

Ao clicar no icone Ferramentas (5), no lado inferior, centro, abrimos a caixa de
Ferramentas Basicas, que dispde de um conjunto de ferramentas geométricas. Estas
ferramentas incluem, entre outras coisas, a criacdo de pontos, de controles
deslizantes (ferramenta que permite variar dinamicamente uma variavel real), de retas
e circulos. E possivel verificar que o GeoGebra dispde de multiplos comandos e
ferramentas que podem ser direcionados ao ensino e aprendizagem da probabilidade,
assim como um layout agradavel e ferramentas de facil manipulacéo.

Bettin, Pretto e Leivas (2021) realizaram um levantamento bibliografico das
publicacbes no Catalogo de Teses e Dissertacdbes da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES), verificando que sao muito
poucas as producdes que abordem o GeoGebra e a génese instrumental, e ainda as
gue abordam esse par o fazem apenas utilizando a versdo do GeoGebra para
computadores, reforcando a necessidade de abordar o objeto de estudo do presente
trabalho ainda mais em novas pesquisas.

Portanto, com o objetivo de investigar as contribuicbes e limitacdes do
aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos méveis, inserido numa composicédo de
orquestracfes instrumentais, como instrumento para a aprendizagem da
probabilidade frequentista, construimos e executamos uma composicdo de
orquestracdes instrumentais que se realizou com um grupo de quatro estudantes do
Ensino Médio de uma escola do agreste pernambucano. O préximo capitulo descreve
a metodologia do trabalho, com o desenho desta composicéo e a descricdo de como

serdo analisados os dados constituidos durante a sua execucéao.
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4 METODOLOGIA

Apresentamos neste capitulo a sequéncia de procedimentos executados na
realizacdo da pesquisa, discutindo sobre os critérios de recrutamento dos
participantes, as estratégias para transcricdo dos dados constituidos e organizacao
em episodios interativos, o0 método de analise dos dados empregado, a analise
microgenética e as consideracdes éticas da pesquisa.

4.1 O RECRUTAMENTO DO QUARTETO FANTASTICO

A pesquisa foi realizada na Educacdo Basica, em uma Escola de Referéncia
em Ensino Médio de uma cidade do agreste do estado de Pernambuco. A escolha por
esse tipo de escola se deu pelo fato de os alunos estudarem em tempo integral, o que
possibilitou um tempo maior para a constituicdo dos dados.

Os participantes desse estudo foram quatro estudantes dessa escola, todos
voluntarios. O numero de quatro estudantes foi escolhido por se mostrar uma
guantidade razoavelmente ideal para realizar uma analise minuciosa dos dados
constituidos, que dispensa uma quantidade maior de participantes, mas ndo o
detalhamento das observagbes (em especial por adotarmos, nesta pesquisa, 0S
pressupostos da analise microgenética, que serdo explorados no tépico 4.4). O
estudante precisava estar matriculado na escola em que foi realizada a pesquisa,
possuir smartphone e se voluntariar para poder participar do estudo

Caso um numero maior de estudantes se interessasse em participar da
pesquisa e cumprisse 0s critérios de participacdo, novos grupos seriam formados para
a aplicacdo, mas sempre de até 4 estudantes, mas apenas um desses grupos teria o
seu material analisado para este trabalho. Todavia, isto ndo foi necessario, visto que
um grupo com quatro estudantes foi sugerido por uma professora de Matematica da
escola. Ela apresentou a proposta para os seus estudantes e apds 0s quatro primeiros
se apresentarem interessados, parece ter ficado estabelecido que o limite havia sido
atingido e mais ninguém demonstrou interesse (ver Quadro 8). Os quatro estudantes
selecionados foram trés meninos (um do 2° ano e dois de turmas distintas do 3° ano)
e uma menina (de uma turma distinta do 3° ano). Ou seja, nenhum dos quatro

estudava na mesma turma.
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Quadro 8: Recrutamento dos participantes.

L Tempo Tipo de Formade
Et;lp Finalidade previsto interaca registro Data
0

a) Apresentar a 20 min Em grupo -
pesquisa aos Primeira
estudantes da semana
escola e identificar maio/2023
0s voluntérios.

b) Selecionar quatro 10 min Em grupo -
voluntarios como
participantes

Fonte: Os autores (2024).

A fim de manter o anonimato dos participantes, na busca pelos nomes ficticios,
optamos por homenagear o célebre grupo de super-heréis Quarteto Fantastico, da
Marvel Comics, que ja possuiu varias configuracdes, mas a classica € constituida por
trés homens e uma mulher, assim como 0s nossos participantes. S&o eles Reed
Richards (O senhor fantastico), Sue Storm (A mulher invisivel), Johnny Storm (O

Tocha humana) e Ben Grimm (O Coisa) (ver Figura 16).

Figura 16: O quarteto fantastico.

Fonte: Guia dos quadrinhos (2024)°.

% Disponivel em http://www.guiadosquadrinhos.com/personagem/quarteto-fantastico/13.

Acesso em: 13 jan. 2024.
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Logo, nossos participantes respondem nessa pesquisa por Reed, Sue, Johnny

e Ben.

4.2 PASSOS PARA A CONSTITUICAO E O REGISTRO DOS DADOS

A pesquisa foi realizada no més de maio do ano de 2023, apds a aprovacao do
projeto de pesquisa pelo Comité de Etica em Pesquisa, conforme especificacdes
dadas no Quadro 9, com o cronograma que indica todas as etapas que compuseram
a constituicdo dos dados, por meio de uma composicdo de seis orquestracdes
instrumentais (Olz, Olz, Olp, Ols, Ols e Ols), na qual Olp é a Orquestracao Instrumental

Pivot (a Ol central).

Quadro 9: Recrutamento dos participantes — Execug¢do da composicao de orquestragdes

instrumentais.
; Forma de
Etaap Finalidade p-l;,im 2,?0 i-:;l,[%?a%% registro Data
0
a) Apresentar a 20 min Em grupo -
pesquisa aos Primeira
estudantes da semana
escola e identificar maio/2023
0s voluntérios.
b) Selecionar quatro 10 min Em grupo -
voluntarios como
participantes
c) Executar a Olx 20 min Individual - Segunda
d) Executar a Ol 40 min Em grupo - semana
maio/2023
e) Executar a Olp 2h 30min Individual Gravagéo em
/Em video e da tela Terceira
grupo do celular semana
f) Executar a Ols 1h Em grupo | Gravacdo em maio/2023
video e da tela
do celular
9) Executar a Ols 30 min Em grupo - Quarta
h) Executar a Ols 30 min Individual - semana
maio/2023

Fonte: Os autores (2024).

Para o registro dos dados, os participantes comunicaram as principais
informacOes de interesse para a pesquisa por meio de suas falas/percepcbes
oralizadas (durante as Olp e Olzs), da escrita (durantes todas as Ol) e das construcgoes,
e nao-construcdes, realizadas no aplicativo GeoGebra (durante as Olp e Ols). As
configuracfes didaticas e modos de execucdo de todas as Ol estdo descritos no

capitulo 5.
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Todas as etapas foram presenciais. As gravacdes em video nas etapas €) e f)
foram um registro videografico do ambiente da sala de aula, realizado por um
Notebook. As gravacbes da tela do celular dos estudantes nas etapas e) e f) foram
realizadas por meio de aplicativos de celular especificos. Os estudantes que possuem
celular com sistema operacional android fizeram o download do aplicativo Gravador
de tela — Xrecorder e os estudantes que possuem celular com sistema operacional
iIOs fizeram o download do aplicativo Gravador de tela — V Recorder. Ambos os
aplicativos séo gratuitos para download.

Por meio das gravacdes em video realizadas nas etapas e) e f) (Olp e Ol3)
avaliamos a instrumentacdo ocorrida quanto ao sujeito, ou seja, se temos um
estudante instrumentado pelo GeoGebra (caso em que conseguiu utilizar as
ferramentas e comandos do aplicativo para atribuir significados aos objetos e
conceitos trabalhados) ou se temos um estudante n&o instrumentado pelo GeoGebra
(caso em que nao conseguiu utilizar as ferramentas e comandos do aplicativo para
atribuir significados aos objetos e conceitos trabalhados), a fim de alcancar o objetivo
especifico 1, de mapear a génese instrumental de um grupo de estudantes quanto ao
uso do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos méveis como instrumento para a
aprendizagem do significado frequentista da probabilidade.

Por meio das respostas escritas nas atividades aplicadas durante todas as Ol,
e das gravacfes em video realizadas nas etapas e) e f), pretendemos reconhecer se
ocorreram mudancas/transicdes nos significados atribuidos a probabilidade,
reconhecendo se estes significados foram submetidos a uma evolu¢éo (quando forem
corrigidos conceitualmente, parcial ou totalmente, e/ou forem aprofundados), por
preservacdo (quando ndo se verificar nenhuma mudanca na atribuicdo de
significados) ou por involuc&o (quando percepcdes corretas tornarem-se incorretas ou
guando os erros conceituais ja apresentados forem aprofundados), a fim de alcancar
0 objetivo especifico 2, de analisar o progresso da construgdo do significado
frequentista da probabilidade durante a execucdo de uma composicdo de
orquestracdes instrumentais.

Por meio das gravacdes em video realizadas nas etapas e) e f) (Olp e Ol3)
iremos identificar quais elementos do aplicativo GeoGebra, quanto a aprendizagem
do significado frequentista da probabilidade, foram facilitadores (facilitaram ou
contribuiram para a compreensdo dos significados desejados), dificultadores

(dificultaram ou atrapalharam a compreensao dos significados desejados) ou
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limitantes (n&o dificultaram a compreensdo, mas limitaram o participante no seu
processo de construcao dos significados), a fim de alcancar o objetivo especifico 3,
de classificar os elementos do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos méveis
que facilitaram, dificultaram ou limitaram o progresso da construcdo do significado
frequentista da probabilidade. Uma sintese das categorias utilizadas esta

esquematizada no Quadro 10.

Quadro 10: Categorizacao dos dados.

Objeto especifico Categorias preliminares Técnicas e instrumentos

Mapear a génese instrumental
de um grupo de estudantes
quanto ao uso do aplicativo
Suite GeoGebra para
dispositivos moéveis como
instrumento para a
aprendizagem do significado
frequentista da probabilidade;

Categorizar o estudante
como...

1. Instrumentando.

2. Nao instrumentado.

Coleta do material escrito
pelos estudantes e gravacao
em video.

Analisar o progresso da
construcdo do significado
frequentista da probabilidade
durante a execucéo de uma
composicao de orquestracdes
instrumentais;

Caracterizar se a
compreensao do estudante
passou por uma...

1. Evolucéo.

2. Preservacgéo.

3. Involugéo.

Coleta do material escrito
pelos estudantes e gravacao
em video.

Classificar os elementos do
aplicativo Suite GeoGebra
para dispositivos moveis que

Identificar quais elementos do
aplicativo GeoGebra foram...
1. Facilitadores.

Gravacgdo em video.

2. Dificultadores.
3. Limitantes.

facilitaram, dificultaram ou
limitaram o progresso da
construcdo do significado
frequentista da probabilidade.

Fonte: Os autores (2024).

Assim, a fim de responder ao problema de pesquisa, alinhados com o perfil e o
escopo deste trabalho, podemos caracterizar essa pesquisa como tendo uma
abordagem qualitativa, uma vez que o interesse reside em aprofundar a compreensao
sobre o objeto da pesquisa, ndo na representatividade numérica do grupo pesquisado.
Quanto a sua finalidade, ela é aplicada, devido ao seu carater pratico. Quanto aos

objetivos, ela esta no nivel exploratorio.

4.3 ESTRATEGIAS DE TRANSCRICAO E ORGANIZACAO DOS DADOS PARA
ANALISE

ApOs a transcricdo de todos os dados construidos (nos registros escritos e nas
gravacdes em video, do ambiente e das telas dos smartphones), estes foram
organizados em turnos. Os turnos sao falas (verbais ou n&o) e as construgdes

advindas das interacbes estudante/estudante (intersubjetivas e intrassubjetivas),
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estudante/professor e estudante/artefato, registradas em video, audio ou por escrito,
gue apontam para uma postura diante do objeto de estudo.

Uma interagcdo verbal € muito mais ampla do que a mera conversacao entre
duas ou mais pessoas. Ha interacdo verbal, por exemplo, de um sujeito consigo
mesmo (intrassubjetiva), quando ele esta formulando ou reformulando ideias por meio
dos proprios pensamentos e formalizando-as por escrito. Alguns estudantes podem
ficar mais calados nas interagfes verbais orais e oferecer uma vasta contribuicdo nos
registros por escrito (como € o caso de um dos participantes dessa pesquisa). Cada
individuo tem sua propria personalidade e € importante que isso seja respeitado para
gue o melhor de cada um possa ser aproveitado. Por esta razdo, ndo hierarquizamos
neste trabalho os tipos de interacdo verbal, sejam orais ou escritas, sejam texto,
imagem, tabela ou gréfico.

Os turnos, por sua vez, foram organizados em segmentos. Um agrupamento
de turnos € um segmento. Um segmento € marcado por indicios de mudanca de
significado, tais como primeiras percep¢des, avangos ou retrocessos. Um conjunto de
segmentos, enfim, compde um episddio. O episddio indica um fechamento mais bem
marcado na trilha da aprendizagem, no qual conquistas sdo consolidadas diante do
objeto de estudo.

A seqguir, esta apresentado um modelo geral de como seréo organizados cada

um dos episédios (ver Figura 17).

Figura 17: Modelo geral dos episédios.

Episodio X
Segmento Y
#titulo do Segmento Y
Turnos [a -]
[a] Professor — [...] #0s turnos sdo numerados sequencialmente entre colchetes.
Indicam, apds a numeracao sequencial, quem o elaborou e, em seguida, o que esta
sendo expresso.
[b] Reed —[...]
[c] Sue —[...]
Fechamento do Episédio X

#ultimos consideragdes sobre o Episédio

Fonte: O autor (2024).
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N&o ha, entre os turnos, uma explicita diferenciacéo entre aqueles advindos do
registro escrito que os estudantes fizeram das suas proprias ideias e aqueles advindos
das falas registradas em audio. Nas respostas por escrito, os participantes foram
orientados a, caso errassem, realizar um tachado (risco tragando uma linha no meio
da palavra ou da expressao) no que desejassem excluir e apos isso seguissem com
a sua resposta definitiva. Esta marcagédo se manteve na transcricao e na apresentacao
dos turnos.

Nas falas registradas em audio, as pausas sao representadas com reticéncias.
Insercdes realizadas no interior dos turnos, nao ditas pelo sujeito, mas com carater
explicativo, sdo feitas entre colchetes, assim como a numeracdo sequencial dos
turnos. Os parénteses, quando presentes, foram inseridos pelos proprios estudantes
em respostas escritas. Toda a transcricdo respeitou rigorosamente a forma com que
0s participantes colocaram as suas falas (escritas ou orais), mantendo, inclusive, 0s
vicios de linguagem e eventuais erros gramaticais.

Apébs a transcricdo e organizacao, analisamos os dados constituidos, no que
foi possivel contemplar os objetivos elencados e responder ao problema de pesquisa.
Para isso, iremos realizar uma microanalise interpretativa destes dados,
fundamentada na andlise microgenética, que sera mais bem detalhada no tépico

seguinte.

4.4 METODO ANALITICO

A psicologia histérico-cultural, fundamentada nos estudos de Vygotsky,
compreende que o gatilho da aprendizagem é a motivacao com a atencao dirigida, e
isso ocorre desde quando a crianca brinca pela primeira vez, disparando a génese do
pensamento abstrato, ao instrumentalizar objetos atribuindo novos significados a eles
(fazer de um cabo de vassoura um cavalo, por exemplo). O significado passa a
subordinar tanto o objeto quanto a acao.

Isto pode ser observado em uma simulagcdo computacional, como a que iremos
realizar. Com o tempo, ndo se enxergam mais nimeros sorteados, célculos e graficos.
Enxergam-se significados. O estudante instrumentaliza o artefato na brincadeira da
aprendizagem, construindo novos significados para o que obtém. Este € 0 nosso
objetivo, e ha muitas possibilidades para isso. A analise microgenética funciona como

uma lente para ver estas possibilidades.
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A composicdo de orquestracdes instrumentais provocou essas ondas de
verbalizacdo que demonstram a postura dos estudantes diante dos objetos e das
mudancas dos significados. Uma analise microgenética estuda as mudancas dos
estados de consciéncia e os indicios dessa aprendizagem.

A analise microgenética esta interessada em compreender o dominio
microgenético do desenvolvimento cognitivo. Tal analise leva em consideracdo a
formacao de processos psicolégicos no curso de alguns minutos ou segundos, tendo
a videografia, “registro em video de atividades humanas” (Meira, 1994, p. 61) e
transcric6es como ferramenta para a investigacdo microgenética. Nesta pesquisa, 0s
registros escritos dos estudantes também sdo ferramenta para a investigacao
microgenética.

A medida que Piaget assumia um enfoque psicogenético, trabalhando com
respostas “espontaneas”, sem intervencdo, Vygotsky adotava um enfoque
sociogenético, introduzindo a intervencao, com pistas e auxilios. As atividades deste
trabalho, por exemplo, foram elaboradas com varios auxilios no proprio texto, como
fluxogramas e quadros de cédigos, exemplificando para os participantes as etapas a
serem cumpridas. Além do suporte do pesquisador durante toda a execucdo da
composicao de orquestracdes instrumentais.

Para Vygotsky, “os processos humanos tém génese nas relagbées com o outro
e com a cultura, e séo essas relacdes que devem ser investigadas ao se examinar o
curso de acao do sujeito” (Goes, 2000, p. 11). Logo, o foco esta no processo, e nao
nos produtos. As investigagdes de Vygotsky, que incluiam “a analise minuciosa de um
processo, de modo a configurar sua génese social e as transformacdes do curso de
eventos” (Goes, 2000, p. 11) foram o terreno sobre o qual foram plantadas,
posteriormente, as sementes da abordagem microgenética de matriz histérico-cultural.

A analise microgenética resulta em um “relato minucioso dos acontecimentos”
(Gdes, 2000, p. 9) e “requer a atencao a detalhes e o recorte de episddios interativos”
(p. 9). Detalham-se as acOes dos sujeitos e as relacdes interpessoais num curto
espaco de tempo. Para tal, examinam-se 0s processos interativos e as pistas de
internalizacao, identificando as transi¢des genéticas ocorridas, que se referem “a
transformacao nas acdes dos sujeitos e a passagem do funcionamento intersubjetivo
para o intra-subjetivo” (Goées, 2000, p. 15).

Assim como a quimica estuda com profundidade o atomo (micro) para melhor

compreender a matéria (macro), a analise microgenética busca respostas para suas
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guestdes a partir de pequenas mudancas observadas nas acfes do sujeito e nas suas
interacbes com os artefatos e outros sujeitos, com um olhar para os ecos causados
por essas mudancas na teia de significados em que esté inserido o sujeito e no proprio
sujeito. Um olhar aos pequenos detalhes. Logo, “essa analise ndo € micro porque se
refere a curta duragao dos eventos, mas sim por ser orientada para minucias indiciais”
(Goes, 2000, p. 15).

Aqui, a analise microgenética € adotada como referencial analitico para
investigar as contribuicdes e limitag6es do aplicativo Suite GeoGebra para dispositivos
moveis, inserido numa composi¢cao de orquestracdes instrumentais, como instrumento

para a aprendizagem da probabilidade frequentista.

4.5 CONSIDERACOES ETICAS

Como esta pesquisa envolve a participacdo de seres humanos, a sua
realizacdo obedeceu aos preceitos éticos das Resolucbes 466/12 e 510/16 do
Conselho Nacional de Saude. A pesquisa pode representar potenciais riscos aos
participantes, como constrangimento e desconforto durante a resolucdo das
atividades, cansaco fisico ou mental e quebra de sigilo.

Para minimizar esses possiveis riscos algumas medidas foram tomadas, como
a realizacdo de todas as atividades em local reservado onde os participantes se
sentissem confortaveis e seguros, além de flexibilidade no tempo para realizacdo das
atividades, permitindo pausas a qualquer momento caso o participante precisasse
descansar. Durante toda a pesquisa, nenhum comentario negativo sobre o
desempenho do participante foi feito com ele, com o0s colegas, professores,
coordenadores ou qualquer outra pessoa na escola. Além do proprio estudante,
apenas o0s pesquisadores tém acesso ao conteudo das atividades impressas e das
gravacdes em video.

Os dados constituidos nesta pesquisa, por meio das atividades impressas e
das gravagdes em video, ficardo armazenados em pastas de arquivo fisicas (para as
atividades impressas) e em um pen-drive (para as gravacbes em video), sob a
responsabilidade do pesquisador pelo periodo de no minimo 5 anos apds o término
da pesquisa.

O préximo capitulo apresentara os detalhes das Ol que foram elaboradas para

esta pesquisa.
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5 A PROGRAMACAO DO CONCERTO: UMA COMPOSICAO DE
ORQUESTRACOES INSTRUMENTAIS

Um concerto € uma peca musical que pode ser acompanhada por uma
orquestra. Normalmente, é constituido por trés movimentos: o primeiro, rapido; o
segundo, lento; e o terceiro, novamente rapido. Os movimentos sdo partes
independentes de uma composicao (podem ser executados separadamente) mas,
para que a composicao esteja completa, todos os movimentos devem ser executados
em uma ordem especifica. Nesta pesquisa, aplicamos uma Composicdo de
Orquestracdes Instrumentais em forma de concerto: trés movimentos (cada um deles
com duas Ol), totalizando seis Ol. Este concerto foi desenhado de forma a possibilitar
um progressivo aprofundamento e sistematizacdo do significado frequentista da
probabilidade, passando também pelos outros significados. A sintese do concerto

elaborado a priori pode ser consultada na Figura 18.

Figura 18: Composi¢éo das Orquestracdes Instrumentais.

Primeiro movimento Segundo movimento Terceiro movimento
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representagoes graficas
para a distribuigao de
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-----------------------------
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Fonte: O autor (2024).
A Olp é a Orquestragéo Instrumental Pivot. Isso indica que ela é a Ol principal,

estando no centro de todas as demais. O primeiro movimento é constituido pelas Ol1
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e Olz, que séo sequenciadas imediatas, ocorrendo uma apos a outra no mesmo dia.
Tem uma duracdo estimada de, respectivamente, 20 min e 40 min. As respostas
escritas nas atividades impressas durante as Oli1 e Olz constituiram os dados
referentes a estas Ol que foram tratados, organizados e analisados posteriormente.

As Ol2 e Olp sé@o sequenciadas com intervalo entre elas, com a Olp ocorrendo
apenas 7 dias depois. O segundo movimento é constituido pelas Olp e Ols, que séo
encaixadas e simultaneas, com a Olz estando contida na Olp. A Olp tem uma duracéo
estimada de 2h30min (sendo 1h referente a Ols). As respostas escritas nas atividades
impressas durante as Olp e Ols, assim como a gravagao em video (tanto do ambiente
da sala de aula quanto da tela dos celulares dos estudantes) constituiram os dados
referentes a estas Ol que foram tratados, organizados e analisados posteriormente.

As Ols e Ols4 séo sequenciadas com intervalo entre elas, com a Ols ocorrendo
apenas 7 dias depois. O terceiro movimento € constituido pelas Ols e Ols, que séo
sequenciadas imediatas, ocorrendo uma ap0s a outra no mesmo dia e tem uma
duragdo estimada de 30 min, cada uma. As respostas escritas nas atividades
impressas durante as Ols e Ols constituiram os dados referentes a estas Ol que foram
tratados, organizados e analisados posteriormente.

O concerto é constituido por trés movimentos, seis Ol, cinco atividades e dez
tarefas, ao todo. Para facilitar a compreensdo de como todos estes elementos se
distribuem no concerto, segue um diagrama no qual o “mapa” do concerto pode ser

visualizado (ver Figura 19).

Figura 19: Mapa do concerto

Primeiro Segundo movimento Terceiro
movimento movimento
Oz Ol2 Olpivot Ols Ols Ols
AT AT AT Pivot AT3 AT4 AT

1 2 5
T1 T2 T T T5 T6 T7 T T9 T10

3 4 8
AT: Atividade T: Tarefa

Fonte: O autor (2024).
No mapa, podemos verificar, por exemplo, que a Atividade 3 (AT3) possui duas
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tarefas, a Tarefa 6 (T6) e a Tarefa 7 (T7) e que a Tarefa 4 (T4) faz parte da Atividade

Pivot (AT Pivot). A seguir serdo apresentadas, detalhadamente, cada uma das OI.

5.1 Olz: INTRODUCAO.

O objetivo da Ol1 é comparar, intuitivamente, as probabilidades de vitoria dos
cavalos no jogo.
Situacdo: Um jogo de corrida conta com 9 cavalos, cada um deles numerado de 1 a
9. Lancam-se dois dados honestos de 4 faces, numeradas de 1 a 4, e calcula-se a
soma dos resultados obtidos em cada dado. O cavalo cuja numeracéo é essa soma,
avanca uma casa. Vence o cavalo que alcancar primeiro a linha de chegada. A figura
abaixo representa uma corrida na qual € necessério avancar seis casas para alcancar

a linha de chegada (ver Figura 20).

Figura 20: Jogo corrida de cavalos.

o
,'ﬁ
ol

Mol
ot

'H Fonte: O autor (2024).
Tarefa 1: Para vocé, todos os cavalos tém a mesma chance de vencer a corrida?
Justifique.

O jogo proposto é uma variacdo do jogo corrida de cavalos com dois dados.
Neste caso, utilizamos um dado tetraédrico, com 4 faces (ver Figura 21) e cavalos
numerados de 1 a 9. A escolha pelo dado tetraédrico se deu pelo interesse em
contribuir com a popularizagéo de outros dados, além do tradicional de 6 faces. Muitos

estudantes nem se quer sabem que existem outros tipos de dados.
Figura 21: O dado tetraédrico.

/1&

Fonte: O autor (2024).
O dado tetraédrico, ao ser langado, sempre tera no seu topo um namero de 1

a 4. Na configuragéo presente na Figura 10, o resultado do lancamento é 1.
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Ao lancar dois destes dados e calcular a soma dos resultados obtidos, nés
temos como possibilidades as somas 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8. Mas estas somas néao
possuem a mesma probabilidade de ocorréncia, o que traz uma discussao sobre a

nao-equiprobabilidade deste espagco amostral (ver Figura 22).

Figura 22: Espaco amostral da variacéo do jogo corrida de cavalos com dois dados.

1+4
1+3 2+3 2+4
1+2 242 3+2 3+3 3+4
1+1 2+1 3+1 4+1 4+2 4+3 4+4
Soma 2 Soma 3 Soma 4 Soma 5 Soma 6 Soma 7 Soma 8

Fonte: O autor (2024).

Pela enumeracédo do espaco amostral, verificamos que a soma 5 é a mais
provavel, com quatro configuracdes distintas para obter esta soma (1+4, 2+3, 3+2 e
4+1). Podemos, portanto, pelo significado classico da probabilidade, calcular as
proporcdes de cada soma em relacdo ao total de possibilidades e, assim, obter as
probabilidades tedricas de obter cada uma das somas.

Chamando de P(X) a probabilidade de obter a soma X, temos (ver Tabela 2):

Tabela 2: Distribuicdo de probabilidades.

X P(X)

1 P(1) = 1% = 0%

2 P(2) = 1—16 = 6,25%

2

3 P(3) :g: 12,5%
4 P(4) = E: 18,75%
5 P(5) :3E = 25%
6 P(6) = @ =18,75%
7 P(7) = 1—16 =12,5%
8 P(8) = 7 = 6:25%
9 P(9) = 1% = 0%

Fonte: O autor (2024).
Todavia, estes céalculos apenas sao realizados na Tarefa 8, ap0s os estudantes
realizarem diversas simulagcdes a fim de obter essas propor¢des por meio de
relativas,

frequéncias para assim construirem, gradativamente, o significado
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frequentista da probabilidade. Cabe recordar que discutimos e calculamos as
probabilidades de obter cada soma no langamento de dois dados, néo a probabilidade
de vitéria de cada cavalo. Como comentado anteriormente, estas ultimas
probabilidades sdo muito mais confusas e nao estao no objetivo deste trabalho. Nesta
Tarefa 1, estamos tratando das probabilidades de vitéria de cada cavalo, mas apenas
pela intuicdo dos estudantes. Aqui, estamos interessados em perceber o que a
intuicdo deles dird sobre a chance que cada cavalo tem de vencer.

Configuracdo didatica da Oli: Para esta Ol, apdés acomodar os estudantes

(representados graficamente como E1, E2, E3 e E4) em carteiras individuais e com
todos os artefatos disponiveis (atividade impressa e caneta), as condi¢cdes da
atividade serdo explicadas (responder individualmente, com caneta, a Tarefa 1, em
um tempo estimado de 10 minutos) (ver Figura 23).

Figura 23: Disposi¢do geogréfica dos sujeitos e dos artefatos na Ol

Caneta

Atividade
impressa

E4

o e s oo

E1

Carteira
escolar
Professor

Fonte: O autor (2024).

1. Gestao dos recursos humanos: Os quatro estudantes permanecerao na sua
carteira até a conclusao da Tarefa 1, ocasiao em que entregarao a atividade impressa
ao professor. A resposta devera ser registrada de caneta. Para erros na escrita ou
mudancas de ideia sobre 0 que escreveram, 0s estudantes serdo orientados
previamente a sobrepor com uma linha reta o trecho que deseja desconsiderar e
reescrever com sua nova ideia, de tal forma que a anterior permaneca visivel para
posterior anélise das respostas. E possivel que algum estudante ndo apresente uma
justificativa para a sua resposta ou que apenas indique “ndo saber”. Nesses casos,
sera importante provoca-los, inserindo novos elementos e exemplos a situacéo, para
gue respondam a tarefa e apresentem uma justificativa.

2. Gestao dos artefatos: Na atividade impressa constara a situagéo, por escrito, com
as regras do jogo (artefato simbdlico) e um espaco para a resposta da Tarefa 1. Os

estudantes receberdo canetas para responder.
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3. Gestao do tempo: O tempo estimado para a resolucéo da situacao é de 10 minutos.
Entretanto, caso os estudantes precisem de mais tempo, este sera estendido
conforme a necessidade.

4. Gestado dos afetos: Apos concluirem a Tarefa 1, os estudantes receberdo um
feedback do professor sobre a sua participacdo (ndo sobre a sua resposta),
motivando-os a exercitar sua curiosidade sobre a situacao apresentada nas proximas
Ol. Caso algum estudante apresente alguma resisténcia em realizar a atividade, suas
questdes serdo ouvidas com atengcdo, em particular, e se necessario, serédo feitas

adaptacdes, tal como uma pausa ha atividade e posterior retomada.

Modo de execucdo da Oli: Espera-se que os estudantes consigam perceber que os

cavalos 1 e 9 nunca poderdo ganhar, pois é impossivel obter as somas 1 e 9 no
lancamento dos dois dados. E esperado também que eles percebam que o espaco
amostral deste experimento é nao-equiprovavel. Nao ha a expectativa de que utilizem
um vocabulario muito especifico para indicar isso, mas expressdées como “tem mais

chance” e “tem menos chance” sdo esperadas.

5.2 Ol2: HORA DO JOGO

O objetivo da Ol2 é avaliar, subjetivamente, a probabilidade de vitéria de cada
cavalo no jogo.
Situacdo: Aposte no seu cavalo preferido e vamos jogar algumas partidas!
Apoés algumas rodadas jogadas, faca o que se pede:
Tarefa 2: Numa escala que vai de impossivel a certo, como vocé avalia a

probabilidade de vitoria para cada um dos cavalos na corrida? (ver Figura 24).

Figura 24: Escala de probabilidades para a Tarefa 2.

Certo O O O O O O O O O LlLegenda:
Muitoprovavel O O O O O O O O O Cl-Cavaol
] C2 - Cavalo 2
Provavel O 0O O O O O O O O c3_cavalo3
Poucoprovavel O O O O O O O O O C4-Cavalo4
] C5 - Cavalo 5
Impossivel O O O O O O O O O cg-cavalos
C7 —-Cavalo 7
Cl C2 C3 C4 C5 Ce6 C7 C8 (€9 C8 — Cavalo 8
C9 — Cavalo 9

Fonte: O autor (2024).

Aqui, ainda estamos tratando da probabilidade de vitéria de cada cavalo, mas
sem guantificar estes valores (0 que ndo conseguiriamos fazer), guiados pela intuicao

e pela atualizacao de probabilidades, decorrentes da realizagc&o do jogo. O significado
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subjetivo da probabilidade também possui um papel na Tarefa 2, visto que a
experiéncia obtida com a realizacdo do jogo em si € um elemento capaz de atualizar

as probabilidades avaliadas na Tarefa 1.

Como os estudantes n&o irdo quantificar as probabilidades, utilizamos uma
escala qualitativa que vai de impossivel a certo, passando por pouco provavel,

provavel e muito provavel, para que eles avaliassem as probabilidades.

Configuracao didatica da Ol2: Para esta Ol, havera dois momentos bem delimitados.

Momento 1 — todos os estudantes se sentardo ao redor de uma mesma mesa (maior
do que as individuais) junto com o professor, que aplicara o jogo corrida de cavalos
com dois dados (os artefatos serdo um tabuleiro para a corrida, os cavalos de
brinquedo e dois dados de 4 faces), durante um tempo estimado de 20 minutos.
Momento 2 — os estudantes serdo acomodados em suas carteiras individuais e
responderdo a Tarefa 2 em uma atividade impressa que lhes sera entregue
juntamente com uma caneta, durante um tempo estimado de 10 minutos (ver Figura
25).

Figura 25: Disposi¢éo geogréfica dos sujeitos e dos artefatos na Ola.

Tabuleiro de corrida [\ Professor
Cavalos de brinquedo
Dados de 4 faces

Momento 1

Caneta
E1

o s ofs n
i

Atividade

impressa Carteira
Professor—<- escolar

Momento 2
Fonte: O autor (2024).
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1. Gestao dos recursos humanos:

Momento 1 — Todos os estudantes irdo participar do jogo, fazendo os seus palpites
sobre o cavalo que saira vencedor e realizando o langamento dos dados. O professor
mediard as partidas e garantira o cumprimento das regras do jogo.

Momento 2 — ApoOs a realizacdo de algumas partidas do jogo, a partir da atualizacéo
que fardo das suas crencas sobre a probabilidade de vitoria de cada cavalo, os
estudantes responderéo individualmente a Tarefa 2 em uma atividade impressa e com
caneta, cada um em uma carteira escolar. O professor explicard como se dara o

preenchimento do material referente a Tarefa 2.
2. Gestéo dos artefatos:

Momento 1 — O tabuleiro de corrida (com as casas que cada cavalo ira avancar até
alcancar a linha de chegada), os cavalos de brinquedo (9 ao todo, cada um deles
numerado com um numero inteiro de 1 a 9) e os dados de 4 faces (2 unidades) servirdo
para realizar as partidas do jogo, conforme suas regras (artefato simbdlico). Tanto o

professor quanto os estudantes irdo manipular esses artefatos.

Momento 2 — Na atividade impressa constara a situagdo, por escrito, e um quadro
personalizado para a resposta da Tarefa 2. Os estudantes receberédo canetas para
responder. Para cada cavalo (C1 a C9), o estudante pintara todas as bolinhas até a
altura correspondente a sua resposta. Na Figura 26 € possivel observar um exemplo

de preenchimento.

Figura 26: Exemplo de preenchimento da Tarefa 2

Certo O O O O O O O O O Legenda:
Muito provavel . C1-Cavalo 1
: . . , , , C2 - Cavalo 2
Provavel O O O ® e @8 _ ) ¢3—Cavalo 3
Poucoprovavel 1 @ o o ® ® ® ® ( C4-Cavalo4
, _ _ _ _ _ _ _ _ ~ C5-Cavalo 5
Impossivel e @ @& @ @ @ @8 ® ® 5_Cavalob
C1 C2 C3 c4 C5 C6 C7 cg cg o/ —-Gavalor
C8 — Cavalo 8
C9 - Cavalo 9

Fonte: O autor (2024).
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3. Gestao do tempo:

Momento 1 — Tempo estimado de 20 minutos para a realizacdo de algumas partidas

do jogo.

Momento 2 — Tempo estimado de 10 minutos para o preenchimento do quadro

personalizado da Tarefa 2. Se necessario, 0os tempos poderao ser estendidos.
4. Gestao dos afetos:

Por se tratar de um jogo, muitas emocdes estdo envolvidas e é importante estar atento
a isso. A competitividade emerge naturalmente em situacdes assim e o desejo de
vitéria é fundamental para atividades com jogo. Entretanto, € importante reforcar com
0s estudantes que ha muitos ganhos além da vitoria do seu cavalo, destacando,
inclusive, que é um jogo que envolve sorte e aleatoriedade, sendo uma oportunidade

para discutir importantes ideias probabilisticas.

Modo de execucdo da Olz: ApOs o0 jogo, os estudantes ja devem ter internalizado

melhor a ndo-equiprobabilidade do espaco amostral, 0 que deve ser apresentado ao
atribuir diferentes probabilidades de vitérias para os cavalos. E possivel que eles ja
verifiquem uma simetria na distribuicio destas probabilidades. E esperado que as
probabilidades avaliadas sejam as seguintes: impossivel, para os cavalos 1 e 9; pouco
provavel para os cavalos 2 e 8; provavel para os cavalos 3, 4, 6 e 7; e muito provavel

para o cavalo 5.

5.3 Olp: FREQUENCIAS RELATIVAS E O GEOGEBRA

O objetivo da Olp é obter, experimentalmente, as frequéncias relativas de cada
soma no langamento de 2 dados com 4 faces.

Situacdo: Como vocé percebeu, o jogo corrida de cavalos esta baseado no
langamento de dois dados honestos com 4 faces. Por essa razdo, vamos estudar com
mais profundidade esse experimento aleatorio: lancar dois dados honestos com 4

faces e calcular a soma dos resultados obtidos.

Tarefa 3: Utilize o aplicativo GeoGebra, o Fluxograma 1 (ver Figura 27) e o Quadro
11 para realizar algumas simulacdes para esse experimento. A medida que for

realizando as simulagdes, preencha a tabela com os resultados da sua simulagao.



Figura 27: Fluxograma 1.

| Escolher um niimero
— — de langamentos =d |
Tabela de -
F L | I2=frequéncias |
requéncias | - 4— absolutas [—
absolutas |

Digitar o codigo Bt o
El to(12,i) - 100 | 3 = frequéncias
Sequé m( mento2.) 'E’l’T) relativas
Soma(l2) ]

Iré calcular as

Sim frequéncias Nio
‘:'. . . .':’
relativas para mais

algum valor de d?

Fonte: O autor (2024).

Quadro 11: Cdédigos e orientagdes das simulagbes da Tarefa 3.

Finalidade Cdédigos e orientacdes
Simular a soma dos resultados no | Pesquise pelo comando
lancamento de dois dados de 4 faces: Sequéncia(Expressao, variavel, valor

inicial, valor final)
Cligue em Expresséo

Pesquise pelo comando
NumeroAleatério(Minimo (Inteiro), Maximo
(Inteiro))

Vocé vai precisar do comando
NumeroAleatério(Minimo (Inteiro), Maximo
(Inteiro)) duas vezes.

N&o escreva a letra d no codigo. Ao invés
disso, vocé deve utilizar o valor numérico de
d que deseja simular.

Preencha as lacunas obtendo o seguinte
cédigo:

Sequéncia(NumeroAleatorio(1,4)+
NumeroAleatério(1,4),n, 1, d)

Obter a lista de frequéncias absolutas: Pesquise pelo comando Frequéncia(Lista de
Dados Brutos)

Preencha a lacuna com |1 obtendo o seguinte
caédigo:

Frequéncia(ll)

Continua
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Quadro 11: Cédigos e orientacdes das simulacdes da Tarefa 3 (continuacdo).

Finalidade Cédigos e orientacdes
Construir a tabela de frequéncias absolutas: | Va em Configuragfes e desabilite as opgles
de exibir eixos e exibir malha.
Pesquise pelo comando
TabelaDeFrequéncias(Lista de Dados
Brutos, Fator de Escala/opcional)
Preencha a lacuna de Lista de Dados Brutos
com |1 e apague a lacuna de Fator de
Escala/opcional, obtendo o seguinte cédigo:
TabelaDeFrequéncias(l1)
Obter a lista de frequéncias relativas (em | va& em Configuracbes — Geral -

termos percentuais): Arredondamento e coloque apenas 2 casas
decimais.
Pesquise pelo comando

Sequéncia(Expressdo, variavel, valor
inicial, valor final)

Clique em Expressdo e pesquise pelo
comando Elemento(Lista, Posicdo do
Elemento) e preencha as lacunas com 12 e i,
obtendo o seguinte codigo parcial:
Sequéncia(Elemento(12,1)

Em seguida,

Multipligue por 100 - Cligue no botdo de
multiplicag&o e depois digite 100

Divida por Soma(l2) - Clique no botdo de
diviséo e digite o cédigo abaixo:

Soma(l2)

Depois digite o restante do cédigo:

,i,1,7)

Obtendo o seguinte codigo:

Elemento(12,i) - 100 ; 7)

Soma(l2)

Sequéncia <

Se aparecerem simbolos de ? na lista de
frequéncias, vocé precisa aumentar o valor
de d.

Fonte: O autor (2024).

Registre na tabela abaixo (ver Figura 28) as frequéncias relativas que vocé obtiver
nas simulacdes com o GeoGebra, assim como a soma das frequéncias relativas em

cada caso, no total.

Figura 28: Modelo de tabela de frequéncias relativas para 50 a 10 000 lancamentos.
Numero de lancamentos
50 100 200 500 1000 2000 4000 5000 10 000

Soma 1
Soma 2
Soma 3
Soma 4
Soma 5
Soma 6
Soma 7
Soma 8
Soma 9
Total

Fonte: O autor (2024).
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Tarefa 4: A medida que o nimero de lancamentos aumenta (de 50 até 10 000), a
frequéncia relativa para cada soma vai se aproximando de um determinado valor.
Indique uma estimativa (uma aproximacéao) para cada um destes valores (ver Figura
29).

Figura 29: Modelo de tabela de estimativas da Tarefa 4.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Estimativ
a

Fonte: O autor (2024).

Tarefa 5: Numa escala que vai de impossivel a certo, como vocé avalia a
probabilidade de obter cada uma das somas abaixo? (ver Figura 30).

Figura 30: Escala de probabilidades para a Tarefa 5.

Certo O O O O O O O O O Legenda:
Muito provavel O O O O O O O O O Sil-Soma1l
. S2-S 2
Provavel O O O O OO O O 0O g3- sgmg 3
Poucoprovavel O O O O O O O O (O S4-Soma4
3 S5 —-Soma 5
Impossivel O O O O O O O O O se-Somab
S7—-Soma 7
S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 s8_Somas
S9 - Soma 9

Fonte: O autor (2024).

Neste momento, os estudantes iniciam o uso do aplicativo GeoGebra para
realizar as simulacdes do experimento. Agora, 0 jogo corrida de cavalos com dois
dados, que motivou as discussdes iniciais, é deixado de lado. O foco esta apenas nos
resultados do lancamento do par de dados (0 equivalente a simples corrida de

comprimento da trilha igual a 1).

Para as simulacdes, os estudantes recebem um grande reforco com artefatos
simbdlicos que guiardo o experimento: um fluxograma, com o algoritmo que sera
utilizado na simulacéo, indicando o qué e em que ordem seré feito; e um quadro com
codigos e orientagfes detalhadas para executar cada uma das partes do algoritmo.
Os estudantes fizeram simulacdes para numeros de langcamentos que foram de 50 a
10 mil, registrando os resultados em uma Unica tabela. Esperou-se que, com isso, por
meio da comparacdo dos resultados na tabela, os estudantes ja& conseguissem

avancar na construcdo do significado frequentista da probabilidade.
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Na Tarefa 4, a partir dos resultados das simulacfes, os estudantes fizeram as
préprias estimativas de para qual valor a frequéncia relativa de cada soma estava
convergindo.

Configuracéo didéatica da Olp: Esta Ol se dar4 em dois momentos, antes do inicio da
Ols.

Momento 1 — O professor partird do seguinte exemplo para realizar uma excurséo

pelos principais elementos (comandos e ferramentas) do GeoGebra que seréo
necessarios a esta Ol: ao lancar uma moeda, qual a probabilidade de obtermos como
resultado a face cara? Utilizando o aplicativo GeoGebra no seu smartphone, o
professor ird explorar estes elementos, apresentando-os aos estudantes, mas sem
realizar nenhuma analise dos resultados, com todo o discurso voltado a parte técnica
da simulacéo.

Momento 2 — Diante da situagéo apresentada na Olp (presente na atividade impressa
gue serad entregue), os estudantes irdo realizar, individualmente, simulacfes
computacionais em seus préprios smartphones a fim de realizar as Tarefas 3, 4 e 5.
Durante todo o Momento 2, a Ol sera filmada por um notebook em um ponto fixo da
sala de aula. As telas dos smartphones dos estudantes também serdo gravadas por
um aplicativo de captura de tela enquanto eles estiverem utilizando o aplicativo Suite

GeoGebra (ver Figura 31).

Figura 31: Disposicdo geogréfica dos sujeitos e dos artefatos na Olp.

Smé’rtphone
Aplicativo
GeoGebra

Professor

Momento 1

Caneta
: "

.. . |
N

. e T :
J X /Ak, W \ Notebook
b, paraa

gravagao

Atividade
impressa Carteira
Professor escolar

Momento 2
Fonte: O autor (2024).
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1. Gestéo dos recursos humanos:

Momento 1 — Os estudantes irdo, em grupo, acompanhar as explicacdes do professor
e tirar todas as davidas que eventualmente surjam. O professor precisa estar atento
se as suas orientagOes estdo sendo compreendidas pelos estudantes e que estes,
posteriormente, conseguirdo utilizar os elementos do aplicativo GeoGebra com o
maximo de autonomia possivel.

Momento 2 — Os estudantes, munidos da atividade impressa, de caneta, do
smartphone e do aplicativo GeoGebra, irdo realizar as simulagdes indicadas,
individualmente. Eventuais duvidas ou dificuldades deverdo ser informadas ao
professor, que ira intervir, mas oferecendo o minimo de ajuda possivel, sobre a qual
0 estudante possa seguir sozinho.

2. Gestéo dos artefatos:

Momento 1 — O smartphone e o aplicativo GeoGebra serdo instrumentos para 0 ensino
do professor.

Momento 2 — O smartphone e o aplicativo GeoGebra sao artefatos com os quais 0
estudante realizara algumas simulagdes. Os resultados e observagdes realizadas pelo
estudante serdo registrados na atividade impressa, conforme solicitacdes das Tarefas
3, 4 e 5. Alguns artefatos simbélicos presentes na atividade impressa, um fluxograma
e um quadro de orientacdes, sdo disponibilizados a fim de melhor direcionar os
procedimentos que deverao ser empregados pelos estudantes.

3. Gestao do tempo:

O tempo estimado para a apresentacdo dos elementos do GeoGebra pelo professor
€ de 20 minutos, enquanto o tempo estimado para as simulacdes realizadas pelos
estudantes e resolucdo das Tarefas 3, 4 e 5 € de 1 hora, que pode ser estendido caso
eles ndo tenham concluido tudo.

4. Gestao dos afetos:

Por estar lidando com processos que podem ser novos para ele (o aplicativo, uso de
codigos em algoritmos, fluxogramas), o estudante pode ndo se sentir confiante o
bastante para realizar as simula¢fes. E importante acolher esta dificuldade, dando-
Ihe visibilidade, mas com uma visao otimista. Expressdes como “também foi dificil para
mim quando eu estava aprendendo, mas agora eu consigo” podem ser aplicadas em

situagdes como essa.
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Modo de execucado da Olp:

Momento 1 — Nesta etapa, € esperado que 0 uso das ferramentas e codigos seja
compreendido pelos estudantes, mas que néo se fagcam, ainda, consideracdes sobre
0s resultados obtidos, deslocando esse tipo de reflexdo para o Momento 2.

Momento 2 — Quando os estudantes tiverem eventuais dificuldades no experimento,
espera-se que o principal caminho tomado por eles seja consultar o fluxograma e o
codigo de orientagBes, encontrando no proprio material as respostas para estas
dificuldades. Entretanto, ainda assim, quando o material ndo responder as
necessidades, algumas davidas s6 deverdo ser sanadas, de fato, pelo professor, que
estara sempre atento para caso seja requisitado. Quando isso ocorrer, oferecera com
brevidade as solucbes necessarias para que o estudante continue o experimento,
sempre privilegiando o maximo de autonomia do estudante no processo. Uma visdo
esperada da interface do aplicativo GeoGebra, na Janela de Algebra e de

Visualizacéo, pode ser observada na Figura 32.

Figura 32: Janelas do aplicativo GeoGebra durante a Olp

= o o 4

= 11 = Sequéncia(NimeroAleatdrio(1, 4) + NimeroAleatério(1. ). n, 1. 5000)

— {5.6,5.5.4.8.8.8,5.5.3.6.4.2,4.7,3,4.4,5.6,.8.4,5.6,7.2.4.7.6.7.5
& Valor | Frequéncia

12 = Frequéncia(l1) 311
637
947
1241
901
662
301

—  {311.637,947,1241,901, 662,301}

@  textol = TabelaDeFrequéncias(l1)

Elemento(12, i)

13= Sequema( Somal(12)

—lDUmL.T)

—  {6.22,12.74,18.94.24.82,18.02,13.24.6.02}

coO~NOOTPS WN

@  texto? — Texto(l3)

+ {6.22,12.74,18.94, 24.82, 18.02, 13.24, 6.02}

Janela de Algebra Janela de Visualizacao
Fonte: O autor (2024).

E importante destacar que cada estudante vai obter resultados numéricos
diferentes nas suas simulac¢des. Entretanto, a tendéncia observada sera a mesma. Os
estudantes podem ter dificuldade em realizar a leitura do fluxograma. E importante
ficar atento a isso e, caso ocorra, auxilid-los nesse sentido. Caso saia do aplicativo,
ao retornar, pode acontecer do estudante ter perdido toda a construcdo que ja
realizou. Por esse motivo, € Util orienta-los a ndo sair do GeoGebra enquanto nao
concluir a atividade. Por fim, por se tratar de coédigos, qualquer alteracdo pode
inviabilizar toda a construcdo desejada. Caso algum estudante indique que néo esta

dando certo, a primeira coisa a observar é a escrita dos codigos.
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5.4 Olz: GRAFICOS E O GEOGEBRA

O objetivo da Ols é explorar variadas representacdes graficas para a
distribuigao de frequéncias relativas, uma vez que “na Matematica, o uso dos registros
de representacdo e das diferentes linguagens €, muitas vezes, necessario para a
compreensao, a resolucéo e a comunicagao de resultados de uma atividade”. (Brasil,
2018, p. 529).

Situacdo: Vamos melhorar um pouco mais as suas estimativas na Tarefa 4 utilizando
graficos dinamicos.
Tarefa 6: Utilize o aplicativo GeoGebra, o Fluxograma 2 (ver Figura 33) e o Quadro

12, para construir um gréafico de colunas dinamico.

Figura 33: Fluxograma 2.

Tabela de
Frequéncias | — |2 = frequéncias
absolutas ' absolutas

Digitar o codigo
Elemento(12,1) - 100 ?)
i1,

Sequéncia ( . _,. 13 = frequéncias —p

relativas

Obtendo a lista I3

Fonte: O autor (2024).

Quadro 12: Codigos e orienta¢des das simulacfes da Tarefa 6.

Finalidade Cdédigos e orientacdes
Construir o controle deslizante a Digitar a letra a no Campo de Entrada
Configurar o controle deslizante a Configure o controle deslizante para Min = 1,
Max = 5000, Incremento = 1

Continua



Quadro 12: Cédigos e orientacdes das simulacdes da Tarefa 6 (continuagéo).

Finalidade Cédigos e orientacdes
Simular a soma dos resultados no | Pesquise pelo comando
lancamento de dois dados de 4 faces: Sequéncia(Expressao, variavel, valor
inicial, valor final)
Cligue em Expresséo
Pesquise pelo comando

NumeroAleatorio(Minimo (Inteiro), Maximo
(Inteiro))

Vocé vai precisar do
NumeroAleatério(Minimo  (Inteiro),
(Inteiro)) duas vezes.

Preencha as lacunas obtendo o seguinte
cédigo:

Sequéncia(NumeroAleatério(1,4)+
NumeroAleatério(1,4), n, 1, a)

comando
Maximo

Obter a lista de frequéncias absolutas:

Pesquise pelo comando Frequéncia(Lista
de Dados Brutos)

Preencha a lacuna com I1 obtendo o seguinte
caédigo:

Frequéncia(ll)

Construir a tabela de frequéncias absolutas:

Va em Configuracdes e desabilite as op¢des
de exibir eixos e exibir malha.
Pesquise pelo
TabelaDeFrequéncias(Lista de
Brutos, Fator de Escala/opcional)
Preencha a lacuna de Lista de Dados Brutos
com |1 e apague a lacuna de Fator de
Escala/opcional, obtendo o seguinte cédigo:
TabelaDeFrequéncias(l1)

comando
Dados

Obter a lista de frequéncias relativas (em
termos percentuais):

Va em Configuracbes — Geral -
Arredondamento e coloque apenas 2 casas
decimais.

Pesquise pelo
Sequéncia(Expresséao,
inicial, valor final)
Cligue em Expressdo e pesquise pelo
comando Elemento(Lista, Posicdo do
Elemento) e preencha as lacunas com 12 e i,
obtendo o seguinte cédigo parcial:
Sequéncia(Elemento(12,1i)

Em seguida,

Multiplique por 100 - Clique no botdo de
multiplicac&o e depois digite 100

Divida por a - Cliqgue no botédo de divisdo e
digite a letra a

Depois digite o restante do codigo:

,i,1,7)

Obtendo o seguinte codigo:

Elemento(12,i) - 100 ; 7>

comando
variavel, valor

Sequéncia<
a

Se aparecerem simbolos de ? na lista de

frequéncias, vocé precisa aumentar o valor

de a.

Continua

91
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Quadro 12: Cdédigos e orientacdes das simulacdes da Tarefa 6 (continuacdo).

Finalidade Cédigos e orientacdes
Exibir a lista de frequéncias relativas na | Pesquise o comando Texto(Objeto) e
Janela de visualizagéo: preencha a lacuna com I3 obtendo o seguinte
cadigo:
Texto(I3)

Reposicione a lista na Janela de
Visualizagdo, se necessario. Talvez seja
necessario realizar um movimento de pincar
com os dedos para que apareca.

Construir a lista {2,3,4,5,6,7,8} Va no teclado de funcbes — f(x) —, insira as
chaves
e digite os elementos no seu interior.
Construir o grafico de colunas Va em Configuracfes e habilite a op¢céo de

exibir eixos, mas mantenha desabilitada a
opcdao de exibir malha.

Digitar o cédigo

DiagramaDeBarras(14,13)

Obtendo a construcdo do grafico.

Realize um movimento de pinga no eixo X
para modificar a escala.

Fonte: O autor (2024).

Tarefa 7: ApOs a analise dos graficos, atualize sua tabela com as estimativas
(aproximacdes) para cada soma (ver Figura 34). Vocé pode manter as estimativas da

Tarefa 4 ou pode fazer mudancas.

Figura 34: Modelo de tabela de estimativas da Tarefa 7.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Estimativ
a

Fonte: O autor (2024).

Nesta OI, a atividade foi em grupo e explorou uma nova forma de
representacdo: um grafico de colunas. Mais uma vez, ha um fluxograma e um quadro

de orientacdes, como suporte ao experimento do grupo.

Configuracéo didatica da Ols: Nesta Ol, os estudantes irdo construir um grafico de

colunas dinamico, além de uma tabela de frequéncias que varia dinamicamente

também. Esse processo se dard em dois momentos bem delimitados.

Momento 1 — O professor retomard o exemplo do lancamento das moedas para

construir um grafico de colunas dinamico utilizando um controle deslizante.

Momento 2 — Os estudantes irdo, em grupo, responder as Tarefas 6 e 7. Durante todo
0 Momento 2, a Ol sera filmada por um notebook em um ponto fixo da sala de aula. A

tela do smartphone Unico que sera utilizado pelos estudantes também sera gravada
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por um aplicativo com esta finalidade enquanto eles estiverem utilizando o aplicativo

Suite GeoGebra (ver Figura 35).

Figura 35: Disposicéo geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ola.
E2 E3

Aplicativo
GeoGebra

H : /\—H Smar‘tphone

Professor

Momento 1
E1 E2

Smartphone -t

_.~Aplicativo
2 eoGebra : =

Caneta

Atividade
impressa

Notebook
para a
gravagao

E3  E4

Professor

Momento 2
Fonte: O autor (2024).

A gestao dos recursos humanos, dos artefatos e do tempo segue as mesmas
diretrizes apontadas para a Olp. Quanto a gestdo dos afetos, € importante um olhar
especial ao fato de que, agora, as simulagbes sao feitas coletivamente. Do grupo,
podem emergir discordancias (que precisam ser trabalhadas em prol do melhor
resultado e ndo de conflitos), liderancas naturais (que ndo podem concentrar todas as
decisdes nas maos de apenas um integrante, comprometendo a aprendizagem dos
demais) ou, o oposto, participantes indiferentes ao experimento (que precisam ser

impulsionados a participar ativamente da atividade).

Modo de execucdo da Ols: Espera-se que o0s estudantes j4 estejam mais

familiarizados com o uso dos codigos e, com isso, transcrevam com agilidade o
algoritmo para o aplicativo. Apds a construgéo do grafico de colunas, os estudantes
devem optar por utilizar exaustivamente o controle deslizante, verificando a variagao

das frequéncias relativas até obterem uma estimativa mais fiel para a convergéncia
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dessas frequéncias relativas. Uma visdo esperada da interface do aplicativo
GeoGebra, na Janela de Algebra e de Visualizagdo, com os codigos e o gréafico de

colunas, pode ser observada na Figura 36.

Figura 36: Janelas do aplicativo GeoGebra durante a Ols.

B a = 5000 : = = o
Algebra O 24
1 @0 @
@ 22
rrarinte 11 = Sequéncia(NdmeroAleatério(1. 4) + NimeroAleatério(1.4),n. 1. a) :
20
— {5.6,2,5.6.6,7,3,5,6.5.6.5.4,5.7.3.5.4,5,4,4,4.4.6.4,3,8.6.3.5.6.
i 18 [Pt
sela 12 = Frequéncia(l1)
—  {292.638.923,1320, 015, 622. 290} 16
()  textol — TabelaDeFrequéncias(I1) L
13- Sequéncia(w‘ 100.i 1.7) ;™
— {5.84.1276.18.46,26.4 18.3.12.44,5 .8} L
O texto? = Texto(l3) : 8
14={2,3.4,5,6,7,8} : 6
b = DiagramaDeBarras(4. 13) : 4
@
— 100 2
+ 2 4 6 8 10
B @ imn
Janela de Algebra Janela de Visualizacao

Fonte: O autor (2024).

E perceptivel como o grafico caminha para uma simetria, o que ja é esperado
pelas probabilidades tedricas. E interessante notar, também, as similaridades do
grafico obtido com a curva normal, embora o grafico esteja representando valores
discretos. E preciso verificar se os estudantes configuraram o controle deslizante
conforme as orientagdes. Os estudantes podem ter dificuldade também em encontrar
o melhor enquadramento para o grafico na Janela de Visualizagdo, sendo necessaria

uma intervencao, ainda que minima.

5.5 Ols: CALCULO DAS PROBABILIDADES TEORICAS

O objetivo da Ol4 é calcular as probabilidades tedricas de obter cada soma no
langamento de dois dados honestos com 4 faces.
Situacdo: Lancaram-se dois dados honestos com 4 faces, calculando-se a soma dos

pontos obtidos em cada dado.
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Tarefa 8: Qual a probabilidade de obtermos cada uma das somas a seguir?
a) Somaigualal

b) Soma igual a 2

c) Somaigual a 3

d) Soma igual a 4

e) Somaigual a b

f) Somaigual a 6

g) Somaigual a 7

h) Soma igual a 8

i) Somaigual a 9

Tarefa 9: Qual a soma de todas as probabilidades calculadas na Tarefa 8?

Na Tarefa 8, o significado classico da probabilidade € central, visto que os
estudantes calcularam as probabilidades exatas de cada soma pela definicdo
laplaciana, obtendo assim as chamadas probabilidades tedricas. Na Tarefa 9, o
reforco sobre o fato de que a soma das probabilidades € 100%, ponto ja tocado em
tarefas anteriores com as frequéncias relativas, aborda o axioma 2 de Kolmogorov,
trazendo ao palco, também, o significado axiomatico da probabilidade.

Configuracdo didatica da Ols: Para esta OIl, os estudantes irdo trabalhar

colaborativamente com o intuito de obter as probabilidades tedricas para cada uma
das somas indicadas. Eles fardo toda a atividade juntos, mas cada um tera a sua
prépria atividade impressa na qual registrara as respostas obtidas (ver Figura 37).

Figura 37: Disposicéo geogréafica dos sujeitos e dos artefatos na Ola.
E1 E2

----- Professor

Fonte: O autor (2024).
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1. Gestdo dos recursos humanos: Os estudantes se organizardo em grupo e
responderao, juntos, as Tarefas 8 e 9. Elas irdo resolver de maneira autbnoma desde
o inicio, apenas se apresentarem dificuldades é que o professor dard pequenas dicas,
gradualmente.
2. Gestao dos artefatos: Além das ja recorrentes atividades impressas e canetas para
registrar as respostas, os estudantes terdo a sua disposicdo uma calculadora, para
obter as probabilidades em termos percentuais, caso desejem.
3. Gestéo do tempo: O tempo estimado para esta Ol € de 30 minutos.
4. Gestdo dos afetos: Pela primeira vez os estudantes precisardo realizar, eles
préprios, algumas operacdes matematicas. Ainda que possam utilizar a calculadora,
este momento podera resgatar insegurancgas.

Os estudantes podem nao recordar como converter as probabilidades obtidas
da representacdo fracionaria para a representacdo percentual. Se isso ocorrer, 0
professor utilizara os proprios cédigos dos fluxogramas para sugerir o caminho (dividir
e multiplicar por 100) e, se isso nédo for o suficiente, novas dicas serdo dadas, mas
sem entregar tudo de uma vez. Se, ainda assim, os estudantes ndo conseguirem
desenvolver, entdo o professor devera realizar a atividade junto com eles, pois é

importante que ao final da Ol estas probabilidades teéricas tenham sido calculadas.

Modo de execucédo da Ols: Os estudantes irdo enumerar todas as possibilidades que

compdem o espago amostral deste experimento e, em seguida, pelo método classico,
muito utilizado na Educacdo Béasica e que, provavelmente, eles conhecem bem,

calcular as propor¢des para cada um dos eventos, obtendo as probabilidades tedricas.

5.6 Ols: SIGNIFICADOS DA PROBABILIDADE

O objetivo da Ols € verificar, empiricamente, que as frequéncias relativas
convergem para as probabilidades teodricas.
Situacdo: Compare as probabilidades tedricas calculadas na Tarefa 8 com as
frequéncias relativas obtidas por vocé na Tarefa 3 e com as estimativas dadas por
vocé na Tarefa 7.
Tarefa 10: Qual relacdo vocé consegue perceber entre as probabilidades teoricas
calculadas e as frequéncias relativas obtidas?

Este € o ato final do concerto, no qual os estudantes colocaram as relagdes de

significado que construiram durante a composicéo de orquestracdes instrumentais.
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Configuracéo didatica da Ols: Nesta Ol, os estudantes iréo sistematizar as principais

conclusdes que obtiveram a partir de todas as Ol. A finalidade é que eles percebam
que as frequéncias relativas obtidas nas simulacdes s&o estimativas para as
probabilidades teoricas calculadas e registrar essas ideias por escrito. Eles cumprirdo
esta Tarefa 10 individualmente (ver Figura 38).

Figura 38: Disposicéo geografica dos sujeitos e dos artefatos na Ols.

Capeta

L, o

LA LA A ]‘{

At|V|dade
impressa

Carteira

escolar
Professor

Fonte: O autor (2024).
1. Gestdo dos recursos humanos: Os estudantes responderdo a atividade

individualmente e o professor os provocara a partir dos dados que eles construiram,
sempre gue necessario.

2. Gestéo dos artefatos: Além da atividade impressa com a Tarefa 10 e da caneta,
cada estudante recebera trés quadros, cada um deles com as frequéncias relativas
gue obtiveram na Tarefa 3, as estimativas que deram na Tarefa 7 e as probabilidades
tedricas que calcularam na Tarefa 8. Esses dados, construidos por eles proprios
anteriormente, serédo artefatos fundamentais para a resolugcéo da Tarefa 10.

3. Gestao do tempo: Estima-se um tempo de 30 minutos para a conclusdo da
atividade. Se necesséario, o tempo podera ser estendido.

4. Gestao dos afetos: Este € um momento em que o estudante precisara sistematizar
as suas ideias em uma resposta discursiva. Dificuldades na escrita podem surgir e
desencadear mal-estar. Nesse caso, o professor estimulard o estudante a se
expressar verbalmente primeiro e, a partir dai, registrar essas ideias por escrito, no
seu tempo. Elogiar boas ideias pode servir de motivacédo para novas boas ideias e

para estimular o aumento da confianca para registra-las por escrito.
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Modo de execucéo da Ols: E esperado que os estudantes retomem pontos levantados

por eles proprios nas tarefas anteriores, para costurar a conclusdo de que as
frequéncias relativas convergem para as probabilidades te6ricas & medida que o
namero de repeticdes aumenta. Espera-se respostas como “As frequéncias relativas
para cada soma vao ficando cada vez mais préximas de um valor, & medida que o
namero de lancamentos aumenta. Esse valor parece estar bem proximo da

probabilidade tedrica de se obter aquela soma”.

O estudante pode ndo conseguir perceber relacbes entre os dados. Nesse
caso, mais uma vez, o professor intervém com dicas minimas, mas que impulsionem
o estudante a evoluir na solucdo. E possivel consultar nas proximas paginas os
guadros detalhados com a disposicao dos sujeitos e dos artefatos em todas as Ol.

Um panorama detalhado das disposi¢cdes dos sujeitos e dos artefatos em cada

uma das Ol pode ser acompanhado nos Quadros de 13 a 18.
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Papel do Papel do Tipo de Tempo
Acdes professor estudante interacdo entre estimado Artefatos Uso dos artefatos
0s estudantes
Entrega da Entregar a Receber a Sem interagé&o. 2 min Sem Sem uso de artefatos.
Atividade 1 atividade e uma atividade e a artefatos.
(impressa) aos | caneta. caneta.
estudantes.
Leitura coletiva | Direcionar a Acompanhar a Em grupo. 3 min Atividade Para o Realizar a leitura
do texto. leitura coletiva do | leitura coletiva do impressa, professor: coletiva.
texto. texto. texto e Para o Acompanhar a leitura
imagens. estudante: coletiva.
Registro Sanar didvidas Reqgistrar, por Individual. 10 min Atividade Para o Sem uso de
individual das dos estudantes escrito, com impressa e professor: artefatos.
respostas (apenas se caneta, sua caneta Para o Registrar a resposta
requisitado) resposta a Tarefa estudante: da Tarefa 1
1
Devolucéo da Receber as Entregar a Sem interagao. 2 min Sem Sem uso de artefatos.
Atividade 1 ao atividades dos atividade ao artefatos.
professor. estudantes e professor,
verificar se estdo | devidamente
respondidas. respondida.
Discussao Mediar a Socializar suas Em grupo. 3 min Regras do Para o Provocar reflexdes
coletiva da discusséo dos respostas e jogo. professor: sobre as
Tarefa 1. estudantes. discuti-las com os probabilidades de
colegas. vitéria.
Para o Refletir sobre as
estudante: probabilidades de

vitoria.

Fonte: O autor (2024).
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Papel do Papel do Tipo de Tempo
Acdes professor estudante interacdo entre estimado Artefatos Usos dos artefatos
0s estudantes
Realizagé@o do jogo | Coordenar a Jogar. Em grupo. 20 min Tabuleiro de Para o Coordenar as
corrida de cavalos. | realizacdo do corrida, professor: partidas do
jogo. cavalos de jogo.
brinquedo e Para o Realizar as
dados de 4 estudante: partidas do
faces. jogo.
Entrega da Entregar a Receber a Sem interagao. 2 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
Atividade 2 atividade e uma atividade e uma
(impressa) aos caneta. caneta.
estudantes.
Registro individual Sanar duvidas Reqgistrar, por Individual. 10 min Atividade Para o Sem uso de
das respostas da dos estudantes escrito, com impressa e professor: artefatos.
Tarefa 2. (apenas se caneta, sua caneta. Para o Registrar as
requisitado). resposta a Tarefa estudante: respostas da
1. Tarefa 2.
Devolucéo da Receber as Entregar a Sem interacéo. 2 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
Atividade 2 ao atividades dos atividade ao
professor. estudantes e professor,
verificar se estdo | devidamente
respondidas. respondida.
Discultir, a partir da | Provocar Refletir e discutir Em grupo. 6 min Tabuleiro de Para o Provocar novas
observacéo do reflexdes e com os colegas corrida, professor: discussoes.
jogo, se todos os mediar a sobre a cavalos de Para o Testar
cavalos tém a discusséao dos probabilidade de brinquedo e estudante: hipéteses.
mesma estudantes. vitoria de cada dados de 4
probabilidade de cavalo. faces.

vitoria.

Fonte: O autor (2024).
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Quadro 15: Disposicédo dos sujeitos e dos artefatos na Olp.

Papel do Papel do estudante Tipo de Tempo
Acdes professor interacdo estimado Artefatos Usos dos artefatos
entre os
estudantes
Familiarizar-se Apresentar os Conhecer os Em grupo. 20 min Celular e aplicativo Para o Apresentar os
com os elementos | elementos. elementos. GeoGebra. professor: elementos.
do aplicativo Para o Conhecer 0s
GeoGebra que estudante: elementos.
serdo utilizadas.
Entrega da Entregar a Receber a atividade | Sem 2 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
Atividade Pivot atividade e uma e uma caneta. interacéo.
(impressa) aos caneta.
estudantes.
Realizar as Sanar dividas Realizar as Individual. 1lh Celular, aplicativo Para o Auxiliar nas
simulaces e dos estudantes simulacdes e GeoGebra, professor: simulacg6es dos
registrar 0s (apenas se registrar, por escrito, atividade impressa estudantes.
resultados na requisitado). com caneta, seus e caneta. Para o Realizar as
Atividade Pivot. resultados na estudante: simulacdes e
Atividade Pivot. registrar os
resultados.
Devolucéo da Receber as Entregar a atividade | Sem 2 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
Atividade Pivot ao | atividades dos ao professor, interacao.
professor. estudantes e devidamente
verificar se estdo | respondida.
respondidas.
Discutir, a partir Provocar Refletir e discutir Em grupo. 6 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
do observado nas | reflexdes e com os colegas
simulagoes, mediar a sobre os resultados
algumas das discusséo dos observados durante
relacdes estudantes. as simulacdes.
observadas.
Realizar a Ols. Aplicar a Ols. Responder a Em grupo. 1lh Celular e aplicativo Para o Auxiliar nas
Atividade 3. GeoGebra. professor: simulac6es dos
estudantes.
Para o Realizar as
estudante: simulacgdes.

Fonte: O autor (2024).
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Papel do Papel do Tipo de Tempo
Acdes professor estudante interacdo entre estimado Artefatos Usos dos artefatos
0s estudantes
Familiarizar-se com Apresentar os | Conhecer os Em grupo. 20 min Celular e Para o Apresentar os
os elementos do elementos. elementos. aplicativo professor: elementos.
aplicativo GeoGebra GeoGebra. Para o Conhecer os
gue serdo utilizados. estudante: elementos.
Entrega da Atividade | Entregar a Receber a Sem interag&o. 2 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
3 (impressa) aos atividade e atividade e a
estudantes. uma caneta. caneta.
Realizar as Sanar dividas | Realizar as Em grupo. 30 min Celular e Para o Auxiliar nas
simulaces e dos simulacdes e aplicativo professor: simulac¢6es dos
registrar as estudantes registrar, por GeoGebra. estudantes.
estimativas na (apenas se escrito, com Para o Realizar as
Atividade 3. requisitado). caneta, suas estudante: simulacdes.
estimativas Atividade Para o Sem uso de
atualizadas na impressa e professor: artefatos.
Atividade 3. caneta. Para o Registrar, por
estudante: escrito, as
estimativas
atualizadas na
Atividade 3.
Devolucéo da Receber as Entregar a Sem interag&o. 2 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
Atividade 3 ao atividades dos | atividade ao
professor. estudantes e professor,
verificar se devidamente
estdo respondida.
respondidas.
Discutir, a partir do Provocar Refletir e discutir Em grupo. 6 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
observado nas reflexdes e com os colegas
simulages, alguns mediar a sobre os
dos padrbes discusséo dos | resultados
observados. estudantes. observados
durante as
simulacgdes.

Fonte: O autor (2024).
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Papel do Papel do Tipo de Tempo
Acdes professor estudante interacdo entre estimado Artefatos Usos dos artefatos
0s estudantes
Entrega da Entregar a Receber a Sem interagéo. 2 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
Atividade 4 atividade e uma atividade e a
(impressa) aos | caneta. caneta.
estudantes.
Leitura coletiva | Direcionar a Acompanhar a Em grupo. 2 min Atividade Para o Realizar a leitura
da atividade. leitura coletiva da | leitura coletiva da impressa e professor: coletiva.
atividade. atividade. texto. Para o Acompanhar a
estudante: leitura coletiva.
Resolugdo das | Sanar duvidas Resolver, em Em grupo. 20 min Atividade Para o Sem uso de
Tarefas 8 e 9. dos estudantes grupo, as Tarefas impressa, professor: artefatos.
(apenas se 8e9. canetae Para o Resolver e registrar
requisitado). calculadora estudante: as respostas das
Tarefas 8 e 9.
Devolucéo da Receber as Entregar a Sem interagéo. 2 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
Atividade 4 ao atividades dos atividade ao
professor. estudantes e professor,
verificar se estdo | devidamente
respondidas. respondida.
Discussao Mediar a Socializar as Em grupo. 4 min Respostas dos Para o Provocar reflexdes
coletiva da discusséao dos respostas obtidas estudantes. professor: sobre as
Atividade 4. estudantes. e discuti-las. probabilidades
calculadas.
Para o Refletir sobre as
estudante: probabilidades

calculadas.

Fonte: O autor (2024).




Quadro 18: Disposicdo dos sujeitos e dos artefatos na Ols.
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Papel do Papel do Tipo de Tempo
Acdes professor estudante interacdo entre estimado Artefatos Usos dos artefatos
0s estudantes

Entrega da Entregar a Receber a Sem interag&o. 2 min Sem artefatos. | Sem uso de artefatos.
Atividade 5 atividade e uma atividade e a
(impressa) aos | caneta. caneta.
estudantes.
Leitura coletiva | Direcionar a Acompanhar a Em grupo. 2 min Atividade Para o Realizar a leitura
da atividade. leitura coletiva da | leitura coletiva da impressa e professor: coletiva.

atividade. atividade. texto. Para o Acompanhar a

estudante: leitura coletiva.

Responder a Sanar dividas Reqgistrar, por Individual. 20 min Atividade Para o Sem uso de
Tarefa 10. dos estudantes escrito, uma impressa e professor: artefatos.

(apenas se resposta para a caneta. Para o Resolver e registrar

requisitado). Tarefa 10. estudante: a respostas da

Tarefa 10

Devolucéo da Receber as Entregar a Sem interagao. 2 min Sem artefatos. Sem uso de artefatos.
Atividade 5 ao atividades dos atividade ao
professor. estudantes e professor,

verificar se estdo | devidamente

respondidas. respondida.
Discussao Mediar a Socializar as Em grupo. 4 min Respostas dos | Parao Provocar reflexdes
coletiva das discusséao dos respostas estudantes. professor sobre as
respostas estudantes. apresentadas e consideracdes finais.
dadas a Tarefa discuti-las. Para o Refletir sobre as
10. estudante consideracdes finais.

Fonte: O autor (2024).
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6 ANALISE DOS DADOS: UM OLHAR SOBRE A PERFORMANCE DIDATICA

Para a andlise da performance didatica das orquestragBes instrumentais,
dividimos os processos interacionais resultantes do concerto em 3 episodios, em um
total de 17 segmentos e 222 turnos. Os turnos selecionados para a analise e aqui
dispostos caracterizam falas dos quatro participantes (apontados como Reed, Sue,
Johnny e Ben) e do pesquisador (apontado como Professor). Estas falas foram
registradas em audio, por meio da gravacdo do ambiente (realizada por um notebook
por meio de um aplicativo proprio do aparelho) e das telas dos celulares dos
participantes (realizada por aplicativos de gravacao de tela), de registros escritos nas
atividades impressas e de construcdes realizadas no GeoGebra, desde que estas
apontassem para uma postura do participante diante do objeto de estudo.

Cada segmento possui uma tematica central, que comeca e termina dentro de
um mesmo segmento, apresentada por meio dos turnos. A andlise dos dados foi
microgenética, dada pontual e qualitativamente, a medida que os fatos sé&o
apresentados no interior dos episédios.

Episddio 1

O Episédio 1 apresenta um movimento rdpido do concerto, o Primeiro
movimento (com as orquestracdes instrumentais Ol1 e Ol2, Atividades 1 e 2 e Tarefas
1 e 2) (ver Figura 39) que conferiu expressivos avancos nos conhecimentos
probabilisticos dos participantes, ainda que neste movimento as simulacdes para 0s

experimentos aleatdrios e o uso do aplicativo GeoGebra ainda ndo tenham se iniciado.

Figura 39: Mapa do Primeiro movimento.

Primeiro
movimento
Ol4 Olz
AT1 AT2
T1 T2
AT: Atividade T: Tarefa

Fonte: O autor (2024).

A Atividade 1 foi entregue a cada um dos participantes. As regras e 0s objetivos
do jogo foram apresentados. A principio, a intencao foi provocar a reflexdo sobre as

regras do jogo, sem que este fosse executado, a fim de avaliar as primeiras
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percepcbes intuitivas dos estudantes sobre o0s mecanismos probabilisticos
envolvidos. Nenhum deles conhecia o jogo. Reed, ao ouvir sobre qual a “chance” de
vitéria de cada cavalo, instantaneamente esbocou um leve sorriso, 0 que pareceu
indicar que ele havia entendido “o segredo” do jogo e estava pronto para utilizar isso.

Ben ndo conhecia o dado tetraédrico (de 4 faces), inclusive questionando se,
de fato, o maior valor de cada dado era 4. O estranhamento se deve ao fato,
provavelmente, de ele estar acostumado ao tradicional dado hexaédrico (de 6 faces).
Os demais ja conheciam o dado tetraédrico, pois a professora da escola ja havia Ihes
mostrado, mas nunca tinham o utilizado. O tradicional dado hexaédrico (de 6 faces),
por outro lado, era muito conhecido e ja havia sido utilizado, exaustivamente, pelos
quatro.

Durante toda a Atividade 1, os estudantes mantiveram-se concentrados e
sempre escrevendo algo (pouquissimo tempo pensando e muito tempo escrevendo).
Ao concluirem suas respostas, revisaram as suas anota¢des com atencdo e, enquanto
todos ndo haviam terminado, quem ja havia concluido continuou revisando sua
escrita. Todos entregaram ao mesmo tempo. Em seguida, recolhi a Atividade 1 e
conversamos sobre o0 jogo.

Todos gostaram do jogo. E perceptivel que dominavam os conceitos de
“‘impossivel” e “certo” em eventos aleatérios. Reed comentou sobre o fato do cavalo 5
ter mais chance de vitéria, pois ha mais possibilidades para se obter a soma 5. Sue e
Johnny foram surpreendidos, ndo haviam pensado sobre isso, mas compreenderam
sem muita dificuldade. Ben ja tinha essa percepcéao, ela so6 foi validada. Em seguida,

ocorreu a realizacdo do jogo em si. A Figura 40 apresenta o tabuleiro utilizado.

Figura 40: Tabuleiro do jogo corrida de cavalos com dois dados.

\

Fonte: O autor (2024).
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Os estudantes se divertiram muito com o jogo, fazendo questdo de jogar 0s
dados, de movimentar os cavalos, e de apostar, € claro. Foram percebendo que, de
fato, alguns cavalos costumavam andar mais casas do que outros, mas que ndo era
0 mesmo quem ganhava toda vez. Em seguida, eles responderam a Atividade 2 e a
devolveram.

Segmento 1
...sobre quem néo tinha chance alguma de vencer.
Turnos [1 - 5]

Quando a mera descricdo das regras do jogo era o Unico artefato acumulado
até entdo, na Atividade 1, ja havia a percepcéao intuitiva sobre a impossibilidade dos
cavalos 1 e 9 vencerem a corrida. Com excecéo de Sue, que percebeu este fato para
o cavalo 9, mas nao percebeu para o cavalo 1. Os turnos [1 — 4] s&o respostas dadas

na Atividade 1, antes de realizar o jogo.

[1] Ben — Em todos os dois dados ideais, cavalos de numeracéo 1 e 9 ficam incapacitados
de participarem. Dado como soma minima: “2” e soma maxima: “8". [..]
Consequentemente, na parte do enunciado generalizando “todos” os cavalos, até os de
numeracdo 1 e 9, a resposta é ndo. Nem todos os cavalos possuem chance de vitoria,
visto que possuem numeracdes impossiveis de serem atingidas em uma soma de 1 — 4
(dois dados de 1 — 4).

[2] Johnny — N&o, apenas os cavalos de nimero 2 a 8 possuem chance de vitéria. Isso
acontece porque a menor soma possivel dos dados de 4 faces é 2 (obtido pe pela soma
de dois lados 1) e a maior soma possivel dos dados de 4 faces é 8 (obtido pela soma de
duas faces 4 do dado). Logo, os cavalos 1 e 9 ndo podem ganhar o jogo por ndo se
encaixar no intervalo de resultados favoraveis da soma das faces do dado.

[3] Reed — Nao, pois percebe-se que os nimeros que estdo na periferia, ou seja, o maior
e 0 menor possuem 0% de chance de andar uma casa, pois como os dois dados possuem
nameros de 1 a 4, a menor soma sera 2 e a maior soma sera 8, assim, impossibilitando
que os cavalos numerados de 1 a 9 andem se nenhuma casa.

[4] Sue — Nao, pois como o dado tem quatro faces mesmo jogando dois, ndo ira completar
o0 nimero 9, ou seja, 4+4=8. 8 é o valor maximo que pode chegar, sendo assim o cavalo
9 tem 0% de conseguir chegar e vencer a corrida.

O fato de o jogo envolver a manipulacdo de geradores aleatdrios, como 0s
dados, e o emprego de linguagem cotidiana para expressar ideias probabilisticas,
conforme Batanero (2005), caracteriza-se a mobilizacdo explicita do significado
intuitivo da probabilidade nesta etapa.

Apés a rodada de jogos e a interacdo com as percepcdes dos demais
participantes, Sue conseguiu notar que a vitéria também era impossivel para o cavalo

1, apresentando a seguinte conclusdo na Atividade 2:

[5] Sue — E o numero 1 e 9 seria impossivel por conta do dado de 4 faces, no caso, nao
teria como ja que o nimero minimo da soma seria 2 do 1+1=2 e 0 maximo seria 8 do
4+4=8. 0% de chance.
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E possivel verificar que por meio da realizac¢do do jogo e da socializacdo com
0s demais participantes, Sue conseguiu avancar na sua compreensao sobre o espaco
amostral do experimento aleatdrio, refinando sua analise sobre a situacdo. Este é um
atributo da probabilidade, poder ser revisdvel com a experiéncia.

Segmento 2
... Sobre a ndo-equiprobabilidade do espaco amostral.
Turnos [6 — 17]

Apesar de os participantes terem tido uma boa intuigao sobre a impossibilidade
de ocorréncia de determinados eventos (vitoria dos cavalos 1 e 9), ndo se pode falar
0 mesmo sobre a questdo da ndo-equiprobabilidade do espaco amostral, uma vez que
dois participantes (Johnny e Sue) cometeram equivocos quanto a isso, um
participante (Ben) teve a intuigdo de que as probabilidades n&o eram as mesmas, mas
isso Ihe pareceu tdo absurdo que ele ndo admitiu tal fato e apenas um participante

(Reed) foi assertivo quanto as probabilidades serem diferentes.

[6] Johnny — Tendo em vista que apenas 7 cavalos podem ganhar o jogo, a probabilidade,
em cada rodada, de um cavalo avancar fica sendo ;

E perceptivel que Johnny admitiu o espagco amostral como equiprovavel e

conferiu, para cada um dos sete cavalos que possuiam chance de vitéria, a mesma
- 1 ~ , . - ~
probabilidade de ~» 0 que nao esta correto. Reforga-se, assim, que o conceito de nao-

equiprobabilidade precisa ser mais inserido na Educagdo Basica, “dado que as
interpretacbes dos estudantes revelaram que o pensamento equiprovavel esta
impregnado e é aceito como verdade absoluta, sem se questionar sobre os eventos
nao equiprovaveis” (Souza, 2015, p. 34).

A experiéncia massiva dos estudantes com espacos amostrais equiprovaveis
na escola pode resultar num treinamento falho das suas préprias intuicdes. Essas
experiéncias estabilizam a ideia de que, em eventos aleatorios, todos os casos

possuem a mesma probabilidade de ocorréncia, o que provoca o imediatismo e a
. 1 e .
certeza de quantificar em - as probabilidades, sem pensar com profundidade sobre

isso. E o ciclo de constituicdo da intuicdo, conforme Fischbein (1975), indicando que
a depender de como se forma, a intuigéo pode falhar.
Apds o0 jogo, no qual notou certa vantagem de alguns cavalos, Johnny

reformulou a sua conclusao na Atividade 2.
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[7] Johnny — O cavalo central [cavalo 5] possui mais possibilidades de soma do que os
cavalos dos extremos, portanto, possui mais chances de ganhar do que os outros cavalos.

Johnny compreende, agora, que as probabilidades n&o sdo iguais, mas néo
arriscou, desta vez, em quantificar estas probabilidades, assim como o fez na
Atividade 1. Esta seria uma tarefa bem dificil, como sabemos, mas Johnny ndo sabia
disso. O experimento de realizar o jogo, a partir da observacao dos seus resultados,
permitiu uma atualizacdo das probabilidades atribuidas.

A Figura 41 traz o grafico construido com as atribuicbes subjetivas de
probabilidade dadas por Johnny. Ja é possivel notar uma simetria na distribuicdo das

probabilidades, com os cavalos 4, 5 e 6 ocupando a mesma posi¢cao nas chances de

vitoria.
Figura 41: [8] Resposta de Johnny para a Tarefa 2.

Certo O O O O O O O O O |Legenda:
Cl-Cavalo1
Muitoprovavek O O O ® ® @ O O O C2-Cavalo2
C3 - Cavalo 3
Provével O 0O ® @ © @ ©€ O O ©“- Cavalo 4
C5—Cavalo 5
C6 —Cavalo 6
Poucoprovivel O ® ® @@ @® ® @ @® O C7 - Cavalo 7
. C8 —Cavalo 8
Impossivel ® ¢ ©¢ @ ® ¢ ® O & o .o

cCi C2 C3 Cc4 G5 C6 C7 (C8 (9

Fonte: O autor (2024).
Sue também apresentou incompreensdes sobre né&o-equiprobabilidade,

conforme sua explanacéao feita na Atividade 1, presente no turno [9].

[9] Sue — Ja os outros [cavalos, excluindo o 9] teriam 50% de chance de ganhar e os outros
teriam 50% de perder, no caso % de probabilidade.

Nesse caso, Sue apresentou uma confusdo muito comum entre possibilidade
e probabilidade: como, para cada cavalo, hd a possibilidade de ganhar e a
possibilidade de perder, ela atribuiu 50% de probabilidade de vitéria para cada cavalo.
Este erro também esta ligado a ndo-equiprobabilidade do espagco amostral. Caso Sue
reconhecesse que o numero de possibilidades que levam a ganhar ndo é o mesmo
namero de possibilidades que levam a perder, essa probabilidade poderia ser
diferente. Apos a realizag&o do jogo, na Atividade 2, Sue modificou a sua concluséo,
atualizando as probabilidades.

[10] Sue — Eu acho que nédo teria nenhum [cavalo] que fosse certo ja que equivale a 100%
de certeza, pois no jogo o [cavalo] 5 venceu trés vezes mas o [cavalo] 6 venceu duas. E
se fosse certo, em todas as partidas eles ele tinha ganhado (o [cavalo] n° 5). [...] JA 0
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[cavalo] 5 e o [cavalo] 6 poderia contar uma probabilidade de 85% e 90% mas néo teria
aqueles 100% de certeza.

Sue compreende agora que alguns cavalos tém probabilidade maior de vitoria,
ainda que estabeleca valores altos, e arbitrarios, para as probabilidades de vitéria dos
cavalos 5 e 6. Apesar disso, € importante notar que o jogo possibilitou a conclusao de
que ndo era possivel garantir a vitoria de nenhum cavalo, uma vez que até os cavalos
que mais venciam, em alguns momentos também perdiam. Na Figura 42, notamos
gue Sue atribuiu ao cavalo 7 uma probabilidade menor de vitoria, em comparacao com

o cavalo 8. Isso porque o cavalo 7 venceu menos partidas do que o cavalo 8 na

jogatina.
Figura 42: [11] Resposta de Sue para a Tarefa 2.
Certo O O O O OO O 0 O Legenda:

Cl-Cavalo1l
C2 - Cavalo 2

. . 9)
Muitoprovdvel O O O O @ @ O O© C3— Cavalo 3
) C4 —Cavalo 4
Provavel O O O o @ ¢ O ® O C5 — Cavalo 5
C6 —Cavalo 6
Poucoprovavel (O ® @ ©® @® @ @® O® O (7-cavao7
C8 —Cavalo 8
Impossivel ® © ®© © ®© ¢ © ® ® (95-Cavaloo

Cl C2 (C3 Cc4 G5 Ce6 C7 (C8 (9

Fonte: O autor (2024).
Ben sabia que as probabilidades de vitéria ndo eram as mesmas, mas esta

ideia lhe pareceu estar incorreta matematicamente.

[12] Ben — Partindo deste meio [de que os cavalos 1 e 9 ndo possuem chance alguma de
vencer], os cavalos restantes possuem uma chance semelhante para avangcarem cada
casa. Partindo em termos de possibilidade (e ndo probabilidade, pois os cavalos possuem
a mesma probabilidade em soma), ha a chance de maiores cavalos, no eixo de ideias, ndo
matematico, de cavalos no meio se movimentarem mais.

As intuicdes de Ben sdo muito conflitantes aqui. Ele diz que ha uma chance
maior de vitoria para alguns cavalos, mas no “eixo de ideias”, ndo no matematico. De
acordo com ele, para a Matematica isso néo fazia sentido, mas na pratica era o que
realmente acontecia. Pelo jeito, os cavalos de Ben ndo sabem para onde ir. Isso pode
ter ocorrido porque algumas das suas experiéncias, provavelmente as escolares nas
aulas de Matematica, Ihe dizem que todos os cavalos devem ter a mesma chance de
vitéria, enquanto outras experiéncias, provavelmente nao-escolares, Ihe dizem que
alguns cavalos tém sim mais chance de vencer.

Por esta razdo, Ben colocou as duas conclusdes juntas, mas em caixas

separadas, afirmando que para a Matematica (campo de experiéncias que Ihe ensinou
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a equiprobabilidade universal) todos tinham a mesma chance, e para o “eixo das
ideias” (campo de experiéncias que lhe ensinou sobre a n&o-equiprobabilidade),
situado aparentemente fora da Matematica, alguns tinham mais chance de vencer.
ApoOs a realizagdo do jogo, Ben pareceu quebrar a caixas e iniciar a criagdo de uma

simbiose entre as duas bases de intuicao.

[13] Ben — A existéncia de maiores fatores de soma para o C5 permite, estatisticamente,

uma maior chance de vitéria, que sobe em-relacdo-ao-cavalo-Cle-C9, (que comeca dos

cavalos C1 e C9), e sobe a medida que chega ao cavalo central [cavalo 5]. Como dado
em minha perspectiva, chances especiais para os cavalos centrais (ou préximos) dado
que existem mais opcdes de soma.

Podemos notar que a maior chance de vitéria de alguns cavalos, antes
presente apenas no “eixo das ideias”, agora é justificada estatisticamente, um
indicativo da iminente incursdo entre o eixo das ideias e a Matematica. A Figura 43
traz o grafico construido com as atribuicdes subjetivas de probabilidade dadas por
Ben. J& é possivel notar uma simetria na distribuicdo das probabilidades, mas
diferente de Johnny, o cavalo 5 ocupa sozinho a posi¢cao de Muito provavel, com o0s

cavalos 4 e 6 ocupando uma posi¢cao a menos nas chances de vitéria.
Figura 43: [14] Resposta de Ben para a Tarefa 2.

Certo O O O O O O O O O |Llegenda:
Cl-Cavalo1l
Muitoprovavel O O O O ® O O O O €2~ Cavalo 2
C3 —Cavalo 3
C4 —Cavalo 4
Provével ® O
rovéve O O & & © @ O C5 - Cavalo 5
C6 —Cavalo 6
Poucoprovivek O @@ © ® ©® @ @ ® O ;_( .07
C8—Cavalo 8
Impossivel ® © © © ©¢ 0 & © & 5 ;9
Cl C2 C3 C¢4 GG C6 C7 €8 O9

Fonte: O autor (2024).
O JUOnico participante que estava, de fato, seguro quanto a néo-
equiprobabilidade do espaco amostral foi Reed.

[15] Reed — Além disso, o cavalo que possuir o nUmero com maior possibilidade de soma
serd o que mais ir4 andar, que seria 0 5, na qual possui quatro maneiras diferentes em
chegar neste resultado, que seriam: (4+1); (1+4); (3+2) e (2+3).

Notamos que Reed é assertivo ao afirmar que a soma 5 possui mais
possibilidades de ser obtida do que as demais, mas ndo compreende ainda que ser
mais provavel ndo garante que sera o cavalo 5 que mais ira andar. Por exemplo, é
possivel que em 100 lancamentos o cavalo 5 permanec¢a no ponto de partida, ainda

gue pouco provavel. Estudar esta probabilidade a partir das frequéncias dos
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resultados pode contribuir para que Reed refine seus argumentos. Apos 0 jogo, ha

Atividade 2, Reed apenas consolidou sua posicao.

[16] Reed — Obs: Mesmo sabendo que os cavalos €2e C3 e C7 terem tém uma maior
chance que os cavalos C2 e C8, deixei eles nos mesmos niveis, pois eles possuem uma
chance menor comparado aos cavalos C4 e C6, ja que estes possuem uma chanee soma
a mais para chegar nestes nimeros.

A Figura 44 traz o grafico construido com as atribuicbes qualitativas de
probabilidade dadas por Reed. J& é possivel notar uma simetria na distribuicdo das
probabilidades, e assim como Ben, o cavalo 5 ocupa sozinho a posi¢do de Muito

provavel, com os cavalos 4 e 6 ocupando uma posicdo a menos nas chances de

vitoria.
Figura 44: [17] Resposta de Reed para a Tarefa 2.
Certo O O O O o O O - Legenda:
© O Cl-Cavalo1l
C2 —Cavalo 2
Mui vel O O
uito provave O O ® O 0O 0O O 3 — Cavalo 3
. C4 —Cavalo 4
Provével O O O @ @ @ C O 0O 5—cavalos
C6 — Cavalo 6
Pouco provavel O ®© @ ¢ ® @ @ @ ( C7-cavalo7
C8 —Cavalo 8
Impossivel ® 6 06 6 ® ¢ ® ® @ C9-Cavalo9
cCi C2 C3 Cc4 G5 C6 C7 (C8 (9

Fonte: O autor (2024).
Fechamento do Episddio 1

As primeiras ideias intuitivas de probabilidade envolvem o uso de “frases e
expressdes coloquiais para quantificar eventos incertos e expressar seu grau de
crenca neles” (Batanero, 2005, p. 253, traducédo nossa). Estas primeiras ideias, que
surgem ligadas a, entre outras coisas, jogos (Batanero, 2005), como nas Atividades 1
e 2, foram empregadas pelos participantes, indicando que o significado intuitivo da
probabilidade foi explorado nestas atividades.

Apos a realizacéo do jogo, um experimento aleatorio, os participantes puderam
revisar as probabilidades atribuidas. “As probabilidades de tais causas poderiam
entao ser revistas — passar de probabilidades a priori para probabilidades a posteriori”

(Batanero, 2005, p, 255, tradug&o nossa).
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Episodio 2

Uma semana apoés os eventos do Episédio 1, deu-se a execugdo do Segundo

movimento do concerto, um movimento lento (com as orquestragdes instrumentais

Olpivot, Ol3 e Ols, Atividades Pivot, 3 e 4 e Tarefas de 3 a 9). Por ser um movimento

mais lento, o Segundo movimento foi dividido em dois episodios. O Episodio 2 discute

apenas fatos oriundos da Olpivot, cOm a Atividade Pivot e as Tarefas de 3 a 5 (ver
Figura 45).

Figura 45: Mapa do Episédio 2.

Segundo movimento

OIpivol Ol (_)|
AT Pivot AT3 AT4
T3 T4 TS T6 T7 T8 T9

AT: Atividade T: Tarefa
Fonte: O autor (2024).

Conversou-se sobre as dificuldades em se mensurar as probabilidades de
vitéria de cada cavalo no jogo da semana anterior. Para isso, estabeleceu-se que
estudariamos o experimento aleatoério de lancar dois dados tetraédricos e calcular a
soma dos pontos obtidos, fundamento do jogo, mas sem considerar o jogo em si e as
probabilidades de vitoria dos cavalos.

Partindo de uma simulagdo manual, construiu-se, em um quadro branco

disponivel na parede da sala de aula, uma tabela na qual foram inseridas as somas
de 1 a 9 (ver Figura 46).

Figura 46: Registro da simulagdo manual no quadro branco.

Fonte: O autor (2024).
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Realizou-se o efetivo lancamento dos dois dados tetraédricos, registrando as
frequéncias absolutas de cada uma das somas possiveis, de 1 a 9, e calculando as
respectivas frequéncias relativas. Primeiro, fizemos 10 langamentos, em seguida,
mais 10 langamentos, totalizando 20 langamentos. Todos sabiam diferenciar bem a
frequéncia absoluta da frequéncia relativa, assim como sabiam calcular esta ultimas.
Johnny pediu para utilizar uma calculadora para calcular as frequéncias relativas para
20 langamentos.

A realizacdo de simulagdo, como apontado por Batanero (2005), € uma
caracteristica do significado frequentista da probabilidade, que jA comeca a ser
efetivamente plantado a partir daqui. Os resultados da simulacdo manual com 20

langamentos podem ser consultados na Tabela 3.

Tabela 3: Resultados da simula¢do manual.

NUumero de lancamentos

10 20
Soma Frequéncia Frequéncia Frequéncia Frequéncia
absoluta Relativa (%) absoluta Relativa (%)
1 0 0 0 0
2 1 10 2 10
3 0 0 1 5
4 5 50 8 40
5 3 30 5 25
6 0 0 2 10
7 0 0 0 0
8 1 10 2 10
9 0 0 0 0
TOTAL 10 100 20 100

Fonte: O autor (2024).

Sue chegou a acreditar, por um momento, que a soma 7 era impossivel, pois
manteve uma frequéncia igual a 0 mesmo com 20 langamentos. Avaliou também que
a soma 4 era mais provavel do que as demais, pois manteve uma frequéncia maior
tanto com 10 quanto com 20 lancamentos. Reed nédo hesitou e afirmou que, para obter
melhores conclusoes, “precisa de mais langamentos”. Informei entdo que, de fato,
precisavamos de mais lancamentos para ter melhores conclusdes. Entdo fariamos
para 50, 100, 1 000 e até 10 000 lancamentos.

Reagiram com risos a esta informagé&o, pois todos tinham a nog¢do do quéo
trabalhoso seria, talvez até inviavel. Foi neste momento em que apresentei o
GeoGebra como uma estratégia para conseguirmos fazer isso de uma maneira viavel
e menos trabalhosa. Apresentei ao grupo, brevemente, os principais recursos do

aplicativo GeoGebra que seriam necessarios para a execucao da proxima atividade.
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Entreguei a Atividade pivot. Solicitei que todos colocassem as telas dos seus
celulares para gravar, como combinado previamente e, em seguida, coloquei o
ambiente para gravar, utilizando um notebook. No primeiro minuto ja estavam todos
utilizando o celular, muito concentrados, demonstrando calma e atencédo. Utilizaram
bastante a tabela de cddigos e orientacdes, pois a consultavam mais do que me
requisitavam.

Segmento 3
... Sobre Ben e a virgula.
Turnos [18 — 27]

Ben questionou a fungéo da variavel n no algoritmo. Na verdade, a fun¢éo da

variavel n ndo era o real interesse de Ben, mas ocorreu um problema e ele julgou que

havia sido causado pela variavel n.

[18] Ben — E... no caso n é s6 uma incognita ou tem um valor definido?

[19] Professor — N&o, ele esta ai s6 como um acessorio, ele funciona como uma variavel,
mas que a gente ndo quer fazer variar aqui.

[20] Ben — Certo. Mas, entdo...
[21] Professor — Tem... é, a questdo € uma virgula [ver Figura 47].
[22] Ben — Ah, ok.

Figura 47: Faltou uma virgula.

rio(1,4) + NimeroAleatério(1.4)n. 1.d)

Fonte: O autor (2024).

23] Professor — Coloca uma virgula separando ele. Entao, isso...
24] Ben — Nessa parte?

25] Professor — Isso [ver Figura 48].

[
[
[
[26] Ben — Ai agora eu coloco o d.

[27] Professor — Coloca o valor.

Figura 48: Cddigo corrigido com a virgula.

rio(1,4) + NimeroAleatério(1.4)./n.1.d)

= {1,2,3)

Fonte: O autor (2024)
O problema foi uma virgula que Ben esqueceu de colocar. Apos o problema ser

identificado, tudo funcionou bem. Algumas dificuldades podem surgir apenas por
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desatencéo, o que é natural. Na posicédo de professor, € importante estar atento, em
primeiro lugar, a essas questdes, quando o0s estudantes expressarem alguma
dificuldade.
Segmento 4
... Sobre 0s bugs no aplicativo de Sue.
Turnos [28 — 63]

Ocorreram alguns problemas no aplicativo de Sue durante a Atividade Pivot. A
tabela de frequéncias néo estava sendo gerada na Janela de Visualizagao, ainda que
o algoritmo estivesse correto. A principio, Sue digitou os codigos incorretamente,
diferentes do que foi indicado no fluxograma. Quando viu que néo deu certo, ela voltou
aos codigos e os corrigiu, mas alguns controles deslizantes haviam sido criados e
agora faziam parte da programagao.

Quando digitou o primeiro codigo corretamente, ela deveria ter clicado no botéo
Enter para concluir e a Caixa de Entrada aparecer novamente. Ela néo fez e sentiu
dificuldade para retomar a Caixa de Entrada. Apos alguns segundos, ela clicou na
Janela de visualizacdo e a Caixa de Entrada apareceu, demonstrando uma nova
estratégia eficiente, elaborada por ela propria, para alcancar o objetivo desejado.

Quando ela pediu ajuda, apagamos os controles deslizantes e deixamos s6 0
gue precisava. Buscamos pela tabela de frequéncias na Janela de Visualizacdo e nao
a encontramos. Ela pareceu ter se animado com o fato de mesmo o professor néo ter

conseguido resolver, o que parecia isenta-la de um eventual fracasso.
[28] Professor — Ainda néo apareceu. Realmente era pra ter aparecido. Eu acredito que
possa ser um bug do aplicativo. O que é que a gente vai fazer. Recomecar. Pode ser?
[29] Sue — Pode ser.

[30] Professor — Entéo vou vir aqui. Limpar tudo. Tenta fazer de novo para ver se agora a
gente consegue.

[31] Sue — Certo. Ai aqui, esse negocio aqui, que é de soma, ai bota um “maisinho”
[diminutivo de mais, referéncia ao simbolo + para adi¢c&o], né?

[32] Professor — Isso, € realmente um mais.
[33] Sue — Certo.
Na segunda tentativa ela se saiu melhor com os cédigos. Passou a utilizar o
Enter para concluir a digitacdo de um codigo e retornar a Caixa de Entrada. Apos

alguns instantes, solicitou ajuda novamente.

[34] Sue — Ta aparecendo néo.

[35] Professor — Nao se preocupa, que as vezes € coisa do proprio aplicativo. Tu ja tinha
desabilitado aqui, ndo foi?
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[36] Sue — Foi.

[37] Professor — NUmero aleatério... tudo certinho [...] tabela de frequéncias que esta dando
um trabalhinho de a gente conseguir construir, né?

[38] Sue — Isso.
[39] Professor — Aqui 6, € como se ela [a tabela] estivesse perdida, né?
[40] Sue — Isso.

[41] Professor — Estou puxando [movimentando pelo plano cartesiano da janela de
visualiza¢do] para procurar e eu ndo... ndo a encontro. Ndo tem problema. [...] Ai o que é
que eu vou pedir. Como a tabela é um recurso visual, ou seja, as frequéncias, de toda
forma, vocé tem aqui, vocé consegue continuar com as outras etapas. Entdo eu vou pedir
para que tu continue com as outras, ignorando a tabela. Porque as frequéncias absolutas
tu tens, vamos agora calcular as frequéncias relativas, tudo bem? A tabela é
importantissima, ajuda né...

[42] Sue — Isso.

[43] Professor — Mas ela pode ser dispensada.
[44] Sue — Perfeito.

[45] Professor — Depois a gente ver se aparece.

[46] Sue — T4 certo, obrigada.
Novamente, apds alguns instantes.

[47] Sue — Agora, o de 100 [langamentos] ndo apareceu, tava dizendo como se fosse...
gue o numero era pequeno

[48] Professor — Foi?

[49] Sue — Foi [ver Figura 49].

Figura 49: Nenhuma soma igual a 8... ainda.

Fonte: O autor (2024).

[50] Professor — A gente pode tentar de novo. As vezes ndo pega uma vez com um nimero,
mas as vezes pega quando a gente tenta de novo.
[51] Sue — Sim.

[52] Professor — Na verdade, coloca logo os de 200 [lancamentos] e depois a gente tenta
100 [lancamentos] de novo.

[53] Sue — Pronto.

[54] Professor — A ordem nao importa ndo, nesse caso.
Alguns minutos depois, Sue chamou com um ar nitidamente constrangido e
“‘cansado” das coisas darem errado, esfregando a mao na testa e rindo

(provavelmente, nervosa).
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[55] Professor — Pegou o de 100?

[56] Sue — Nao [rindo], ele saiu.

[57] Professor — Ham?

[58] Sue — Saiu.

[59] Professor — Saiu.

[60] Sue — Vou ter que comecgar de novo.
[61] Sue — Mas falta s6 o ultimo.

[62] Professor — Entdo a gente deixa tanto o de 100 como o de 10 000 fora. 5 000 ja da
para ter uma boa nocao, tudo bem?

[63] Sue — Certo.
A sequéncia de problemas técnicos ocorridos com Sue nos recorda que, apesar

de todo o seu potencial, o aplicativo para smartphones Suite GeoGebra possui
limitagbes, como a ocorréncia de alguns bugs, ainda que todas as ferramentas sejam
utilizadas corretamente. Estar preparado para estes eventuais problemas é
fundamental para o bom andamento da atividade. Ainda com os varios problemas
ocorridos, Sue conseguiu concluir o experimento com um nuamero suficiente de dados
e em tempo héabil. Muitas decisdes ad hoc foram tomadas pelo professor, como em
[28], na direcdo de recomecar, uma vez que ainda estava no inicio, e em [41] e [62],
na direcdo de seguir em frente apesar dos problemas, uma vez que o impacto destes
problemas néo causaria grandes perdas na aprendizagem.

No que tange a gestdo afetiva, é nitido que Sue ficou desconfortavel que
tenham ocorrido problemas desta natureza apenas com ela. Por esta razdo que a todo
momento o pesquisador destacava que € natural isso acontecer, inclusive ja havia
acontecido com ele proprio.

Este segmento tratou mais especificamente sobre uma andlise critica do
artefato tecnoldgico aplicativo Suite GeoGebra para smartphones, mas ainda a partir
das dificuldades foi possivel discutir com Sue pontos relevantes para a construc¢éao do
significado frequentista da probabilidade, como o fato de que a auséncia dos
resultados para 100 e para 10 000 langamentos ndo impactava muito na realizacao
das tarefas, uma vez que era a progressao dos resultados das simulacées que mais
importavam, ndo os resultados isolados. Que os 10 000 langamentos teriam impacto
positivo na analise, assim como 1 milhdo e 10 milhdes lancamentos teriam, mas que
a comparacao até os 5 000 lancamentos ja propiciaria uma excelente visao global. E

propiciou, pois Sue fez 6timas estimativas com os resultados que obteve.
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Segmento 5
... Sobre Reed pulando etapas.
Turnos [64 — 78]

Aqui, a questdo central ndo esta nem na probabilidade nem no artefato digital
GeoGebra. O algoritmo foi decomposto em varias partes menores, a fim de facilitar a
sua execucdo. Mas estas partes precisam ser executadas na ordem indicada sem
excluir nenhuma etapa e, provavelmente, por um descuido, Reed ignorou uma delas,
0 que fez com que nao fosse mais possivel seguir em frente.

[64] Reed — Aqui eu fiz esta parte, esse cédigo.
[65] Professor — Isso.

[66] Reed — Ai quando eu confirmo, ele cita isso [Ver Figura 50].

Figura 50: [67] Erro de argumento invalido.

12 1
O
K3 5 ®
N . 100 .
- equencna(Elemento(ll i)- Soma(i2)’ i1, 7)
123
Element: .
X Comando Elemento: "
Argumento invalido: Numero |2
a2 :
o Sintaxe: -
Elemento( <Lista>, <Posi¢ao do
Elemento> )
< Elemento( <Matriz>, <Linha>, <Coluna>) &)
Elemento( <Lista>, <Indice 1>, <Indice
2>.5)
ans { ) C ' =

Fonte: O autor (2024).

[68] Professor — Vou ver se ele ta todo ok, visse?

[69] Professor — Faltou tu fazer esse daqui. Esse, o da frequéncia em si [Digitar o cédigo
Frequéncia(l1), obtendo a lista 12]. Tu ja foi direto para a tabela de frequéncias [Digitar o
codigo TabelaDeFrequéncias(I1)] [ver Figura 51].

Figura 51: Trecho do Fluxograma 1.

v
- Digitar o codigo 12 = frequéncias Digitarno c.(')digo
TabelaDeFrequéncias(l1) absolutas . Frequéncia(l1),

obtendo a lista |2

Fonte: O autor (2024).
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Reed ndo executou a etapa Digitar o cédigo Frequéncia(l1l), obtendo a lista 12
e, portanto, ndo construiu a lista 12. Assim, ao tentar construir a sequéncia de
frequéncias relativas, que tem como uma de suas entradas a lista 12, o programa
automaticamente interpreta 12 como um controle deslizante (um numero real, ndo uma
lista), identificando um argumento invalido em 2.

[70] Reed — Ah.

[71] Professor — Ai o que é que eu vou fazer. Como tinha botado esse, ele gerou o controle
deslizante 12, eu vou apagar, tudo bem?

Era imprescindivel apagar o controle deslizante 12 criado automaticamente,
mas foi importante pedir licenca ao participante para fazer isso, pois era um
experimento dele e ali, na fungéo de professor, o pesquisador deveria respeitar aquele
espaco que é dele.

[72] Reed — Isso.
[73] Professor — Esse aqui vai ter que apagar, depois faz de novo.

[74] Reed — Apaga, de boa.

[75] Professor — E tu vai fazer esse agora, do frequéncia, ai depois dele tu pode fazer
aquele.

[76] Reed — Certo, obrigado.

[77] Professor — Se der errado, tu me chama de novo.

No turno [77], o professor demonstra disponibilidade, jA que um erro, por mais

simples que possa parecer, pode gerar ao seu redor um grande raio de inseguranca.

[78] Reed — Certo [ver Figura 52].

Figura 52: Codigo corrigido com um argumento valido.

1
I3 = Sequéncia ( Elemento(l2. 1) 50(2',)) .
oma(l2

=  {8.12,18,22,24,10.6)

Fonte: O autor (2024).

Reed consertou com agilidade o problema, obtendo o desejado.
Segmento 6
... sobre Ben e as porcentagens.
Turnos [79 — 84]

[79] Ben — Aqui, ndo esta mostrando a porcentagem. Mas eu escrevi todos os cddigos...
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Figura 53: [80] Tabela de frequéncias de Ben.

Valor | Frequéncia
3
2
12
11
10
8
4

O~NOOTV S WN

{6, 4, 24,22, 20, 16, 8}

100

I3 = Sequéncia <Elemento(l2. i) S @
oma(I2

= {6.4,24,22,20.16,8)

Fonte: O autor (2024).

[81] Professor — O simbolo, né? Ele ndo mostra mesmo nao, ai sdo esses nimeros aqui.
Entéo é 6%, 4%.

[82] Ben — Certo.
[83] Professor — Ele s6 realmente néo coloca o simbolo de porcentagem nao.
[84] Ben — Ok.

Ben sentiu falta dos simbolos de porcentagem acompanhando as frequéncias
relativas, o que é coerente, indicando-nos que seria interessante ajustar as
orientacdes escritas, a priori, trazendo essa informacao.

Segmento 7
... Sobre aiindisposicéo de Johnny em operacdes basicas.
Turnos [85 — 86]

Johnny questionou se a soma das estimativas na Tarefa 4 precisava ser 100%
ou nédo. Ele percebeu o padrdo na Tarefa 3 e pareceu convicto de que isso era
necessario, mas talvez ndo estivesse com disposi¢cdo em estimar valores tais que a
sua soma fosse 100%.

[85] Johnny — A soma das estimativas precisa, necessariamente, dar 100%? Ou...

[86] Professor — Como vocé achar que fica melhor.

Cabe recordar que foi Johnny quem pediu para utilizar uma calculadora no
calculo das frequéncias relativas dos 20 langcamentos na simulacdo manual, o que
pode indicar, de fato, uma indisposicéo para a realizacao de operacdes basicas. Este
aspecto deve ser considerado em atividades que utilizam com tanto protagonismo
artefatos digitais, nas quais os significados envolvidos nos procedimentos subordinam

as operag0Oes (que sao realizadas, inclusive, pela maquina), para que o estudante ndo
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tente excluir totalmente o classico papel e caneta. Os novos recursos servem para
agregar, nao substituir.
Segmento 8
... Sobre a porcentagem pode ser um numero decimal.
Turnos [87 — 89]

Reed questionou se as porcentagens obtidas nas simulacbes podiam ser

ndmeros decimais
[87] Reed — A porcentagem pode dar em decimal, né?
[88] Professor — Pode, pode dar.
[89] Reed — Ah, primeira.

Neste momento, Reed assume uma postura de confrontamento diante do
objeto de estudo, a partir dos resultados da simulacdo, na medida que questiona, em
menor ou maior grau, a validade dos resultados, a partir da sua forma (de nimero nao
inteiro). Foi algo simples, mas revela que os minimos detalhes sdo dignos de atencgéo
dos estudantes se, de alguma forma, gerar perturbacdo na sua compreensao. Ao
observar as estimativas de Reed na Tarefa 4, todas com nameros inteiros, € possivel
conjecturar também que ele, de fato, esperava apenas valores inteiros.

Segmento 9
... Sobre os meios termos de Ben.
Turnos [90 — 93]

Na Tarefa 5, Ben perguntou se ndo havia opcdes intermediérias entre as

bolinhas, para detalhar com mais exatiddo os dados que ele obteve na simulagéo.

[90] Ben — Teria como colocar, por exemplo, nesse meio termo aqui, um...

[91] Professor — N&o, seria interessante, mas nesse caso vocé realmente vai buscar o que
representaria melhor o que vocé percebeu.

[92] Ben — Certo.

[93] Professor — Mesmo que néao fiqgue uma coisa muito exata. E realmente nao fica nao.
Isso mostra que Ben ja tinha refinado as suas estimativas a ponto de ter a
necessidade de diferenciar melhor as medidas das frequéncias relativas de cada
soma.
Fechamento do Episoédio 2
E perceptivel que a gestéo do tempo n&o é coletiva, considerando que o tempo
de término de cada participante foi muito espacado: Ben aos 27min, Johnny aos

35min, Reed aos 38min e Sue aos 50min. Mas isso ja era esperado.



123

A Olpivot representou um grande avanco na aprendizagem da probabilidade
frequentista, ao notarmos que todos os participantes fizeram estimativas muito
coerentes com os resultados das suas simulagdes, indicando que, de alguma forma,
ja compreendiam, mesmo que minimamente, a ideia de as frequéncias relativas
convergirem. Apresentamos agora todos os resultados das simulacdes, com as
tabelas de frequéncias absolutas gerada pelo GeoGebra, as tabelas de frequéncias
relativas construidas pelo registro dos participantes na Tarefa 3, as tabelas com as
estimativas deles na Tarefa 4 e os gréficos construidos com as atribui¢cdes subjetivas
de probabilidade.

Figura 54: Tabela de frequéncias de Ben na Atividade Pivot.

Valor \ Frequéncia
620
1294
1870
2435
1892
1229

\ 660

O~NOOTPE WN

{6.2,12.94,18.7,24.35, 18.92, 12.29, 6.6}

4) + NumeroAleatério(1,4),n, 1,10000)
— {6,5,5,4,5,7,7,3,5,5,6,4,6,7,4

Fonte: O autor (2024).

Tabela 4: Resultados da simulagéo de Ben na Tarefa 3.

Nimero de lancamentos
50 100 200 500 1000 2000 4000 5000 10 000

Soma 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Soma 2 6 7 6 6 7 5,85 6,38 6,28 6,2
Soma 3 4 7 13 14,2 12,6 12,4 12,2 12,36 12,94
Soma 4 24 19 14,5 20,2 18,4 19,95 18,78 18,6 18,7
Soma 5 22 32 22,5 25 254 24,85 25,25 2477 24,35
Soma 6 20 20 25 15,8 16,2 19 19,2 18,14 18,92
Soma 7 16 8 13 12,6 14,1 12,1 12,08 13,26 12,29
Soma 8 8 7 6 6,2 6,3 5,85 6,13 6,66 6,6
Soma 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TOTAL 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Fonte: O autor (2024).
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O tratamento de tabelas de nUmeros aleatorios e 0 uso de tabelas estatisticas,
presentes nesta etapa, Sdo uma caracteristica do significado frequentista da
probabilidade (Batanero, 2005).

Tabela 5: Estimativas de Ben na Tarefa 4.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6,25 12,5 18,75 25 18,75 12,5 6,25 0
Fonte: O autor (2024).

Na Tarefa 4, como auxilio as suas estimativas, Ben descreveu em detalhes o
espaco amostral para o fendmeno aleatério em estudo e calculou as probabilidades
de cada soma (ver Figura 55). Ben ja havia assimilado que as frequéncias relativas
convergiam para as probabilidades teoricas. J& ndo eram mais estimativas apenas,

eram os valores exatos.

Figura 55: Espaco amostral descrito por Ben.

3,3,4,%)
3‘106 ‘1/76

3/1¢
é;& T 3 1 1¢

1716

Fonte: O autor (2024).
O uso de ideias de combinat6ria para descrever o espaco amostral e a nogao

de probabilidade como o quociente de casos favoraveis e possiveis, empregadas por
Ben, indicam a mobilizacdo do significado classico da probabilidade, de acordo com
Batanero (2005). De fato, ainda que a definicéo classica seja restritiva e ndo responda

ao que realmente é probabilidade, oferece um método pratico para calcular

probabilidades de alguns eventos simples (Batanero, 2005).

Figura 56: Resposta de Ben para a Tarefa 5.

Legenda:

S1-Somal
S2 —Soma 2
S3-Soma 3
S4 —Soma 4
S5—-Soma b5
S6 —Soma 6
S7-Soma 7
S8 —Soma 8
S9 -Soma 9

Certo

Muito provavel

Provavel

Pouco provavel

© O O O O
® @€ O O O
® ® ® O O
e @ o6 O
@ ¢ e O O
® 6 © O O
® ®€ O O O
@ © O O O

Impossivel

K® @ O O O

S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9
Fonte: O autor (2024).
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Mais uma vez, Ben apresenta uma distribuicdo de probabilidades simétrica,

com a soma 5 como mais provavel do que as demais.

Figura 57: Tabela de frequéncias de Reed na Atividade Pivot.

Valor

Frequéncia

O~NOO OB WN

618
1230
1923
2455
1949
1229

596

{6.18,12.3, 19.23, 24.55, 19.49, 12.29, 5.96}

Fonte: O autor (2024).

Tabela 6: Resultados da simulagédo de Reed na Tarefa 3.

Numero de lancamentos

50 100 200 500 1000 2000 4000 5000 10 000
Soma 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Soma 2 12 7,5 4,6 6,5 5,8 5,88 5,56 6,18
Soma 3 12 13 13,5 15 12,9 12,6 12,38 12,88 12,3
Soma 4 18 17 16,5 20,6 18,9 19 18,75 17,8 19,23
Soma 5 22 24 22,5 23 23,8 25,75 25,1 25,58 24,55
Soma 6 24 19 20,5 17 18,5 18,35 18,75 19,38 19,49
Soma 7 10 9 14,5 11,6 12,1 12,6 13,45 12,48 12,29
Soma 8 6 5 8,2 7,3 5,9 6,3 6,32 5,96
Soma 9 0 0 0 0 0 0 0 0
TOTAL 100 100 100 100 100 100 100 100 100
Fonte: O autor (2024).
Tabela 7: Estimativas de Reed na Tarefa 4.
Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6 12 20 25 20 12 6 0

Fonte: O autor (2024)

Assim como comentado no Segmento 8, todas as estimativas de Reed sao

nameros inteiros, o que pode indicar que ele esperava que as frequéncias relativas

convergiriam para valores inteiros. A soma das estimativas de Johnny resultou em

101%. Ou ele se equivocou quando as ajustava para totalizar 100% ou nem se

lembrou de fazer isso. Apesar disso, a distribuicdo das estimativas de Reed foi

simétrica. As estimativas para as somas 2 e 8 foram iguais, assim como para as somas

3 e7eparaassomas4eob.
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Figura 58: Resposta de Reed para a Tarefa 5.

Legenda:
Certo O O O O O O O O O S1-Somal
S2 —Soma 2
Muito provavel O O O e @ @¢ O O O ;31 : :22: 431
. S5-Soma5
Provavel O O . . . . . O O S6—Soma 6
S7-Soma 7
Poucoprovivel O @® @ ©® @® ® @ @ (O s38-Somas
S9-Soma 9
Impossivel o @ ®© ¢ 06 ¢ & & o
S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

Fonte: O autor (2024).
Reed apresenta uma distribuicdo de probabilidades simétrica, mas coloca as
somas 4, 5 e 6 no mesmo nivel, talvez porque entre as suas estimativas, a frequéncia
relativa das somas 4 e 6 esteja mais proxima da frequéncia relativa da soma 5 do que

da frequéncia relativa das somas 3 e 7.

Figura 59: Tabela de frequéncias de Johnny na Atividade Pivot

Valor | Frequéncia
2 633
3 1231
4 1900
5 2442
6 1926
7 1227
8 641

{6.33,12.31,19,24.42,19.26,12.27,6.41}

11 Sequéncia(NameroAleatério(1.4) + Nt

4,27

N

= {2.4,6.4.4.5, 3.5.3.6,5.7

Fonte: O autor (2024).

Tabela 8: Resultados da simulag&o de Johnny na Tarefa 3.

Nimero de lancamentos

50 100 200 500 1000 2000 4000 5000 10 000
Soma 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Soma 2 10 5 9 7,4 6,8 6,55 6,03 6,04 6,33
Soma 3 16 19 11,4 12,6 11,6 13,65 12,54 12,31
Soma 4 8 18 20 20,4 18,3 17,65 18,3 18,88 19,24
Soma 5 20 19 25 25,2 21,9 26,05 24,1 25,12 24,42
Soma 6 28 21 19 18,4 19,6 18,05 191 19,28 19,26
Soma 7 8 12 12 11,8 13,7 13,35 11,9 11,56 12,27
Soma 8 10 6 6 54 7,1 6,75 6,93 6,52 6,41
Soma 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TOTAL 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Fonte: O autor (2024).
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Tabela 9: Estimativas de Johnny na Tarefa 4.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6,15 12,2 19,13 24,22 19,2 12,05 6,3 0

Fonte: O autor (2024).
A soma das estimativas de Johnny resultou em 99,25%. Diferente de Reed,

sobre o qual ndo temos certeza, Johnny definitivamente pensou sobre a questdo de a
soma das estimativas precisar ser 100%, uma vez que questionou esse fato no turno
[85], assim como comentado no Segmento 7. A resposta do professor no turno [86],
mais evasiva, realmente o deixou a vontade para fazer como achasse que fica melhor.
Diferente de Ben e Reed, a distribuicdo das estimativas de Johnny néo foi simétrica.
As estimativas para as somas 2 e 8 ndo foram iguais, assim como para as somas 3 e

7 e para as somas 4 e 6. Ainda assim, elas estavam muito proximas.

Figura 60: Resposta de Johnny para a Tarefa 5.

Legenda:

Certo O O O O O O 0O O O s1-soma1l

S2-Soma 2

Muito provavel O O O O ® O 0 O O 3-%ma3

S4 -Soma 4

. S5-Soma5
Provavel O O @ ¢ ©¢ ¢ ¢ O O

S6 —Soma 6

S7-Soma7

Pouco provavel O © e ®© © @ @ @ O S8 —Soma 8

S9-Soma 9
Impossivel ® ¢ © ©¢ © ¢ © © ¢
S1 S22 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9

Fonte: O autor (2024).
Lembramos que né&o foi gerada uma tabela de frequéncias absolutas pelo
GeoGebra para Sue, por esta razdo ela ndo esta apresentada a seguir.

Tabela 10: Resultados da simulagéo de Sue na Tarefa 3.

Nimero de lancamentos

50 100 200 500 1000 2000 4000 5000 10 000
Soma 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Soma 2 - 7,5 6,4 55 6,6 6,55 5,96 -
Soma 3 10 - 19 13,2 11,6 12,7 12,58 13,02 -
Soma 4 26 - 18 19 19,8 18,45 18,3 18,74 -
Soma 5 28 - 22,5 23,6 255 25,4 25,6 25,42 -
Soma 6 16 - 18 20,4 19,2 18,4 18,6 19,06 -
Soma 7 10 - 12,5 11,4 12,1 12,15 12,6 12,3 -
Soma 8 4 - 2,5 6 6,3 6,3 5,78 55 -
Soma 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0
TOTAL 100 100 100 100 100 100 100 100 100

Fonte: O autor (2024).
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Na tabela de frequéncias relativas de Sue ndo constam resultados nem para

100 nem para 10 000 lancamentos, como discutido no Segmento 4. Ainda assim, 0s

resultados da simulagdo para os outros numeros de langamentos permitiram um bom

comparativo e proporcionou boas estimativas por Sue.

Tabela 11: Estimativas de Sue na Tarefa 4.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 5,9 13,5 19,2 25,55 18,76 12,1 5,5 0

Fonte: O autor (2024).

A soma das estimativas de Sue resultou em 100,51%, ndo cumprindo, também,

0 requisito de totalizar exatamente 100%. Assim como Johnny, a distribuicdo das

estimativas de Sue ndo foi simétrica. As estimativas para as somas 2 e 8 nao foram

iguais, assim como para as somas 3 e 7 e para as somas 4 e 6. Ainda assim, elas

estavam muito proximas.

Figura 61: Resposta de Sue para a Tarefa 5.

Certo

Muito provavel

Provavel

Pouco provavel

Impossivel

® O O O O
® ® O O O
® ¢ o O O
® ® e O O

S1 S2 S3 5S4

® o e & O

S5

® ® e O O

S6

e ®©¢ ®© O O

S7

® ¢ O O O
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Legenda:

S1-Somal
S$2 —Soma 2
S3-Soma 3
S4 —Soma 4
S5—-Soma5
S6 —Soma 6
S7—-Soma 7
S8 —Soma 8
S9-Soma 9

Fonte: O autor (2024).

Segmento 10

... Sobre o fechamento do Episddio 2.
Turnos [94 — 104]

Ap6s a finalizacdo do experimento com o GeoGebra, discutimos sobre as

principais percepcdes que ficaram apos a simulagéo.

[94] Johnny — “Eu gostei, muito bom. [inaudivel] errar uma besteirinha, ai eu pensei meu
Deus, vai dar um trabalho, mas depois eu vi o erro.

[95] Professor — Na hora dos codigos?

[96] Johnny — Na hora dos codigos. Mas eu consegui.

[97] Ben — Foi, eu também tive essa dificuldade no comeco. Eu errei algumas vir... algumas

partes eram depo

is da virgula.

[98] Professor — Mas, no caso, vocés dois, demorou muito pra identificar o erro e corrigir

ou foi tranquilo?
[99] Johnny — Foi

tranquilo.
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[100] Ben — Foi... foi tranquilo.

[101] Reed — Eu achei interessante, porque € uma maneira diferente de... probabilidade,
do que a gente ta vendo agora [em referéncia ao que estdo estudando na escola]. A
pessoa pode achar que é meio dificil no comeco, mas € nada de mais, € como se tivesse
aprendendo algo novo, alguns tém suas dificuldades mas depois vocé aprende e ver que
€ bem mais facil do que usar, por exemplo, lapis e caneta.

Reed entende o experimento como um método de calcular probabilidade,
comparando-o com o método ja conhecido e empregado nas aulas de Matematica.
Aqui, Reed confronta os significados classico e frequentista da probabilidade, o ja
conhecido e a novidade, e o faz com empolgacdo em conhecer uma via diferente,
chegando a afirmar que o método frequentista é mais facil do que, nas palavras dele,

usar lapis e caneta.

[102] Professor — E tu, Sue? Tivesse mais dor de cabeca, ndo foi? [rindo] Deixa eu ja te
garantir um negécio, todas as coisas que aconteceram contigo, ja aconteceram comigo
varias vezes, entdo eu jA montei e ele ndo gerou a tabela, e eu procurei ele, procurei,
busquei, ndo gerava a tabela [...] Entdo ndo tem nenhuma relagdo com o teu desempenho.
[...] mas com excegéo desses probleminhas, o que mais tu achou do processo como um
todo?

[103] Sue — Eu gostei.
Sue se ateve a uma curta resposta. Apesar das intervengdes, ela pareceu
permanecer um pouco constrangida, entao as poucas palavras dela foram respeitadas

sem imposi¢do de mais detalhes, para ndo potencializar o ja aparente desconforto.

[104] Professor — [...] Vocés entenderam que a medida que o nimero de lancamentos
aumentava, os valores iam ficando cada vez mais proximos? Eles ja ndo divergiam mais?
A gente diz que eles estavam convergindo para um valor. Entdo estas frequéncias relativas
estdo se aproximando de um namero em especifico, cada um deu a sua estimativa, mas
a gente ndo sabe ainda qual é.
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Episodio 3

O Episddio 3 conclui a andlise do Segundo movimento iniciada no Episodio 2
(agora com as orquestragdes instrumentais Ols e Ola, Atividades 3 e 4 e Tarefas de 6
a 9) e apresenta as discussbes sobre o Terceiro movimento, um movimento
extremamente rapido (com a orquestracao instrumental Ols, Atividade 5 e Tarefa 10)

(ver Figura 62).

Figura 62: Mapa do Episodio 3.

Segundo movimento Terceiro
movimento
Ola Ola Ols
AT3 AT4 ATS
Te| |T7| | T8 | ‘TQ T10
AT: Atividade T: Tarefa

Fonte: O autor (2024).

Os estudantes se reuniram em um Unico grupo, com o celular do professor,
para realizar a Atividade 3. Reed, Johnny e Sue participaram ativamente, Ben teve
uma participagdo mais timida, em geral, mantendo-se mais observador, mas ainda
assim muito atento.

Johnny e Sue estiveram mais a frente no quesito de manipular o celular, embora
os demais tenham tido a oportunidade de o manipular também. Sue assume um papel
forte de lideranga aqui ao indicar as etapas com mais precisao.

Segmento 11
... Sobre a escrita dos coédigos.
Turnos [105 — 146]

Neste momento inicial, eles estéo trabalhando coletivamente na passagem dos
cbdigos para o GeoGebra.

[105] Ben — E melhor... € bom ja garantir o controle deslizante.
[106] Johnny — O minimo é quanto?

[107] Reed — 1 e 5 000 o maximo.

[108] Sue - Isso.

[109] Johnny — E o incremento?

[110] Ben, Reed, Sue — E 1.

[111] Reed - Inteiro.

[112] Ben — Agora a sequéncia.
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[113] Reed — Agora a sequéncia.
Neste estagio, os estudantes jA demonstram bastante familiaridade com as
ferramentas e a linguagem prépria do aplicativo GeoGebra. No momento de construir
a sequéncia para a lista de frequéncias absolutas, tiveram dificuldade em retornar a

Caixa de Entrada. Como Sue havia tido esta dificuldade, ela ficou logo em alerta.

[114] Sue — Complicou?
Mas, logo em seguida, conseguiram acessar a Caixa de Entrada sem

dificuldades.

115] Johnny — Agora sequéncia.

116] Sue — Sequéncia e... nUmero aleatdrio.

[
[
[117] Johnny — Sequéncia... nimero aleatdrio.
[118] Reed — Expressao, variavel.

[

119] Johnny — Expressao, variavel, valor inicial, valor final, isso.
[120] Reed — Isso.

[121] Sue — Isso.

[122] Johnny — Minimo inteiro .

[123] Reed, Johnny — e maximo inteiro.

[124] Sue — Bota 1,4.

[125] Johnny — 1.

[126] Sue — Aqui 6, tem que apagar ali.

Sue indicou um caminho diferente na escrita do codigo, que ela seguiu quando
fez o experimento sozinha na Atividade Pivot, mas Johnny j& havia feito de outra forma
antes dela concluir a sugestdo. E perceptivel que Sue tinha alguns insights diferentes,
por ter tido uma experiéncia diferente. E eram bons insights, aplicaveis. Mesmo que
nao fossem seguidos, em momento algum ela se intimidou na atividade em grupo, e

sua participacéo foi constante do inicio ao fim.
[127] Johnny — Oi?
[128] Sue — Nao, ja foi.
Assim que concluiram a escrita do codigo para o calculo das frequéncias
relativas, surgiu uma sequéncia de interrogacdes na lista de frequéncias relativas,

guando o valor do controle deslizante era a = 1.

[129] Johnny — Agora apareceu um monte de interrogacéo [ver Figura 63].
[130] Sue — Quando aparecer interrogacao...

[131] Reed — Quer dizer que...

[132] Sue — Precisa aumentar o valor de a.

[133] Reed — Aumentar 0 a
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Figura 63: Sequéncia de interrogacdes.

b textol TabelaDeFrequéncias(|1) :

SequincialExpressio, Vardvel, Valor Inicial, Valor

Finalj

=  {100§7.7.7.7.7.7}

Fonte: O autor (2024).

Esse caso foi previsto a priori e esta orientacdo estava no quadro de codigos e

orientacdes, onde os participantes a consultaram.

Figura 64: Trecho do quadro de c6digos e orientacdes.
Se aparecerem simbolos de ? na lista de frequéncias, vocé precisa aumentar o valor de a.

Fonte: O autor (2024).

[134] Johnny — Mudar 14 em cima.

[135] Sue — E s6 aumenta.

[136] Johnny — Puxa mais um pouguinho.
[137] Sue — Isso.

[138] Johnny — Ah, ok.

[139] Sue — Pronto.

Figura 65: Problema da sequéncia de interrogagdes corrigido.

Valor | Frequéncia Valor | Frequéncia

2 78 2 78

3 146 3 146

4 208 4 208

5 242 5 242

6 185 6 185

7 112 7 112

8 70 8 70
a = 1041 textol = TabelaDeFrequéncias(I1)
1 —.— 5x10% uéncia <Elemento(l2. i) - 1%0 1L 7)
I1 = Sequéncia(NimeroAleatério(1, =  {7.49.14.02,19.98,23.25.17.

Fonte: O autor (2024).

[140] Sue — Agora é so, diminuir [alterar a escala dois eixos], eu acho, um pouquinho.
Melhor de visualizar.

[141] Johnny — Que nédo esta aparecendo o resto, daqui de cima [ver Figura 66].



Figura 66: [142] Grafico de colunas nao ajustado a tela.
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Fonte: O autor (2024).

[143] Reed — Tem como diminuir o y?
[144] Reed — Pronto.
[145] Johnny — Assim [ver Figura 67].

Figura 67: [146] Grafico de colunas ajustado a tela.

H "o
a=1041 °
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{7.49,14.02,19.98, 23.25,17.77,10.76, 6.72}

Fonte: O autor (2024).
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ApoOs a construcdo do grafico de colunas, o grupo fez variar o controle
deslizante dos menores para os maiores valores, a fim de verificar como se
comportava o grafico dindmico. A Figura 68 apresenta uma sequéncia de frames do
grafico nesse momento, que mostram a variacdo das alturas das colunas do grafico

quando se fez variar o controle deslizante.

Figura 68: Frames do gréfico.
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(6.43,12.31,19.25,23.69, 19.86, 12.38, 6.09) {6.01,12.29,18.71, 25.09, 19.19, 12.26, 6.45} {6.19,11.45,19.35,24.83,19.02,12.1,7.07) {6.22,12.94,19.64, 24.64,18.44,12.14, 5.98}

Fonte: O autor (2024).
A interacdo entre os estudantes na passagem dos codigos para o GeoGebra

foi muito ativa e dinamica. Rapidamente eles cumpriram esta etapa, lidando bem com
as dificuldades que surgiram, sem requisitar, em nenhum momento, ajuda do
professor. Aqui, 0 pensamento computacional foi protagonista.

A nivel dos objetivos esperados para este campo na Educacdo Basica, 0s
estudantes demonstraram capacidade de ler e executar fluxogramas, trabalhar com
codigos em uma linguagem nao-convencional e empregar adequadamente 0s

recursos do artefato tecnoldgico.
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Segmento 12
... Sobre um nitido limite para o aplicativo.
Turnos [147 — 151]
Agora, com o algoritmo completamente implementado no aplicativo, 0s

estudantes partem para o experimento.
[147] Ben — Entdo o maximo [valor maximo do controle deslizante] vai ter que colocar até
10 mil, né? Ou até 5 [mil]?
[148] Reed — Até o0 5 000, né.

[149] Professor — N&o precisa, pode ser até qualquer valor. 10 000 ele da uma estimativa
mais refinada, mas eu n&o gosto de colocar 10 000 quando tem gréfico...

[150] Reed — Se ndo trava muito.

[151] Professor — Para néo travar.

Aqui é colocada em pauta uma limitacdo do aplicativo, que é ndo suportar um
experimento para n de ordens superiores. Este ndo € um elemento dificultador do
aplicativo, pois é possivel alcancar excelentes conclusées com o intervalo de valores
para n que o aplicativo suporta, mas definitivamente € um elemento limitante, pois os
estudantes podiam se interessar em fazer mais simulagdes com valores cada vez
maiores.

Segmento 13
... Sobre a simetria nas probabilidades.
Turnos [152 — 161]

[152] Reed —Asomaleasoma9jaé..
[153] Johnny — zero.

[154] Reed — Nao precisa se preocupatr.
[155] Sue — Isso.

[156] Reed — Ai, como a gente sabe, a soma 2 e a soma 8 vai ser pa... iguais. SO é saber
a soma 2, vai saber a soma 8, porque é a quantidade de somas que tem o 2 e pra 0 8 sdo
as mesmas.

[157] Reed — Para dar a [soma] 2 s6 tem um um, 1 mais 1, e a soma 8 s6é 4 mais 4, logo
os dois tém a mesma chance.

[158] Sue — Verdade.

[159] Reed — O mesmo vale pro 3 [soma 3] e pro 7 [soma 7], pro 4 [soma 4] e pro 6 [soma
6].

[160] Johnny — E 0 5 [soma 5] é o isolado.
[161] Reed — O 5 [soma 5] é o diferent&o.

Os estudantes ja comegam a dar 0s primeiros passos na constru¢ao do espago
amostral, ao apontar que para obter a soma 2, a Unica possibilidade é conseguir um

e um nos dados, e para obter a soma 8, a Unica possibilidade é conseguir quatro e
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quatro nos dados. O conceito de ndo-equiprobabilidade ja foi totalmente admitido e
estd sendo empregado com rigor matematico. Eles ja admitem a simetria na
distribuicdo das probabilidades, que as probabilidades das somas 2 e 8 s&o iguais,
assim como das somas 3 e 7 e das somas 4 e 6, e ja concluiram que a soma 5 € a
mais provavel. Um grande passo até aqui. A ideia de distribuicdo de probabilidades,
de acordo com Batanero (2005), caracteriza a mobilizacdo do significado frequentista
da probabilidade.

Segmento 14

... Sobre quanto mais melhor.
Turnos [162 — 174]

[162] Professor — Essa ideia que tu colocou de [soma] 2 e [soma] 8 serem iguais, e tal, 0
grafico ele meio que ajuda a perceber isso também?
[163] Sue — Mas ele fica s6 um pouquinho menor [ver Figura 69].

Figura 69: [164] Nem tdo perto assim.

n-
)

el

a=1276

{7.21,13.01, 18.42, 26.65, 18.5, 10.66, 5.56}

Fonte: O autor (2024).

[165] Johnny — S6 um pouco...

[166] Reed — Mas porque aqui td& muito no... muito pouca... muito pouco langamento. Se
botar l4 pro final com certeza vai ta muito préximo.

[167] Johnny — Muito préximo.

[168] Professor — Vai se aproximando, né?
[169] Sue — E.

[170] Reed — Vai se aproximando.

[171] Sue — Aqui, nesse aqui [ver Figura 70].
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Figura 70: [172] Um pouco mais perto agora.

= o

a = 5000

{6.86,13.18, 18.42, 24.26, 18.92, 12.12, 6.24}

Fonte: O autor (2024).

[173] Reed — Tende a equilibrar. Se tivesse feito, sei la, um milh&o, ia cada vez ta... quase
perfeito.

[174] Sue — Hum.

Ao trazer a questdo da simetria para o grafico, ha um confronto com o fato de
gue as alturas das colunas ndo estdo exatamente iguais. Surge aqui de maneira
natural entre os participantes o coracdo do significado frequentista da probabilidade:
ainda eram poucos langcamentos (e ja eram mais de mil). O gréfico de colunas surge
como um elemento facilitador do aplicativo GeoGebra pois, em menos de um
segundo, com um leve correr do controle deslizante, o grafico representava
visualmente 5 000 langcamentos e as alturas das colunas para as somas 2 e 8 se
aproximaram, assim como as suas frequéncias relativas representadas
percentualmente abaixo do grafico.

Se tivesse como fazer para 1 milhdo de langamentos, como Reed sugeriu no
turno [173], a ideia ficaria ainda mais bem construida para os estudantes. Mas, como
discutido anteriormente, ndo ser possivel fazer isso com o aplicativo GeoGebra é um
elemento limitante. O uso de gréaficos estatisticos, nesse caso um grafico de colunas,
caracteriza o significado frequentista da probabilidade (Batanero, 2005).

Segmento 15
... Sobre fazer estimativas.
Turnos [175 — 206]

[175] Reed — Agora a soma 3, a soma 7. Eles variaram quanto? D& pra ver que ele tava
entreo 12 e o 13.

[176] Sue — Foi.
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[177] Reed — A soma total tem que dar necessariamente 100?

[178] Professor — O que tu acha?

[179] Reed — E, o certo é, mas...

[180] Ben — Aqui da 100 eu acho.

[181] Sue — A soma 3 geralmente fica entre 0 12 e 0 13.

[182] Reed — E, mas ele fica mais préximo do 12 ou mais préximo do 13?
[183] Sue — Mais proximo do 13, né? Tem algumas vezes que vai para o 14.
[184] Reed — Ent&o pode ser 13, ou 12 e meio.

[185] Sue — Acho que 12 e meio.

[186] Reed — Botar 12 e meio.

A simulacao realizada no aplicativo esta sendo utilizada ativamente, e com o0s
recursos corretos, para uma analise coerente e refinada dos estudantes para as
estimativas. E possivel concluir que, para estes estudantes, o artefato digital aplicativo
GeoGebra subiu de patente, é agora mais do que um artefato, € um instrumento para
a aprendizagem do significado frequentista da probabilidade. Os estudantes

instrumentalizaram o artefato e foram instrumentados por ele.

[187] Reed — Ai a soma 4 e a soma 6.

[188] Reed — A soma 5, indo logo pra ele, eu acho que j& posso dizer que é 25. Ele nunca...
se ele passa do 25 é bem pouquinho e se...

[189] Sue — Ele...
[190] Reed - Fica abaixo de 25 é um pouco.
[191] Sue — E.

[192] Reed — Eu acho que ele tende, se fossem mais jogadas, ele ia pra 25 fixo. Eu
acredito.

Reed coloca a usa crenga como elemento Gtil para a analise. Gal (2005), insere
as crencas do sujeito, quanto elemento disposicional, lado a lado com a habilidade de
realizar calculos e estimativas, quanto elemento de conhecimento, para se considerar
um sujeito letrado probabilisticamente. Aqui, Reed une esses dois elementos no exato
momento em que faz uma estimativa que coincide exatamente com o valor teérico

esperado.

[193] Sue — E... deixa eu ver uma coisa.
[...]

[194] Reed — Pode usar a calculadora?
[195] Professor — Pode, pode usar.

[196] Sue — E, o 25 fica quase fixo. No caso, do 5 [soma 5].
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Apoés Sue voltar a movimentar o controle deslizante, dos menores aos maiores
valores de a, expressa com empolgacdo a sua concordancia com a estimativa de

Reed para a soma 5.

[197] Reed — Quer dizer que a soma 4 e a soma 6 vai ficar tendendo ao 18 e ao 19. O que
eu fiz. Calculei tudo esses e subtra... peguei 100 subtrai por isso [pela soma das
frequéncias relativas ja estimadas], ai depois eu dividi por dois, porque sé falta duas casas.

Agora, Reed colocou em cena uma estratégia para estimar as somas 4 e 6 que
passa pelo significado axiomatico da probabilidade. Essa constante presenca do fato
da soma das estimativas resultar em 100% em consequéncia do Axioma 2 de
Kolmogorov. Na Atividade Pivot, Reed ndo considerou esses 100% ou, ho minimo,
nao teve o mesmo cuidado em respeita-lo. Aqui, os 100% foram mais que respeitados,
tornaram-se critério para as estimativas.

[198] Professor — Otimo.

[199] Reed — Ai como as duas casas vao estar iguais, ai deu 19 no meu. Ai eu acredito
gue vai tender a 19, 18 e meio, por ai.
[200] Sue — Ficou entre 18 e 19, 18 e 19.

Reed estd, nesta atividade, mais disponivel a estimativas decimais, e ndo

apenas inteiras.

[201] Johnny — Eu botei uns 18,27, foi que eu tinha visto ali, que teve um momento que
ele ficou igual entre o... a [soma] 4 e a [soma] 6, que tu tinha parado assim rapidinho, ai
como tava igual, bati o olho e vi ai eu botei, porque eu achei que seria.

[202] Sue — 18 ponto...
[203] Johnny — 27.

[204] Reed — Mas a gente tem que pensar que isso € sb uma estimativa, porque s6 tem 5
000 lancamentos. Aqui ta, como ele disse, ainda é pouco 5 000, o certo era a base do
infinito, né?

[205] Sue — E

[206] Reed — Ai quer dizer que pode variar muito, mesmo dando igual aqui, pode ser um
acaso, ai a gente tem que ver onde ta tendendo a ir. Ai como eu... ele esta tendendo a ir
a 19, eu marquei 19 logo, porque assim a minha soma aqui vai dar 100, ai bate. Mas como
vocés colocaram diferente.

Johnny apresenta como argumento para estimar 18,27% para as somas 4 e 6
o fato de ter percebido, em um determinado momento, esse valor coincidir para as
frequéncias relativas para as somas 4 e 6. Reed rebate o argumento, apontando que,
para o baixo numero de langamentos, isto ocorreu muito mais por acaso, COmo uma
coincidéncia, do que por um fato matematico, e acaba optando por estimar em 19%.
E interessante que ambos aplicam ideias construidas até entdo para tomar uma
decisédo sobre a estimativa, mas Reed estd num plano de ideias mais avancado do

que Johnny.
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Quando Reed menciona o conceito de infinito, primeira vez comentado no
concerto, expressa que, de fato, ele ja construiu uma compreensao sobre o significado
frequentista da probabilidade que j& esta longe de ser rasa.

Segmento 16
... Sobre os resultados.
Turnos [207 — 213]

As estimativas finais de cada um dos participantes estéo presentes a seguir. As

tabelas de estimativas sdo marcadas como turnos porque comunicam a deciséo final

gue cada um deles tomou individualmente apds as discussdes em grupo.
Tabela 12: [207] Estimativas de Ben na Tarefa 7.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6,25 12,5 18,75 25 18,75 12,5 6,25 0
Fonte: O autor (2024).

Ben ja colocou nas estimativas 0s valores esperados, pois ele ja havia

calculado pelo significado classico desde a Atividade Pivot.
Tabela 13: [208] Estimativas de Johnny na Tarefa 7.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6,3 12,85 18,27 25,16 18,27 12,85 6,3 0
Fonte: O autor (2024).

Johnny manteve a estimativa 18,27% para as somas 4 e 6, apesar da discusséo

trazida por Reed. Todavia, ele teve o cuidado de a soma das estimativas ser 100%.
Tabela 14: [209] Estimativas de Reed na Tarefa 7.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6 12,5 19 25 19 12,5 6 0
Fonte: O autor (2024).

Reed seguiu com a sua proposta, e estimou 19% para as somas 4 e 6. Desta
vez, a soma das suas estimativas resultou em 100%, o que ja era esperado, a partir

das suas colocagoes.
Tabela 15: [210] Estimativas de Sue na Tarefa 7.

Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma Soma
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Estimativa 0 6,3 12,5 18,27 25 18,27 12,5 6,3 0
Fonte: O autor (2024).

Em meio aos argumentos de Reed e Johnny quanto a estimativa para as somas

4 e 6, Sue parece ter preferido seguir Johnny. Apesar disso, a soma das estimativas
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de Sue foi a Unica que seguiu diferente de 100% (dessa vez, resultou em 99,14%). As
estimativas dos quatro participantes estdo diferentes, mas muito proximas e, desta
vez, todos ja aplicam a simetria na sua distribuicao.

A principio, na configuracdo didatica previamente elaborada, a Ols4, com a
Atividade 4 e as Tarefas 8 e 9, seria apenas uma semana depois, junto com a Ols, no
Terceiro movimento. Entretanto, durante a Ols, 0s estudantes, de maneira
independente, comecgaram a discutir sobre as probabilidades de obter cada soma, a
construir o espaco amostral completo e a fazer os calculos. Isso foi totalmente
inesperado.

A deciséo ad hoc do professor foi, uma vez que a composicéo de orquestracdes
instrumentais € um modelo organico, em continua construcao e reconstrucao, integrar
a Ols a0 Segundo movimento, como orquestracao instrumental sequenciada imediata
a Ols. O professor entregou a Atividade 4 e os estudantes responderam, em grupo, as
Tarefas 8 e 9, que ja haviam iniciado de forma independente. Nao solicitaram ajuda

do professor, e a resposta de todos est4 sintetizada na Tabela 16.

Tabela 16: [211] Probabilidades tedricas calculadas pelos participantes.

Soma Representacdo Representacéo
fracionéria percentual

Somaigualal 0 0
Soma igual a 2 1/16 6,25%
Soma igual a 3 2/16 12,5%
Somaigual a 4 3/16 18,75%
Somaiguala 4/16 25%
Somaigual a 6 3/16 18,75%
Somaiguala 7 2/16 12,5%
Soma igual a 8 1/16 6,25%
Somaiguala 9 0 0

TOTAL 1 100%

Fonte: O autor (2024).
Na Atividade 4, Ben trouxe o seguinte diagrama, no qual descreve

sinteticamente, mais uma vez, o espac¢o amostral (ver Figura 71).



Figura 71: [212] Espaco amostral construido por Ben.
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Fonte: O autor (2024).
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Também na Atividade 4, Sue trouxe a sua propria organizacdo do espaco

amostral (ver Figura 72).

Figura 72: [213] Espago amostral construido por Sue.
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Fonte: O autor (2024).

Sue faz, a esquerda, uma matriz 4x4 com os resultados das somas,

ordenadamente. A direita, ela associa a cada soma uma fracdo que indica a

probabilidade de obter aquela soma: para a soma 5, probabilidade %, para a soma 4,

probabilidade 13—6, para a soma 6, probabilidade 136 e assim por diante.

Este novo caminho, fruto de uma acao espontanea dos participantes, modificou

a organizacao do concerto, trazendo a Ol4 para o0 Segundo movimento. Desta forma,

a Composicao das Orquestracdes Instrumentais ficou com a seguinte forma final (ver

Figura 73).
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Figura 73: Composi¢do das Orquestragfes Instrumentais atualizada.
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Fonte: O autor (2024).
Também atualizamos o mapa do concerto, conforme pode ser consultado a

sequir (ver Figura 74).

Figura 74: Mapa atualizado do concerto.

Primeiro Segundo movimento Terceiro
movimento movimento
Ol Ol2 Olpivot Ols Ols Ols
AT AT AT Pivot AT3 AT4 AT5

1 2
T1 T2 T T T T T T8 T T10

3 4 5 6 7 9
AT: Atividade T: Tarefa

Fonte: O autor (2024).

AplOs uma semana, os estudantes realizaram a Ols, com a Atividade 5 e a

Tarefa 10. Essa Unica tarefa, que solicitava que o0s estudantes escrevessem as
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relacBes que notaram entre as frequéncias relativas e as probabilidades tedricas e 0

gue concluiam dessas relacoes, trouxeram o desfecho do concerto.

Fechamento do Episddio 3

Os estudantes foram capazes de dar significado a relacao percebida entre as

frequéncias relativas simuladas e as probabilidades tedricas calculadas,

compreendendo que, de fato, por meio da experimentacdo, era possivel obter

aproximacoes para a probabilidade, que sdo tdo melhores quanto mais repeticbes
puderem ser realizadas.

Segmento 17

... Sobre o fechamento do Episddio 3.
Turnos [214 - 222]

[214] Ben — Dados os valores obtidos pela frequéncia relativa, temos uma aproximagéao de
valores em relagéo a probabilidades te6ricas obtidas.

Ben parecia ja ter chegado a essa conclusédo desde a Atividade Pivot, isso pode

justificar a sua pequena participacédo na Atividade 3, em grupo.

[215] Ben — Como probabilidade tedrica, temos que em 2 (dois) dados de 4 lados, é dado
um ndmero total de possibilidades igual a 16. Dentro deste meio, o cavalo de niumero 5
(C5) possui 4 possibilidades para obter soma de valor 5 [ver Figura 75]. Em fracdo, temos
4/16 jogadas voltadas para o C5. Consequentemente, temos um valor de 0,25 (25%).

Figura 75: [216] Descricdo do espac¢o amostral de Ben.

1] 43

Fonte: O autor (2024).

Ben distingue corretamente os termos possibilidade e probabilidade. Laplace
“‘indica a necessidade em reduzir os eventos de um certo tipo para um certo nimero
de casos igualmente possiveis” (Batanero, 2005, p. 254), exatamente o que Ben
realiza aqui, mobilizando ideias do significado classico da probabilidade, a fim de
confrontar as probabilidades tedricas com as frequéncias relativas. Chama de
probabilidade teorica o resultado obtido pelo método laplaciano e enumera todas as

possibilidades para a soma 5.
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[217] Ben — Com os outros cavalos, temos:
C1: 0/16 = 0%
C2: 1/16 = 0,0625 = 6,25%
C3:2/16 = 0,125 = 12,5%
C4: 3/16 = 0,1875 = 18,75%
C6: 3/16 = 0,1875 = 18,75%
C7:2/16 = 0,125 = 12,5%
C8: 1/16 = 0,0625 = 6,25%
C9: 0/16 = 0%
Notamos que Ben ainda confunde as probabilidades de obter cada soma com

as probabilidades de vitéria dos cavalos (que ndo sdo a mesma coisa).

[218] Ben — Em suma, os valores obtidos em experimentos se aproximam do valor
teorico/ideal.

A frase final de Ben indica que ele construiu o significado frequentista da
probabilidade, agregando essa visdo ao seu repertério de conhecimentos. A
probabilidade é enxergada como um numero hipotético para o qual tende a frequéncia
relativa ao se estabilizar, caracteristica fundamental da probabilidade frequentista, a
partir de Batanero (2005).

[219] Johnny — A relacd@o entre as probabilidades tedricas calculadas e as frequéncias
relativas obtidas é a proximidade entre os resultados.

Johnny também apontou adequadamente a relacdo pedida, ao tratar das

aproximagoes.

[220] Johnny — Enquanto que, quando calculada, as respostas para as probabilidades dos
cavalos vao ser exatas, as frequéncias relativas sdo baseadas no método empirico (na
rolagem de dados que a propria plataforma realiza para evitar o trabalho manual). A
diferenca é que, j& que a ultima é baseada no método empirico, haverd desvios e
incertezas quanto ao resultado do jogo, enquanto que a probabilidade teérica nos oferece
um resultado preciso e objetivo.

Johnny disserta com maestria sobre a base empirica do trabalho com as
frequéncias relativas, sem a desqualificar, indica que as simulagbes apresentam
desvios em relacdo ao valor esperado, & medida que o método laplaciano oferece um
resultado preciso. Estas conclusbes estdo em conformidade com Batanero (2005),
gue nos apresenta o fato de que no significado frequentista nunca obtemos o valor
exato da probabilidade, apenas uma estimativa (Batanero, 2005), caracterizando a
probabilidade frequentista como de carater objetivo baseado na evidéncia empirica.

A precisao citada por Johnny consiste, claro, na atribuicdo quantitativa das
probabilidades. Por ser um experimento aleatdrio, ndo havera precisdo quanto aos

resultados para a soma ou para o jogo. Entretanto, Johnny parece ter sido isso que
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Johnny quis expressar, pelo contexto geral, apesar da sua escrita parecer misturar um
pouco estas duas questbes. Um vocabulario probabilistico mais rebuscado, que néao
se espera de um estudante do Ensino Médio, poderia ter sido mais assertivo.

Johnny também confunde as probabilidades de obter cada soma com as

probabilidades de vitoria dos cavalos.

[221] Reed — Apods eu ter entrado em contato com esse novo modo de enxergar a
probabilidade por meio do aplicativo “geogebra” utilizado na dindmica de calcular a
probabilidade de cada soma por meio do lancamento de dois dados de quatro faces fez
eu perceber que é possivel alcangar o mesmo resultado por diferentes tipos de resolugées,
como por exemplo da dindmica na qual testamos de maneira préatica no inicio para saber
qual “cavalo” ganharia a corrida, e ampliamos isso no aplicativo para deixar o resultado
bem mais preciso, pois pelo aplicativo foi possivel fazer diversas jogadas em segundos,
algo que seria impossivel no mundo real.

O que Reed chamou de “novo modo de enxergar a probabilidade”, nada mais
€ do que entender a probabilidade pelo seu significado frequentista. E 0 que sédo os
significados da probabilidade se ndo modos distintos de a enxergar? Para Reed, é
novo. Nao houve uma ultima cartada de Reed que estabelecesse explicitamente as
relacbes em estudo, mas isso ja ndo era necessario deste a Ols, na qual ele
demonstrou ter construido o significado frequentista da probabilidade e, mais do que
isso, foi uma importante engrenagem para a construcdo deste significado para os
demais participantes. Reed ndo pareceu confundir, afinal, a probabilidade das somas

com a probabilidade de vitéria dos cavalos, pelo uso das aspas ao citar “cavalo”.

[222] Sue — Os resultados exatos que sdo adquiridos. O valor que possui maior
probabilidade de ser sorteado dentro do conjunto, assim pode-se calcular a probabilidade
exata com o valor mais frequente e menos frequente, para achar a maior probabilidade e
a menor de ocorrer.

Apesar das dificuldades técnicas enfrentadas por Sue, ela conseguiu chegar,
ao menos minimamente, na conclusédo esperada. Em especial durante o processo.

A partir da andlise dos trés episédios, verificou-se que 0 progresso na
aprendizagem do significado frequentista da probabilidade esteve entrelacado ao uso
do aplicativo GeoGebra. Mais do que isso, 0s principais indicios de aprendizagem
foram observados por meio da dindmica com este aplicativo, apontando que o uso do

artefato teve, de fato, um impacto fundamental na aprendizagem.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Desenhar uma proposta metodologica € como 0 movimento artistico de pintar
um quadro. Porém, nesse caso, nunca o fazemos a partir de um painel em branco. Os
Nnossos tracos sao marcados sobre outros quadros. E, a partir do nosso quadro, novos
tracos serdo estilizados por outros artistas. Neste trabalho, pintamos um quadro sobre,
e a partir de, ideias bem consolidadas sobre a probabilidade e os seus diferentes
significados. Com o quadro sobre o tripé das Orquestracdes Instrumentais, 0s
movimentos do pincel, ora rapidos ora lentos, descreveram caminhos para a
consolidagéo de algumas importantes ideias para o campo da probabilidade.

O jogo corrida de cavalos com dois dados mostrou-se promissor a introducao
e aprofundamento de importantes conceitos da probabilidade, tais como de eventos
certos, eventos impossiveis e ndo-equiprobabilidade de espacos amostrais. Dada a
complexidade que os calculos probabilisticos assumem neste jogo, reconhecemos
que é dificil cruzar a linha de chegada com ele. Todavia, diante das diversas
evidéncias percebidas, conclui-se que é util o ter como um ponto de partida.

A simulacdo computacional, de fato, conseguiu superar as barreiras
encontradas nas simulagdes manuais. Os estudantes exploraram diversas ideias da
Computacdo a medida que realizavam o experimento aleatorio de langar dois dados
tetraédricos e calcular a soma dos resultados no aplicativo Suite GeoGebra para
dispositivos moéveis. O aplicativo ofereceu muitas possibilidades para este tipo de
simulagcdo computacional, em especial na constru¢cdo do significado frequentista da
probabilidade.

Os esquemas de utilizacdo do GeoGebra empregados pelos estudantes e as
representaces adotadas por eles proprios foram determinantes no uso deste artefato
para responder as situacdes apresentadas. Por meio do instrumento de aprendizagem
GeoGebra, os estudantes foram capazes de resolver a todas as situacbes e
construiram novos significados nesse processo, propiciando a sua génese
instrumental. Todos os estudantes conseguiram instrumentalizar o artefato GeoGebra
com o objetivo de, a partir dele, responder aos problemas criados pelas situacdes
apresentadas. Assim, todos os estudantes foram instrumentados pelo artefato
GeoGebra. Diante de problemas apresentados na trilha de construgéo do significado
frequentista da probabilidade, o aplicativo Suite GeoGebra ser instrumentalizado para

a resolucao destes problemas, indica que ha possibilidades de aprendizagem deste
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topico da probabilidade a partir deste artefato tecnolégico. Mas estas possibilidades
propiciaram que tipo de progresso?

Foi possivel concluir que, em todos os estudantes, houve evolugcdo na
compreensao do significado frequentista da probabilidade. Tal significado, assumido
como novidade e até reconhecido como um meétodo diferenciado de calcular
probabilidades, progrediu bastante durante as atividades, a ponto de sofisticadas
ideias associadas, como a ideia de infinito e o fato de o processo ser empirico, ser
apresentada pelos estudantes. Outras definicdes presentes no raio de alcance das
atividades, tais como a nédo-equiprobabilidade de espacos amostrais e uma
distribuicdo simétrica das probabilidades, também passaram por evolucdo na
compreensao dos estudantes, refinando as compreensdes dos estudantes. Mas quais
elementos do GeoGebra mais diretamente se relacionaram com este progresso?

Poder realizar o experimento quantas vezes desejar permitiu aos estudantes
testarem hipoéteses e realizarem comparacdes em um intervalo curto de tempo, o que
foi especialmente util para verificarem a convergéncia das frequéncias relativas de
maneira muito natural. Essa possibilidade se configurou como um elemento do
aplicativo facilitador do progresso da construcdo do significado frequentista da
probabilidade.

As representacfes geométricas construidas, tais como a tabela de frequéncias
absolutas e o gréfico de colunas dindmicos, permitiu um panorama visual da variacao
das frequéncias relativas, muito relevante para destacar a ndo-equiprobabilidade do
espaco amostral e a simetria na distribuicdo das probabilidades, pontos percebidos
pelos estudantes, e que também s&o elementos facilitadores.

Entretanto, o aplicativo para dispositivos mdveis ndo suporta experimentos com
um namero de repeticdes muito alto. Para nUmeros a partir da ordem das dezenas de
milhar, o aplicativo ja comeca a travar e pode parar de funcionar. Ainda que com
nameros na ordem das unidades de milhar jA seja possivel obter excelentes
aproximacdes, em termos de compreenséao, este fato € um elemento do aplicativo
limitante ao progresso da construcéo do significado frequentista da probabilidade (ndo
atrapalha o progresso, mas o limita), em especial porque o estudante pode desejar,
de maneira autbnoma, realizar mais repeticbes e ndo conseguir no aplicativo Suite
GeoGebra para dispositivos moveis. Cabe refletir que esse pode ser, também, um

elemento limitante do smartphone da estudante, ndo apenas do aplicativo.
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O aplicativo também pode apresentar dificuldades na construcdo de alguns
objetos, tais como na representacao da tabela de frequéncias absolutas na Janela de
Visualizagdo, entre outros casos semelhantes, ou até mesmo apagar todo o progresso
realizado caso o estudante saia dele. Este é, também, um elemento limitante, uma
vez que pode desmotivar o estudante a prosseguir. Nao foi identificado nenhum
elemento dificultador no aplicativo, ou seja, nenhum elemento proprio que contribuisse
no sentido de dificultar a construg&o do significado frequentista da probabilidade.

O modelo de Orquestragdes Instrumentais adotado nesta pesquisa para
sistematizar a proposta metodoldgica esteve em total sintonia com 0s obijetivos,
permitindo que as idealizacdes fossem executadas da melhor maneira possivel.

A presente pesquisa representa consideraveis avancos a Educacao
Probabilistica ao propor uma nova possibilidade metodolégica para discutir o
significado frequentista da probabilidade, por meio do aplicativo Suite GeoGebra para
dispositivos moveis, destacando algumas das principais contribuicdes e limitacbes
deste recurso para esse fim. Para futuras pesquisas, almeja-se ampliar o uso do
aplicativo Suite GeoGebra para o0 ensino e a aprendizagem do significado frequentista
da probabilidade por meio de outras representacdes, além das apresentadas, assim
como uma exploracdo mais profunda dos demais significados da probabilidade.

N&do havia forma melhor de concluir esta pesquisa do que com 0sS
agradecimentos ao apoio da Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) — cddigo de financiamento 001. O financiamento deste trabalho foi

indispensavel ao desenvolvimento da pesquisa.
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APENDICE A — TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Convidamos  vocé ,  apos

autorizacdo dos seus responsaveis legais, para participar como voluntario (a) da
pesquisa UM LABORATORIO NA PALMA DAS MAOS: o aplicativo Suite GeoGebra
como instrumento de aprendizagem do significado frequentista da probabilidade. Esta
pesquisa € da responsabilidade do pesquisador Anthonny Ewerton Marinho de
Vasconcelos, residente na rua Rosa Maria de Oliveira Monteiro, n° 82, bairro Santo
Antdnio, no municipio de Bezerros, estado de Pernambuco, CEP: 55660-000,
telefone: (81) 97900-7081, e-mail: anthonnyemarinho@gmail.com, sob a orientacéo
de José Ivanildo Felisberto de Carvalho, e-mail: ivanfcar@hotmail.com

Vocé sera esclarecido (a) sobre qualquer davida com o responsavel por esta
pesquisa. Apenas quando todos os esclarecimentos forem dados e vocé concorde
com a realizagcédo do estudo, pedimos que rubrique as folhas e assine ao final deste
documento, que esta em duas vias. Uma via deste termo lhe serd entregue para que
seus pais ou responsaveis possam guarda-la e a outra ficard com o pesquisador
responsavel.

Vocé estara livre para decidir participar ou recusar-se. Caso nao aceite
participar, ndo haverd nenhum problema, desistir € um direito seu. Para participar
deste estudo, um responsavel por vocé devera autorizar e assinar um Termo de
Consentimento, podendo retirar esse consentimento ou interromper a sua participacao
em qualquer fase da pesquisa, sem nenhum prejuizo.

Esta pesquisa tem o objetivo de investigar as contribuicbes e limitacdes do
aplicativo Suite GeoGebra a aprendizagem da probabilidade frequentista, com a
intencdo de pensar maneiras diferenciadas para aprender o conteudo de
probabilidade frequentista, o que possibilitara tanto beneficios pessoais a vocé, que
aprofundara seus conhecimentos sobre o tema, quanto para a sociedade, que tera
acesso a detalhes sobre essa metodologia de ensino.

A pesquisa ocorrerd em quatro encontros presenciais, todos em dias diferentes,
em uma sala reservada na sua prépria escola, presencialmente e em horario normal
de aula, durante o més de maio de 2023. No quadro abaixo é possivel conferir, para

cada um dos encontros, o0 que sera feito e o tempo previsto para a sua duragao.
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Encontr O que sera feito? Tempo Data Formas de
0 previsto registro
1 Explicacdo sobre o 30min Primeira Nenhum
funcionamento da pesquisa semana
de
maio/202
3
2 Resolucdo de duas 1lh Segunda | Respostas nas
atividades e aplicacdo de um semana atividades
jogo de impressas
maio/202
3
3 Resolucao de duas 2h 30min | Terceira Gravacao da
atividades utilizando o semana aula, das telas
aplicativo GeoGebra no de dos celulares e
celular (uma seré individual e maio/202 | respostas nas
outra sera em grupo) 3 atividades
impressas
4 Resolucéo de duas 1h Quarta Respostas nas
atividades semana atividades
de impressas
maio/202
3

O uso das gravacfes em video (da aula e das telas dos celulares) se dara
apenas nesta pesquisa e em nenhum momento sera identificado o participante.
Nenhum registro de imagem dos participantes sera realizado durante a pesquisa.

Durante a sua participacdo, podem ocorrer potenciais riscos, como
constrangimento e desconforto durante a resolugéo das atividades, cansaco fisico ou
mental e quebra de sigilo. Para minimizar estes possiveis riscos algumas medidas
serdo tomadas, como a realizacdo de todas as atividades em local reservado onde
vocé se sinta confortavel e seguro, além de flexibilidade no tempo para realizar as
atividades, permitindo pausas a qualguer momento caso VOCé precise descansar.
Durante toda a pesquisa nenhum comentério sobre o seu desempenho seré feito com
VOCcé, com 0s seus colegas, professores, coordenadores ou qualquer outra pessoa ha
sua escola. Além do proprio estudante, apenas os pesquisadores irdo ver o contetudo
das gravacdes em video e das atividades impressas.

Esclarecemos que os participantes dessa pesquisa tém plena liberdade de se
recusar a participar do estudo e que esta decisdo ndo acarretard penalizacao por parte
dos pesquisadores. Todas as informacodes desta pesquisa serdo confidenciais e serao
divulgadas apenas em eventos ou publicacdes cientificas, ndo havendo identificacao
dos voluntarios, a ndo ser entre os responsaveis pelo estudo, sendo assegurado o

sigilo sobre a sua participacdo. Os dados constituidos nesta pesquisa por meio das
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atividades impressas e gravacfes em video ficardo armazenados em pastas de
arquivo fisicas (para as atividades impressas) e em um pen-drive (para as gravacoes
em video), sob a responsabilidade do pesquisador, no endere¢o acima informado,
pelo periodo de no minimo 5 anos apos o término da pesquisa.

Nem vocé e nem seus responsaveis legais pagarao nada para vocé participar
desta pesquisa, também nao receberdo nenhum pagamento para a sua participacao,
pois é voluntéria. Se houver necessidade, as despesas para a sua participacao e de
seus responsaveis legais serdo assumidas ou ressarcidas pelos pesquisadores. Fica
também garantida indenizacdo em casos de danos, comprovadamente decorrentes
da sua participacdo na pesquisa, conforme decisao judicial ou extra-judicial.

Este documento passou pela aprovacdo do Comité de Etica em Pesquisa
Envolvendo Seres Humanos da UFPE que esta no endereco: (Avenida da
Engenharia s/n — 1° Andar, sala 4 - Cidade Universitaria, Recife-PE, CEP: 50740-
600, Tel.: (81) 2126.8588 — e-mail: cephumanos.ufpe@ufpe.br).

Anthonny Ewerton Marinho de Vasconcelos

ASSENTIMENTO DO(DA) MENOR DE IDADE EM PARTICIPAR COMO
VOLUNTARIO(A)

Eu, , portador (a) do documento de

Identidade , abaixo assinado, concordo em participar da
pesquisa UM LABORATORIO NA PALMA DAS MAOS: o aplicativo Suite GeoGebra

como instrumento de aprendizagem do significado frequentista da probabilidade,

como voluntério (a). Fui informado (a) e esclarecido (a) pelo (a) pesquisador (a) sobre
a pesquisa, o que vai ser feito, assim como 0s possiveis riscos e beneficios que podem
acontecer com a minha participacao. Foi-me garantido que posso desistir de participar
a qualquer momento, sem que eu ou meus responsaveis legais precise pagar nada.

Bezerros, de de

Assinatura do (da) menor:

Presenciamos a solicitacdo de assentimento, esclarecimentos sobre a

pesquisa e aceite do/a voluntario/a em patrticipar.
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Nome: Nome:

Assinatura: Assinatura:
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APENDICE B — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Solicitamos a sua autorizacdo para convidar o (a) seu/sua filho
(@) para participar, como voluntario (a), da pesquisa UM
LABORATORIO NA PALMA DAS MAOS: o aplicativo Suite GeoGebra como

instrumento de aprendizagem do significado frequentista da probabilidade. Esta

pesquisa € da responsabilidade do pesquisador Anthonny Ewerton Marinho de
Vasconcelos, residente na rua Rosa Maria de Oliveira Monteiro, n° 82, bairro Santo
Antdnio, no municipio de Bezerros, estado de Pernambuco, CEP: 55660-000,
telefone: (81) 97900-7081, e-mail: anthonnyemarinho@gmail.com, sob a orientacéo
de José Ivanildo Felisberto de Carvalho, e-mail: ivanfcar@hotmail.com

O/a Senhor/a sera esclarecido (a) sobre qualquer davida a respeito da
participacdo dele/a na pesquisa. Apenas quando todos os esclarecimentos forem
dados e o/a Senhor/a concordar que o (a) menor faca parte do estudo, pedimos que
rubrique as folhas e assine ao final deste documento, que esta em duas vias.

Uma via deste termo de consentimento |he sera entregue e a outra ficard com
0 pesquisador responsavel. O/a Senhor/a estara livre para decidir que ele/a participe
ou ndo desta pesquisa. Caso ndo aceite que ele/a participe, ndo havera nenhum
problema, pois desistir que seu filho/a participe € um direito seu. Caso néo concorde,
nao havera penalizacéo para ele/a, bem como sera possivel retirar o consentimento
em qualquer fase da pesquisa, também sem nenhuma penalidade.

Esta pesquisa tem o objetivo de investigar as contribuicbes e limitacdes do
aplicativo Suite GeoGebra a aprendizagem da probabilidade frequentista, com a
intencdo de pensar maneiras diferenciadas para aprender o conteddo de
probabilidade frequentista, o que possibilitara tanto beneficios pessoais ao
participante, que aprofundara seus conhecimentos sobre o tema, quanto para a
sociedade, que tera acesso a detalhes sobre essa metodologia de ensino.

A pesquisa ocorrerd em quatro encontros presenciais, todos em dias diferentes,
em uma sala reservada na prépria escola do participante, presencialmente e em
horéario normal de aula, durante o més de maio de 2023. No quadro abaixo é possivel
conferir, para cada um dos encontros, o que sera feito e o tempo previsto para a sua

duracéo.



161

Encontr O que sera feito? Tempo Data Formas de
0 previsto registro
1 Explicacdo sobre o 30min Primeira Nenhum
funcionamento da pesquisa semana
de
maio/202
3
2 Resolucdo de duas 1lh Segunda | Respostas nas
atividades e aplicacdo de um semana atividades
jogo de impressas
maio/202
3
3 Resolucao de duas 2h 30min | Terceira Gravacao da
atividades utilizando o semana aula, das telas
aplicativo GeoGebra no de dos celulares e
celular (uma seré individual e maio/202 | respostas nas
outra sera em grupo) 3 atividades
impressas
4 Resolucéo de duas 1h Quarta Respostas nas
atividades semana atividades
de impressas
maio/202
3

O uso das gravacfes em video (da aula e das telas dos celulares) se dara
apenas nesta pesquisa e em nenhum momento sera identificado o participante.
Nenhum registro de imagem dos participantes sera realizado durante a pesquisa.

Durante a participacdo do seu(sua) filho(a), podem ocorrer potenciais riscos,
como constrangimento e desconforto durante a resolucdo das atividades, cansaco
fisico ou mental e quebra de sigilo. Para minimizar estes possiveis riscos algumas
medidas serdo tomadas, como a realizacdo de todas as atividades em local reservado
onde seu(sua) filho(a) se sinta confortavel e seguro(a), além de flexibilidade no tempo
para realizar as atividades, permitindo pausas a qualquer momento caso ele (ela)
precise descansar. Durante toda a pesquisa nenhum comentéario sobre o desempenho
do seu(sua) filho(a) sera feito com ele(a), com os colegas, professores, coordenadores
ou qualquer outra pessoa na escola. Além do proprio estudante, apenas 0s
pesquisadores irdo ver o conteudo das gravacdes em video e das atividades
impressas.

Esclarecemos que os participantes dessa pesquisa tém plena liberdade de se
recusar a participar do estudo e que esta decisdo ndo acarretard penalizacao por parte
dos pesquisadores. Todas as informacdes desta pesquisa serdo confidenciais e serao
divulgadas apenas em eventos ou publicacdes cientificas, ndo havendo identificacao

dos voluntarios, a ndo ser entre os responsaveis pelo estudo, sendo assegurado o
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sigilo sobre a sua participacdo. Os dados constituidos nesta pesquisa por meio das
atividades impressas e gravacfes em video ficardo armazenados em pastas de
arquivo fisicas (para as atividades impressas) e em um pen-drive (para as gravacdes
em video), sob a responsabilidade do pesquisador, no endere¢co acima informado,
pelo periodo de no minimo 5 anos apds o término da pesquisa.

Nem o(a) senhor(a) nem seu (sua) filho(a) pagarao nada para ele(a) participar
desta pesquisa, também né&o receberdo nenhum pagamento pela participacao, pois é
voluntaria. Se houver necessidade, as despesas para a participacdo do seu(sua)
filho(a) serdo assumidas ou ressarcidas pelos pesquisadores. Fica também garantida
indenizacdo em casos de danos, comprovadamente decorrentes da sua participacao
na pesquisa, conforme decisao judicial ou extra-judicial.

Em caso de duvidas relacionadas aos aspectos éticos deste estudo, o (a)
senhor (a) podera consultar o Comité de Etica em Pesquisa Envolvendo Seres
Humanos da UFPE no endereco: (Avenida da Engenharia s/n — Prédio do CCS - 1°
Andar, sala 4 - Cidade Universitaria, Recife-PE, CEP: 50740-600, Tel.: (81)
2126.8588 — e-mail: cephumanos.ufpe@ufpe.br).

Anthonny Ewerton Marinho de Vasconcelos
CONSENTIMENTO DO RESPONSAVEL PARA A PARTICIPAQAO DO/A
VOLUNTARIO
Eu, , CPF , abaixo
assinado, responsavel por , autorizo a sua
participacdo no estudo UM LABORATORIO NA PALMA DAS MAOS: o aplicativo Suite
GeoGebra como instrumento de aprendizagem do significado frequentista da

probabilidade, como voluntario(a). Fui devidamente informado (a) e esclarecido (a)
pelo (a) pesquisador (a) sobre a pesquisa, os procedimentos nela envolvidos, assim
como 0s possiveis riscos e beneficios decorrentes da participagédo dele (a). Foi-me
garantido que posso retirar 0 meu consentimento a qualquer momento, sem que isto
leve a qualquer penalidade para mim ou para o (a) menor em questao.

Bezerros, de de

Assinatura do (da) responsavel:

Presenciamos a solicitacdo de assentimento, esclarecimentos sobre a

pesquisa e aceite do/a voluntario/a em patrticipar.
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Assinatura: Assinatura:
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APENDICE C - ATIVIDADE 1
Um jogo de corrida conta com 9 cavalos, cada um deles numerado de 1 a 9. Langcam-

se dois dados honestos de 4 faces, numeradas de 1 a 4, e calcula-se a soma dos
resultados obtidos em cada dado. O cavalo cuja numeracdo é essa soma, avanca
uma casa. Vence o cavalo que alcancar primeiro a linha de chegada. A figura abaixo
representa uma corrida na qual € necessario avancar seis casas para alcancar a linha

de chegada.

Figura 1: Jogo corrida de cavalos.

AR RRR

oy
5

3

Fonte: O autor (2023)
Tarefa 1: Para vocé, todos os cavalos tém a mesma chance de vencer a corrida?

Justifique.
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APENDICE D — ATIVIDADE 2
Aposte no seu cavalo preferido e vamos jogar algumas partidas!

Apés algumas rodadas jogadas, faca 0 que se pede:
Tarefa 2: Numa escala que vai de impossivel a certo, como vocé avalia a

probabilidade de vitéria para cada um dos cavalos na corrida?

Certo O O O O O O O O O Legenda:
Muito provavel O O O O O O O O 0O Cl-Cavaol
] C2 - Cavalo 2
Provavel O O O O O O O O O ¢3_cCavalos
Poucoprovavel O O O O O O O O O C4-Cavalo4
] C5 - Cavalo 5
Impossivel O O O O O O O O O cg—cavalos
C7—-Cavalo 7
Cl C2 C3 C4 C5 Ce6 C7 C8 (€9 C8 — Cavalo 8
C9 — Cavalo 9
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APENDICE E — ATIVIDADE PIVOT
Como vocé percebeu, o jogo corrida de cavalos esta baseado no langcamento de dois

dados honestos com 4 faces. Por essa raz&do, vamos estudar com mais profundidade
esse experimento aleatério: lancar dois dados honestos com 4 faces e calcular a soma
dos resultados obtidos.

Tarefa 3: Utilize o aplicativo GeoGebra, o Fluxograma 1 (Figura 2) e o Quadro 1 para
realizar algumas simulacdes para esse experimento. A medida que for realizando as

simulacdes, preencha a tabela com os resultados da sua simulacéo.

Figura 2: Fluxograma 1.

Escolher um nimero |
—¥ delangamentos=d /7
Tabela de 3 .
¢ e | 12=frequéncias |
requéncias |« "— absolutas [—
absolutas |

Digitar o cédigo .
_ (Elemento(12,1) - 100 _ [ B=frequéncies |
Sequéncia Soma(i2) L 1L7 relativas

Ira calcular as

Sim frequéncias Nio
relativas para mais

algum valor de d?

.

Fonte: O autor (2024).



Quadro 1: Codigos e orientacdes das simulacdes da Tarefa 3.

Finalidade

Cdédigos e orientages

Simular a soma dos resultados no langamento de
dois dados de 4 faces:

Pesquise pelo comando Sequéncia(Expressao,
variavel, valor inicial, valor final)

Clique em Expressao

Pesquise pelo comando
NumeroAleatério(Minimo (Inteiro), Maximo
(Inteiro))

Vocé vai precisar do comando
NumeroAleatério(Minimo (Inteiro), Maximo

(Inteiro)) duas vezes.

Ndo escreva a letra d no cédigo. Ao invés disso,
vocé deve utilizar o valor numérico de d que
deseja simular.

Preencha as lacunas obtendo o seguinte cédigo:

Sequéncia(NumeroAleatério(1,4)+
NumeroAleatério(1,4), n, 1, d)

Obter a lista de frequéncias absolutas:

Pesquise pelo comando Frequéncia(Lista de
Dados Brutos)

Preencha a lacuna com |1 obtendo o seguinte
codigo:

Frequéncia(l1)

Construir a tabela de frequéncias absolutas:

Va em ConfiguragGes e desabilite as opgdes de
exibir eixos e exibir malha.

Pesquise pelo comando
TabelaDeFrequéncias(Lista de Dados Brutos,

Fator de Escala/opcional)

Preencha a lacuna de Lista de Dados Brutos com
11 e apague a lacuna de Fator de Escala/opcional,
obtendo o seguinte cédigo:

TabelaDeFrequéncias(l1)

Obter a lista de frequéncias relativas (em termos
percentuais):

Va em Configuracdes - Geral -
Arredondamento e coloque apenas 2 casas

decimais.

Pesquise pelo comando Sequéncia(Expressao,
variavel, valor inicial, valor final)
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Clique em Expressdo e pesquise pelo comando

Elemento(Lista, Posicdo do Elemento) e

preencha as lacunas com 12 e i, obtendo o
seguinte codigo parcial:

Sequéncia(Elemento(12,1)
Em seguida,

Multiplique por 100 - Clique no botdo de
multiplicagdo e depois digite 100

Divida por Soma(l2) - Clique no botdo de divisdo e
digite o codigo abaixo:

Soma(l2)
Depois digite o restante do cédigo:
6L 1,7)

Obtendo o seguinte cédigo:

Elemento(12,i) - 100 7)

Sequéncia < Soma(2)

Se aparecerem simbolos de ? na lista de

frequéncias, vocé precisa aumentar o valor de d.

Exibir a lista de frequéncias relativas na Janela de
visualizagdo:

Pesquise o comando Texto(Objeto) e preencha a
lacuna com I3 obtendo o seguinte cddigo:

Texto(I3)

Reposicione a lista na Janela de Visualizagdo, se
necessario. Talvez seja necessdrio realizar um
movimento de pingar com os dedos para que
aparega.

Calcular a soma das frequéncias relativas:

Pesquise o comando Somal(Lista) e preencha a
lacuna com I3, obtendo o seguinte cddigo:

Soma(l3)

Realizar novas simula¢des para outros valores de
d:

Va até a lista |11 e, por meio do comando
Sequéncia que vocé utilizou no inicio, clique no
comando e substitua o valor de d para o novo
valor que deseja simular. Todos os demais
comandos serdo atualizados para esse novo valor
automaticamente.

Fonte: O autor (2023).
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Registre na tabela abaixo as frequéncias relativas que vocé obtiver nas simulacdes
com o GeoGebra, assim como a soma das frequéncias relativas em cada caso, no

total.

NiUmero de lancamentos

50 100

200

500

1000

2000

4000 5000

10 000

Soma 1

Soma 2

Soma 3

Soma 4

Soma 5

Soma 6

Soma 7

Soma 8

Soma 9

Total

Tarefa 4: A medida que o nimero de lancamentos aumenta (de 50 até 10 000), a
frequéncia relativa para cada soma vai se aproximando de um determinado valor.
Indique uma estimativa (uma aproximacao) para cada um destes valores.

Soma Soma
1 2

Soma
3

Soma

4

Soma
5

Soma
6

Soma Soma
7 8

Soma

Estimativ
a

Tarefa 5: Numa escala que vai de impossivel a certo, como vocé avalia a
probabilidade de obter cada uma das somas abaixo?

Certo

Muito provavel
Provéavel
Pouco provavel

Impossivel

O

O
O
O

O

O

O
O
O

O

O

O
O
O

O

O

O
O
O

O

O O

O O
O O
O O

O O

O OO O
O OO O

O O

Legenda:

S1-Somal
S2 —-Soma 2
S3 - Soma 3
S4 - Soma 4
S5-Somab
S6 — Soma 6
S7-Soma7

O OO0 O

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8 S9 sS85 Somas

S9 - Soma 9




APENDICE F — ATIVIDADE 3
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Vamos melhorar um pouco mais as suas estimativas na Tarefa 4 utilizando gréaficos

dinamicos.

Tarefa 6: Utilize o aplicativo GeoGebra, o Fluxograma 2 (Figura 3) e o Quadro 2, para

construir um gréfico de colunas dinamico.

Figura 2: Fluxograma 2.

._'-_' -_P-

Tabela de
Frequéncias
absolutas

!

Sequéﬂcia(

Digitar o cadigo
Elemento(l2,i)- 100
L6517
a

Obtendo a lista I3

12 =frequéncias
absolutas

I3 = frequéncias

relativas '

Fonte: O autor (2023).

Quadro 2: Cédigos e orientactes das simulacdes da Tarefa 6.

Finalidade

Cadigos e orientagGes

Construir o controle deslizante a

Digitar a letra a no Campo de Entrada

Configurar o controle deslizante a

Configure o controle deslizante para Min = 1, Max
=5000, Incremento =1

Simular a soma dos resultados no langamento de
dois dados de 4 faces:

Pesquise pelo comando Sequéncia(Expressdo,
variavel, valor inicial, valor final)

Cligue em Expressdo

pelo comando
NumeroAleatério(Minimo

(Inteiro))

Pesquise

(Inteiro), Maximo




Vocé vai precisar do comando

NameroAleatério(Minimo  (Inteiro), Maximo

(Inteiro)) duas vezes.
Preencha as lacunas obtendo o seguinte codigo:

Sequéncia(NumeroAleatoério(1,4)+
NumeroAleatério(1,4), n, 1, a)

Obter a lista de frequéncias absolutas:

Pesquise pelo comando Frequéncia(Lista de
Dados Brutos)

Preencha a lacuna com |1 obtendo o seguinte
codigo:

Frequéncia(l1)

Construir a tabela de frequéncias absolutas:

Va em ConfiguracGes e desabilite as opgdes de
exibir eixos e exibir malha.

Pesquise pelo comando
TabelaDeFrequéncias(Lista de Dados Brutos,

Fator de Escala/opcional)

Preencha a lacuna de Lista de Dados Brutos com
11 e apague a lacuna de Fator de Escala/opcional,
obtendo o seguinte cédigo:

TabelaDeFrequéncias(l1)

Obter a lista de frequéncias relativas (em termos
percentuais):

Va em  Configuragbes — Geral —
Arredondamento e coloque apenas 2 casas

decimais.

Pesquise pelo comando Sequéncia(Expressao,
variavel, valor inicial, valor final)

Cliqgue em Expressdao e pesquise pelo comando

Elemento(Lista, Posicdo do Elemento) e

preencha as lacunas com |2 e i, obtendo o
seguinte codigo parcial:

Sequéncia(Elemento(12,1)
Em seguida,

Multiplique por 100 - Clique no botdo de
multiplicacdo e depois digite 100

Divida por a - Clique no botdo de divisdo e digite a
letra a

Depois digite o restante do cédigo:

171



’i’ 1: 7)

Obtendo o seguinte cédigo:

Elemento(12,i) - 100
,i,1,7

Sequéncia (
a

Se aparecerem simbolos de ? na lista de

frequéncias, vocé precisa aumentar o valor de a.

Exibir a lista de frequéncias relativas na Janela de
visualizagdo:

Pesquise o comando Texto(Objeto) e preencha a
lacuna com I3 obtendo o seguinte cadigo:

Texto(I3)

Reposicione a lista na Janela de Visualizacdo, se
necessario. Talvez seja necessdrio realizar um
movimento de pingar com os dedos para que
aparega.

Construir a lista {2,3,4,5,6,7,8}

Va no teclado de fungbes — f(x) —, insira as chaves

e digite os elementos no seu interior.

Construir o grafico de colunas

Va em Configuracdes e habilite a opgdo de exibir
eixos, mas mantenha desabilitada a opgdo de
exibir malha.

Digitar o cddigo
DiagramaDeBarras(14,13)
Obtendo a construgdo do grafico.

Realize um movimento de pinga no eixo x para
modificar a escala.

Fonte: O autor (2023).
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Tarefa 7: Ap6s a analise dos graficos, atualize sua tabela com as estimativas

(aproximacgdes) para cada soma. Vocé pode manter as estimativas da Tarefa 4 ou

pode fazer mudangas.

Soma Soma Soma

Soma
1 2 3 4

Soma Soma Soma Soma Soma

Estimativ
a
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APENDICE G — ATIVIDADE 4
Langaram-se dois dados honestos com 4 faces, calculando-se a soma dos pontos

obtidos em cada dado.

Tarefa 8: Qual a probabilidade de obtermos cada uma das somas a seguir?
a) Somaigualal

b) Soma igual a 2

c) Somaigual a 3

d) Soma igual a 4

e) Somaiguala b

f) Somaigual a 6

g) Soma igual a 7

h) Soma igual a 8

i) Somaigual a 9

Tarefa 9: Qual a soma de todas as probabilidades calculadas na Tarefa 8?
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APENDICE H - ATIVIDADE 5
Compare as probabilidades tedricas calculadas na Tarefa 8 com as frequéncias

relativas obtidas por vocé na Tarefa 3 e com as estimativas dadas por vocé na Tarefa
7.
Tarefa 10: Qual relacdo vocé consegue perceber entre as probabilidades teoricas

calculadas e as frequéncias relativas obtidas?



