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RESUMO

Esta Tese apresenta estudos em duas areas distintas da Fisica. No primeiro, analisamos um
sistema hierarquico e computamos a entropia heterotipica da teoria H para as duas classes de
universalidade resultantes da teoria; neste ambito, mostramos que partindo de uma densidade
de probabilidade conhecida, podemos encontrar a entropia para o sistema em questdo. Estas
entropias sdo denominadas heterotipicas, pois diferem da tradicional entropia de Boltzman-
Gibbs e sdo representadas de forma analitica em termos de funcdes G de Meijer. Ainda neste
tema, discutimos a termodinamica estocastica e mostramos sua conexdo com a formulacao
entropica heterotipica. No segundo, aplicamos modelos de crescimento generalizados as curvas
epidémicas de Covid-19 e realizamos ajustes numéricos, nos quais obtivemos excelentes resul-
tados. Ainda neste tema, propusemos um modelo de crescimento com parametros dependentes
do tempo para modelar curvas epidémicas da Covid-19 com miltiplas ondas de infeccBes (ou
mortes) e também neste caso mostramos através de excelentes ajustes numéricos que o modelo
proposto descreve muito bem as curvas em questdo. Finalmente, desenvolvemos um aplicativo
web que aplica os modelos de crescimentos as curvas epidémicas da Covid-19 para Paises e
Estados e Cidades no Brasil e nos Estados Unidos, através do qual o usuario pode monitorar a
evolucao da pandemia em uma dada localidade, obter informacGes relevantes sobre sua dina-

mica e fazer previsdes de curto prazo baseadas nos modelos de crescimento implementados.

Palavras-chave: mecanica estatistica; sistemas complexos; entropia; modelos de crescimento;

Covid-19.



ABSTRACT

This Thesis presents studies in two distinct areas of Physics. In the first one, we analyze a
hierarchical system and compute the heterotypic entropy of the H-theory for the two univer-
sality classes resulting from this theory; in this scope, we show that starting from a knwown
probability density, one can find the expression for the entropy of the system at hand. These
entripies are called heterotypical, because they differ from the standard Boltzmann-Gibbs en-
tropy and are represented analitically in terms of the Meijer-G functions. Still in this theme, we
discuss the stochastic thermodynamics and show its connection with the entropic heterotypical
formulation. In the second one, we apply generalized growth models to the epidemic curves
of COVID-19 and perform numerical fits, in which we obtained excellent results. Still in that
scope, we proposed a growth model with time dependent parameters to model COVID-19
epidemic curves with multiple waves of infections (or deaths) and also in that case we showed
throught great numerical fits that the model proposed describes very well the curves. We also
studied the growth of works related to COVID-19 deposited in preprint repositories and showed
that it can be described by a growth model previously applied to the epidemic curves; we also
showed that the rank-frequency distribution of the works in the preprint repositories follows
a Zipf-Law. Finally, we developed a web application that applies the growth models to the
epidemic curves of COVID-19 to Countries, States and Cities of Brazil and the United States.
through which the user can monitor the evolution of the pandemic in a given location, obtain
relevant information about its dynamics and make short-term predictions based on the growth

models implemented.

Keywords: statistical mechanics; complex systems; entropy; growth models; COVID-19.
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1 INTRODUCAO

Desde os primérdios da civilizacdo, a humanidade sofre com doencas dos mais variados
tipos e transmitidas por uma variedade de patdgenos, como a peste bubdnica que assolou
a Europa em meados do século XIV e estima-se que tenha dizimado entre 50% e 60% da
populacdo daquela regido e causou uma onda de terror generalizada durante os seus 6 anos de
duracdo (BENEDICTOW, 2006)); as duas pandemias de cdlera que afetaram diversos continentes
e ao todo vitimaram aproximadamente 150 mil pessoas nos Estados Unidos e 200 mil pessoas
no México, ou ainda a pandemia de gripe espanhola, que surgiu no rastro de destruicdo da
primeira guerra mundial e matou por volta de 50 milhdes de pessoas no total ao longo de
toda sua duragdo (JOHNSON; MUELLER, 2002). A figura [1| mostra uma lista com as maiores
pandemias que o mundo ja enfrentou e o respectivo nimero de mortes causadas por cada
uma delas em relacao a populacdo mundial daquela época. Como é possivel notar, a Peste
Negra (Black Death na figura) foi de longe a maior pandemia presenciada pela humanidade
até agora.

Por conta dessas e de tantas outras epidemias vivenciadas pela humanidade surgiu a ne-
cessidade de descrever e modelar as epidemias a fim de fazer previsdes e suprimir os danos
causados por seu espalhamento desenfreado. O conhecimento da dindmica assumida pela dis-
seminacdo de uma doenca é peca fundamental na implementacdo de medidas preventivas ou
de mitigacao, como vacinacdo, fechamento de escolas, isolamento social, uso de mascaras e
sanitizante para maos.

O trabalho de Daniel Bernoulli (BERNOULLI, |1760; [DIETZ; HEESTERBEEK, 2002)), publi-
cado em 1760 e sucedido por uma versdo expandida e mais detalhada publicada em 1766
(BERNOULLI, [1766)), é considerado o primeiro modelo de epidemiologia matematica. Em seu
trabalho, o matematico suico analisou a eficacia da inoculacdo de pequenas quantidades do
virus para o aumento da expectativa de vida da populacido. O préximo grande passo na epide-
miologia matematica foi dado com o trabalho do médico londrino e ganhador do prémio Nobel
de medicina do ano de 1902, Sir Ronald Ross (ROSS, 1911)). Em seu trabalho Ross mostrou
que, ao contrario do que se pensava na época, seria possivel eliminar a malaria de uma dada
populacdo sem a necessidade de eliminar por completo os mosquitos, mas sim reduzindo seu
numero abaixo de um certo limiar. Para isto, Ross utilizou um modelo compartimental que

incluia humanos e mosquitos e analisou a dinamica da transmissdo de tal doenca para a po-
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pulacdo; ainda nesse trabalho Ross introduziu o conceito de taxa basica de reproducdo, que
tem ocupado papel central na epidemiologia matematica desde ent3o.
Os modelos compartimentais chegaram na forma que s3o utilizados na atualidade com o

extenso trabalho de Kermack e McKendrick publicado ao longo de 6 anos em um total de 3 arti-

gos (KERMACK; MCKENDRICK, [1927; [KERMACK; MCKENDRICK|, 1932} KERMACK; MCKENDRICK,

. Em seu estudo eles apresentaram um modelo que contava com trés compartimentos,
a saber: Suscetiveis, Infecciosos e Removidos (que incluia mortos e recuperados da doenca);
esta versdo do modelo SIR tornou-se bastante popular e teve uma massificada aplicacdo para
as mais diversas doencas e ganhou, ao longo dos anos, varios desdobramentos com a inclusao
de novos compartimentos, gerando modelos altamente personalizaveis e complexos. A figura
[2l mostra um ajuste numérico feito por Kermack e McKendrick utilizando seu modelo compar-
timental para descrever o nimero de mortes causadas pela Peste Bub6nica em uma epidemia
na ilha de Bombay na India entre dezembro de 1905 e julho de 1906 em funcdo do niimero de
semanas desde a primeira morte.

Figura 1 — Comparativo entre o total de mortes causadas pelas diferentes epidemias e pandemias de doencas

infecciosas ao longo da histéria ao redor do mundo em relacdo a populacdo global estimada na
época.

[DEATH TOLL AS A PERCENT OF THE POPULATION]

Pandemic % of Population Death toll Population Est.  Year of Est.

- - -

Black Death 51.0% 0.39B [RELD)

Plague of Justinian 191% 0.21B :ll]

Smallpox FFEEA 0.46B )

Antonine Plague | =7 0.20B |[RFlls]

Spanish Flu | F4 (E:»1: 0l 1919

The Third Plague | Ji4 1.26B [REEN

HIV/AIDS |l 4.46B [REEY

COVID-19 | Jiirs -Xe]cle  02/01/2023

Fonte:(LEPAN, [2020)).
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Figura 2 — Ajuste numérico feito por Kermack e McKendrick utilizando um modelo SIR para descrever o
nimero de mortes em decorréncia de uma epidemia de Peste Bubonica na ilha de Bombay, na
India, entre dezembro de 1905 e julho de 1906 em funcdo do niimero de semanas desde a primeira
morte.

900

800 .

600

400
300 f
200 ¢

100 ¢

5 10 15 20 25 30
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Fonte:(KERMACK; MCKENDRICK, (1927)).

A epidemiologia matematica foi mais uma vez posta a prova quando no inicio de 2020
o mundo se deparou com o que viria a ser uma das maiores crises sanitarias de todos os
tempos. A doenca causada pelo virus SARS-CoV-2 surpreendeu a humanidade com seu poder
destrutivo e fez, ao longo de mais de 3 anos, quase 7 milhdes de vitimas segundo a Organizacao
Mundial da Sadde (OMS). Inicialmente detectada em Wuhan, na China, no final de 2019, a
Covid-19 apresentou-se como uma Sindrome Respiratéria Aguda Grave (SRAG) na maioria dos
pacientes infectados. Dentre os sintomas mais comuns estavam tosse, febre, dores no corpo e
dispneia (dificuldade para respirar). No entanto, alguns pacientes evoluiram para quadros de
salide mais sérios, apresentando falta de ar e baixos niveis de saturacdo de oxigénio, o que
fez com que muitos pacientes necessitassem de acompanhamento médico em Unidades de
Tratamento Intensivo (UTIs) e intubacdo para realizacdo de respiracdo por meio de aparelhos.

Logo nos primeiros meses a comunidade cientifica engajou-se nas mais diversas éareas,
atuando no sequenciamento genético do virus e de suas variantes, no teste de possiveis medi-

camentos para prevenir e amenizar os sintomas causados pela doenca, no desenvolvimento de
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vacinas, ou ainda na descricao da dinamica e evolucdo da epidemia nas diversas localidades,
considerando uma variedade de fatores coadjuvantes como clima, localizacdo geografica, indice
de desenvolvimento humano, entre tantos outros.

Ainda nesta dltima area, foram utilizados os mais diversos modelos, como os modelos
baseados em agentes (KERR et al., 2021) descrevendo a transmissdo do virus entre individuos,
os modelos compartimentais tradicionais como SIR e SIRD (MACEDO et al., 2021) e também
versoes modificadas e estendidas destes, e os modelos fenomenolégicos, como os modelos de
crescimento logistico (VASCONCELOS et al.,, 2020) que descrevem a evolucdo da epidemia em
termos de parametros simples, porém sem uma clara interpretacdo epidemiolégica.

A presente tese aborda duas das classes de modelos mencionadas anteriormente, a saber:
modelos compartimentais e modelos fenomenoldgicos. Os modelos compartimentais possuem
uma clara interpretacao epidemioldgica e tém vasta aplicacao e abordagem na literatura da epi-
demiologia matematica desde sua consolidacdo e popularizacdo com os trabalhos de Kermack
e McKendrick. No entanto, sua aplicacdo encontra alguns desafios pois necessita de dados
confidveis e bem estimados e coletados para cada um de seus compartimentos para o bom
funcionamento do modelo. A pandemia de Covid-19 se mostrou especialmente desafiadora
para tais modelos devido a subnotificacdo de casos confirmados e de pacientes recuperados da
doenca, restando apenas os dados de mortes em decorréncia da infeccdo como fonte confiavel
de informacdo, o que gera consideraveis problemas na realizacdo de ajustes numéricos com o
modelo.

Os modelos de crescimento logistico, de certa maneira desprovidos de clara interpretacao
epidemioldgica para seus parametros, trazem em contrapartida a simplicidade computacional e
matematica, muitas vezes podendo ser descritos em termos de expressoes analiticas. Além da
simplicidade, os modelos fenomenolégicos ndo dependem dos diversos compartimentos epide-
miolégicos como os modelos compartimentais, tornando possivel sua aplicacao com excelentes
resultados a curva epidémicas das mais diversas localidades e com diferentes graus de comple-
xidade. Notamos ainda que é possivel construir um mapa entre os modelos compartimentais e
os modelos de crescimento logistico, trazendo significado epidemioldgico para os parametros
destes dltimos.

Utilizando os modelos fenomenoldgicos discutidos ao longo deste trabalhos, foi implemen-
tado um software online chamado ModInterv (BRUM et al.,, 2023; |BRUM et al., [2022)), que
disponibiliza para pesquisadores, autoridades de satude publica e o publico em geral uma fer-

ramenta de facil acesso para o acompanhamento e realizacdo de algumas previsdes de curto
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prazo sobre a evolucdo das curvas epidémicas em uma dada localidade escolhida pelo usua-
rio. O software estd disponivel para acesso no endereco <https:/ /fisica.ufpr.br/modinterv>|e
através dele podem ser consultadas as curvas epidémicas (curvas acumuladas de casos con-
firmados ou mortes) para todos os paises, todas as cidades e estados do Brasil e dos Estados
Unidos. Além disso os modelos de crescimento logistico podem ser aplicados a estas curvas
para analisar e determinar o atual estagio epidémico em que se encontra tal localidade.

Ainda nesta tese é apresentado um trabalho desenvolvido na area de mecanica estatistica
que aborda um tema central tanto na fisica quanto na nossa vida cotidiana: a entropia. Esta
grandeza que é considerada como um dos conceitos mais dificeis de se compreender é uma velha
conhecida da humanidade e esta presente em todos os aspectos da vida, desde a sensacdo de
frio ou de calor, fome ou saciedade, até a expansao de um gas em um ambiente sem barreiras.
Apesar de s6 ter sido formalmente definida em 1865 por Clausius (CLAUSIUS, 1865)), a entropia
ja estava presente nas discusstes de Carnot e na sua versdo inicial das leis da termodinamica
em 1824.

A entropia encontrou aplicacdo nas mais diversas areas, passando pela teoria dos jogos,
economia e até mesmo cosmologia, sempre guiando a dindmica dos processos, servindo como
uma "seta do tempo" (BLUM, [1968)) para os sistemas. Nesta tese abordamos o aspecto hete-
rotipico da entropia para sistemas hierarquicos através da Teoria-H, uma teoria que ¢ aplicada
na descricdo de sistemas hierarquicos com mdltiplas escalas (de comprimento, tempo, etc) em
que ha fluxo de energia entre elas, mostrando como é possivel obter um funcional entrépico
partindo de uma distribuicao de probabilidade.

A sequéncia da presente tese esta dividida da seguinte forma: no capitulo 2 s3o discutidos
em detalhes os modelos compartimentais e fenomenolégicos. Para cada uma destas classes de
modelos é apresentada uma introducdo histérica mostrando o desenvolvimento de cada um
deles desde sua aparicdo na literatura até as versdes mais modernas e utilizadas nos estudos
discutidos. Além disso, sdo exibidos ajustes numéricos que mostram a excelente concordancia
entre os modelos e as curvas epidémicas empiricas.

Em seguida, no capitulo 3, é discutida a implementacao do software ModInterv, um apli-
cativo que implementa os modelos de crescimento logistico discutidos no capitulo 2 e que
disponibiliza amplamente e de forma acessivel para qualquer piblico uma forma de monitorar
a evolucdo da pandemia de Covid-19 em todos os paises, nas cidades e estados do Brasil e
dos Estados Unidos.

No capitulo 4 é elaborada a versao entrépica heterotipica da Teoria-H. Neste capitulo é


https://fisica.ufpr.br/modinterv
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mostrado como se obter um funcional entrépico a partir de uma distribuicdo de probabilidade
e este procedimento é aplicado para as duas classes de universalidade previstas pela Teoria-
H para um nimero arbitrario N de escalas. Além disso, é feita a conexdo com a teoria da
Termodinamica estocastica, ressaltando-se o papel fundamental da entropia na dinamica dos
sistemas fora do equilibrio.

A presente tese é encerrada com a apresentacao das conclusGes e discussdo sobre as

perspectivas no capitulo 5.
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2 MODELAGEM MATEMATICA DA PANDEMIA DE COVID-19

A pandemia de Covid-19 se consolidou como uma das crises sanitarias mais graves da
histéria, tendo vitimado desde sua primeira fatalidade um total de quase 7 milhGes de pessoas
ao redor do mundo. Tendo seu fim decretado oficialmente pela Organizacdo das NacSes Unidas
em 5 de maio de 2023, a emergéncia global de saide causada pela Covid-19 mostrou a
importancia de entender a evolucdo de uma doenca na populacdo para tomar decisoes acerca
de medidas de controle como lockdown, fechamento de escolas, uso obrigatério de mascaras.

Durante a referida pandemia, as medidas de controle tiveram papel fundamental na dimi-
nuicdo da velocidade de espalhamento da doenca, evitando assim centenas de milhares (ou
até milhdes) de mortes. Entretanto, a ado¢do destas medidas deve ser feita baseada em dados
cientificos que consigam capturar o panorama geral e dar indicativos sobre a situacao tende a
evoluir. Isto é obtido através de modelos matematicos bem estabelecidos na literatura cienti-
fica e quando aplicados aos dados empiricos, conseguem capturar caracteristicas importantes
da evolucao da pandemia em uma dada localidade através dos seus parametros.

Através da aplicacdo destes modelos aos dados empiricos de uma determinada localidade
é possivel fazer previsdes e tomar decisbes bem embasadas. Tais medidas ajudam a diminuir
o espalhamento da doenca, a manter o sistema de satde funcionando em niveis aceitaveis e a
salvar milhares de vidas (DAVIES et al., [2020; DAVIES et al., [2021)).

Neste capitulo vamos apresentar uma breve revisao dos modelos matematicos para a mode-
lagem de epidemias. Estes modelos foram utilizados de forma bem sucedida para a modelagem
da pandemia da Covid-19 em varios paises, estados e cidades.

Nas secdes [2.1] e [2.2] apresentaremos uma colecdo de modelos de crescimento logistico com
diferentes niveis de complexidade, desde o modelo logistico simples com apenas 2 parametros
até o mais complexo com 5 pardmetros e sua extrapolacdo com parametros dependentes do
tempo para a acomodacao das vérias ondas epidémicas.

Na secdo revisitamos os modelos compartimentais, considerando desde o modelo mais
simples, com apenas 2 compartimentos, até o modelo com 4 compartimentos e parametros

dependentes do tempo para novamente acomodar diferentes ondas epidémicas.
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2.1 MODELOS DE CRESCIMENTO LOGISTICO

Os modelos de crescimento logistico tém sido usados para modelagem de problemas e sis-
temas ha quase 200 anos, desde quando o matematico belga Pierre Francois Verhulst publicou
uma série de 3 artigos entre 1838 e 1847 introduzindo o modelo logistico como ferramenta
matematica para modelar o crescimento populacional (VERHULST, |1838; VERHULST), (1845;
VERHULST, (1847)). Este modelo sofreu vérias generalizacdes ao longo dos anos, aumentando
cada vez mais a sua complexidade e expandindo a gama de fendmenos que podem ser descri-
tos por ele através da adicdo de pardmetros que modificam seu comportamento assintético.
Estas modificacGes e generalizacdes serdao abordadas em detalhes, juntamente com aplicacoes

a modelagem da pandemia de Covid-19, ao longo desta secdo.

2.1.1 Modelo de Richards

Uma das primeiras versdes modificadas do modelo logistico original foi introduzida em
1959 pelo botanico inglés Francis John Richards (RICHARDS, 1959) como forma de auxiliar
os ajustes numéricos em suas analises experimentais. O modelo ou curva de Richards, como
ficou conhecido, é definido pela equacao diferencial ordinaria A equacdo diferencial ordinéria

que descreve tal modelo é dada por (WANG; WU; YANG, 2012):

Cfg = rC(t) ll - (?) a] : (2.1)

onde C(t) é o nimero de casos ou mortes acumuladas em uma dada localidade em um tempo
t, contado em dias a partir do primeiro caso ou da primeira morte, K é o tamanho final da
epidemia, r é a taxa de crescimento na fase inicial da evolucdo e a é um parametro que controla
a assimetria da curva em relacdo ao formato de S simétrico inerente ao modelo logistico
padrdo, caso que é recuperado quando o = 1. A equacao anterior deve ser suplementada com
uma condicdo de contorno. Levando em consideracdo a forma empirica das curvas de mortes
acumuladas, que apresentam um um ponto de inflexdo e um platd de saturac3o, foi escolhida
a condicdo de contorno:

d*C(t =t.)/dt* = 0, (2.2)
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para um dado instante f. que marca o ponto de inflexdo da curva acumulada. Integrando

diretamente a eq. (2.1)) com a condicdo (2.2)), temos:

B K
{1+ aexp[—ar (t —t.)]}V/e

o(t) (2.3)

Para os ajustes numéricos realizados nos trabalhos apresentados nesta tese, escolhemos fazer
a identificacdo C'(0) = Cp, onde Cj é o nimero de mortes registradas no primeiro dia em que

uma morte foi reportada, e pode ser explicitamente expressa como

K
Co = o (2.4)
[1+ aexp (art.)]’*

e podemos eliminar t. em detrimento dos outros parametros, de forma que ficamos apenas
com 3 parametros livres, (a, r, K), a serem determinados numericamente.

Antes de prosseguirmos para a aplicacdo do Modelo de Richards aos dados reais da pande-
mia de Covid-19, vale a pena ressaltar que este modelo n3o é totalmente confidvel para curvas
que estao muito abaixo do ponto de inflexdo, t.. Nestes casos, a pandemia estd em um regime
de crescimento exponencial e é mais confidvel usar o modelo de crescimento generalizado (WU

et al., 2020; CHOWELL, [2017)), dado pela equacdo
C(t) = AV~ exp,(rt/A), (2.5)

onde 0 < ¢ < 1 é um parametro que interpola o regime de crescimento entre exponencial,
quando ¢ = 1, e subexponencial, quando ¢ = 0. A funcdo exp,(z) = [1 + (1 — ¢)z]"/(179) ¢
conhecida na literatura como a funcdo g-exponencial (GASPER; RAHMAN, 2004). Finalmente,
o parametro A pode ser determinado a partir da condic3o inicial C'(0) = AY/(1-9),

Nesta subsecdo, nos ateremos apenas a aplicacio do Modelo de Richards aos dados da
pandemia de Covid-19, como discutido em (VASCONCELOS et al., [2020)), deixando de lado os

casos em que o modelo de crescimento generalizado se faz necessario.

2.1.1.1 Dados Analisados

Desde o inicio da pandemia, um fato tornava as estatisticas de casos de infeccdes pelo virus
SARS-CoV-2, e consequente desenvolvimento da Covid-19, pouco confidveis: a subnotificacdo.
Este problema aconteceu durante toda a pandemia devido a grande parte da populacao, tanto
no inicio da pandemia, quanto durante sua ampla disseminacdo, ndo ter sido submetida a

testes, o que faz com que a diferenca entre o niimero de casos confirmados e o nimero real de



23

infeccoes na populacdo ser subjetiva em relacdo a politica de testagem de cada localidade. Um
outro fator que corroborou com a subnotificacao foi o fato de que muitas pessoas desenvolviam
sintomas muito brandos, tais como o de uma gripe ou resfriado, ou sequer apresentavam
sintomas, e isto fazia com que uma grande parcela da populacdo optasse por nao se submeter
aos testes e muitas infeccdes ndo fossem detectadas (LI et al., [2020).

Ao contrario do panorama de casos confirmados, os dados de mortes causadas pela Covid-
19 é uma estimativa mais confidvel do avanco da pandemia. Esta classe de dados ainda carrega
consigo alguma incerteza devido as politicas e protocolos de notificacao de mortes, atrasos
nas notificacGes e na confirmac3o da causa de morte por Covid-19, entre outros. Ainda assim,
os dados de associados a mortes sao mais confidveis para estimar a evolucao da pandemia em
comparacdo aos de casos confirmados e, portanto, ao longo de toda a secdo [2.1| os modelos
serao aplicados as curvas de mortes acumuladas.

Todos os dados utilizados nas anélises realizadas em (VASCONCELOS et al., 2020)) e aqui
reproduzidas foram obtidos no repositério do Centro de Recursos do Coronavirus da Universi-
dade John Hopkins (JHU, 2020), que disponibiliza os dados acumulados de casos confirmados,

mortes e recuperados de forma automatica e atualizada diariamente.

2.1.1.2 Ajustes numéricos

Os ajustes numéricos com o modelo de Richards consistiram em resolver o problema de
otimizacdo usando o algoritmo de Levenberg-Marquardt (MORE, 1978) para resolver o pro-
blema de minimos quadrados n3o linear com os devidos pardmetros do modelo. O modelo de
Richards, bem como suas variantes, é conhecido por ser suscetivel ao problema de overfitting
e seu ajuste numérico pode portanto apresentar parametros fora dos limites aceitaveis. Para
evitar este tipo de problema, nos ajustes numéricos os parametros r e o foram limitados ao
intervalo (0,1).

Como ja foi comentado anteriormente, o modelo de Richards nao é totalmente confiavel
quando as curvas em questdo estdo muito abaixo do ponto de inflexdo, t., e portanto, foram
considerados apenas os casos em que o parametro t. estimado pelo ajuste numérico foi menor
que a data do dltimo dado empirico para a curva em quest3o.

No trabalho em questao, foram selecionados 6 paises, a saber: Italia, Espanha, Franca, Ale-
manha, Ira e Coreia do Sul. Em todos os casos foram considerados dados de mortes acumuladas

até 8 de maio de 2020. Nos graficos apresentados na [3] os circulos vermelhos representam
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o nimero de mortes acumuladas até o respectivo dia, contado a partir do dia em que houve
o primeiro registro de mortes associadas a Covid-19, a curva preta sélida representa o ajuste
numérico feito com o modelo de Richards e no inset de cada grafico estdo indicados os va-
lores dos parametros encontrados no melhor ajuste, juntamente com seus erros numéricos,
calculados através da matriz de covariancia.

Como podemos ver, através dos ajustes numéricos, o modelo de Richards consegue capturar
e descrever muito bem o comportamento da curva epidémica em questdo para todos os 6
paises. No entanto, no caso da Itdlia, Espanha e Ird, a porcao da curva que se aproxima
ao platd de saturacdo (tamanho final da epidemia) fica um pouco fora dos dados empiricos.
Isto se da ao fato de que o modelo de Richards prevé uma aproximacao exponencial ao
platd, enquanto nos dados este fendmeno acontece de forma mais lenta. Como sera discutido
posteriormente, a aproximacao exponencial ao platé de saturacao esta diretamente relacionada
com a implementac3do de medidas de controle, como o uso obrigatério de mascaras, fechamento

de escolas, quarentena compulséria, lockdown, entre outras.

2.1.2 Modelo Logistico Beta

Como visto na secdo [2.1.1.2] o modelo de Richards desempenha um 6timo trabalho em
descrever as curvas epidémicas que ja passaram do ponto de inflexdo t.. No entanto, na fase
inicial da epidemia, ou seja, quando C'(t) << K, a Equac&o Diferencial Ordinaria que define
o modelo de Richards fica

ac'

= =rC(), (2.6)

que apds integracao direta resulta em uma curva exponencial. Portanto, o modelo de Richards
prevé sempre um crescimento exponencial na fase inicial da epidemia. Além disso, o modelo de
Richards também apresenta, como falado anteriormente, uma aproximacao exponencialmente
rapida ao platd de saturacdo, como pode ser mostrado ao introduzirmos em [2.1| no regime
assintético de grandes tempos — caso em que C'(t) — K — a variavel ¢(t) = K — C(¢), tal

que € << 1. Neste caso, a equacao [2.1] se torna

v —ew) - (K522) . 07)

que com alguma manipulacao algébrica fica

= I /R 1= (1 8;?)] | (28)
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Figura 3 — Curvas de mortes acumuladas atribuidas a Covid-19 até 8 de maio de 2020 para (a) ltélia, (b)
Espanha, (c) Franca, (d) Alemanha, (e) Ira e (f) Coreia do Sul. Nas figuras, os circulos em vermelho
representam o nimero acumulado de mortes no respectivo dia e a curva sélida preta representa
o ajuste numérico com o modelo de Richards, cujos pardmetros do melhor fit estdo indicados no
inset das figuras, juntamente com seus erros.

Italy Spain
30000

a = 0.07 £0.01
30000-{ K= 32000 = 300
r=09=0.1

{1 tc=39.7 £ 0.07

o =0.10 = 0.02
K= 27100 = 200
r=08=0.1
te=309x0.1

20000

Cumulative number of deaths
Cumulative number of deaths

0- S — T T T T T T 0 T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Days since first death Days since first death
(a) (b)
France Germany

30000

a=0.19 + 0.02
8000 g = 8400 = 100
l r=044+003
t. = 35.52 £ 0.06

Cumulative number of deaths

Cumulative number of deaths

04 -
T T ——
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80
Days since first death Days since first death
(c) (d)
Iran South Korea
8000 300
o =0.08 £ 0.01 ] a=0.52+0.08
1 K=7140 £ 70 2504 K=267+x2
r=07=+=0.1 r=0.14 = 0.02

(o)}

o

o

o
1

t. =40.08 £ 0.08 tt=324x05

200+

L

N

o

o

o
1

Cumulative number of deaths
5
o
o
L
Cumulative number of deaths
G
o
|

o
|

i T T L
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60

T
80 100

Days since first death Days since first death
(e) ()

Fonte: (VASCONCELOS et al., [2020).

Finalmente, tomando o limite ¢(¢)/K — 0 e usando a expansdo (1 — z)* ~ 1 — ax em torno

de x = 0, chegamos em

d
d—i = —rae, (2.9)
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que novamente mediante integracdo direta nos fornece um decrescimento exponencialmente
rapido para a variavel (1) e consequentemente, uma aproximacdo exponencialmente rapida ao
platd de saturacao. Estas caracteristicas assintéticas — tanto no crescimento inicial da curva
epidémica, quanto na sua aproximacao ao platé — podem fazer com que o modelo de Richards
falhe em descrever as curvas de mortes ou casos acumulados para algumas localidades.

Esta falha do modelo de Richards em descrever as curvas epidémicas de algumas localida-
des pode ser explicada pelo fato de que a literatura das areas de epidemiologia e modelagem
matematica de epidemias mostrou em diversas oportunidades que a fase inicial de uma epi-
demia n3o necessariamente possui um crescimento exponencialmente rapido, podendo ter um
comportamento polinomial ou até mesmo linear (CHOWELL et al.,, 2016). De forma anéloga,
recentemente foi mostrado (VASCONCELOS et al., 2021)) que a aproximacdo ao platd de satura-
cdo pode acontecer de forma subexponencial (lei de poténcia) e que este fato estd ligado com
a implementacao de medidas de controle da epidemia em uma dada localidade, acelerando ou
retardando a aproximacao ao tamanho final da epidemia.

Uma forma de adaptar o modelo de Richards para abranger tais regimes assintéticos nas
fases inicial e final da curva epidémica é através da introducdo de dois novos parametros
na EDO que define o modelo. Este modelo é conhecido na literatura como modelo logistico
generalizado (TSOULARIS; WALLACE, 2002) como mostrado a seguir:

Ciz(j O] [1 _ (%@)ar (2.10)

onde agora o parametro ¢ controla o regime de crescimento inicial da curva epidémica, interpo-
lando entre crescimento linear, ¢ = 0, crescimento subexponencial, 0 < g < 1, e crescimento
exponencial, ¢ = 1. O pardmetro p controla a forma como a curva se aproxima ao platd
de saturacao; quando p > 1, a aproximacdo ao platd acontece com uma taxa polinomial,
enquanto o caso p = 1 corresponde a aproximacdo exponencial ao platd de saturacdo. Os
demais parametros, r, @ e K continuam com as mesmas funcdes ja discutidas na equacdo
2.1 Este modelo foi denominado modelo logistico beta (MLB) pelos autores (VASCONCELOS
et al), 2021) pelo fato de o lado direito da equacio se tratar de uma distribuicao beta
generalizada do primeiro tipo (MCDONALD) 1984).

Notamos que ao tomarmos alguns limites nos parametros da equacao [2.10| recuperamos
varios casos conhecidos de modelos fenomenoldgicos de crescimento. Ao fazermos p = 1, temos
o modelo generalizado de Richards (WU et al,, 2020) que apresenta, além das caracteristicas

do modelo de Richards, a possibilidade de crescimento subexponencial e linear na fase inicial



27

Figura 4 — Grafico comparativo ilustrando o comportamento das curvas acumuladas geradas pelos diferentes
modelos de crescimento no mesmo intervalo de tempo e com o mesmo tamanho final da epidemia,

K = 100.
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Fonte: elaborada pelo autor (2023).

da curva epidémica. Ao fazermos p = ¢ = 1, recuperamos o modelo de Richards, ja discutido
anteriormente nesta tese. Finalmente, ao fazermos p = ¢ = o = 1, recuperamos a curva em
formato de S simétrica do modelo logistico tradicional.

Reproduzindo mais uma vez o procedimento realizado entre as equacdes[2.7]e[2.9] obtermos

o resultado
de
== P 2.11
onde v = ra? /KP~9. Através de integracdo direta, obtemos a seguinte expressdo para £(t):
_ ¥t
() = DVOP) exp. (_D) , (2.12)

onde novamente a funcao expp(x) é a funcdo g-exponencial. Fica claro entao que no modelo
MLB, a aproximacao ao plato pode acontecer desde forma linear até a forma exponencial.

A figura |4 ilustra os diferentes modelos fenomenolégicos de crescimento para um mesmo
tamanho final de epidemia, K = 100. A curva em azul é referente ao modelo logistico beta
com parametros r = 0,4, « = 0,6, ¢ = 0,8 e p = 2; a curva em verde se refere ao modelo
generalizado de Richards com parametros » = 0,4, « = 0,6 e ¢ = 0, 8; a curva em vermelho
representa o modelo de Richards com parametros » = 0,4 e a = 0,6; a curva em preto é
referente ao modelo logistico tradicional com pardmetro r = 0, 4.

Pela figura podemos ver os diferentes comportamentos dos modelos, tanto na fase inicial

do crescimento quanto na fase final da curva. O modelo logistico, jutamente com o modelo
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Figura 5 — Grafico comparativo ilustrando o comportamento das curvas diarias geradas pelos diferentes mo-
delos de crescimento no mesmo intervalo de tempo e com o mesmo tamanho final da epidemia,

K = 100.
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Fonte: elaborada pelo autor (2023).

de Richards, apresentam crescimento exponencial na fase inicial e portanto atingem valores
mais altos em um intervalo de tempo menor se comparados com os outros dois modelos; além
disso, o fato de os dois modelos apresentarem aproximacao exponencialmente rapida ao plato
faz com que a curva "dobre"(termo usado para descrever uma mudanca considerada rapida
no comportamento de um dado gréfico), saindo do regime de crescimento linear e entrando
no regime final de saturacdo. E possivel notar também que dos quatro modelos apresentados,
o beta logistico é o que mais demora a atingir o platdé de saturacdo devido tanto ao seu
crescimento inicial subexponencial, quanto ao seu crescimento final polinomial.

A figura [5| ilustra o comportamento das curvas didrias para os diferentes modelos de
crescimento discutidos nesta secdo. As chamadas curvas diarias sdo a derivada com relacdo ao
tempo das curvas acumuladas, ou seja, C(t) = dC/dt. Elas representam o niimero de casos
confirmados ou mortes em um certo dia, contado a partir do primeiro dia em que houve casos
confirmados ou mortes; tais curvas apresentam um pico que corresponde ao ponto de inflexdo
na curva acumulada. Vale a pena notar na figura que a curva em preto, que representa o
modelo logistico, apresenta o pico mais pronunciado e este acontece mais cedo que nas curvas
de todos os outros modelos. Em completa oposicdo, o modelo logistico beta apresenta uma
curva mais distribuida ao longo do tempo, com um pico bem menos pronunciado. Os outros

dois modelos interpolam estas duas curvas discutidas.
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Os diferentes regimes, tanto de crescimento inicial da curva epidémica, como de sua sa-
turacdo surgem como resultado de uma colecdo de fatores, como a forma de transmissao da
doenca, o vetor que a transmite (caso haja), as medidas de controle impostas (ou a falta delas)
pelas autoridades responsaveis e a adesdo dessas medidas por parte da populacdo. Estudos
recentes mostram que os valores do parametro ¢, que controla o crescimento inicial da curva
epidémica, podem variar bastante de acordo com a doenca e com a localidade.

Quando analisados os dados de uma pandemia de influenza em S3o Francisco no ano de
1918 e de um surto de variola em Khulna, Bangladesh, no ano de 1972, foram obtidos para-
metros ¢ acima de 0.85, indicando um perfil de crescimento rapido e que se aproximava de
exponencial (CHOWELL et al, 2016). No outro lado do espectro, quando modelados os dados
de uma epidemia de AIDS no Japao entre os anos de 1985 e 2012, o pardmetro ¢ encontrado
foi préximo de 0.5, indicando um crescimento aproximadamente linear (VIBOUD; SIMONSEN;
CHOWELL, 2016)). Ainda no mesmo estudo, no caso mais extremo, foram encontrados para-
metros ¢ muito proximos de 1 para surtos de Ebola nos distritos de Margibi, na Libéria, e
nos distritos de Bo e Bombali em Serra Leoa, indicando um crescimento exponencial na fase
inicial da epidemia.

Assim como a Equacdo Diferencial Ordinéria[2.1, a EDO pode ser integrada de forma

exata e é possivel obter uma solugdo analitica na forma implicita t = ¢(C') (VASCONCELOS et

al], 2021):
Cl-a 1—gq 1—q C\*
t=——>F] — 14+ — = —t;, 2.13
r(l—q)zl(’ a + ! ’(K) (213)
onde 5 F(a, b;c;x) é a funcdo hipergeométrica de Gauss e
Cy 1 1—gq 1—q [Co\®
ti=—2 " F(p, o : ) . 2.14
r(l—g)* ! LS * a <K (2.14)

2.1.2.1 Ajustes Numéricos

Assim como nos ajustes numéricos discutidos no caso do modelo de Richards, para o
beta logistico os ajustes também consistiram em resolver o problema de otimizacdo usando o
algoritmo de Levenberg-Marquardt, neste caso utilizando o médulo Imfit (NEWVILLE et al.
2014) da linguagem de programacdo Python. Neste estudo foram analisados 8 paises cujas
curvas epidémicas acumuladas ja haviam se distanciado do ponto de inflexdo e estavam no
platd de saturacdo (VASCONCELOS et al., 2021). Os paises escolhidos foram: Canada, ltélia,

Reino Unido, Holanda, Alemanha, Bélgica, Franca e Estados Unidos. Foram analisados para
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Figura 6 — Coluna da esquerda: Ndmero acumulado de mortes (circulos vermelhos) em funcdo do nimero de
dias desde o primeiro registro de morte até a data de 31 de julho de 2020 para (a) ltalia e (c)
Franca e até a data de 07 de julho de 2020 para (e) Estados Unidos. Nesta coluna, as curvas pretas
sélidas representam o melhor ajuste numérico utilizando o modelo logistico beta. Coluna da direita:
Dados didrios de mortes (circulos vermelhos conectados pelas linhas vermelhas) para os mesmos
paises e até as mesmas datas, respectivamente. As curvas pretas neste caso representam a derivada
da curva acumulada resultante do ajuste numérico com o modelo logistico beta; no inset de cada
figura é exibido um plot em escala log-log para ressaltar o comportamento assintético de lei de
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Fonte: (VASCONCELOS et al., | 2021)).

estes paises os dados de mortes acumuladas; estes dados foram retirados do repositério da

Universidade John Hopkins (JHU, 2020)) com datas finais variadas de acordo com cada pafs.



31

Nos ajustes numéricos com o modelo logistico beta, com o propésito de evitar o overfitting,
os parametros livres (7, «, ¢, p) foram limitados ao intervalo (0, 1), evitando assim que fossem
obtidos pardmetros fora do limite aceitavel. Na figura [f] sdo exibidos os ajustes numéricos
realizados utilizando as curvas acumuladas de mortes para Itdlia, Franca e Estados Unidos. Na
coluna da esquerda temos o niimero acumulado de mortes (circulos vermelhos) como funcgdo
do nimero de dias contados a partir do primeiro dia em que foi contabilizada uma morte para
a dada localidade. As curvas cheias em preto representam o modelo logistico beta utilizando
os parametros obtidos a partir do melhor ajuste numérico com os dados empiricos. No caso
da Italia e da Franca, figuras e respectivamente, os dados utilizados vao até o dia 31 de
julho de 2020; para os Estados Unidos, figura [6€], os dados vdo até o dia 07 de julho de 2020.
Na coluna da direita sdo mostradas as mortes diarias (circulos vermelhos ligados por linhas
vermelhas) para os mesmos paises. A curva cheia em preto representa a curva didria tedrica,
obtida a partir da derivada com relacao ao tempo do modelo logistico beta com os parametros
obtidos pelo melhor ajuste numérico. No inset das figuras da coluna da direita, sdo exibidos
ainda graficos em escala log-log para destacar o comportamento assintético de lei de poténcia
dos dados e capturado pelo modelo.

Como podemos ver, os ajustes com o modelo logistico beta tém uma étima concordancia
com os dados de mortes acumuladas para os trés paises exibidos na figura. Notamos ainda que
para a ltalia e Franca, a aproximacdo ao plat6 se da de forma muito mais rapida e acentuada
que no caso dos Estados Unidos, em que a aproximacao ao plat6é se da de forma muito mais
lenta e suave. Esta caracteristica é capturada de forma explicita no modelo através do valor
do parametro p para cada pais; O melhor ajuste para cada pais resultou em p = 1,09 para a
Italia, p = 1,87 para a Franca e p = 3,43 para os Estados Unidos.

Por fim, notamos ainda a 4tima concordancia entre os dados de mortes diarias e a curva
didria tedrica, obtida através da derivada temporal da curva acumulada com os parametros
encontrados no ajuste numérico do modelo. Ressaltamos que mesmo o ajuste sendo feito
através da curva acumulada, quando calculada a curva diaria tedrica, todas as caracteristicas
dos dados empiricos sdo capturadas de forma excelente, o que reforca a 6tima consisténcia do

modelo.
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2.2 MODELOS DE CRESCIMENTO COM MULTIPLAS ONDAS

Os modelos de crescimento logistico apresentados na secao [2.1| se provaram uma excelente
ferramenta para descrever as curvas epidémicas da pandemia de Covid-19 para varias locali-
dades e durante um bom periodo de tempo. No entanto, a medida em que segundas ondas
de infeccoes e consequentemente de mortes foram surgindo, o modelo logistico beta, que des-
crevia de forma excepcional a evolucdo da epidemia, passou a ndo ser mais bem sucedido em
tal tarefa. Para solucionar este problema e fornecer uma resposta rapida no enfrentamento
a doenca, um modelo de crescimento logistico generalizado com parametros dependentes do
tempo foi proposto (VASCONCELOS et al., 2021)).

Esta nova versdo do modelo é descrita pela Equacdo Diferencial Ordinaria[2.10} no entanto,
agora assumimos que os parametros desta EDO s3o dependentes do tempo, ou seja, r = r(t),
a=a(t), K = K(t), ¢ = q(t) e p = p(t) e as miltiplas ondas de infeccdes e mortes sdo
capturadas através da variacdo destes parametros no tempo, permitindo o modelo possuir um
numero arbitrario de ondas. Comecaremos nossa descricao com o caso de uma curva epidémica
com apenas duas ondas e em seguida faremos a generalizacdo para um nimero N arbitréario.

Seja ((t) a representacdo de um pardmetro qualquer do modelo logistico beta, considera-

mos a dependéncia temporal de ((¢) descrita pela seguinte equac3o:

C(t) =G + (@;m [1 + tanh (pl(t;tl)ﬂ , (2.15)

onde (7 e (5 representam os valores dos parametros na primeira e segunda onda, respectiva-
mente. O parametro ¢; indica o tempo em que ocorre a transicdo, enquanto p; caracteriza a
rapidez da transicao entre os dois parametros em torno do tempo t1; quanto maior p;, mais
rapida é a transicao.

Note que tanto a escala de tempo ¢;, quanto a taxa de transicdo p; sdo as mesmas para
todos os parametros do modelo; isto é consistente com o que é observado em uma epidemia,
visto que uma nova onda — que vem acompanhada de uma mudanca geral nas caracteristicas
da dinamica — deve alterar todos os parametros do modelo simultaneamente.

Na figura , podemos ver o comportamento do pardmetro genérico ((t) variando entre os
valores (; e (5 representado pela curva sélida; a linha tracejada representa a aproximacao linear
de ((t). Ressaltamos que, apesar de o tempo de transicdo ser determinado pelo pardmetro 1,
os efeitos de uma nova onda podem ser sentidos algum tempo antes deste instante, visto que

a velocidade com a qual a transicdo ocorre depende também do parametro p;.
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Figura 7 — Evolucdo temporal de um pardmetro genérico do modelo {(t) entre dois valores (; e (5 com tempo
de transicdo ¢; e taxa de transicdo p;. A curva tracejada representa uma aproximacao linear da
curva sélida.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., 2021)).

Na figura [8 temos diferentes formatos da curva ((t) para valores fixos de t; = 250,
(1 = 0,4 e (5 = 0,8 e diferentes valores de p;. Note que o valor do pardmetro p; muda
significativamente a velocidade da transicdo; para p; = 0,03, ( em t = 200 é préximo de
0,73, enquanto para p; = 0,2 no mesmo instante de tempo, ( ja chegou no seu valor final,

0,8.

Figura 8 — Variacdo do formato da curva ((t) para valores fixos de t1, (; e (2 e diferentes valores de py,
ilustrando transicGes mais ou menos suaves a depender do valor do pardmetro.
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Fonte: elaborada pelo autor (2023).
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Figura 9 — Evolucdo temporal de {(t) para o caso ilustrativo de 4 ondas epidémicas com os seguintes pardme-
tros: Cl = 0,4, Cz = 0,8, Cg = 0,6, <4 = 0,3, tl = 100, t2 = 250, t3 = 400, p1 = O, 12, P2 = O,l
e p2 =0,15.
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Fonte: elaborada pelo autor (2023).

Agora que ja visualizamos bem como se da a variacdo de um parametro genérico do modelo,
((t), para o caso de duas ondas epidémicas, podemos generalizar a equacdo m para o caso

de um nimero arbitrario de ondas:

=G+ Z Cz“ (v = Gi) l1 + tanh (62_”)] , (2.16)

onde N é o nimero de ondas epidémicas exibidas pela curva, p; e t; sdo a taxa e o tempo
de transicdo entre ondas subsequentes. O modelo logistico beta para miltiplas ondas tem um
total de 5N + 2(N — 1) = 7N — 2 parametros, sendo 5N referentes a cada uma das ondas
epidémicas do modelo logistico beta e 2(N — 1) refentes aos pardmetros de transicdo entre
as ondas subsequentes. Na figura |§] estd ilustrada a evolucdo temporal de ((t) para o caso de
4 ondas epidémicas com parametros utilizados inicados na legenda da figura.

Com a substituicao dos parametros estaticos por parametros dependentes do tempo na
equacao 2.10} a integracdo direta ndo é mais possivel e se faz necessario recorrer a integracao
numérica para calcular a curva acumulada a partir da EDO, o que ndo imp&e qualquer restricdo
ou dificuldade na realizacdo dos ajustes numéricos com o modelo logistico beta de mdltiplas

ondas, como sera mostrado em seguida.
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2.2.1 Ajustes Numéricos

Como discutido recentemente, o modelo logistico beta para miltiplas ondas tem 7N — 2
parametros, ou seja, para o caso de uma curva epidémica com duas ondas, teriamos 12 pa-
rametros livres para serem determinados através do ajuste numérico. Esta elevada quantidade
pode levar a ocorréncia de problemas com overfitting, gerando valores esplrios ou com gran-
des erros associados para os parametros do modelo. Antes de analisarmos o desempenho do
modelo logistico beta na descricdo de curvas epidémicas com mudltiplas ondas, vamos descrever
o procedimento que foi utilizado para minimizar a ocorréncia destes problemas.

Em todos os ajustes numéricos utilizando o modelo logistico beta com parametros de-
pendentes do tempo para descrever curvas epidémicas com miltiplas ondas, foi aplicado um
método com miultiplas etapas. Na primeira fase deste método, é feita uma estimativa do
tempo em que ocorre a primeira transicdo, t;, € a curva acumulada é truncada neste ponto;
em seguida é feito um ajuste numérico com o modelo logistico beta de uma onda utilizando
sua solucdo analitica dada pela equacdo utilizando chutes iniciais para os parametros do
modelo. Os parametros obtidos como resultado do ajuste s3o entdo utilizados como chutes
iniciais para um ajuste subsequente usando o modelo logistico beta para o caso de 2 ondas,
enquanto para t; é assumido como chute inicial o valor estimado na primeira etapa do proce-
dimento e p; é escolhido aleatoriamente. Vale notar que se a curva epidémica apresentar mais
de duas ondas epidémicas, é novamente estimado o tempo de transicdo t, entre a segunda e
terceira ondas e a curva é truncada neste ponto; caso contrario, a curva inteira é utilizada no
ajuste numérico. Este primeiro ajuste numérico serve como uma calibracdo dos chutes iniciais
dos parametros referentes a primeira onda epidémica no modelo, o que mitiga o problema de
overfitting do modelo devido ao grande niimero de pardmetros (12 ja no caso de 2 ondas).

No caso de uma curva acumulada que apresente 3 ou mais ondas, o procedimento continua
nos mesmos moldes discutidos. Neste caso, os 12 parametros obtidos através do ajuste com o
modelo de 2 ondas epidémicas servirdo agora como chute inicial para os parametros do modelo
logistico beta com 3 ondas epidémicas, mais uma vez mitigando o problema de overfitting em
um ajuste que agora possui 19 parametros a serem determinados. Este procedimento pode
ser aplicado de forma sequenciada para uma curva acumulada com um nidmero arbitrario
N de ondas, no entanto, o nimero de parametros 7N — 2 escala de forma muito rapida
com N, aumentando de forma consideravel o problema com overfitting; para contornar esta

situacdo, um procedimento automatizado e com um algoritmo para deteccdo e filtragem de
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Figura 10 — Coluna da esquerda: nimero acumulado de mortes (circulos vermelhos) atribuidos a Covid-19
para (a) Canada e (c) Africa do Sul até 3 de abril de 2021. A linha preta representa o melhor
ajuste numérico com o modelo logistico beta de duas ondas e o ponto preto na curva representa o
tempo t; em que ocorre a transicdo entre as duas ondas; ao lado de cada grafico sdo exibidos os
parametros encontrados pelo ajuste. Coluna da direita: ndmero didrio de mortes para os mesmos
paises (circulos vermelhos ligados por segmentos de reta). A curva preta representa a derivada
temporal do modelo logistico beta com os parametros encontrados pelo melhor ajuste numérico.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., 2021)).

ondas epidémicas foi implementado e seré discutido no capitulo [3]

Os ajustes numéricos apresentados em (VASCONCELOS et al., [2021) e aqui revisitados foram

realizados resolvendo o problema de otimizac3o através do algoritmo de Levenberg-Marquardt

implementado no médulo Imfit (NEWVILLE et al., [2014)) da linguagem Python. Foram consi-

derados os dados de mortes atribuidas a Covid-19 até o dia 3 de abril de 2021 para paises com

até 3 ondas epidémicas, a saber: Brasil, Canad4, Alemanha, México, Africa do Sul e Suécia

apresentando duas ondas epidémicas e Ira, Italia, Japdo e Estados Unidos apresentando trés

ondas. Nesta tese, por concisao, revisitaremos apenas dois paises que apresentavam na referida

data duas e trés ondas epidémicas, respectivamente.

Na figura [I0]s30 apresentados os ajustes numéricos das curvas de mortes acumuladas para

Canada e Africa do Sul com o modelo logistico beta de duas ondas. Na coluna da esquerda,
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representados por circulos vermelhos, temos os dados de mortes acumuladas para cada um dos
paises e a curva preta indica o modelo logistico beta com os parametros encontrados através
do melhor ajuste numérico, que estdo indicados (juntamente com seus erros associados) no
lado direito do grafico. Na coluna da direita, indicados por circulos vermelhos, temos os dados
de mortes diarias para os referidos paises, a curva preta representa a derivada temporal da
curva acumulada apresentada na coluna da esquerda, os triangulos invertidos em preto indicam
os pontos de maximo (picos) da curva didria teérica, enquanto o circulo preto indica o ponto
em que ocorre o0 minimo desta curva.

Como pode ser visto, a concordancia entre a curva tedrica e os dados de mortes acumuladas
é excelente; além disso, apesar de o ajuste numérico ser feito com base nos dados de mortes

acumuladas, a concordancia entre a derivada da curva teérica e os dados de mortes diarias

Figura 11 — Coluna da esquerda: nimero acumulado de mortes (circulos vermelhos) atribuidos a Covid-19
para (a) Jap3o e (c) Estados Unidos até 3 de abril de 2021. A linha preta representa o melhor
ajuste numérico com o modelo logistico beta de duas ondas e o ponto preto na curva representa o
tempo t; em que ocorre a transicdo entre as duas ondas; ao lado de cada grafico sdo exibidos os
parametros encontrados pelo ajuste. Coluna da direita: nimero didrio de mortes para os mesmos
paises (circulos vermelhos ligados por segmentos de reta). A curva preta representa a derivada
temporal do modelo logistico beta com os parametros encontrados pelo melhor ajuste numérico.
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reforca ainda mais a eficicia do modelo em descrever a evolucao da pandemia de Covid-19 nas
dadas localidades. Notamos ainda que a transicao entre duas ondas epidémicas subsequentes
pode acontecer de duas formas distintas: na primeira delas, o nimero de mortes diarias atinge
um valor muito baixo e a curva acumulada atinge um platd de saturacdo bem definido; este caso
foi denominado de transicdo "padrao" e é ilustrado através das curvas epidémicas do Canada
nas figuras[10a|e[I0bl Na segunda delas, o niimero de mortes didrias diminui significativamente
com relacdo ao pico da onda anterior, mas nao chega a nlimeros tdo baixos como no caso da
transicdo "padrao"; neste caso, a curva acumulada n3o chega a atingir um platd de saturacdo
e antes que os efeitos da primeira onda epidémica desaparecam, a segunda onda ja entra em
cena e faz com que o nimero didrios de mortes volte a aumentar, gerando assim o caso que
foi denominado transicdo "anémala" e que é ilustrado com o caso da Africa do Sul nas figuras
[10d e [10dl

Na figura sao apresentadas as curvas de mortes acumuladas do Japao e dos Estados
Unidos. Nesta figura é seguida a mesma convencao de que os pontos empiricos sao represen-
tados por circulos vermelhos e a curva tedrica (ou sua derivada, no caso da curva didria) é
representada por uma linha continua na cor preta. Na coluna da esquerda sao apresentadas
as curvas de mortes acumuladas para cada um dos paises, juntamente com o melhor ajuste
numérico utilizando o modelo logistico beta com trés ondas; os parametros obtidos estdo indi-
cados no lado direito de cada grafico. Na coluna da direita sdo exibidas as curvas diarias para
0s mesmos paises juntamente com a curva diria tedrica; nos graficos das curvas diarias temos
ainda circulos em preto indicando os minimos da curva diaria e tridngulos invertidos também
em preto indicando os picos da mesma curva.

Aqui novamente é possivel ver a excelente concordancia entre os dados de mortes acu-
muladas e o ajuste numérico com o modelo logistico beta de trés ondas, bem como entre os
dados de mortes diarias e curva diaria tedrica. Note que no caso de trés ondas epidémicas,
o modelo tem um total de 19 parametros livres para serem determinados através do ajuste
numérico; ainda assim, os erros relativos nos parametros encontrados pelo ajuste sdo todos
menores que 100%, como pode ser visto nas figuras e[11d Assim como no caso anterior,
podemos ver que o Japao, [11a| apresenta trés ondas na sua curva de mortes acumuladas e
que a transicao entre cada uma das trés ondas se da da forma denominada "padrao", ou seja,
temos a presenca de platés de saturacdo bem definidos; isto pode ser reforcado ainda mais
através da curva de mortes didrias [11b} na qual é possivel ver minimos bastante pronunciados

aproximando-se do zero. Em oposicdo ao Japdo, os Estados Unidos, [11c| apresentam entre
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suas ondas a transicdo do tipo "andmala", como pode ser visto pela auséncia de platds bem
pronunciados e minimos mais distantes do zero e relativamente préximos dos picos na curva
de mortes diarias.

Com isto encerramos nossa analise dos modelos de crescimento aplicados a pandemia de
Covid-19, e podemos concluir que tais modelos fenomenolégicos tém excelente desempenho
na modelagem das curvas epidémicas para a pandemia causada pelo virus SARS-Cov-2, como
mostrado nas diversas aplicacoes abordadas nesta secao através de ajustes numéricos com os
modelos logisticos. Notamos ainda que o modelo logistico beta consegue capturar padrdes de
crescimento extremamente complexos com a adicao de parametros dependentes do tempo,

sendo capaz de modelar curvas com um elevado nimero de ondas epidémicas.

2.3 MODELOS COMPARTIMENTAIS

Nesta secdo vamos fazer uma breve revisdo dos modelos compartimentais, comecando
pelo mais simples, com 3 compartimentos, até um modelo com 4 compartimentos e parame-
tros dependentes do tempo, capaz de modelar o comportamento de curvas epidémicas que
apresentam mais de uma onda de casos ou mortes. Esta classe de modelos matematicos tem
sido amplamente utilizada para descrever epidemias dos mais diversos tipos de forma muito
bem sucedida. Os modelos compartimentais surgiram a partir da pesquisa de um fisico e um
bioquimico, ambos escoceses, que resultaram em uma série de trés artigos seminais na area
de epidemiologia (KERMACK; MCKENDRICK, [1927; [KERMACK; MCKENDRICK|, (1932 [KERMACK;
MCKENDRICK, (1933)).

Como foi mostrado na secdo anterior, os modelos de crescimento sao bastante versateis
e conseguem capturar e descrever muito bem o comportamento de curvas epidémicas tanto
para casos simples quanto para os casos mais complexos, nos quais ha a presenca de multiplas
ondas. No entanto, os parametros dos modelos de crescimento nao tém uma interpretacado tao
direta em termos de conceitos epidemiolégicos (WANG; WU; YANG, 2012).

Considere por exemplo o parametro que representa a taxa de transmissao 5 do modelo SIR
(KERMACK; MCKENDRICK| 1927)). Podemos ver este pardmetro como sendo a probabilidade de
um contato entre um individuo infectado e um individuo suscetivel ocasione a transmissao do
agente patogénico e gere uma nova infeccdo — dando origem assim a dois individuos infectados
— multiplicada pelo niimero de contatos que ocorrem em um dia. Apesar de nao ser possivel

medir este parametro de forma empirica e sem base em um modelo, a interpretacao dele é
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bastante simples de entender. E possivel ainda fazer uma analogia entre a taxa de transmissio
[ e a velocidade com a qual uma reacdo ocorre na lei de acdo das massas.

Esta classe de modelos consiste em dividir uma dada populaciao em um conjunto de com-
partimentos mutuamente acoplados, entre os quais hd um fluxo de individuos da populacio
determinado pelos parametros do modelo e das condicdes iniciais do problema. Dentre os

compartimentos utilizados para dividir a populacao total, alguns dos mais comuns sao:

= Suscetivel: individuo que n3o desenvolveu a doenca e que, em contato com um individuo

infectado, tem a chance de adquirir a doenca;

» Exposto: individuo que teve contato com um infectado, mas ainda nao desenvolveu a
infeccao e ainda nao é capaz de infectar outros. Este compartimento é especialmente
atil quando se quer modelar ou estudar a evolucao de doencas causadas por patogenos

que possuem periodo de incubacao;
» Infectado: individuo que desenvolveu a doenca em questdo e é capaz de infectar outros;

» Recuperado: individuo que desenvolveu a doenca e se curou dela. Nos modelos que
estudaremos, n3o é considerada a reinfeccao de um individuo que ja se recuperou da

doenca, portanto, este é considerado imune;
» Morto: individuo que desenvolveu a doenca e veio a 6bito em decorréncia dela.

Note que além dos compartimentos mencionados nesta lista, diversos outros podem ser utiliza-
dos para modelar problema mais complexos e que abrangem mais hipéteses, como por exemplo
medidas de mitigacdo e supressdo da epidemia (através de quarentena e vacinacdo), ciclo de
vida de hospedeiros e vetores da doenca em questdo, demografia, questdes socioculturais e

ambientais, entre outras.

2.3.1 Modelo SIR

Nesta variante do modelo usaremos apenas trés dos compartimentos discutidos acima, a
saber: Suscetiveis (S), Infectados (1) e Recuperados (R). Agora que ja discutimos e escolhemos
os compartimentos para o modelo a ser abordado, precisamos entender como ele funciona. Os

modelos compartimentais sdo baseados em um sistema de Equacdes Diferenciais Ordinarias
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acopladas, cujos parametros de acoplamento geram a dinamica do modelo, fazendo os indivi-
duos passarem de um compartimento para outro a medida em que o tempo passa. Retomando
a discussao anterior, sabemos que a taxa de transmissdo se relaciona com a probabilidade de
haver transmissao do patégeno em um contato entre um individuo suscetivel e um individuo
infectado multiplicado pelo nimero de contatos por dia.

A probabilidade de um dado individuo escolhido ao acaso de um total de N, onde N =
S+ 1+ R é o nimero total e fixo de integrantes do sistema, ser suscetivel é dada por s = S/N
e analogamente para os infectados, i = I/N. Desta forma, a probabilidade de um individuo
suscetivel ser acometido pela patologia através de um contato com um infectado é dada por

[si, 0 que gera uma variacdo em s de

d
d—‘; = —Bsi. (2.17)

Note que do lado direito da equacdo acima temos um sinal negativo, o que estd de acordo
com o fato de que quando ocorre a infeccdo de um individuo suscetivel, o nimero total
de suscetiveis diminui. Consequentemente, os integrantes que passam do compartimento dos
suscetiveis para o dos infectados geram uma variacdao em i de (3si com o sinal positivo, ou
seja, aumentando esta quantidade.

Além disso, uma vez que um integrante do sistema entra no estado infectado, ele leva
um certo tempo até se recuperar da infeccdo. O periodo de infeccdo de um individuo tem
uma distribuicdo exponencial com parametro v, ou seja, a probabilidade de um individuo estar
infectado depois de 7 unidades de tempo é p(7) = exp~ 7, o que gera uma varia¢do temporal
em ¢ de —vi. Finalmente, os integrantes do sistema que estavam infectados e se recuperam
geram uma variacdo de i em r. Sumarizando todas estas variacées em forma de um sistema

de equacdes diferenciais ordindrias acopladas, temos:

d
d—j — _Bsi, (2.18)
Y psi— i (2.19)
pri st — i, .
dr
it 2.2
ou em sua versao mais comum, usando o niumero de individuos em cada compartimento,
dS BST
o Y 2.21
= N (2.21)
dl  pBSI
— = —~] 2.22
o=~ b (2.22)
dR
=~I. (2.23)

dt
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Figura 12 — Comparacdo das curvas epidémicas de trés integracdes numéricas para o modelo SIR com taxa
de transmissdo 5 = 0,14, 8 = 0,155 e 8 = 0,17 mantendo o pardmetro v = 0, 1 fixo.
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Fonte: elaborada pelo autor.

Note ainda que

dN dS dI dR
a ~a tata (2:24)

o que esta de acordo com a condicdo estabelecida inicialmente de populacdo total fixa.

Na figura [I2] podemos ver uma comparacdo das curvas epidémicas do modelo SIR; na cor
azul temos as curvas epidémicas dos suscetiveis, na cor vermelha temos as curvas dos infectados
e na cor verde temos as curvas dos recuperados. Foram feitas trés integracdes numéricas do
modelo com populacdo total de N = 10000 individuos, com parametro v = 0, 1 fixo e a taxa de
transmissdo 3 = 0, 14 representada no grafico pelas curvas sélidas, 8 = 0, 155 representada
pelas curvas tracejadas e § = 0,17 representada pelas curvas pontilhadas. Perceba que a
mudanca na taxa de transmissdo 5 mantendo-se -y fixo, faz com que a epidemia se desenvolva
de forma mais rapida e agressiva, como pode ser verificado pela curva de infectados no caso
de B = 0,17 (curva pontilhada em vermelho), na qual vemos um pico mais pronunciado
que os demais e também mais estreito, o que significa que neste caso mais individuos ficam
infectados ao mesmo tempo. No cenario oposto, S = 0, 14, vemos que o pico da curva de
infectados é menos pronunciado, mais largo e ocorre em um instante de tempo posterior ao

do caso anterior, no qual a taxa de transmissao era mais elevada.



43

2.3.2 A taxa basica de reproducao Ry: determinando se ha ou nao uma epidemia

Dado um sistema de EDOs como nas equacdes [2.2112.23| e seus respectivos pardmetros,
como podemos saber se ha ou ndo uma epidemia em curso? Ou seja, como saber se havera
um estado da dindmica em que a doenca se espalha pelos individuos de forma consistente,
gerando um pico de infeccoes com posterior decaimento? Podemos responder estas perguntas
através de uma quantidade bastante conhecida e usada na area de epidemiologia: a chamada
taxa basica de reproducdo, R,.

A taxa basica de reproducdo corresponde ao nlimero esperado de infeccdes secundarias
geradas por uma infeccdo primaria em uma populacdo em que a doenca ainda n3o estava
presente (também conhecida como virgem). Esta quantidade tem um limiar bem definido
que distingue dois cenérios distintos, Ry = 1. Desta forma, se um patégeno para o qual
Ry > 1 é introduzido em uma populacao virgem, a epidemia se desenvolve e hd um cenério
de transmissdo sustentada da doenca entre a populacao, gerando assim uma epidemia. Em
contrapartida, se o patégeno em questdo tiver Ry < 1, entdo o niimero de infeccSes secundarias
€ menor que o nimero de infeccBes primarias, portanto o nimero de infectados logo decai e
o surto da referida doenca ndo chega a se tornar uma epidemia.

Tal quantidade pode pode ser calculada para um modelo compartimental através do mé-
todo de next generation matrix (DIEKMANN; HEESTERBEEK; METZ, 1990; DIEKMANN; HEES-
TERBEEK; ROBERTS, 2009)), mas neste caso simples, podemos encontrar Ry através da anélise

direta das equacoes diferenciais do modelo. Considere a equacdo que descreve a evolucdo

temporal de I(t), eq. [2.22;
dl  pSI

dt N
Logo que um patdgeno € introduzido em uma populaciao virgem, o nimero de individuos

suscetiveis é extremamente préximo da populacdo total, V. Neste caso podemos fazer a

aproximacdo S/N ~ 1, portanto a equacdo acima se torna

=Bl =l =(B-I (2.25)

Nesta aproximacdo vemos que ha um limiar bem definido pela relacdo entre os parametros (3

e v, se f =, entao % = 0 e o nimero de infectados se mantém constante (basicamente o

ndmero de individuos que so infectados com a doenca e o de individuos que se curam é igual),

até que S se distancia de N e a nossa aproximacdo deixa de valer e o nimero de infectados
I

comega a decair até chegar em zero. No caso em que 3 < 7, entdo ¢, < 0 e o ndmero de
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infectados rapidamente cai para zero. Apenas quando [ > 7, % > 0 havendo uma transmissao
sustentada da doenca fazendo com que o nimero de infectados aumente consistentemente,
atingindo um pico em algum momento como em uma curva epidémica de infeccdes padrao.
A partir desta analise podemos concluir que para o modelo SIR, a taxa basica de reproducio,
Ry é

Jo (2.26)

Y
2.3.3 Modelo SIRD

Esta classe de modelos compartimentais diverge do modelo SIR abordado na secdo [2.3.1
pois no presente caso, a taxa de mortalidade da doenca agora é levada em conta e temos
além dos individuos recuperados, os individuos mortos; este é o modelo compartimental mais
simples capaz de descrever a evolucdo de uma epidemia que tem capacidade de tirar a vida de
individuos infectados pelo patdgeno. Portanto, um individuo contaminado pela doenca pode
tanto se recuperar depois de um certo periodo de 1/~ dias ou falecer em decorréncia da doenca

com taxa de fatalidade . Para esta classe de modelos, o sistema de EDOs se torna

‘fi _ _5;\9[1 (2.27)
‘Zzﬁff_ T—4I (2.28)
Cilf — 1 (2.29)
CZ; . (2.30)

Para o modelo SIRD, repetindo um procedimento anélogo ao feito para o modelo SIR na
equacdo [2.28, podemos mostrar que a taxa basica de reproducdo agora depende tanto da taxa

de mortalidade ¢ quanto da taxa de recuperacdo v da seguinte forma:

s

Ro=—"—,
Tyt

(2.31)

o que faz bastante sentido se analisarmos que uma doenca que tenha uma taxa de recuperacao
ou mortalidade muito elevada faz com que os individuos infectados ndo gerem uma transmissao
continuada, pois os individuos se curam rapidamente ou falecem em decorréncia da patologia,
e a epidemia tende a perder forca e acabar rapidamente.

Na figura é mostrada uma comparacdo das curvas epidémicas do modelo SIRD; na

cor azul temos as curvas epidémicas para os suscetiveis, em vermelho temos as curvas de
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Figura 13 — Comparacdo das curvas epidémicas de trés integracdes numéricas para o modelo SIRD com taxa
de transmissdo § = 0,15 e taxa de recuperacdo v = 0,06 mantidas fixa e taxa de mortalidade
variando nos valores § = 0,04, 6 = 0,02 e § = 0,01.
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Fonte: elaborada pelo autor.

infectados, em verde sao mostradas as curvas para o compartimento dos recuperados e em
preto a curva referente ao compartimento dos mortos. Foram feitas trés integracdes numéricas
das EDOs do modelo com populacdo total N = 10000 individuos, com parametros 5 = 0,15 e
~v = 0, 06 fixos, enquanto a taxa de mortalidade foi variada nos valores § = 0, 04, representado
pelas curvas sélidas para cada compartimento, 6 = 0, 02, representado pelas curvas tracejadas
em cada compartimento e 6 = 0,01, representado pelas curvas pontilhadas. A variacdo da
taxa de mortalidade muda de forma significativa o formato das curvas epidémicas; quando
0 = 0,04 temos uma quantidade expressiva de individuos morrendo em decorréncia da infeccao
e, consequentemente, a curva de infectados tem um pico largo e pouco pronunciado. No cenério
oposto, quando 0 = 0,01, a taxa de mortalidade é relativamente baixa e mais pessoas ficam
infectadas com a doenca simultaneamente, o que pode ser visto através da curva de infectados

como um pico estreito e bem pronunciado.
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2.3.4 Mapa entre os modelos SIRD e Richards

Vamos considerar agora um modelo SIRD modificado, seguindo a referéncia (WANG; WU;
YANG, [2012)), em que nas equacdes e o numero total de individuos do sistema
é substituido pela populacdo parcial dos compartimentos S e | combinados. Isto leva em
consideracdo o fato de que os individuos mortos e os recuperados (assumindo que se tornem
imunes) n3o contribuem mais para a dindmica da transmissdo da doenca. Portanto, o novo

sistema de equacdes diferenciais do modelo se torna:

‘fi = —Sﬁifj (2.32)
= e ol = o (233)
ng =1 (2.34)
Ci;t) =41 (2.35)

A taxa basica de reproducao R, pode ser calculada da mesma forma para esta versdo modifi-

cada do modelo SIRD. Desta forma, temos novamente

B

Ry=——.
Tyt

(2.36)

O préximo passo no nosso desenvolvimento é definir a variavel y(t) = S(t) + I(t) e dividir a

equacdo ([2.33) pela equacdo (2.32)), obtendo

al o (y+0)(S+1I)

(2.37)

Reconhecendo o termo R, na equacdo acima e fazendo algumas manipulacdes algébricas,

ficamos com
dy _ 1dS
Yy N Ro S

Integrando ambos os lados da equacdo ([2.38), coletando as constantes de integracdo em um

(2.38)

tnico termo e inserindo em ([2.32)), chegamos a uma equacdo de crescimento do tipo Richards

‘fif — 85 [1 - (iﬂ , (2.39)

onde « = 1—1/Ry e L = [S(0) + I(0)]*/*S(0)'~1/«. Agora que temos uma equacio de
crescimento do tipo Richards para S(t) e consequentemente para D(t), queremos aproximar

esta curva ao préprio modelo de Richards C(t), dado pela equacdo (2.1)) e encontrar uma
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relacdo entre os parametros dos dois modelos. Para isto, comecamos impondo as condicoes
de contorno K = D(o0) e t. = t;, onde t; é o ponto de inflexdo da curva D(t). Pela definicdo
de ponto de inflexdo, D(t;) = 0, e por consequéncia da equacio , I(t;) =0.

Além das condicdes de contorno mencionadas acima, fazemos a imposicdo de que no ponto
t = t;, tanto C'(t) quanto sua derivada temporal, C'(t), coincidam respectivamente com D(t)

e D(t), ou seja

C(t.) = D(t,); (2.40)
C(t.) = D(t;). (2.41)

O instante de tempo t; pode ser calculado explicitamente a partir da solucdo da equacdo
(2.39)), mas por brevidade este célculo sera omitido no texto desta tese.

Através das equacdes e (2.41), juntamente com ([2.3)) e sua derivada temporal, po-
demos encontrar a conex3o entre os parametros (r, &) do modelo de Richards e os pardmetros

(B3,9,7) do modelo compartimental SIRD

1 _ D(t;)

(1+a)/e ~ D(oo)’ (2:42)
ra I(t)
1+a_5DmV (2:43)

onde usamos a condicdo de contorno K = D(o0) e usamos na segunda equagdo acima o
resultado obtido na primeira para simplificacdo. Estas equacSes compdem um mapa entre
os parametros dos dois modelos e uma vez tendo os parametros do modelo compartimental
SIRD em m3os juntamente com os pontos t; e D(c0), podemos encontrar univocamente os
parametros r e o do modelo de Richards.

Agora que temos uma relaciao entre os parametros dos dois modelos, podemos estimar a
precisao do referido mapa através da funcdo erro relativo, dada por:

[C(t) = D)

n(t) = D{) (2.44)

Na figura [I4] o grafico do lado esquerdo exibe em a curva de mortes acumuladas D(t)
de uma realizacdo do modelo SIRD (curva continua em vermelho) sobreposta pela curva de
mortes acumuladas C'(t) do modelo de Richards (curva tracejada em preto) com pardmetros
(r, ) obtidos pelo mapa contruido entre os dois modelos. Note que a concordancia entre as
duas curvas é excelente, o que é corroborado pelo plot da funcdo erro relativo 7(t) para este

mesmo caso, exibido no grafico do lado direito. A funcao erro relativo tem um valor maximo
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Figura 14 — O gréfico da esquerda ilustra a curva de mortes acumuladas D(t) de uma realizagdo do modelo
SIRD (curva continua em vermelho) juntamente com a curva de mortes acumuladas C(¢) do
modelo de Richards (curva tracejada em preto) com pardmetros obtidos a partir do mapa entre
os dois modelos. No grafico da direita é apresentado um plot da quantidade 7(t) para este mapa.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACEDO et al., [2021)).

de 5%, logo nos primeiros pontos em que é feita a comparacdo, mas rapidamente decai para
muito préximo de zero nos pontos seguintes. O segundo e o terceiro picos no grafico do lado
direito da figura [14] coincidem com os "joelhos" da curva acumulada, que correspondem ao
crescimento exponencial e a aproximacdo exponencialmente rapida ao plat6é de saturacdo.

A figura 15| mostra o comportamento dos parametros r (representado na figura pela curva
continua) e « (curva tracejada no grafico) do modelo de Richards e da taxa basica de reprodu-
¢do Ry (curva pontilhada no grafico) em funcdo do pardmetro 3 do modelo SIRD mantendo-se
fixos os parametros v e 4. O valor do parametro /3 for variado de forma a manter os parametros
r e « dentro do seu limite biologicamente aceitavel, ou seja, entre 0 e 1. Notamos ainda o

respectivo crescimento e decrescimento monotonico dos parametros com a variacdo de .

2.3.5 Modelo SIRD com parametros dependentes do tempo

O modelo SIRD tradicional com pardmetros constantes, dado pelas equagdes (2.27))-(2.30)),
é extremamente comum na area de epidemiologia para a modelagem das mais diversas doencas.
No entanto, o modelo SIRD tradicional exibe um crescimento muito rapido depois de um certo
ponto caracteristico e também tem uma aproximacao exponencialmente rapida ao plato de

saturacdo. Estas caracteristicas inerentes do modelo SIRD tradicional sdo incompativeis com
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Figura 15 — Comportamento dos pardmetros do modelo de Richards r (curva continua) e « (curva tracejada),
obtidos através do mapa, e do taxa basica de reproducio Ry (curva pontilhada) em funcio do
pardmetro 3 do modelo SIRD com ~ e ¢ fixos.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACEDO et al., [2021)).

as curvas de casos e mortes acumuladas na pandemia de Covid-19, nas quais uma pletora de
acBes envolvendo a obediéncia ou desobediéncia de intervencdes ndo farmacolégicas (como uso
de mascaras, fechamento de escolas e locais publicos como lojas e centros de compras ou ainda
lockdown), faz com que a curva tenha um crescimento sub-exponencial (polinomial) e uma
lenta aproximacdo ao platd de saturacdo (lei de poténcia), como mostrado em (VASCONCELOS
et al, 2021)).

Esta incompatibilidade entre o modelo SIRD tradicional com parametros constantes e as
curvas epidémicas da Covid-19 pode ser vista na figura [16] A curva de mortes acumuladas
atribuidas a Covid-19 para a Suécia até a data de 30 de Julho de 2020 é exibida em circulos
vermelhos, enquanto a curva de mortes acumuladas D(t) do modelo SIRD padrdo com pa-
rametros constantes e obtidos através do melhor ajuste numérico, exibidos no inset da figura
juntamente com os erros da estimativa.

Uma solucdo simples e que, como veremos mais a frente, se provou extremamente eficiente

para a modelagem das curvas epidémicas da Covid-19 foi introduzir uma dependéncia temporal
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no parametro epidemiolégico /3 de acordo com a seguinte equacdo diferencial (CACCAVO, [2020):

45 _ 1158~ 8w t= (2.45)

dt 1
onde 7y é o tempo em que se iniciam as intervencdes, 7; é o tempo médio de duracao das
intervencoes, [y é o valor inicial da taxa de transmissdo antes das intervencdes e o produto

Bo/31 representa seu valor final no final da pandemia. Integrando a equacdo diferencial ([2.45))

com a condicdo inicial 5(t) = 3y, ficamos com

Bo, t < To;
_ (t=79)
50(51+(1—ﬁ1)€ 1 ), t > 7.

Mesmo com esta mudanca na taxa de transmissdo [3, as equacdes centrais do mapa ([2.42)

B(t) = (2.46)

e , que nos permitem calcular os parametros € &« do modelo de Richards a partir da
curva D(t), continuam vélidas. No entanto, o instante de tempo t; deve agora ser determinado
a partir do pico da curva I(t) ou do ponto de inflexdo da curva de mortes acumuladas D(t).

A figura[17] mostra a aplicacdo do mapa entre o modelo SIRD modificado com pardmetro

[ dependente do tempo e o modelo de Richards para Holanda, Italia, Alemanha, Cuba, Suécia

Figura 16 — Curva de mortes acumuladas atribuidas a Covid-19 (circulos vermelhos) para a Suécia até 30
de Julho de 2020 juntamente com a curva de mortes acumuladas do modelo SIRD padrdo com
parametros obtidos através do melhor ajuste numéricos, cujas estimativas e erros sdo exibidos no
inset da figura.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACEDO et al., [2021)).
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Figura 17 — Ndmero acumulado de mortes (circulos vermelhos) atribuidos a Covid-19 até 30 de Julho de 2020
para (a) Holanda, (b) Itélia, (c) Alemanha, (d) Cuba, (e) Suécia, e (f) Jap&o. As curvas continuas
em preto representam o melhor ajuste numérico pelo modelo SIRD modificado com pardmetro
[ dependente do tempo e cujos valores estimados dos pardmetros estdo descritos na legenda da
figura. As curvas tracejadas em verde representam a curva tedrica obtida pelo modelo de Richards
com os parametros computados numericamente através do mapa dado pelas equacdes e
e os parametros do modelo SIRD encontrados pelo ajuste numérico.
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e Japao até o dia 30 de Julho de 2020. Em todos os casos, o nimero acumulado de mortes

atribuidas a Covid-19 em funcao do nimero de dias desde a primeira morte para cada pais é

denotado através dos circulos vermelhos. A curva continua em preto a curva acumulada de



52

mortes do modelo SIRD modificado com (3 dependente do tempo obtida através do melhor
ajuste numérico com os dados empiricos; a curva tracejada em verde representa a curva
acumulada gerada pelo modelo de Richards com parametros obtidos através do mapa entre
os dois modelos.

A partir desta figura, podemos ver que a correspondéncia entre estes dois modelos através
do mapa discutido anteriormente é muito boa para todos os casos apresentados. Isto nos leva
a concluir que, apesar de os parametros do modelo de Richards ndo terem uma interpreta-
cdo epidemiolégica direta como no caso do modelo compartimental SIRD, vemos que estes
ainda carregam informacdes importantes sobre as caracteristicas epidemiolégicas da doenca
em questdo, visto que possuem uma relacdo (ainda que n3o linear) com os pardmetros do
modelo SIRD.

Perceba ainda que o modelo de Richards, que possui apenas dois parametros independentes
do tempo, consegue descrever as curvas epidémicas em questdo tao bem quanto o modelo
SIRD modificado com parametro 3 dependente do tempo, o que corresponde efetivamente a
um total de 6 pardmetros (S, 51,7, 0, 70, 71). Portanto, ao passo que perde-se um pouco da
interpretacdo epidemiolégica ao se fazer uso do modelo de Richards, ganha-se em flexibilidade
e simplicidade computacional.

Todos os ajustes numéricos apresentados na figura [L7| foram feitos utilizando o algoritmo
de Levenberg-Marquardt (MORE, 1978) implementado no mddulo 1mfit (NEWVILLE et al.,
2014) da linguagem de programacdo Python, em que também foram produzidos todos os
graficos desta secdo. Para cada ajuste numérico, o médulo 1mfit foi utilizado para solucionar
o problema de minimos quadrados n3o linear a partir dos dados empiricos e o modelo SIRD
modificado com a finalidade de achar o melhor conjunto de pardametros para modelar os dados
juntamente com os erros associados a cada parametro, que s3o calculados através do método
da matriz de covariancia.

Para um determinado conjunto de parametros do modelo SIRD modificado, os erros as-
sociados aos parametros do modelo de Richards obtidos através do mapa constituido pelas
equacdes e s3o encontrados através de um procedimento de bootstrap. Tal
procedimento consiste em considerar os valores extremos dos parametros obtidos através do
ajuste numérico dos dados empiricos com o modelo SIRD modificado, x =+ dx, onde x é o
valor do parametro encontrado pelo ajuste e dy seu erro associado. Em seguida é feita uma
integracdo do modelo SIRD modificado para cada uma das combinacdes possiveis dos valores

extremos — um total de 64 — e em cada integracdo é aplicado o mapa para calcular os para-
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metros do modelo de Richards (7, ), que sdo armazenados se estiverem no intervalo aceitavel
(0 < r,a < 1). Os erros associados a cada parametro s3o calculados através da média do valor
absoluto da diferenca entre os parametros encontrados em cada uma das iteracdes discutidas

e os valores encontrados no mapa feito inicialmente.
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3 MODINTERV: UMA FERRAMENTA ONLINE PARA MONITORAMENTO
DA COVID-19

Nos dltimos dias do ano de 2019 o mundo se deparou com as noticias de uma nova doenca
que comecara a se disseminar na China e que pouco tempo depois tomaria conta de todo o
mundo, vitimando milhdes de pessoas e mudando para sempre a vida, e até certo ponto, o
funcionamento da sociedade. Um surto de proporcdes globais como a pandemia de Covid-19
nao era visto desde o inicio do século XX, quando o mundo testemunhou a letalidade da gripe
espanhola, causada pelo virus influenza, durante os quase trés anos de pandemia.

O espalhamento de uma doenca infectocontagiosa é extremamente rapido e a dinamica
por tras da disseminacdo é bastante complexa e envolve diversas escalas, como a transmissao
nos nucleos familiares, nos bairros, nas cidades, a nivel estadual e assim por diante. Uma
pandemia pode ser dividida em diversas fases, cada uma com suas respectivas possiveis res-
postas e intervencdes por parte do poder publico e da populacdo em geral; no inicio acontece
a deteccdo dos primeiros casos e mortes, em seguida sao analisados a transmissividade e a
letalidade da doenca, que sucede o monitoramento do espalhamento da doenca juntamente
com a implementac3do de intervencdes ndo-farmacolégicas (distanciamento social, uso obriga-
tério de méascaras, fechamento de escolas e locais publicos, lockdown) e farmacolégicas (uso
de medicamentos eficazes contra a doenca, vacinacdo), se disponiveis.

Durante o monitoramento da pandemia de Covid-19, varios recursos modernos foram utili-
zados para auxiliar esta tarefa, a exemplo de dados vinculados a localizacdes geograficas como
estatisticas a niveis de estado, municipio e até bairros; o uso de smartphones para informar
novos casos, teleatendimento médico no caso de sintomas pertinentes a Covid-19 e dados de
geolocalizacdo dos individuos a fim de estimar a parcela da populacdo que estava seguindo
as orientacdes de distanciamento social e lockdown. Uma outra vertente crucial no monito-
ramento do espalhamento da doenca foi a andlise de dados (CORI et al, 2017) juntamente
com a modelagem da epidemia utilizando-se diversos modelos (compartimentais, logisticos, de
agentes) para entender a dindmica especifica de cada local para assim tracar medidas eficazes
no combate da pandemia.

Uma das classes de dados mais significativas e que foi amplamente explorada pela midia
internacional s3ao as curvas epidémicas, constituidas pelo ndmero diario ou acumulado de casos
ou mortes atribuidas a Covid-19 em funcdo do tempo (em sua maioria, do nimero de dias

desde o inicio da pandemia ou do primeiro caso ou morte naquela localidade) (KAMVAR et al.,
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2019). As curvas epidémicas sdo uma 6tima ferramenta para monitorar um surto de qualquer
que seja a doenca pois serve como uma ilustracdo visual da dinamica da epidemia, eviden-
ciando o crescimento ou decrescimento do nimero diario de casos ou mortes e o resultado
das intervencdes implementadas pelas autoridades de sadde publica; além disso, elas sdo a
base para a aplicacdao de diversos tipos de modelos epidemioldgicos, como os modelos com-
partimentais (KERMACK; MCKENDRICK|, [1927; [MATHEMATICAL. ..}, [2020)), modelos de agentes
(KERR et al, [2021) e modelos fenomenoldgicos (VASCONCELOS et al., [2020; VASCONCELOS et
al., [2021; [MACEDO et al., 2021).

O aplicativo ModInterv foi desenvolvido pela Rede Cooperativa de Pesquisa em Mode-
lagem da Epidemia de Covid-19 e Intervencdes N3o-Farmacolégicas (ModlInterv-Covid19)
(MODINTERV-COVID19, [2020) com o intuito de prover um aplicativo amplamente disponivel
ao publico, autoridades de salde publica e outros pesquisadores, de facil uso e grande abran-
géncia. O aplicativo permite ao usuario monitorar as curvas epidémicas de casos e mortes
atribuidas a Covid-19 para vérios paises ao redor do mundo e para estados e cidades no Brasil
e nos Estados Unidos. O ModInterv traz em sua implementacdo uma classe generalizada de
modelos logisticos de crescimento com parametros dependentes do tempo que sdo capazes de
modelar curvas epidémicas com um nimero arbitrario de ondas de infeccOes ou mortes através
de ajustes numéricos realizados automaticamente pelo software.

Uma vez que o usuario acessa o aplicativo, ele deve escolher o tipo de curva epidémica que
deseja analisar, casos ou mortes; em seguida devera ser escolhido o pais, estado ou cidade do
Brasil ou dos Estados Unidos que servird de base para o modelo. O software entdo prossegue
para a determinacdo do nimero de ondas epidémicas apresentadas na curva epidémica. Este
procedimento de determinacdo do numero de ondas é feito através de um algoritmo que
comeca com a suavizacdo dos dados através da aplicacdo de uma regressao do tipo LOWESS
(CLEVELAND, 1981). Com os dados suavizados, um médulo de processamento de sinais nativo
da linguagem python é utilizado para detectar maximos e minimos locais na curva diria
suavizada, o que servird como indicativo de possiveis ondas na curva epidémica. Em seguida,
um filtro implementado com base no algoritmo (HARVEY et al., [2023) é utilizado para detectar

"rasas" e também

e eliminar ondas esplrias (ondas com duracdo muito curta, ondas muito
falsas ondas detectadas erroneamente por maximos ou minimos locais causados por grandes
flutuacdes nos dados diarios).

Depois que as ondas espirias sdo eliminadas e o nimero N de ondas "reais" é determinado,

o modelo usa os dados empiricos juntamente com os intervalos de cada onda determinados
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pelo filtro para fazer o ajuste numérico com o o modelo logistico de crescimento para miltiplas
ondas com parametros dependentes do tempo. Sendo o ajuste bem sucedido, as curvas epi-
démicas diaria e acumulada para os dados escolhidos s3o exibidas juntamente com as curvas
tedricas obtidas através do modelo com os parametros encontrados pelo ajuste numérico. Nos
graficos sdo indicados com simbolos as datas de inicio e pico de cada onda epidémica (e seus
respectivos valores indicados na legenda da figura); neles também s3o tracadas linhas verticais
de diferentes cores para indicar visualmente o regime de aceleracdo que a epidemia apresen-
tava naquele dado momento. Comparando a posicao do ultimo ponto da curva com os pontos
que marcam estes regimes de aceleracado, o aplicativo ModlInterv pode determinar o regime de
aceleracao atual para a regido escolhida pelo usuério, permitindo inferir se a epidemia naquele
local tende a continuar acelerando ou se estd em regime de desaceleracao.

Os detalhes de todas as caracteristicas de implementac3o do aplicativo, como construcdo da
interface do usuario, hospedagem em servidores, obtencao dos dados brutos, ajuste numérico,
processamento e analise dos dados serao discutidos cuidadosamente ao longo deste capitulo.
Inicialmente serdo elaborados as definicdes e calculos para a determinacdo dos estagios das
curvas epidémicas e em seguida serdo discutidos os topicos voltados a parte computacional da

implementacao do aplicativo.

3.1 ESTAGIOS DE UMA CURVA EPIDEMICA

As curvas epidémicas, sejam elas diarias ou acumuladas, de casos ou de mortes, s3ao uma
colecdo de dados empiricos que servem como um 6étimo indicativo visual da evolucao da
epidemia em um dado local. Conhecer as caracteristicas de tais curva é assunto de tremenda
importancia, pois pode auxiliar as autoridades de salide a entender o comportamento que
a curva tende a ter nos dias que se sucedem, embasando a implementacdo, fortalecimento
ou relaxamento de medidas de enfrentamento a pandemia. O aplicativo ModInterv utiliza
modelos fenomenoldgicos generalizados de crescimento com parametros dependentes do tempo
(discutidos previamente na secdo , que sao capazes de modelar curvas epidémicas com
miultiplas ondas de infeccdes ou mortes de forma excelente, como mostrado na secao [2.2.1]

Através da analise das curvas epidémicas com os modelos de crescimento, o aplicativo Mo-
dInterv fornece informacSes que ndo poderiam ser obtidas através de médias moveis ou outros
tipos de suavizacdo de curvas, como sera mostrado ao longo desta secdo. De forma geral, as

curvas epidémicas exibem trés regimes de crescimento: uma fase inicial de crescimento rapido
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e acelerado; uma fase intermediaria com crescimento aproximadamente linear e finalmente
uma fase de crescimento em que a curva se afasta do crescimento linear e tende a um platé
de saturac3o, aproximando-se do valor final de casos ou mortes. E possivel fazer uma divis3o
mais detalhada das fases de crescimento através de consideracdes sobre a aceleracdo da curva
epidémica.

Para manter a generalidade, sera considerada inicialmente uma curva epidémicacom N > 1
ondas. As figuras esquematicas [18] e [20] ilustram a curva acumulada, a sua velocidade
(primeira derivada) e a sua aceleracdo (segunda derivada), respectivamente, para uma curva
com duas ondas de infeccdo (N = 2). O inicio de cada onda é marcado por um regime de
aceleracao crescente, quando a aceleracao vai de um valor préximo de zero até o seu maximo,
instante denotado por tgk), onde k =1, ..., N se refere a onda em questdo, e s3o representados
para as diferentes ondas na figura por linhas verticais na cor laranja. Em seguida, a curva
epidémica entra em uma fase intermediaria que é composta por dois estagios epidémicos com
regimes de aceleracdo distintos.

O primeiro deles apresenta um regime de aceleracdo decrescente, no qual a aceleracdo
diminui do seu maximo em tgk) até chegar em zero no instante tgk), indicados para cada
onda na figura [18| pelas linhas verticais amarelas. Em seguida a curva entra em um regime de

~ , . . . . k) . . .
desaceleracdo crescente até atingir seu pico no instante té ) indicado para cada onda na figura

Figura 18 — Figura esquematica de uma curva epidémica apresentando duas ondas de infecces. As linhas
verticais coloridas representam os estagios epidémicos; o ponto e a linha vertical em preto repre-
sentam o inicio da segunda onda epidémica.
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., |2023).
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. .. . . k e
pelas linhas verticais na cor verde. Depois de passar do instante té ) a curva entra em sua (ltima

fase de crescimento, apresentando um regime de desaceleracdo decrescente e se aproxima de
zero ja no fim de cada onda epidémica. Como ja comentado anteriormente, a forma com que
a curva epidémica se aproxima do plat6 e consequentemente a caracteristica da desaceleracao,
assumindo comportamento de lei de poténcia ou exponencial, depende de diversos fatores
como as medidas de restricdo imposta pelas autoridades de salide e a adesdo da populacao
a estas medidas, indice de vacinac3o, entre outros. O final de uma onda epidémica acontece
quando a velocidade chega a seu minimo e a aceleracdo é nula; este instante é denotado
nas figuras por um ponto na cor preta. Finalmente, ainda na figura da curva acumulada,
temos a indicacdo do platé que cada onda epidémica atingiria, caso ndo houvesse uma onda
subsequente. Estes platos sao indicados pelas linhas horizontais tracejadas em vermelho e
denotados pelos simbolos Kj. No caso em tela, sao apresentados os platds das duas ondas,

Kl (S KQ.
(k)

O conhecimento de tais instantes de tempo ¢,/ nos permite determinar o estagio atual da
epidemia em uma determinada localidade ao compararmos a posicao do ultimo ponto da curva
empirica, denominado como tempo atual e representado por ¢, com os pontos caracteristicos
calculados pelo modelo. Para determinar estes pontos caracteristicos, o aplicativo realiza um
ajuste numérico com o modelo matematico apropriado escolhido automaticamente para ajustar

ondas com um ndmero arbitrario de ondas. Depois de realizar o ajuste e calcular os pontos

Figura 19 — Figura esquemaética da velocidade (primeira derivada) da curva acumulada mostrada na figura
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., |2023).
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Figura 20 — Figura esquematica da aceleracdo (segunda derivada) da curva acumulada mostrada na figura
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Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., [2023).

carateristicos (procedimento que sera discutido em detalhe nas secdes que seguem) o aplicativo
determina o estégio atual da curva epidémica analisada. Por fim é gerado um grafico exibindo
a curva empirica, a curva tedrica dada pelo modelo com os parametros obtidos pelo melhor
ajuste numérico, as linhas verticais representando os instantes descritos acima e na legenda é
indicado o atual estagio da epidemia na localidade em questao, que recebe uma das seguintes

denominacdes:

1. Aceleracdo crescente: ty < t1(k);

2. Aceleracao decrescente: tgk) <ty < tgk);

3. Desaceleracdo crescente: ték) <ty < ték);

4. Desaceleracao decrescente: ¢y > tgk).

O aplicativo ModInterv implementa um modelo de crescimento logistico capaz de descrever
curvas que apresentam um nimero arbitrario N de ondas epidémicas de forma completamente
automatizada. Este modelo foi discutido em detalhe na secdo[2.2] O funcionamento do ajuste

numérico utilizando tal modelo serd discutida em detalhes nas secdes que seguem.
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Figura 21 — Figura esquematica descrevendo o funcionamento do aplicativo ModInterv desde sua inicializacdo
até o ajuste numérico.
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model to use L N>1— | Fit with N-Wave Model

«—N=1——

\A

Fit with selected model

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).

3.2 ESTRUTURA DE BACKEND DO APLICATIVO MODINTERV

Nesta secdo serdo discutidas a implementacao, funcionamento e ferramentas utilizadas na
implementacdo do aplicativo ModlInterv. Dentre estes temas serdo discutidos como os da-
dos sdo obtidos, como os ajustes numéricos sao realizados com o modelo implementado, a
construcao da interface do usuéario e a estrutura geral do aplicativo. A figura [21] ilustra esque-
maticamente o processo de funcionamento do aplicativo em questdo, desde sua inicializacao

até chegar no ajuste numérico.

3.2.1 Interface do usuario

A interface do usuario do aplicativo ModInterv foi desenvolvida com o intuito de fornecer
uma experiéncia acessivel para o publico em geral sem deixar de contar com uma riqueza de
opcoes de personalizacdes dos resultados gerados pelo aplicativo. A lingua padrao do aplicativo
é o inglés, no entanto, o usuario podera optar pelo portugués clicando em um botao no topo

do site. Desta forma, todo o texto do aplicativo e dos resultados gerados serd exibido em
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portugués do Brasil. A interface do usuério do aplicativo ModInterv foi construida usando
objetos chamados widgets, ja implementados no médulo iPywidgets (COMMUNITY, 2015)
da linguagem Python. Dentre os miultiplos widgets disponiveis neste médulo, foram utilizados
apenas cinco tipos, a saber: HTML, Button, IntSlider, Dropdown e Checkbox. O primeiro deles,
HTML, foi usado para exibir elementos de texto dindmicos sem a necessidade de recarregar
a pagina (quando o usuério mudar a lingua do aplicativo, por exemplo). Os outros 4 widgets
foram utilizados para receber informacoes vindas do usuario, como o tipo de curva epidémica
a ser analisada (Casos ou Mortes), o pais, estado ou cidade escolhido, o nimero de dias a ser
considerado no ajuste numérico, os graficos a serem mostrados, dentre outras. A figura

ilustra quatro dos cinco tipos de widget usados na implementacdo do ModInterv.

3.2.2 Aquisicao de dados

Os dados utilizados para analisar as curvas epidémicas dos paises e dos estados e cidades
nos Estados Unidos s3o obtidos da base de dados disponibilizada ao publico pela Johns Hopkins
University (JHU, [2020)); esta base de dados fornece as séries temporais de casos confirmados

e mortes para as localidades mencionadas. Os dados para estados e cidades do Brasil s3o

Figura 22 — llustracdes esquematicas de quatro dos cinco widgets do médulo iPywidgets usados no aplicativo.

(a) Widget Button. (b) Widget Slider
widgets.ToggleButton( widgets.Floatslider(
value=False, value=7.5,
description="click me', min=e,
disabled=False, max=10.8,
button_style=""', # 'success’, 'info', ‘warning’, 'danger' or '' step=e.1,

description="Test:",
disabled=False,
continuous_update=False,

tooltip="Description’,
icon="check' # (FontAwesome names without the “fa-" prefix)

orientation="horizontal",
readout=True,

SRR readout format='.1f",
)
Test: 7.5

(c) Widget Checkbox. (d) Widget Dropdown.
widgets.Checkbox( widgets.Dropdown(

value=False, options=[‘1*, *27, '3'],

description="Check me', value="2",

disabled=False, description="Number:",

indent=False disabled=False,
) )
O check me Number: | 2 v

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023)).
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obtidos da base de uma base de dados no GitHub mantida por Wesley Cota, da Universidade
Federal de Vicosa. Ambas as bases de dados foram atualizadas diariamente até meados de
Marco, quando a pandemia de Covid-19 foi oficialmente declarada extinta pela Organizacao
Mundial da Sadde. Toda vez que o aplicativo ¢é inicializado, as bases de dados sdo acessadas
automaticamente e os respectivos dados ficam disponiveis para serem analisados pelo usuario.

Nos dois conjuntos de dados, as séries temporais sdo fornecidas em formato .csv e lidas e
armazenadas em cache pelo aplicativo sem qualquer tipo de suavizacdo ou pré processamento,
uma vez escolhido o tipo de curva epidémica a ser analisada e a localidade desejada. As bases
de dados mencionadas n3o fornecem dados diarios, portanto, para obter as curvas epidémicas
diérias, sao subtraidos valores consecutivos da série temporal acumulada. Deve-se ainda notar
que eventualmente as autoridades de salde de certos locais podem fazer correces nas curva
epidémicas, adicionando ou removendo de uma sé vez um grande nimero de casos confirmados
ou mortes que antes ndo haviam sido contabilizadas ou erroneamente atribuidas a doenca em
questao, o que pode gerar valores negativos ou saltos na curva diaria. No entanto, os efeitos
de tais correces para a andlises realizadas pelo aplicativos sao diminutas, visto que os ajustes

numéricos s3o feitos com base nas curvas acumuladas.

3.2.3 Deteccao de ondas epidémicas

A deteccao de forma automatica do nimero de ondas presentes em uma curva epidémica
mostra-se um dos pontos mais desafiadores para ser implementado utilizando apenas técni-
cas matematicas, estatisticas e computacionais sem o auxilio de inteligéncia artificial. O que
para um humano seria tarefa simples, para um algoritmo que utiliza apenas as ferramentas
mencionadas acima é um verdadeiro desafio devido a presenca de flutuacoes de natureza ra-
pida (ruido) e variagdes de natureza lenta que caracterizam uma onda epidémica; realizar tal
distincao a partir de argumentos matematicos e estatisticos ndo é tarefa facil.

Para resolver tal problema, foi implementado no ModInterv um algoritmo baseado no
procedimento de suavizacdo de LOWESS (Locally Weighted Scatterplot Smoothing) ((CLE-
VELAND), (1981)) juntamente com ferramentas previamente implementadas em um mddulo de
analise de sinal padrao da linguagem Python para deteccao de maximos e minimos locais, que
sao utilizados para estimar o nimero de ondas epidémicas presentes na curva em questdo.
Uma vez selecionada a localidade e o tipo de curva desejado pelo usuério (Casos confirmados

ou Mortes), a curva diéria é obtida através da manipulacdo discutida anteriormente a partir
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da curva acumulada obtida das bases de dados. O procedimento de suavizacdo de LOWESS
é entdo aplicado a curva diaria e em seguida o médulo de andlise de sinais é utilizado para
detectar maximos e minimos locais na curva didria ja suavizada. Os maximos e minimos lo-
cais detectados na curva sdo de crucial importancia, pois representam potenciais picos ou
separacdes entre ondas subsequentes, respectivamente. Uma vez encontrados tais pontos, é
importante filtrar e descartar ondas esplrias; isto é feito utilizando um algoritmo proposto
em (HARVEY et al, 2023) que descarta as ondas esplrias ao comparar a proximidade entre os
maximos e minimos locais e a altura relativa dos picos. O nimero N de ondas epidémicas
presentes na curva é entdao determinado como o nimero de minimos locais restantes depois
da filtragem acrescido de uma unidade.

E vélido notar que a determinac3o do niimero de ondas poderia ser deixado alternati-
vamente a cargo do usuario, no entanto esta opcdo vai de contra o intuito com o qual o
aplicativo ModInterv foi idealizado: fornecer uma ferramenta completamente automatizada e
de facil utilizacdo pelo publico em geral. Além disso, o algoritmo de deteccdo de ondas epidé-
micas adicionalmente ao nimero N de ondas presentes na curva escolhida, também fornece
chutes iniciais para os tempos de transicdo t; entre ondas sucessivas. Desta forma, este tra-
balho também teria de ser delegado ao usudrio, tornando o aplicativo mais complexo de ser
usado e passivel de gerar ajustes numéricos de baixa qualidade ou que n3o convirjam, visto que
o elevado nimero de parametros do modelo o deixam bastante sensivel a escolha dos chutes

iniciais quando na ocasidao de um ajuste.

3.2.4 Ajustes numéricos

Todos os ajustes numéricos realizados pelo aplicativo ModInterv utilizam o algoritmo de
Levenberg-Marquardt, implementado no médulo Imfit (NEWVILLE et al|, 2014)), para resolver
o problema de otimizacdo nao linear de minimos quadrados. A implementacdo de um algoritmo
que realiza de forma automatizada ajustes numéricos para curvas epidémicas com um nimero
arbitrario de ondas é bastante desafiadora, especialmente para um nimero N grande, devido ao
fato que para cada onda epidémica o modelo possui 5 pardmetros e mais 2(N — 1) pardmetros
responsaveis pela transicao entre os parametros de cada onda, ou seja, os tempos de transicao
t; e as taxas de transicdo p;, totalizando 7N — 2 pardametros para serem otimizados pelo
ajuste numérico. O elevado niimero de parametros livres do modelo matemético utilizado traz

consigo o problema de overfitting que demanda bastante cuidado na hora de selecionar os
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chutes iniciais e torna o ajuste bastante sensivel a tal escolha. Para mitigar este problema,
foi implementado no aplicativo ModlInterv uma rotina de ajuste numérico recursivo com N
passos, como sera descrito em seguida.

O procedimento € iniciado utilizando um chute inicial para o tempo de transicdo ¢; entre
a primeira e a segunda onda fornecido pela rotina que detecta o nimero de ondas epidémicas
presentes na curva em questdo. Entdo é feito um ajuste numérico com a curva acumulada
truncada até o tempo t; com o modelo de uma onda utilizando chutes iniciais arbitrarios
dentro dos seus limites de definicdo para os parametros {71, a1, q1, K1, p1}.

Em seguida, um chute também fornecido pela rotina de deteccdo de ondas epidémicas
para o tempo de transicdo t; entre a segunda e terceira ondas é utilizado para truncar a
curva acumulada em anélise e um novo ajuste numérico é realizado até tal data. Os para-
metros obtidos na primeira etapa do procedimento descrito sdo usados como chutes iniciais
para {r1, a1, q1, K1, p1} no ajuste da curva com duas ondas, enquanto os chutes iniciais para
{ra, aa, q2, K5, p2} sdo novamente escolhidos arbitrariamente dentro do seu intervalo de defi-
nicao.

Entdo realiza-se um novo ajuste numérico a partir da curva acumulada truncada até a
data t3 (estimada pela rotina que filtra as ondas epidémicas) utilizando os valores obtidos
para {r;, a;,q;, K;,p;} com i = 1,2 e t; e p; como chutes iniciais para tais parametros no
novo ajuste, enquanto para {rs, as, g3, K3, p3} estes sdo escolhidos arbitrariamente dentro do
seu intervalo de definicdo. Este processo é repetido até que a curva epidémica acumulada
seja utilizada integralmente para o ajuste numérico. O ajuste recursivo ajuda a diminuir o
problema com overfitting visto que os chutes iniciais para os parametros livres no ajuste final
(considerando-se a curva epidémica em sua totalidade) sdo calibrados nas etapas intermedia-
rias, o que por sua vez diminui a sensibilidade do modelo a tais quantidades. Nota-se ainda que
ao passo que o procedimento de ajustes recursivos diminui o overfitting ele também aumenta
o tempo computacional necessario para obter resultados, sobretudo quando o niimero N de
ondas epidémicas presentes na curva da localidade escolhida é grande.

Além do procedimento descrito acima para o ajuste recursivo das curva epidémicas, outras
medidas foram tomadas para ajudar a minimizar o overfitting. Assim como discutido na secdo
, foi observado que a restricdo dos parametros livres do Modelo Logistico Beta, {r, a, ¢},
ao limite (0,1) e p > 1 diminui overfitting no caso de curvas com apenas uma onda, o que é
extremamente (til no primeiro passo da rotina de ajuste recursivo ou no caso de curvas com

apenas uma onda epidémica. Para os parametros referentes as demais ondas epidémicas, ou
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seja, {r;, @i, qi,p;} com i =2,..., N, as mesmas condicdes sdo impostas exceto para oy, que
é mantido fixo em 1 pois foi observado que deixa-lo variar gerava um aumento significativo no
overfitting pois este parametro esta ligado a assimetria da curva didria em torno do pico de
uma dada onda, como foi discutido em detalhe em (VASCONCELOS et al., 2021)). Finalmente,
o parametro py para a ultima onda epidémica é mantido fixo em 1, visto que tal parametro
controla o qu3o rapido a curva diéria decai depois do pico (ou alternativamente, o qudo rapido a
curva acumulada se aproxima do platd de saturacdo). No entanto, para ter uma boa estimativa
deste parametro a curva precisa ter uma cauda bem formada, o que n3o necessariamente é
0 caso para curvas epidémicas referentes a locais nos quais a pandemia ainda esta evoluindo,

consequentemente esta escolha ajuda a diminuir o overfitting com relacao a este parametro.

3.2.5 Classificacao do estagio epidémico

Como foi comentado anteriormente, o aplicativo ModInterv apés analisar a curva epidémica
pra uma determinada localidade, consegue determinar em que estagio epidémico esta curva
esta. Tal determinacao pode ajudar as autoridades de salde publica a implementar ou relaxar
medidas para conter o avanco da doenca.

Uma vez que o ajuste numérico usando o modelo de miultiplas ondas é realizado e seus
parametros livres s3o determinados, o aplicativo segue para computar os pontos {tF}, i =
1,...,3; k=1,...,N, que determinam os diferentes regimes de aceleracao da curva epidémica.
Estes pontos sdo computados numericamente através do procedimento que segue: a curva
epidémica acumulada é reconstruida a partir do modelo implementado no aplicativo utilizando
os parametros determinados pelo ajuste numérico.

Esta curva é entdo interpolada por um spline cibico e sua primeira e segunda derivadas,
curva diaria ou velocidade e aceleracdo, respectivamente, sdao computadas e em seguida sdo
encontrados o ponto em que ocorre o maximo da acelerac3o, t¥, o ponto onde ocorre o zero da
aceleracdo, t5, e o ponto onde ocorre o minimo da aceleragdo, t5. Comparando o tempo final,
iy, do dltimo ponto da curva epidémica com os pontos tN calculados para a dltima onda,
o aplicativo ModInterv determina o estagio epidémico para a localidade em questao como
um dos trés estagios possiveis: aceleracdo crescente, aceleracdo decrescente, desaceleracdo
crescente, desaceleracdo decrescente. O estagio determinado pelo aplicativo é informado na
legenda do grafico gerado apds o ajuste numérico, o qual também exibe a curva empirica,

a curva obtida através do modelo matematico com os parametros determinados pelo ajuste
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numérico e mais algumas informacdes relevantes que serao discutidas em detalhe nas préximas

secoes.

3.2.6 Interatividade do aplicativo e hospedagem

O aplicativo ModInterv foi escrito utilizando iPython notebooks (PEREZ; GRANGER, [2007)),
uma ferramenta que pode ser utilizada na nuvem e permite o usuario desenvolver cédigos sem
precisar instalar as dependéncias em sua maquina e sem consumir seu poder de processamento.
Apesar de muito versateis, os notebooks nao sdo apropriados para serem compartilhados com
o publico em geral por ndo possuirem uma interface do usuario bem definida e para que os
usuarios pudessem utilizar o aplicativos, todos deveriam necessitariam ter permissao de editar
e compilar o c6digo; o que poderia gerar resultados indesejados.

Tendo em vista os possiveis problemas de distribuir ao publico geral o cédigo fonte do
aplicativo e a0 mesmo tempo com o intuito de gerar uma pagina da internet facilmente
acessivel e com uma interface do usuéario simples e interativa, foi utilizado Voila, um mddulo
Python que cria paginas HTML a partir dos notebooks e permite que os widgets permanecam
interativos nesse processo, ou seja, a partir do notebook é gerado uma pagina HTML com
frontend e backend funcionando separadamente. O aplicativo atualmente estd hospedado em
um servidor localizado na Universidade Federal do Parana (UFPR) e sua pagina web pode ser

acessado através do link http://fisica.ufpr.br/modinterv.

3.3 ESTRUTURA DE INTERFACE DO USUARIO DO APLICATIVO MODINTERV

Nesta secdo as caracteristicas da interface do usudrio serdo discutidas em detalhes, co-
mentando como o usuario pode navegar pela pagina do aplicativo, acessar as diferentes secoes
designadas para cada tipo de localidade (paises e estados e cidades do Brasil e dos Estados
Unidos) disponivel no aplicativo, customizar os gréficos e resultados gerados depois do ajuste
numeérico.

Para tornar a pagina do aplicativo mais simples de pratica de usar, ela foi dividida em
duas secOes: Paises e Estados e Cidades do Brasil e dos Estados Unidos. Em cada uma destas
secbes o usuario encontrard basicamente a mesma interface e com as mesmas opcdes de

customizacao, como sera discutido a seguir.


http://fisica.ufpr.br/modinterv
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3.3.1 Paises

A primeira secao do aplicativo é dedicada a analise dos paises e para fazer ajustes numéricos
com os dados de um pais dentre os disponiveis, primeiramente o usuario deve escolher no menu
Data o tipo de curva que deseja analisar (Casos ou Mortes) e em seguida selecionar no menu
dropdown Country o pais de interesse. Depois de selecionar o tipo de curva epidémica e o
pais, um grafico é gerado automaticamente mostrando a curva epidémica acumulada (circulos
vermelhos) em funcdo do tempo medido em dias desde o primeiro caso/morte e na legenda é
exibido o nome do pais juntamente com a data do ultimo ponto exibido no grafico.

Em seguida, para realizar o ajuste numérico, o usuério deve clicar no botao Perform fit;
uma caixa de texto ird aparecer com o texto "Computing..." e logo depois um novo grafico
com o ajuste numérico (curva sélida na cor preta) sobreposto a curva curva empirica (circulos
vermelhos) serd exibido abaixo do gréfico anterior. No gréafico, o nome do pais escolhido pelo
usuario € mostrado no titulo, juntamente com a data do dltimo ponto considerado na anilise;
na legenda é indicado o modelo que melhor ajustou a curva epidémica em anélise; a data do
primeiro caso ou morte; a data de inicio de cada onda epidémica e o estagio epidémico do
pais considerado segundo a classificacdo discutida anteriormente.

Além das informacGes ja mostradas no grafico do ajuste numérico da curva acumulada, o
usudrio pode ter acesso a informacdes adicionais através da interface do aplicativo ModInterv.
Ao marcar a caixa Check to display/hide the daily curve, um novo grafico sera exibido,
desta vez com a curva didria empirica (circulos vermelhos) calculada a partir da diferenca
entre pontos consecutivos da curva acumulada, juntamente com a curva diria teérica (linha
continua na cor preta); esta ultima sendo calculada através da derivada temporal da curva
acumulada obtida pelo ajuste numérico do modelo escolhido. Logo abaixo da caixa mencionada
anteriormente, o usuario pode encontrar uma outra caixa com o texto Check to display
the parameters of the fit, que quando marcada gera uma tabela com os valores dos
parametros encontrados pelo ajuste nuérico do modelo, juntamente com o erro estimados dos
parametros. O usuério pode ainda deslizar o cursor Time range para obter uma previsao de
curto prazo, variando de 7 a 28 dias (com incrementos de 7 dias) depois do dltimo ponto da
curva empirica. Esta previsao é obtida através da curva teérica gerada pelo modelo matematico
com parametros estimados pelo ajuste numérico; o nimero acumulado de mortes ou casos no
periodo escolhido para a previsdo é mostrado na legenda do gréfico.

Para permitir uma analise mais refinada das curvas acumulada e diaria, o usuario pode
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ainda determinar a escala de sua preferéncia para cada um dos eixos ao selecionar nos menus
dropdown x-Axis e y-Axis entre as escalas linear e logaritmica. Finalmente, o usuario pode
fazer o download de todos os graficos produzidos ao clicar no botdo Generate figure e em
seguida clicar nos respectivos links gerados pelo aplicativo logo abaixo do bot3do. Os formatos
png e eps sao suportados e podem também ser escolhidos pelo usudrio no momento de gerar

os graficos para download.

3.3.2 Cidades e Estados do Brasil e dos Estados Unidos

Na segunda secdo do aplicativo, o usuario encontrard um layout similar ao anterior mas
agora ele podera analisar cidades e estados do Brasil e condados e estados dos Estados Unidos.
Primeiramente deve ser selecionado o pais de interesse, Brasil ou Estados Unidos, e em seguida
o tipo de dado a ser analisado deve ser escolhido (casos ou mortes). Entdo o usuério devera
escolher o tipo de regido a ser analisada (cidades ou estados) e em seguida o estado ou cidade
(ou condado no caso dos Estados Unidos) desejada; assim como na secdo anterior, um gréfico
de pré visualizacao sera mostrado apresentando a curva epidémica a ser analisada e a data do
altimo ponto desta curva.

Devemos notar que para o caso das cidades do Brasil, o tempo de carregamento dos dados
é relativamente longo se comparado ao caso dos condados dos Estados Unidos. Esta diferenca
se da devido ao fato de existirem mais de 5500 cidades no Brasil conta pouco mais de 3000
condados nos Estados Unidos, ou seja, quase o dobro. Além disso, para cada cidade ou condado
existem mais de 1300 pontos empiricos, o que no caso do Brasil culmina em um arquivo com
quase 2GB de dados para as cidades; demandando um tempo computacional bastante elevado
para a leitura de tal arquivo. Por este motivo, foi implementado no aplicativo ModInterv uma

caixa de texto exibindo "Loading..." a fim de informar o usuario que os dados para as
cidades do Brasil ou condados do Estados Unidos ainda estao sendo lidos e processados pelo
aplicativo. As demais funcdes discutidas e presentes na secdo dos paises, como a possibilidade
de exibir a curva diaria, os parametros do ajuste, mudanca da escala dos eixos e download das

figuras também est3o presentes na secdo de cidades e estados do Brasil e dos Estados Unidos

de forma idéntica.
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3.3.3 Exemplos

Nesta secdo serao apresentados alguns exemplos de ajustes numéricos realizados para locais
variados (paises, estados e cidades do Brasil e dos Estados Unidos) usando a curva epidémica
em sua totalidade, e também usando a curva até uma certa data escolhida pelo usuario, com
a finalidade de demonstrar todas as funcionalidades do aplicativo ModInterv, bem como sua
capacidade de produzir ajustes numéricos de qualidade para curvas epidémicas com mdltiplas
ondas.

Uma vez que o usudrio acessa o aplicativo Modlnterv, na secao pertinente aos paises, ele
deve escolher o tipo de curva a ser analisada (Casos ou Mortes) e em seguida o pais desejado.
Um grafico de pré-visualizacdo da curva epidémica da localidade escolhida sera exibido, como
na figura 23] para o caso da Holanda. Note que todo o texto do gréfico estd em portugués,
exceto o nome do pais escolhido; isto pode ser configurado através de dois botdes localizados
no cabecalho do site para que o usuario possa optar entre portugués e inglés. Por padrao,
o aplicativo exibe e considera todos os pontos disponiveis até aquele momento e o usuario
pode, caso deseje, alterar a quantidade de pontos (e consequentemente a data final referente
a curva epidémica) que devem ser analisados ao deslizar o cursor ao lado do texto Time fit.

Figura 23 — Curva acumulada de mortes (circulos vermelhos) atribuidas a Covid-19 para a Holanda até o dia
09/03/2023.
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No caso em questdo, serd exibido o ajuste numérico para a Holanda utilizando todos os
dados disponiveis na base de dados. Isto pode ser realizado pelo usuério ao clicar no botao
Perform fit ou Fazer ajuste e o resultado do ajuste numérico para esta curva epidémica
é mostrado na figura . Na figura é apresentada a curva epidémica de mortes (circulos
vermelhos) com a curva acumulada tedrica (linha continua na cor preta) sobreposta; as linhas
verticais coloridas indicam o estagio epidémico de cada onda; as linhas verticais na cor preta
indicam o inicio de uma nova onda epidémica. Na legenda do grafico sdo disponibilizadas
informacdes como a data do primeiro dbito, as datas de inicio de cada onda subsequente e
o estagio da epidemia para aquele determinado pais. Na figura é apresentada a curva
Figura 24 — Ajuste numérico para a Holanda utilizando todos os dados disponiveis na base de dados, o que

equivale a data 09/03/2023. (a) Curva epidémica acumulada de ébitos (circulos vermelhos) so-

breposta com a curva acumulada teérica (linha continua na cor preta). (b) Curva epidémica da
ébitos didrios (circulos vermelhos) sobreposta com a curva diéria tedrica (linha continua na cor

preta).
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epidémica de dbitos diarios (circulos vermelhos) com a curva diaria (linha continua na cor
preta) sobreposta. Neste grafico sdo destacados em circulos na cor amarela os picos de cada
onda epidémica e em circulos na cor preta o inicio de uma nova onda epidémica. Na legenda
do grafico sdo mostradas as datas dos picos correspondentes aos circulos em amarelo.

Além do ajuste numérico mostrado anteriormente, usando todos os pontos disponiveis, o
usuario poderia ter optado por fazer o ajuste numérico até uma data anterior ao deslocar o
cursor ao lado do texto Time fit, como mostrado na figura para a Holanda até o dia
19/06/2021. Na figura é mostrada a curva de ébitos acumulados (circulos vermelhos)
sobreposta pela curva tedrica produzida pelo modelo escolhido pelo algoritmo com os parame-
tros determinados pelo ajuste numérico (curva continua na cor preta). As mesmas informacdes
discutidas anteriormente s3o mostradas na legenda do grafico e as linhas verticais coloridas
novamente representam as datas limites de cada estagio epidémico da curva.

Na figura[25b|é mostrada a curva empirica de mortes diérias (circulos vermelhos) sobreposta
pela curva tedrica didria (curva continua na cor preta) e neste caso também s3o marcados com
circulos amarelos e pretos os picos e o inicio de cada onda epidémica, respectivamente. Neste
grafico também s3o exibidas as datas de cada pico correspondente aos circulos amarelos.

Na secao dos estados e cidades do Brasil e dos Estados Unidos, o usuario pode escolher
entre os dois paises mencionados, em seguida escolher o tipo de curva epidémica que deseja
analisar (casos ou ébitos) para entdo escolher o tipo de localidade (estados ou cidades).
Caso selecione cidades, o usuario deve primeiramente escolher o estado ao qual a cidade de
interesse pertence e em seguida, no campo City, selecionar a cidade. Considerando o caso de
um usuario que escolheu os Estados Unidos como pais, 6bitos como tipo de curva epidémica,
Estados como tipo de localidade e Wyoming como estado para ser analisado, a figura
mostra o resultado do ajuste numérico, com a figura [20a| exibindo a curva acumulada de
ébitos (circulos vermelhos) sobreposta pela curva tedrica resultante do ajuste numérico (curva
continua na cor preta) e a figura apresentando a curva empirica de dbitos diérios (circulos
vermelhos) sobreposta pela curva diéria tedrica (curva continua na cor preta). Em ambas as
figuras, as mesmas informacdes fornecidas para a secao de paises, como data do primeiro
Obito, data de inicio de cada onda, data do pico de cada onda epidémica e o estagio epidémico
da localidade.

Para finalizar esta secao, sera apresentado o ajuste numérico para o estado de Pernambuco,
no Brasil, utilizando todos os dados disponiveis na base de dados, o que corresponde a data de

18/03/2023. A figura[27almostra a curva de ébitos acumulados (circulos vermelhos) sobreposta
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pela curva tedrica obtida através do ajuste numérico com o modelo escolhido pelo algoritmo
(curva continua na cor preta). Na figura é exibida a curva de 6bitos diarios (circulos
vermelhos) sobreposta pela curva diéria tedrica (curva continua na cor preta), obtida pela
derivada temporal da curva tedérica acumulada. Novamente, todas as informacdes relevantes
disponibilizadas nos outros exemplos, como data do primeiro ébito, data de inicio das ondas
epidémicas, datas dos picos de cada onda e estagio epidémico da localidade, estdo presentes

nos graficos apresentados.

Figura 25 — Ajuste numérico para a Holanda utilizando parte dos dados disponiveis na base de dados, com
o ultimo ponto da curva correspondendo a data 19/06/2021. (a) Curva epidémica acumulada
de 6bitos (circulos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada teérica (linha continua na cor
preta). (b) Curva epidémica da ébitos didrios (circulos vermelhos) sobreposta com a curva diéria
tedrica (linha continua na cor preta).
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Figura 26 — Ajuste numérico para o estado de Wyoming nos Estados Unidos utilizando todos os dados dispo-
niveis na base de dados, com o dltimo ponto da curva correspondendo a data 09/03/2023. (a)
Curva epidémica acumulada de 6bitos (circulos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada
tedrica (linha continua na cor preta). (b) Curva epidémica da ébitos dirios (circulos vermelhos)
sobreposta com a curva diéria tedrica (linha continua na cor preta).
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Figura 27 — Ajuste numérico para o estado de Pernambuco no Brasil utilizando todos os dados disponiveis
na base de dados, com o (ltimo ponto da curva correspondendo a data 18/03/2023. (a) Curva
epidémica acumulada de 6bitos (circulos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada teérica
(linha continua na cor preta). (b) Curva epidémica da ébitos didrios (circulos vermelhos) sobreposta
com a curva diéria teérica (linha continua na cor preta).
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4 VERSAO ENTROPICA HETEROTIPICA DA TEORIA H

A entropia se faz presente no cotidiano de toda a humanidade, desde a sensacdo de frio
ou calor, cansaco ou relaxamento, fome ou saciedade; todas estas manifestacoes sdo facetas
da entropia ou de seu fluxo no corpo humano. O seu conceito sé foi formalmente definido
por volta de 1865 no trabalho seminal de Clausius (CLAUSIUS, 1865), no entanto, Carnot
em seu trabalho "Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres a
développer cette puissance", publicado em 1824 (CARNOT, 1824)), ja discutia tal conceito sem
a nomenclatura entropia.

Encontrando aplicaces nas mais diversas areas, como Cosmologia (PRIGOGINE; GEHENIAU,
1986)), Economia (GEORGESCU-ROEGEN, [1986)) e até Teoria dos Jogos (GRiNWALD; DAWID,
2004), a entropia passou por diversas formulacdes para se encaixar a cada uma delas, como
foi o caso das amplamente conhecidas entropia de Boltzmann-Gibbs, Shannon, Renyi e Tsallis.
No entanto, nem todas elas carregam consigo uma interpretacao fisica; as entropias formuladas
com base na Teoria da Informac3o, também conhecidas como Infoentropias (LUZZI; VASCON-
CELLOS; RAMOS, 2003), s3o na verdade funcionais geradores de distribuicdes de probabilidade,
enquanto entropias como a de Boltzmann-Gibbs s3o funcionais geradores de funcdes de estado
termodinamico e tém uma interpretac3o fisica bastante palpavel.

Neste capitulo seré calculada em detalhe a entropia relacionada a Teoria-H (MACEDO et al.,
2017a)), usada para descrever sistemas com miiltiplas escalas, como tempo ou comprimento,
nas quais a energia flui entre elas. Dentre as aplicacdes naturais da Teoria-H estao a turbu-
léncia, como de fato foi mostrado em (GONZALEZ et al., 2017) para descrever a presenca de
hierarquia de turbuléncia em um laser aleatério de fibra, e também a coexisténcia de com-
portamento do tipo turbulento e do tipo vidro em um sistema de fétons (GONZALEZ et al)|
2018).

Apesar de aparentemente desconexos, os dois temas principais apresentados nesta tese
mantém uma conexao significativa. As pandemias sdo fendmenos inerentemente complexos,
estocasticos e dotados de multiplas escalas. A dindmica da pandemia quando olhada a nivel de
um pais como um todo difere da dindmica da mesma pandemia na escala estadual, municipal,
distrital, até chegarmos a menor "escala", as residéncias.

No entanto, foge do objetivo do presente trabalho analisar a pandemia de Covid-19 do

ponto de vista estocastico e considerando-se multiplas escalas e suas respectivas dindmicas.
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Os modelos apresentados nos capitulos anteriores abordam a referida pandemia do ponto de

vista deterministico, desprezando as flutuacdes e as multiplas escalas de interac3o.

4.1 UMA BREVE INTRODUCAO A TEORIA-H

A Teoria-H é resultado de uma abordagem unificada para descrever a dindmica de sistemas
complexos hierarquicos. Nesta formulacdo é assumido que o sistema é dividido em um ndmero
N arbitrario de escalas, cujos tempos ou comprimentos caracteristicos sdo muito diferentes
entre escalas consecutivas e também que ha equilibrio local em cada uma delas.

Partimos de um sistema cuja distribuicdao de probabilidade da quantidade de interesse x
depende da escala em que é medida. Realizando medidas em uma dada escala de tempo 7 a
partir da qual as flutuaces observadas nao sao mais correlacionadas, é assumido que o sistema
é caracterizado por uma distribuicdo Gaussiana conhecida P(x|gy), em que £y é um pardmetro
que caracteriza o equilibrio global do sistema. Desta forma, assumindo ainda que a quantidade
x varia muito mais rapidamente que o seu ambiente local, o sistema apresenta a mesma
distribuicdo P(x|¢), onde agora €, denominada como variavel de "background" representa o

equilibrio local, cuja distribuicao de probabilidade é dada por:

\/2me

Fazendo amostragens do sistema em curtos intervalos de tempo durante um periodo pro-

Plafe) = — exp<_§z>. (4.1)

longado, a distribuicdo marginal da quantidade de interesse, também denominada como "si-

nal" assume a forma:
P(z) = /O  P(a]e) f(e)de, (4.2)

onde f(e) é a distribuicdo de probabilidade da variavel de background.

E possivel determinar a forma de f(e) através de argumentos fisicos ao se construir uma
Equacdo Diferencial Estocastica com certas condicSes limitadoras. Assumindo que o sistema
é composto por um nimero N de escalas de tempo bem separadas 7;, © = 1, ..., N em que
para cada escala subsequente tem-se 7; << 7;,_1. Portanto, para uma dada escala 7, a variavel
¢; é dada pela EDE:

de; = F (gi,6i-1) dt + G (g4,6i-1) AW, (4.3)

em que F'(g;,¢;_1) é o termo deterministico de deriva, G (&;,£;_1) é a amplitude do ruido e

dW; sao processos de Wiener independentes.
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Os funcionais F' e G devem obedecer a trés condicbes fisicas: condicdo de equilibrio
({(e;(t)) = €0 quando t — o0), invaridncia por mudanca de escala e positividade de ;. A

EDE mais geral que satisfaz estas condicoes é:
de; = —; (6i — i) dt + kicie; SdW;, i=1,... N, (4.4)

em que 7; e k; sdo constantes reais e 0 < s < 1. No entanto, se for imposta a condicdo de que
a equacao de Fokker-Planck correspondente deve possuir coeficientes analiticos, os valores de
s se restringem a s = 1/2 e s = 1. O caso s = 1/2 da origem a classe de universalidade
Exponencial Esticada, enquanto o caso s = 1 da origem a classe de universalidade Lei de

Poténcia, que serdo abordadas ao longo do capitulo.

4.2 FUNCIONAL ENTROPICO A PARTIR DE UMA DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE

Nesta secao serad apresentado o procedimento utilizado para se obter um funcional entré-
pico a partir de uma distribuicao de probabilidade dada, como demonstrado em detalhes em

(TSALLIS; SOUZA, [2003)). Partindo de um funcional

®[p] = S[p] —@Zm—ﬂ%, (4.5)

onde S[p| = >; s(p;), o e B sdo parametros de Lagrange, {F;} é o conjunto de autovalores
do Hamiltoniano do sistema, p; = p(FE;) sdo probabilidades e a funcdo u(z) é em geral uma
funcdo monotonicamente crescente e definida tal que u(0) = 0 e u(1) = 1. E possivel notar
que a quantidade multiplicando [ é a energia interna do sistema e portanto, para o caso
particular do ensemble de Boltzmann-Gibbs, deve-se ter u(x) = x, enquanto para a estatistica
de Tsallis, u(x) = x?. Ao extremizar a equacdo sob a condicdo de energia nao limitada,
obtém-se u(p) = p e ainda

s(p) = ap + /0 ’ dp'E(p'), (4.6)

onde s(p) é a entropia e a funcdo F(p') é a inversa de p(E). A constante a pode ser deter-

minada a partir da condicdo s(1) = 0, o que leva a

a=— /: dp'E(p"). (4.7)

Como mencionado acima, E(p') é a fungdo inversa de p(E) mas no geral ndo é possivel

avaliar esta integral analiticamente conhecendo apenas p(F), excetuando-se os casos em que
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tal funcao é facilmente invertivel. Para avaliar esta integral em um caso genérico, é necessario
utilizar a propriedade da integral do produto, cujo resultado é dado por

—/ﬂF”dEmEy (4.8)

1
/ dp'E(p') = pE(p)
0 0 E(p=0)

Em geral, E(p=1) =0e E(p =0) — oo, portanto,
a:—/tw@wu (4.9)
0

Nos sistemas complexos hierarquicos, existem duas classes de universalidade, cada uma com
sua distribuicao de probabilidade, que surgem naturalmente a partir do formalismo desenvolvido
para descrevé-los, sdo elas (MACEDO et al| 2017a): a classe Exponencial Esticada — uma
generalizacao da distribuicdo K — e a classe de Lei de Poténcia. Nesta secdo serdo discutidas

ambas as classes de universalidade no ambito do célculo da entropia heterotipica.

4.2.1 Classe de Universalidade Exponencial Esticada

A distribuicdo de probabilidade da classe Exponencial Esticada é dada por

B wt/? - wk
P(E) = Px(VE) = ————=Go i —

V2rel(8) G—172,0 1% | 10)

onde Py(FE) é a distribuicdo de probabilidade marginal associada a classe de universalidade

. iy
exponencial esticada, como discutido em detalhes em (MACEDO et al,, 2017a)), G}%" x

—

bq
é a fungdo G de Meijer (BATEMAN, 1953), I'(@) = []}_, I'(a;), I'(x) representa a funcio Gama
e 3 é o vetor EE (b1, ..., Bn), com ; sendo constantes positivas. Em geral, como mostrado
em (MACEDO et al., 2017a), tem-se 3; = /3 e consequentemente, w = 3V. A quantidade ¢,
que aparece no desenvolvimento das distribuicoes de probabilidade associadas a cada classe
de universalidade é uma variavel que flutua mas que varia de forma mais devagar no tempo ou
no espaco que a quantidade E. A interpretacao fisica desta varidvel seria por exemplo o fluxo
local de energia para o caso de um escoamento turbulento (SALAZAR; VASCONCELOS, 2010)
ou a temperatura local em um sistema de miltiplas escalas em equilibrio térmico (SALAZAR;
VASCONCELOS, [2012)). Neste sentido, a quantidade ¢y é o seu equivalente na escala integral,

ou seja, o fluxo de energia ou a temperatura da escala integral. A versdo normalizada de p(E)
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é dada por

w N+1,0 wE

FYy=— G — 1, 411
p( ) 250F(c?+1) 0,N+1 ( )

onde agoraa = —1/2 ew = (a+1/2)".

Esta classe de distribuicdo é uma generalizacao da distribuicdo K, que é recuperada pela
equacao no caso N = 1, e tem aplicacoes em espalhamento em meios aleatdrios
(JAKEMAN; PUSEY, [1978) e também em turbuléncia (ANDREWS et al., [1989). Em seguida sera
realizado o procedimento adotado para obter o funcional entrépico a partir da distribuicdo de
probabilidade para os dois casos mais simples, N =0 e N = 1, e depois para o caso geral de
um nimero de escalas N qualquer. E importante notar que esta classe de universalidade leva
o referido nome pois no limite assintético de argumentos grandes, a distribuicdo exponencial

esticada é recuperada.

4.2.1.1 O Ensemble de Boltzmann-Gibbs (N=0)

Fazendo N = 0 na distribuicao de probabilidade da classe de universalidade exponencial

_E N
esticada, obtém-se p(E) = %e 20 (notando-se que pela definicdo de w, quando N = 0
entdo w = 1 para qualquer valor de 3 ou a e, neste caso, torna-se facil encontrar a funcao
inversa E(p) = —2¢¢In2egp. Da condicdo apresentada na equacio (4.7)), é possivel calcular

o valor de v para o caso N = 0.
1
a=— / 9y In 2eop'dp’ = 2e0In 220 — 26y, (4.12)
0
portanto, da equacdo (4.6) obtém-se

s(p) = (2e0In2e9 — 2e0)p — 2e0p In 2e0p + 2e0p (4.13)

= —2¢opInp, (4.14)

que tem exatamente a mesma forma funcional da entropia de Shannon, e esta é recuperada
quando 2¢q = 1. Utilizando a definicdo s(E) = s(p(FE)) e substituindo a expressdo para p(FE)
em s(p), tem-se

E -
s(E) = 26062£ —In 2¢. (4.15)

Note que, como mostrado acima, o caso N = ( recupera a tdo conhecida entropia de

Shannon e este cenario equivale a Teoria-H levando em conta todas as escalas de comprimento
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ou tempo de uma sé vez. Considere por exemplo o caso de um jato turbulento como discutido
em detalhes em (MACEDO et al} [2017b); ao se medir a distribuicdo de probabilidade dos
incrementos de velocidade na escala integral, esta vai ter um formato Gaussiano, ou seja, p(xQ)
com N = 0 (onde z é o incremento de velocidade). Por outro lado, ao se medir a distribui¢do
de probabilidade dos incrementos de velocidade nas menores escalas (intervalo inercial), o
comportamento hieradrquico se mostra bastante presente e distribuicao de probabilidade se
afasta de um formato Gaussiano para assumir o formato de exponencial esticada, ou seja,

p(x?) com N > 0.

4.2.1.2 O Ensemble K (N=1)

Partindo da equacdo (4.2.1) com N = 1, recupera-se a distribuicdo K:

w a0 | — |wE 2w(wE /2e0)¥? wE
E)= —Gy — | = Ko 24— . 4.16
P(E) 2¢ol(a+ 1) 2 w0 2¢e 2¢0'(a + 1) 2¢e (4.16)

O procedimento que serd seguido neste caso para obter o funcional entrépico a partir da
distribuicao de probabilidade é o mesmo adotado no caso anterior, para N = 0. No entanto,
como para N = 1 a distribuicdo nao é invertivel, serdao necessarios varios passos intermediarios
para chegar no resultado desejado. Este procedimento é iniciado pelo calculo de « fazendo uso
da equacdo (4.9) com p(E) assumindo a forma dada na equacio . Para se computar
esta integral é necessario utilizar a definicdo da funcao G de Meijer, que é construida a partir
de uma transformada inversa de Mellin. Aplicando uma transformacdo de Mellin a definicdo

da funcdo G de Meijer fornecida em (BATEMAN, (1953)), obtém-se

—

0o 1 CLp

/ S~ Ggmn
0 p,q =
b

n eI T (b +s) i T (I—a;—s)
?:m—i—l F(l—b;—s) H?zn—&-l I'(a; +s)

nr | de = (4.17)

q

Utilizando este resultado na equacdo (4.9) com p(E) dado pela equacido (4.16)) tem-se

2,0 - wk

o0 w
— dE ——G —
/0 omeol(a 4+ 1) 0.0 2

(4.18)

o =

Comparando a integral acima com a equacdo (4.17)) é simples notar que s = 1 e n = w/2¢y.

Portanto,
w 260
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Definindo s(E) = s(p(E)) e derivando com respeito a £ em ambos os lados a equagdo
(4.6]), obtém-se
§(E) = (E+a)p'(E) = (E—1)p'(E). (4.20)

Integrando ambos os lados da equacdo acima é possivel encontrar a expressdo para s(E):
s(E) = /dE’(E’ —a)p(E), (4.21)
que fazendo uso da regra do produto para a integrac3o, fica
s(E) = (E — )p(E) — / p(E)dE. (4.22)

Utilizando a propriedade de integracdo da funcdo G de Meijer (BATEMAN, [1953), é possivel
chegar na express3o final para o funcional entrépico s(F)
wkE

1. 4.23
2o (4.23)

S(B) = (B = Dp(B) + 5 —Gb

a+1,0

4.2.1.3 Caso geral (N>1)

Nesta secdo sera calculado o funcional entrépico s(E) a partir da distribuicdo de probabi-
lidade p(E) para o caso geral com um nimero N de escalas hierdrquicas. A sequéncia l6gica
seguida serd exatamente a mesma adotada nos casos anteriores e tem inicio ao se calcular

o valor de « através da definicdo (4.9) utilizando para p(E) a expressdo geral (4.11]). Desta

forma,
> w Ny1o | T |wE
o= — dE—— -Gy Ny — 4.24
/0 2el(@+1) "V L |25 (4.24)
a,0
Usando mais uma vez a transformacao de Mellin para avaliar esta integral, obtém-se
L T+1)...Ta+1)TO) = —1 (4.25)
a=——"—=1(a . I(a = —1, .
['(@a+1)

N vezes
onde na (ltima igualdade utilizamos a definico I'(@ + 1) = [T}_, T'(a + 1) = ['(a + 1)V.
Novamente, definindo s(E) = s(p(F)) e derivando ambos os lados em relacdo a E junta-

mente com a equacao ((4.6)),

S(E) = —p/(B) + Ep(E) = (E — )y/(E). (4.26)
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Integrando ambos os lados da equacdo acima e utilizando a propriedade da integral do produto,
obtém-se

S(E) = (E —1)p(E) — /p(E)dE. (4.27)
Utilizando as propriedades da funcdo G de Meijer é possivel avaliar a integral na equacdo

acima:

E
220, (a28)

/ w GN+1.0 T |wE dE wk GN+1.0
QEQF 280

S\ JO,N+1 = = S A\ CJO,N+1
(@+1) g0 1% 2e01'(d@ + 1) _—

)

e finalmente chega-se na expressao final para o funcional entrépico obtido a partir da distri-

buicdo de probabilidade p(F) dada,

wkE

w
S(B) = (E = Dp(E) + ~— G}, o

(4.29)
a+1,0

A figura mostra um plot paramétrico de s(p) para N variando de 1 a 5 para a classe
de universalidade Exponencial Esticada. Para estas curvas foram usados os valores a = 1 e

valores de w e ¢ tais que o quociente w/2gy = 1.

4.2.2 Classe de Universalidade Lei de Poténcia

Nesta secdo serad aplicado o mesmo procedimento adotado anteriormente para a obtencdo
do funcional entrépico s(E) a partir da distribuicdo de probabilidade p(E), que neste caso é

dada por

(=i
V2rwel(3 + 1) 0

E
20.]80

, (4.30)

onde as definicdes expostas para a classe de universalidade Exponencial Esticada continuam

validas e cuja versao normalizada é dada por

E

1 ~| —a
p(E) = -—— =Gy Yoo

= 4.31
2&)801—‘(6) Nl 0 ( )

onde foi utilizada a substituicdo a = 3+ 1/2. Note que neste caso também se tomado N = 0,
é recuperado o ensemble de Boltzmann-Gibbs com uma pequena modificacao no termo que

multiplica E’; portanto, ndo se faz necessaria a abordagem deste caso particular para a classe
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Figura 28 — Plot paramétrico de s(p) para N variando de 1 a 5 e valores de pardmetros a = 1 e w e &g foram
escolhidos para cada caso de forma que o quociente w/2¢o = 1.
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Fonte: elaborada pelo autor.

de Lei de Poténcia. Novamente, esta classe de universalidade ganhou o referido nome pois
uma distribuicdo na forma de lei de poténcia é recuperada no limite assintético de argumentos

grandes para p(E).

4.2.2.1 Ensemble Gaussiano Extendido (N=1)

Nesta secdo sera obtido o funcional entrépico s(F) a partir da distribuicdo de probabilidade
associada a classe de universalidade de Lei de Poténcia para o caso especifico N = 1. Da

equacdo ({4.31)) com N =1, tem-se

= 7G ’
2weel'(a) !

p(E (4.32)

0 20.]80

Nesta forma assumida pela distribuicao de probabilidade, a funcio G de Meijer assume uma

forma funcional bastante simples, dada por

a
Gﬂ r| =T(1—a+0b)z’(14z)* "t (4.33)
b
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Portanto, p(E) pode ser escrita como

1
"~ 2weol(a)

E -l E N\ —(a+D)
) ¢ (1+ ) . (4.34)

E I'(1 1 =
P(E) ( +a)< + 2weg 2we 2weg

A equacao acima pode ser escrita em termos de uma distribuicdo g-Gaussiana como mostrado

p(E) =Cqf (W) : (4.35)

onde f(x) é a distribuicdo g-Gaussiana com pardmetro 5 = 1, C,, é uma constante de norma-

abaixo:

lizacdo e o parametro ¢ pode ser determinado em termos do parametro a através da seguinte

relacao
a+2
= . 4.36
1 a-+1 ( )

O parametro g deve sempre ser menor que 3, do contrario a distribuicdo g-Gaussiana n3o
é normalizavel; isto pode ser verificado como valido para o caso em tela, pois ¢ < 3 implica
em um valor no pardmetro a a condicdo a > —1/2 e o pardmetro a é sempre positivo, por
definicdo. Por fim, note que apesar de ser possivel representar a distribuicdo de probabilidade
da classe de universalidade da Lei de Poténcia como uma distribuicdo g-Gaussiana, ndo é
possivel recuperar a entropia de Tsallis utilizando o procedimento descrito devido a condicao

de energia ilimitada escolhida para extremizar o funcional (4.5]).

4.2.3 Caso geral (N>1)

Agora sera calculado o funcional entrépico s(F) a partir da distribuicdo de probabilidade
p(F) associada a classe de universalidade Lei de Poténcia para um caso genérico com N > 1.

Novamente o processo se inicial com o célculo de «

o0 1 | —a| B
=— dE —— Gy 4.37
“ /0 2wepl (@)~ M 0 2weg (437)
Utilizando o resultado da equagdo (4.17)) é possivel encontrar o valor de «
1
a=———2wel(1)['(a) = —1. (4.38)

 2weol(@)
Definindo s(E) = s(p(E)) e derivando ambos os lados da equacdo com relacdo a E e

representando o lado direito da equacdo pela (4.9)

s'(E) = s'(p(E)p(E) = (E - 1)p'(E). (4.39)
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Integrando ambos os lados da equacdo acima, chegamos a uma expressdo para o funcional

entrépico

FE
2weg

S(B) = (B~ 1p(E) - [ mg}ﬁ (4.40)

0

Utilizando as propriedades da funcao G de Meijer é possivel computar a integral no lado direto

da igualdade da equacdo acima para chegar na versao final do funcional entrépico

1 LN —a+1

E
——C
N 2wepl (@) M

2&]80

s(E)=(E—1)p(F) (4.41)

0

A figura mostra um plot paramétrico de s(p) para N variando de 1 a 5 para a classe
de universalidade Lei de Poténcia. Para estas curvas foram usados os valores a = 1 e valores
de w e g tais que o produto 2wey = 1. A figura [30] mostra uma comparagdo entre as curvas
paramétricas s(p) para as classes de universalidade Exponencial Esticada (linhas continuas no
grafico) e Lei de Poténcia (linhas tracejadas no grafico) com N variando de 1 a5, a=1¢e

parametros escolhidos de tal forma que o termo que acompanha a variavel ' nas equacoes

(4.29) e (4.41) sejam sempre iguais a unidade para critério de comparac3o.

Figura 29 — Plot paramétrico de s(p) para N variando de 1 a 5 e valores de pardmetros a = 1 e w e g( foram
escolhidos para cada caso de forma que o produto 2weg = 1.

Plot paramétrico de s(p)

0.5 -

0.4 -

u B WN -

0.1-

0.0 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

Fonte: elaborada pelo autor.



86

Figura 30 — Comparacdo entre as curvas paramétricas s(p) para as classes de universalidade Exponencial
Esticada e Lei de Poténcia com NN variando de 1 a 5, a = 1 e pardmetros w e ¢( escolhidos de

tal forma que o termo que acompanha a varidvel E nas equacdes (4.29) e (4.41) sejam sempre
iguais a unidade.
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Fonte: elaborada pelo autor.

4.3 TERMODINAMICA ESTOCASTICA

A teoria-H é inerentemente estocastica, desta forma, os fenémenos por ela descritos sdo
governados pela Termodinamica Estocastica. Nesta secdo sera feita a conexdo entre a teoria
da Termodinamica Estocastica e as descobertas apresentadas anteriormente.

A partir de uma distribuicdo de probabilidade dependente do tempo p(z,t) que satisfaz a

seguinte equacdo de continuidade:
Op(x,t) = =V - J(, 1), (4.42)

onde J(z,t) é a densidade de corrente de probabilidade associada a distribuicdo de probabili-

dade p(z,t). Esta densidade de corrente de probabilidade é dada por

-

J(z,t) = @z, t)R(p(x,t)) — DVp(z,t), (4.43)

onde u(z,t) é um campo potencial arbitrario, D é o coeficiente de difusdo e R(p(x,t)) é o

"raio de curvatura" no espaco de probabilidades

R(p(z,1)) = -

757 2 (4.44)
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A entropia dindmica é

— [ dzs(ple, 1)), (4.45)

Tomando da derivada com relacao ao tempo da equacao acima, obtém-se

S{t) = / das/(p(x, 1)) - (4.46)

Substituindo o lado direito da equagdo de continuidade (4.42)) na dltima equagdo:

dzs' (p(z, 1))V - J(x, t). (4.47)

Para avaliar a integral presente no lado direito da igualdade acima, é necessario usar a identi-
dade do calculo vetorial

V- (f@)=fV-i+Vf-a, (4.48)

onde f é uma funcdo escalar @ é um campo vetorial. Se na equacdo (4.48)), for substituido @

por i(x,t) e f por S(p(x,t)), apbs rearranjar os termos e integrar os dois lados da equacio,

/dxs'(p(x,t))ﬁ T(x,t) /de s(p(z, ) J(x, /da:Vs pla, 1)) - J(x,t). (4.49)
Aplicando o teorema de Stokes no primeiro termo do lado direito da equacdo acima e relem-
brando que a densidade de corrente de probabilidade desaparece no infinito, é possivel eliminar

este termo. Além disso, usando a regra da cadeia para Vs'(p(z, 1)), a equacio (4.47) vira

-

_ " = 7, _ ﬁp@%t) ) J(x’t)
= /dms (p(x,t))Vp(z,t) - J(x,t) = —/dm Rop@.D) (4.50)

Na dltima igualdade da equacdo anterior foi utilizada a definicdo de R(p(x,t)). Da equacdo

1) é possivel reescrever ﬁp(x,t) como

—

Vp(z,t) = —J(g D, ﬁ(x’w%p(x’m. (4.51)
Substituindo a expressao por ﬁp(:ﬁ, t) na equacdo , tem-se
S(t) = TI(t) — (1), (4.52)
onde
/ da:DRx(t))) >0 (4.53)

é a taxa de producdo de entropia e

/dx :C t) - d(z,t) (4.50)
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é o fluxo de entropia. E possivel ver que assim como no caso da termodindmica, a entropia
também desempenha um papel central na dindmica dos sistemas longe do equilibrio. Enquanto
o equilibrio termodindmico é obtido no estado de maxima entropia, na termodinamica estocas-
tica, os estados estacionarios s3o selecionados pelo principio de méaxima producdo de entropia,
como discutido detalhadamente em (ENDRES, 2017)). Portanto, é a entropia a responsavel pela
dindmica dos sistemas longe do equilibrio.

Agora sera introduzida a condicdo de balanco detalhado

u(z,t)
D

— —Ve(z, 1), (4.55)

onde 5 = 1/KgT e e(x,t) é uma densidade de energia dependente do tempo com compor-
tamento assintético dado por

lim e(z,t) = geq(2). (4.56)

t—o00

No equilibrio, tem-se J(x,t) = 0 e portanto, da equacdo (4.43),

ﬁ(l‘,t) _ 6p(mﬂf) _ " =
D R —s"(p)Vp. (4.57)

Substituindo a dltima igualdade da equacdo anterior na condicdo de balanco detalhado, obtém-

se

—

BVeu(r) = " (p)Vp (4.58)

Da definicdo de s(p), e da equacdo (4.6)),

s"(p) = E'(p), (4.59)

portanto,
BVee(z) = E'(p)Vp = VE(p), (4.60)
E(p) = Beey(). (4.61)

Finalmente, como p(F) é a inversa de E(p), tem-se

o 1 N+1,0
peq(l') - Z(ﬁ)r(c—i) GO,]—\i_f-i-l 670 BEeq(.CE) ) (462)
onde
1 N+1,0
2(8) = gy | ArGaRS Feeg() | (4.63)

a0
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E exatamente esta a conexdo entre a formulacdo entrépica discutida na secdo e a Ter-

modinamica Estocastica que acabou de ser abordada nesta secdo. Definindo a energia interna

como
Ut) = / dze(z, t)p(z, 1) (4.64)
e computando a derivada temporal da energia interna, tem-se
. t t
U(t) = / da;s(x,t)apgt’ ) 4 / dxp(m,t)aggxt’ ), (4.65)

Substituindo a equacdo da continuidade no primeiro termo do lado direito da equacdo anterior,

—

Ut) = —/dms(m,t)ﬁ- (z,1) —i—/dxp(x,t)ag(x’t).

ot

(4.66)

Realizando a integracdo por partes o primeiro termo no lado direito da equacdo anterior e

relembrando que a densidade de corrente de probabilidade desaparece no infinito,

-

Ut) = / drVe(z,t) - J(z,t) + / dwp(z, 1) 228

ot

(4.67)

Substituindo a condicao de balanco detalhado por ﬁe(m, t), obtém-se a versdo estocastica da

primeira lei da termodinamica

U(t) = Q(t) = W(t), (4.68)
onde
Q(t) = —KgTd(t) (4.69)
é a taxa de troca de calor e
W(t) = — /dxp(x,t)agg’ H (4.70)

é a taxa de trabalho.

Finalmente, da definicdo de R(p) juntamente com a equacdo ({4.6)),

1 dp
R(p) = — == 4.71
0)= 50 = b (a.71)
Desta forma é possivel definir a funcao
R(E) = —p'(E). (4.72)

Tendo em vista que para o ensemble de Boltzmann-Gibbs R(p) = p, é instrutivo introduzir a
funcao

A(p) = —= (4.73)
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Figura 31 — Plot paramétrico de A(p) para as diferentes classes de universalidade com N variando de 1 a 5.
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Fonte: elaborada pelo autor.

para medir o desvio com relacdo a entropia de Boltzmann-Gibbs de um funcional entrépico

dado. De forma equivalente, é possivel definir a mesma funcdo em termo da energia

A(E) = i((g)). (4.74)

Um plot paramétrico de A(p) é mostrado na figura . Note que no grafico a entropia se

desvia fortemente da linearidade quando p — 0, o que indica uma forte tendéncia para eventos

raros, o que explica as caudas pesadas inerentes do ensemble K.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSOES

Nesta tese foram apresentados dois temas distintos e seus desdobramentos: a modelagem
matematica da pandemia de Covid-19 e versao entrépica heterotipica da Teoria-H. Comecando
pelo capitulo 2, foi feita uma revisdo histérica do desenvolvimento dos modelos epidemiolégi-
cos, desde seu surgimento com o estudo de Daniel Bernoulli, passando pelo trabalho seminal
de Kermack e McKendrick, até os modelos atuais.

Dentro do tema de modelagem matematica da pandemia de Covid-19 foram utilizadas
duas classes de modelos para estudar as curvas epidémicas: os modelos compartimentais e
os modelos de crescimento logistico. A primeira classe de modelos tem vasta literatura na
area e é amplamente utilizada por sua completeza na descricdo de uma epidemia através de
seus parametros, que tém uma clara interpretacdo epidemiolégica e podem inclusive incluir
a dindmica de vetores de infeccdo como mosquitos ou roedores, periodos de incubacao da
doenca ou até mesmo a demografia da populacdo.

Apesar das vantagens de citadas, foi mostrado ao longo desta tese que os modelos com-
partimentais tradicionais n3o sdo capazes de descrever bem as curvas epidémicas da Covid-19
devido a sua complexidade, trazida pelo comportamento da populacdo e da efetividade (ou
falta dela) das medidas de prevencdo e mitigacdo implementadas pelas autoridades de satide
publica, como uso obrigatdrio de mascara em locais publicos, distanciamento social, fecha-
mento de escolas ou até mesmo lockdown.

Os modelos de crescimento logistico, que compdem a segunda classe de modelos epidemi-
olégicos estudados nesta tese, trazem consigo a simplicidade dos modelos fenomenoldgicos,
descrevendo as curvas epidémicas acumuladas em termos de pardametros genéricos e, a priori,
sem uma clara interpretacdo epidemiolégica. Além disso, essa classe de modelos muitas vezes
tem uma formulacao matematica muito simples, o que faz com que possam ser descritos de
forma explicita, contrapondo-se aos modelos compartimentais, que sao formulados em termos
de equacdes diferenciais ordinarias e necessitam de integracdo numérica para produzirem seus
resultados.

Com esta classe de modelos foi possivel descrever as curvas epidémicas com altissimo
grau de compatibilidade através dos ajustes numéricos realizados, até mesmo nos casos mais

complexos. Ainda utilizando os modelos de crescimento logistico mostramos que, utilizando
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parametros dependentes do tempo, é possivel modelar curvas epidémicas que apresentam um
numero arbitrario N de ondas.

Em seguida foi apresentado o software ModInterv, que implementa todos os modelos de
crescimento logistico discutidos ao longo da tese. Este software foi desenvolvido com uma
interface bastante simples e intuitiva para possibilitar seu uso por varios tipos de usuarios,
desde pesquisadores a autoridades de satde publica ou mesmo o plblico em geral. Através do
ModInterv é possivel é possivel acompanhar a evolucdo da epidemia de Covid-19 em todos os
paises e nas cidades e estados do Brasil e dos Estados Unidos, possibilitando analisar as curvas
epidémicas destas localidades para fazer previsdes de curto prazo e determinar o estagio atual
da epidemia para a curva em questao.

O segundo tema abordado nesta tese foi a formulacdo entrépica heterotipica da Teoria-H,
na qual foi descrito o procedimento geral para encontrar um funcional entrépico a partir de uma
distribuicdo de probabilidade. Este calculo foi conduzido para as duas classes de universalidade
previstas pela Teoria-H para um ndmero arbitrario N de escalas hierarquicas. A conexao entre
as discussbes sobre o tema referido e a teoria da Termodinamica Estocastica foi mostrada
em detalhes e o papel da entropia como peca fundamental na dindmica dos sistemas fora do

equilibrio foi ressaltada.

5.2 PERSPECTIVAS

A versatilidade dos modelos de crescimento logistico nos permitiu analisar e entender
melhor a dindmica da epidemia de Covid-19 ao redor do mundo, como a rapidez com que a
curva epidémica acumulada se aproxima do platd de saturacdo a depender das medidas de
mitigacdo (ou falta delas) impostas pelas autoridades de satide piblica. Estes modelos podem
ser utilizados para estudar e lancar luz sobre outras epidemias que jad assolaram o mundo
anteriormente.

No ambito do software ModInterv, com sua facilidade de uso e versatilidade da aplicacdo
de modelos matematicos sofisticados de uma forma completamente automatizada o tornam
uma ferramenta de grande valor para a classe cientifica e para as autoridades de sadide publica.
Nosso grupo de pesquisa planeja expandir a aplicabilidade do software para receber os dados
de outras pandemias que ja passaram pelo mundo a fim de fornecer uma ferramenta unificada
para estudo de epidemias dos mais variados tipos.

Para a formulacdo entrépica heterotipica da Teoria-H, planejamos incrementar seu estudo
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com analises mais detalhadas em alguns pontos e com algumas aplicacoes tedricas e compu-

tacionais para ilustrar o potencial de sua utilizacdo em varios fen6menos.
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