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RESUMO

Esta Tese apresenta estudos em duas áreas distintas da Física. No primeiro, analisamos um
sistema hierárquico e computamos a entropia heterotípica da teoria H para as duas classes de
universalidade resultantes da teoria; neste âmbito, mostramos que partindo de uma densidade
de probabilidade conhecida, podemos encontrar a entropia para o sistema em questão. Estas
entropias são denominadas heterotípicas, pois diferem da tradicional entropia de Boltzman-
Gibbs e são representadas de forma analítica em termos de funções G de Meijer. Ainda neste
tema, discutimos a termodinâmica estocástica e mostramos sua conexão com a formulação
entrópica heterotípica. No segundo, aplicamos modelos de crescimento generalizados às curvas
epidêmicas de Covid-19 e realizamos ajustes numéricos, nos quais obtivemos excelentes resul-
tados. Ainda neste tema, propusemos um modelo de crescimento com parâmetros dependentes
do tempo para modelar curvas epidêmicas da Covid-19 com múltiplas ondas de infecções (ou
mortes) e também neste caso mostramos através de excelentes ajustes numéricos que o modelo
proposto descreve muito bem as curvas em questão. Finalmente, desenvolvemos um aplicativo
web que aplica os modelos de crescimentos às curvas epidêmicas da Covid-19 para Países e
Estados e Cidades no Brasil e nos Estados Unidos, através do qual o usuário pode monitorar a
evolução da pandemia em uma dada localidade, obter informações relevantes sobre sua dinâ-
mica e fazer previsões de curto prazo baseadas nos modelos de crescimento implementados.

Palavras-chave: mecânica estatística; sistemas complexos; entropia; modelos de crescimento;
Covid-19.



ABSTRACT

This Thesis presents studies in two distinct areas of Physics. In the first one, we analyze a
hierarchical system and compute the heterotypic entropy of the H-theory for the two univer-
sality classes resulting from this theory; in this scope, we show that starting from a knwown
probability density, one can find the expression for the entropy of the system at hand. These
entripies are called heterotypical, because they differ from the standard Boltzmann-Gibbs en-
tropy and are represented analitically in terms of the Meijer-G functions. Still in this theme, we
discuss the stochastic thermodynamics and show its connection with the entropic heterotypical
formulation. In the second one, we apply generalized growth models to the epidemic curves
of COVID-19 and perform numerical fits, in which we obtained excellent results. Still in that
scope, we proposed a growth model with time dependent parameters to model COVID-19
epidemic curves with multiple waves of infections (or deaths) and also in that case we showed
throught great numerical fits that the model proposed describes very well the curves. We also
studied the growth of works related to COVID-19 deposited in preprint repositories and showed
that it can be described by a growth model previously applied to the epidemic curves; we also
showed that the rank-frequency distribution of the works in the preprint repositories follows
a Zipf-Law. Finally, we developed a web application that applies the growth models to the
epidemic curves of COVID-19 to Countries, States and Cities of Brazil and the United States.
through which the user can monitor the evolution of the pandemic in a given location, obtain
relevant information about its dynamics and make short-term predictions based on the growth
models implemented.

Keywords: statistical mechanics; complex systems; entropy; growth models; COVID-19.
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1 INTRODUÇÃO

Desde os primórdios da civilização, a humanidade sofre com doenças dos mais variados
tipos e transmitidas por uma variedade de patógenos, como a peste bubônica que assolou
a Europa em meados do século XIV e estima-se que tenha dizimado entre 50% e 60% da
população daquela região e causou uma onda de terror generalizada durante os seus 6 anos de
duração (BENEDICTOW, 2006); as duas pandemias de cólera que afetaram diversos continentes
e ao todo vitimaram aproximadamente 150 mil pessoas nos Estados Unidos e 200 mil pessoas
no México, ou ainda a pandemia de gripe espanhola, que surgiu no rastro de destruição da
primeira guerra mundial e matou por volta de 50 milhões de pessoas no total ao longo de
toda sua duração (JOHNSON; MUELLER, 2002). A figura 1 mostra uma lista com as maiores
pandemias que o mundo já enfrentou e o respectivo número de mortes causadas por cada
uma delas em relação à população mundial daquela época. Como é possível notar, a Peste
Negra (Black Death na figura) foi de longe a maior pandemia presenciada pela humanidade
até agora.

Por conta dessas e de tantas outras epidemias vivenciadas pela humanidade surgiu a ne-
cessidade de descrever e modelar as epidemias a fim de fazer previsões e suprimir os danos
causados por seu espalhamento desenfreado. O conhecimento da dinâmica assumida pela dis-
seminação de uma doença é peça fundamental na implementação de medidas preventivas ou
de mitigação, como vacinação, fechamento de escolas, isolamento social, uso de máscaras e
sanitizante para mãos.

O trabalho de Daniel Bernoulli (BERNOULLI, 1760; DIETZ; HEESTERBEEK, 2002), publi-
cado em 1760 e sucedido por uma versão expandida e mais detalhada publicada em 1766
(BERNOULLI, 1766), é considerado o primeiro modelo de epidemiologia matemática. Em seu
trabalho, o matemático suíço analisou a eficácia da inoculação de pequenas quantidades do
vírus para o aumento da expectativa de vida da população. O próximo grande passo na epide-
miologia matemática foi dado com o trabalho do médico londrino e ganhador do prêmio Nobel
de medicina do ano de 1902, Sir Ronald Ross (ROSS, 1911). Em seu trabalho Ross mostrou
que, ao contrário do que se pensava na época, seria possível eliminar a malária de uma dada
população sem a necessidade de eliminar por completo os mosquitos, mas sim reduzindo seu
número abaixo de um certo limiar. Para isto, Ross utilizou um modelo compartimental que
incluía humanos e mosquitos e analisou a dinâmica da transmissão de tal doença para a po-
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pulação; ainda nesse trabalho Ross introduziu o conceito de taxa básica de reprodução, que
tem ocupado papel central na epidemiologia matemática desde então.

Os modelos compartimentais chegaram na forma que são utilizados na atualidade com o
extenso trabalho de Kermack e McKendrick publicado ao longo de 6 anos em um total de 3 arti-
gos (KERMACK; MCKENDRICK, 1927; KERMACK; MCKENDRICK, 1932; KERMACK; MCKENDRICK,
1933). Em seu estudo eles apresentaram um modelo que contava com três compartimentos,
a saber: Suscetíveis, Infecciosos e Removidos (que incluía mortos e recuperados da doença);
esta versão do modelo SIR tornou-se bastante popular e teve uma massificada aplicação para
as mais diversas doenças e ganhou, ao longo dos anos, vários desdobramentos com a inclusão
de novos compartimentos, gerando modelos altamente personalizáveis e complexos. A figura
2 mostra um ajuste numérico feito por Kermack e McKendrick utilizando seu modelo compar-
timental para descrever o número de mortes causadas pela Peste Bubônica em uma epidemia
na ilha de Bombay na Índia entre dezembro de 1905 e julho de 1906 em função do número de
semanas desde a primeira morte.

Figura 1 – Comparativo entre o total de mortes causadas pelas diferentes epidemias e pandemias de doenças
infecciosas ao longo da história ao redor do mundo em relação à população global estimada na
época.

Fonte:(LEPAN, 2020).
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Figura 2 – Ajuste numérico feito por Kermack e McKendrick utilizando um modelo SIR para descrever o
número de mortes em decorrência de uma epidemia de Peste Bubônica na ilha de Bombay, na
Índia, entre dezembro de 1905 e julho de 1906 em função do número de semanas desde a primeira
morte.

Fonte:(KERMACK; MCKENDRICK, 1927).

A epidemiologia matemática foi mais uma vez posta a prova quando no início de 2020
o mundo se deparou com o que viria a ser uma das maiores crises sanitárias de todos os
tempos. A doença causada pelo vírus SARS-CoV-2 surpreendeu a humanidade com seu poder
destrutivo e fez, ao longo de mais de 3 anos, quase 7 milhões de vítimas segundo a Organização
Mundial da Saúde (OMS). Inicialmente detectada em Wuhan, na China, no final de 2019, a
Covid-19 apresentou-se como uma Síndrome Respiratória Aguda Grave (SRAG) na maioria dos
pacientes infectados. Dentre os sintomas mais comuns estavam tosse, febre, dores no corpo e
dispneia (dificuldade para respirar). No entanto, alguns pacientes evoluíram para quadros de
saúde mais sérios, apresentando falta de ar e baixos níveis de saturação de oxigênio, o que
fez com que muitos pacientes necessitassem de acompanhamento médico em Unidades de
Tratamento Intensivo (UTIs) e intubação para realização de respiração por meio de aparelhos.

Logo nos primeiros meses a comunidade científica engajou-se nas mais diversas áreas,
atuando no sequenciamento genético do vírus e de suas variantes, no teste de possíveis medi-
camentos para prevenir e amenizar os sintomas causados pela doença, no desenvolvimento de
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vacinas, ou ainda na descrição da dinâmica e evolução da epidemia nas diversas localidades,
considerando uma variedade de fatores coadjuvantes como clima, localização geográfica, índice
de desenvolvimento humano, entre tantos outros.

Ainda nesta última área, foram utilizados os mais diversos modelos, como os modelos
baseados em agentes (KERR et al., 2021) descrevendo a transmissão do vírus entre indivíduos,
os modelos compartimentais tradicionais como SIR e SIRD (MACÊDO et al., 2021) e também
versões modificadas e estendidas destes, e os modelos fenomenológicos, como os modelos de
crescimento logístico (VASCONCELOS et al., 2020) que descrevem a evolução da epidemia em
termos de parâmetros simples, porém sem uma clara interpretação epidemiológica.

A presente tese aborda duas das classes de modelos mencionadas anteriormente, a saber:
modelos compartimentais e modelos fenomenológicos. Os modelos compartimentais possuem
uma clara interpretação epidemiológica e têm vasta aplicação e abordagem na literatura da epi-
demiologia matemática desde sua consolidação e popularização com os trabalhos de Kermack
e McKendrick. No entanto, sua aplicação encontra alguns desafios pois necessita de dados
confiáveis e bem estimados e coletados para cada um de seus compartimentos para o bom
funcionamento do modelo. A pandemia de Covid-19 se mostrou especialmente desafiadora
para tais modelos devido à subnotificação de casos confirmados e de pacientes recuperados da
doença, restando apenas os dados de mortes em decorrência da infecção como fonte confiável
de informação, o que gera consideráveis problemas na realização de ajustes numéricos com o
modelo.

Os modelos de crescimento logístico, de certa maneira desprovidos de clara interpretação
epidemiológica para seus parâmetros, trazem em contrapartida a simplicidade computacional e
matemática, muitas vezes podendo ser descritos em termos de expressões analíticas. Além da
simplicidade, os modelos fenomenológicos não dependem dos diversos compartimentos epide-
miológicos como os modelos compartimentais, tornando possível sua aplicação com excelentes
resultados a curva epidêmicas das mais diversas localidades e com diferentes graus de comple-
xidade. Notamos ainda que é possível construir um mapa entre os modelos compartimentais e
os modelos de crescimento logístico, trazendo significado epidemiológico para os parâmetros
destes últimos.

Utilizando os modelos fenomenológicos discutidos ao longo deste trabalhos, foi implemen-
tado um software online chamado ModInterv (BRUM et al., 2023; BRUM et al., 2022), que
disponibiliza para pesquisadores, autoridades de saúde pública e o público em geral uma fer-
ramenta de fácil acesso para o acompanhamento e realização de algumas previsões de curto
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prazo sobre a evolução das curvas epidêmicas em uma dada localidade escolhida pelo usuá-
rio. O software está disponível para acesso no endereço <https://fisica.ufpr.br/modinterv> e
através dele podem ser consultadas as curvas epidêmicas (curvas acumuladas de casos con-
firmados ou mortes) para todos os países, todas as cidades e estados do Brasil e dos Estados
Unidos. Além disso os modelos de crescimento logístico podem ser aplicados a estas curvas
para analisar e determinar o atual estágio epidêmico em que se encontra tal localidade.

Ainda nesta tese é apresentado um trabalho desenvolvido na área de mecânica estatística
que aborda um tema central tanto na física quanto na nossa vida cotidiana: a entropia. Esta
grandeza que é considerada como um dos conceitos mais difíceis de se compreender é uma velha
conhecida da humanidade e está presente em todos os aspectos da vida, desde a sensação de
frio ou de calor, fome ou saciedade, até a expansão de um gás em um ambiente sem barreiras.
Apesar de só ter sido formalmente definida em 1865 por Clausius (CLAUSIUS, 1865), a entropia
já estava presente nas discussões de Carnot e na sua versão inicial das leis da termodinâmica
em 1824.

A entropia encontrou aplicação nas mais diversas áreas, passando pela teoria dos jogos,
economia e até mesmo cosmologia, sempre guiando a dinâmica dos processos, servindo como
uma "seta do tempo" (BLUM, 1968) para os sistemas. Nesta tese abordamos o aspecto hete-
rotípico da entropia para sistemas hierárquicos através da Teoria-H, uma teoria que é aplicada
na descrição de sistemas hierárquicos com múltiplas escalas (de comprimento, tempo, etc) em
que há fluxo de energia entre elas, mostrando como é possível obter um funcional entrópico
partindo de uma distribuição de probabilidade.

A sequência da presente tese está dividida da seguinte forma: no capítulo 2 são discutidos
em detalhes os modelos compartimentais e fenomenológicos. Para cada uma destas classes de
modelos é apresentada uma introdução histórica mostrando o desenvolvimento de cada um
deles desde sua aparição na literatura até as versões mais modernas e utilizadas nos estudos
discutidos. Além disso, são exibidos ajustes numéricos que mostram a excelente concordância
entre os modelos e as curvas epidêmicas empíricas.

Em seguida, no capítulo 3, é discutida a implementação do software ModInterv, um apli-
cativo que implementa os modelos de crescimento logístico discutidos no capítulo 2 e que
disponibiliza amplamente e de forma acessível para qualquer público uma forma de monitorar
a evolução da pandemia de Covid-19 em todos os países, nas cidades e estados do Brasil e
dos Estados Unidos.

No capítulo 4 é elaborada a versão entrópica heterotípica da Teoria-H. Neste capítulo é

https://fisica.ufpr.br/modinterv
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mostrado como se obter um funcional entrópico a partir de uma distribuição de probabilidade
e este procedimento é aplicado para as duas classes de universalidade previstas pela Teoria-
H para um número arbitrário N de escalas. Além disso, é feita a conexão com a teoria da
Termodinâmica estocástica, ressaltando-se o papel fundamental da entropia na dinâmica dos
sistemas fora do equilíbrio.

A presente tese é encerrada com a apresentação das conclusões e discussão sobre as
perspectivas no capítulo 5.
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2 MODELAGEM MATEMÁTICA DA PANDEMIA DE COVID-19

A pandemia de Covid-19 se consolidou como uma das crises sanitárias mais graves da
história, tendo vitimado desde sua primeira fatalidade um total de quase 7 milhões de pessoas
ao redor do mundo. Tendo seu fim decretado oficialmente pela Organização das Nações Unidas
em 5 de maio de 2023, a emergência global de saúde causada pela Covid-19 mostrou a
importância de entender a evolução de uma doença na população para tomar decisões acerca
de medidas de controle como lockdown, fechamento de escolas, uso obrigatório de máscaras.

Durante a referida pandemia, as medidas de controle tiveram papel fundamental na dimi-
nuição da velocidade de espalhamento da doença, evitando assim centenas de milhares (ou
até milhões) de mortes. Entretanto, a adoção destas medidas deve ser feita baseada em dados
científicos que consigam capturar o panorama geral e dar indicativos sobre a situação tende a
evoluir. Isto é obtido através de modelos matemáticos bem estabelecidos na literatura cientí-
fica e quando aplicados aos dados empíricos, conseguem capturar características importantes
da evolução da pandemia em uma dada localidade através dos seus parâmetros.

Através da aplicação destes modelos aos dados empíricos de uma determinada localidade
é possível fazer previsões e tomar decisões bem embasadas. Tais medidas ajudam a diminuir
o espalhamento da doença, a manter o sistema de saúde funcionando em níveis aceitáveis e a
salvar milhares de vidas (DAVIES et al., 2020; DAVIES et al., 2021).

Neste capítulo vamos apresentar uma breve revisão dos modelos matemáticos para a mode-
lagem de epidemias. Estes modelos foram utilizados de forma bem sucedida para a modelagem
da pandemia da Covid-19 em vários países, estados e cidades.

Nas seções 2.1 e 2.2 apresentaremos uma coleção de modelos de crescimento logístico com
diferentes níveis de complexidade, desde o modelo logístico simples com apenas 2 parâmetros
até o mais complexo com 5 parâmetros e sua extrapolação com parâmetros dependentes do
tempo para a acomodação das várias ondas epidêmicas.

Na seção 2.3 revisitamos os modelos compartimentais, considerando desde o modelo mais
simples, com apenas 2 compartimentos, até o modelo com 4 compartimentos e parâmetros
dependentes do tempo para novamente acomodar diferentes ondas epidêmicas.
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2.1 MODELOS DE CRESCIMENTO LOGÍSTICO

Os modelos de crescimento logístico têm sido usados para modelagem de problemas e sis-
temas há quase 200 anos, desde quando o matemático belga Pierre François Verhulst publicou
uma série de 3 artigos entre 1838 e 1847 introduzindo o modelo logístico como ferramenta
matemática para modelar o crescimento populacional (VERHULST, 1838; VERHULST, 1845;
VERHULST, 1847). Este modelo sofreu várias generalizações ao longo dos anos, aumentando
cada vez mais a sua complexidade e expandindo a gama de fenômenos que podem ser descri-
tos por ele através da adição de parâmetros que modificam seu comportamento assintótico.
Estas modificações e generalizações serão abordadas em detalhes, juntamente com aplicações
a modelagem da pandemia de Covid-19, ao longo desta seção.

2.1.1 Modelo de Richards

Uma das primeiras versões modificadas do modelo logístico original foi introduzida em
1959 pelo botânico inglês Francis John Richards (RICHARDS, 1959) como forma de auxiliar
os ajustes numéricos em suas análises experimentais. O modelo ou curva de Richards, como
ficou conhecido, é definido pela equação diferencial ordinária A equação diferencial ordinária
que descreve tal modelo é dada por (WANG; WU; YANG, 2012):

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑟𝐶(𝑡)

[︃
1 −

(︃
𝐶(𝑡)
𝐾

)︃𝛼]︃
, (2.1)

onde 𝐶(𝑡) é o número de casos ou mortes acumuladas em uma dada localidade em um tempo
t, contado em dias a partir do primeiro caso ou da primeira morte, 𝐾 é o tamanho final da
epidemia, 𝑟 é a taxa de crescimento na fase inicial da evolução e 𝛼 é um parâmetro que controla
a assimetria da curva em relação ao formato de S simétrico inerente ao modelo logístico
padrão, caso que é recuperado quando 𝛼 = 1. A equação anterior deve ser suplementada com
uma condição de contorno. Levando em consideração a forma empírica das curvas de mortes
acumuladas, que apresentam um um ponto de inflexão e um platô de saturação, foi escolhida
a condição de contorno:

𝑑2𝐶(𝑡 = 𝑡𝑐)/𝑑𝑡2 = 0, (2.2)
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para um dado instante 𝑡𝑐 que marca o ponto de inflexão da curva acumulada. Integrando
diretamente a eq. (2.1) com a condição (2.2), temos:

𝐶(𝑡) = 𝐾

{1 + 𝛼 exp [−𝛼𝑟 (𝑡 − 𝑡𝑐)]}1/𝛼
. (2.3)

Para os ajustes numéricos realizados nos trabalhos apresentados nesta tese, escolhemos fazer
a identificação 𝐶(0) = 𝐶0, onde 𝐶0 é o número de mortes registradas no primeiro dia em que
uma morte foi reportada, e pode ser explicitamente expressa como

𝐶0 = 𝐾

[1 + 𝛼 exp (𝛼𝑟𝑡𝑐)]1/𝛼
(2.4)

e podemos eliminar 𝑡𝑐 em detrimento dos outros parâmetros, de forma que ficamos apenas
com 3 parâmetros livres, (𝛼, 𝑟, 𝐾), a serem determinados numericamente.

Antes de prosseguirmos para a aplicação do Modelo de Richards aos dados reais da pande-
mia de Covid-19, vale a pena ressaltar que este modelo não é totalmente confiável para curvas
que estão muito abaixo do ponto de inflexão, 𝑡𝑐. Nestes casos, a pandemia está em um regime
de crescimento exponencial e é mais confiável usar o modelo de crescimento generalizado (WU

et al., 2020; CHOWELL, 2017), dado pela equação

𝐶(𝑡) = 𝐴1/(1−𝑞) exp𝑞(𝑟𝑡/𝐴), (2.5)

onde 0 < 𝑞 < 1 é um parâmetro que interpola o regime de crescimento entre exponencial,
quando 𝑞 = 1, e subexponencial, quando 𝑞 = 0. A função exp𝑞(𝑥) = [1 + (1 − 𝑞)𝑥]1/(1−𝑞) é
conhecida na literatura como a função q-exponencial (GASPER; RAHMAN, 2004). Finalmente,
o parâmetro 𝐴 pode ser determinado a partir da condição inicial 𝐶(0) = 𝐴1/(1−𝑞).

Nesta subseção, nos ateremos apenas à aplicação do Modelo de Richards aos dados da
pandemia de Covid-19, como discutido em (VASCONCELOS et al., 2020), deixando de lado os
casos em que o modelo de crescimento generalizado se faz necessário.

2.1.1.1 Dados Analisados

Desde o início da pandemia, um fato tornava as estatísticas de casos de infecções pelo vírus
SARS-CoV-2, e consequente desenvolvimento da Covid-19, pouco confiáveis: a subnotificação.
Este problema aconteceu durante toda a pandemia devido a grande parte da população, tanto
no início da pandemia, quanto durante sua ampla disseminação, não ter sido submetida a
testes, o que faz com que a diferença entre o número de casos confirmados e o número real de
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infecções na população ser subjetiva em relação à política de testagem de cada localidade. Um
outro fator que corroborou com a subnotificação foi o fato de que muitas pessoas desenvolviam
sintomas muito brandos, tais como o de uma gripe ou resfriado, ou sequer apresentavam
sintomas, e isto fazia com que uma grande parcela da população optasse por não se submeter
aos testes e muitas infecções não fossem detectadas (LI et al., 2020).

Ao contrário do panorama de casos confirmados, os dados de mortes causadas pela Covid-
19 é uma estimativa mais confiável do avanço da pandemia. Esta classe de dados ainda carrega
consigo alguma incerteza devido às políticas e protocolos de notificação de mortes, atrasos
nas notificações e na confirmação da causa de morte por Covid-19, entre outros. Ainda assim,
os dados de associados a mortes são mais confiáveis para estimar a evolução da pandemia em
comparação aos de casos confirmados e, portanto, ao longo de toda a seção 2.1 os modelos
serão aplicados às curvas de mortes acumuladas.

Todos os dados utilizados nas análises realizadas em (VASCONCELOS et al., 2020) e aqui
reproduzidas foram obtidos no repositório do Centro de Recursos do Coronavirus da Universi-
dade John Hopkins (JHU, 2020), que disponibiliza os dados acumulados de casos confirmados,
mortes e recuperados de forma automática e atualizada diariamente.

2.1.1.2 Ajustes numéricos

Os ajustes numéricos com o modelo de Richards consistiram em resolver o problema de
otimização usando o algoritmo de Levenberg-Marquardt (MORÉ, 1978) para resolver o pro-
blema de mínimos quadrados não linear com os devidos parâmetros do modelo. O modelo de
Richards, bem como suas variantes, é conhecido por ser suscetível ao problema de overfitting

e seu ajuste numérico pode portanto apresentar parâmetros fora dos limites aceitáveis. Para
evitar este tipo de problema, nos ajustes numéricos os parâmetros 𝑟 e 𝛼 foram limitados ao
intervalo (0, 1).

Como já foi comentado anteriormente, o modelo de Richards não é totalmente confiável
quando as curvas em questão estão muito abaixo do ponto de inflexão, 𝑡𝑐, e portanto, foram
considerados apenas os casos em que o parâmetro 𝑡𝑐 estimado pelo ajuste numérico foi menor
que a data do último dado empírico para a curva em questão.

No trabalho em questão, foram selecionados 6 países, a saber: Itália, Espanha, França, Ale-
manha, Irã e Coreia do Sul. Em todos os casos foram considerados dados de mortes acumuladas
até 8 de maio de 2020. Nos gráficos apresentados na 3, os círculos vermelhos representam
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o número de mortes acumuladas até o respectivo dia, contado a partir do dia em que houve
o primeiro registro de mortes associadas à Covid-19, a curva preta sólida representa o ajuste
numérico feito com o modelo de Richards e no inset de cada gráfico estão indicados os va-
lores dos parâmetros encontrados no melhor ajuste, juntamente com seus erros numéricos,
calculados através da matriz de covariância.

Como podemos ver, através dos ajustes numéricos, o modelo de Richards consegue capturar
e descrever muito bem o comportamento da curva epidêmica em questão para todos os 6
países. No entanto, no caso da Itália, Espanha e Irã, a porção da curva que se aproxima
ao platô de saturação (tamanho final da epidemia) fica um pouco fora dos dados empíricos.
Isto se dá ao fato de que o modelo de Richards prevê uma aproximação exponencial ao
platô, enquanto nos dados este fenômeno acontece de forma mais lenta. Como será discutido
posteriormente, a aproximação exponencial ao platô de saturação está diretamente relacionada
com a implementação de medidas de controle, como o uso obrigatório de máscaras, fechamento
de escolas, quarentena compulsória, lockdown, entre outras.

2.1.2 Modelo Logístico Beta

Como visto na seção 2.1.1.2, o modelo de Richards desempenha um ótimo trabalho em
descrever as curvas epidêmicas que já passaram do ponto de inflexão 𝑡𝑐. No entanto, na fase
inicial da epidemia, ou seja, quando 𝐶(𝑡) << 𝐾, a Equação Diferencial Ordinária que define
o modelo de Richards fica

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑟𝐶(𝑡), (2.6)

que após integração direta resulta em uma curva exponencial. Portanto, o modelo de Richards
prevê sempre um crescimento exponencial na fase inicial da epidemia. Além disso, o modelo de
Richards também apresenta, como falado anteriormente, uma aproximação exponencialmente
rápida ao platô de saturação, como pode ser mostrado ao introduzirmos em 2.1 no regime
assintótico de grandes tempos — caso em que 𝐶(𝑡) → 𝐾 — a variável 𝜀(𝑡) = 𝐾 − 𝐶(𝑡), tal
que 𝜀 << 1. Neste caso, a equação 2.1 se torna

−𝑑𝜀

𝑑𝑡
= 𝑟(𝐾 − 𝜀(𝑡))

[︃
1 −

(︃
𝐾 − 𝜀(𝑡)

𝐾

)︃𝛼]︃
, (2.7)

que com alguma manipulação algébrica fica

𝑑𝜀

𝑑𝑡
= −𝑟𝐾 [1 − (𝜀(𝑡)/𝐾)]

[︃
1 −

(︃
1 − 𝜀(𝑡)

𝐾

)︃𝛼]︃
. (2.8)
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Figura 3 – Curvas de mortes acumuladas atribuídas à Covid-19 até 8 de maio de 2020 para (a) Itália, (b)
Espanha, (c) França, (d) Alemanha, (e) Irã e (f) Coreia do Sul. Nas figuras, os círculos em vermelho
representam o número acumulado de mortes no respectivo dia e a curva sólida preta representa
o ajuste numérico com o modelo de Richards, cujos parâmetros do melhor fit estão indicados no
inset das figuras, juntamente com seus erros.

Fonte: (VASCONCELOS et al., 2020).

Finalmente, tomando o limite 𝜀(𝑡)/𝐾 → 0 e usando a expansão (1 − 𝑥)𝛼 ≈ 1 − 𝛼𝑥 em torno
de 𝑥 = 0, chegamos em

𝑑𝜀

𝑑𝑡
= −𝑟𝛼𝜀, (2.9)
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que novamente mediante integração direta nos fornece um decrescimento exponencialmente
rápido para a variável 𝜀(𝑡) e consequentemente, uma aproximação exponencialmente rápida ao
platô de saturação. Estas características assintóticas — tanto no crescimento inicial da curva
epidêmica, quanto na sua aproximação ao platô — podem fazer com que o modelo de Richards
falhe em descrever as curvas de mortes ou casos acumulados para algumas localidades.

Esta falha do modelo de Richards em descrever as curvas epidêmicas de algumas localida-
des pode ser explicada pelo fato de que a literatura das áreas de epidemiologia e modelagem
matemática de epidemias mostrou em diversas oportunidades que a fase inicial de uma epi-
demia não necessariamente possui um crescimento exponencialmente rápido, podendo ter um
comportamento polinomial ou até mesmo linear (CHOWELL et al., 2016). De forma análoga,
recentemente foi mostrado (VASCONCELOS et al., 2021) que a aproximação ao platô de satura-
ção pode acontecer de forma subexponencial (lei de potência) e que este fato está ligado com
a implementação de medidas de controle da epidemia em uma dada localidade, acelerando ou
retardando a aproximação ao tamanho final da epidemia.

Uma forma de adaptar o modelo de Richards para abranger tais regimes assintóticos nas
fases inicial e final da curva epidêmica é através da introdução de dois novos parâmetros
na EDO que define o modelo. Este modelo é conhecido na literatura como modelo logístico
generalizado (TSOULARIS; WALLACE, 2002) como mostrado a seguir:

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑟 [𝐶(𝑡)]𝑞

[︃
1 −

(︃
𝐶(𝑡)
𝐾

)︃𝛼]︃𝑝

, (2.10)

onde agora o parâmetro 𝑞 controla o regime de crescimento inicial da curva epidêmica, interpo-
lando entre crescimento linear, 𝑞 = 0, crescimento subexponencial, 0 < 𝑞 < 1, e crescimento
exponencial, 𝑞 = 1. O parâmetro 𝑝 controla a forma como a curva se aproxima ao platô
de saturação; quando 𝑝 > 1, a aproximação ao platô acontece com uma taxa polinomial,
enquanto o caso 𝑝 = 1 corresponde à aproximação exponencial ao platô de saturação. Os
demais parâmetros, 𝑟, 𝛼 e 𝐾 continuam com as mesmas funções já discutidas na equação
2.1. Este modelo foi denominado modelo logístico beta (MLB) pelos autores (VASCONCELOS

et al., 2021) pelo fato de o lado direito da equação 2.10 se tratar de uma distribuição beta
generalizada do primeiro tipo (MCDONALD, 1984).

Notamos que ao tomarmos alguns limites nos parâmetros da equação 2.10, recuperamos
vários casos conhecidos de modelos fenomenológicos de crescimento. Ao fazermos 𝑝 = 1, temos
o modelo generalizado de Richards (WU et al., 2020) que apresenta, além das características
do modelo de Richards, a possibilidade de crescimento subexponencial e linear na fase inicial
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Figura 4 – Gráfico comparativo ilustrando o comportamento das curvas acumuladas geradas pelos diferentes
modelos de crescimento no mesmo intervalo de tempo e com o mesmo tamanho final da epidemia,
𝐾 = 100.

Fonte: elaborada pelo autor (2023).

da curva epidêmica. Ao fazermos 𝑝 = 𝑞 = 1, recuperamos o modelo de Richards, já discutido
anteriormente nesta tese. Finalmente, ao fazermos 𝑝 = 𝑞 = 𝛼 = 1, recuperamos a curva em
formato de S simétrica do modelo logístico tradicional.

Reproduzindo mais uma vez o procedimento realizado entre as equações 2.7 e 2.9, obtermos
o resultado

𝑑𝜀

𝑑𝑡
= −𝛾𝜀𝑝, (2.11)

onde 𝛾 = 𝑟𝛼𝑝/𝐾𝑝−𝑞. Através de integração direta, obtemos a seguinte expressão para 𝜀(𝑡):

𝜀(𝑡) = 𝐷1/(1−𝑝) exp𝑝

(︂
−𝛾𝑡

𝐷

)︂
, (2.12)

onde novamente a função exp𝑝(𝑥) é a função q-exponencial. Fica claro então que no modelo
MLB, a aproximação ao platô pode acontecer desde forma linear até a forma exponencial.

A figura 4 ilustra os diferentes modelos fenomenológicos de crescimento para um mesmo
tamanho final de epidemia, 𝐾 = 100. A curva em azul é referente ao modelo logístico beta
com parâmetros 𝑟 = 0, 4, 𝛼 = 0, 6, 𝑞 = 0, 8 e 𝑝 = 2; a curva em verde se refere ao modelo
generalizado de Richards com parâmetros 𝑟 = 0, 4, 𝛼 = 0, 6 e 𝑞 = 0, 8; a curva em vermelho
representa o modelo de Richards com parâmetros 𝑟 = 0, 4 e 𝛼 = 0, 6; a curva em preto é
referente ao modelo logístico tradicional com parâmetro 𝑟 = 0, 4.

Pela figura podemos ver os diferentes comportamentos dos modelos, tanto na fase inicial
do crescimento quanto na fase final da curva. O modelo logístico, jutamente com o modelo
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Figura 5 – Gráfico comparativo ilustrando o comportamento das curvas diárias geradas pelos diferentes mo-
delos de crescimento no mesmo intervalo de tempo e com o mesmo tamanho final da epidemia,
𝐾 = 100.

Fonte: elaborada pelo autor (2023).

de Richards, apresentam crescimento exponencial na fase inicial e portanto atingem valores
mais altos em um intervalo de tempo menor se comparados com os outros dois modelos; além
disso, o fato de os dois modelos apresentarem aproximação exponencialmente rápida ao platô
faz com que a curva "dobre"(termo usado para descrever uma mudança considerada rápida
no comportamento de um dado gráfico), saindo do regime de crescimento linear e entrando
no regime final de saturação. É possível notar também que dos quatro modelos apresentados,
o beta logístico é o que mais demora a atingir o platô de saturação devido tanto ao seu
crescimento inicial subexponencial, quanto ao seu crescimento final polinomial.

A figura 5 ilustra o comportamento das curvas diárias para os diferentes modelos de
crescimento discutidos nesta seção. As chamadas curvas diárias são a derivada com relação ao
tempo das curvas acumuladas, ou seja, 𝐶̇(𝑡) = 𝑑𝐶/𝑑𝑡. Elas representam o número de casos
confirmados ou mortes em um certo dia, contado a partir do primeiro dia em que houve casos
confirmados ou mortes; tais curvas apresentam um pico que corresponde ao ponto de inflexão
na curva acumulada. Vale a pena notar na figura que a curva em preto, que representa o
modelo logístico, apresenta o pico mais pronunciado e este acontece mais cedo que nas curvas
de todos os outros modelos. Em completa oposição, o modelo logístico beta apresenta uma
curva mais distribuída ao longo do tempo, com um pico bem menos pronunciado. Os outros
dois modelos interpolam estas duas curvas discutidas.
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Os diferentes regimes, tanto de crescimento inicial da curva epidêmica, como de sua sa-
turação surgem como resultado de uma coleção de fatores, como a forma de transmissão da
doença, o vetor que a transmite (caso haja), as medidas de controle impostas (ou a falta delas)
pelas autoridades responsáveis e a adesão dessas medidas por parte da população. Estudos
recentes mostram que os valores do parâmetro 𝑞, que controla o crescimento inicial da curva
epidêmica, podem variar bastante de acordo com a doença e com a localidade.

Quando analisados os dados de uma pandemia de influenza em São Francisco no ano de
1918 e de um surto de varíola em Khulna, Bangladesh, no ano de 1972, foram obtidos parâ-
metros 𝑞 acima de 0.85, indicando um perfil de crescimento rápido e que se aproximava de
exponencial (CHOWELL et al., 2016). No outro lado do espectro, quando modelados os dados
de uma epidemia de AIDS no Japão entre os anos de 1985 e 2012, o parâmetro 𝑞 encontrado
foi próximo de 0.5, indicando um crescimento aproximadamente linear (VIBOUD; SIMONSEN;

CHOWELL, 2016). Ainda no mesmo estudo, no caso mais extremo, foram encontrados parâ-
metros 𝑞 muito próximos de 1 para surtos de Ebola nos distritos de Margibi, na Libéria, e
nos distritos de Bo e Bombali em Serra Leoa, indicando um crescimento exponencial na fase
inicial da epidemia.

Assim como a Equação Diferencial Ordinária 2.1, a EDO 2.10 pode ser integrada de forma
exata e é possível obter uma solução analítica na forma implícita 𝑡 = 𝑡(𝐶) (VASCONCELOS et

al., 2021):
𝑡 = 𝐶1−𝑞

𝑟(1 − 𝑞)2𝐹1

(︃
𝑝,

1 − 𝑞

𝛼
; 1 + 1 − 𝑞

𝛼
;
(︂

𝐶

𝐾

)︂𝛼
)︃

− 𝑡𝑖, (2.13)

onde 2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) é a função hipergeométrica de Gauss e

𝑡𝑖 = 𝐶1−𝑞
0

𝑟(1 − 𝑞)2𝐹1

(︃
𝑝,

1 − 𝑞

𝛼
; 1 + 1 − 𝑞

𝛼
;
(︂

𝐶0

𝐾

)︂𝛼
)︃

. (2.14)

2.1.2.1 Ajustes Numéricos

Assim como nos ajustes numéricos discutidos no caso do modelo de Richards, para o
beta logístico os ajustes também consistiram em resolver o problema de otimização usando o
algoritmo de Levenberg-Marquardt, neste caso utilizando o módulo lmfit (NEWVILLE et al.,
2014) da linguagem de programação Python. Neste estudo foram analisados 8 países cujas
curvas epidêmicas acumuladas já haviam se distanciado do ponto de inflexão e estavam no
platô de saturação (VASCONCELOS et al., 2021). Os países escolhidos foram: Canadá, Itália,
Reino Unido, Holanda, Alemanha, Bélgica, França e Estados Unidos. Foram analisados para
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Figura 6 – Coluna da esquerda: Número acumulado de mortes (círculos vermelhos) em função do número de
dias desde o primeiro registro de morte até a data de 31 de julho de 2020 para (a) Itália e (c)
França e até a data de 07 de julho de 2020 para (e) Estados Unidos. Nesta coluna, as curvas pretas
sólidas representam o melhor ajuste numérico utilizando o modelo logístico beta. Coluna da direita:
Dados diários de mortes (círculos vermelhos conectados pelas linhas vermelhas) para os mesmos
países e até as mesmas datas, respectivamente. As curvas pretas neste caso representam a derivada
da curva acumulada resultante do ajuste numérico com o modelo logístico beta; no inset de cada
figura é exibido um plot em escala log-log para ressaltar o comportamento assintótico de lei de
potência.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fonte: (VASCONCELOS et al., 2021).

estes países os dados de mortes acumuladas; estes dados foram retirados do repositório da
Universidade John Hopkins (JHU, 2020) com datas finais variadas de acordo com cada país.
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Nos ajustes numéricos com o modelo logístico beta, com o propósito de evitar o overfitting,
os parâmetros livres (𝑟, 𝛼, 𝑞, 𝑝) foram limitados ao intervalo (0, 1), evitando assim que fossem
obtidos parâmetros fora do limite aceitável. Na figura 6 são exibidos os ajustes numéricos
realizados utilizando as curvas acumuladas de mortes para Itália, França e Estados Unidos. Na
coluna da esquerda temos o número acumulado de mortes (círculos vermelhos) como função
do número de dias contados a partir do primeiro dia em que foi contabilizada uma morte para
a dada localidade. As curvas cheias em preto representam o modelo logístico beta utilizando
os parâmetros obtidos a partir do melhor ajuste numérico com os dados empíricos. No caso
da Itália e da França, figuras 6a e 6c respectivamente, os dados utilizados vão até o dia 31 de
julho de 2020; para os Estados Unidos, figura 6e, os dados vão até o dia 07 de julho de 2020.
Na coluna da direita são mostradas as mortes diárias (círculos vermelhos ligados por linhas
vermelhas) para os mesmos países. A curva cheia em preto representa a curva diária teórica,
obtida a partir da derivada com relação ao tempo do modelo logístico beta com os parâmetros
obtidos pelo melhor ajuste numérico. No inset das figuras da coluna da direita, são exibidos
ainda gráficos em escala log-log para destacar o comportamento assintótico de lei de potência
dos dados e capturado pelo modelo.

Como podemos ver, os ajustes com o modelo logístico beta têm uma ótima concordância
com os dados de mortes acumuladas para os três países exibidos na figura. Notamos ainda que
para a Itália e França, a aproximação ao platô se dá de forma muito mais rápida e acentuada
que no caso dos Estados Unidos, em que a aproximação ao platô se dá de forma muito mais
lenta e suave. Esta característica é capturada de forma explícita no modelo através do valor
do parâmetro 𝑝 para cada país; O melhor ajuste para cada país resultou em 𝑝 = 1, 09 para a
Itália, 𝑝 = 1, 87 para a França e 𝑝 = 3, 43 para os Estados Unidos.

Por fim, notamos ainda a ótima concordância entre os dados de mortes diárias e a curva
diária teórica, obtida através da derivada temporal da curva acumulada com os parâmetros
encontrados no ajuste numérico do modelo. Ressaltamos que mesmo o ajuste sendo feito
através da curva acumulada, quando calculada a curva diária teórica, todas as características
dos dados empíricos são capturadas de forma excelente, o que reforça a ótima consistência do
modelo.
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2.2 MODELOS DE CRESCIMENTO COM MÚLTIPLAS ONDAS

Os modelos de crescimento logístico apresentados na seção 2.1 se provaram uma excelente
ferramenta para descrever as curvas epidêmicas da pandemia de Covid-19 para várias locali-
dades e durante um bom período de tempo. No entanto, à medida em que segundas ondas
de infecções e consequentemente de mortes foram surgindo, o modelo logístico beta, que des-
crevia de forma excepcional a evolução da epidemia, passou a não ser mais bem sucedido em
tal tarefa. Para solucionar este problema e fornecer uma resposta rápida no enfrentamento
à doença, um modelo de crescimento logístico generalizado com parâmetros dependentes do
tempo foi proposto (VASCONCELOS et al., 2021).

Esta nova versão do modelo é descrita pela Equação Diferencial Ordinária 2.10, no entanto,
agora assumimos que os parâmetros desta EDO são dependentes do tempo, ou seja, 𝑟 = 𝑟(𝑡),
𝛼 = 𝛼(𝑡), 𝐾 = 𝐾(𝑡), 𝑞 = 𝑞(𝑡) e 𝑝 = 𝑝(𝑡) e as múltiplas ondas de infecções e mortes são
capturadas através da variação destes parâmetros no tempo, permitindo o modelo possuir um
número arbitrário de ondas. Começaremos nossa descrição com o caso de uma curva epidêmica
com apenas duas ondas e em seguida faremos a generalização para um número 𝑁 arbitrário.

Seja 𝜁(𝑡) a representação de um parâmetro qualquer do modelo logístico beta, considera-
mos a dependência temporal de 𝜁(𝑡) descrita pela seguinte equação:

𝜁(𝑡) = 𝜁1 + (𝜁2 − 𝜁1)
2

[︃
1 + tanh

(︃
𝜌1(𝑡 − 𝑡1)

2

)︃]︃
, (2.15)

onde 𝜁1 e 𝜁2 representam os valores dos parâmetros na primeira e segunda onda, respectiva-
mente. O parâmetro 𝑡1 indica o tempo em que ocorre a transição, enquanto 𝜌1 caracteriza a
rapidez da transição entre os dois parâmetros em torno do tempo 𝑡1; quanto maior 𝜌1, mais
rápida é a transição.

Note que tanto a escala de tempo 𝑡1, quanto a taxa de transição 𝜌1 são as mesmas para
todos os parâmetros do modelo; isto é consistente com o que é observado em uma epidemia,
visto que uma nova onda — que vem acompanhada de uma mudança geral nas características
da dinâmica — deve alterar todos os parâmetros do modelo simultaneamente.

Na figura 7, podemos ver o comportamento do parâmetro genérico 𝜁(𝑡) variando entre os
valores 𝜁1 e 𝜁2 representado pela curva sólida; a linha tracejada representa a aproximação linear
de 𝜁(𝑡). Ressaltamos que, apesar de o tempo de transição ser determinado pelo parâmetro 𝑡1,
os efeitos de uma nova onda podem ser sentidos algum tempo antes deste instante, visto que
a velocidade com a qual a transição ocorre depende também do parâmetro 𝜌1.
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Figura 7 – Evolução temporal de um parâmetro genérico do modelo 𝜁(𝑡) entre dois valores 𝜁1 e 𝜁2 com tempo
de transição 𝑡1 e taxa de transição 𝜌1. A curva tracejada representa uma aproximação linear da
curva sólida.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., 2021).

Na figura 8 temos diferentes formatos da curva 𝜁(𝑡) para valores fixos de 𝑡1 = 250,
𝜁1 = 0, 4 e 𝜁2 = 0, 8 e diferentes valores de 𝜌1. Note que o valor do parâmetro 𝜌1 muda
significativamente a velocidade da transição; para 𝜌1 = 0, 03, 𝜁 em 𝑡 = 200 é próximo de
0, 73, enquanto para 𝜌1 = 0, 2 no mesmo instante de tempo, 𝜁 já chegou no seu valor final,
0, 8.

Figura 8 – Variação do formato da curva 𝜁(𝑡) para valores fixos de 𝑡1, 𝜁1 e 𝜁2 e diferentes valores de 𝜌1,
ilustrando transições mais ou menos suaves a depender do valor do parâmetro.

Fonte: elaborada pelo autor (2023).
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Figura 9 – Evolução temporal de 𝜁(𝑡) para o caso ilustrativo de 4 ondas epidêmicas com os seguintes parâme-
tros: 𝜁1 = 0, 4, 𝜁2 = 0, 8, 𝜁3 = 0, 6, 𝜁4 = 0, 3, 𝑡1 = 100, 𝑡2 = 250, 𝑡3 = 400, 𝜌1 = 0, 12, 𝜌2 = 0, 1
e 𝜌2 = 0, 15.

Fonte: elaborada pelo autor (2023).

Agora que já visualizamos bem como se dá a variação de um parâmetro genérico do modelo,
𝜁(𝑡), para o caso de duas ondas epidêmicas, podemos generalizar a equação 2.15 para o caso
de um número arbitrário de ondas:

𝜁(𝑡) = 𝜁1 +
𝑁−1∑︁
𝑖=1

(𝜁𝑖+1 − 𝜁𝑖)
2

[︃
1 + tanh

(︃
𝜌𝑖(𝑡 − 𝑡𝑖)

2

)︃]︃
, (2.16)

onde 𝑁 é o número de ondas epidêmicas exibidas pela curva, 𝜌𝑖 e 𝑡𝑖 são a taxa e o tempo
de transição entre ondas subsequentes. O modelo logístico beta para múltiplas ondas tem um
total de 5𝑁 + 2(𝑁 − 1) = 7𝑁 − 2 parâmetros, sendo 5𝑁 referentes a cada uma das ondas
epidêmicas do modelo logístico beta e 2(𝑁 − 1) refentes aos parâmetros de transição entre
as ondas subsequentes. Na figura 9 está ilustrada a evolução temporal de 𝜁(𝑡) para o caso de
4 ondas epidêmicas com parâmetros utilizados inicados na legenda da figura.

Com a substituição dos parâmetros estáticos por parâmetros dependentes do tempo na
equação 2.10, a integração direta não é mais possível e se faz necessário recorrer à integração
numérica para calcular a curva acumulada a partir da EDO, o que não impõe qualquer restrição
ou dificuldade na realização dos ajustes numéricos com o modelo logístico beta de múltiplas
ondas, como será mostrado em seguida.
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2.2.1 Ajustes Numéricos

Como discutido recentemente, o modelo logístico beta para múltiplas ondas tem 7𝑁 − 2

parâmetros, ou seja, para o caso de uma curva epidêmica com duas ondas, teríamos 12 pa-
râmetros livres para serem determinados através do ajuste numérico. Esta elevada quantidade
pode levar à ocorrência de problemas com overfitting, gerando valores espúrios ou com gran-
des erros associados para os parâmetros do modelo. Antes de analisarmos o desempenho do
modelo logístico beta na descrição de curvas epidêmicas com múltiplas ondas, vamos descrever
o procedimento que foi utilizado para minimizar a ocorrência destes problemas.

Em todos os ajustes numéricos utilizando o modelo logístico beta com parâmetros de-
pendentes do tempo para descrever curvas epidêmicas com múltiplas ondas, foi aplicado um
método com múltiplas etapas. Na primeira fase deste método, é feita uma estimativa do
tempo em que ocorre a primeira transição, 𝑡1, e a curva acumulada é truncada neste ponto;
em seguida é feito um ajuste numérico com o modelo logístico beta de uma onda utilizando
sua solução analítica dada pela equação 2.13 utilizando chutes iniciais para os parâmetros do
modelo. Os parâmetros obtidos como resultado do ajuste são então utilizados como chutes
iniciais para um ajuste subsequente usando o modelo logístico beta para o caso de 2 ondas,
enquanto para 𝑡1 é assumido como chute inicial o valor estimado na primeira etapa do proce-
dimento e 𝜌1 é escolhido aleatoriamente. Vale notar que se a curva epidêmica apresentar mais
de duas ondas epidêmicas, é novamente estimado o tempo de transição 𝑡2 entre a segunda e
terceira ondas e a curva é truncada neste ponto; caso contrário, a curva inteira é utilizada no
ajuste numérico. Este primeiro ajuste numérico serve como uma calibração dos chutes iniciais
dos parâmetros referentes à primeira onda epidêmica no modelo, o que mitiga o problema de
overfitting do modelo devido ao grande número de parâmetros (12 já no caso de 2 ondas).

No caso de uma curva acumulada que apresente 3 ou mais ondas, o procedimento continua
nos mesmos moldes discutidos. Neste caso, os 12 parâmetros obtidos através do ajuste com o
modelo de 2 ondas epidêmicas servirão agora como chute inicial para os parâmetros do modelo
logístico beta com 3 ondas epidêmicas, mais uma vez mitigando o problema de overfitting em
um ajuste que agora possui 19 parâmetros a serem determinados. Este procedimento pode
ser aplicado de forma sequenciada para uma curva acumulada com um número arbitrário
𝑁 de ondas, no entanto, o número de parâmetros 7𝑁 − 2 escala de forma muito rápida
com 𝑁 , aumentando de forma considerável o problema com overfitting ; para contornar esta
situação, um procedimento automatizado e com um algoritmo para detecção e filtragem de
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Figura 10 – Coluna da esquerda: número acumulado de mortes (círculos vermelhos) atribuídos à Covid-19
para (a) Canadá e (c) África do Sul até 3 de abril de 2021. A linha preta representa o melhor
ajuste numérico com o modelo logístico beta de duas ondas e o ponto preto na curva representa o
tempo 𝑡1 em que ocorre a transição entre as duas ondas; ao lado de cada gráfico são exibidos os
parâmetros encontrados pelo ajuste. Coluna da direita: número diário de mortes para os mesmos
países (círculos vermelhos ligados por segmentos de reta). A curva preta representa a derivada
temporal do modelo logístico beta com os parâmetros encontrados pelo melhor ajuste numérico.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., 2021).

ondas epidêmicas foi implementado e será discutido no capítulo 3.
Os ajustes numéricos apresentados em (VASCONCELOS et al., 2021) e aqui revisitados foram

realizados resolvendo o problema de otimização através do algoritmo de Levenberg-Marquardt
implementado no módulo lmfit (NEWVILLE et al., 2014) da linguagem Python. Foram consi-
derados os dados de mortes atribuídas à Covid-19 até o dia 3 de abril de 2021 para países com
até 3 ondas epidêmicas, a saber: Brasil, Canadá, Alemanha, México, África do Sul e Suécia
apresentando duas ondas epidêmicas e Irã, Itália, Japão e Estados Unidos apresentando três
ondas. Nesta tese, por concisão, revisitaremos apenas dois países que apresentavam na referida
data duas e três ondas epidêmicas, respectivamente.

Na figura 10 são apresentados os ajustes numéricos das curvas de mortes acumuladas para
Canadá e África do Sul com o modelo logístico beta de duas ondas. Na coluna da esquerda,
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representados por círculos vermelhos, temos os dados de mortes acumuladas para cada um dos
países e a curva preta indica o modelo logístico beta com os parâmetros encontrados através
do melhor ajuste numérico, que estão indicados (juntamente com seus erros associados) no
lado direito do gráfico. Na coluna da direita, indicados por círculos vermelhos, temos os dados
de mortes diárias para os referidos países, a curva preta representa a derivada temporal da
curva acumulada apresentada na coluna da esquerda, os triângulos invertidos em preto indicam
os pontos de máximo (picos) da curva diária teórica, enquanto o círculo preto indica o ponto
em que ocorre o mínimo desta curva.

Como pode ser visto, a concordância entre a curva teórica e os dados de mortes acumuladas
é excelente; além disso, apesar de o ajuste numérico ser feito com base nos dados de mortes
acumuladas, a concordância entre a derivada da curva teórica e os dados de mortes diárias

Figura 11 – Coluna da esquerda: número acumulado de mortes (círculos vermelhos) atribuídos à Covid-19
para (a) Japão e (c) Estados Unidos até 3 de abril de 2021. A linha preta representa o melhor
ajuste numérico com o modelo logístico beta de duas ondas e o ponto preto na curva representa o
tempo 𝑡1 em que ocorre a transição entre as duas ondas; ao lado de cada gráfico são exibidos os
parâmetros encontrados pelo ajuste. Coluna da direita: número diário de mortes para os mesmos
países (círculos vermelhos ligados por segmentos de reta). A curva preta representa a derivada
temporal do modelo logístico beta com os parâmetros encontrados pelo melhor ajuste numérico.

(a) (b)

(c) (d)

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., 2021).
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reforça ainda mais a eficácia do modelo em descrever a evolução da pandemia de Covid-19 nas
dadas localidades. Notamos ainda que a transição entre duas ondas epidêmicas subsequentes
pode acontecer de duas formas distintas: na primeira delas, o número de mortes diárias atinge
um valor muito baixo e a curva acumulada atinge um platô de saturação bem definido; este caso
foi denominado de transição "padrão" e é ilustrado através das curvas epidêmicas do Canadá
nas figuras 10a e 10b. Na segunda delas, o número de mortes diárias diminui significativamente
com relação ao pico da onda anterior, mas não chega a números tão baixos como no caso da
transição "padrão"; neste caso, a curva acumulada não chega a atingir um platô de saturação
e antes que os efeitos da primeira onda epidêmica desapareçam, a segunda onda já entra em
cena e faz com que o número diários de mortes volte a aumentar, gerando assim o caso que
foi denominado transição "anômala" e que é ilustrado com o caso da África do Sul nas figuras
10c e 10d.

Na figura 11 são apresentadas as curvas de mortes acumuladas do Japão e dos Estados
Unidos. Nesta figura é seguida a mesma convenção de que os pontos empíricos são represen-
tados por círculos vermelhos e a curva teórica (ou sua derivada, no caso da curva diária) é
representada por uma linha contínua na cor preta. Na coluna da esquerda são apresentadas
as curvas de mortes acumuladas para cada um dos países, juntamente com o melhor ajuste
numérico utilizando o modelo logístico beta com três ondas; os parâmetros obtidos estão indi-
cados no lado direito de cada gráfico. Na coluna da direita são exibidas as curvas diárias para
os mesmos países juntamente com a curva diária teórica; nos gráficos das curvas diárias temos
ainda círculos em preto indicando os mínimos da curva diária e triângulos invertidos também
em preto indicando os picos da mesma curva.

Aqui novamente é possível ver a excelente concordância entre os dados de mortes acu-
muladas e o ajuste numérico com o modelo logístico beta de três ondas, bem como entre os
dados de mortes diárias e curva diária teórica. Note que no caso de três ondas epidêmicas,
o modelo tem um total de 19 parâmetros livres para serem determinados através do ajuste
numérico; ainda assim, os erros relativos nos parâmetros encontrados pelo ajuste são todos
menores que 100%, como pode ser visto nas figuras 11a e 11c. Assim como no caso anterior,
podemos ver que o Japão, 11a, apresenta três ondas na sua curva de mortes acumuladas e
que a transição entre cada uma das três ondas se dá da forma denominada "padrão", ou seja,
temos a presença de platôs de saturação bem definidos; isto pode ser reforçado ainda mais
através da curva de mortes diárias 11b, na qual é possível ver mínimos bastante pronunciados
aproximando-se do zero. Em oposição ao Japão, os Estados Unidos, 11c, apresentam entre
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suas ondas a transição do tipo "anômala", como pode ser visto pela ausência de platôs bem
pronunciados e mínimos mais distantes do zero e relativamente próximos dos picos na curva
de mortes diárias.

Com isto encerramos nossa análise dos modelos de crescimento aplicados à pandemia de
Covid-19, e podemos concluir que tais modelos fenomenológicos têm excelente desempenho
na modelagem das curvas epidêmicas para a pandemia causada pelo vírus SARS-Cov-2, como
mostrado nas diversas aplicações abordadas nesta seção através de ajustes numéricos com os
modelos logísticos. Notamos ainda que o modelo logístico beta consegue capturar padrões de
crescimento extremamente complexos com a adição de parâmetros dependentes do tempo,
sendo capaz de modelar curvas com um elevado número de ondas epidêmicas.

2.3 MODELOS COMPARTIMENTAIS

Nesta seção vamos fazer uma breve revisão dos modelos compartimentais, começando
pelo mais simples, com 3 compartimentos, até um modelo com 4 compartimentos e parâme-
tros dependentes do tempo, capaz de modelar o comportamento de curvas epidêmicas que
apresentam mais de uma onda de casos ou mortes. Esta classe de modelos matemáticos tem
sido amplamente utilizada para descrever epidemias dos mais diversos tipos de forma muito
bem sucedida. Os modelos compartimentais surgiram a partir da pesquisa de um físico e um
bioquímico, ambos escoceses, que resultaram em uma série de três artigos seminais na área
de epidemiologia (KERMACK; MCKENDRICK, 1927; KERMACK; MCKENDRICK, 1932; KERMACK;

MCKENDRICK, 1933).
Como foi mostrado na seção anterior, os modelos de crescimento são bastante versáteis

e conseguem capturar e descrever muito bem o comportamento de curvas epidêmicas tanto
para casos simples quanto para os casos mais complexos, nos quais há a presença de múltiplas
ondas. No entanto, os parâmetros dos modelos de crescimento não têm uma interpretação tão
direta em termos de conceitos epidemiológicos (WANG; WU; YANG, 2012).

Considere por exemplo o parâmetro que representa a taxa de transmissão 𝛽 do modelo SIR
(KERMACK; MCKENDRICK, 1927). Podemos ver este parâmetro como sendo a probabilidade de
um contato entre um indivíduo infectado e um indivíduo suscetível ocasione a transmissão do
agente patogênico e gere uma nova infecção — dando origem assim a dois indivíduos infectados
— multiplicada pelo número de contatos que ocorrem em um dia. Apesar de não ser possível
medir este parâmetro de forma empírica e sem base em um modelo, a interpretação dele é
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bastante simples de entender. É possível ainda fazer uma analogia entre a taxa de transmissão
𝛽 e a velocidade com a qual uma reação ocorre na lei de ação das massas.

Esta classe de modelos consiste em dividir uma dada população em um conjunto de com-
partimentos mutuamente acoplados, entre os quais há um fluxo de indivíduos da população
determinado pelos parâmetros do modelo e das condições iniciais do problema. Dentre os
compartimentos utilizados para dividir a população total, alguns dos mais comuns são:

• Suscetível: indivíduo que não desenvolveu a doença e que, em contato com um indivíduo
infectado, tem a chance de adquirir a doença;

• Exposto: indivíduo que teve contato com um infectado, mas ainda não desenvolveu a
infecção e ainda não é capaz de infectar outros. Este compartimento é especialmente
útil quando se quer modelar ou estudar a evolução de doenças causadas por patógenos
que possuem período de incubação;

• Infectado: indivíduo que desenvolveu a doença em questão e é capaz de infectar outros;

• Recuperado: indivíduo que desenvolveu a doença e se curou dela. Nos modelos que
estudaremos, não é considerada a reinfecção de um indivíduo que já se recuperou da
doença, portanto, este é considerado imune;

• Morto: indivíduo que desenvolveu a doença e veio a óbito em decorrência dela.

Note que além dos compartimentos mencionados nesta lista, diversos outros podem ser utiliza-
dos para modelar problema mais complexos e que abrangem mais hipóteses, como por exemplo
medidas de mitigação e supressão da epidemia (através de quarentena e vacinação), ciclo de
vida de hospedeiros e vetores da doença em questão, demografia, questões socioculturais e
ambientais, entre outras.

2.3.1 Modelo SIR

Nesta variante do modelo usaremos apenas três dos compartimentos discutidos acima, a
saber: Suscetíveis (S), Infectados (I) e Recuperados (R). Agora que já discutimos e escolhemos
os compartimentos para o modelo a ser abordado, precisamos entender como ele funciona. Os
modelos compartimentais são baseados em um sistema de Equações Diferenciais Ordinárias
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acopladas, cujos parâmetros de acoplamento geram a dinâmica do modelo, fazendo os indiví-
duos passarem de um compartimento para outro à medida em que o tempo passa. Retomando
a discussão anterior, sabemos que a taxa de transmissão se relaciona com a probabilidade de
haver transmissão do patógeno em um contato entre um indivíduo suscetível e um indivíduo
infectado multiplicado pelo número de contatos por dia.

A probabilidade de um dado indivíduo escolhido ao acaso de um total de 𝑁 , onde 𝑁 =

𝑆 +𝐼 +𝑅 é o número total e fixo de integrantes do sistema, ser suscetível é dada por 𝑠 = 𝑆/𝑁

e analogamente para os infectados, 𝑖 = 𝐼/𝑁 . Desta forma, a probabilidade de um indivíduo
suscetível ser acometido pela patologia através de um contato com um infectado é dada por
𝛽𝑠𝑖, o que gera uma variação em 𝑠 de

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝛽𝑠𝑖. (2.17)

Note que do lado direito da equação acima temos um sinal negativo, o que está de acordo
com o fato de que quando ocorre a infecção de um indivíduo suscetível, o número total
de suscetíveis diminui. Consequentemente, os integrantes que passam do compartimento dos
suscetíveis para o dos infectados geram uma variação em 𝑖 de 𝛽𝑠𝑖 com o sinal positivo, ou
seja, aumentando esta quantidade.

Além disso, uma vez que um integrante do sistema entra no estado infectado, ele leva
um certo tempo até se recuperar da infecção. O período de infecção de um indivíduo tem
uma distribuição exponencial com parâmetro 𝛾, ou seja, a probabilidade de um indivíduo estar
infectado depois de 𝜏 unidades de tempo é 𝑝(𝜏) = exp−𝛾𝜏 , o que gera uma variação temporal
em 𝑖 de −𝛾𝑖. Finalmente, os integrantes do sistema que estavam infectados e se recuperam
geram uma variação de 𝛾𝑖 em 𝑟. Sumarizando todas estas variações em forma de um sistema
de equações diferenciais ordinárias acopladas, temos:

𝑑𝑠

𝑑𝑡
= −𝛽𝑠𝑖, (2.18)

𝑑𝑖

𝑑𝑡
= 𝛽𝑠𝑖 − 𝛾𝑖, (2.19)

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= 𝛾𝑖, (2.20)

ou em sua versão mais comum, usando o número de indivíduos em cada compartimento,
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼

𝑁
, (2.21)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝛾𝐼, (2.22)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼. (2.23)



42

Figura 12 – Comparação das curvas epidêmicas de três integrações numéricas para o modelo SIR com taxa
de transmissão 𝛽 = 0, 14, 𝛽 = 0, 155 e 𝛽 = 0, 17 mantendo o parâmetro 𝛾 = 0, 1 fixo.

Fonte: elaborada pelo autor.

Note ainda que
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑑𝑆

𝑑𝑡
+ 𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 0, (2.24)

o que está de acordo com a condição estabelecida inicialmente de população total fixa.
Na figura 12, podemos ver uma comparação das curvas epidêmicas do modelo SIR; na cor

azul temos as curvas epidêmicas dos suscetíveis, na cor vermelha temos as curvas dos infectados
e na cor verde temos as curvas dos recuperados. Foram feitas três integrações numéricas do
modelo com população total de 𝑁 = 10000 indivíduos, com parâmetro 𝛾 = 0, 1 fixo e a taxa de
transmissão 𝛽 = 0, 14 representada no gráfico pelas curvas sólidas, 𝛽 = 0, 155 representada
pelas curvas tracejadas e 𝛽 = 0, 17 representada pelas curvas pontilhadas. Perceba que a
mudança na taxa de transmissão 𝛽 mantendo-se 𝛾 fixo, faz com que a epidemia se desenvolva
de forma mais rápida e agressiva, como pode ser verificado pela curva de infectados no caso
de 𝛽 = 0, 17 (curva pontilhada em vermelho), na qual vemos um pico mais pronunciado
que os demais e também mais estreito, o que significa que neste caso mais indivíduos ficam
infectados ao mesmo tempo. No cenário oposto, 𝛽 = 0, 14, vemos que o pico da curva de
infectados é menos pronunciado, mais largo e ocorre em um instante de tempo posterior ao
do caso anterior, no qual a taxa de transmissão era mais elevada.
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2.3.2 A taxa básica de reprodução 𝑅0: determinando se há ou não uma epidemia

Dado um sistema de EDOs como nas equações 2.21-2.23 e seus respectivos parâmetros,
como podemos saber se há ou não uma epidemia em curso? Ou seja, como saber se haverá
um estado da dinâmica em que a doença se espalha pelos indivíduos de forma consistente,
gerando um pico de infecções com posterior decaimento? Podemos responder estas perguntas
através de uma quantidade bastante conhecida e usada na área de epidemiologia: a chamada
taxa básica de reprodução, 𝑅0.

A taxa básica de reprodução corresponde ao número esperado de infecções secundárias
geradas por uma infecção primária em uma população em que a doença ainda não estava
presente (também conhecida como virgem). Esta quantidade tem um limiar bem definido
que distingue dois cenários distintos, 𝑅0 = 1. Desta forma, se um patógeno para o qual
𝑅0 > 1 é introduzido em uma população virgem, a epidemia se desenvolve e há um cenário
de transmissão sustentada da doença entre a população, gerando assim uma epidemia. Em
contrapartida, se o patógeno em questão tiver 𝑅0 < 1, então o número de infecções secundárias
é menor que o número de infecções primárias, portanto o número de infectados logo decai e
o surto da referida doença não chega a se tornar uma epidemia.

Tal quantidade pode pode ser calculada para um modelo compartimental através do mé-
todo de next generation matrix (DIEKMANN; HEESTERBEEK; METZ, 1990; DIEKMANN; HEES-

TERBEEK; ROBERTS, 2009), mas neste caso simples, podemos encontrar 𝑅0 através da análise
direta das equações diferenciais do modelo. Considere a equação que descreve a evolução
temporal de 𝐼(𝑡), eq. 2.22:

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝛾𝐼.

Logo que um patógeno é introduzido em uma população virgem, o número de indivíduos
suscetíveis é extremamente próximo da população total, 𝑁 . Neste caso podemos fazer a
aproximação 𝑆/𝑁 ≈ 1, portanto a equação acima se torna

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝐼 − 𝛾𝐼 = (𝛽 − 𝛾)𝐼. (2.25)

Nesta aproximação vemos que há um limiar bem definido pela relação entre os parâmetros 𝛽

e 𝛾; se 𝛽 = 𝛾, então 𝑑𝐼
𝑑𝑡

= 0 e o número de infectados se mantém constante (basicamente o
número de indivíduos que são infectados com a doença e o de indivíduos que se curam é igual),
até que 𝑆 se distancia de 𝑁 e a nossa aproximação deixa de valer e o número de infectados
começa a decair até chegar em zero. No caso em que 𝛽 < 𝛾, então 𝑑𝐼

𝑑𝑡
< 0 e o número de
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infectados rapidamente cai para zero. Apenas quando 𝛽 > 𝛾, 𝑑𝐼
𝑑𝑡

> 0 havendo uma transmissão
sustentada da doença fazendo com que o número de infectados aumente consistentemente,
atingindo um pico em algum momento como em uma curva epidêmica de infecções padrão.
A partir desta análise podemos concluir que para o modelo SIR, a taxa básica de reprodução,
𝑅0 é

𝑅0 = 𝛽

𝛾
(2.26)

2.3.3 Modelo SIRD

Esta classe de modelos compartimentais diverge do modelo SIR abordado na seção 2.3.1
pois no presente caso, a taxa de mortalidade da doença agora é levada em conta e temos
além dos indivíduos recuperados, os indivíduos mortos; este é o modelo compartimental mais
simples capaz de descrever a evolução de uma epidemia que tem capacidade de tirar a vida de
indivíduos infectados pelo patógeno. Portanto, um indivíduo contaminado pela doença pode
tanto se recuperar depois de um certo período de 1/𝛾 dias ou falecer em decorrência da doença
com taxa de fatalidade 𝛿. Para esta classe de modelos, o sistema de EDOs se torna

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆𝐼

𝑁
(2.27)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼

𝑁
− 𝛾𝐼 − 𝛿𝐼 (2.28)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 (2.29)

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝛿𝐼. (2.30)

Para o modelo SIRD, repetindo um procedimento análogo ao feito para o modelo SIR na
equação 2.28, podemos mostrar que a taxa básica de reprodução agora depende tanto da taxa
de mortalidade 𝛿 quanto da taxa de recuperação 𝛾 da seguinte forma:

𝑅0 = 𝛽

𝛾 + 𝛿
, (2.31)

o que faz bastante sentido se analisarmos que uma doença que tenha uma taxa de recuperação
ou mortalidade muito elevada faz com que os indivíduos infectados não gerem uma transmissão
continuada, pois os indivíduos se curam rapidamente ou falecem em decorrência da patologia,
e a epidemia tende a perder força e acabar rapidamente.

Na figura 13 é mostrada uma comparação das curvas epidêmicas do modelo SIRD; na
cor azul temos as curvas epidêmicas para os suscetíveis, em vermelho temos as curvas de
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Figura 13 – Comparação das curvas epidêmicas de três integrações numéricas para o modelo SIRD com taxa
de transmissão 𝛽 = 0, 15 e taxa de recuperação 𝛾 = 0, 06 mantidas fixa e taxa de mortalidade
variando nos valores 𝛿 = 0, 04, 𝛿 = 0, 02 e 𝛿 = 0, 01.

Fonte: elaborada pelo autor.

infectados, em verde são mostradas as curvas para o compartimento dos recuperados e em
preto a curva referente ao compartimento dos mortos. Foram feitas três integrações numéricas
das EDOs do modelo com população total 𝑁 = 10000 indivíduos, com parâmetros 𝛽 = 0, 15 e
𝛾 = 0, 06 fixos, enquanto a taxa de mortalidade foi variada nos valores 𝛿 = 0, 04, representado
pelas curvas sólidas para cada compartimento, 𝛿 = 0, 02, representado pelas curvas tracejadas
em cada compartimento e 𝛿 = 0, 01, representado pelas curvas pontilhadas. A variação da
taxa de mortalidade muda de forma significativa o formato das curvas epidêmicas; quando
𝛿 = 0, 04 temos uma quantidade expressiva de indivíduos morrendo em decorrência da infecção
e, consequentemente, a curva de infectados tem um pico largo e pouco pronunciado. No cenário
oposto, quando 𝛿 = 0, 01, a taxa de mortalidade é relativamente baixa e mais pessoas ficam
infectadas com a doença simultaneamente, o que pode ser visto através da curva de infectados
como um pico estreito e bem pronunciado.
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2.3.4 Mapa entre os modelos SIRD e Richards

Vamos considerar agora um modelo SIRD modificado, seguindo a referência (WANG; WU;

YANG, 2012), em que nas equações 2.27 e 2.28 o número total de indivíduos do sistema
é substituído pela população parcial dos compartimentos S e I combinados. Isto leva em
consideração o fato de que os indivíduos mortos e os recuperados (assumindo que se tornem
imunes) não contribuem mais para a dinâmica da transmissão da doença. Portanto, o novo
sistema de equações diferenciais do modelo se torna:

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= − 𝛽𝑆𝐼

𝑆 + 𝐼
(2.32)

𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝛽𝑆𝐼

𝑆 + 𝐼
− 𝛾𝐼 − 𝛿𝐼 (2.33)

𝑑𝑅

𝑑𝑡
= 𝛾𝐼 (2.34)

𝑑𝐷

𝑑𝑡
= 𝛿𝐼. (2.35)

A taxa básica de reprodução 𝑅0 pode ser calculada da mesma forma para esta versão modifi-
cada do modelo SIRD. Desta forma, temos novamente

𝑅0 = 𝛽

𝛾 + 𝛿
. (2.36)

O próximo passo no nosso desenvolvimento é definir a variável 𝑦(𝑡) = 𝑆(𝑡) + 𝐼(𝑡) e dividir a
equação (2.33) pela equação (2.32), obtendo

𝑑𝐼

𝑑𝑆
= −1 + (𝛾 + 𝛿)(𝑆 + 𝐼)

𝛽𝑆
. (2.37)

Reconhecendo o termo 𝑅0 na equação acima e fazendo algumas manipulações algébricas,
ficamos com

𝑑𝑦

𝑦
= 1

𝑅0

𝑑𝑆

𝑆
. (2.38)

Integrando ambos os lados da equação (2.38), coletando as constantes de integração em um
único termo e inserindo em (2.32), chegamos a uma equação de crescimento do tipo Richards

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝛽𝑆

[︃
1 −

(︂
𝑆

𝐿

)︂𝛼
]︃

, (2.39)

onde 𝛼 = 1 − 1/𝑅0 e 𝐿 = [𝑆(0) + 𝐼(0)]1/𝛼𝑆(0)1−1/𝛼. Agora que temos uma equação de
crescimento do tipo Richards para 𝑆(𝑡) e consequentemente para 𝐷(𝑡), queremos aproximar
esta curva ao próprio modelo de Richards 𝐶(𝑡), dado pela equação (2.1) e encontrar uma
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relação entre os parâmetros dos dois modelos. Para isto, começamos impondo as condições
de contorno 𝐾 = 𝐷(∞) e 𝑡𝑐 = 𝑡𝑖, onde 𝑡𝑖 é o ponto de inflexão da curva 𝐷(𝑡). Pela definição
de ponto de inflexão, 𝐷̈(𝑡𝑖) = 0, e por consequência da equação (2.35), 𝐼(𝑡𝑖) = 0.

Além das condições de contorno mencionadas acima, fazemos a imposição de que no ponto
𝑡 = 𝑡𝑖, tanto 𝐶(𝑡) quanto sua derivada temporal, 𝐶̇(𝑡), coincidam respectivamente com 𝐷(𝑡)

e 𝐷̇(𝑡), ou seja

𝐶(𝑡𝑐) = 𝐷(𝑡𝑖); (2.40)

𝐶̇(𝑡𝑐) = 𝐷̇(𝑡𝑖). (2.41)

O instante de tempo 𝑡𝑖 pode ser calculado explicitamente a partir da solução da equação
(2.39), mas por brevidade este cálculo será omitido no texto desta tese.

Através das equações (2.40) e (2.41), juntamente com (2.3) e sua derivada temporal, po-
demos encontrar a conexão entre os parâmetros (𝑟, 𝛼) do modelo de Richards e os parâmetros
(𝛽, 𝛿, 𝛾) do modelo compartimental SIRD

1
(1 + 𝛼)1/𝛼

= 𝐷(𝑡𝑖)
𝐷(∞) , (2.42)

𝑟𝛼

1 + 𝛼
= 𝛿

𝐼(𝑡𝑖)
𝐷(𝑡𝑖)

, (2.43)

onde usamos a condição de contorno 𝐾 = 𝐷(∞) e usamos na segunda equação acima o
resultado obtido na primeira para simplificação. Estas equações compõem um mapa entre
os parâmetros dos dois modelos e uma vez tendo os parâmetros do modelo compartimental
SIRD em mãos juntamente com os pontos 𝑡𝑖 e 𝐷(∞), podemos encontrar univocamente os
parâmetros 𝑟 e 𝛼 do modelo de Richards.

Agora que temos uma relação entre os parâmetros dos dois modelos, podemos estimar a
precisão do referido mapa através da função erro relativo, dada por:

𝜂(𝑡) = |𝐶(𝑡) − 𝐷(𝑡)|
𝐷(𝑡) . (2.44)

Na figura 14, o gráfico do lado esquerdo exibe em a curva de mortes acumuladas 𝐷(𝑡)

de uma realização do modelo SIRD (curva contínua em vermelho) sobreposta pela curva de
mortes acumuladas 𝐶(𝑡) do modelo de Richards (curva tracejada em preto) com parâmetros
(𝑟, 𝛼) obtidos pelo mapa contruído entre os dois modelos. Note que a concordância entre as
duas curvas é excelente, o que é corroborado pelo plot da função erro relativo 𝜂(𝑡) para este
mesmo caso, exibido no gráfico do lado direito. A função erro relativo tem um valor máximo
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Figura 14 – O gráfico da esquerda ilustra a curva de mortes acumuladas 𝐷(𝑡) de uma realização do modelo
SIRD (curva contínua em vermelho) juntamente com a curva de mortes acumuladas 𝐶(𝑡) do
modelo de Richards (curva tracejada em preto) com parâmetros obtidos a partir do mapa entre
os dois modelos. No gráfico da direita é apresentado um plot da quantidade 𝜂(𝑡) para este mapa.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACÊDO et al., 2021).

de 5%, logo nos primeiros pontos em que é feita a comparação, mas rapidamente decai para
muito próximo de zero nos pontos seguintes. O segundo e o terceiro picos no gráfico do lado
direito da figura 14 coincidem com os "joelhos" da curva acumulada, que correspondem ao
crescimento exponencial e à aproximação exponencialmente rápida ao platô de saturação.

A figura 15 mostra o comportamento dos parâmetros 𝑟 (representado na figura pela curva
contínua) e 𝛼 (curva tracejada no gráfico) do modelo de Richards e da taxa básica de reprodu-
ção 𝑅0 (curva pontilhada no gráfico) em função do parâmetro 𝛽 do modelo SIRD mantendo-se
fixos os parâmetros 𝛾 e 𝛿. O valor do parâmetro 𝛽 for variado de forma a manter os parâmetros
𝑟 e 𝛼 dentro do seu limite biologicamente aceitável, ou seja, entre 0 e 1. Notamos ainda o
respectivo crescimento e decrescimento monotônico dos parâmetros com a variação de 𝛽.

2.3.5 Modelo SIRD com parâmetros dependentes do tempo

O modelo SIRD tradicional com parâmetros constantes, dado pelas equações (2.27)-(2.30),
é extremamente comum na área de epidemiologia para a modelagem das mais diversas doenças.
No entanto, o modelo SIRD tradicional exibe um crescimento muito rápido depois de um certo
ponto característico e também tem uma aproximação exponencialmente rápida ao platô de
saturação. Estas características inerentes do modelo SIRD tradicional são incompatíveis com
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Figura 15 – Comportamento dos parâmetros do modelo de Richards 𝑟 (curva contínua) e 𝛼 (curva tracejada),
obtidos através do mapa, e do taxa básica de reprodução 𝑅0 (curva pontilhada) em função do
parâmetro 𝛽 do modelo SIRD com 𝛾 e 𝛿 fixos.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACÊDO et al., 2021).

as curvas de casos e mortes acumuladas na pandemia de Covid-19, nas quais uma pletora de
ações envolvendo a obediência ou desobediência de intervenções não farmacológicas (como uso
de máscaras, fechamento de escolas e locais públicos como lojas e centros de compras ou ainda
lockdown), faz com que a curva tenha um crescimento sub-exponencial (polinomial) e uma
lenta aproximação ao platô de saturação (lei de potência), como mostrado em (VASCONCELOS

et al., 2021).
Esta incompatibilidade entre o modelo SIRD tradicional com parâmetros constantes e as

curvas epidêmicas da Covid-19 pode ser vista na figura 16. A curva de mortes acumuladas
atribuídas à Covid-19 para a Suécia até a data de 30 de Julho de 2020 é exibida em círculos
vermelhos, enquanto a curva de mortes acumuladas 𝐷(𝑡) do modelo SIRD padrão com pa-
râmetros constantes e obtidos através do melhor ajuste numérico, exibidos no inset da figura
juntamente com os erros da estimativa.

Uma solução simples e que, como veremos mais a frente, se provou extremamente eficiente
para a modelagem das curvas epidêmicas da Covid-19 foi introduzir uma dependência temporal
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no parâmetro epidemiológico 𝛽 de acordo com a seguinte equação diferencial (CACCAVO, 2020):
𝑑𝛽

𝑑𝑡
= 1

𝜏1
[𝛽0𝛽1 − 𝛽(𝑡)], 𝑡 ≥ 𝜏0, (2.45)

onde 𝜏0 é o tempo em que se iniciam as intervenções, 𝜏1 é o tempo médio de duração das
intervenções, 𝛽0 é o valor inicial da taxa de transmissão antes das intervenções e o produto
𝛽0𝛽1 representa seu valor final no final da pandemia. Integrando a equação diferencial (2.45)
com a condição inicial 𝛽(𝑡) = 𝛽0, ficamos com

𝛽(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝛽0, 𝑡 < 𝜏0;

𝛽0

(︂
𝛽1 + (1 − 𝛽1)𝑒− (𝑡−𝜏0)

𝜏1

)︂
, 𝑡 ≥ 𝜏0.

(2.46)

Mesmo com esta mudança na taxa de transmissão 𝛽, as equações centrais do mapa (2.42)
e (2.43), que nos permitem calcular os parâmetros 𝑟 e 𝛼 do modelo de Richards a partir da
curva 𝐷(𝑡), continuam válidas. No entanto, o instante de tempo 𝑡𝑖 deve agora ser determinado
a partir do pico da curva 𝐼(𝑡) ou do ponto de inflexão da curva de mortes acumuladas 𝐷(𝑡).

A figura 17 mostra a aplicação do mapa entre o modelo SIRD modificado com parâmetro
𝛽 dependente do tempo e o modelo de Richards para Holanda, Itália, Alemanha, Cuba, Suécia

Figura 16 – Curva de mortes acumuladas atribuídas à Covid-19 (círculos vermelhos) para a Suécia até 30
de Julho de 2020 juntamente com a curva de mortes acumuladas do modelo SIRD padrão com
parâmetros obtidos através do melhor ajuste numéricos, cujas estimativas e erros são exibidos no
inset da figura.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACÊDO et al., 2021).
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Figura 17 – Número acumulado de mortes (círculos vermelhos) atribuídos à Covid-19 até 30 de Julho de 2020
para (a) Holanda, (b) Itália, (c) Alemanha, (d) Cuba, (e) Suécia, e (f) Japão. As curvas contínuas
em preto representam o melhor ajuste numérico pelo modelo SIRD modificado com parâmetro
𝛽 dependente do tempo e cujos valores estimados dos parâmetros estão descritos na legenda da
figura. As curvas tracejadas em verde representam a curva teórica obtida pelo modelo de Richards
com os parâmetros computados numericamente através do mapa dado pelas equações (2.42) e
(2.43) e os parâmetros do modelo SIRD encontrados pelo ajuste numérico.

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (MACÊDO et al., 2021).

e Japão até o dia 30 de Julho de 2020. Em todos os casos, o número acumulado de mortes
atribuídas à Covid-19 em função do número de dias desde a primeira morte para cada país é
denotado através dos círculos vermelhos. A curva contínua em preto a curva acumulada de
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mortes do modelo SIRD modificado com 𝛽 dependente do tempo obtida através do melhor
ajuste numérico com os dados empíricos; a curva tracejada em verde representa a curva
acumulada gerada pelo modelo de Richards com parâmetros obtidos através do mapa entre
os dois modelos.

A partir desta figura, podemos ver que a correspondência entre estes dois modelos através
do mapa discutido anteriormente é muito boa para todos os casos apresentados. Isto nos leva
a concluir que, apesar de os parâmetros do modelo de Richards não terem uma interpreta-
ção epidemiológica direta como no caso do modelo compartimental SIRD, vemos que estes
ainda carregam informações importantes sobre as características epidemiológicas da doença
em questão, visto que possuem uma relação (ainda que não linear) com os parâmetros do
modelo SIRD.

Perceba ainda que o modelo de Richards, que possui apenas dois parâmetros independentes
do tempo, consegue descrever as curvas epidêmicas em questão tão bem quanto o modelo
SIRD modificado com parâmetro 𝛽 dependente do tempo, o que corresponde efetivamente a
um total de 6 parâmetros (𝛽0, 𝛽1, 𝛾, 𝛿, 𝜏0, 𝜏1). Portanto, ao passo que perde-se um pouco da
interpretação epidemiológica ao se fazer uso do modelo de Richards, ganha-se em flexibilidade
e simplicidade computacional.

Todos os ajustes numéricos apresentados na figura 17 foram feitos utilizando o algoritmo
de Levenberg-Marquardt (MORÉ, 1978) implementado no módulo lmfit (NEWVILLE et al.,
2014) da linguagem de programação Python, em que também foram produzidos todos os
gráficos desta seção. Para cada ajuste numérico, o módulo lmfit foi utilizado para solucionar
o problema de mínimos quadrados não linear a partir dos dados empíricos e o modelo SIRD
modificado com a finalidade de achar o melhor conjunto de parâmetros para modelar os dados
juntamente com os erros associados a cada parâmetro, que são calculados através do método
da matriz de covariância.

Para um determinado conjunto de parâmetros do modelo SIRD modificado, os erros as-
sociados aos parâmetros do modelo de Richards obtidos através do mapa constituído pelas
equações (2.42) e (2.43) são encontrados através de um procedimento de bootstrap. Tal
procedimento consiste em considerar os valores extremos dos parâmetros obtidos através do
ajuste numérico dos dados empíricos com o modelo SIRD modificado, 𝜒 ± 𝛿𝜒, onde 𝜒 é o
valor do parâmetro encontrado pelo ajuste e 𝛿𝜒 seu erro associado. Em seguida é feita uma
integração do modelo SIRD modificado para cada uma das combinações possíveis dos valores
extremos – um total de 64 – e em cada integração é aplicado o mapa para calcular os parâ-
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metros do modelo de Richards (𝑟, 𝛼), que são armazenados se estiverem no intervalo aceitável
(0 < 𝑟, 𝛼 ≤ 1). Os erros associados a cada parâmetro são calculados através da média do valor
absoluto da diferença entre os parâmetros encontrados em cada uma das iterações discutidas
e os valores encontrados no mapa feito inicialmente.
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3 MODINTERV: UMA FERRAMENTA ONLINE PARA MONITORAMENTO

DA COVID-19

Nos últimos dias do ano de 2019 o mundo se deparou com as notícias de uma nova doença
que começara a se disseminar na China e que pouco tempo depois tomaria conta de todo o
mundo, vitimando milhões de pessoas e mudando para sempre a vida, e até certo ponto, o
funcionamento da sociedade. Um surto de proporções globais como a pandemia de Covid-19
não era visto desde o início do século XX, quando o mundo testemunhou a letalidade da gripe
espanhola, causada pelo vírus influenza, durante os quase três anos de pandemia.

O espalhamento de uma doença infectocontagiosa é extremamente rápido e a dinâmica
por trás da disseminação é bastante complexa e envolve diversas escalas, como a transmissão
nos núcleos familiares, nos bairros, nas cidades, a nível estadual e assim por diante. Uma
pandemia pode ser dividida em diversas fases, cada uma com suas respectivas possíveis res-
postas e intervenções por parte do poder público e da população em geral; no início acontece
a detecção dos primeiros casos e mortes, em seguida são analisados a transmissividade e a
letalidade da doença, que sucede o monitoramento do espalhamento da doença juntamente
com a implementação de intervenções não-farmacológicas (distanciamento social, uso obriga-
tório de máscaras, fechamento de escolas e locais públicos, lockdown) e farmacológicas (uso
de medicamentos eficazes contra a doença, vacinação), se disponíveis.

Durante o monitoramento da pandemia de Covid-19, vários recursos modernos foram utili-
zados para auxiliar esta tarefa, a exemplo de dados vinculados a localizações geográficas como
estatísticas a níveis de estado, município e até bairros; o uso de smartphones para informar
novos casos, teleatendimento médico no caso de sintomas pertinentes à Covid-19 e dados de
geolocalização dos indivíduos a fim de estimar a parcela da população que estava seguindo
as orientações de distanciamento social e lockdown. Uma outra vertente crucial no monito-
ramento do espalhamento da doença foi a análise de dados (CORI et al., 2017) juntamente
com a modelagem da epidemia utilizando-se diversos modelos (compartimentais, logísticos, de
agentes) para entender a dinâmica específica de cada local para assim traçar medidas eficazes
no combate da pandemia.

Uma das classes de dados mais significativas e que foi amplamente explorada pela mídia
internacional são as curvas epidêmicas, constituídas pelo número diário ou acumulado de casos
ou mortes atribuídas à Covid-19 em função do tempo (em sua maioria, do número de dias
desde o início da pandemia ou do primeiro caso ou morte naquela localidade) (KAMVAR et al.,
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2019). As curvas epidêmicas são uma ótima ferramenta para monitorar um surto de qualquer
que seja a doença pois serve como uma ilustração visual da dinâmica da epidemia, eviden-
ciando o crescimento ou decrescimento do número diário de casos ou mortes e o resultado
das intervenções implementadas pelas autoridades de saúde pública; além disso, elas são a
base para a aplicação de diversos tipos de modelos epidemiológicos, como os modelos com-
partimentais (KERMACK; MCKENDRICK, 1927; MATHEMATICAL. . . , 2020), modelos de agentes
(KERR et al., 2021) e modelos fenomenológicos (VASCONCELOS et al., 2020; VASCONCELOS et

al., 2021; MACÊDO et al., 2021).
O aplicativo ModInterv foi desenvolvido pela Rede Cooperativa de Pesquisa em Mode-

lagem da Epidemia de Covid-19 e Intervenções Não-Farmacológicas (ModInterv-Covid19)
(MODINTERV-COVID19, 2020) com o intuito de prover um aplicativo amplamente disponível
ao público, autoridades de saúde pública e outros pesquisadores, de fácil uso e grande abran-
gência. O aplicativo permite ao usuário monitorar as curvas epidêmicas de casos e mortes
atribuídas à Covid-19 para vários países ao redor do mundo e para estados e cidades no Brasil
e nos Estados Unidos. O ModInterv traz em sua implementação uma classe generalizada de
modelos logísticos de crescimento com parâmetros dependentes do tempo que são capazes de
modelar curvas epidêmicas com um número arbitrário de ondas de infecções ou mortes através
de ajustes numéricos realizados automaticamente pelo software.

Uma vez que o usuário acessa o aplicativo, ele deve escolher o tipo de curva epidêmica que
deseja analisar, casos ou mortes; em seguida deverá ser escolhido o país, estado ou cidade do
Brasil ou dos Estados Unidos que servirá de base para o modelo. O software então prossegue
para a determinação do número de ondas epidêmicas apresentadas na curva epidêmica. Este
procedimento de determinação do número de ondas é feito através de um algoritmo que
começa com a suavização dos dados através da aplicação de uma regressão do tipo LOWESS
(CLEVELAND, 1981). Com os dados suavizados, um módulo de processamento de sinais nativo
da linguagem python é utilizado para detectar máximos e mínimos locais na curva diária
suavizada, o que servirá como indicativo de possíveis ondas na curva epidêmica. Em seguida,
um filtro implementado com base no algoritmo (HARVEY et al., 2023) é utilizado para detectar
e eliminar ondas espúrias (ondas com duração muito curta, ondas muito "rasas" e também
falsas ondas detectadas erroneamente por máximos ou mínimos locais causados por grandes
flutuações nos dados diários).

Depois que as ondas espúrias são eliminadas e o número N de ondas "reais" é determinado,
o modelo usa os dados empíricos juntamente com os intervalos de cada onda determinados
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pelo filtro para fazer o ajuste numérico com o o modelo logístico de crescimento para múltiplas
ondas com parâmetros dependentes do tempo. Sendo o ajuste bem sucedido, as curvas epi-
dêmicas diária e acumulada para os dados escolhidos são exibidas juntamente com as curvas
teóricas obtidas através do modelo com os parâmetros encontrados pelo ajuste numérico. Nos
gráficos são indicados com símbolos as datas de início e pico de cada onda epidêmica (e seus
respectivos valores indicados na legenda da figura); neles também são traçadas linhas verticais
de diferentes cores para indicar visualmente o regime de aceleração que a epidemia apresen-
tava naquele dado momento. Comparando a posição do último ponto da curva com os pontos
que marcam estes regimes de aceleração, o aplicativo ModInterv pode determinar o regime de
aceleração atual para a região escolhida pelo usuário, permitindo inferir se a epidemia naquele
local tende a continuar acelerando ou se está em regime de desaceleração.

Os detalhes de todas as características de implementação do aplicativo, como construção da
interface do usuário, hospedagem em servidores, obtenção dos dados brutos, ajuste numérico,
processamento e análise dos dados serão discutidos cuidadosamente ao longo deste capítulo.
Inicialmente serão elaborados as definições e cálculos para a determinação dos estágios das
curvas epidêmicas e em seguida serão discutidos os tópicos voltados à parte computacional da
implementação do aplicativo.

3.1 ESTÁGIOS DE UMA CURVA EPIDÊMICA

As curvas epidêmicas, sejam elas diárias ou acumuladas, de casos ou de mortes, são uma
coleção de dados empíricos que servem como um ótimo indicativo visual da evolução da
epidemia em um dado local. Conhecer as características de tais curva é assunto de tremenda
importância, pois pode auxiliar as autoridades de saúde a entender o comportamento que
a curva tende a ter nos dias que se sucedem, embasando a implementação, fortalecimento
ou relaxamento de medidas de enfrentamento à pandemia. O aplicativo ModInterv utiliza
modelos fenomenológicos generalizados de crescimento com parâmetros dependentes do tempo
(discutidos previamente na seção 2.2), que são capazes de modelar curvas epidêmicas com
múltiplas ondas de infecções ou mortes de forma excelente, como mostrado na seção 2.2.1.

Através da análise das curvas epidêmicas com os modelos de crescimento, o aplicativo Mo-
dInterv fornece informações que não poderiam ser obtidas através de médias móveis ou outros
tipos de suavização de curvas, como será mostrado ao longo desta seção. De forma geral, as
curvas epidêmicas exibem três regimes de crescimento: uma fase inicial de crescimento rápido
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e acelerado; uma fase intermediária com crescimento aproximadamente linear e finalmente
uma fase de crescimento em que a curva se afasta do crescimento linear e tende a um platô
de saturação, aproximando-se do valor final de casos ou mortes. É possível fazer uma divisão
mais detalhada das fases de crescimento através de considerações sobre a aceleração da curva
epidêmica.

Para manter a generalidade, será considerada inicialmente uma curva epidêmica com 𝑁 ≥ 1

ondas. As figuras esquemáticas 18, 19 e 20 ilustram a curva acumulada, a sua velocidade
(primeira derivada) e a sua aceleração (segunda derivada), respectivamente, para uma curva
com duas ondas de infecção (𝑁 = 2). O início de cada onda é marcado por um regime de
aceleração crescente, quando a aceleração vai de um valor próximo de zero até o seu máximo,
instante denotado por 𝑡

(𝑘)
1 , onde 𝑘 = 1, ..., 𝑁 se refere a onda em questão, e são representados

para as diferentes ondas na figura por linhas verticais na cor laranja. Em seguida, a curva
epidêmica entra em uma fase intermediária que é composta por dois estágios epidêmicos com
regimes de aceleração distintos.

O primeiro deles apresenta um regime de aceleração decrescente, no qual a aceleração
diminui do seu máximo em 𝑡

(𝑘)
1 até chegar em zero no instante 𝑡

(𝑘)
2 , indicados para cada

onda na figura 18 pelas linhas verticais amarelas. Em seguida a curva entra em um regime de
desaceleração crescente até atingir seu pico no instante 𝑡

(𝑘)
3 , indicado para cada onda na figura

Figura 18 – Figura esquemática de uma curva epidêmica apresentando duas ondas de infecções. As linhas
verticais coloridas representam os estágios epidêmicos; o ponto e a linha vertical em preto repre-
sentam o início da segunda onda epidêmica.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).
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pelas linhas verticais na cor verde. Depois de passar do instante 𝑡
(𝑘)
3 a curva entra em sua última

fase de crescimento, apresentando um regime de desaceleração decrescente e se aproxima de
zero já no fim de cada onda epidêmica. Como já comentado anteriormente, a forma com que
a curva epidêmica se aproxima do platô e consequentemente a característica da desaceleração,
assumindo comportamento de lei de potência ou exponencial, depende de diversos fatores
como as medidas de restrição imposta pelas autoridades de saúde e a adesão da população
a estas medidas, índice de vacinação, entre outros. O final de uma onda epidêmica acontece
quando a velocidade chega a seu mínimo e a aceleração é nula; este instante é denotado
nas figuras por um ponto na cor preta. Finalmente, ainda na figura da curva acumulada,
temos a indicação do platô que cada onda epidêmica atingiria, caso não houvesse uma onda
subsequente. Estes platôs são indicados pelas linhas horizontais tracejadas em vermelho e
denotados pelos símbolos 𝐾𝑘. No caso em tela, são apresentados os platôs das duas ondas,
𝐾1 e 𝐾2.

O conhecimento de tais instantes de tempo 𝑡
(𝑘)
𝑖 nos permite determinar o estágio atual da

epidemia em uma determinada localidade ao compararmos a posição do último ponto da curva
empírica, denominado como tempo atual e representado por 𝑡𝑓 , com os pontos característicos
calculados pelo modelo. Para determinar estes pontos característicos, o aplicativo realiza um
ajuste numérico com o modelo matemático apropriado escolhido automaticamente para ajustar
ondas com um número arbitrário de ondas. Depois de realizar o ajuste e calcular os pontos

Figura 19 – Figura esquemática da velocidade (primeira derivada) da curva acumulada mostrada na figura 18.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).
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Figura 20 – Figura esquemática da aceleração (segunda derivada) da curva acumulada mostrada na figura 18.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).

caraterísticos (procedimento que será discutido em detalhe nas seções que seguem) o aplicativo
determina o estágio atual da curva epidêmica analisada. Por fim é gerado um gráfico exibindo
a curva empírica, a curva teórica dada pelo modelo com os parâmetros obtidos pelo melhor
ajuste numérico, as linhas verticais representando os instantes descritos acima e na legenda é
indicado o atual estágio da epidemia na localidade em questão, que recebe uma das seguintes
denominações:

1. Aceleração crescente: 𝑡𝑓 < 𝑡1(𝑘);

2. Aceleração decrescente: 𝑡
(𝑘)
1 < 𝑡𝑓 < 𝑡

(𝑘)
2 ;

3. Desaceleração crescente: 𝑡
(𝑘)
2 < 𝑡𝑓 < 𝑡

(𝑘)
3 ;

4. Desaceleração decrescente: 𝑡𝑓 > 𝑡
(𝑘)
3 .

O aplicativo ModInterv implementa um modelo de crescimento logístico capaz de descrever
curvas que apresentam um número arbitrário N de ondas epidêmicas de forma completamente
automatizada. Este modelo foi discutido em detalhe na seção 2.2. O funcionamento do ajuste
numérico utilizando tal modelo será discutida em detalhes nas seções que seguem.
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Figura 21 – Figura esquemática descrevendo o funcionamento do aplicativo ModInterv desde sua inicialização
até o ajuste numérico.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).

3.2 ESTRUTURA DE BACKEND DO APLICATIVO MODINTERV

Nesta seção serão discutidas a implementação, funcionamento e ferramentas utilizadas na
implementação do aplicativo ModInterv. Dentre estes temas serão discutidos como os da-
dos são obtidos, como os ajustes numéricos são realizados com o modelo implementado, a
construção da interface do usuário e a estrutura geral do aplicativo. A figura 21 ilustra esque-
maticamente o processo de funcionamento do aplicativo em questão, desde sua inicialização
até chegar no ajuste numérico.

3.2.1 Interface do usuário

A interface do usuário do aplicativo ModInterv foi desenvolvida com o intuito de fornecer
uma experiência acessível para o público em geral sem deixar de contar com uma riqueza de
opções de personalizações dos resultados gerados pelo aplicativo. A língua padrão do aplicativo
é o inglês, no entanto, o usuário poderá optar pelo português clicando em um botão no topo
do site. Desta forma, todo o texto do aplicativo e dos resultados gerados será exibido em
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português do Brasil. A interface do usuário do aplicativo ModInterv foi construída usando
objetos chamados widgets, já implementados no módulo iPywidgets (COMMUNITY, 2015)
da linguagem Python. Dentre os múltiplos widgets disponíveis neste módulo, foram utilizados
apenas cinco tipos, a saber: HTML, Button, IntSlider, Dropdown e Checkbox. O primeiro deles,
HTML, foi usado para exibir elementos de texto dinâmicos sem a necessidade de recarregar
a página (quando o usuário mudar a língua do aplicativo, por exemplo). Os outros 4 widgets

foram utilizados para receber informações vindas do usuário, como o tipo de curva epidêmica
a ser analisada (Casos ou Mortes), o país, estado ou cidade escolhido, o número de dias a ser
considerado no ajuste numérico, os gráficos a serem mostrados, dentre outras. A figura 22
ilustra quatro dos cinco tipos de widget usados na implementação do ModInterv.

3.2.2 Aquisição de dados

Os dados utilizados para analisar as curvas epidêmicas dos países e dos estados e cidades
nos Estados Unidos são obtidos da base de dados disponibilizada ao público pela Johns Hopkins
University (JHU, 2020); esta base de dados fornece as séries temporais de casos confirmados
e mortes para as localidades mencionadas. Os dados para estados e cidades do Brasil são

Figura 22 – Ilustrações esquemáticas de quatro dos cinco widgets do módulo iPywidgets usados no aplicativo.

(a) Widget Button. (b) Widget Slider

(c) Widget Checkbox. (d) Widget Dropdown.

Fonte: elaborada pelo autor e publicada em (BRUM et al., 2023).
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obtidos da base de uma base de dados no GitHub mantida por Wesley Cota, da Universidade
Federal de Viçosa. Ambas as bases de dados foram atualizadas diariamente até meados de
Março, quando a pandemia de Covid-19 foi oficialmente declarada extinta pela Organização
Mundial da Saúde. Toda vez que o aplicativo é inicializado, as bases de dados são acessadas
automaticamente e os respectivos dados ficam disponíveis para serem analisados pelo usuário.

Nos dois conjuntos de dados, as séries temporais são fornecidas em formato .csv e lidas e
armazenadas em cache pelo aplicativo sem qualquer tipo de suavização ou pré processamento,
uma vez escolhido o tipo de curva epidêmica a ser analisada e a localidade desejada. As bases
de dados mencionadas não fornecem dados diários, portanto, para obter as curvas epidêmicas
diárias, são subtraídos valores consecutivos da série temporal acumulada. Deve-se ainda notar
que eventualmente as autoridades de saúde de certos locais podem fazer correções nas curva
epidêmicas, adicionando ou removendo de uma só vez um grande número de casos confirmados
ou mortes que antes não haviam sido contabilizadas ou erroneamente atribuídas à doença em
questão, o que pode gerar valores negativos ou saltos na curva diária. No entanto, os efeitos
de tais correções para a análises realizadas pelo aplicativos são diminutas, visto que os ajustes
numéricos são feitos com base nas curvas acumuladas.

3.2.3 Detecção de ondas epidêmicas

A detecção de forma automática do número de ondas presentes em uma curva epidêmica
mostra-se um dos pontos mais desafiadores para ser implementado utilizando apenas técni-
cas matemáticas, estatísticas e computacionais sem o auxilio de inteligência artificial. O que
para um humano seria tarefa simples, para um algoritmo que utiliza apenas as ferramentas
mencionadas acima é um verdadeiro desafio devido à presença de flutuações de natureza rá-
pida (ruído) e variações de natureza lenta que caracterizam uma onda epidêmica; realizar tal
distinção a partir de argumentos matemáticos e estatísticos não é tarefa fácil.

Para resolver tal problema, foi implementado no ModInterv um algoritmo baseado no
procedimento de suavização de LOWESS (Locally Weighted Scatterplot Smoothing) (CLE-

VELAND, 1981) juntamente com ferramentas previamente implementadas em um módulo de
análise de sinal padrão da linguagem Python para detecção de máximos e mínimos locais, que
são utilizados para estimar o número de ondas epidêmicas presentes na curva em questão.
Uma vez selecionada a localidade e o tipo de curva desejado pelo usuário (Casos confirmados
ou Mortes), a curva diária é obtida através da manipulação discutida anteriormente a partir
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da curva acumulada obtida das bases de dados. O procedimento de suavização de LOWESS
é então aplicado à curva diária e em seguida o módulo de análise de sinais é utilizado para
detectar máximos e mínimos locais na curva diária já suavizada. Os máximos e mínimos lo-
cais detectados na curva são de crucial importância, pois representam potenciais picos ou
separações entre ondas subsequentes, respectivamente. Uma vez encontrados tais pontos, é
importante filtrar e descartar ondas espúrias; isto é feito utilizando um algoritmo proposto
em (HARVEY et al., 2023) que descarta as ondas espúrias ao comparar a proximidade entre os
máximos e mínimos locais e a altura relativa dos picos. O número 𝑁 de ondas epidêmicas
presentes na curva é então determinado como o número de mínimos locais restantes depois
da filtragem acrescido de uma unidade.

É válido notar que a determinação do número de ondas poderia ser deixado alternati-
vamente a cargo do usuário, no entanto esta opção vai de contra o intuito com o qual o
aplicativo ModInterv foi idealizado: fornecer uma ferramenta completamente automatizada e
de fácil utilização pelo público em geral. Além disso, o algoritmo de detecção de ondas epidê-
micas adicionalmente ao número 𝑁 de ondas presentes na curva escolhida, também fornece
chutes iniciais para os tempos de transição 𝑡𝑖 entre ondas sucessivas. Desta forma, este tra-
balho também teria de ser delegado ao usuário, tornando o aplicativo mais complexo de ser
usado e passível de gerar ajustes numéricos de baixa qualidade ou que não convirjam, visto que
o elevado número de parâmetros do modelo o deixam bastante sensível à escolha dos chutes
iniciais quando na ocasião de um ajuste.

3.2.4 Ajustes numéricos

Todos os ajustes numéricos realizados pelo aplicativo ModInterv utilizam o algoritmo de
Levenberg-Marquardt, implementado no módulo lmfit (NEWVILLE et al., 2014), para resolver
o problema de otimização não linear de mínimos quadrados. A implementação de um algoritmo
que realiza de forma automatizada ajustes numéricos para curvas epidêmicas com um número
arbitrário de ondas é bastante desafiadora, especialmente para um número 𝑁 grande, devido ao
fato que para cada onda epidêmica o modelo possui 5 parâmetros e mais 2(𝑁 −1) parâmetros
responsáveis pela transição entre os parâmetros de cada onda, ou seja, os tempos de transição
𝑡𝑖 e as taxas de transição 𝜌𝑖, totalizando 7𝑁 − 2 parâmetros para serem otimizados pelo
ajuste numérico. O elevado número de parâmetros livres do modelo matemático utilizado traz
consigo o problema de overfitting que demanda bastante cuidado na hora de selecionar os
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chutes iniciais e torna o ajuste bastante sensível a tal escolha. Para mitigar este problema,
foi implementado no aplicativo ModInterv uma rotina de ajuste numérico recursivo com 𝑁

passos, como será descrito em seguida.
O procedimento é iniciado utilizando um chute inicial para o tempo de transição 𝑡1 entre

a primeira e a segunda onda fornecido pela rotina que detecta o número de ondas epidêmicas
presentes na curva em questão. Então é feito um ajuste numérico com a curva acumulada
truncada até o tempo 𝑡1 com o modelo de uma onda utilizando chutes iniciais arbitrários
dentro dos seus limites de definição para os parâmetros {𝑟1, 𝛼1, 𝑞1, 𝐾1, 𝑝1}.

Em seguida, um chute também fornecido pela rotina de detecção de ondas epidêmicas
para o tempo de transição 𝑡2 entre a segunda e terceira ondas é utilizado para truncar a
curva acumulada em análise e um novo ajuste numérico é realizado até tal data. Os parâ-
metros obtidos na primeira etapa do procedimento descrito são usados como chutes iniciais
para {𝑟1, 𝛼1, 𝑞1, 𝐾1, 𝑝1} no ajuste da curva com duas ondas, enquanto os chutes iniciais para
{𝑟2, 𝛼2, 𝑞2, 𝐾2, 𝑝2} são novamente escolhidos arbitrariamente dentro do seu intervalo de defi-
nição.

Então realiza-se um novo ajuste numérico a partir da curva acumulada truncada até a
data 𝑡3 (estimada pela rotina que filtra as ondas epidêmicas) utilizando os valores obtidos
para {𝑟𝑖, 𝛼𝑖, 𝑞𝑖, 𝐾𝑖, 𝑝𝑖} com 𝑖 = 1, 2 e 𝑡1 e 𝜌1 como chutes iniciais para tais parâmetros no
novo ajuste, enquanto para {𝑟3, 𝛼3, 𝑞3, 𝐾3, 𝑝3} estes são escolhidos arbitrariamente dentro do
seu intervalo de definição. Este processo é repetido até que a curva epidêmica acumulada
seja utilizada integralmente para o ajuste numérico. O ajuste recursivo ajuda a diminuir o
problema com overfitting visto que os chutes iniciais para os parâmetros livres no ajuste final
(considerando-se a curva epidêmica em sua totalidade) são calibrados nas etapas intermediá-
rias, o que por sua vez diminui a sensibilidade do modelo a tais quantidades. Nota-se ainda que
ao passo que o procedimento de ajustes recursivos diminui o overfitting ele também aumenta
o tempo computacional necessário para obter resultados, sobretudo quando o número 𝑁 de
ondas epidêmicas presentes na curva da localidade escolhida é grande.

Além do procedimento descrito acima para o ajuste recursivo das curva epidêmicas, outras
medidas foram tomadas para ajudar a minimizar o overfitting. Assim como discutido na seção
2.1.2.1, foi observado que a restrição dos parâmetros livres do Modelo Logístico Beta, {𝑟, 𝛼, 𝑞},
ao limite (0, 1) e 𝑝 ≥ 1 diminui overfitting no caso de curvas com apenas uma onda, o que é
extremamente útil no primeiro passo da rotina de ajuste recursivo ou no caso de curvas com
apenas uma onda epidêmica. Para os parâmetros referentes às demais ondas epidêmicas, ou
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seja, {𝑟𝑖, 𝛼𝑖, 𝑞𝑖, 𝑝𝑖} com 𝑖 = 2, ..., 𝑁 , as mesmas condições são impostas exceto para 𝛼𝑘, que
é mantido fixo em 1 pois foi observado que deixá-lo variar gerava um aumento significativo no
overfitting pois este parâmetro está ligado à assimetria da curva diária em torno do pico de
uma dada onda, como foi discutido em detalhe em (VASCONCELOS et al., 2021). Finalmente,
o parâmetro 𝑝𝑁 para a última onda epidêmica é mantido fixo em 1, visto que tal parâmetro
controla o quão rápido a curva diária decai depois do pico (ou alternativamente, o quão rápido a
curva acumulada se aproxima do platô de saturação). No entanto, para ter uma boa estimativa
deste parâmetro a curva precisa ter uma cauda bem formada, o que não necessariamente é
o caso para curvas epidêmicas referentes a locais nos quais a pandemia ainda está evoluindo,
consequentemente esta escolha ajuda a diminuir o overfitting com relação a este parâmetro.

3.2.5 Classificação do estágio epidêmico

Como foi comentado anteriormente, o aplicativo ModInterv após analisar a curva epidêmica
pra uma determinada localidade, consegue determinar em que estágio epidêmico esta curva
está. Tal determinação pode ajudar as autoridades de saúde pública a implementar ou relaxar
medidas para conter o avanço da doença.

Uma vez que o ajuste numérico usando o modelo de múltiplas ondas é realizado e seus
parâmetros livres são determinados, o aplicativo segue para computar os pontos {𝑡𝑘

𝑖 }, 𝑖 =

1, ..., 3; 𝑘 = 1, ..., 𝑁 , que determinam os diferentes regimes de aceleração da curva epidêmica.
Estes pontos são computados numericamente através do procedimento que segue: a curva
epidêmica acumulada é reconstruída a partir do modelo implementado no aplicativo utilizando
os parâmetros determinados pelo ajuste numérico.

Esta curva é então interpolada por um spline cúbico e sua primeira e segunda derivadas,
curva diária ou velocidade e aceleração, respectivamente, são computadas e em seguida são
encontrados o ponto em que ocorre o máximo da aceleração, 𝑡𝑘

1, o ponto onde ocorre o zero da
aceleração, 𝑡𝑘

2, e o ponto onde ocorre o mínimo da aceleração, 𝑡𝑘
3. Comparando o tempo final,

𝑡𝑓 , do último ponto da curva epidêmica com os pontos 𝑡𝑁
𝑖 calculados para a última onda,

o aplicativo ModInterv determina o estágio epidêmico para a localidade em questão como
um dos três estágios possíveis: aceleração crescente, aceleração decrescente, desaceleração

crescente, desaceleração decrescente. O estágio determinado pelo aplicativo é informado na
legenda do gráfico gerado após o ajuste numérico, o qual também exibe a curva empírica,
a curva obtida através do modelo matemático com os parâmetros determinados pelo ajuste
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numérico e mais algumas informações relevantes que serão discutidas em detalhe nas próximas
seções.

3.2.6 Interatividade do aplicativo e hospedagem

O aplicativo ModInterv foi escrito utilizando iPython notebooks (PÉREZ; GRANGER, 2007),
uma ferramenta que pode ser utilizada na nuvem e permite o usuário desenvolver códigos sem
precisar instalar as dependências em sua máquina e sem consumir seu poder de processamento.
Apesar de muito versáteis, os notebooks não são apropriados para serem compartilhados com
o público em geral por não possuírem uma interface do usuário bem definida e para que os
usuários pudessem utilizar o aplicativos, todos deveriam necessitariam ter permissão de editar
e compilar o código; o que poderia gerar resultados indesejados.

Tendo em vista os possíveis problemas de distribuir ao público geral o código fonte do
aplicativo e ao mesmo tempo com o intuito de gerar uma página da internet facilmente
acessível e com uma interface do usuário simples e interativa, foi utilizado Voilà, um módulo
Python que cria páginas HTML a partir dos notebooks e permite que os widgets permaneçam
interativos nesse processo, ou seja, a partir do notebook é gerado uma página HTML com
frontend e backend funcionando separadamente. O aplicativo atualmente está hospedado em
um servidor localizado na Universidade Federal do Paraná (UFPR) e sua página web pode ser
acessado através do link http://fisica.ufpr.br/modinterv.

3.3 ESTRUTURA DE INTERFACE DO USUÁRIO DO APLICATIVO MODINTERV

Nesta seção as características da interface do usuário serão discutidas em detalhes, co-
mentando como o usuário pode navegar pela página do aplicativo, acessar as diferentes seções
designadas para cada tipo de localidade (países e estados e cidades do Brasil e dos Estados
Unidos) disponível no aplicativo, customizar os gráficos e resultados gerados depois do ajuste
numérico.

Para tornar a página do aplicativo mais simples de prática de usar, ela foi dividida em
duas seções: Países e Estados e Cidades do Brasil e dos Estados Unidos. Em cada uma destas
seções o usuário encontrará basicamente a mesma interface e com as mesmas opções de
customização, como será discutido a seguir.

http://fisica.ufpr.br/modinterv
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3.3.1 Países

A primeira seção do aplicativo é dedicada à análise dos países e para fazer ajustes numéricos
com os dados de um país dentre os disponíveis, primeiramente o usuário deve escolher no menu
Data o tipo de curva que deseja analisar (Casos ou Mortes) e em seguida selecionar no menu
dropdown Country o país de interesse. Depois de selecionar o tipo de curva epidêmica e o
país, um gráfico é gerado automaticamente mostrando a curva epidêmica acumulada (círculos
vermelhos) em função do tempo medido em dias desde o primeiro caso/morte e na legenda é
exibido o nome do país juntamente com a data do último ponto exibido no gráfico.

Em seguida, para realizar o ajuste numérico, o usuário deve clicar no botão Perform fit;
uma caixa de texto irá aparecer com o texto "Computing..." e logo depois um novo gráfico
com o ajuste numérico (curva sólida na cor preta) sobreposto à curva curva empírica (círculos
vermelhos) será exibido abaixo do gráfico anterior. No gráfico, o nome do país escolhido pelo
usuário é mostrado no título, juntamente com a data do último ponto considerado na análise;
na legenda é indicado o modelo que melhor ajustou a curva epidêmica em análise; a data do
primeiro caso ou morte; a data de início de cada onda epidêmica e o estágio epidêmico do
país considerado segundo a classificação discutida anteriormente.

Além das informações já mostradas no gráfico do ajuste numérico da curva acumulada, o
usuário pode ter acesso a informações adicionais através da interface do aplicativo ModInterv.
Ao marcar a caixa Check to display/hide the daily curve, um novo gráfico será exibido,
desta vez com a curva diária empírica (círculos vermelhos) calculada a partir da diferença
entre pontos consecutivos da curva acumulada, juntamente com a curva diária teórica (linha
contínua na cor preta); esta última sendo calculada através da derivada temporal da curva
acumulada obtida pelo ajuste numérico do modelo escolhido. Logo abaixo da caixa mencionada
anteriormente, o usuário pode encontrar uma outra caixa com o texto Check to display

the parameters of the fit, que quando marcada gera uma tabela com os valores dos
parâmetros encontrados pelo ajuste nuérico do modelo, juntamente com o erro estimados dos
parâmetros. O usuário pode ainda deslizar o cursor Time range para obter uma previsão de
curto prazo, variando de 7 a 28 dias (com incrementos de 7 dias) depois do último ponto da
curva empírica. Esta previsão é obtida através da curva teórica gerada pelo modelo matemático
com parâmetros estimados pelo ajuste numérico; o número acumulado de mortes ou casos no
período escolhido para a previsão é mostrado na legenda do gráfico.

Para permitir uma análise mais refinada das curvas acumulada e diária, o usuário pode
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ainda determinar a escala de sua preferência para cada um dos eixos ao selecionar nos menus
dropdown x-Axis e y-Axis entre as escalas linear e logarítmica. Finalmente, o usuário pode
fazer o download de todos os gráficos produzidos ao clicar no botão Generate figure e em
seguida clicar nos respectivos links gerados pelo aplicativo logo abaixo do botão. Os formatos
png e eps são suportados e podem também ser escolhidos pelo usuário no momento de gerar
os gráficos para download.

3.3.2 Cidades e Estados do Brasil e dos Estados Unidos

Na segunda seção do aplicativo, o usuário encontrará um layout similar ao anterior mas
agora ele poderá analisar cidades e estados do Brasil e condados e estados dos Estados Unidos.
Primeiramente deve ser selecionado o país de interesse, Brasil ou Estados Unidos, e em seguida
o tipo de dado a ser analisado deve ser escolhido (casos ou mortes). Então o usuário deverá
escolher o tipo de região a ser analisada (cidades ou estados) e em seguida o estado ou cidade
(ou condado no caso dos Estados Unidos) desejada; assim como na seção anterior, um gráfico
de pré visualização será mostrado apresentando a curva epidêmica a ser analisada e a data do
último ponto desta curva.

Devemos notar que para o caso das cidades do Brasil, o tempo de carregamento dos dados
é relativamente longo se comparado ao caso dos condados dos Estados Unidos. Esta diferença
se dá devido ao fato de existirem mais de 5500 cidades no Brasil conta pouco mais de 3000
condados nos Estados Unidos, ou seja, quase o dobro. Além disso, para cada cidade ou condado
existem mais de 1300 pontos empíricos, o que no caso do Brasil culmina em um arquivo com
quase 2GB de dados para as cidades; demandando um tempo computacional bastante elevado
para a leitura de tal arquivo. Por este motivo, foi implementado no aplicativo ModInterv uma
caixa de texto exibindo "Loading..." a fim de informar o usuário que os dados para as
cidades do Brasil ou condados do Estados Unidos ainda estão sendo lidos e processados pelo
aplicativo. As demais funções discutidas e presentes na seção dos países, como a possibilidade
de exibir a curva diária, os parâmetros do ajuste, mudança da escala dos eixos e download das
figuras também estão presentes na seção de cidades e estados do Brasil e dos Estados Unidos
de forma idêntica.
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3.3.3 Exemplos

Nesta seção serão apresentados alguns exemplos de ajustes numéricos realizados para locais
variados (países, estados e cidades do Brasil e dos Estados Unidos) usando a curva epidêmica
em sua totalidade, e também usando a curva até uma certa data escolhida pelo usuário, com
a finalidade de demonstrar todas as funcionalidades do aplicativo ModInterv, bem como sua
capacidade de produzir ajustes numéricos de qualidade para curvas epidêmicas com múltiplas
ondas.

Uma vez que o usuário acessa o aplicativo ModInterv, na seção pertinente aos países, ele
deve escolher o tipo de curva a ser analisada (Casos ou Mortes) e em seguida o país desejado.
Um gráfico de pré-visualização da curva epidêmica da localidade escolhida será exibido, como
na figura 23 para o caso da Holanda. Note que todo o texto do gráfico está em português,
exceto o nome do país escolhido; isto pode ser configurado através de dois botões localizados
no cabeçalho do site para que o usuário possa optar entre português e inglês. Por padrão,
o aplicativo exibe e considera todos os pontos disponíveis até aquele momento e o usuário
pode, caso deseje, alterar a quantidade de pontos (e consequentemente a data final referente
à curva epidêmica) que devem ser analisados ao deslizar o cursor ao lado do texto Time fit.

Figura 23 – Curva acumulada de mortes (círculos vermelhos) atribuídas à Covid-19 para a Holanda até o dia
09/03/2023.

Fonte: elaborada pelo autor.
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No caso em questão, será exibido o ajuste numérico para a Holanda utilizando todos os
dados disponíveis na base de dados. Isto pode ser realizado pelo usuário ao clicar no botão
Perform fit ou Fazer ajuste e o resultado do ajuste numérico para esta curva epidêmica
é mostrado na figura 24. Na figura 24a é apresentada a curva epidêmica de mortes (círculos
vermelhos) com a curva acumulada teórica (linha contínua na cor preta) sobreposta; as linhas
verticais coloridas indicam o estágio epidêmico de cada onda; as linhas verticais na cor preta
indicam o início de uma nova onda epidêmica. Na legenda do gráfico são disponibilizadas
informações como a data do primeiro óbito, as datas de início de cada onda subsequente e
o estágio da epidemia para aquele determinado país. Na figura 24b é apresentada a curva

Figura 24 – Ajuste numérico para a Holanda utilizando todos os dados disponíveis na base de dados, o que
equivale à data 09/03/2023. (a) Curva epidêmica acumulada de óbitos (círculos vermelhos) so-
breposta com a curva acumulada teórica (linha contínua na cor preta). (b) Curva epidêmica da
óbitos diários (círculos vermelhos) sobreposta com a curva diária teórica (linha contínua na cor
preta).

(a)

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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epidêmica de óbitos diários (círculos vermelhos) com a curva diária (linha contínua na cor
preta) sobreposta. Neste gráfico são destacados em círculos na cor amarela os picos de cada
onda epidêmica e em círculos na cor preta o início de uma nova onda epidêmica. Na legenda
do gráfico são mostradas as datas dos picos correspondentes aos círculos em amarelo.

Além do ajuste numérico mostrado anteriormente, usando todos os pontos disponíveis, o
usuário poderia ter optado por fazer o ajuste numérico até uma data anterior ao deslocar o
cursor ao lado do texto Time fit, como mostrado na figura 25 para a Holanda até o dia
19/06/2021. Na figura 25a é mostrada a curva de óbitos acumulados (círculos vermelhos)
sobreposta pela curva teórica produzida pelo modelo escolhido pelo algoritmo com os parâme-
tros determinados pelo ajuste numérico (curva contínua na cor preta). As mesmas informações
discutidas anteriormente são mostradas na legenda do gráfico e as linhas verticais coloridas
novamente representam as datas limites de cada estágio epidêmico da curva.

Na figura 25b é mostrada a curva empírica de mortes diárias (círculos vermelhos) sobreposta
pela curva teórica diária (curva contínua na cor preta) e neste caso também são marcados com
círculos amarelos e pretos os picos e o início de cada onda epidêmica, respectivamente. Neste
gráfico também são exibidas as datas de cada pico correspondente aos círculos amarelos.

Na seção dos estados e cidades do Brasil e dos Estados Unidos, o usuário pode escolher
entre os dois países mencionados, em seguida escolher o tipo de curva epidêmica que deseja
analisar (casos ou óbitos) para então escolher o tipo de localidade (estados ou cidades).
Caso selecione cidades, o usuário deve primeiramente escolher o estado ao qual a cidade de
interesse pertence e em seguida, no campo City, selecionar a cidade. Considerando o caso de
um usuário que escolheu os Estados Unidos como país, óbitos como tipo de curva epidêmica,
Estados como tipo de localidade e Wyoming como estado para ser analisado, a figura 26
mostra o resultado do ajuste numérico, com a figura 26a exibindo a curva acumulada de
óbitos (círculos vermelhos) sobreposta pela curva teórica resultante do ajuste numérico (curva
contínua na cor preta) e a figura 26b apresentando a curva empírica de óbitos diários (círculos
vermelhos) sobreposta pela curva diária teórica (curva contínua na cor preta). Em ambas as
figuras, as mesmas informações fornecidas para a seção de países, como data do primeiro
óbito, data de início de cada onda, data do pico de cada onda epidêmica e o estágio epidêmico
da localidade.

Para finalizar esta seção, será apresentado o ajuste numérico para o estado de Pernambuco,
no Brasil, utilizando todos os dados disponíveis na base de dados, o que corresponde à data de
18/03/2023. A figura 27a mostra a curva de óbitos acumulados (círculos vermelhos) sobreposta
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pela curva teórica obtida através do ajuste numérico com o modelo escolhido pelo algoritmo
(curva contínua na cor preta). Na figura 27b é exibida a curva de óbitos diários (círculos
vermelhos) sobreposta pela curva diária teórica (curva contínua na cor preta), obtida pela
derivada temporal da curva teórica acumulada. Novamente, todas as informações relevantes
disponibilizadas nos outros exemplos, como data do primeiro óbito, data de início das ondas
epidêmicas, datas dos picos de cada onda e estágio epidêmico da localidade, estão presentes
nos gráficos apresentados.

Figura 25 – Ajuste numérico para a Holanda utilizando parte dos dados disponíveis na base de dados, com
o último ponto da curva correspondendo à data 19/06/2021. (a) Curva epidêmica acumulada
de óbitos (círculos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada teórica (linha contínua na cor
preta). (b) Curva epidêmica da óbitos diários (círculos vermelhos) sobreposta com a curva diária
teórica (linha contínua na cor preta).

(a)

(b)

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 26 – Ajuste numérico para o estado de Wyoming nos Estados Unidos utilizando todos os dados dispo-
níveis na base de dados, com o último ponto da curva correspondendo à data 09/03/2023. (a)
Curva epidêmica acumulada de óbitos (círculos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada
teórica (linha contínua na cor preta). (b) Curva epidêmica da óbitos diários (círculos vermelhos)
sobreposta com a curva diária teórica (linha contínua na cor preta).

(a)

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 27 – Ajuste numérico para o estado de Pernambuco no Brasil utilizando todos os dados disponíveis
na base de dados, com o último ponto da curva correspondendo à data 18/03/2023. (a) Curva
epidêmica acumulada de óbitos (círculos vermelhos) sobreposta com a curva acumulada teórica
(linha contínua na cor preta). (b) Curva epidêmica da óbitos diários (círculos vermelhos) sobreposta
com a curva diária teórica (linha contínua na cor preta).

(a)

(b)

Fonte: elaborada pelo autor.



75

4 VERSÃO ENTRÓPICA HETEROTÍPICA DA TEORIA H

A entropia se faz presente no cotidiano de toda a humanidade, desde a sensação de frio
ou calor, cansaço ou relaxamento, fome ou saciedade; todas estas manifestações são facetas
da entropia ou de seu fluxo no corpo humano. O seu conceito só foi formalmente definido
por volta de 1865 no trabalho seminal de Clausius (CLAUSIUS, 1865), no entanto, Carnot
em seu trabalho "Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines propres à

développer cette puissance", publicado em 1824 (CARNOT, 1824), já discutia tal conceito sem
a nomenclatura entropia.

Encontrando aplicações nas mais diversas áreas, como Cosmologia (PRIGOGINE; GÉHÉNIAU,
1986), Economia (GEORGESCU-ROEGEN, 1986) e até Teoria dos Jogos (GRüNWALD; DAWID,
2004), a entropia passou por diversas formulações para se encaixar a cada uma delas, como
foi o caso das amplamente conhecidas entropia de Boltzmann-Gibbs, Shannon, Renyi e Tsallis.
No entanto, nem todas elas carregam consigo uma interpretação física; as entropias formuladas
com base na Teoria da Informação, também conhecidas como Infoentropias (LUZZI; VASCON-

CELLOS; RAMOS, 2003), são na verdade funcionais geradores de distribuições de probabilidade,
enquanto entropias como a de Boltzmann-Gibbs são funcionais geradores de funções de estado
termodinâmico e têm uma interpretação física bastante palpável.

Neste capítulo será calculada em detalhe a entropia relacionada à Teoria-H (MACÊDO et al.,
2017a), usada para descrever sistemas com múltiplas escalas, como tempo ou comprimento,
nas quais a energia flui entre elas. Dentre as aplicações naturais da Teoria-H estão a turbu-
lência, como de fato foi mostrado em (GONZáLEZ et al., 2017) para descrever a presença de
hierarquia de turbulência em um laser aleatório de fibra, e também a coexistência de com-
portamento do tipo turbulento e do tipo vidro em um sistema de fótons (GONZáLEZ et al.,
2018).

Apesar de aparentemente desconexos, os dois temas principais apresentados nesta tese
mantém uma conexão significativa. As pandemias são fenômenos inerentemente complexos,
estocásticos e dotados de múltiplas escalas. A dinâmica da pandemia quando olhada a nível de
um país como um todo difere da dinâmica da mesma pandemia na escala estadual, municipal,
distrital, até chegarmos à menor "escala", as residências.

No entanto, foge do objetivo do presente trabalho analisar a pandemia de Covid-19 do
ponto de vista estocástico e considerando-se múltiplas escalas e suas respectivas dinâmicas.
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Os modelos apresentados nos capítulos anteriores abordam a referida pandemia do ponto de
vista determinístico, desprezando as flutuações e as múltiplas escalas de interação.

4.1 UMA BREVE INTRODUÇÃO À TEORIA-H

A Teoria-H é resultado de uma abordagem unificada para descrever a dinâmica de sistemas
complexos hierárquicos. Nesta formulação é assumido que o sistema é dividido em um número
𝑁 arbitrário de escalas, cujos tempos ou comprimentos característicos são muito diferentes
entre escalas consecutivas e também que há equilíbrio local em cada uma delas.

Partimos de um sistema cuja distribuição de probabilidade da quantidade de interesse 𝑥

depende da escala em que é medida. Realizando medidas em uma dada escala de tempo 𝜏0 a
partir da qual as flutuações observadas não são mais correlacionadas, é assumido que o sistema
é caracterizado por uma distribuição Gaussiana conhecida 𝑃 (𝑥|𝜀0), em que 𝜀0 é um parâmetro
que caracteriza o equilíbrio global do sistema. Desta forma, assumindo ainda que a quantidade
𝑥 varia muito mais rapidamente que o seu ambiente local, o sistema apresenta a mesma
distribuição 𝑃 (𝑥|𝜀), onde agora 𝜀, denominada como variável de "background" representa o
equilíbrio local, cuja distribuição de probabilidade é dada por:

𝑃 (𝑥|𝜀) = 1√
2𝜋𝜀

exp
(︃

−𝑥2

2𝜀

)︃
. (4.1)

Fazendo amostragens do sistema em curtos intervalos de tempo durante um período pro-
longado, a distribuição marginal da quantidade de interesse, também denominada como "si-
nal" assume a forma:

𝑃 (𝑥) =
∫︁ ∞

0
𝑃 (𝑥|𝜀)𝑓(𝜀)𝑑𝜀, (4.2)

onde 𝑓(𝜀) é a distribuição de probabilidade da variável de background.
É possível determinar a forma de 𝑓(𝜀) através de argumentos físicos ao se construir uma

Equação Diferencial Estocástica com certas condições limitadoras. Assumindo que o sistema
é composto por um número 𝑁 de escalas de tempo bem separadas 𝜏𝑖, 𝑖 = 1, ..., 𝑁 em que
para cada escala subsequente tem-se 𝜏𝑖 << 𝜏𝑖−1. Portanto, para uma dada escala 𝑖, a variável
𝜀𝑖 é dada pela EDE:

𝑑𝜀𝑖 = 𝐹 (𝜀𝑖, 𝜀𝑖−1) 𝑑𝑡 + 𝐺 (𝜀𝑖, 𝜀𝑖−1) 𝑑𝑊𝑖, (4.3)

em que 𝐹 (𝜀𝑖, 𝜀𝑖−1) é o termo determinístico de deriva, 𝐺 (𝜀𝑖, 𝜀𝑖−1) é a amplitude do ruído e
𝑑𝑊𝑖 são processos de Wiener independentes.
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Os funcionais 𝐹 e 𝐺 devem obedecer a três condições físicas: condição de equilíbrio
(⟨𝜀𝑖(𝑡)⟩ = 𝜀0 quando 𝑡 → ∞), invariância por mudança de escala e positividade de 𝜀𝑖. A
EDE mais geral que satisfaz estas condições é:

𝑑𝜀𝑖 = −𝛾𝑖 (𝜀𝑖 − 𝜀𝑖−1) 𝑑𝑡 + 𝜅𝑖𝜀
𝑠
𝑖 𝜀

1−𝑠
𝑖−1 𝑑𝑊𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁, (4.4)

em que 𝛾𝑖 e 𝜅𝑖 são constantes reais e 0 ≤ 𝑠 ≤ 1. No entanto, se for imposta a condição de que
a equação de Fokker-Planck correspondente deve possuir coeficientes analíticos, os valores de
𝑠 se restringem a 𝑠 = 1/2 e 𝑠 = 1. O caso 𝑠 = 1/2 dá origem à classe de universalidade
Exponencial Esticada, enquanto o caso 𝑠 = 1 dá origem à classe de universalidade Lei de
Potência, que serão abordadas ao longo do capítulo.

4.2 FUNCIONAL ENTRÓPICO A PARTIR DE UMA DISTRIBUIÇÃO DE PROBABILIDADE

Nesta seção será apresentado o procedimento utilizado para se obter um funcional entró-
pico a partir de uma distribuição de probabilidade dada, como demonstrado em detalhes em
(TSALLIS; SOUZA, 2003). Partindo de um funcional

Φ[𝑝] ≡ 𝑆[𝑝] − 𝛼
∑︁

𝑖

𝑝𝑖 − 𝛽

∑︀
𝑖 𝑢(𝑝𝑖)𝐸𝑖∑︀

𝑖 𝑢(𝑝𝑖)
, (4.5)

onde 𝑆[𝑝] = ∑︀
𝑖 𝑠(𝑝𝑖), 𝛼 e 𝛽 são parâmetros de Lagrange, {𝐸𝑖} é o conjunto de autovalores

do Hamiltoniano do sistema, 𝑝𝑖 = 𝑝(𝐸𝑖) são probabilidades e a função 𝑢(𝑥) é em geral uma
função monotonicamente crescente e definida tal que 𝑢(0) = 0 e 𝑢(1) = 1. É possível notar
que a quantidade multiplicando 𝛽 é a energia interna do sistema e portanto, para o caso
particular do ensemble de Boltzmann-Gibbs, deve-se ter 𝑢(𝑥) = 𝑥, enquanto para a estatística
de Tsallis, 𝑢(𝑥) = 𝑥𝑞. Ao extremizar a equação 4.5 sob a condição de energia não limitada,
obtém-se 𝑢(𝑝) = 𝑝 e ainda

𝑠(𝑝) = 𝛼𝑝 +
∫︁ 𝑝

0
𝑑𝑝′𝐸(𝑝′), (4.6)

onde 𝑠(𝑝) é a entropia e a função 𝐸(𝑝′) é a inversa de 𝑝(𝐸). A constante 𝛼 pode ser deter-
minada a partir da condição 𝑠(1) = 0, o que leva a

𝛼 = −
∫︁ 1

0
𝑑𝑝′𝐸(𝑝′). (4.7)

Como mencionado acima, 𝐸(𝑝′) é a função inversa de 𝑝(𝐸) mas no geral não é possível
avaliar esta integral analiticamente conhecendo apenas 𝑝(𝐸), excetuando-se os casos em que
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tal função é facilmente invertível. Para avaliar esta integral em um caso genérico, é necessário
utilizar a propriedade da integral do produto, cujo resultado é dado por

∫︁ 1

0
𝑑𝑝′𝐸(𝑝′) = 𝑝𝐸(𝑝)

⃒⃒⃒⃒
⃒
1

0
−
∫︁ 𝐸(𝑝=1)

𝐸(𝑝=0)
𝑑𝐸 ′𝑝(𝐸 ′). (4.8)

Em geral, 𝐸(𝑝 = 1) = 0 e 𝐸(𝑝 = 0) → ∞, portanto,

𝛼 = −
∫︁ ∞

0
𝑑𝐸 ′𝑝(𝐸 ′). (4.9)

Nos sistemas complexos hierárquicos, existem duas classes de universalidade, cada uma com
sua distribuição de probabilidade, que surgem naturalmente a partir do formalismo desenvolvido
para descrevê-los, são elas (MACÊDO et al., 2017a): a classe Exponencial Esticada – uma
generalização da distribuição K – e a classe de Lei de Potência. Nesta seção serão discutidas
ambas as classes de universalidade no âmbito do cálculo da entropia heterotípica.

4.2.1 Classe de Universalidade Exponencial Esticada

A distribuição de probabilidade da classe Exponencial Esticada é dada por

𝑝(𝐸) = 𝑃𝑁(
√

𝐸) = 𝜔1/2
√

2𝜋𝜀0Γ(𝛽)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝛽 − 1⃗/2, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ , (4.10)

onde 𝑃𝑁(𝐸) é a distribuição de probabilidade marginal associada à classe de universalidade

exponencial esticada, como discutido em detalhes em (MACÊDO et al., 2017a), 𝐺𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

⎛⎜⎜⎝ 𝑎𝑝

𝑏𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥
⎞⎟⎟⎠

é a função G de Meijer (BATEMAN, 1953), Γ(⃗𝑎) ≡ ∏︀𝑁
𝑗=1 Γ(𝑎𝑗), Γ(𝑥) representa a função Gama

e 𝛽 é o vetor 𝛽 ≡ (𝛽1, ..., 𝛽𝑁), com 𝛽𝑖 sendo constantes positivas. Em geral, como mostrado
em (MACÊDO et al., 2017a), tem-se 𝛽𝑖 = 𝛽 e consequentemente, 𝜔 = 𝛽𝑁 . A quantidade 𝜀,
que aparece no desenvolvimento das distribuições de probabilidade associadas a cada classe
de universalidade é uma variável que flutua mas que varia de forma mais devagar no tempo ou
no espaço que a quantidade 𝐸. A interpretação física desta variável seria por exemplo o fluxo
local de energia para o caso de um escoamento turbulento (SALAZAR; VASCONCELOS, 2010)
ou a temperatura local em um sistema de múltiplas escalas em equilíbrio térmico (SALAZAR;

VASCONCELOS, 2012). Neste sentido, a quantidade 𝜀0 é o seu equivalente na escala integral,
ou seja, o fluxo de energia ou a temperatura da escala integral. A versão normalizada de 𝑝(𝐸)
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é dada por

𝑝(𝐸) = 𝜔

2𝜀0Γ(⃗𝑎 + 1⃗)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ , (4.11)

onde agora 𝑎 = 𝛽 − 1/2 e 𝜔 = (𝑎 + 1/2)𝑁 .
Esta classe de distribuição é uma generalização da distribuição K, que é recuperada pela

equação (4.11) no caso 𝑁 = 1, e tem aplicações em espalhamento em meios aleatórios
(JAKEMAN; PUSEY, 1978) e também em turbulência (ANDREWS et al., 1989). Em seguida será
realizado o procedimento adotado para obter o funcional entrópico a partir da distribuição de
probabilidade para os dois casos mais simples, 𝑁 = 0 e 𝑁 = 1, e depois para o caso geral de
um número de escalas 𝑁 qualquer. É importante notar que esta classe de universalidade leva
o referido nome pois no limite assintótico de argumentos grandes, a distribuição exponencial
esticada é recuperada.

4.2.1.1 O Ensemble de Boltzmann-Gibbs (N=0)

Fazendo 𝑁 = 0 na distribuição de probabilidade da classe de universalidade exponencial
esticada, obtém-se 𝑝(𝐸) = 1

2𝜀0
𝑒

− 𝐸
2𝜀0 (notando-se que pela definição de 𝜔, quando 𝑁 = 0

então 𝜔 = 1 para qualquer valor de 𝛽 ou 𝑎 e, neste caso, torna-se fácil encontrar a função
inversa 𝐸(𝑝) = −2𝜀0 ln 2𝜀0𝑝. Da condição apresentada na equação (4.7), é possível calcular
o valor de 𝛼 para o caso 𝑁 = 0.

𝛼 = −
∫︁ 1

0
−2𝜀0 ln 2𝜀0𝑝

′𝑑𝑝′ = 2𝜀0 ln 2𝜀0 − 2𝜀0, (4.12)

portanto, da equação (4.6) obtém-se

𝑠(𝑝) = (2𝜀0 ln 2𝜀0 − 2𝜀0)𝑝 − 2𝜀0𝑝 ln 2𝜀0𝑝 + 2𝜀0𝑝 (4.13)

= −2𝜀0𝑝 ln 𝑝, (4.14)

que tem exatamente a mesma forma funcional da entropia de Shannon, e esta é recuperada
quando 2𝜀0 = 1. Utilizando a definição 𝑠(𝐸) ≡ 𝑠(𝑝(𝐸)) e substituindo a expressão para 𝑝(𝐸)

em 𝑠(𝑝), tem-se
𝑠(𝐸) = 𝐸

2𝜀0
𝑒

−𝐸
2𝜀0 − ln 2𝜀0. (4.15)

Note que, como mostrado acima, o caso 𝑁 = 0 recupera a tão conhecida entropia de
Shannon e este cenário equivale a Teoria-H levando em conta todas as escalas de comprimento
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ou tempo de uma só vez. Considere por exemplo o caso de um jato turbulento como discutido
em detalhes em (MACÊDO et al., 2017b); ao se medir a distribuição de probabilidade dos
incrementos de velocidade na escala integral, esta vai ter um formato Gaussiano, ou seja, 𝑝(𝑥2)

com 𝑁 = 0 (onde 𝑥 é o incremento de velocidade). Por outro lado, ao se medir a distribuição
de probabilidade dos incrementos de velocidade nas menores escalas (intervalo inercial), o
comportamento hierárquico se mostra bastante presente e distribuição de probabilidade se
afasta de um formato Gaussiano para assumir o formato de exponencial esticada, ou seja,
𝑝(𝑥2) com 𝑁 > 0.

4.2.1.2 O Ensemble K (N=1)

Partindo da equação (4.2.1) com 𝑁 = 1, recupera-se a distribuição K:

𝑝(𝐸) = 𝜔

2𝜀0Γ(𝑎 + 1)𝐺2,0
0,2

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ = 2𝜔(𝜔𝐸/2𝜀0)𝑎/2

2𝜀0Γ(𝑎 + 1) 𝐾𝑎

(︃
2
√︃

𝜔𝐸

2𝜀0

)︃
. (4.16)

O procedimento que será seguido neste caso para obter o funcional entrópico a partir da
distribuição de probabilidade é o mesmo adotado no caso anterior, para 𝑁 = 0. No entanto,
como para 𝑁 = 1 a distribuição não é invertível, serão necessários vários passos intermediários
para chegar no resultado desejado. Este procedimento é iniciado pelo cálculo de 𝛼 fazendo uso
da equação (4.9) com 𝑝(𝐸) assumindo a forma dada na equação (4.16). Para se computar
esta integral é necessário utilizar a definição da função G de Meijer, que é construída a partir
de uma transformada inversa de Mellin. Aplicando uma transformação de Mellin à definição
da função G de Meijer fornecida em (BATEMAN, 1953), obtém-se

∫︁ ∞

0
𝑥𝑠−1𝐺𝑚,𝑛

𝑝,𝑞

⎛⎜⎜⎝ 𝑎𝑝

𝑏𝑞

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜂𝑥

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝑥 =
𝜂−𝑠∏︀𝑚

𝑗=1 Γ (𝑏𝑗 + 𝑠)∏︀𝑛
𝑗=1 Γ (1 − 𝑎𝑗 − 𝑠)∏︀𝑞

𝑗=𝑚+1 Γ (1 − 𝑏𝑗 − 𝑠)∏︀𝑝
𝑗=𝑛+1 Γ (𝑎𝑗 + 𝑠) . (4.17)

Utilizando este resultado na equação (4.9) com 𝑝(𝐸) dado pela equação (4.16) tem-se

𝛼 = −
∫︁ ∞

0
𝑑𝐸

𝜔

2𝜋𝜀0Γ(𝑎 + 1)𝐺2,0
0,2

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.18)

Comparando a integral acima com a equação (4.17) é simples notar que 𝑠 = 1 e 𝜂 = 𝜔/2𝜀0.
Portanto,

𝛼 = − 𝜔

2𝜀0Γ(𝑎 + 1)
2𝜀0

𝜔
Γ(𝑎 + 1)Γ(1) = −1. (4.19)
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Definindo 𝑠(𝐸) ≡ 𝑠(𝑝(𝐸)) e derivando com respeito a 𝐸 em ambos os lados a equação
(4.6), obtém-se

𝑠′(𝐸) = (𝐸 + 𝛼)𝑝′(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝′(𝐸). (4.20)

Integrando ambos os lados da equação acima é possível encontrar a expressão para 𝑠(𝐸):

𝑠(𝐸) =
∫︁

𝑑𝐸 ′(𝐸 ′ − 𝑎)𝑝′(𝐸 ′), (4.21)

que fazendo uso da regra do produto para a integração, fica

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) −
∫︁

𝑝(𝐸)𝑑𝐸. (4.22)

Utilizando a propriedade de integração da função G de Meijer (BATEMAN, 1953), é possível
chegar na expressão final para o funcional entrópico 𝑠(𝐸)

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) + 𝜔

2𝜋𝜀0Γ(𝑎 + 1)𝐺2,0
0,2

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎 + 1, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.23)

4.2.1.3 Caso geral (N>1)

Nesta seção será calculado o funcional entrópico 𝑠(𝐸) a partir da distribuição de probabi-
lidade 𝑝(𝐸) para o caso geral com um número 𝑁 de escalas hierárquicas. A sequência lógica
seguida será exatamente a mesma adotada nos casos anteriores e tem início ao se calcular
o valor de 𝛼 através da definição (4.9) utilizando para 𝑝(𝐸) a expressão geral (4.11). Desta
forma,

𝛼 = −
∫︁ ∞

0
𝑑𝐸

𝜔

2𝜀0Γ(⃗𝑎 + 1⃗)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.24)

Usando mais uma vez a transformação de Mellin para avaliar esta integral, obtém-se

𝛼 = − 1
Γ(⃗𝑎 + 1⃗)

Γ(𝑎 + 1) . . . Γ(𝑎 + 1)⏟  ⏞  
N vezes

Γ(1) = −1, (4.25)

onde na última igualdade utilizamos a definição Γ(⃗𝑎 + 1⃗) = ∏︀𝑁
𝑗=1 Γ(𝑎 + 1) = Γ(𝑎 + 1)𝑁 .

Novamente, definindo 𝑠(𝐸) ≡ 𝑠(𝑝(𝐸)) e derivando ambos os lados em relação a 𝐸 junta-
mente com a equação (4.6),

𝑠′(𝐸) = −𝑝′(𝐸) + 𝐸𝑝′(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝′(𝐸). (4.26)
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Integrando ambos os lados da equação acima e utilizando a propriedade da integral do produto,
obtém-se

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) −
∫︁

𝑝(𝐸)𝑑𝐸. (4.27)

Utilizando as propriedades da função G de Meijer é possível avaliar a integral na equação
acima:

∫︁ 𝜔

2𝜀0Γ(⃗𝑎 + 1⃗)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ 𝑑𝐸 = − 𝜔𝐸

2𝜀0Γ(⃗𝑎 + 1⃗)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, −1

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ , (4.28)

e finalmente chega-se na expressão final para o funcional entrópico obtido a partir da distri-
buição de probabilidade 𝑝(𝐸) dada,

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) + 𝜔

2𝜀𝑜Γ(⃗𝑎 + 1⃗)
𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗ + 1⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝜔𝐸

2𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.29)

A figura 28 mostra um plot paramétrico de 𝑠(𝑝) para 𝑁 variando de 1 a 5 para a classe
de universalidade Exponencial Esticada. Para estas curvas foram usados os valores 𝑎 = 1 e
valores de 𝜔 e 𝜀0 tais que o quociente 𝜔/2𝜀0 = 1.

4.2.2 Classe de Universalidade Lei de Potência

Nesta seção será aplicado o mesmo procedimento adotado anteriormente para a obtenção
do funcional entrópico 𝑠(𝐸) a partir da distribuição de probabilidade 𝑝(𝐸), que neste caso é
dada por

𝑝(𝐸) = 𝑃𝑁(
√

𝐸) = 1
√

2𝜋𝜔𝜀0Γ(𝛽 + 1⃗)
𝐺1,𝑁

𝑁,1

⎛⎜⎜⎝ −𝛽 − 1⃗/2

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ , (4.30)

onde as definições expostas para a classe de universalidade Exponencial Esticada continuam
válidas e cuja versão normalizada é dada por

𝑝(𝐸) = 1
2𝜔𝜀0Γ(⃗𝑎)𝐺1,𝑁

𝑁,1

⎛⎜⎜⎝ −𝑎⃗

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ , (4.31)

onde foi utilizada a substituição 𝑎 = 𝛽 +1/2. Note que neste caso também se tomado 𝑁 = 0,
é recuperado o ensemble de Boltzmann-Gibbs com uma pequena modificação no termo que
multiplica 𝐸; portanto, não se faz necessária a abordagem deste caso particular para a classe
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Figura 28 – Plot paramétrico de 𝑠(𝑝) para 𝑁 variando de 1 a 5 e valores de parâmetros 𝑎 = 1 e 𝜔 e 𝜀0 foram
escolhidos para cada caso de forma que o quociente 𝜔/2𝜀0 = 1.

Fonte: elaborada pelo autor.

de Lei de Potência. Novamente, esta classe de universalidade ganhou o referido nome pois
uma distribuição na forma de lei de potência é recuperada no limite assintótico de argumentos
grandes para 𝑝(𝐸).

4.2.2.1 Ensemble Gaussiano Extendido (N=1)

Nesta seção será obtido o funcional entrópico 𝑠(𝐸) a partir da distribuição de probabilidade
associada à classe de universalidade de Lei de Potência para o caso específico 𝑁 = 1. Da
equação (4.31) com 𝑁 = 1, tem-se

𝑝(𝐸) = 1
2𝜔𝜀0Γ(𝑎)𝐺1,1

1,1

⎛⎜⎜⎝ −𝑎

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.32)

Nesta forma assumida pela distribuição de probabilidade, a função G de Meijer assume uma
forma funcional bastante simples, dada por

𝐺1,1
1,1

⎛⎜⎜⎝ 𝑎

𝑏

⃒⃒⃒⃒
⃒𝑥
⎞⎟⎟⎠ = Γ(1 − 𝑎 + 𝑏)𝑥𝑏(1 + 𝑥)𝑎−𝑏−1. (4.33)
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Portanto, p(E) pode ser escrita como

𝑝(𝐸) = 1
2𝜔𝜀0Γ(𝑎)Γ(1 + 𝑎)

(︂
1 + 𝐸

2𝜔𝜀0

)︂−𝑎−1
= 𝑎

2𝜔𝜀0

(︂
1 + 𝐸

2𝜔𝜀0

)︂−(𝑎+1)
. (4.34)

A equação acima pode ser escrita em termos de uma distribuição q-Gaussiana como mostrado
abaixo:

𝑝(𝐸) = 𝐶𝑞𝑓

(︃√︃
𝐸

2𝜔𝜀0(1 − 𝑞)

)︃
, (4.35)

onde 𝑓(𝑥) é a distribuição q-Gaussiana com parâmetro 𝛽 = 1, 𝐶𝑞 é uma constante de norma-
lização e o parâmetro 𝑞 pode ser determinado em termos do parâmetro 𝑎 através da seguinte
relação

𝑞 = 𝑎 + 2
𝑎 + 1 . (4.36)

O parâmetro 𝑞 deve sempre ser menor que 3, do contrário a distribuição q-Gaussiana não
é normalizável; isto pode ser verificado como válido para o caso em tela, pois 𝑞 < 3 implica
em um valor no parâmetro 𝑎 a condição 𝑎 > −1/2 e o parâmetro 𝑎 é sempre positivo, por
definição. Por fim, note que apesar de ser possível representar a distribuição de probabilidade
da classe de universalidade da Lei de Potência como uma distribuição q-Gaussiana, não é
possível recuperar a entropia de Tsallis utilizando o procedimento descrito devido à condição
de energia ilimitada escolhida para extremizar o funcional (4.5).

4.2.3 Caso geral (N>1)

Agora será calculado o funcional entrópico 𝑠(𝐸) a partir da distribuição de probabilidade
𝑝(𝐸) associada à classe de universalidade Lei de Potência para um caso genérico com 𝑁 > 1.
Novamente o processo se inicial com o cálculo de 𝛼

𝛼 = −
∫︁ ∞

0
𝑑𝐸

1
2𝜔𝜀0Γ(⃗𝑎)𝐺1,𝑁

𝑁,1

⎛⎜⎜⎝ −𝑎⃗

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.37)

Utilizando o resultado da equação (4.17) é possível encontrar o valor de 𝛼

𝛼 = − 1
2𝜔𝜀0Γ(⃗𝑎)2𝜔𝜀0Γ(1)Γ(⃗𝑎) = −1. (4.38)

Definindo 𝑠(𝐸) = 𝑠(𝑝(𝐸)) e derivando ambos os lados da equação com relação a 𝐸 e
representando o lado direito da equação pela (4.9)

𝑠′(𝐸) = 𝑠′(𝑝(𝐸))𝑝′(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝′(𝐸). (4.39)
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Integrando ambos os lados da equação acima, chegamos a uma expressão para o funcional
entrópico

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) −
∫︁ 1

2𝜔𝜀0Γ(⃗𝑎)𝐺1,𝑁
𝑁,1

⎛⎜⎜⎝ −𝑎⃗

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.40)

Utilizando as propriedades da função G de Meijer é possível computar a integral no lado direto
da igualdade da equação acima para chegar na versão final do funcional entrópico

𝑠(𝐸) = (𝐸 − 1)𝑝(𝐸) + 1
2𝜔𝜀0Γ(⃗𝑎)𝐺1,𝑁

𝑁,1

⎛⎜⎜⎝ −𝑎⃗ + 1⃗

0

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝐸

2𝜔𝜀0

⎞⎟⎟⎠ . (4.41)

A figura 29 mostra um plot paramétrico de 𝑠(𝑝) para 𝑁 variando de 1 a 5 para a classe
de universalidade Lei de Potência. Para estas curvas foram usados os valores 𝑎 = 1 e valores
de 𝜔 e 𝜀0 tais que o produto 2𝜔𝜀0 = 1. A figura 30 mostra uma comparação entre as curvas
paramétricas 𝑠(𝑝) para as classes de universalidade Exponencial Esticada (linhas contínuas no
gráfico) e Lei de Potência (linhas tracejadas no gráfico) com 𝑁 variando de 1 a 5, 𝑎 = 1 e
parâmetros escolhidos de tal forma que o termo que acompanha a variável 𝐸 nas equações
(4.29) e (4.41) sejam sempre iguais a unidade para critério de comparação.

Figura 29 – Plot paramétrico de 𝑠(𝑝) para 𝑁 variando de 1 a 5 e valores de parâmetros 𝑎 = 1 e 𝜔 e 𝜀0 foram
escolhidos para cada caso de forma que o produto 2𝜔𝜀0 = 1.

Fonte: elaborada pelo autor.
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Figura 30 – Comparação entre as curvas paramétricas 𝑠(𝑝) para as classes de universalidade Exponencial
Esticada e Lei de Potência com 𝑁 variando de 1 a 5, 𝑎 = 1 e parâmetros 𝜔 e 𝜀0 escolhidos de
tal forma que o termo que acompanha a variável 𝐸 nas equações (4.29) e (4.41) sejam sempre
iguais a unidade.

Fonte: elaborada pelo autor.

4.3 TERMODINÂMICA ESTOCÁSTICA

A teoria-H é inerentemente estocástica, desta forma, os fenômenos por ela descritos são
governados pela Termodinâmica Estocástica. Nesta seção será feita a conexão entre a teoria
da Termodinâmica Estocástica e as descobertas apresentadas anteriormente.

A partir de uma distribuição de probabilidade dependente do tempo 𝑝(𝑥, 𝑡) que satisfaz a
seguinte equação de continuidade:

𝜕𝑡𝑝(𝑥, 𝑡) = −∇⃗ · 𝐽(𝑥, 𝑡), (4.42)

onde 𝐽(𝑥, 𝑡) é a densidade de corrente de probabilidade associada à distribuição de probabili-
dade 𝑝(𝑥, 𝑡). Esta densidade de corrente de probabilidade é dada por

𝐽(𝑥, 𝑡) = 𝑢⃗(𝑥, 𝑡)𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) − 𝐷∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡), (4.43)

onde 𝑢(𝑥, 𝑡) é um campo potencial arbitrário, 𝐷 é o coeficiente de difusão e 𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) é o
"raio de curvatura" no espaço de probabilidades

𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) = − 1
𝑠′′(𝑝) ≥ 0. (4.44)
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A entropia dinâmica é
𝑆(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑥𝑠(𝑝(𝑥, 𝑡)). (4.45)

Tomando da derivada com relação ao tempo da equação acima, obtém-se

˙𝑆(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥𝑠′(𝑝(𝑥, 𝑡))𝜕𝑝

𝜕𝑡
. (4.46)

Substituindo o lado direito da equação de continuidade (4.42) na última equação:

˙𝑆(𝑡) = −
∫︁

𝑑𝑥𝑠′(𝑝(𝑥, 𝑡))∇⃗ · 𝐽(𝑥, 𝑡). (4.47)

Para avaliar a integral presente no lado direito da igualdade acima, é necessário usar a identi-
dade do cálculo vetorial

∇⃗ · (𝑓𝑎⃗) = 𝑓∇⃗ · 𝑎⃗ + ∇⃗𝑓 · 𝑎⃗, (4.48)

onde 𝑓 é uma função escalar 𝑎⃗ é um campo vetorial. Se na equação (4.48), for substituído 𝑎⃗

por 𝑢⃗(𝑥, 𝑡) e 𝑓 por 𝑆(𝑝(𝑥, 𝑡)), após rearranjar os termos e integrar os dois lados da equação,
∫︁

𝑑𝑥𝑠′(𝑝(𝑥, 𝑡))∇⃗ · 𝐽(𝑥, 𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥∇⃗ · (𝑠(𝑝(𝑥, 𝑡))𝐽(𝑥, 𝑡)) −
∫︁

𝑑𝑥∇⃗𝑠′(𝑝(𝑥, 𝑡)) · 𝐽(𝑥, 𝑡). (4.49)

Aplicando o teorema de Stokes no primeiro termo do lado direito da equação acima e relem-
brando que a densidade de corrente de probabilidade desaparece no infinito, é possível eliminar
este termo. Além disso, usando a regra da cadeia para ∇⃗𝑠′(𝑝(𝑥, 𝑡)), a equação (4.47) vira

˙𝑆(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥𝑠′′(𝑝(𝑥, 𝑡))∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡) · 𝐽(𝑥, 𝑡) = −
∫︁

𝑑𝑥
∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡) · 𝐽(𝑥, 𝑡)

𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) . (4.50)

Na última igualdade da equação anterior foi utilizada a definição de 𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)). Da equação
(4.43), é possível reescrever ∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡) como

∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡) = −𝐽(𝑥, 𝑡)
𝐷

+ 𝑢⃗(𝑥, 𝑡)𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡))
𝐷

. (4.51)

Substituindo a expressão por ∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡) na equação (4.50), tem-se

˙𝑆(𝑡) = Π(𝑡) − Φ(𝑡), (4.52)

onde
Π(𝑡) =

∫︁
𝑑𝑥

𝐽(𝑥, 𝑡)2

𝐷𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) ≥ 0 (4.53)

é a taxa de produção de entropia e

Φ(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥
𝐽(𝑥, 𝑡) · 𝑢⃗(𝑥, 𝑡)

𝐷
(4.54)
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é o fluxo de entropia. É possível ver que assim como no caso da termodinâmica, a entropia
também desempenha um papel central na dinâmica dos sistemas longe do equilíbrio. Enquanto
o equilíbrio termodinâmico é obtido no estado de máxima entropia, na termodinâmica estocás-
tica, os estados estacionários são selecionados pelo princípio de máxima produção de entropia,
como discutido detalhadamente em (ENDRES, 2017). Portanto, é a entropia a responsável pela
dinâmica dos sistemas longe do equilíbrio.

Agora será introduzida a condição de balanço detalhado

𝑢⃗(𝑥, 𝑡)
𝐷

= −𝛽∇⃗𝜀(𝑥, 𝑡), (4.55)

onde 𝛽 = 1/𝐾𝐵𝑇 e 𝜀(𝑥, 𝑡) é uma densidade de energia dependente do tempo com compor-
tamento assintótico dado por

lim
𝑡→∞

𝜀(𝑥, 𝑡) = 𝜀𝑒𝑞(𝑥). (4.56)

No equilíbrio, tem-se 𝐽(𝑥, 𝑡) = 0 e portanto, da equação (4.43),

𝑢⃗(𝑥, 𝑡)
𝐷

= ∇⃗𝑝(𝑥, 𝑡)
𝑅(𝑝(𝑥, 𝑡)) = −𝑠′′(𝑝)∇⃗𝑝. (4.57)

Substituindo a última igualdade da equação anterior na condição de balanço detalhado, obtém-
se

𝛽∇⃗𝜀𝑒𝑞(𝑥) = 𝑠′′(𝑝)∇⃗𝑝 (4.58)

Da definição de 𝑠(𝑝), e da equação (4.6),

𝑠′′(𝑝) = 𝐸 ′(𝑝), (4.59)

portanto,
𝛽∇⃗𝜀𝑒𝑞(𝑥) = 𝐸 ′(𝑝)∇⃗𝑝 = ∇⃗𝐸(𝑝), (4.60)

e
𝐸(𝑝) = 𝛽𝜀𝑒𝑞(𝑥). (4.61)

Finalmente, como 𝑝(𝐸) é a inversa de 𝐸(𝑝), tem-se

𝑝𝑒𝑞(𝑥) = 1
𝑍(𝛽)Γ(⃗𝑎)𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛽𝜀𝑒𝑞(𝑥)

⎞⎟⎟⎠ , (4.62)

onde

𝑍(𝛽) = 1
Γ(⃗𝑎)

∫︁
𝑑𝑥𝐺𝑁+1,0

0,𝑁+1

⎛⎜⎜⎝ −

𝑎⃗, 0

⃒⃒⃒⃒
⃒𝛽𝜀𝑒𝑞(𝑥)

⎞⎟⎟⎠ . (4.63)
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É exatamente esta a conexão entre a formulação entrópica discutida na seção 4.2 e a Ter-
modinâmica Estocástica que acabou de ser abordada nesta seção. Definindo a energia interna
como

𝑈(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥𝜀(𝑥, 𝑡)𝑝(𝑥, 𝑡) (4.64)

e computando a derivada temporal da energia interna, tem-se

𝑈̇(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥𝜀(𝑥, 𝑡)𝜕𝑝(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

+
∫︁

𝑑𝑥𝑝(𝑥, 𝑡)𝜕𝜀(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

. (4.65)

Substituindo a equação da continuidade no primeiro termo do lado direito da equação anterior,

𝑈̇(𝑡) = −
∫︁

𝑑𝑥𝜀(𝑥, 𝑡)∇⃗ · 𝐽(𝑥, 𝑡) +
∫︁

𝑑𝑥𝑝(𝑥, 𝑡)𝜕𝜀(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

. (4.66)

Realizando a integração por partes o primeiro termo no lado direito da equação anterior e
relembrando que a densidade de corrente de probabilidade desaparece no infinito,

𝑈̇(𝑡) =
∫︁

𝑑𝑥∇⃗𝜀(𝑥, 𝑡) · 𝐽(𝑥, 𝑡) +
∫︁

𝑑𝑥𝑝(𝑥, 𝑡)𝜕𝜀(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

. (4.67)

Substituindo a condição de balanço detalhado por ∇⃗𝜀(𝑥, 𝑡), obtém-se a versão estocástica da
primeira lei da termodinâmica

𝑈̇(𝑡) = 𝑄̇(𝑡) − 𝑊̇ (𝑡), (4.68)

onde
𝑄̇(𝑡) = −𝐾𝐵𝑇 Φ̇(𝑡) (4.69)

é a taxa de troca de calor e

𝑊̇ (𝑡) = −
∫︁

𝑑𝑥𝑝(𝑥, 𝑡)𝜕𝜀(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡

(4.70)

é a taxa de trabalho.
Finalmente, da definição de 𝑅(𝑝) juntamente com a equação (4.6),

𝑅(𝑝) = − 1
𝐸 ′(𝑝) = − 𝑑𝑝

𝑑𝐸
. (4.71)

Desta forma é possível definir a função

𝑅(𝐸) = −𝑝′(𝐸). (4.72)

Tendo em vista que para o ensemble de Boltzmann-Gibbs 𝑅(𝑝) = 𝑝, é instrutivo introduzir a
função

Δ(𝑝) = 𝑅(𝑝)
𝑝

(4.73)
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Figura 31 – Plot paramétrico de Δ(𝑝) para as diferentes classes de universalidade com 𝑁 variando de 1 a 5.

Fonte: elaborada pelo autor.

para medir o desvio com relação à entropia de Boltzmann-Gibbs de um funcional entrópico
dado. De forma equivalente, é possível definir a mesma função em termo da energia

Δ(𝐸) = 𝑅(𝐸)
𝑝(𝐸) . (4.74)

Um plot paramétrico de Δ(𝑝) é mostrado na figura 31. Note que no gráfico a entropia se
desvia fortemente da linearidade quando 𝑝 → 0, o que indica uma forte tendência para eventos
raros, o que explica as caudas pesadas inerentes do ensemble K.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSÕES

Nesta tese foram apresentados dois temas distintos e seus desdobramentos: a modelagem
matemática da pandemia de Covid-19 e versão entrópica heterotípica da Teoria-H. Começando
pelo capítulo 2, foi feita uma revisão histórica do desenvolvimento dos modelos epidemiológi-
cos, desde seu surgimento com o estudo de Daniel Bernoulli, passando pelo trabalho seminal
de Kermack e McKendrick, até os modelos atuais.

Dentro do tema de modelagem matemática da pandemia de Covid-19 foram utilizadas
duas classes de modelos para estudar as curvas epidêmicas: os modelos compartimentais e
os modelos de crescimento logístico. A primeira classe de modelos tem vasta literatura na
área e é amplamente utilizada por sua completeza na descrição de uma epidemia através de
seus parâmetros, que têm uma clara interpretação epidemiológica e podem inclusive incluir
a dinâmica de vetores de infecção como mosquitos ou roedores, períodos de incubação da
doença ou até mesmo a demografia da população.

Apesar das vantagens de citadas, foi mostrado ao longo desta tese que os modelos com-
partimentais tradicionais não são capazes de descrever bem as curvas epidêmicas da Covid-19
devido a sua complexidade, trazida pelo comportamento da população e da efetividade (ou
falta dela) das medidas de prevenção e mitigação implementadas pelas autoridades de saúde
pública, como uso obrigatório de máscara em locais públicos, distanciamento social, fecha-
mento de escolas ou até mesmo lockdown.

Os modelos de crescimento logístico, que compõem a segunda classe de modelos epidemi-
ológicos estudados nesta tese, trazem consigo a simplicidade dos modelos fenomenológicos,
descrevendo as curvas epidêmicas acumuladas em termos de parâmetros genéricos e, a priori,
sem uma clara interpretação epidemiológica. Além disso, essa classe de modelos muitas vezes
tem uma formulação matemática muito simples, o que faz com que possam ser descritos de
forma explícita, contrapondo-se aos modelos compartimentais, que são formulados em termos
de equações diferenciais ordinárias e necessitam de integração numérica para produzirem seus
resultados.

Com esta classe de modelos foi possível descrever as curvas epidêmicas com altíssimo
grau de compatibilidade através dos ajustes numéricos realizados, até mesmo nos casos mais
complexos. Ainda utilizando os modelos de crescimento logístico mostramos que, utilizando
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parâmetros dependentes do tempo, é possível modelar curvas epidêmicas que apresentam um
número arbitrário N de ondas.

Em seguida foi apresentado o software ModInterv, que implementa todos os modelos de
crescimento logístico discutidos ao longo da tese. Este software foi desenvolvido com uma
interface bastante simples e intuitiva para possibilitar seu uso por vários tipos de usuários,
desde pesquisadores a autoridades de saúde pública ou mesmo o público em geral. Através do
ModInterv é possível é possível acompanhar a evolução da epidemia de Covid-19 em todos os
países e nas cidades e estados do Brasil e dos Estados Unidos, possibilitando analisar as curvas
epidêmicas destas localidades para fazer previsões de curto prazo e determinar o estágio atual
da epidemia para a curva em questão.

O segundo tema abordado nesta tese foi a formulação entrópica heterotípica da Teoria-H,
na qual foi descrito o procedimento geral para encontrar um funcional entrópico a partir de uma
distribuição de probabilidade. Este cálculo foi conduzido para as duas classes de universalidade
previstas pela Teoria-H para um número arbitrário N de escalas hierárquicas. A conexão entre
as discussões sobre o tema referido e a teoria da Termodinâmica Estocástica foi mostrada
em detalhes e o papel da entropia como peça fundamental na dinâmica dos sistemas fora do
equilíbrio foi ressaltada.

5.2 PERSPECTIVAS

A versatilidade dos modelos de crescimento logístico nos permitiu analisar e entender
melhor a dinâmica da epidemia de Covid-19 ao redor do mundo, como a rapidez com que a
curva epidêmica acumulada se aproxima do platô de saturação a depender das medidas de
mitigação (ou falta delas) impostas pelas autoridades de saúde pública. Estes modelos podem
ser utilizados para estudar e lançar luz sobre outras epidemias que já assolaram o mundo
anteriormente.

No âmbito do software ModInterv, com sua facilidade de uso e versatilidade da aplicação
de modelos matemáticos sofisticados de uma forma completamente automatizada o tornam
uma ferramenta de grande valor para a classe científica e para as autoridades de saúde pública.
Nosso grupo de pesquisa planeja expandir a aplicabilidade do software para receber os dados
de outras pandemias que já passaram pelo mundo a fim de fornecer uma ferramenta unificada
para estudo de epidemias dos mais variados tipos.

Para a formulação entrópica heterotípica da Teoria-H, planejamos incrementar seu estudo
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com análises mais detalhadas em alguns pontos e com algumas aplicações teóricas e compu-
tacionais para ilustrar o potencial de sua utilização em vários fenômenos.
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