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RESUMO 

 

SOBRE A ANÁLISE DE PROBLEMAS AXIAIS PLANOS: IMPLEMENTAÇÃO 

COMPUTACIONAL ATRAVÉS DA FORMULAÇÃO DO MÉTODO DE 

ELEMENTOS FINITOS UTILIZANDO-SE A LINGUAGEM C. 

 

 

As estruturas reticulares treliçadas, cujo o campo de esforços é essencialmente axial, 

são usualmente projetadas para superar longos vãos sendo, portanto, aplicadas comumente 

como uma solução da engenharia estrutural para cobertas de galpões industriais ou pontes 

metálicas. Em problemas de treliças estáticas, a obtenção dos campos de esforços e 

deslocamentos exige a solução de sistemas lineares com um número grande de variáveis. 

Considerando que as estruturas reais apresentam em geral muitas barras, a montagem e 

resolução do sistema algébrico governante tornam-se uma tarefa que exige muito tempo, 

quando realizada sem o auxílio de uma ferramenta computacional para operar os repetitivos 

cálculos da análise. O presente trabalho aborda métodos de análise de problemas axiais planos 

no regime estático, com particular ênfase para a formulação do problema de treliças através da 

técnica de elementos finitos. Além disso, é discutida a implementação computacional de uma 

ferramenta chamada TRL2D, para a análise (processamento) de treliças planas através da 

linguagem de programação C onde são realizadas todas as etapas da marcha de cálculo, desde 

as matrizes de rigidezes de cada barra no sistema local, até o acúmulo das mesmas matrizes 

no sistema global, para compor a equação de equilíbrio do sistema elástico, passando pela 

solução do mesmo sistema e posterior informe dos valores de solução para os campos de 

esforços e deslocamentos. Diversos exemplos são analisados tendo seus valores de análise 

verificados através do software ANSYS para validação da formulação e da implementação 

computacional proposta. 

 

 

Palavras-chave: Análise estrutural, Elementos Finitos, Treliças. 
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ABSTRACT 

ON ANALYSIS OF AXIAL PRBLEMS: COMPUTATIONAL DEVELOPMENT  

USING THE FINITE ELEMENT METHOD AND C LANGUAGE. 

 

 

The truss structures, that are usually designed to long spaces and whose field of 

work is essentially axial, are commonly applied as a solution for structural engineering. In 

static problems, finding the fields efforts and displacements requires the solution of linear 

systems with a large number of quantities.Whereas the actual structures generally have many 

bars, the assembly and resolution of the algebraic system becomes a task that requires much 

time, when performed without a computational tool to do the repetitive calculations. This 

work deals with methods to analysis static axial problems, with particular emphasis on finite 

element technique. Also, is discussed the implementation of a computational tool called 

TRL2D, for analysis (processing) static plane truss through the C programming language, 

where they are performed all steps of calculation, from the stiffness matrix of each bar in local 

system until the accumulation of these matrices in the global system, to form the equation 

balance of the elastic system, through the solution of the same system of values and 

subsequent report solution for the displacement and force fields. Several examples are 

analyzed with their values analysis verified by ANSYS software to validate the formulation 

and computational implementation proposal. 

 

 

Keywords: Structural analysis, Finite Element, Truss. 
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1  INTRODUÇÃO 

 

 

A análise de uma determinada estrutura é a etapa mais importante durante a concepção 

de um projeto, visto que é feita a idealização do comportamento da estrutura. De uma maneira 

geral, a análise estrutural tem como objetivo a determinação de forças  internas e externas 

(cargas e reações de apoio), deslocamentos , tensões e deformações.  Essa análise deve ser 

feita para os possíveis estágios de carregamentos e solicitações a que estão submetidas a 

estrutura e que devem ser previamente determinados. 

Alguns métodos já consagrados, tais como o método das forças e o método dos 

deslocamentos constituem a base da teoria de análise de estruturas, que quando 

fundamentadas e desenvolvidas no campo da álgebra matricial dão origem a técnica de análise 

matricial, amplamente utilizada para estudo de estruturas reticuladas. Posteriormente, este 

mesmo método matricial foi generalizado para solução de outros tipos estruturais, partindo-se 

de soluções de campos aproximados, servindo portanto de ponte para a criação do Método dos 

Elementos Finitos (MEF). 

 

 

1.1 Justificativa 

 

 

A análise estrutural é um segmento da engenharia civil responsável pela concepção do  

cálculo de estruturas de edifícios, pontes, viadutos, barragens, entre outras. A etapa de cálculo 

de esforços e deslocamentos da estrutura, quando realizada manualmente, torna-se complexa e 

extensa. Esta necessidade leva o engenheiro civil a procurar no mercado softwares prontos, 

porém, os altos preços podem acabar impossibilitando a compra dos mesmos. Além disso, os 

softwares encontrados no mercado podem não contemplar funções específicas de cálculo 

estrutural que o engenheiro necessita. Estes são fatores determinantes para que o profissional 

da área motive-se a desenvolver os seus próprios softwares, sendo estes, simplificados e que 

atendam as particularidades desejadas. Neste trabalho, pretende-se desenvolver um software 

básico para análise de problemas axiais planos, no regime estático, através do método de 

elementos finitos. 



16 
 

1.2 Motivação 

 

 

A presença dos computadores é um fato cada vez mais comum no nosso cotidiano e 

levando-se em conta os problemas usuais de estruturas na rotina da engenharia estrutural, por 

sua natureza de procedimentos repetitivos e cansativos surge a necessidade de otimizar 

computacionalmente o método de análise. Considerando essas questões, é de extrema 

importância a utilização e/ou desenvolvimento de softwares que auxiliem o projeto estrutural, 

em particular, o caso de problemas axiais, tema deste trabalho.  

 

 

1.3 Objetivos Geral e Específico 

 

 

1.3.1 Objetivo Geral 

 

 

Desenvolver uma ferramenta computacional, aplicada na análise de problemas axiais 

planos, revisitando o método matricial e sua generalização para o método de elementos 

finitos. 

 

 

1.3.2 Objetivos Específicos 

 

 

 Aplicar conhecimentos adquiridos sobre elementos finitos aplicados a problemas 

axiais planos, no desenvolvimento de uma ferramenta computacional através da 

linguagem C. 

 Determinar, através do software desenvolvido, os deslocamentos e esforços em 

treliças planas; 

 Verificar os resultados obtidos através do software Ansys; 
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2 REFERENCIAL TEÓRICO 

 

 

2.1 Estruturas Planas 

 

 

As estruturas são divididas basicamente em duas classes: reticuladas e não reticuladas. 

As estruturas reticuladas recebem esta classificação por serem constituídas de barras de eixo 

reto. A análise matricial das estruturas pelo método de rigidez compreende o estudo de cinco 

modelos estruturais básicos (Figura 1): treliça plana, treliça espacial, pórtico plano onde se 

inclui o caso particular da viga, pórtico espacial e grelha plana.  

 

 

Figura 1 –– Tipos de estruturas reticuladas 

 

 

2.2 Métodos Clássicos para a resolução de treliças planas 

 

 

Nos casos de estruturas reticuladas planas isostáticas e hiperestáticas é possível fazer o 

cálculo das reações de apoio, esforços normais e deslocamentos de uma maneira simplificada, 

ou seja, manualmente ou usando técnicas de resolução para estruturas hiperestáticas. Para isso 

são usados alguns métodos que auxiliem nesta resolução que serão mostrados abaixo: 
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2.2.1 Métodos Isostáticos 

 

 

São os métodos que determinam esforços solicitantes de estruturas estaticamente 

determinadas. Vejamos abaixo os dois métodos no qual se pode recorrer. 

 

 

2.2.1.1  Método dos Nós 

  

 

A resolução de treliças planas isostáticas pelos métodos dos nós consiste em verificar 

o equilíbrio de cada nó. Pois os nós são articulações perfeitas sem força de atrito, e quando as 

forças são aplicadas apenas nos nós, as barras transmitem unicamente esforços axiais. Usando 

as equações básicas de equilíbrio da análise estrutural, equação 1 e 2, é possível resolver por 

etapas todos os nós da treliça plana, Figura 2. 

 

 0xF  
(1) 

 

 0yF  
(2) 

 

 

 

Figura 2 – Modelo de resolução pelo método dos nós 
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2.2.1.2 Método de Ritter ou Método das Seções 

 

 

O método de Ritter permite o cálculo de esforços normais apenas em algumas barras, 

as quais possam interessar o resultado. Escolhe-se uma região de interesse da treliça que tenha 

no máximo três barras, e se passa um corte imaginário que separa a treliça em duas partes, 

pode - se substituir as partes retiradas pelos esforços normais a serem calculados por meio das 

equações de equilíbrio 1 e 2 além da equação 3, Figura 3. 

   

 

 0zM
 

(3) 

 

 

 

2.2.2 Método Gráfico – Método de Cremona 

 

 

O método de Cremona consiste em encontrar os esforços internos graficamente, a 

partir do equilíbrio dos nós da treliça, Figura 5. Inicialmente foi chamado de Método das 

Figuras de Maxwell, por ter sido apresentado por J. C. Maxwell. Cremona só o apresentou, 

por escrito em 1872, no trabalho Le figure nella Statico Grafica, fazendo com quê demais 

autores habituar-se a dar a este método o nome de Cremona. O teorema desenvolvido para o 

método diz que, se um nó está em equilíbrio, a soma vetorial de todas as forças que sobre ele 

será nula. 

 

Figura 3 – Modelo de resolução pelo método das seções 
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Figura 4 – Treliça plana bidimensional 

 

Escolhe-se inicialmente um nó com duas barras para serem determinados os esforços. 

 

 

Figura 5 – Nó A da treliça plana bidimensional 

 

É formado um polígono de forças de cada nó, com vetores paralelos às barras que 

concorrem no nó no qual se desejam conhecer os esforços. 

 

 

Figura 6 – Formação do polígono de força 

 

 

Pelas extremidades deste polígono traçam-se a interseção destas paralelas que 

determinará o polígono fechado de equilíbrio; obtendo-se assim os módulos e sinais dos 

esforços nas barras. 

 

Sendo assim, verifica-se: 
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 Se o esforço normal aponta para o nó       negativo (compressão); 

 Se o esforço normal foge do nó         positivo (tração); 

 

O sentido do percurso de traçado de forças é arbitrário; 

 

 

Figura 7 – Escala de Cremona 

 

Após este processo, os valores são comparados na escala de Cremona, Figura 7, para 

serem obtidos os valores dos esforços. 

 

2.2.3 Métodos Hiperestáticos 

 

 

  As estruturas hiperestáticas são as mais comuns no dia-a-dia de um engenheiro. Para 

serem obtidos os deslocamentos e as reações manualmente exige tempo e paciência, então 

para otimizar esses processos, usa-se um dos métodos virtuais abaixo. 

 

 

2.2.3.1 Método das Forças 

 

 

O método das forças é utilizado em estruturas hiperestáticas, que são transformadas 

em uma estrutura passível de determinar um conjunto de reações e/ou esforços seccionais 

superabundantes ao equilíbrio estático, permitindo que as outras reações e/ou esforços 

secionais sejam calculados pelas leis de estática (SORIANO, 2005).  

É selecionado um conjunto de redundantes estáticas Xi, formando um sistema 

principal, o qual, através do método da superposição, é formado um sistema de equações com 

incógnitas primárias, como é mostrado abaixo. 
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(4) 

 

Onde δM representa os deslocamentos dos nós. Após a obtenção das referidas 

redundantes é utilizada as leis da estática para a determinação das reações e deslocamentos 

reais. 

 

Figura 8 – Superposição de soluções pelo Método das Forças (MARTHA, 2000) 

 

 

2.2.3.2 Método dos Deslocamentos 

 

 

Nesse método as incógnitas principais do problema são deslocamentos e rotações. 

Todas as outras incógnitas são expressas em termos das incógnitas principais escolhidas e 

substituídas em equações de equilíbrio, que são então resolvidas. 
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Onde podemos usar o método de superposição,  

 

Β10: termo de carga que representa a força reação vertical no apoio fictício no caso (0). 

K11: coeficiente de rigidez que representa força vertical no apoio fictício do caso para impor 

uma configuração deformada tal que a deslocabilidade D1 tenha um valor unitário. 

 

2.3 Introdução à Elasticidade Linear em problemas axiais 

 

 

Todos os corpos possuem um limite de deformação o qual pode ser estudado no 

diagrama tensão-deformação, Figura 10. 

 

 

Figura 10 – Diagrama Tensão Deformação 

 

 

Figura 9 – Superposição de soluções do Método dos Deslocamentos (MARTHA, 2000) 

011110  DK  (5) 
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1. Comportamento Elástico: O comportamento elástico de um material acontece 

quando ocorrem pequenas deformações de maneira linear, mantendo a proporcionalidade 

entre tensão e deformação através do Módulo de Young, E, que é expresso pela Lei de Hooke 

na forma matricial. 

 

    xxxx εE=σ  
(6) 

 

Esta condição se aplica até o material atingir o limite de proporcionalidade e o limite 

de elasticidade. Ao atingir este ponto, se a carga for removida do corpo, ele ainda volta ao seu 

estado original (HIBBELER, 2005).   

 

2. Escoamento: Estágio no qual o material escoa, iniciando o comportamento plástico.  

 

3. Comportamento Elástico Não-Linear: Uma vez atingindo o limite de escoamento, o 

corpo continuará a alongar-se sem qualquer aumento de carga, mas ocorrendo grandes 

deslocamentos, no qual se a carga for removida do corpo, ele não volta ao seu estado 

inicial. 

 

4. Estricção: Ao atingir o limite de resistência, a área da seção transversal começa a 

diminuir em uma região localizada.  O diagrama tensão-deformação encurva-se  para 

baixo até que o corpo se quebrar ao atingir a tensão de ruptura.   

 

O vetor de deformações descrito em (6) pode ser escrito em função dos 

deslocamentos. Para os campos axiais obtêm-se: 

 

dx

du
=εxx  

(7) 

  

dy

dv
=εyy  

(8) 

  

dz

dw
=εzz  

(9) 
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Já o vetor de tensões descrito na mesma equação fica: 

 

},,{}{ zzyyxxij    (10) 

 

 

2.4 Tensões, Deformações e Deslocamentos 

 

 

Para o estudo do estado de tensões no interior do corpo deformado, isola-se um 

elemento infinitesimal de um volume de dimensões dx, dy, dz. Este elemento, após ser 

solicitado por forças externas, apresenta esforços no interior, que quando atuam na seção 

transversal produzem tensões e geram deformações (HIBBELER, 2005). 

 

 

Figura 11 – Elemento infinitesimal 

 

No caso de barras axialmente carregadas, observa-se apenas a presença de esforços 

internos axiais, com a mesma magnitude e direção da força externa. Assim, observam-se 

deformações axiais ao longo da barra, cuja magnitude irá depender das propriedades elásticas 

do material. 

 

Figura 12 – Esforço de tração, tensão e deformação 
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O deslocamento é um movimento de translação ou rotação em algum ponto de uma 

estrutura. O deslocamento correspondente a uma força concentrada é uma translação, 

referindo-se à distância percorrida por um ponto da estrutura, agindo ao longo da linha de 

ação na força. Para o campo axial, a deformação em relação ao deslocamento pode ser 

descrita conforme as equações (7), (8) e (9). Já as tensões referentes a esforços axiais podem 

ser descritas pelo vetor em (10). Convém notar que as direções estarão associadas ao sistema 

de coordenadas local adotado para o elemento estrutural analisado. 

 

 

2.5 Principio da conservação da energia potencial de deformação. 

 

 

Os métodos de energia são baseados no equilíbrio de energia, frequentemente 

denominado de conservação de energia. Se uma carga for aplicada vagarosamente em um 

corpo, da maneira que a energia cinética seja desprezada, as cargas externas tenderão a 

deformar este corpo, realizando trabalho externo Ue  na medida que se deslocam. Esse 

trabalho externo provocado pelas cargas transformando em um trabalho interno Ui. Quando as 

cargas são removidas, a energia de deformação faz com que o corpo volte para a posição não 

deformada, desde que o limite elástico não tenha sido alcançado. 

 

ie UU   
(11) 

 

O princípio da conservação de energia desenvolvido por Isaac Newton é bastante 

intuitivo, mas tem uma aplicação muito limitada para o cálculo de deslocamentos em 

estruturas. Basicamente, este princípio só permite calcular deslocamentos para o caso de 

solicitação de uma força concentrada constante, e o deslocamento calculado tem que ser no 

ponto de aplicação e na direção da força. Newton também propôs que o trabalho pode 

também ser calculado através da área de um retângulo, Figura 13. 
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Figura 13 – Força x Deslocamento 

 

xydFU   
(12) 

  

Porém, mais tarde Clayperon propôs uma relação que mais se aproximava da 

realidade, a qual as forças iriam assumir uma forma variável, sendo assim, o trabalho poderia 

ser calculado como a área de um triângulo, Figura 13. 

 

          2

xydF
U

 

(13) 

 

 

2.6 Funcional de Energia Potencial 

 

 

Se um corpo elástico linear está em equilíbrio, pode-se mostrar que ele assume a 

energia potencial mínima.  A energia potencial é definida como a soma da energia de 

deformação U com o trabalho realizado pelas forças externas W, isto é, 

 

WUP   
(14) 

 

Onde πp representa o funcional de energia potencial. 

 

Ao aplicar o princípio de mínima energia potencial, essencialmente toma-se a 

derivada, ou variação, de πp e iguala-se a mesma a zero. Assumindo que o carregamento 

permanece constante, tem-se 
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0 WUP   
(15) 

 

O símbolo δ indica a variação da energia potencial πp. Esta variação pode ser 

interpretada como composta de uma série de derivadas parciais de πp. δ é um símbolo 

compacto usado para indicar a variação ou uma série de derivadas parciais. Para o uso deste 

símbolo neste curso, interpreta-se δ como o símbolo que indica as derivadas de πp em relação 

às coordenadas independentes ou variáveis em termos das quais ela é expressa. 

 

)( ,...,2,1 xnxxPP uuu
 

(16) 

 

 

 

Figura 14 – Elemento de barra 

 

Onde ux1, ux2, ...uxn são o número total de variáveis no nós, então 

 

0P  (17) 

 

Implicando que 

0
1






x

P

u


 

(18) 

  

0
2





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u


 

(19) 

  

0



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P

u


 

(20) 

 

Onde n é o número total de variáveis. 
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O fato de que para corpos elásticos e lineares em equilíbrio o valor de πp é um 

mínimo, pode ser verificado mostrando-se que a segunda derivada ou variação de πp é maior 

que zero, isto é,  

 

0²²²  WUP   (21) 

 

 

2.7 Princípio dos Trabalhos Virtuais (PTV): 

 

 

Este método foi desenvolvido em 1717 por Jonh Bernoulli, baseando-se na 

conservação de energia. O elemento de barra é um elemento reto - considerado aqui com 

secção constante - capaz de suportar apenas cargas axiais. O estado de tensões na barra é 

representado por  

 

0xx  
(22) 

 

0 xzyzyxyyzz   (23) 

 

Como o deslocamento u ao longo do elemento varia linearmente, pode-se substituir a 

função deslocamentos exata pela seguinte função aproximada: 

 

2211)( uuuxx 
 

(24) 

 

Onde φ1 são as funções de interpolação. Para exemplificar, usamos as Figuras 15 e 16. 

 

 

Figura 15 – Função de interpolação da barra  
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211 axa   
(25) 

  

11)0( 21  ax  (26) 

 

 

Figura 16 – Função de interpolação do elemento de barra 

 

211 0)( aLaLx   
(27) 

 

11 
L

x
  

(28) 

 

211 bxb   
(29) 

 

00)0( 21  bx  (30) 

 

L
bLx

1
1)( 11   

(31) 

 

L

x
 2

 

(32) 

 

Substituindo as equações 25 e 29, na equação 24, temos: 

 

)()1( 21)(

L

x
u

L

x
uuxx   

(33) 

 

Para um estado uniaxial de tensão a deformação εxx é dada por: 
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dx

du xx
xx

)(


 

(34) 

 

Assim 

dx

d
u

dx

d
uxx

2
2

1
1

 
 

(35) 

 

)1(
1

2
21

uu
LL

u

L

u
xx 




  

(36) 

 

O método aqui empregado para a obtenção da energia de deformação é baseado na 

energia potencial do sistema. Como foi definida na equação 14, cuja a energia de deformação 

é dada por: 

 


V

VdVU 
2

1

 

(37) 

 

E o trabalho externo, por: 

 

 
S

xB

V

xB dSuPdVuPW
 

(38) 

 

O princípio do trabalho virtual (PTV) é derivado da função de energia potencial total, 

assumindo que um deslocamento virtual é aplicado num estado de equilíbrio. O PTV 

estabelece então que a soma do trabalho realizado pelas forças aplicadas e da energia 

armazenada para este deslocamento é zero. Em forma de equação, o PTV fica assim escrito 

(FONSECA, 2002): 

 

0'' WU  (39) 

 

Onde U’ é a variação na energia da deformação para o deslocamento virtual e W’ é o 

trabalho virtual realizado pelo deslocamento virtual. 
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(40) 

 

Tendo em vista apenas o estado de tensão axial, a expressão acima fica reduzida a: 

 


V

xxdV
E

U ²
2

1


 

(41) 

 

 

2.8 Teorema de Castigliano 

 

 

Em 1879, Alberto Castigliano, publicou um método que poderia determinar o 

deslocamento e a inclinação de um determinado ponto em um corpo. Esse método, se aplica, 

no entanto, apenas em corpos que possuem temperatura constante e material com 

comportamento elástico-linear, (HIBBELER, 2005). 

 

 

Figura 17 – Deslocamento linear 

 

Partindo-se da relação descrita na figura 17, pode-se representar a energia de 

deformação du pela relação abaixo 

 

2
.




dPd
dPdu   

(42) 
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O segundo termo da equação pode ser reduzido a zero, pois apresenta um valor muito 

pequeno, considerando as hipóteses de material homogêneo, isótropo e elastolinear, bem 

como campo de deslocamentos suaves. Assim a equação fica reduzida. 

 






p

u
 

(43) 

 

A expressão em 41 diz que “A derivada da energia de deformação elástica armazenada 

no elemento estrutural relacionada a um deslocamento sofrido é igual a carga que provoca 

este deslocamento”. Aplicando-se a equação 41, convenientemente reescrita para o caso axial 

em 43 tem-se: 

 





)

2
(

EA

N²L

p
 

(44) 

 

Portanto o deslocamento devido a um esforço axial fica. 

 

EA

NL
  

(45) 

 

Reescrevendo a expressão de forma a isolar deslocamento e esforço, obtem-se 

 

N
L

EA
  

(46) 

 

Considerando a estrutura um sistema elasto-linear, a relação (46) fica: 

 

eee PuK   
(47) 

 

Onde: 

L

EA
Ke     Coeficiente de rigidez Axial 
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eu   Deslocamento na direção Axial 

 

NPe    Força na direção Axial 

 

 

2.9 O Método Matricial 

 

 

O Método Matricial foi a primeira técnica desenvolvida para análise de estruturas com 

grande número de elementos. Essencialmente a técnica está baseada nas equações obtidas por 

generalização do método da conservação de energia através do PTV para deslocamentos e 

esforços, posteriormente são então encontrados tensões e deformações. O mecanismo da 

álgebra matricial é aplicado para a solução conjunta dos vários elementos estruturais que 

compõe a discretização do problema. A solução fundamental da técnica é obtida através da 

resolução da barra engastada, vide Figura 18, submetida ao esforço axial. 

 

 

Figura 18 – Barra sob tração 

 

A barra será então dividida em partes menores, conhecido como processo de 

discretização. 

 

Figura 19 – Barra sobre tração discretizada 
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Cada parte da barra representa um elemento, conforme a Figura 20. 

 

 

Cada elemento de barra tem dois nós, 1 e 2, área de seção transversal A, comprimento 

L e dois graus de liberdade ux1 e ux2, os quais podem ser associados às forças axiais P1 e P2.  

 

Sabe-se que 

 

21 ux=ux   (48) 

 

Portanto, tem-se  

 

21 PP   (49) 

 

O estudo de barras sobre carregamento axial realizado mostra que a equação 

constitutiva (equação tensão - deformação), para este caso, é a lei de Hooke para tensão 

unidimensional, ou seja, 

 

xxxx E   
(50) 

O termo εxx é a deformação axial, sendo dada ao longo do elemento da barra. 

Considerando esta deformação constante em todo o comprimento do elemento, temos 

 

L

L
xx




 

(51) 

 

Onde ΔL é a variação do comprimento do elemento, devido à ação das forças nodais. 

Esta equação pode ser reescrita utilizando a definição dos deslocamentos nodais (graus de 

liberdade) ux1 e ux2, em termos das variáveis nodais, isto é: 

 

Figura 20 – Elemento de barra representado na linha centroidal 



36 
 

L
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(52) 

 

Fazendo o equilíbrio dos nós 1 e 2, Figura 21 abaixo, obtém-se, respectivamente 

 

xxEAP 1  (53) 

 

xxEAP 2  
(54) 

 

Substituindo as equações 52 e 53 pelas equações encontradas acima, teremos: 

 

)( 121 xx uu
L

EA
P 

  

(55) 

 

)( 122 xx uu
L

EA
P   

(56) 

 

As quais podem ser reescritas na forma generalizada matricialmente como: 
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(57) 

 

Esta é a equação do elemento de barra, na forma matricial. Isolando-se a matriz e o 

produto tem-se: 

 

 
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(58) 

 

 

Figura 21 – Equilíbrio dos nós 
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Onde [Ke] representa a matriz de rigidez local do elemento de barra, que estabelece 

relações entre forças e deslocamentos definidos pelas coordenadas locais (MARTHA,1993), 

com a estrutura coincidindo com o eixo ortogonal centroidal, Figura 20.  

 

 
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(59) 

 

O vetor {Pe} é denominado elemento de barra e o vetor {ue}=








2

1

x

x

u

u
, representa o 

deslocamento nodal. A equação 57 pode ser reescrita como: 

 

}{}]{[ eee PuK   (60) 

 

 

2.10 O Método dos Elementos Finitos 

 

 

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é seguramente o processo que mais tem sido 

usado para a discretização de meios contínuos. A sua larga utilização se deve também ao fato 

de poder ser aplicado em problemas clássicos da mecânica estrutural elástico-linear. 

As publicações de Argyris & Kelsey e de Turner, Clough, Martin & Topp  marcaram o 

início dos estudos referente à discretização e de análise estrutural do contínuo, e lançaram os 

procedimentos resultantes na forma matricial. Em 1960, Clough deu o nome ao método 

desenvolvido de Elementos Finitos. O procedimento do Método dos Elementos Finitos 

consiste, inicialmente, em dividir o domínio da estrutura analisada em subdomínios ou 

elementos não superpostos, de dimensões finitas, denominados de elementos finitos, que são 

interligados por meio de pontos nodais em seu contorno.  

 

2.12.1 Formulação Direta do Elemento de Barra: Matriz de Rigidez e Vetor de Carga 

 

 

A representação do modelo de barras é feita a partir das hipóteses (Petyt, 1990): 
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 Uma das dimensões bem maior que as demais (barra): o problema 3D pode ser 

reduzido ao espaço 1D, desde que uma das dimensões (vão do elemento, L) seja 

suficientemente superior às dimensões (a,b) da seção transversal, ou seja, L >> a,b ; 

 Seções transversais uniformes (barra prismática): A barra é prismática quando não 

existe variação de forma das seções ao longo do eixo da barra; 

 Carregamentos estaticamente aplicados: o carregamento é aplicado de tal forma que os 

efeitos da energia cinética podem ser desprezados; 

 Material homogêneo: qualquer região do corpo representa as propriedades e 

fenômenos do todo; 

 Material Isótropo: implica em mesmas propriedades em todas as direções; 

 Material elasto-linear: implica que em um ciclo de carga-descarga, não há surgimento 

de deformações residuais; esse material é linear, quando a relação tensão-deformação 

for linear; 

 Supressão do efeito de Poisson: deformações transversais da seção desprezadas; 

 Conservação da planicidade original das seções transversais durante o processo de 

deformação; 

 Campos pequenos de deslocamentos e deformações. 

 

Partindo-se da expressão da energia de deformação axial, tem-se: 
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Como σxx é constante na área e dV=Adx. Então, como ux1 e ux2 são independentes de x, 

pode-se escrever a equação da seguinte forma matricial: 
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Que integrando fornece: 
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Como a barra em estudo está submetida apenas a forças discretas, e nenhuma força de 

corpo atua, a expressão do trabalho fica reduzida a: 
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Desta forma, o funcional de energia potencial total da barra é: 
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Aplicando o princípio dos trabalhos virtuais, PTV, ou seja, aplicando a variação U’ 

+W’ = 0, vem: 
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Obtendo-se, portanto a matriz de rigidez no sistema local de coordenadas: 
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O vetor deslocamento no sistema local, 
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E o vetor carga. 
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Podendo escrever a equação resultante como: 
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(71) 

2.10.1 Matriz de Rigidez Global e Vetor de Carga 

 

 

Depois de obtidas as equações para o elemento de barra, será verificado o problema da 

estrutura global, isto é, a barra tracionada, discretizada, da Figura 19. Para representar esta 

estrutura modelada por elementos de barra, necessita-se superpor os três elementos em série 

para ser feita a discretização. O processo de superposição de elementos finitos é direto e o 

meio de visualizá-lo é considerar os três elementos de barra separadamente, e então uni-los, 

Figura 22. 

 

 

Figura 22 – Três elementos de barra usados na discretização da barra sob tração 

 

As equações equivalentes à equação 71 para cada um dos elementos de barra são: 
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 Para superpor estas equações, cria-se uma matriz grande o suficiente para que cada 

elemento possa ser inserido nela. Como após a superposição ux3 = ux2 e ux4 = ux5, existirão 

apenas quatro deslocamentos nodais independentes. Então escreve-se: 
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Este é a fórmula lógica para a matriz que representa o sistema suposto. Usando esta 

formulação, temos para o primeiro elemento: 
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Para o segundo elemento 
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E para o terceiro elemento 
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Realizando a soma das equações 76, 77 e 78, obtém-se a equação representando os três 

elementos superpostos, ou seja, a equação de elementos finitos para a barra sob tração 

modelada por três elementos de barra, isto é, 
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A matriz obtida 
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É denominada matriz de rigidez global [KG] de uma estrutura. O vetor {PG} é 

denominado vetor de carga da estrutura. 
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  O vetor {uG} é o vetor global de deslocamentos nodais, ou vetor solução do problema. 
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Para o caso particular em que a barra sob tração foi discretizada por elementos iguais, 

ou seja, com a mesma área de secção transversal, o mesmo comprimento e o mesmo material, 

a matriz de rigidez global pode ser escrita como: 
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A matriz obtida é simétrica e apresenta valores não nulos apenas na diagonal principal 

e nas diagonais adjacentes a esta, caracterizando o que se chama de matriz banda. 
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O sistema de equações acima não pode ser resolvido, pois a matriz de rigidez global é 

singular. Esta propriedade é comum a todas as matrizes globais obtidas pelo processo de 

superposição de matrizes de rigidez de elementos finitos. Fisicamente, a razão para tal é o fato 

de não se ter imposto ao modelo a sua vinculação, ou seja, é como se a barra sob tração 

estivesse livre no espaço. Portanto, é necessário impor condições de contorno sobre o sistema 

de equações para possibilitar a solução do mesmo. 

2.10.2  Condições de Contorno 

 

 

Levando em consideração a figura 18 da barra sob tração, foi obtido de maneira 

simultânea o sistema de equações 85 Se este sistema for escrito separadamente, resulta em: 
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Como a barra que está sob tração está engastada no seu extremo esquerdo, o 

deslocamento do nó 1 deve ser zero. 
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Sendo assim, o sistema pode ser reescrito como: 

EA

PL
uu

uuu

uu

u

xx

xxx

xx

x









64

642

42

1

02

020

0

 

(88) 

 

Se 01 xu , a forma matricial seria 
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2.10.3  Transformação de Coordenadas 

 

 

Quando o elemento de barra não coincide com o sistema ortogonal de coordenadas, 

Figura 23, sendo necessário realizar uma transformação de coordenadas como será descrito a 

seguir. 
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Figura 23 – Elemento de barra inclinação em relação ao sistema x-y 

 

A coordenada ao longo do eixo centroidal do elemento de barra é s e que o 

deslocamento ao longo do elemento de barra é dado por us, sendo us1 e us2 os deslocamentos 

nodais. θ é o ângulo entre o eixo s e o eixo x. A relação entre o deslocamento us ao longo do 

elemento e suas componentes ux e uy nas direções x e y, respectivamente, é 
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Uma força axial F pode ser decomposta em componentes x e y como: 
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Pode-se então escrever as relações entre os deslocamentos nodais e suas componentes 

nas direções x e y como: 
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Entre as forças nodais e suas componentes nas direções x e y temos: 
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Introduzindo as equações 92 e 93 na equação correspondente à equação do elemento 

de barra da figura 20, agora reescrita em termos de us1 e us2 (FONSECA, 2002), ou seja: 
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Como a submatriz de rotação [R] é ortogonal, a sua transposta também o é. Este fato 

pode ser visto multiplicando [RT] pela sua transposta, como se segue. 
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Após as multiplicações, obtemos a matriz de rigidez no sistema global: 
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A equação acima representa a forma generalizada do elemento de barra em relação a 

um sistema de coordenadas x-y que esteja deslocada em seu eixo centroidal, o qual está 

inclinado em relação ao eixo x de um ângulo θ. 

2.11 Métodos computacionais para análise das estruturas 

 

 

O avanço computacional viabilizou a aplicação de procedimentos sofisticados que 

consideram a interação entre os diversos elementos componentes da estrutura, como também, 
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o comportamento específico de cada material. Estas considerações possibilitaram 

aproximações mais exatas do comportamento real da estrutura. 

Nas últimas décadas, este avanço possibilitou o desenvolvimento de programas 

computacionais para análise de estruturas. Diversos programas comerciais foram 

desenvolvidos e, mais recentemente, programas de pré e pós-processadores para geração 

automática de malhas e representação gráfica dos resultados, vêm sendo incorporados. 

Dada a ampla disponibilidade de computadores e programas comerciais, o MEF se 

popularizou com eficientes ferramentas de pré e de pós-processamento, o que facilitou o seu 

uso em modelos com grande número de graus de liberdade. Atualmente, o MEF está 

consolidado, tem suas bases matemáticas perfeitamente esclarecidas e é rotineiramente 

utilizado nos mais diversos programas de engenharia, sendo alguns dos principais: ANSYS, 

SAP, ABAQUS, ADINA e NASTRAN, entre outros.  

 

 

2.11.1 Programa ANSYS 

 

 

ANSYS é um software comercial de análise de elementos finitos com a capacidade de 

analisar uma grande variedade de problemas diferente que funciona como pré, processador e 

pós-processador. Como qualquer software de elementos finitos, este software resolve 

equações diferenciais regentes quebrando o problema em pequenos elementos. As equações 

de elasticidade, o fluxo de fluidos, transferência de calor, e eletromagnetismo são exemplos 

de casos da engenharia que podem ser resolvidas pelo método de elementos finitos no 

ANSYS, que também pode resolver problemas transientes, assim como problemas não 

lineares. Para este trabalho, o já consagrado software ANSYS, será usado como referência 

para verificar a validade dos resultados obtidos por meio do programa TRL2D, que analisará 

diversos problemas axiais, informando ao fim campos de esforços e deslocamentos. Em 

seguida o mesmo problema será analisado no ANSYS, partindo-se de um arquivo 

(COMMAND FILE) gerado automaticamente pelo TRL2D usando-se para discretização do 

problema o elemento LINK1. 
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2.12 A Linguagem C 

 

 

A linguagem C foi criada por Dennis Ritchie, em 1972, no centro de Pesquisas da Bell 

Laboratories. Sua primeira utilização importante foi a reescrita do Sistema Operacional 

UNIX, que até então era escrito em assembly. Sendo uma linguagem de propósito geral, 

adequada à programação estruturada. No entanto é mais utilizada escrever compiladores, 

analisadores léxicos, bancos de dados, editores de texto, etc. A linguagem C pertence a uma 

família de linguagens cujas características são: portabilidade, modularidade, compilação 

separada, recursos de baixo nível, geração de código eficiente, confiabilidade, regularidade, 

simplicidade e facilidade de uso (FONSECA). A geração do programa executável a partir do 

programa fonte obedece a uma sequência de operações antes de tornar-se um executável. 

Depois de escrever o módulo fonte em um editor de textos, o programador aciona o 

compilador que no UNIX é chamado pelo comando cc. Essa ação desencadeia uma seqüência 

de etapas, cada qual traduzindo a codificação do usuário para uma forma de linguagem de 

nível inferior, que termina com o executável criado pelo lincador (FONSECA), vide Figura 

24. 

 

 

Figura 24 – Sequência de operações 

 

Entre as principais características do C, podemos citar:  
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• O C é uma linguagem de alto nível com uma sintaxe bastante estruturada e flexível 

tornando sua programação bastante simplificada.  

• Programas em C são compilados, gerando programas executáveis.  

• O C compartilha recursos tanto de alto quanto de baixo nível, pois permite acesso e 

programação direta do microprocessador. Com isto, rotinas cuja dependência do tempo é 

crítica, podem ser facilmente implementadas usando instruções em Assembly. 

 O C é uma linguagem estruturalmente simples e de grande portabilidade. O 

compilador C gera códigos mais enxutos e velozes do que muitas outras linguagens.   

 Embora estruturalmente simples (poucas funções intrínsecas) o C não perde 

funcionalidade pois permite a inclusão de uma farta quantidade de  rotinas do usuário. Os 

fabricantes de compiladores fornecem uma ampla variedade de rotinas pré-compiladas em 

bibliotecas. 

 

 

2.12.1 Diretivas de compilação 

 

 

Em C, existem comandos que são processados durante a compilação do programa. 

Estes comandos são genericamente chamados de diretivas de compilação. Estes comandos 

informam ao compilador do C basicamente quais são as constantes simbólicas usadas no 

programa e quais bibliotecas devem ser anexadas ao programa executável. A diretiva #include 

diz ao compilador para incluir na compilação do programa outros arquivos. Geralmente estes 

arquivos contêm bibliotecas de funções ou rotinas do usuário. 
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Figura 25 – Sub-rotina de um programa em C 

 

 

2.12.2 Entrada e saída de dados 

 

 

Em C existem varias maneiras de fazer a leitura e escrita de informações, que são as 

operações de entrada e saída. As funções de entrada e sadia podem ser por via teclado e tela. 

Os mais utilizados para a escrita e leitura de dados em arquivos são fprintf e o fscanf. 

 

 

2.13 O Compilador CodeBlocks 

 

 

O Code::Blocks é um IDE (ambiente de desenvolvimento integrado) que permite a 

escrita do código, edição, compilação e correção de erros e depuração integradas numa única 

aplicação. Os vários arquivos de código com extensão.c e .h formam uma aplicação 
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agrupados em um projeto. O código fonte do programa TRL2D foi compilado no CodeBlocks, 

gerando um arquivo executável. 

 

 

3 METODOLOGIA  

 

 

O programa de análise desenvolvido através do método dos elementos finitos é 

dividido convenientemente em várias fases, utilizando todos os dados pertencentes à 

estruturas, tais como: números de membros e de nós, números de grau de liberdade e as 

propriedades elásticas do material. Estas etapas serão brevemente discutidas a seguir. 

 

 

3.1 Sequência a ser guiada 

 

 

 Reunião dos dados da estrutura: etapa que são inseridas todas as informações 

pertencentes à estrutura. Estas informações incluem o número dos membros, número de 

nós, número de graus de liberdade e as propriedades elásticas do material. As localizações 

dos nós da estrutura são da estrutura são especificadas por meio de coordenadas 

geométricas. Devem-se dar as propriedades das seções de cada membro da estrutura. 

Finalmente, devem ser identificadas as condições de restrição nos apoios. 

 

 Geração e inversão da matriz de rigidez: A matriz de rigidez é uma propriedade 

inerente à estrutura e está baseada unicamente nos dados dela. Num programa de 

computação é conveniente obter a matriz de rigidez de nó, somando as contribuições das 

matrizes de rigidezes de membros individuais. 

 Reunião dos dados de carga: Todas as cargas que atuam em uma estrutura devem ser 

dadas tanto em cargas nodais, como as cargas nos membros. As cargas nodais são 

manejadas diretamente, mas as cargas nos membros podem ser manejadas indiretamente, 

fornecendo como dados às ações de engastamento causadas pelas cargas nos membros. 
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 Geração de vetores associados com cargas. Essas ações podem-se converter em 

cargas nodais equivalentes que são somadas às cargas nodais reais para produzir um 

problema no qual a estrutura está virtualmente carregada apenas nos nós. 

 

 Cálculo de resultados. Esta é a etapa final, cujos deslocamentos nodais, as reações e as 

ações de extremidade do membro são calculados. Estes cálculos são executados a cada 

membro separadamente através de suas respectivas matrizes de rigidezes. 

 

 

3.2 Desenvolvimento de uma ferramenta computacional para análise de problemas 

Axiais Planos 

 

 

Ao desenvolver uma ferramenta computacional, deve-se inicialmente, elaborar um 

roteiro com os passos a serem seguidos, ou seja, um algoritmo. Irá ser mostrado o 

desenvolvimento de uma ferramenta que, em um arquivo de entrada, o usuário informa todos 

os dados da estrutura. A sub rotina ao abrir este arquivo irá compilar todos os dados e gerar 

resultados dos deslocamentos e dos esforços nodais. Segue abaixo o fluxograma do algoritmo 

desenvolvido para a análise de treliças planas. 

 

 

Figura 26 – Esquema da ferramenta computacional TRL2D 
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3.3 Programação do aplicativo TRL2D (Análise de Treliças 2D) 

 

 

Após as declarações das variáveis globais, é dado início ao cálculo das matrizes que 

irão ser utilizadas no algoritmo. Serão mostrados trechos da rotina que programou o aplicativo 

TRL2D, tendo seus principais trechos demonstrados na sequência. A sub-rotina abaixo mostra 

como é determinado os elementos da matriz local K, sendo calculados os comprimentos e o 

termo da rigidez axial EA/L. 

 

Tabela 1- Matriz de Rigidez Local 

 

 

 

A matriz apresentada acima é a matriz de rigidez axial do elemento no sistema local, 

mas como bem se sabe, o sistema mais geral o qual se pode adotar é o sistema global, para 

isso o sistema de referência local deverá ser rotacionado com o auxílio dos cossenos diretores, 

presentes na matriz RE. 
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Tabela 2- Matriz de Rotação Beta 

 

 

Com a matriz de rotação RE, obtem-se a matriz de rotação transposta RET. Sendo uma 

matriz ortogonal, a matriz transposta também e inversa, isso será importante considerar para 

dar prosseguimento ao cálculo da matriz de rigidez global. 

 

 

 

Com o código abaixo é possível calcular a matriz de rigidez global de cada elemento 

de qualquer estrutura plana. 

 

 

 

Tabela 3- Matriz de Rotação Transposta 
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Para o cálculo da matriz de rigidez global foram multiplicadas as matrizes locais KE, 

pelas de rotação RE e RET, resultando na equação abaixo. 

 

 

 

 

Após a determinação da matriz de rigidez global, poderemos montar a matriz de 

rigidez da estrutura usando o princípio da superposição de matrizes. Este trecho que foi 

mostrado demonstra a cálculo da matriz da estrutura. Quando são justapostas as matrizes de 

cada barra, uma única matriz é formada, representando toda a estrutura em análise. A 

Tabela 4- Matriz de Rigidez Global 

 

Tabela 5- Matriz de Rotação  
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resolução dos vetores e das forças nodais do sistema obtido será determinada através da 

utilização do Método de Gauss. 

 

 

3.4 Métodos de resolução de sistemas de equações 

 

 

Os métodos de resolução do sistema de equações algébricas lineares podem ser 

classificados em iterativos ou diretos. Nos métodos iterativos, arbitra-se uma “solução 

tentativa” (SORIANO), para chegar-se à solução procurada por meio de sucessivas 

aproximações. Nos métodos diretos, utilizam-se algoritmos que fornecem diretamente a 

solução procurada, mostrando-se na maioria das aplicações ser o método que apresenta maior 

eficiência, pois usa-se menos equações do quê o método iterativo. Visando isso, neste 

trabalho será usado o Método Direto de Eliminação de Gauss para a resolução dos sistemas 

lineares que irá determinar os valores das variáveis de interesse. 

 

 

3.4.1 Método de Eliminação de Gauss 

 

 

Este é o método de resolução de sistemas de equações algébricas lineares mais 

utilizados em procedimento manual de cálculo e o que requer o menor número de operações 

aritméticas (SORIANO). Possui aplicação em qualquer sistema cuja matriz de coeficientes 

seja quadrada e não singular. 

 A equação de elementos finitos possui a fórmula genérica como foi visto na equação 

78.  

 

}]{[}{ GG uKPG  
(78) 

 

Sendo um sistema de equações lineares, escrito como: 

 

Na forma expandida, o sistema de equações é: 

ijij bxa )1(          Ni ,1  (98) 
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E na forma matricial temos: 

 

O método de eliminação de Gauss padrão é dividido em duas partes, a eliminação 

progressiva e a retro-substituição. Inicialmente temos que eliminar os termos a21x1+ a31x1+...+ 

aN1x1 do sistema de equações 98.Sendo assim temos que determinar o pivô, equação 100. 
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(101) 

 

Denotando os coeficientes das novas equações por aij(2) onde 
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Tem-se: 
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O segundo passo é eliminar o os termos a32(2)x2+ a42(2)x2,+..., aN2(2)x2. Usando a segunda 

equação: 

 


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Finalmente, ao se terminar (N-1) passos do processo da eliminação progressiva, 

portanto: 
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Cada um dos passos acima apresenta um sistema de equações com a mesma solução, a 

qual pode ser obtida diretamente a partir da última equação, caracterizando o processo de 

retro-substituição, que começa com: 
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E a solução para N-1 pode ser obtida da equação (N-1), ou seja: 
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Ou qualquer valor de xk pode ser obtido através da expressão genérica: 
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(109) 

 

A implementação computacional do algoritmo da solução de Gauss pode ser visualizada 

na tabela 6, são obtidos após a sua aplicação os campos de deslocamentos das barras 

axialmente carregadas.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 6- Solução do sistema linear 
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

 

Nesta seção serão discutidos os resultados das estruturas planas que foram compilados 

com a ferramenta TRL2D, aonde mostra os resultados dos deslocamentos nodais de cada 

elemento de barra da estrutura em análise. O sistema de numeração adotado, tanto dos nós 

como das barras, foi no sentido horário e de cima pra baixo da estrutura. 
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Exemplo 01 - Treliça plana biapoiada nas extremidades, com uma força de 50kN aplicada na 

extremidade livre. Determinar os deslocamentos e esforços nodais. 

 

 

Figura 27 – Treliça 01 

 

 

 

 

 

Figura 28 – Treliça 01 enumerada 
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Tabela 7- Dados de entrada da treliça 1 

Barra Nó I Nó J L E A 

1 1 2 4.0 1000 0.5 

2 2 3 4.0 1000 0.5 

3 3 4 4.0 1000 0.5 

4 4 5 4.61 1000 0.5 

5 5 6 6.3 1000 0.5 

6 6 7 4.0 1000 0.5 

7 7 8 4.0 1000 0.5 

8 8 9 4.0 1000 0.5 

9 1 9 5.65 1000 0.5 

10 1 8 4.0 1000 0.5 

11 2 8 5.65 1000 0.5 

12 2 7 4.0 1000 0.5 

13 3 7 5.65 1000 0.5 

14 3 6 4.0 1000 0.5 

15 4 6 5.65 1000 0.5 
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Arquivo de entrada por meio de arquivo txt, aonde o usuário insere os dados iniciais 

da treliça, tais como: coordenadas dos nós, área da seção transversal, módulo de elasticidade, 

número de nós e de barras. tabela 8. 

 

Tabela 8- Arquivo de entrada treliça 01 
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Execução do programa TRL2D, onde o qual determina o cálculo das matrizes globais, 

de todos os elementos de barra. Pode-se perceber  que o Ansys não demostrada nenhum tipo 

de cálculo como estes abaixo, tabela 9. 

 

Tabela 9- Execução do Programa TRL2D 
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Após a montagem das matrizes globais, é formado um sistema linear de equações, que 

usando os recursos mostrados na tabela 06, é resolvido pelo sistema do Método de Gauss, 

tabela 10. 

 

Tabela 10- Solução do sistema linear 
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São determinados os campos de deslocamentos nodais de cada elemento, tabela11. 

 

Tabela 11- Campos de Deslocamentos 
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Também são calculados os esforços nodais de baca barra através da matriz de estrutura 

que é demonstrado na tabela 06. 

 

Tabela 12- Esforços em cada barra da estrutura 
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A tabela 13 mostra os resultados que foram obtidos pelo o simulador Ansys da mesma 

estrutura em análise. Podemos perceber que os resultados são basicamente iguais, ou seja, a 

ferramenta desenvolvida TRL2D gera resultados tão confiáveis como o programa comercial 

que está no mercado há muito tempo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabela 13- Resolução dada pelo Ansys 
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Estrutura deformada devido a ação da carga de 50kN aplicada na extremidade. 

 

 

Figura 29 – Estrutura Deformada 
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Exemplo 02- Treliça plana biapoiada nas extremidades, com uma força de intensidade L. 

Calcular o deslocamento os esforços nos nós i e j. 

 

 

Figura 30 – Treliça 02 

 

 

Figura 31 – Treliça 02 enumerada 
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Tabela 14- Dados de entrada da treliça do exemplo2 

Barra Nó I Nó J L E A 

1 1 2 4.0 1000 0.5 

2 2 3 4.0 1000 0.5 

3 3 4 4.0 1000 0.5 

4 4 5 4.0 1000 0.5 

5 5 6 4.0 1000 0.5 

6 6 7        12.0 1000 0.5 

7 7 8 6.40 1000 0.5 

8 8 9 5.0 1000 0.5 

9 9 10 4.12 1000 0.5 

10 10 11 4.0 1000 0.5 

11 11 12 4.12 1000 0.5 

12 1 11 4.0 1000 0.5 

13 2 11 5.65 1000 0.5 

14 3 11 4.0 1000 0.5 

15 4 6 5.0 1000 0.5 

16 3 10 3.0 1000 0.5 

17 3 9 5.0 1000 0.5 

18 4 9 4.0 1000 0.5 

19 4 8 8.0 1000 0.5 

20 5 8 7.0 1000 0.5 

21 6 8 8.06 1000 0.5 
 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

A tabela 15 mostra o arquivo de entrada por meio de arquivo. Esta estrutura possui 12 

nós e 21 elementos de barras. 
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Tabela 15- Arquivo de entrada da treliça 02 

 

 

 

 

 

 

 

 

Execução do programa TRL2D, onde o qual determina o cálculo das matrizes globais, 

de todos os elementos de barra, tabela 16. 
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Tabela 16- Execução do Programa TRL2D 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A tabela 17 mostra o vetor solução dos deslocamentos, obtido através do método de 

Gauss. 

Tabela 17- Solução do sistema linear 
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Campos deslocamentos determinados a partir da matriz de estrutura da treliça analisada. 

 

Tabela 18- Campo de deslocamento 
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Os esforços nodais internos são calculados em cada barra, apresentando os resultados 

na direção x e y em cada nó i e j. 
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Tabela 19- Lista de esforços em cada barra da estrutura 
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A tabela 20 mostra novamente que a ferramenta TRL2D resulta em valores 

exatamente iguais aos do obtidos pelo Ansys. 

 

Tabela 20- Resposta dada pelo Ansys do exemplo 02 
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Os campos de tensões máximas e mínimas da treliça 02 são mostrados na figura 30, 

mostrando o deslocamento da estrutura. 

 

 

 

 

 

 

Figura 32 – Estrutura deformada 
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Exemplo 03 – Treliça biapoiada, apresentando um balanço com uma força aplicada de 8 

kN, determinar os esforços e os deslocamentos de nós i e j de cada barra. 

 

 

 

Os dados da treliça 03, são  inseridos pelo usuário em um arquivo de entrada, onde são 

informadas as quantidades de barras e nós, conectividade de cada elemento e os dados 

geométricos das barras. 

 

 

 

 

 

Figura 33 – Treliça 03 
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Figura 34 – Treliça 03 
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Tabela 21- Dados de entrada da treliça da treliça 03 
 

Barra Nó I    Nó J L E      A 

1 1 2 2,00 1000 0.50 

2 2 3 2,00 1000 0.50 

3 3 4 2,00 1000 0.50 

4 4 5 2,00 1000 0.50 

5 5 6 2,00 1000 0.50 

6 6 7 2,00 1000 0.50 

7 7 8 2,00 1000 0.50 

8 8 9 1,00 1000 0.50 

9 9 10 2,00 1000 0.50 

10 10 11 2,00 1000 0.50 

11 11 12 2,00 1000 0.50 

12 12 13 2,00 1000 0.50 

13 13 14 2,00 1000 0.50 

14 1 14 2,00 1000 0.50 

15 2 14 2,83 1000 0.50 

16 2  13 2,83 1000 0.50 

17 3 13 2,83 1000 0.50 

18 3 12 2,83 1000 0.50 

19 4 12 2,83 1000 0.50 

20 5 12 2,00 1000 0.50 

21 5 11 2,83 1000 0.50 

22 6 11 1,50 1000 0.50 

23 6 10 2,24 1000 0.50 

24 7 10 1,15 1000 0.50 

25 7 9 2,23 1000 0.50 

 

 

 

 

 

A tabela 22 mostra o arquivo de entrada usado pelo usuário. 
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Tabela 22- Arquivo de entrada da estrutura 03 

 

 

 

Execução do programa TRL2D, onde o qual determina o cálculo das matrizes globais, 

de todos os elementos de barra, tabela 23. 
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Tabela 23- Tela inicial do programa TRL2D 

 

 

 

 

 

 

Solução dos vetores deslocamentos através do Método de Gauss. 

 



86 
 

Tabela 24- Solução do Sistema Linear 

 

 

 

 

 

 

 

 

Campos de deslocamentos determinados pela matriz de estrutura, o que detalha a 

tabela 11, na seção 3.3. 
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Tabela 25- Campos de deslocamento 

 

  

 



88 
 

Com o sistema de vetores dos deslocamentos solucionados, é possível determinar os 

esforços dos nós através da equação 78. 

 

Tabela 26- Esforços nodais de cada barra 
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Deslocamentos dos nós na direção x e y, determinados pelo Ansys, o qual é igual os 

deslocamentos da tabela 25 encontrados pelo software TRL2D. 

 

Tabela 27- Campos de deslocamento 
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A figura 32 representa a treliça 04 deformada, devidamente com os campos de 

deslocamentos mínimos e máximos.  

 

 

Figura 35 – Modelo de treliça deformada 
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Exemplo04 – Treliça plana biapoiada submetida a cargas horizontais de 300, 200 e 100 lb. 

Determinar os deslocamentos e esforços nodais. 

 

 

Figura 36 – Treliça 04  

 

 

Os dados da treliça 04 são inseridos pelo usuário em um arquivo de entrada, onde são 

informadas as quantidades de barras e nós, conectividade de cada elemento e os dados 

geométricos das barras. 
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Figura 37 – Treliça 04 enumerada 
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Tabela 28- Dados de entrada da treliça 04 

Barra Nó I    Nó J L E      A 

1 1 2 6,00 1000 0.50 

2 2 3 6,00 1000 0.50 

3 3 4 6,00 1000 0.50 

4 4 9 6,00 1000 0.50 

5 9 5 6,00 1000 0.50 

6 3 9 8,50 1000 0.50 

7 9 6 8,50 1000 0.50 

8 5 6 6,00 1000 0.50 

9 3 10 6,00 1000 0.50 

10 10 6 6,00 1000 0.50 

11 2 10 8,50 1000 0.50 

12 10 7 8,50 1000 0.50 

13 6 7 6,00 1000 0.50 

14 2 11 6,00 1000 0.50 

15 11 7 6,00 1000 0.50 

16 1 11 8,50 1000 0.50 

17 11 8 8,50 1000 0.50 

18 7 8 6,00 1000 0.50 

19 1 8 12,0 1000 0.50 
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Dados de entrada da treliça 04 informados pelo usuário. 

 

Tabela 29- Arquivo de entrada da treliça 04 
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Execução do programa TRL2D, onde o qual determina o cálculo das matrizes globais, 

de todos os elementos de barra, tabela 23. 

 

Tabela 30- Tela inicial do programa TRL2D 
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Vetor deslocamento determinado pelo Método de Gauss. 

 

Tabela 31- Solução do sistema linear 
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Campos de deslocamentos determinados pelo software TRL2D. 

 

Tabela 32- Campo de deslocamentos 
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Com as matrizes no sistema local, pode-se determinar os esforços internos no nós i e j. 

 

Tabela 33- Esforços internos das barras da estrutura 

 



100 
 

 

 

 

 

 

 

 



101 
 

Os resultados obtidos pelo Ansys, ao serem comparados com os resultados obtidos 

pelo TRL2D, são exatamente idênticos, mostrando mais uma vez a veracidade da ferramenta 

desenvolvida. 

 

Tabela 34- Resultado apresentado pelo Ansys 
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Representação da estrutura deformada feita pelo Ansys com a aplicação das forças 

externas. 

 

 

Figura 38 – Estrutura 04 deformada 

 

 

 



103 
 

  

Exemplo 05 – Treliça plana biapoiada, a qual é submetida a uma carga inclinada no nó A de 

intensidade 6 kN, a uma carga vertical no nó G de 8 kN, uma carga vertical no nó H de 10 kN 

e outra carga vertical de 4 kN aplicada no nó I. Determinar os esforços e os deslocamentos 

internos.  

 

 

Figura 39 – Treliça 05 
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Figura 40 – Treliça 05 enumerada 

 

Tabela 35- Dados de entrada da treliça 05 

Barra Nó I    Nó J L E      A 

1 1 2 3,00 1000 0.50 

2 2 3 3,00 1000 0.50 

3 3 4 3,00 1000 0.50 

4 4 5 3,00 1000 0.50 

5 5 6 4,00 1000 0.50 

6 6 7 3,00 1000 0.50 

7 7 8 3,00 1000 0.50 

8 8 9 3,00 1000 0.50 

9 9 10 3,00 1000 0.50 

10 1 10 4,00 1000 0.50 

11 10 11 3.60 1000 0.50 

12 2 11 2,00 1000 0.50 

13 9 11 2,00 1000 0.50 

14 3 11 3,60 1000 0.50 

15 3 9 5,00 1000 0.50 

16 3 8 4,00 1000 0.50 

17 3 7 5,00 1000 0.50 

18 3 12 3,60 1000 0.50 

19 4 12 2,00 1000 0.50 

20 7 12 2,00 1000 0.50 

21 6 12 3,60 1000 0.50 
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Dados da treliça 05 que são inseridos pelo usuário por meio de um arquivo de leitura 

para ser lido pela ferramenta TRL2D. 

Tabela 36- Dados de entrada da treliça 05 

 

 

 

 

 

 

Através das matrizes de globais das barras, é possível calcular a rigidez dos elementos 

de barra em qualquer eixo de sistema referencial. 
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Tabela 37- Tela Inicial do programa TRL2D 
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Vetor deslocamento calculado seguindo a metodologia descrita na seção 3.3 e na 

tabela 11, por meio do Método de Gauss. 

 

Tabela 38- Solução do sistema linear 
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A tabela 46 representa o campo de deslocamento dos nós i e j no sistema global de 

referência. 

 

Tabela 39- Campo de deslocamentos 
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Calculado o vetor deslocamento e a matrizes de rigidez e de rotação, é possível 

determinar o vetores de esforços nos nós i e j de cada elemento. 

 

Tabela 40- Valores dos esforços nodais de alguns elementos de Barra 
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Valores coerentes e compatíveis com o mostrado na solução do software TRL2D. 

 

Tabela 41- Resposta do Ansys 
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Estrutura deformada pelos esforços e carregamentos externos. 

 

 

Figura 41 – Estrutura Deformada 
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5 CONSIDERAÇÕES FINAIS / CONCLUSÕES 

 

 

No transcorrer desta pesquisa desenvolveu-se o software TRL2D, sendo este uma 

ferramenta de simples utilização que permite analisar problemas axiais planos, em particular 

determinar os deslocamentos dos nós e as ações dos elementos de treliças. Além disso, neste 

trabalho também foi apresentado uma comparação entre os resultados obtidos com o software 

TRL2D e o software comercial ANSYS e constatou-se que os dois programas geram os 

mesmos resultados. Tal constatação já era esperada, uma vez que a técnica empregada, o 

MEF, produz resultados exatos para os campos de deslocamentos e esforços de estruturas 

reticuladas no regime estático.  

 

 

6  SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

 

Devido ao desempenho satisfatório do software TRL2D espera-se que outros 

acadêmicos tenham iniciativa de contribuir futuramente com esta pesquisa implementando a 

solução de problemas axiais espaciais nos regimes estático e dinâmico bem como o 

dimensionamento das barras que compõem as estruturas. 
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