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RESUMO

Neste trabalho, estudamos uma sequéncia didética relativa a equidecomposicao
de regides poligonais e ao Teorema de Bolyai. No citado teorema, é estabelecido
que duas regides poligonais que possuem a mesma area sao
equidecomponiveis. No campo da didatica da matemética, adotamos um recorte
da Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau (2008) e, nos
procedimentos metodoldgicos, percorremos etapas de uma Engenharia Didatica,
como proposta por Artigue (1989): analise preliminar, elaboracdo da sequéncia
didatica, analises a priori e a posteriori. Diante do tempo disponivel para nosso
trabalho, optamos por ndo preencher todos os requisitos de cada uma das
etapas acima mencionadas. Quanto a conceituacdo de area como grandeza
geométrica nos amparamos no trabalho de Douady e Perrin-Glorian (1989). Os
sujeitos foram dois estudantes do final do curso de licenciatura em Matematica
da Universidade Federal de Pernambuco. Neste estudo, realizamos analises a
priori e a posteriori da sequéncia didatica proposta, com destaque para possiveis
rupturas na aprendizagem, em particular, saltos informacionais e obstaculos. Na
analise a posteriori, confirmamos algumas antecipacdes e identificamos
momentos em que se fizeram necessarias modificacfes para o prosseguimento
da sequéncia proposta. Nas consideracgdes finais, reafirmamos a relevancia do
tema para a formacdo inicial de professores de Matematica e sugerimos
modificacdes para futuros experimentos. O suporte tecnoldgico escolhido foi o
software GeoGebra-Geometria, que se mostrou, no geral, adequado a realizacao
dos procedimentos requeridos na sequéncia didatica.

PALAVRAS-CHAVE: Teorema de Bolyai. Teoria das Situacdes Didaticas.
Sequéncia didatica. GeoGebra-Geometria.



ABSTRACT

In this work, we have studied a didactic sequence related to the
equidecomposition of polygonal regions and the Bolyai Theorem. In the
mentioned theorem, it is established that two polygonal regions that have the
same area are equidecomposable. In the field of didactics of mathematics, we
have adopted a section of the Theory of Situations by Guy Brousseau (2008) and,
in the methodological procedures, we have gone through stages of Didactic
Engineering, as proposed by Artigue (1989): preliminary analysis, elaboration of
the didactic sequence, analyzes a priori and a posteriori. Given the time available
for our work, we have chosen not to fulfill all the requirements for each of the
steps mentioned above. As for the conceptualization of area as a geometric
magnitude, we have relied on the work of Douady and Perrin-Glorian (1989). The
subjects were two students at the end of the degree course in Mathematics at the
Federal University of Pernambuco. In this study, we have performed a priori and
a posteriori analysis of the proposed didactic sequence, highlighting possible
disruptions in learning, in particular, informational leaps and obstacles. In the a
posteriori analysis, we have confirmed some anticipations and identified
moments when modifications were necessary for the continuation of the
proposed sequence. In the final remarks, we reaffirm the relevance of the topic
for the initial formation of mathematics teachers and suggest modifications for
future experiments. The technological support chosen was the GeoGebra-
Geometry software, which proved, in general, to be suitable for carrying out the
procedures required in the didactic sequence.

KEYWORDS: Bolyai theorem. Theory of Didactic Situations. Didactic sequence.

GeoGebra-Geometry.
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1. INTRODUCAO

Um dos interesses centrais da Didatica da Matematica € entender e
explicar dificuldades inerentes a propria Matematica que alunos e professores

enfrentam em diversos contextos. Segundo Pais (2002):

A Didatica da Matematica € uma das tendéncias da grande
area de Educagdo Matematica, cujo objeto de estudo é a elaboragao
de conceitos e teorias que sejam compativeis com a especificidade
educacional do saber escolar matematico, procurando manter fortes
vinculos com a formacgédo de conceitos matematicos, tanto em nivel
experimental da pratica pedagégica, como no territério tedrico da
pesquisa académica. (PAIS, 2002)

As pesquisas desenvolvidas dentro do grupo Pré-grandezas, da UFPE,
tém evidenciado as dificuldades, nos diversos anos escolares, na compreenséo
pelo aluno e no ensino dos conceitos relativos ao campo das grandezas e
medidas. Dentro das questdes estudadas pelo grupo acima citado, escolhemos
uma, que julgamos essencial: como os professores estdo sendo preparados, na
universidade, para elaborar situacdes didaticas que promovam, nos seus futuros
alunos, a aprendizagem de conceitos mateméaticos? Ao lado disso, a trajetéria
gue percorremos No nOSSO curso universitario de licenciatura em Matematica
mostrou-nos que, nem sempre, o conteudo especifico das disciplinas que
cursamos parece préximo ao que é abordado em sala de aula da escola basica.
O presente estudo tem como uma de suas motivacdes estreitar a relacao entre
esses conteudos.

Uma tematica importante nos campos das grandezas e medidas e da
geometria é a decomposicao/composicdo de figuras planas, visto que € um
assunto presente ao longo de todo o ensino basico. E que, além disso, esta
apoiado sobre resultados matematicos relevantes para os conhecimentos dos
alunos de licenciatura em Matematica. Uma de nossas hipéteses € a de que o
referido tema pode servir de contribuicdo para a formacao desses licenciandos.

O tema da decomposicao/composicao de figuras geométricas planas,

extremamente vasto, torna-se mais acessivel quando nos restringimos as figuras
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geométricas que sao regides poligonais. Sobre elas é qgue vamos nos concentrar,
convencidos de que ha inegavel rigueza matematica no tema escolhido.

Para tanto, vamos analisar alguns fendmenos que ocorrem quando se
emprega uma sequéncia didatica destinada ao ensino e aprendizagem de
propriedades geomeétricas relevantes nas transformacgoes de
decomposicdo/composicao de regides poligonais.

Em suma, o contexto matematico de nosso interesse inclui a geometria
dos poligonos, os conceitos de area e de decomposi¢cdo/composicao de regides
poligonais. O conceito-chave que integra esses trés polos € o de
equidecomposicdo de regides poligonais. As regides equidecomponiveis
possuem a mesma area. Este € um fato de importancia teorica e pratica e que
deriva, de modo quase imediato, dos principios adotados para 0 conceito
matematico de area. Em certo sentido, € um conhecimento que possui uma
“base empirica” forte e por isso pode ser considerado de facil compreensao. O
mesmo nao ocorre, quando nos propomos a examinar a validade da proposicéo
reciproca: duas regibes de mesma area sao equidecomponiveis. A resposta
positiva a essa questdo é o conhecido Teorema de Bolyai.

E importante observar que durante todo o trabalho sera central o
conceito de area para realizacdo das atividades de decomposi¢do/composicao.
Por isso, dedicamos atencdo a conceituar area como grandeza geomeétrica,
seguindo a abordagem defendida nos estudos das francesas Douady e Perrin-
Glorian (1989) e que formam a base das pesquisas realizadas no Grupo Pro-
grandezas, ja citado.

Nesta pesquisa, nos apoiamos em alguns dos construtos da Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD), desenvolvida por Guy Brousseau e que tem papel
relevante nas pesquisas da Didatica da Matematica. Brousseau, traz em seus
estudos o conceito de rupturas na aprendizagem, com destaque para duas
categorias: saltos informacionais e obstaculos.

Na metodologia de pesquisa, percorremos alguns dos requisitos de uma
Engenharia Didatica, proposta por Artigue (1989).

O objetivo geral de nossa dissertacdo, como detalhado adiante, é o de
elaborar e analisar uma sequéncia didatica para a aquisicdo do conceito e das
propriedades da equidecomposicdo de regides poligonais e do Teorema de

Bolyai, uma das proposi¢cdes matematicas mais instigantes quando se estuda a
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decomposicao/composicdo de regides poligonais. Além disso, procuramos
investigar possiveis rupturas na aprendizagem da referida sequéncia didatica.

Entre os recursos didaticos a serem mobilizados neste estudo incluimos
0 emprego do software GeoGebra-Geometria, para a resolucdo das atividades
propostas.

No capitulo que segue, esbocamos uma revisdo da literatura com a qual
a presente dissertacdo esta ligada, tanto os trabalhos na area da Didatica da
Matemética, quanto no campo da Matemética.

Na sequéncia, procuramos delinear as bases tedricas amparadas na
Didatica da Matematica (capitulo 3) e na Matematica (capitulo 4).

Os objetivos da pesquisa sao apresentados no capitulo 5 e reservamos o
capitulo 6, para uma descricdo da analise preliminar da sequéncia e do
experimento didatico proposto.

O capitulo7, o mais longo, traz o relato do experimento didatico,
acompanhado da analise a posteriori das atividades

As consideracgfes finais encerram os capitulos da presente dissertacédo,
seguidas das referéncias.
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2. REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo, esbocamos uma visdo panoramica de outros estudos
com os quais podemos estabelecer ligagdes com o presente trabalho.

Facco (2003) apresenta uma sequéncia de atividades envolvendo a
decomposicdo e composicao de figuras planas, com e sem auxilio do Tangram
ou da malha quadriculada, como propostos no ensino do conceito de area. O
objetivo da pesquisa foi o estudo dos fendmenos que interferem no ensino-
aprendizagem desse conceito. Ao todo, a pesquisadora elaborou sete atividades
gue mostram como a escolha de algumas situacdes-problema possibilitam a
compreensao de area como grandeza. Facco (2003) conclui que o uso da
sequéncia de atividades proposta, voltada a a decomposi¢cao e composicao de
figuras planas para alunos da 52 série do Ensino Fundamental, facilita o processo
ensino-aprendizagem do conceito de area. E ainda, traz também um estudo
sobre a comparacdo de areas por corte e colagem como facilitador desse
processo.

Além disso, a pesquisadora ressalta que para trabalhar as figuras
planas, o professor precisa refletir sobre as concepc¢des que orientam e
fundamentam as atividades que envolvem conceitos de area.

Secco (2007), assim como Facco, propde uma sequéncia de atividades
compreendendo decomposicdo e composicao de figuras planas. O objetivo da
pesquisa foi investigar, por meio do uso da decomposicdo e composicao de
figuras planas, como o conceito de area pode ser apresentado de maneira
significativa e motivadora aos alunos da 82 série do Ensino Fundamental,
abrangendo no seu estudo a demonstracdo das formulas de area de figuras
geométricas planas.

O pesquisador dividiu a sequéncia em trés blocos de atividades que
evidenciassem o aspecto bidimensional das figuras, voltadas ao processo de
decomposicdo e composicao das figuras planas. Os dois primeiros blocos
mostram que o processo de decomposi¢cdo e composicao de figuras poligonais
planas contribui para a apropriagdo do conceito de area de um poligono,
utilizando material concreto e o software de geometria Cabri-Géomeétre. Em
relacéo ao uso do software Cabri-Géometre, o estudo em questao conclui que o

emprego desse recurso tecnolégico permitiu aos alunos “fazer matematica”, isto
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€, experimentar, interpretar, visualizar, induzir, conjecturar, abstrair e
generalizar. O terceiro bloco serviu para sistematizar o que foi verificado nos
blocos anteriores e teve como obijetivo introduzir as formulas para o célculo de
area de figuras geométricas planas mais comuns. O pesquisador conclui que
esse processo de decomposicdo e composicao favoreceu a passagem do
empirico para o dedutivo.

Ferreira (2010), também interessada no ensino e na aprendizagem do
conceito de é&rea, realizou uma pesquisa que teve por objetivo investigar a
construcdo desse conceito. Podemos destacar dois aspectos importantes em
sua pesquisa: a preocupacao na dissociacao entre area e perimetro e o uso da
técnica de decomposicdo e composicdo como meio para construcéo do conceito
de area como grandeza. A pesquisadora defende que o conceito de area
perpassa quatro tipos de situacdes: comparagédo, medida, mudanca de unidade
e de producao. Por ser do nosso interesse, destacamos um dos procedimentos
que tratam das situacbes de comparacdo, mais especificamente a
equidecomposicéo de figura planas. No referido trabalho, é sinalizado que nesse
tipo de estratégia, ndo ha a intervencao do quadro numérico, reforcando assim
0 conceito de area como grandeza.

Suas atividades foram realizadas com alunos do 3° ciclo do Ensino
Fundamental e mostraram que eles tiveram avancos em relacdo ao
procedimento de decomposicdo e recomposi¢éo de figuras.

Na mesma época, Pessoa (2010) realiza um estudo cujo objetivo foi
fazer um diagndstico sobre os procedimentos utilizados pelos por alunos do 6°
ano do Ensino Fundamental na resolucdo de atividades que envolvem o calculo
de area com o uso da malha quadriculada. No estudo, mostrou-se que 0 uso
desse tipo de malha favorece a compreensdo do conceito de area como
grandeza, em especial por meio da decomposi¢cao/composicéo de figuras, o que
evidencia a invariancia da area por equidecomponibilidade.

Silva (2016) investiga o0 modo como alunos de 6° ano do Ensino
Fundamental abordam as situacées que dao sentido a area como grandeza
(comparacéo de area, medida de area, mudanca de unidade e producgéo de
superficie) em ambientes com caracteristicas distintas: papel e lapis, materiais
manipulativos e software de geometria. Como Ferreira (2010), o pesquisador traz
os procedimentos de decomposicdo e composicdo como parte das atividades
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que devem ser propostas dentro das situagbes de comparacgéo. Silva (2016)
mostra como o software Apprenti Géomeétre 2 beneficiou a utilizacdo de
procedimentos de decomposicdo e composicdo, uma vez que permite ao aluno
fazer vérias transformacdes, ampliando as possibilidades de resolugéo.

Vimos, até aqui, que as pesquisas citadas, utilizam a nocao de area
como grandeza e utilizam a decomposicdo/composicdo em suas atividades
como procedimento para o calculo e/ou comparacéo de areas. Fazem referéncia
a essa técnica destacando como os alunos avancaram na realizacdo dos
problemas. Pontuam, ainda, a importancia dessa estratégia na resolucdo das
diversas atividades propostas, seja em papel e lapis ou softwares de geometria.
Em todos os trabalhos, a decomposi¢do/composicao de figuras, ora ajudou, ora
era 0 modo exigido para a realizacéo da tarefa.

Acreditamos que esses trabalhos sejam suficientes para
compreendermos a extensdo e a relevancia do uso da
decomposicdo/composicdo de figuras planas, sendo essas uma das motivacées
para nos dedicarmos ao tema. Por outro lado, destacamos que essas pesquisas
nao tém a intencéo de discutir 0 que sustenta essa operacédo de decomposicao/
composicao. Mais especificamente, tal estratégia, amplamente utilizada é valida
do ponto de vista da Matemética?

Os trabalhos citados amparam-se, em diversos graus, em teorias no
campo da educacdo matematica, particularmente, da Didatica da Matematica.
Em todas essas pesquisas, a decomposi¢cao/composicao de poligonos e suas
relacBes com o conceito de area ocupam lugar central. Resulta disso que nosso
estudo aproxima-se dessas investigagbes em varios pontos. No entanto,
diferencia-se delas pela adoc¢éo da Teoria das Situa¢des Didaticas como quadro
tedrico que da suporte a presente pesquisa. Além disso, em nenhum deles é
abordado o Teorema de Bolyai. A escolha do software Geogebra-Geometria é,
também, um traco distintivo deste estudo em face das pesquisas citadas.

Quando buscamos estudos em lingua portuguesa que tratam dos temas
escolhidos na presente dissertacdo do ponto de vista predominantemente
matematico, nos deparamos com poucas obras. A seguir citamos alguns desses

trabalhos.
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Lima (1985) traz uma breve exposi¢cdo puramente matematica sobre
poligonos equidecomponiveis, incluindo a demonstracao do Teorema de Bolyai,
numa abordagem que visa ao professor do ensino médio.

Fernandes (2018) realizou uma dissertacao na qual se apresentam o0s
conceitos e se demonstram proposicdes relacionadas a equidecomposicdo de
poligonos e de poliedros, em especial 0 Teorema de Bolyai. Em relacdo ao
presente estudo, outros temas matematicos sdo abordados no texto citado, a
exemplo, de um extenso estudo das isometrias na reta, no plano e no espaco,
bem como da equidecomposi¢éo de poliedros.

Também é feito um levantamento de atividades de decomposicéo e
composicdo em alguns livros didaticos. Por fim, sdo propostas atividades para
ensino desse contetdo. Nesse trabalho, ndo se discutem os fenbmenos do
ensino e da aprendizagem sob o ponto de vista da didatica da matematica nos
moldes adotados na presente dissertacdo, tampouco é feito um experimento
didatico com as atividades propostas, que se restringem a sugestdes para o
trabalho docente.

Sobre o tema central desta dissertacdo, a equidecomposicao de
poligonos, do ponto de vista estritamente matematico, existe uma numerosa
bibliografia em lingua estrangeira, da qual extraimos apenas uma pequena
selecéao.

O texto motivador de nosso trabalho € o conhecido Figuras equivalentes
y equicompuestas, de V. G. Boltianski, que faz parte da série de divulgacéo
cientifica, produzida por matematicos russos de renome, editados pela Editorial
MIR, de Moscou, aqui utilizado na traducéo espanhola datada de 1981. Além da
nocdo de equidecomposicdo de poligonos e do Teorema de Bolyai, que
abordamos na presente dissertacdo, a obra citada estende-se por varios outros
conteuddos matematicos tais como; Teorema de Hadwigger-Glur;
equidecomposicao e noc¢ao de invariante aditivo; equidecomposicéo e nocao de
grupo; equidecomposicdo de poliedros, incluindo os Teoremas de Dehn e de
Hadwiger.

Para um olhar mais rigoroso do ponto de vista da geometria, a literatura
estrangeira nos oferece obras mais avancadas, como as de Greenberg (1997) e
Hartshorne (2000). O primeiro € um dos melhores livros-texto, no qual o extenso

e

trabalho de revisdo dos Elementos de Euclides € apresentado, de modo
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acessivel a estudantes de graduacdo em Matematica, em uma abordagem
estruturada e logicamente rigorosa da geometria euclidiana e da geometria
hiperbdlica. O segundo, mais avancado, percorre caminho parecido, com mais
proximidade as caracteristicas do texto original euclidiano. Contém uma teoria
de &rea, analoga a que se constréi em Moise (1963) e, além disso, aborda, com
rigor, o tema de equidecomponibilidade de poligonos, conceito que sera o centro
das atencdes do presente trabalho.

Esbocada a revisédo de obras com os quais podemos estabelecer ligacoes
com o presente trabalho, passamos, nos dois capitulos subsequentes a delinear
Nosso suporte teorico, tanto no campo da didatica da matematica quanto no da

prépria matematica.
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3. CONCEITOS PRELIMINARES SOBRE A TEORIA DAS SITUACOES
DIDATICAS

A teoria em epigrafe comecou a ser desenvolvida por Guy Brousseau
desde a década de 1970 e representa um significativo avan¢o para as pesquisas
no campo da Didatica da Matematica. Em seu livro Introducdo ao estudo das
situacOes didaticas, publicado em 2008, Brousseau inicia um didlogo com as

seguintes questdes:

[..] em que medida o sucesso da transmissdo dos
conhecimentos matematicos depende das ciéncias da educagédo, da
psicologia ou da prépria Matematica? Que lugar ocupam nessa difusédo
0s conhecimentos de didatica e, mais precisamente, de didatica da
Matematica? [...] (BROUSSEAU, 2008, p.15)

Esses questionamentos motivaram e ainda motivam o estudo e a
pesquisa na Didatica da Matemética e sugerem um novo olhar sobre as
concepcoes relativas a aprendizagem dos conceitos matematicos.

No inicio de seu texto, Brousseau apresenta um esquema para facilitar
o entendimento da relagéo frequente entre o sistema educacional, o aluno e o

conhecimento:

Figura 1: Esquema do sistema educacional

Conhecimento

Transposigao escolar

didatica Aprendizagem

Sistema
> Aluno

educacional L
Comunicagéao

Fonte: Brousseau (2008, p. 17)

Esse esquema evidencia que o ensino € produto de uma comunicagao

entre aluno e sistema educacional atrelados a um conhecimento especifico.
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Brousseau prossegue com novas indagacgoes: que condi¢cées podem ser
propiciadas para que um sujeito qualquer tenha a necessidade de um
conhecimento matematico determinado para tomar certas decisdes? E como
explicar de anteméo a razéo pela qual o faria? (BROUSSEAU, 2008). Ensinar e
praticar era a resposta que o ensino tradicional reservava a essas questoes.

Mas a pesquisa sobre a aquisicdo de conhecimento ndo avancaria
apenas pelo estudo dos problemas e exercicios especificos para cada nocao
matematica existente.

Brousseau (2008) movido pela necessidade de responder a essas
perguntas desenvolve a sua teoria cujos objetivos principais sdo: o estudo das
condicBes que propiciam o conhecimento matematico e a criagcdo de modelos
gue possibilitem a aquisicdo desses conhecimentos.

Uma noc¢éao essencial para o estudo dessa teoria é a nocdo de situacao

gue sera definida como:

[...] o modelo de interagdo de um sujeito com um meio
especifico que determina um certo conhecimento, como recurso de que
o sujeito dispde para alcancar ou conservar, nesse meio, um estado
favoravel. Algumas dessas situacdes requerem a aquisigdo “anterior”
de todos os conhecimentos e esquemas necessarios, mas ha outras
que dao ao sujeito a possibilidade de construir, por si mesmo, um
conhecimento novo em um processo de génese artificiall.
(BROUSSEAU, 2008, p.19)

O autor ressalta que a palavra situacao serve para descrever tanto o
conjunto de condi¢Bes que delimitam uma acdo quanto um dos modelos usados
para estuda-la.

Outra nocédo relevante é a no¢do de meio, a qual o autor se refere
definindo-a como um subsistema autbnomo, antagbnico ao sujeito. Para o

pesquisador:

Os comportamentos dos alunos revelam o funcionamento do
meio, considerando como um sistema. Portanto, € o meio que deve ser
modelado. Assim, um problema ou exercicio ndo pode ser considerado
mera reformulacdo de um conhecimento, mas um dispositivo, um meio
gue responde ao sujeito, segundo algumas regras. (BROUSSEAU,
2008, p. 19)

1 O termo “génese artificial” € usado para designar o processo pelo qual os alunos
constroem por si mesmos o conhecimento.
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Notemos que o investigador sugere o0 uso desse meio no processo de
construcdo do conhecimento, meio que passa a ser utilizado em sala de aula
como uma ferramenta.

A nocao de engenharia didatica, desenvolvida por Brousseau, surge no
contexto da teoria das situacdes didaticas como um modo de elaboracdo e
experimentacdo de situacdes, no contexto do ensino, que favorecam a
efetivacdo da aprendizagem. Tal metodologia, simultaneamente, foi estendida

as investigacdes em didatica da matematica.

3.1. Situacdes didéticas e adidaticas

Iniciemos recorrendo a Brousseau:

Uma interacdo torna-se didatica, se e somente se, um dos
sujeitos demonstra a intengcdo de modificar o sistema de conhecimento
do outro. (BROUSSEAU, 2008, p. 53).

Essa intencionalidade de ensino € o que marca o verdadeiro significado
de uma situacéo didatica, um cenario de uma sala de aula, mesmo bem equipada
com Varios materiais de ensino ndo determina uma situacao didatica. Diremos
gue uma situacado didatica € estabelecida num contexto escolar quando toda a
interacdo dos individuos e 0 meio determinado foi pensada com a finalidade da
aprendizagem de um certo conhecimento matematico.

Brousseau estabelece, também, uma outra nogcao que representa, em

sua teoria, o principal momento da aprendizagem:

Quando o aluno torna-se capaz de colocar em funcionamento
e utilizar por ele mesmo o conhecimento que ele esta construindo, em
situacdo nao prevista de qualguer contexto de ensino e também na
auséncia de qualquer professor, esta ocorrendo entdo o que pode ser
chamado de situagdo adidatica. (BROUSSEAU, 1986 citado em PAIS,
2001, p.68)

E importante entender a ideia de uma situag&o n&o estar no controle do
professor e ser parte fundamental do processo de aprendizagem. De fato, esta
€ a caracteristica de uma situacédo adidatica: toda a interacdo do aluno com o
meio sem a influéncia do professor. Observamos uma situa¢éo adidatica quando

o aluno quer resolver o problema pelo desejo de cumprir o desafio e ndo por uma
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cobranca do professor. O estudante consegue extrapolar a realidade de sala aula
e aplicar seus conhecimentos nesse “novo meio”. Contudo, mesmo que o
professor ndo controle esse meio, é funcéo dele cria-lo, permitindo que o aluno
interaja com esse meio de forma independente.

Brousseau prop8e uma representacdo esquematica para o

entendimento de tal relacdo:

Figura 2: Esquema sistema educacional proposto por Brousseau

Acio didatica
- »

Professor Aluno >
.,

Informacao

Situagao didatica
(como ferramenta)

Fonte: Brousseau (2008, p.54)

A representacéo triangular posta anteriormente das situacdes de ensino
(Figura 1) em que se consideram apenas as relacdes entre professor, aluno e
saber é recriada por Brousseau (2008), para incluir a relacdo do aluno com o
meio adidatico. Por isso, ele sugere uma configuracdo como a da Figura 2.
Destacamos, ainda, que esses meios adidaticos sédo regidos pelas situacdes

adidaticas.

3.2. Tipos de situacdes didaticas

Um professor/pesquisador para ensinar um conhecimento, controlar ou
analisar sua aquisigéo utiliza alguns mecanismos que incluem pecgas materiais
como as de um jogo, um desafio ou fichas de exercicios, além das regras de
funcionamento desses mecanismos. Podemos dizer que um efeito de ensino
comeca a ser gerado a medida que esses mecanismos comecam a sofrer
interacdo, ou seja, quando 0 jogo comeca a ser jogado. Devemos, portanto,

incluir em nossas pesquisas
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[...] 0 estudo da evolugdo da situacdo, visto pressupormos
que a aprendizagem é alcancada pela adaptacdo do sujeito que
assimila 0 meio criado por essa situagdo, independentemente de
qualquer intervencdo do professor ao logo do processo. Os
conhecimentos se manifestam essencialmente como instrumentos de
controle das situacdes. (BROUSSEAU, 2008, p. 22)

Numa primeira abordagem, o pesquisador francés classifica as
situacOes em trés tipos: situacdo de acao, situacao de formulagéo e situagéo de
validacdo, que séo caracterizadas a seguir. Essas situacdes constituem fases
gue o aluno enfrenta na sua aprendizagem. De uma forma mais geral, essas
relacdes do aluno com o meio s&o: troca de informagdes n&o codificadas ou sem
linguagem (agbes e decisdo); troca de informagdes codificadas em uma
linguagem (mensagens); troca de opinides (sentencas referentes a um conjunto

de enunciados que exerce o papel de teoria).

Situacéo de acdo

Uma situacéo de acéo pode ser observada quando diante de uma tarefa,
um jogo por exemplo, o aluno comeca a agir e participar. Ela existe enquanto o
sujeito executa a acao motivado por vontade proépria.

Em um jogo, esse aluno sera capaz de formular uma tatica, esclarecé-la
e deduzir informacdes conforme realiza varias partidas. Ele utiliza regras, nem
sempre corretas, no dominio em que esta inserido, baseadas em um certo
raciocinio ou intuicdo. Essas regras, segundo as quais o aluno ira decidir como
atuar, sdo chamadas, por Brousseau (2008), de modelo implicito. Ele explica,

também:

A sucesséo de situacbes de acgdo constitui 0 processo pelo
qual o aluno vai aprender um método de resolugdo de um problema.
(BROUSSEAU, 2008, p. 25)

Para uma situacéo de acédo, o pesquisador sugere 0 seguinte esquema:
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Figura 3: Esquema de situacdo de acéo

Feedback

o Informacdo
GRE R S Ty
v

Acao

Sujeito Melo

Fonte: Brousseau (2008, p.28)

Nesse esquema, 0 sujeito troca informacdes, sem codificacdo ou
linguagem, em meio a agdes e decisbes. Além disso:

Se 0 meio reage com certa regularidade, o sujeito
pode relacionar algumas informacfes as suas decisfes
(feedback), antecipar suas respostas e considera-las em
suas futuras decisdes. (BROUSSEAU, 2008, p.28)

Os procedimentos que cada aluno aparenta tomar ou as afirmacdes
sobre aquilo que aparenta considerar sao projecdes que permitem representar
0s conhecimentos. Tais conhecimentos sdo modificados, num processo que

resultard na aprendizagem

Situacédo de formulacéo

Voltando a ideia do jogo, em uma situa¢do de formulagéo, o aluno deve
entender como ele conseguiu vencer uma partida, que regras implicitas foram
as que ele usou. Nessa situagéo, o aluno deve ser capaz de comunicar a um
colega suas estratégias, isto €, pode, por meio da linguagem, informar como é
possivel ganhar, ou ndo, o jogo. Ele passa, entéo, a trabalhar na formulacédo das
regras que antes ele entendia, apenas, que funcionavam.

O aluno, entéo, faz suas formulagdes a cada modificagdo do meio, no
decorrer do jogo, de acordo com a interpretacdo de suas respostas nas jogadas

anteriores.
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Observou-se que a mera formulag&o nao tinha influéncia alguma sobre
0s conhecimentos e as convic¢cdes dos alunos, mas impedia o desaparecimento
dos teoremas-em-ato? (BROUSSEAU, 2008, p.26).

Para esta fase Brousseau apresenta o seguinte esquema geral:

Figura 4: Esquema de situacao de formulacao

' Mensagens >

Informacao Acdo

\ Meio ) -

Fonte: Brousseau (2008, p.29)

Podemos entédo afirmar, que ao resgatar, reconhecer, e reconstruir um
conhecimento implicito dentro de uma linguagem, o sujeito esta formulando esse
conhecimento. Quando o meio impode essa condi¢cdo de formulagéo, surge, com
ele, um outro sujeito (real ou ficticio) a quem, por meio de mensagem, o primeiro
sujeito ird passar suas informacdes. E a intencdo da comunicacdo que exige a
formulacdo e esta acontece a medida que o sujeito é capaz de retomar a acéo

inicial e gerar informagdes sobre o conhecimento anterior utilizado.

Situacéo de validacéo

Esta fase ocorre quando € preciso que, além de comunicar um fato, o
sujeito saiba como comprova-lo. Nessa situacéo, o aluno deve mostrar o que
sustenta suas afirmacdes ou demonstra-las. Ele elabora, assim, teorias com a
finalidade de provar suas argumentagdes. Nesse processo, 0 aluno passara por

corregcdes que assegurarao a pertinéncia dos conhecimentos mobilizados.

2 “Teoremas-em-ato” € um conceito introduzido pela Teoria dos campos conceituais
elaborada por Gérard Vergnaud e pode ser encontrada mais detalhada em Vergnaud (1990).
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Para a situacdo de validacéo foi exibido um esquema como o da figura

Figura 5 Esquema de situacdo de validacéo
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Fonte: Brousseau (2008, p.30)

Brousseau descreve essa modelagem da seguinte maneira:

[...] 0 emissor ja ndo é um informante, mas um proponente, e
0 receptor, um oponente. Pressupde-se que possuam as mesmas
informacgBes necessarias para lidar com uma questdo. Colaboram na
busca da verdade, ou seja, no esfor¢co de vincular de forma segura um
conhecimento a um campo de saberes ja consolidados, mas entram
em confronto quando h& duvidas. Juntos encarregam-se das relagdes
formuladas entre um meio e um conhecimento relativo a ele. Cada qual
pode posicionar-se em relagdo a um enunciado e, havendo desacordo,
pedir uma demonstracdo ou exigir que o outro aplique suas
declarac6es na interacdo com o meio. (BROUSSEAU, 2008, p.30)

Situacéo de institucionalizacao

Além das

fases descritas, Brousseau considerou, com O

aprofundamento posterior de suas pesquisas, a necessidade de conceber uma

ampliagdo do modelo por ele proposto:

No passado, acreditivamos que, ao considerarmos as
situagbes de acao, formulacao e validacdo, dispinhamos ja de todos
os tipos possiveis de situacgao. [...] Mas, no decorrer das experiéncias
desenvolvidas na escola Jules Michelet, vimos que os professores,

depois de certo tempo, precisavam ordenar um espago. Nao queriam
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passar de uma licdo a seguinte, queriam parar para “rever o que ja
haviam feito” (BROUSSEAU, 2008, p.31)

Teorizando sobre essa observagdo empirica, o pesquisador francés
estendeu sua modelizacdo das situacfes didaticas possiveis, para incluir uma
quarta fase, a situacdo de institucionalizacao.

Nessa fase, com interferéncia decisiva do professor, procuram-se;
explicitar as produgdes dos alunos e as intervencdes do professor; descrever
organizadamente os fatos observados, atribuindo-lhes a importancia pertinente
a cada um deles; identificar o objeto de ensino, colocando-o no contexto do saber
matematico culturalmente estabelecido, e indicando futuras utilizacbes desse
objeto de ensino.

Um dos papeis dessa institucionalizacdo é o de aumentar as

possibilidades de permanéncia mais duradora dos conhecimentos adquiridos:

Tal como os teoremas-em-ato desapareceriam rapidamente
diante da auséncia de uma formulacdo e uma comprovacdo, 0s
conhecimentos particulares, e até mesmo o0s publicos, continuariam
contextualizados e tenderiam a desaparecer na maré das lembrancas
cotidianas, caso nédo fossem recolocados em um repertério
especial, cuja importancia e uso nao foram confirmados pela
cultura e pela sociedade (Grifo nosso). (BROUSSEAU, 2008,
pp.31,32)

A institucionalizacdo cumpre, assim, papel importante na evolugcédo dos

conhecimentos para que atinjam um status de saber culturalmente construido.

3.3 Adaptacéo as situacdes: as nocdes de saltos e obstaculos

De inicio, recorremos a Brousseau (2008):

A aprendizagem apresenta frequentes rupturas (grifo nosso)
gue podem ter origens e formas variadas: saltos informacionais (grifo
nosso), mudancgas nas formas de controle (proto, para ou matematico),
origem ontogenética, escolha didatica, contingéncia epistemoldgica,
etc. Algumas das concepg¢bes ndo desaparecem imediatamente em
beneficio de uma concepgdo melhor: resistem, provocam erros,
tornando-se, entdo “obstaculos”. (BROUSSEAU, 2008, p.48)
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A teoria proposta por Brousseau é um modelo tedrico no qual se procura
aprofundar o conhecimento sobre fenbmenos do ensino e da aprendizagem, a
exemplo dos mencionados acima, em particular as origens e consequéncias
desses fendmenos.

Um passo nessa direcdo € a modelizacdo das diversas situagfes

possiveis:

Os sujeitos (e as instituicbes) se adaptam, as situagdes e,
para tanto, fabricam conhecimentos e saberes. [...] as variantes de uma
situacao relativa a um mesmo saber matematico podem apresentar
grandes diferencas de complexidade e, em consequéncia, levar a
diferentes estratégias 6timas e, também, a diferentes maneiras de
conhecer um mesmo saber. (BROUSSEAU, 2008, pp.44,45)

E assim que deve seguir o ensino, saindo de um ponto com certo grau
de complexidade, para outro com um maior grau. Mas a pergunta que fazemos
€: teria 0 aluno como passar de um grau para outro de modo natural? Ou seria
melhor ajuda-lo a passar logo para uma situacdo mais complexa? A resposta
gue Brousseau nos propde é: depende.

Em algumas situacdes, pode ser recomendado que facamos uso de uma
progressdo, por meio de saltos informacionais, buscando-se uma motivacéo
maior para que ele descubra, por si mesmo, a solugéo de certo problema. Nesse
caso, um modo a ser empregado pode ser: propor modificagcdes de uma variavel
didatica com caracteristicas informacionais diferentes, o suficiente para lhe
sugerir uma mudanca de estratégia de abordagem do problema. Com isso, se
procuraria diminuir a dificuldade de mudanca de complexidade da situacao.

Contudo, ha dificuldades de aprendizagem que vao requerer uma

discusséo das ideias de concepcéo e de obstaculo:

Cada maneira organizada, mas particular, de considerar uma
no¢do matematica constitui o que chamamos de concepc¢éo. Por
exemplo, distinguimos varias concepgOes diferentes da divisdo. A
passagem de um conhecimento a outro, dentro de uma mesma
concepcao, ndo é dificil. O mesmo vale para a aprendizagem, visto que
corresponde ao que Piaget identifica como uma assimilagdo. Ja a

passagem de uma concepcado para outra € mais dificil, pois
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corresponde a uma mudanca significativa de repertdrio. Sua
aprendizagem exige certa reorganizacdo dos conhecimentos
anteriores (uma acomodacdo). [..] Algumas das concepc¢les
adquiridas ndo desaparecem imediatamente em beneficio de uma
concepcdo melhor: resistem, provocam erros, tornando-se, entao
“obstaculos (BROUSSEAU, 2008, pp.47,48)

O conceito de “obstaculo epistemoldgico” surge inicialmente em 1938 com
o pesquisador francés Gaston Bachelard. Para o pesquisador, o obstaculo
constitui-se em um conhecimento ja concretizado e resistente a implantacdo de
novas concepcdes, pois causa instabilidade intelectual em quem o possui. Na
época, esse pesquisador afirmou que na Matematica esse tipo de obstaculo ndo
acontecia.

Guy Brousseau € responsavel por estender ao contexto da educacao
matematica a nogao de obstaculo epistemoldgico. Ao estudar a modelagem das
situacdes Brousseau (2008), diferentemente do que pensava Bachelard, propde
a seguinte caracterizacao do conceito:

e Um obstaculo € um “conhecimento” no sentido que lhe
demos de “forma regular de considerar um conjunto de situagdes”.

e Tal conhecimento da resultados corretos ou vantagens
observaveis em um determinado contexto, mas se revela falso ou
totalmente inadequado em um contexto novo ou mais amplo.

¢ O conhecimento novo, verdadeiro ou valido sobre um
contexto mais amplo ndo é determinado “de acordo com” o
conhecimento anterior, mas em oposicao a ele: utiliza outros pontos
de vista, outros métodos etc. Entre eles, ndo existe relacdes
“l6gicas” evidentes que permitam desacreditar facilmente o erro
antigo por meio do conhecimento novo. Ao contrério, a competicao
entre eles acontece no primeiro contexto.

¢ Os conhecimentos aqui considerados ndo séao
construgbes pessoais variaveis, mas, sim, respostas “universais”
em contextos precisos. Portanto, surgem quase necessariamente

na origem de um saber, seja ela histérica ou didatica.
(BROUSSEAU, 2008, p.49)

Podemos parafrasear parte do texto citado, dizendo que um obstaculo é

um conhecimento adquirido pelo sujeito que é valido e util em certas situacdes e
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que se revelam errados ou inuteis noutras situacfes. Além disso, aparecem
como dificuldades na aprendizagem, pela resisténcia dos sujeitos a abandonar
0 conhecimento anterior.

Brousseau (2008) acrescenta, ainda:

Os obstéaculos ndo desaparecem com a aprendizagem de um
novo conhecimento. Pelo contrario, opde resisténcia a sua aquisicao,
a sua compreensdo, retarda a sua aplicacdo, subsiste em estado
latente e reaparece de subito em especial no contexto anterior, quando
as circunstancias o permitem. (BROUSSEAU, 2008, p.50)

Podemos compreender esses obstaculos como parte integrante do
processo de aquisicdo do conhecimento.

Uma adverténcia final se faz necessaria. Nos limites determinados para
este trabalho, optamos por um emprego limitado da extensa e complexa Teoria
das Situacdes Didéticas, com sua riqgueza de conceitos marcantes para a
didatica da matematica.

De fato, nosso objetivo nesta investigacao é nos restringirmos a analisar
ocorréncias rupturas na aprendizagem, fazendo, simultaneamente, propostas
relativas a sua tipologia, seguindo as ideias apresentadas por Brousseau (2008,
p.48).

Em estreita conexdo com o modelo didatico mais geral proposto pela
Teoria das Situacdes Didaticas, evoluiu a metodologia de ensino e pesquisa, que
se denominou engenharia didatica. Sobre tal metodologia, discorreremos na

secao seguinte.

3.4. Engenharia didatica como metodologia de ensino e pesquisa

Tomemos separadamente os termos da expressao engenharia didatica.
Por engenharia entendemos como a aplicacdo de métodos cientificos ou
empiricos a utilizacdo dos recursos da natureza em beneficio do ser humano.
Consideremos didatica como a “arte de ensinar”, transmitir conhecimentos.
Podemos adotar a seguinte formulacdo: engenharia didatica € uma ferramenta
metodoldgica, baseada em conhecimentos cientificos ou empiricos com intuito
de ensinar.

A origem dessa expressdo remonta ao inicio da década de 1980 na

Franca, inserida nos estudos da Didatica da Matemética, quando pesquisadores
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necessitavam de uma metodologia que os auxiliasse no preparo e analise de
sequéncias didaticas em sala de aula. Era preciso considerar as especificidades
do conteudo matematico nas questbes didaticas, o que as metodologias da
educacao néo favoreciam de modo adequado.

Da comparacdo com o trabalho dos engenheiros, surge a expressao

engenharia didatica. Segundo Artigue (1988) citado em Machado (1999),

[...] este termo foi “cunhado” para o trabalho didatico que é aquele
comparavel ao trabalho do engenheiro que, para realizar um projeto
preciso, se apoia sobre conhecimentos especificos do seu dominio,
aceita submeter-se a um controle de tipo cientifico mas, ao mesmo
tempo, se vé obrigado a trabalhar sobre objetos bem mais complexos
gue os objetos depurados da ciéncia e portanto a enfrentar
praticamente, com todos 0s meios que dispde, problemas que a ciéncia

ndo quer ou ndo pode levar em conta. (MACHADO,1999. p. 198)

A engenharia didatica pode ser entendida como uma organizacao
metodoldgica para pesquisas em sala de aula que tenham como objetivo a
aprendizagem. Caracterizada por Artigue (1988) como um esquema
experimental que se baseia em uma “realizagédo didatica” em sala de aula, isto
€, ha concepcao, na realizacdo, na observacdo e andlise de sequéncias
didaticas. Entenderemos por sequéncia didatica todos os mecanismos utilizados
pelo professor no desenvolvimento de certo contetdo escolar.

Segundo Artigue (1988), a engenharia didatica como metodologia de
pesquisa distingue-se de outras metodologias baseadas nas experimentacdes
em sala de aula, ndo pelos seus objetivos, mas pelo seu funcionamento e modo
de validacdo. Esta validacdo € essencialmente interna estabelecida pelo
confronto da analise a priori com a andlise a posteriori.

A pesquisadora divide a engenharia didatica em quatro fases: a) analise
preliminar, b) concepcdo e analise a priori, ¢) experimentacdo e d) andlise a
posteriori e validacdo da sequéncia aplicada.

A primeira fase é responséavel por toda a base tedrica necessaria para a
concepcao da engenharia. Nela é realizado um vasto estudo sobre o objeto de
pesquisa e todo o quadro tedrico didatico geral que é somado aos
conhecimentos didaticos ja adquiridos no dominio estudados. Esta4 apoiada,
também, em um certo numero de analises preliminares que consideram

sobretudo os objetivos especificos da pesquisa:
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- Analise epistemoldgica dos conteudos propostos para o ensino;
- Analise do ensino usual e seus efeitos;
- Analise das concepcdes dos alunos, das dificuldades e obstaculos
gue determinam sua evolucao;
- Analise do campo de limitacBes no qual ira se situar a efetiva
realizacdo didatica.
De acordo com Machado:

As analises preliminares sdo feitas principalmente para
embasar a concepcdo da engenharia, porém elas sado retomadas e
aprofundadas durante todo o transcorrer do trabalho. E evidente que
cada uma delas acontecera ou ndo dependendo do objetivo da
pesquisa, e é esse objetivo também que determinard o grau de

profundidade dessas analises. (MACHADO, 1999, pp. 201,202)

Segundo Bittar (2017), € nessa fase preliminar que o pesquisador

elabora suas hipoteses cognitivas e didaticas que fundamentardo a construcdo
da sequéncia didatica.

Na fase de concepcdo e analise a priori, 0 professor/pesquisador

descreve propriamente a sequéncia e prepara uma analise antecipada dos fatos.

E nessa fase que o pesquisador comeca a atuar sobre um certo niimero

de variaveis do sistema que serdo chamadas de variaveis de comando as quais

ele supbe serem variaveis pertinentes para o problema estudado. Artigue (1988)

citada em Machado (1999), para facilitar a andlise da engenharia distingue dois

tipos de variaveis de comando:

e varidveis macrodidaticas ou globais concernentes a
organizacéo global da engenharia;

e varidveis microdidaticas ou locais concernentes a
organizagdo local da engenharia, isto é, a organizagdo de uma
sessdo ou de uma fase. (MACHADO, 1999, p.203)

Dependendo do conteudo didatico a que se destina 0 ensino ambas
podem ser de ordem geral ou especifica. Artigue (1999) explica que, no caso em
gue a variavel seja do tipo microdidatico, existem as variaveis especificas do
problema que séo de ordem geral e as que dependem da situagéo, que estdo

relacionadas a organizacao e gestao do meio, que séo especificas.
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Lembraremos que o processo de validacdo, essencialmente interno,
caracteristica original desta metodologia, comeca a ser tracado na analise a

priori. Veremos que:

O objetivo da analise a priori € de determinar no que as
escolhas feitas permitem controlar os comportamentos dos alunos e
seus significados. Para isso, ela vai se basear em hipoteses e estas
sdo as hipoteses cuja validacao estara, em principio, indiretamente em
jogo no confrontamento realizado na quarta fase entre a analise a priori
e a andlise a posteriori. (ARTIGUE, 1988 citada em MACHADO, 1999,
p.205)

A andlise a priori compde-se, essencialmente, de uma parte descritiva e
outra de previsdo. Comporta, além disso, uma andlise das caracteristicas da
situacdo a-didatica que o professor/pesquisador deseja construir e que, a partir

dela, ira4 buscar a devoluc&o nos alunos. E, portanto, funcéo desta analise:

e descrever cada escolha local feita (eventualmente
relacionando-as as escolhas globais) e as caracteristicas da situacéo
a-didatica decorrentes de cada escolha;

e analisar qual o desafio da situagcdo para o aluno
decorrentes das possibilidades de acado, de escolha, de deciséo, de
controle e validacdo que ele dispora durante a experimentacao;

e prever 0s comportamentos possiveis e mostrar no que a
analise efetuada permite controlar o sentido desses comportamentos;
além disso, deve-se assegurar que, se tais comportamentos ocorrem,
resultardo no desenvolvimento do conhecimento visado pela
aprendizagem. (MACHADO, 1999, p.205)

A terceira fase é a da experimentacdo. E a fase de aplicacdo da
sequéncia com a participacado dos alunos. Ela tem inicio a partir do primeiro
contato do realizador da engenharia com o0s alunos participantes da

investigacdo. Nesta fase é preciso:

e explicitar os objetivos e condi¢cdes de realizacdo da
pesquisa aos alunos que participardo da experimentacao;

e identificacdo do contrato

e aplicar os instrumentos de pesquisa;

e registrar as observagBes feitas durante a
experimentacdo. (MACHADO, 1999, p.207)

Essa fase sustentara a analise a posteriori e, para tanto, deve-se
respeitar, a0 maximo, as escolhas feitas na analise a priori para que a

confrontacdo dessas duas analises néo seja prejudicada.
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A quarta fase — andlise a posteriori e validacdo — Machado (1999) afirma
apoiar-se sobre todos os dados colhidos durante a experimentacao, constantes
das observacdes realizadas durante cada sessdo de ensino, bem como das
producdes dos alunos em classe ou fora dela.

Segundo Bittar (2017) a analise a posteriori deve ser feita sempre em
confronto com o previsto na analise a priori e com 0s objetivos a serem
alcancados. Ainda segundo a pesquisadora, uma das caracteristicas marcantes
da engenharia didatica € o confronto continuo, ao longo da realizacdo da
sequéncia, entre analise a priori e analise a posteriori, uma vez que é esse
confronto que permite redefinir rumos, quando necessario. Esse confronto tem a
funcao, portanto, de validar ou refutar as hipoteses iniciais da pesquisa.

Pelo exposto, ficam evidentes a multiplicidade, a variedade e a extensao
das etapas de uma engenharia didatica, sem esquecer as imbricacdes muatuas
entre essas etapas e, ainda, a necessidade de uma intensa e extensa fase de
experimentacdo com o0s sujeitos da aprendizagem. Ainda que nds nos
atenhamos a tratar de uma engenharia didatica focalizada em um campo restrito
do conhecimento, a exemplo do que propomos neste trabalho, a elaboracéo e a
experimentacdo dessa metodologia, em sua integralidade, extrapolariam os
limites desta dissertacdo. Dai porque, optamos por fazer um recorte na citada
metodologia, restringindo-nos a abordar, na fase preliminar, a dimensé&o
matematico-epistemolégica do conteudo alvo da nossa investigagdo -
equidecomposicao de figuras planas e Teorema de Bolyai — bem como de suas
conseguéncias sobre as andlises a priori e a posteriori das situacdes propostas.
Na fase de experimentacdo, optamos por um estudo de caso com uma dupla

de estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica.
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4. A MATEMATICA DA SEQUENCIA DIDATICA PROPOSTA

4.1. Area como uma grandeza

No presente trabalho, o conceito de area € fundamental. Nesta secéao,
dedicamos a atencdo a esse conceito, que é basico na Matematica, nas
atividades cientificas, tecnoldgicas e, também, no nosso cotidiano.

Iniciamos por considerar uma familia @ de subconjuntos do plano da
geometria euclidiana. Podemos chamar tais subconjuntos de figuras
geométricas. Definimos uma funcdo a que associa a todo subconjunto A
pertencente a @ de um numero real a(A)tal que as condi¢cdes abaixo se
verificam:

a) Se figura geométrica A tem interior ndo vazio, entao, a(4) > 0; se 0
interior de A é vazio, entdo, a(4) = 0.

b) Se A e B séo figuras geométricas congruentes, entdo, a(A4) = a(B).

c) Se A e B sao figuras geométricas cujos interiores tém intersecdo
vazia, entdo: a(A U B) = a(4) + a(B).

A uma tal funcdo denominamos funcdo area (MOISE, 1963). Se a é
uma funcdo area, o numero real positivo a(4) € definido como a medida de A
segundo a, ou mais simplesmente, a a—medida da regido plana A.

Em Moise (1963) ou em Hartshorne (2000), encontram-se
demonstracdes de que é possivel definir uma funcéo area em uma familia @ a
qual pertencam todas as regides poligonais ou poligonos, que sao as figuras
geométricas de interesse neste trabalho.

Além disso, podemos provar que existem infinitas funcdes area definidas
na classe dos poligonos®. Um fato importante é que, se A é um poligono
qualquer, dadas duas funcdes area, a e 8, existe uma constante k, k > 0, tal que
a (A) = k B (A). Disso resulta que, se A e B sao poligonos que possuem a

mesma area segundo uma funcdo a, também terdo a mesma area segundo

3 A esse respeito, ver Lima (1995).
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qualguer outra funcédo area*. Resulta, ainda, que a classe de equivaléncia dos
poligonos de mesma area que um dado poligono A ndo depende da funcéo area
escolhida. Tal classe de equivaléncia (uma colecdo de poligonos, todos com
mesma area de A) que depende apenas de A e ndo da funcdo area, pode ser
definida como a area A. Trata-se, dessa forma, de um objeto matemético
associado a regiao poligonal e que ndo € um namero. Em verdade, tal objeto faz
parte de um modelo matematico para o conceito da grandeza geométrica area,
a qual nos referimos anteriormente neste trabalho.

Retornando a definicdo de area, o que estabelece a condicéo (b) é que
uma funcéo area assume 0s mesmos valores quando aplicadas as duas regifes
poligonais acima apresentadas. Mais simplesmente, na condicao (b), afirma-se
que elas possuem a mesma area.

Na condicéo (c) da definicdo de uma funcdo area, comumente designada
por aditividade da funcdo area, menciona-se um tipo especial de unido de duas
figuras geométricas em que o0s respectivos interiores dessas figuras nao
possuem ponto em comum. Em uma linguagem mais geométrica, poderiamos
dizer que é uma unido sem superposicdo de interiores das figuras.
Permanecendo na classe das regides poligonais, na condicao (c), é estabelecido
gue, se efetuarmos uma unido de duas regides poligonais, respeitada a condicdo
em foco, a area da unido € a soma das areas dessas regifes. Na Figura 6, a
seguir, ilustram-se duas unides sem superposicao de interiores e uma unido em

gue essa condi¢do nao é respeitada.

Figura 6: Unido de duas figuras poligonais

o)

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

4 Tal fato implica em podermos afirmar, por exemplo, que se dois poligonos possuem a
mesma area em centimetros quadrados, também terdo a mesma area em metros quadrados.
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As pesquisadoras francesas Marie-Jeanne Perrin-Glorian e Régine
Douady desenvolveram a ideia de jogo de quadros. Ao se referirem a area, as
citadas pesquisadoras destacam trés quadros o quadro geomeétrico, o quadro

numeérico, e o quadro das grandezas, representados na figura a seguir.

Figura 7: Jogo de quadros

Quadro
Geomeétrico

Quadro
das
Grandezas

Quadro
Numeérico

Fonte: Elaborada de acordo com modelo proposto por Douady e Perrin-Glorian (1989).

Continuando a nos restringir a regidées poligonais, 0 quadro geométrico
€ constituido pela familia dessas regifes planas; o quadro numérico € composto
pelos valores numéricos das medidas da area das regides poligonais, em certa
funcdo area; e o quadro das grandezas é formado pelas classes de equivaléncia
de regibes poligonais de mesma area segundo essa funcao.

Como as classes de equivaléncia de poligonos de mesma area nao
dependem da funcéo &rea escolhida, vamos nos referir & area de um poligono,
sem mencionar a funcéo area particular que gerou tais classes de equivaléncia,
a menos que tal distincdo deva ser ressaltada.

Retomando a definicho de funcdo area de uma regido poligonal,
observamos que as condi¢bes impostas a essa funcao podem ser tomadas como
axiomas, no decorrer das argumentacoes logicas a serem empregadas no que
se segue. Assim, ndo cabem demonstracdes das citadas afirmacdes. Para efeito

de citagao posterior, escrevemos:

Axioma 1
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Se a regido poligonal A tem interior ndo vazio, entdo, a(4) > 0; se

o interior de A € vazio, entdo, a(4) = 0.

Axioma 2
Se as regifes poligonais A e B sao congruentes, entdo, area(4) =
area (B).
Empregando-se o método de inducdo matematica, podemos generalizar
a propriedade de aditividade da area para uma unido finita de n regides
poligonais desde que, duas a duas, respeitem a condi¢do de ndo superposicao

de seus interiores. Por isso, podemos enunciar:

Axioma 3°
area(A; U A,) = area (A,) + area (4,),

em que as regides A,, A, possuem interiores disjuntos.

4.2. Geometria dos poligonos: conceitos preliminares

Como dissemos, vamos tratar da classe das regides poligonais ou dos
poligonos. Neste trabalho, regido poligonal designa um subconjunto do plano
formado por um poligono (convexo ou néo), acrescido de seu interior. Para
especificar melhor, iniciemos por uma caracterizacdo precisa de linha

poligonal:

[...] umalinha poligonal (ou linha quebrada) é uma sequéncia especial
de segmentos de reta, AA,, 4,45, A3A,, AAs ,AsAgou BB,
B,B;, B;B,, B,Bs, B;B;, BsB,, como mostrado nos exemplos a
sequir:

5 Uma consequéncia imediata deste axioma é que vale a igualdade:
area(A; UA, U ..UA, ) = area (A,) + area (4;) + ..+ area(4,),

em que, duas as duas, as regifes tém interiores disjuntos.
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Figura 8: Linhas poligonais

Ay

Bs

Fonte: Cole¢do Explorando o Ensino; v.17, p.156

Esses exemplos sao tipicos de linhas poligonais: cada um dos
segmentos e 0 seu sucessor na sequéncia tém em comum uma de
suas extremidades e ndo sdo partes de uma mesma reta. No entanto,
as duas poligonais acima distinguem-se em um aspecto. Na imagem
a esquerda, cada segmento encontra (em suas extremidades)
apenas seu antecessor ou seu sucessor imediatos na sequéncia de
segmentos e, por isso, & chamada uma linha poligonal simples. Na
imagem a direita, o segmento B4B5 encontra ndo apenas seu
antecessor ou seu sucessor imediatos, mas também o segmento
B6B7. Neste caso, dizemos que a poligonal é ndo simples. Os
sucessivos segmentos da poligonal sdo os seus lados e 0s pontos de
encontro dos segmentos sdo seus vértices. (Cole¢do Explorando o
Ensino; v.17, p.156)

Em seguida, definimos poligono:

Um poligono é uma linha poligonal simples e fechada, ou seja, uma
linha poligonal simples em que o primeiro segmento da sequéncia
tem uma extremidade em comum com o Ultimo segmento dessa
sequéncia. [...] um poligono separa o plano em duas regides, 0 seu
interior e o seu exterior. Em geometria, utiliza-se a mesma palavra
‘poligono’ tanto para denominar a figura constituida apenas
pelos seus lados, conforme a definicdo acima, quanto para
desighar a reunido desses lados com a regido interior por eles
determinada no plano. (Grifo nosso) (Cole¢éo Explorando o Ensino;
v.17, p.156,157)

Para permitir a visualizacdo, sdo mostrados desenhos de poligonos e de

nao poligonos:
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Figura 9: Poligonos e ndo poligonos
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Fonte: Elaboracéo propria

Um conceito sempre presente na geometria dos poligonos é o de
convexidade. Uma regido poligonal A € dita convexa se, dados P e Q, dois
quaisquer de seus pontos, todos os pontos do segmento de reta PQ estdo
contidos na regido A. Nos exemplos apresentados na Figura 9, HIJG e ABCDEF
Sa0 convexos, ao passo que PKLMNO € nao-convexo.

Duas regides poligonais sdo consideradas congruentes quando
“coincidem por superposi¢cao”.

Em linguagem mais formalizada, duas regibes poligonais sao
congruentes quando existe uma isometria que transforma uma na outra. Uma
isometria € uma transformacédo do plano euclidiano 1, ¢: 1 — I, que satisfaz

a condicao, para todo par de pontos X, Y do plano:
dist[o(X),(Y)] =dist(X,Y).
Resulta da definigdo que uma isometria € uma bijecéo do plano e valem
as afirmacdes reunidas no lema a seguir. As demonstra¢gdes do lema e podem

ser encontradas em Lima (1976) e em Lima (1996):

Lemal
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O simbolo I representa o plano euclidiano e seja ¢ : I1 - I1 uma
isometria. E possivel demonstrar que:

a) ¢ : I - II € uma bijecdo do plano sobre o plano.

b) A isometria ¢ comuta com as operacdoes de unido e de intersecao de

conjuntos:

oU; X;) =U; o(X; );
e(N; X;) =n; p(X;).

Suponhamos, agora, que A é uma regido poligonal. Com na base na
definicdo de isometria, podemos provar que:
c) A restricdo de ¢ ao subconjunto A é uma bijecdo ¢4: A — @,4(A),
com inversa denotada por ¢j .

d) A isometria ¢ preserva o interior da regiao poligonal:

@(intR) = int[p(A4)].

e) A isometria ¢ preserva a fronteira da regido poligonal:

@(frontR) = front[e(A4)].

f) Aimagem de A4 por ¢, ¢(A), é uma regido poligonal.

Em seguida, apresentamos a definicdo de congruéncia:

Definicéo 1
No plano euclidiano II, dadas as regides poligonais A e B dizemos que A

€ congruente a B, se existe uma isometria ¢ : I — II, tal que @(A) = B.

Resulta da definicdo, que podemos escrever:

9a(A) =B e ¢;'(B) = A.
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Além disso, se existe uma familia de subconjuntos, X;,i =1,2,3,...n, tal
que
A = X1 UX1 UX3 V) UXn y

temos, entao,
PA) = ¢(X1)VeX2)Up(X3)U..Up(X,).

Ainda em Lima (1996), podemos extrair a informacéo de que ha trés tipos
fundamentais de isometrias no plano: rotacdo em torno de um ponto, reflexéo
relativamente a uma reta e translacao definida por um vetor. Mais ainda, toda
isometria no plano € uma composicdo desses trés tipos fundamentais.

No software GeoGebra-Geometria, que é utilizado no nosso
experimento, essas transformacdes fundamentais fazem parte das ferramentas
contidas no menu do programa.

Para ilustrar esses conceitos, apresentamos os desenhos a seguir, Nos
quais do poligono original sdo obtidos poligonos congruentes por meio de

transformacdes isométricas.

Figura 10: Transformacdes isométricas

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Na figura acima, o poligono original ABCDEF é congruenteaA'B'C'D'E’,

por uma rotacdo de 45° no sentido horéario, que, por sua vez, € congruente a

A"B"C"D"E" por meio de uma translacdo segundo o vetor GH e, finalmente,
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este ultimo poligono é congruente a A”B"” C"" D" E" por uma reflexado e relacdo a

reta JI. Como a composicao de duas isometrias € uma isometria, os poligonos

mencionados sdo congruentes dois a dois.

4.3. Decomposicado/composicao de poligonos: equidecomposicao

Um dos recursos de uso frequente em sala de aula desde os primeiros
anos do ensino escolar € o conhecido jogo do Tangram

Comecemos com as representacfes de figuras geométricas formadas
nesse jogo, com suas sete pecas, que sdo exemplos concretos de poligonos.
Com essa familia finita de poligonos, sem sobreposicdo, é possivel formar
poligonos distintos que lembram animais, flores, dancarinos ou letras e todas
essas composicoes sao regides poligonais que sao “feitas das mesmas partes”
ou, como tornaremos mais preciso adiante, sdo ditos equidecomponiveis. A

seguir, mostramos dois exemplos.

Figura 11: Tangram: regifes poligonais equidecomponiveis.

Fonte: Google Imagens

Outro jogo antigo, atribuido a Arquimedes, e que lida com a ideia de
equidecomposicdo € o Stomachion. Esse quebra-cabeca geométrico é
constituido por um conjunto de 14 pecas planas de varias formas poligonais com

as quais podemos construir figuras poligonais.
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Figura 12: Quadrado e elefante: regifes poligonais equidecomponiveis.

A

Fonte: Google Imagens

Uma caracteristica importante desse jogo é que, diferentemente do
Tangram, podemos construir de modos distintos um mesmo quadrado
recorrendo a todas as pecas do Stomachion, como é mostrado na Figura 13, a

sequir.

Figura 13: Quadrados - Stomachion

Fonte: Google Imagens

Apresentamos, em seguida, 0 conceito chave relativo ao Teorema de

Bolyai. Recorrendo a Boltianski (1981), podemos ler:

Examinaremos as duas figuras mostradas abaixo (todos os
segmentos que compdem a figura cruciforme séo iguais entre si; e 0
lado do quadrado € igual ao segmento AB). As linhas tracejadas no
desenho partem as figuras em um ndmero idéntico de partes iguais (as
partes iguais das duas figuras estdo marcadas com numeros). Esta
acdo se expressa com as seguintes palavras: as figuras abaixo séo
equidecompostas.
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Figura 14 : Figuras equidecomponiveis
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Fonte: Boltianski, (1981, p. 9).

Falando de outra maneira, duas figuras séo
equidecomponiveis, se, cortando de certo modo uma delas em um
ndmero finitos de partes, pode-se (ao dispor essas partes de outra
forma) compor com essas a segunda figura. (BOLTIANSKI, 1981,
traducdo nossa)

Mais formalmente, temos:

Definicdo 1
Dada uma regido poligonal A, se existem regides poligonais
R{,R3,R3,...,Ry,,
tais que
A= RiUR,U R3U ..UR,,; int(R) nint(R;) = 0,i # j,
dizemos que Ry, R, R3,..,R,, € uma decomposicdo de A, ou que A é

decomposta pela sequéncia de regides poligonais R4, R;, R3, ..., R,;,.

Definigéo 2

Se A e B séo regides poligonais, dizemos que A € equidecomponivel a
B se existe uma familia finita de regides poligonais R%,R3, R4, ...,R4,, com as
quais podemos decompor A e uma familia RZ RZ R5,.. RE, de regides
poligonais respectivamente congruentes a R%{,R5,R%,..,R4 , com as quais
podemos decompor B . Em linguagem simbdlica, podemos escrever (o simbolo
= representa a relacdo de congruéncia entre poligonos):

RA

4

R

R5%i=1,2,3,.m.

A=R{U RJUR53U..URS;
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B=R}u REUREU..URE;
int(R}) nint(R}) = ¢, int(R¥)nint(R}) =0, ij=1,23.m, i=*j.

Aplicando o que dissemos anteriormente sobre as congruéncias,
sabemos que, se II representa o plano euclidiano, existe uma isometria ¢; : I1 -
Il e sua restrico a regido R4 é uma isometria, ¢; : R# - R®, com inversa ¢;1 =

R3 — R4. Podemos, entdo, escrever:
RE=¢;R!) ; RE=9;*(R?) ,i=123,.m

E possivel, entdo, recorrer ao que ja sabemos sobre isometrias para
provar a proposicdo que segue, sem dificuldade, motivo pelo qual omitimos tal

prova.

Proposicéo 1
Se regides poligonais Ae B sao congruentes, entdo, Ae B séao

equidecomponiveis.

A existéncia de regibes poligonais equidecomponiveis que nao sao
congruentes é um dos fatos que dado importancia ao conceito de
equidecomposicédo e nos indica que a reciproca da proposicao 1 é falsa.

Outro fato importante é que as isometrias preservam a
equidecomposi¢cdo, como podemos provar recorrendo, essencialmente, a

definicbes dos conceitos envolvidos:
Proposicéo 2
As regides poligonais A e B s&o equidecomponiveis se e somente se as

regides poligonais @(A) e @(B) sdo equidecomponiveis.

Da propria definicdo de equidecomposi¢édo e do Lema 1, resulta:
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Proposicéo 3
Se A; e By sé@o equidecomponiveis, A, e B, sdo equidecomponiveis,

entdo, A; U A, e B, U B, sdo equidecomponiveis.

Uma proposicdo analoga a proposicao 3, agora relativa a intersecao de
regides poligonais, também é verdadeira. No entanto, sua demonstragédo € bem
mais elaborada e, como ndo a empregaremos em nossa argumentacgao, 0 seu
enunciado sera omitido.

A etapa seguinte é deduzirmos as propriedades da relacdo de
equidecomposicao que a fazem uma relagédo de equivaléncia, na classe das
regides poligonais. Primeiro, tratamos da reflexividade, depois da simetria e,
finalmente, da transitividade dessa relacao.

Proposicéo 4

(&) A é equidecomponivel a A, para qualquer regido poligonal A.
(reflexividade)

(b) Se aregiao poligonal A é congruente a regido poligonal B, entdo B
€ equidecomponivel a A. (simetria)

Demonstracao:

(a) Basta considerarmos, na definicdo de equidecomposicao, a familia
composta pela prépria regidao poligonal A.

(b) Basta tomar A e B como decomposi¢des, respectivamente de A e B,

e observar que a relacdo de congruéncia € simétrica: se A = B, entdo, B = A.

Resulta da simetria que, se uma regido poligonal A é equidecomponivel
a B, entdo B é equidecomponivel a A e podemos dizer que elas sé&o
eguidecomponiveis entre si, ou mais simplesmente, equidecomponiveis.
Vamos utilizar a expressdo simbolica A~ B para representar a relacdo de
equidecomposicao entre as regides poligonais A e B.

Para que a equidecomposicdo seja uma relacdo de equivaléncia entre

regides poligonais é preciso provar que ela é, também, transitiva. Para isso, é
necessario demonstrar a proposicédo seguinte, que é uma etapa mais dificil de

ser cumprida.
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Proposicéo 5
Se a regido poligonal 4 é equidecomponivel a regido poligonal B, e B é

equidecomponivel a uma regido poligonal €, entdo A é equidecomponivel a C.

A demonstracdo da proposicdo demanda alguns comentérios
preliminares.

Suponhamos que A e B sdo equidecomponiveis, e que B e € séo
equidecomponiveis. Precisamos demostrar que A e € sdo equidecomponiveis.

A hipétese implica na existéncia de regifes poligonais que permitem
escrever as igualdades a seguir:

A=X{UuXjuXju.uUuXxi;

B=x3uxBux58u.uxs;

B=Y8uYSuvZu.. uvYE
c=YSurSur§u..uys
Para provar a proposicdo visada devemos encontrar uma familia de
regides poligonais Z4,Z;,Z; ..... Z,, tal que:
A=Z{UZiUZ5V ..U Zy;
c=z{uzfuz§u..uZ
Para resolver o problema posto acima, poderiamos tentar produzir a
decomposicédo de A e C a partir das decomposicoes de A e de B fornecidas pela
hipétese. Como a regido B é decomposta de dois modos, podemos buscar
superpor essas decomposicdes, ou seja, considerar a regido B repartida,
simultaneamente, pelas decomposicdes X%, x5 x28, ... X8 e YE Y5 Y5, .. YE .

Poderiamos, entdo, escrever:

B=BnB=X3uxBuxBu..uxB)nwfursuriu..uys =

= Uy (X? n Y,B), i=123..m j=123..n
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No entanto, surge uma dificuldade: provar que as regides X% n Y}g sao

regioes poligonais ou podem ser decompostas em regifes poligonais resultado
muito laborioso. Apenas para ilustrar, na figura a seguir, € mostrada a intersec¢ao
de duas regides poligonais que € composta de partes disjuntas e, portanto, ndo
€ uma regido poligonal, embora possa ser decomposta em duas regifes

poligonais:

Figura 15: Intersecéo de duas regides poligonais

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Uma solugdo matemaética para tal dificuldade, € adotar uma nova defini¢éo
do préprio conceito de equidecomposicao, originalmente adotado sem restricao
alguma sobre o tipo de sub-regido com as quais decompomos uma regido
poligonal. Nessa nova definicdo, exigimos que as sub-regides decomponentes
sejam todas triangulares. Para simplificar a linguagem, denominaremos
triangularizacdo de um poligono uma decomposicéo do tipo mencionado.

Contudo, adotar esse caminho requer que se provem dois fatos
matematicos:

e para qualquer regido poligonal existe uma triangularizacéo;

* a nova definicdo é equivalente a original; noutros termos, nao perdemos

generalidade ao adotar essa nova definicdo, que resulta equivalente a original.

Nesta dissertacdo, vamos omitir a prova da primeira proposicao,
remetendo o leitor a (Corréa, s/d) (Fernandes, 2018) e a enunciamos como um

lema, para futura referéncia:
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Lema 2

Para toda regido poligonal, existe uma triangularizacao.
Quanto a segunda afirmacéo, iniciemos pela proposi¢ao a seguir.

Proposicéo 6
Se as regides poligonais sdo equidecomponiveis por meio de sub-regides
poligonais, também sdo equidecomponiveis por meio de sub-regides

triangulares.

Demonstracao:

Retomemos a definicdo de equidecomposicéo, na qual € dito que A e B
sdo regides poligonais equidecomponiveis se existe uma familia finita de regiées
poligonais R%, R4, R4, ..., R4, com as quais podemos decompor A e uma familia
R2,RE RE,..,RB, de regiBes poligonais respectivamente congruentes a
R{,R3, R4, ...,R4  com as quais podemos decompor B. Sabemos, também que
esses

Se, agora, empregarmos o Lema 2, podemos triangularizar cada uma

das regides R4,i =1,2,3, ..., m:
A _ pA A A A

Cada um dos poligonos R4, k = 1,2,3, ..., m;, € um triangulo. Além disso,
sabemos que, se Il representa o plano euclidiano, existe uma isometria ¢; : Il —»
I, cuja restricdo a RY é uma isometria ¢; : R4 - R?, que possui a inversa ¢; ! =
R? — R, tais que podemos escrever:

RE=¢i(R!) ; RI=¢;'(R?) ,i=123,.m
O Lema 1 nos permite afirmar que as imagens (pi(R;-“k , para k =
1,2,3,...m; sdo triangulos e formam uma triangularizacdo da regido poligonal
R? = ¢;(R!). Uma vez mais, o Lema 1 nos permite concluir que a familia a

seguir escrita € uma triangularizagéo da regido A:

R4,i=1,2,3,..mk=1,273,..,m,.
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Além disso, a familia abaixo é uma triangularizacéo da regiao B:
@;(RY), i=1.23...,m;k=1,2,3,..,m,.

Fica assim, completada a demonstracéo visada.
Provada a proposicéo 6, consideremos a seguinte definicao:

Definigao 2’

Se A e B sao regides poligonais, dizemos que A € equidecomponivel a
B se existe uma familia finita de triangulos R4, R4, R%, ..., R4, com as quais
podemos decompor A e uma familia R% RZ RE, .. RB, de triangulos
respectivamente congruentes a R%{,R5,R%,..,R4 ., com as quais podemos

decompor B:
R} = R%i=1,2,3,.m.
A=R{U RJUR5U..URS;
B=R}uU REURSU..URS;
int(R}) nint(R}) = ¢, int(R¥)nint(R}) =0, ij=1,23..m,  i=*j.

Como os triangulos sao regides poligonais, fica estabelecida, uma
consequéncia til da proposigéo 6:

Coroléario 1

As definigdes 2 e 2’ sdo equivalentes, do ponto de vista légico.

Doravante, podemos tomar qualquer das duas definicbes acima
mencionadas em nossas demonstracoes.
Uma outra observacéo a fazer diz respeito ao fato de que ha infinitas

triangularizacbes de uma regido poligonal. Isso nos adverte para ndo deduzir
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afirmacdes gerais sobre regides poligonais que dependam da triangularizacao
particular escolhida para essa regiao.

Para tratar do procedimento de superposicao de duas triangularizacées
de uma mesma regido poligonal, que surge na demonstracéo da transitividade

da relacao de equidecomposicao, introduzimos uma defini¢ao:

Definicdo 3

Sejam T! e T? duas triangularizacdes de uma regido poligonal A.

Denominamos refinamento de T! e T? uma triangularizacdo de 4,
simbolizada por T! A T?, que triangulariza, também, cada um dos triangulos de

T! e cada um dos triangulos de T?.

Em simbolos, podemos tornar mais precisa a defini¢céo:
T! = {X1, X5, X3, ., X}
A= X1U XU X3U ..UXy; int(X;)) nint(X;) = 0,i # j;

T?2 = {Y1,Y,, Y3, ...V, };
A=Y;U YU Y3U ..UY,; int(Y) nint(Y;) = 0,i #j.

T AT2={2,,2,12;,..,Z,},

A= Z1U Zzu Z3U UZp,

int(Z;) nint(Z;) = 0,i # j,
X;= UpZ,;i=1,23,.mk=123..k;,
Y;= UpZy; j=1,2,3,.mk=1.23 k.

Podemos observar que p = max{m,n}. Da definicdo de refinamento,
resulta, também, que, dado Z,, , um dos triangulos do refinamento Z = T! A T?,
podemos concluir que Z; esta contido em um e um sO dos triangulos da
triangulacdo T! e esta contido em um e um sé dos tridngulos de T?2.

A proposicao seguinte é intuitiva, mas sua demonstracdo € laboriosa e
embora apresentada a seguir, pode ser omitida em uma primeira leitura deste

texto.

Lema 3
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Sejam T! e T? duas triangularizaces de uma regido poligonal A:

T! = {X1, X5, X5, ... X}
T? ={Y,,Y,,Y3,...V,.};
A= X1U XU X3U ..UXy; int(X) nint(X;) = 0,i # j;
A=Y;U YU Y3U ..UY,; int(Y) nint(Y;) = 0,i # j.

Entdo, existe uma triangularizagéo de 4,
T A T2={Z,,2,,23, ..., Z,,},
A= Z,U Z,U Z3U ..U Zy; int(Z,) nint(Z;) = 0,i # j,
que triangulariza, também, cada um dos triangulos X, X5, X3, ..., X,, € cada um

dos triangulos Y4,Y,, Y3, ..., Y,..

Demonstracéo:
Da hipotese, resulta que
A= AnNnA=X, U X,U X3U .uX,)n(Y;uY,UuY; ..UY,) =
Ui (XinY;).
Consideremos um dos conjuntos
X;inY;;i=123,.m;j=1,23,..,n

Trata-se da intersecédo de dois triangulos.

Iniciamos por considerar o caso em que o0 conjunto X; N Y; ndo possui
pontos no interior do tridngulo X;.

Isso pode ocorrer de dois modos. O conjunto X; N Y; € vazio (os pontos
do triangulo ¥; sdo pontos exteriores a X;). Outra possibilidade sédo os pontos da
intersecdo pertencerem a fronteira do tridngulo (a intersecdo € um ponto ou um
segmento de reta). Em ambas as possibilidades, podemos desprezar o conjunto

X;ny,.
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Figura 16: Intersecdo de dois triangulos

X{ X{

A ’

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Em seguida, suponhamos que a interse¢do X; N'Y; contém algum ponto
do interior do triangulo X;.

Neste caso, temos uma intersecédo, ndo vazia, de dois triangulos, que sao
poligonos convexos, e, portanto, essa intersecdo € um poligono convexo.
Conclui-se, ainda, por tratarmos de triangulos, que tal intersecdo possui, no
minimo trés lados e, no maximo, seis lados.

Os desenhos a seguir sdo exemplos da citada intersecao:

Figura 17: Intersecdo minima de dois tridngulos contendo algum ponto do interior

X; X,

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)
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Figura 18: Interse¢do maxima de dois triangulos contendo algum ponto do interior

X,
X,

£

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Como vimos, a intersecdo X; NY; € um poligono convexo com, no

maximo, seis lados. Para triangularizar esse poligono, é suficiente escolher um
de seus n vértices e liga-lo aos (n - 2) vértices ndo adjacentes a ele, por meio

de segmentos de reta. No exemplo a seguir, temos:

— b Lj Lj
x,ny;=z7vzyuzy.

Figura 19: Triangularizagao da intersegédo X; N Y;

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
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Para cada par (i,j), entdo, vamos triangularizar a intersecdo X; nY;,
construindo tridngulos que serdo nossas pecas basicas daqui em diante, na
demonstragao:

Zijk k=123 k.

Temos, assim:

XiNYj=Zj1UZijpUZijzVU..UZyjg,

Esses triangulos formam uma familia que representamos por:
Z2={Z;j;;i=123,.mj=123,.,nk=123,.k}

Sabemos que k; ; < 4, e, portanto, Z € uma familia finita de triangulos e

a familia triangulariza a regiao poligonal A. De fato,
A =Ui,j (Xl N Yl) = Ui,j (Uk Zi,j.k) =Ui,j.k Zi,j,k'

Além disso, cada triangulo X; da triangularizacao
T! = (X1, X5, X3, ..., X0}
¢ triangularizado por uma subfamilia da familia Z.
Para provar tal afirmacdo, tomemos um triangulo qualquer X; da

triangularizacéo T!. Podemos escrever
Xi = Xi N A = Xi N (U] yj) = U] (Xl N yj) =Uj,k Zi,j,k'

De modo analogo, concluimos que cada um dos triangulos Y;da
triangularizacéo
T2 ={Y1,Y,, Y3, ...,V }

e triangularizado por uma subfamilia da familia Z:
y] =Ui,k Zi,j,k'
Fica, assim, demonstrada a existéncia de um refinamento das

triangularizagdes T! e T? da regifo poligonal A.
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Com base nos Lemas 1 (propriedades das isometrias), 2 (existéncia de
triangularizacdes) e 3 (existéncia de refinamentos), vamos retornar a proposi¢cao
5, em que se estabelece a transitividade da relacdo de equidecomposicao de

regioes poligonais. Repete-se seu enunciado, para facilitar a fluéncia da leitura:

Proposicéo 5
Se a regido poligonal 4 é equidecomponivel a regido poligonal B, e B é

equidecomponivel a uma regido poligonal €, entdo A é equidecomponivel a C.

Demonstragéo:
Suponhamos que A e B sado equidecomponiveis, e que B e C séo
equidecomponiveis. Precisamos demostrar que A e € sdo equidecomponiveis.
Por definicdo, da hipdtese, A ~ B, resulta que existe uma triangularizacao
do poligono 4,
T¢ = {X{,X4,X5, ... X4},
e uma triangularizag¢édo do poligono B,
T¢ = (X1, X%, X5,.., XB},
tais que podemos escrever, simbolizando por ¢;,i = 1.2.3,..,m, uma familia de
iIsometrias:
A=X{UX§UXEU...UXn; int(X{) nint(X)) =0,i #j,
B =X§UX§UX5U..UXE; int(XP) nint(X]) =0,i #},

XP =@iX!) ; Xi=9i'(X7), i=123.m

Analogamente, a hipétese B ~ C, implica que existe uma triangularizacao
do poligono B,
Tf = {v%,v%,vs, ... YE},
e uma triangularizacdo do poligono C,
Ty = {v$ v§, vs, .. Y5},
tais que podemos escrever, simbolizando por y;,i = 1.2.3,.., m, uma familia de
iIsometrias:
B=Y{uYSuY§u..uYs; int(Y?)nint(Y}) =0,i

C=Y{UuY§uY§u..uYs int(Y{) nint(Yf) = 0,i # j,
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VE= () YP=yi(vE),  i=123.m

Do exposto acima, vemos que existem duas triangularizagdes a regiao B:

TZ = {x% x5, x5,.., X8},
T = {v5,v5,v5, ... YB}).

Vamos construir um refinamento Z, Z=TEZATE, dessas duas

triangularizacdes, formado por uma familia de triangulos:
B _ B 7B 7B B
T4 ={2%,25,25, .. 23}
Da definicdo de refinamento, resulta que

B=zf vzfu z§u ..uZ8; int(Z) nint(Z;) = 0,i +j,

e, além disso,

XP =UjZijp j=1,2,3,..mk =123, k.

Y7 = Ui Zijs i=1,2,3,..,mk=1,23, .. k;

B

Ljk estd contido em um Unico

Convém observar que cada triangulo Z
triangulo X? da triangularizacdo T2 e em um dnico tridngulo Yf' da
triangularizagéo T%:

Z7 . S X7,

B B
Zi,j,k cYy.

A etapa seguinte é transportar os triangulos do refinamento T2 para
triangularizar tanto a regiao poligonal A, quanto a regiao poligonal C.

Podemos escrever, paracadai, i € {1,2,3,...,m},



63

X! =o' (X7 )= (pi_l(Uj,kZEj,k) = Ujk ‘Pi_l(zfj,k) :

Observamos que ¢;!, um dos movimentos rigidos indicados nas
igualdades acima é uma isometria do plano e, como tal, € uma bije¢cdo que
transforma um triangulo qualquer T em um triangulo ¢@;1(T). Como uma

isometria, @; ! também preserva interiores e fronteiras desses triangulos:
@i [int(D)] = int[p; (D]; ;' [front(T)] = front[e; ' (T)].
Formemos, entdo, a familia
={oi"(Z01)=123,..,mk=1,2,3,.. k;}.

Ja provamos que X2 é uma unido dos triangulos da familia acima
representada. Para demonstrarmos que temos uma triangularizacdo de X%,
basta provarmos que os interiores desses triangulos séo, dois a dois, disjuntos.

De fato, isso ocorre, pois, a # b:

lnt ‘Pl 1(Zlak n lnt ‘Pl 1(Zlbk) (Pl 1{[ lnt(zlak)] N [lnt(ztbk ]} = 0.

Do que foi exposto,
={o;'(2}1);i=123,...m; j=1,23,. k= ki,

€ uma triangularizagéo de A.

Para prosseguir, escolhamos um triangulo Z§ da triangularizacdo T? da
regido poligonal B. Sabemos que Z§ = Z;j para algum triplo (i,j,k). Além disso,
Zp c X}. O triangulo ¢;(Z5) = ¢;'(Z};;) é um dos que compdem a

triangularizacéo T4 da regi&o poligonal A. Denotemos por V4 esse tridngulo:

Vi = o7 1(28).
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Pelo procedimento adotado, tomando, sucessivamente, os triangulos da
triangularizagéo T%, obteremos a triangularizacdo T#. Podemos, entdo, resumir:
Triangularizacédo da regido poligonal B:
T3 ={21,23,23, .. 23},
Triangularizacdo da regido poligonal A:

Ty ={V§, V3 V3, ..VE}.

Relacdo entre as duas triangularizagdes, ¢;! representado um
movimento rigido (isometria):

Vi =o' (28); ZF = @i(Vh).
Com procedimento analogo, obteremos:
Triangularizacdo da regiao poligonal B:
TS ={2%,23,25, .. 28},
Triangularizacdo da regiéo poligonal C:
Tfy = (W, wi, w3, .. .wtl.

Relacdo entre as duas triangularizacdes, ;! representado um

movimento rigido (isometria):

w§ = ;1 (z8); z8 = p,(WS).

Da definicho de equidecomposicdo, resulta, entdo que as regides

poligonais A e € sao equidecomponiveis, como queriamos provatr.
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4.4. Teorema de Bolyai
O teorema acima foi demonstrado, em 1832, pelo matematico hungaro

Farkas Wolfgang Bolyai, pai do célebre Janos Bolyai, um dos criadores da
geometria hiperbdlica. Quase na mesma época, em 1833, de forma
independente, 0 matematico alemao Phillip Gerwien também provou o teorema,
que ficou conhecido como Teorema de Bolyai-Gerwien. Tempos depois,
descobriu-se que outro matematico, William Wallace ja o havia provado, muito
antes, em 1807. Como reconhecimento aos trés matematicos, esse teorema
passou a ser o Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien. Nesta dissertagao, para
simplificar, nos referimos ao Teorema de Bolyai, como é feito no texto base para
a sequéncia didatica proposta, a obra de Boltianski (1981).

Nas secOes anteriores deste capitulo, estudamos duas relagbes que
podem existir entre dois poligonos: igualdade de areas e equidecomposicao.

Uma indagacao que se imp0de é a de sabermos se ha equivaléncia légica

entre essas duas relacdes:
Igualdade de areas _ Equidecomposicéo

Em um sentido, a implicacao é facil de ser estabelecida:
Proposicéo 7

Se as regides poligonais A e B sdo equidecomponiveis, entdo elas
possuem a mesma area.

Demonstracao:

Decorre da definicho de equidecomposicdo que existem regides
poligonais, R{,R5,R%,..,RA e RZ REZ RZ, .. RE tais que podemos escrever:

A=R{U RJUR5U..URS;

B=R}uU REURSU..URE
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Nas igualdades acima, R%,R45,R%,..,R4 , s&o regibes poligonais
respectivamente congruentes as da familia R%, RS, RE, ..., RE. Além disso, duas
quaisquer das regides poligonais da familia que formam A ndo possuem ponto
interior em comum, 0 mesmo acontecendo com as regioes que compdem B.

O Axioma 2 (congruéncia implica igualdade de areas) permite-nos concluir

que:

drea(R{) = area(R%);
drea(R%) = area(R%);

area(R3) = area(RE).
Por sua vez, do Axioma 3, resulta:

drea (A) = drea(Rf URS U ..UR4) = area (R{) + area (R}) + ..+

area(R%),

4rea (B) = area(R¥ U R§ U ..URE) = 4rea (RY) + 4rea (RY) + ..+

area(R2).

Portanto,

area(A) = area(B).

Sabemos que uma proposicdo € logicamente equivalente a sua
contrapositiva. Fica estabelecida, dessa forma, a proposi¢do a seguir, que é a

contrapositiva da proposicao 7:

Proposig¢éo 7’
Duas regifes poligonais que ndo possuem a mesma area nao Sao

equidecomponiveis.
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Como vimos, os exemplos do Tangram e do Stomachion sdo modelos
concretos adequados para os axiomas de area, em particular a invariancia por
isometrias (Axioma 2) e a aditividade (Axioma 3). Esses axiomas sédo a base
para a demonstracdo da proposi¢édo 7. Por isso, é provavel que as dificuldades
de aprendizagem dessa proposi¢céo nao sejam frequentes. No entanto, 0 mesmo
ndo deve ocorrer quando se trata da aprendizagem relativa a reciproca da
proposicao 7, o teorema que é o tema principal da sequéncia didatica proposta

neste trabalho:

Teorema de Bolyai
Se duas regifes poligonais possuem a mesma area, entdo, elas sao

equidecomponiveis.

O Teorema de Bolyai, juntamente com a proposicdo 7 (ja demonstrada),

permite-nos afirmar, entdo:

Proposicéo 8
A condicdo necessaria e suficiente para que duas regibes poligonais

sejam equidecomponiveis é que elas possuam a mesma area.

Como vimos, na proposicdo 7, provamos que se dois poligonos séo
equidecomponiveis, necessariamente eles tém a mesma area. JA no Teorema
de Bolyai, se requer a demonstracdo, mais dificil, de que € suficiente que os dois

poligonos tenham a mesma area para que sejam equidecomponiveis.

Figura 20: Regifes de mesma area

Regido poligonal A |Regio poligonal B

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
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Dadas duas regides poligonais, A e B, de mesma area, mas de formas
distintas, como no exemplo acima, o problema é o de demonstrar que esses dois
poligonos sdo equidecomponiveis.

Tomemos um outro exemplo, e vamos seguir 0s passos dessa
demonstragao:

Seja, agora, A4 e B, duas regides poligonais de mesma area. Sabemos que
existem triangularizacdes para esses poligonos. Tomemos, em cada um deles,

uma triangularizacao arbitraria, que esta indicada na figura a seguir.

Figura 21: Triangularizacéo de duas regifes de mesma area

Regido poligonai A Reg@io patigonal B

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

Podemos escrever, entao:

A=Xxluxjuxiu..uxa;
B=Y3uYvSuviu..uvE

Nas igualdades acima, a familia de regides triangulares que compdem A
€ tal que, duas a duas, ndo possuem pontos interiores comuns, 0 mesmo
ocorrendo com a familia de regifes triangulares que compde a regido B.

De inicio, observamos que, em geral, os triangulos X%, X4, X4, ..., X4 ndo
guardam nenhuma relagdo com os triangulos Y%,vY5,v%, .., Y3,

A estratégia a ser adotada na prova (Boltianski, s/d) consiste em
recorrermos ao conjunto de triangulos que compdem A para construir, por
composi¢cdo, um poligono mais simples, por exemplo, um retangulo € que

possua uma base congruente a um segmento pré-fixado. Poderemos, assim,
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escrever: A ~ C. Repetindo o procedimento com o poligono B, obteremos um
retangulo D, tal que D ~ B.

Em virtude da proposicdo 7, os quatro poligonos acima referidos devem
possuir a mesma area, em particular, os dois retdngulos € e D . Vamos, nesta

etapa, necessitar de uma proposi¢cao muito importante:

Proposicéo 9
Se dois retangulos possuem mesma &rea e bases congruentes, terdo

alturas congruentes e, portanto, sdo retangulos congruentes.

Comumente, a prova de tal afirmacdo € considerada facil, porque se
recorre a conhecida formula da area de um retangulo. No entanto, o fato de que
seja necessario utilizar a formula € uma questdo mateméatica que ocupou 0s
matematicos ao longo da evolucdo da geometria, desde o tempo de Euclides.
Para facilitar a fluéncia da leitura, adiaremos para um momento posterior tal
discusséo, aceitando a proposi¢cao 9, sem demonstracao.

Da proposicao 9, acima comentada e da proposicdo 1 (congruéncia
implica equidecomposicéo), concluimos que os retangulos € e D séo, também,
equidecomponiveis.

Teriamos, entéo,

A~C;C~D;D ~B;
e, portanto, resultaria provada a proposicao 8:
A~ B.

A questdo a ser respondida é, entdo, como obter a partir de uma
triangularizacdo de uma regido poligonal 4, um retangulo equidecomponivel a
A, com uma base pré-estabelecida. Se formos capazes de resolver o problema
para cada triangulo da triangularizacdo adotada, construiremos uma familia de
retangulos de mesma base, respectivamente equidecomponiveis aos triangulos
dessa triangularizacédo de A. Como esses retangulos possuem a mesma base,
podemos recorrer a isometrias no plano e empilhar tais retdngulos obtendo um
retdngulo que é a reunido deles. Com isso, é possivel completar a prova da
proposicao 8, como foi exposto acima.

Na figura a seguir, esquematizamos a estratégia da demonstracao.
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Figura 22;: Esquema da demonstracéo

Regiho potigonai A Regtio petigonai B

-—>
j - 7 ye
o

] Lo
o

!

z v
—

Retingulo € Rechugulo D

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Do exposto, para a demonstracdo do Teorema de Bolyai, basta-nos
provar que dado um triangulo qualquer T, podemos encontrar um retangulo R de
base pré-fixada que seja equidecomponivel a T.

Um primeiro passo nessa dire¢do € provarmos que podemos construir um

retangulo equidecomponivel a um tridngulo, o que é feito a seguir.

Proposicédo 10

Todo tridngulo é equidecomponivel a uma retangulo.

Demonstracgéo:

Consideremos um triangulo qualquer 4 ABC



71

Figura 23: Triangulo equidecomponivel a um retangulo

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

A demonstracao da proposicdo 9 inclui varias etapas que sdo mencionadas
a seguir. As provas destes fatos podem ser encontradas em Greenberg (2007).

a) Dado uma regido triangular qualquer 4 ABC, podemos escolher o vértice
A de tal maneira que o pé da altura relativa a A € um ponto D que esta entre B e
C.

b) A reta que passa nos pontos médios, E e F, respectivamente, dos
segmentos de reta AB e AC é paralela a reta que contém o lado BC e ¢é
perpendicular a reta que contém a altura AD.

c) Se tracarmos as perpendiculares a reta que passa pelo lado BC,
respectivamente nos pontos B e C, essas retas encontram a reta que passa por
E e F em dois pontos I e H, do mesmo lado de A com respeito a reta que passa
por BC.

d) BCHI é um retangulo.

e) Os triangulos AAE] e AIEB sao congruentes.

f) Os triangulos 4 AFJ e A CFH sao congruentes.

Podemos, entdo, concluir a demonstracdo da proposicdo 9. De fato,

escolhamos as seguintes regides poligonais:

R, = AEJ; S; = IEB;
R, = AFJ; T, = CFH;
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R; = EJDB;
R, = JFCD.

Agora, consideremos as familias de regides poligonais:
Rl ,R2 ,R3,R4_;
S1,R3 Ry, Ts.

Temos, entao:
AABC = R1 V) RZ V) R3 U R4.;
EBCH1251UR3UR4UT2

Como R, é congruente a S; e R, € congruente a T, , fica demonstrado o
que desejavamos.

Completada a demonstracdo de que podemos construir um retangulo
equidecomponivel a um dado triangulo, para provar o Teorema de Bolyai resta
a etapa de provar que podemos obter um retangulo de base pré-fixada

equidecomponivel a um dado retangulo.

Proposicédo 11
Dados um retangulo ABCD e um segmento de reta MN, existe um retangulo
MNOP equidecomponivel a ABCD.

Como antecipamos, a simplicidade do enunciado ndo traduz as
dificuldades conceituais envolvidas na demonstragdo da proposicdo. Na
verdade, esse € um problema que remonta a fundacao da geometria no periodo
grego e pode ser estudado em toda a sua amplitude e profundidade em
Hartshorne (2000).

Se observarmos a prova da proposicdo 10, ela repousa apenas nos
axiomas da geometria euclidiana das categorias de incidéncia, de ordem e de
congruéncia, em particular, de congruéncia de triangulos. Poderiamos dizer, que
se trata de uma prova puramente geométrica.

Ja para obter a demonstracao da proposi¢céao 11, vamos precisar recorrer

ao campo algébrico (campo das formulas de area), construindo o conceito de
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area como uma fungdo numeérica, nos moldes definidos na Secdo 4.1 desta
dissertacao.

Como ja dissemos, com base nos axiomas de area € possivel construir
uma funcéo area e, além disso, demonstrar a conhecida formula da area de um
retdngulo: “a medida da area de um retangulo € o produto das medidas dos
comprimentos de dois de seus lados adjacente”. Assim, dado um retangulo
ABCD, representando por AB e AD as medidas de comprimento dos respectivos

lados AB e AD do retangulo, podemos escrever:

medida de area (ABCD) = AB x AD.

Convém lembrar que as regides poligonais em causa tém interior ndo

vazio, 0 que nos permite acrescentar:

medida de area (ABCD) = AB X AD > 0;

medida de area (MNMP) = MN X MP > 0;

AB > 0; AD > 0; MN > 0; MP > 0.

Essas Ultimas igualdades serao uteis adiante, para podermos tomar esses
nameros reais como divisores.

Nas demonstracbes a seguir vamos precisar utilizar o elenco completo
dos axiomas da geometria euclidiana, em especial, o famoso Postulado das
Paralelas, que vai ser suporte da teoria de semelhanca de triangulos, empregada
em varias passagens da demonstracdo em questdo. Vamos empregar, ainda
mais em etapa fundamental, o axioma de Arquimedes para 0s numeros reais.

Pelo exposto, fica evidenciado que a prova da proposi¢céo 11 € uma etapa
de consideravel complexidade do ponto de vista da epistemologia da

matematica.

Para iniciar a abordagem do problema, suponhamos dado um retangulo

ABDC e seja MN um segmento de reta qualquer:
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Figura 20: Retangulos de mesma area

p 0
D c
M N
A B
—

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

Sabemos que o retangulo procurado devera ter a mesma area de ABCD
em virtude da proposicao 7. Pelo fato de que os dois retangulos devem ter a
mesma area, a fixacdo da base MN implica que a medida do comprimento do
outro lado do segundo retangulo fica definida, pelo emprego da formula de area

mencionada anteriormente:

AB x AD

AB X AD = MN x MP — MP =
- MN

Assim, o segundo retangulo fica determinado, a menos de uma isometria.
O problema, entdo, é encontrar uma familia X4, X3, X4, ..., X4 de poligonos que
decomponham ABCD e uma familia Y2 Y5 Y53, .., YB de poligonos
respectivamente congruentes aos da primeira familia que decomponham
MNOP. Convém observar que, nesta e em provas seguintes, iremos empregar
o Corolario 1, da Proposi¢cdo 6, em que estabelecemos a equivaléncia logica
entre equidecomposicao por decomposicao por meio de poligonos ou por meio

de triangularizagdes.
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Como os dois retangulos possuem a mesma medida de area, podemos
escrever as igualdades:
AB X AD = MN X MP,

AD MP
MN AB’
Ha trés possibilidades:

AD MP _ X
@ MN"AB "

AD _MP o1

MN AB

AD MP -1
<) MN " 4B

No primeiro caso, temos

AD = MN; MP = AB,

e podemos concluir que os dois retangulos sdo congruentes e, portanto,
equidecomponiveis. Resta, entdo, em examinar as duas Ultimas possibilidades:
MN < AD ou AD < MN. Deste Ultimo caso e da desigualdade (c), resulta MP <
AB. Dessa forma, em ambos os casos, temos um dos lados do retangulo MNOP
estritamente menor do que um dos lados do retangulo ABCD. A argumentacao
desenvolvida para qualquer um dos dois casos é a mesma. Escolhamos, entao,
0 caso MN < AD.

Sendo assim, tomando o ponto E entre A e D tal que AE = MN , podemos
construir o retangulo AFGE congruente ao retangulo MNOP. A figura a seguir

permite-nos visualizar essas operacgoes.
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Figura 21: Retangulos de mesma area caso 1

D C
E G
A B F

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Com referéncia a figura acima, uma primeira observacao importante € que

as retas que passam por EB e DF sdo paralelas:

Figura 22: Reténgulos de mesma area caso 1, retas EB e DF

D C
E: G
A B F

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

A prova desse fato baseia-se na hipotese de que os retangulos ABCD e

AFGE possuem a mesma area. Com efeito, dessa hipotese resulta:

AB X AD = AF X AE
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AD _AF
AE AB

Agora, considerando os triangulos ABE e AFD, verificamos que sao
vélidas as hipoteses do caso LAL de semelhanca de triangulos, o que implica a
congruéncia dos angulos ABE e AFD e, como esses angulos sdo angulos
correspondentes formados pela transversal BF ao cortar as retas BE e FD,
estas Ultimas retas sdo paralelas, em consequéncia do Teorema do Angulos
Alternos Internos. (Greenberg, 2007).

Retornando a Figura 22, observamos que as retas definidas pelos
segmentos EB e DF induzem decomposi¢cdes dos retangulos ABCD e AFGE.

Para explorar essas decomposicdes, € conveniente complementar a Figura 22:

Figura 23: Complemento da figura 22

D C

J
E \L G
A B F

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Com referéncia a Figura 27, podemos extrair as conclusdes:
a) A reta que passa por C e G € paralela a reta que passa por E e B.

Iniciamos a prova dessa afirmacédo recorrendo a conhecida propriedade

das proporgoes:
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AD AF AD — AE AE ED AE
_— et _— = et _—
AE AB AF —AB AB BF AB

As hipoteses adotadas implicam que EICD e BFGI sao retangulos, do que

decorre as igualdades: ED = IC; BF = IG. Podemos escrever, entao:

IC AE IC IG

— = = —=—

IG AB AE AB
Tal igualdade nos permite concluir que os triangulos retangulos EAB e
CIG sdo semelhantes por terem um angulo congruente formado por lados
respectivamente proporcionais. Tal semelhanca nos permite escrever as

congruéncias de angulos:
ang(AEB) = ang(ICG) ;
ang(ABE) = ang(IGC).

Consideremos, a reta definida pelo segmento de reta EB e a reta definida
pelo segmento de reta CG, cortadas pela transversal definida pelo segmento de
reta EG. Essa transversal forma com as citadas retas os angulos alternos
internos BEG e EGC. Como tais angulos sao, respectivamente, complementares
aos angulos AEB e ICG e estes Ultimos sdo congruentes, podemos escrever:
ang(BEG) = ang(EGC). O Teorema dos Angulos Alternos Internos (Greenberg
(2007) implica que as retas definidas pelos segmentos EB e CG séo paralelas,

como desejavamos provar.
b) Os tridngulos retangulos DCJ e LGF sao congruentes.

De fato, o paralelismo de retas demonstrado acima, permite-nos concluir

as seguintes congruéncias entre segmentos de reta:

C=1G ; CJ] =GF.

IR
IR

Dessas relacdes resulta a congruéncia dos triangulos retangulos DCJ e

LGF, por terem catetos correspondentes congruentes.

Retornando a questdo da equidecomposicdo dos retangulos ABCD e

AFGE, observamos que:
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ABCD = ABE U EBJD U DJC;
AFGE = ABE U EBFL U LFG.

Como ABE = ABE e ja provamos que DJC = LFG, para provar que BCD e
AFGE sé&o equidecomponiveis, basta-nos provar que EBJD e EBFL sé&o

equidecomponiveis.

De inicio, observamos que os dois quadrilateros acima mencionados séo
paralelogramos, em decorréncia do paralelismo de retas ja demonstrado. Além
disso, ttm a mesma area, o que decorre das igualdades de conjuntos acima

apresentada. Por fim, esses paralelogramos possuem uma base em comum:

Figura 24: Retangulos de mesma area caso 1, parte final

@

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

No entanto, cabe observar que as afirmacdes feitas até este ponto ndo
dependem da posi¢ao que o ponto E ocupa entre os extremos do segmento de
reta AD. No entanto, os paralelogramos EBFL e EBJD podem ter posicbes
relativas distintas, uma delas a que foi tratada nos paragrafos acima. As outras

duas possibilidades séo, a seguir, examinadas.

A primeira ocorre quando ponto E € o ponto medio do segmento de reta
AD:
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Figura 25: Retangulos de mesma area caso 2

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Neste ultimo caso, observamos que os dois pontos J e L do caso
previamente estudado, fundem-se num ponto Unico® e como provamos

anteriormente os tridngulos DCJ e LGF sao congruentes.

A terceira e Ultima possibilidade ocorre quando o ponto E se situa mais

préximo a extremidade D do segmento AD:

6 Neste caso, ja poderiamos concluir diretamente a equidecomposicéo dos retangulos ABCD e
AFGE, em face da congruéncia entre dois quaisquer dos tridngulos que fazem parte da
decomposicdo desses retdngulos. Preferimos, no entanto, remeter ao Lema 3, a finalizacédo
conjunta da proposi¢éo 10, com a demonstracdo da equidecomposicdo de dois paralelogramos
de mesma area e com uma base comum, nos trés casos possiveis para as posi¢des relativas
desses paralelogramos, na presente argumentacao.



81

Figura 26: Retangulos de mesma area caso 3

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Analogamente ao primeiro caso temos a congruéncia dos tridngulos DCJ

e LGF. E a prova da equidecomposicdo dos retangulos ABCD e AFGE ficara
completada se provarmos o seguinte lema:

Lema4

Dois paralelogramos ABCD e ABEF, com uma base comum e de mesma

area sao equidecomponiveis.

Demonstracgéo:

Se recorrermos, mais uma vez, a funcao area, € possivel deduzir (Moise,

1963) a conhecida formula da area de um paralelogramo qualquer ABCD:

Figura 27: Paralelogramos de mesma base

F D E C

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
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Area (ABCD) = AB x HD
Area (ABEF) = AB x GF

A suposicdo de que ABCD e ABEF possuem a mesma area implica, em
face da férmula acima, que os paralelogramos possuem a mesma altura, isto €,
HD = GF que por sua vez implica dizer que os vértices C, D, E e F estdo todos
em uma mesma paralela a reta definida pela base comum AB dos
paralelogramos em foco. E preciso, no entanto, examinar as seis possiveis

posicdes relativas entre os dois segmentos de reta DC e FE :

Figura 28: Paralelogramos de mesma base: posicoes relativas

LI S /w_\/'

: e

Posicio relativa 1 Posicio relativa 2

II I. r‘);’? ‘_‘.-" ,_-"

- =

Posicio relativa 3 Posicio relativa 4

i o I, - - .'...
.-"-... '.... .-".: _--"..-
I.-"- "

Posicio relativa 5 Posicio relativa 6

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
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Observamos que as posicdes relativas 1 e 6, uma troca dos roétulos dos
paralelogramos permite utilizar a mesma argumentacao na prova do lema, o que
torna essas posicOes logicamente equivalentes. Analogamente, as posicoes
relativas 3 e 5 sédo equivalentes. Na posigao relativa 4, os paralelogramos sao
congruentes e, portanto, equidecomponiveis.

Resta-nos, portanto, examinar as posicoes relativas 1, 2 e 3. Comecemos

pela posicao relativa 2:

Figura 29: Paralelogramos de mesma base: posicéo relativa 2

F E=D ¢

P . o

Fonte: Elaboracao propria (2019)

Observamos que os triangulos ADB e AEF sao congruentes: a) lado
comum, AD = AE; b) AB = FE, por serem lados opostos de um paralelogramo;
c) BD = AF, pelo mesmo argumento. Analogamente, os triangulos DBA e DBC
sao congruentes. Por transitividade, temos DBC = FAE

Resulta do paragrafo anterior que valem as igualdades de conjuntos:

ABCD = ABD U DBC,
ABEF = ABE U FAE,

Como ABD = ABE e DBC = FAE e os interiores desses triangulos tém
intersecdo vazia, fica demonstrado, neste caso, que ABCD e ABEF séao
equidecomponiveis.

Examinemos a posicéo relativa 3:
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Figura 30: Paralelogramos de mesma base: posicédo relativa 3

F D E C

Fonte: Elaboracao propria (2019)

Neste caso, 0 ponto E esta entre os pontos D e C. Afirmamos que 0s
triangulos ADF e BCE sao congruentes. De fato, AD = BC, por serem lados
opostos de um paralelogramo. O mesmo argumento vale para justificar a
congruéncia AF = BE. Além disso, EF = BA = CD. Se considerarmos as
medidas de comprimento desses segmentos de reta, podemos escrever EF =
CD, o que implica ED + DF =CE + ED e DF = CE.Da Uultima igualdade,
podemos concluir que DF = CE. Os triangulos ADF e BCE possuem lados
correspondentes congruentes e, portanto, sdo congruentes como afirmamos.

Observamos que para provar a equidecomposicdo dos dois
paralelogramos ABEF e ABCD podemos unir o trapézio ABED com o
triangulo ADF, para compor o primeiro paralelogramo e 0 mesmo trapézio unido
com o triangulo BCE , para formar o paralelogramo ABDC recorrendo a definicdo
2 de equidecomposicao. Se preferirmos utilizar a definigdo equivalente (definigéo
2’) basta decompor o citado trapézio em dois tridngulos e teriamos uma
equidecomposicao que utiliza apenas triangularizacdes.

Por fim, consideremos a posicao relativa 1.
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Figura 31: Paralelogramos de mesma base: posicdo relativa 1

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Iniciamos pela construgéo do paralelogramo EABG,. Observamos, entéo,
que FABE e EABG, sao dois paralelogramos que estao na posi¢ao relativa 2 e,
portanto, sdo equidecomponiveis. Repetindo a construcdo obtemos um
paralelogramo ABG,G, equidecomponivel a EABG,; e, por transitividade,
equidecomponivel a FABE. E possivel, entdo, construir uma sequéncia de
pontos G;i=2,3,.., tails que os paralelogramos ABG;G;_;, S&o0
equidecomponiveis a ABEF.

Neste ponto da demonstracdo, € necessario recorrer a um axioma dos

ndmeros reais:

Axioma de Arquimedes para 0s niumeros reais
Dados 0s numeros reais positivos a e f, existe um nimero natural n, tal

que B < n.a.

Se empregarmos axioma aos numeros reais positivos EG, e ED, sabemos
gue existe um numero natural n, tal que ED < n. EG4. Se tomarmos k como o
menor dos numeros n que satisfazem a essa desigualdade, podemos afirmar
que o ponto G, pertence ao segmento de reta ED. Assim, os paralelogramos
ABG,G,_, € ABCD estardo na posicao relativa 2 ou na posicao relativa 3.

Portanto, sdo equidecomponiveis. Como ABG;Gj_1 € equidecomponivel a
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ABEF, resulta, por transitividade, que ABCD e ABEF sao equidecomponiveis, o
gue completa a demonstragéo da proposic¢ao 10.
Do exposto, fica demonstrado o Teorema de Bolyai.

Antes de passar para 0 proximo capitulo convém fazer alguns
comentarios. Recorremos ao denominado axioma de Arquimedes para 0S
nameros reais, mas sabemos que existe uma versao geomeétrica do axioma.
Escolhemos a versao para numeros reais, para abreviar nossa apresentacao e
remetemos a referéncia Greenberg (2008) para as definicdes da relagdo “menor
do que” (<) no conjunto dos segmentos de uma reta e de multiplo inteiro de um

segmento dessa reta. Uma versao geométrica é apresentada a seguir:

Axioma de Arquimedes para segmentos de uma semirreta

Dado um segmento de reta AU em uma semirreta AX e dado um

segmento de reta qualquer, AB, existe um nimero natural n, tal que

AB <n.AU.

A versao geométrica do Axioma de Arquimedes € aqui lembrada porque
nos parece mais proxima da intuicdo ancorada na percepcao visual. Tal principio
geométrico nos assegura que, dados um segmento qualquer AU em uma
semirreta AX e um segmento arbitrario AB, nessa semirreta, podemos obter um
segmento AC, em AX, tal que B esteja entre 4 e C, para isso, construindo AC

como um multiplo do segmento AU, AC = n. AU, para n suficientemente grande:
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5. OBJETIVOS
5.1. Objetivo geral

Elaborar e analisar uma sequéncia didatica relativa a
equidecomposicao de regides poligonais e ao Teorema de Bolyai, com

apoio em conceitos da Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau.

5.2. Objetivos especificos

e Elaborar uma sequéncia didatica sobre
decomposicdo/composicdo de regides poligonais, visando a
validac&do do Teorema de Bolyai.

¢ Realizar uma analise preliminar das situacdes propostas na
sequéncia, focalizada na dimensdo matematico-epistemoldgica.

e Analisar, na sequéncia proposta, possiveis rupturas na
aprendizagem, em particular, saltos informacionais e obstaculos.
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6. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Convém, neste inicio, nos referirmos ao capitulo 3 desta dissertacédo, no
qual esbocamos as bases tedricas adotadas e delineamos o caminho
metodoldgico escolhido na presente investigacdo. No citado capitulo, optamos
por adotar recortes tanto na Teoria das Situacdes Didaticas, quanto nas etapas
da Engenharia Didatica.

Lembramos, também, como foi dito no capitulo 3, que os sujeitos da
pesquisa foram dois discentes do final do Curso de Licenciatura em Matematica
da UFPE.

De inicio, retomemos as questdes didaticas tratadas no capitulo 3, para
indicar os focos de nosso trabalho, repetindo, para maior fluidez da leitura, a

citacdo inicial da secéo 3.3:

A aprendizagem apresenta frequentes rupturas (grifo nosso)
que podem ter origens e formas variadas: saltos informacionais (grifo
nosso), mudangas nas formas de controle (proto, para ou matematico),
origem ontogenética, escolha didatica, contingéncia epistemoldgica,
etc. Algumas das concepg¢des ndo desaparecem imediatamente em
beneficio de uma concepgdo melhor: resistem, provocam erros,
tornando-se, entdo “obstaculos”. (BROUSSEAU, 2008, p.48)

Como vemos, o pesquisador francés propde um elenco complexo de
rupturas na aprendizagem. Em face disso, limitamo-nos, no presente estudo, a
analisar possiveis rupturas na aprendizagem tipificadas como saltos
informacionais e obstaculos, com base, seja na analise preliminar, seja nos
dados obtidos durante o experimento realizado.

Seguindo as escolhas acima referidas, na fase de analises preliminares
de uma Engenharia Didatica, demos énfase a dimensdo matematico-
epistemologica.

Para tanto, fazemos, a seguir, uma visao geral de capitulos anteriores, em

especial o capitulo 4, dedicado a matematica da sequéncia didatica proposta.

6.1. Visao geral dos contetudos da sequéncia didatica



89

Um olhar mais geral sobre o que escrevemos no capitulo 4, permite-nos
identificar trés grandes blocos, nos quais podemos agrupar 0S conceitos e o

processo de validacao légica das proposicoes:

e Geometria dos poligonos: defini¢cdes iniciais, decomposi¢cdo/composicao.
¢ Relacdo de equidecomposicéao: transitividade, conexao com area.

e Teorema de Bolyai

Em seguida, comentamos brevemente cada um desses agrupamentos.

6.1.1. Geometria dos poligonos: defini¢des iniciais, decomposi¢cdo/composicao

A geometria dos poligonos é estudada em niveis diversos em todas as
fases do ensino béasico. Por isso, supusemos que 0s sujeitos, alunos de
licenciatura em Matematica, deviam ter adquirido conhecimentos sobre tais
conteudos, sem esquecer que traziam conhecimentos provenientes das suas
atividades do cotidiano, com a linguagem que, necessariamente, 0s acompanha.
A etapa da sequéncia visava destacar agqueles conceitos que iriam surgir com
maior frequéncia no experimento didatico. Incluimos entre eles:

e linha poligonal;

e regido poligonal/poligono;

e interior, exterior, fronteira (ou contorno) de um poligono;
e decomposicao de um poligono;

e composicao de um poligono;

Nessa fase, previmos estabelecer o didlogo para convencionar 0s
significados adotados para esses termos. Na teoria das situacdes didaticas, o
momento seria de estabelecimento das “regras do jogo”, ou de delimitagao de
parte do meio a ser oposto aos sujeitos no decorrer das atividades do

experimento.
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6.1.2. Relacdo de equidecomposic¢édo: transitividade, conexao com a grandeza

area

Partimos da hipétese de que a ideia de equidecomposi¢cdo possui uma
base empirica nas atividades escolares, nas quais, desde cedo, sdo realizados
trabalhos de corte e colagem, bem como, se utilizam, com frequéncia, 0s jogos
de Tangram e outros analogos. Por isso, num primeiro momento, proporiamos a
realizacdo de operacfes de decomposicdo/composicao de regides poligonais
gue favorecessem a aquisicdo do conceito de equidecomposicao.

Num segundo momento, proporiamos a passagem do emprego dessas
operacdes para a compreensdo de que a equidecomposi¢do € uma relacéo de
equivaléncia definida no conjunto dos poligonos. Nessa etapa, tratariamos da
reflexividade e da simetria dessa relacéo.

Em um terceiro momento, o tratamento da propriedade de transitividade
da equidecomposicao, iria se constituir em etapa de maior complexidade do

ponto de vista da aprendizagem, como detalharemos adiante.

6.1.3. Teorema de Bolyai

Como apoio na intuicdo geométrica e nos conhecimentos escolares era
esperado que o0s sujeitos afirmassem, sem dificuldades, que duas regides
poligonais equidecomponiveis possuissem a mesma area. No entanto, era
presumivel que nao formulassem a questdo: duas regides poligonais quaisquer
de mesma area, seriam, necessariamente, equidecomponiveis?

Como vemos, tratava-se aqui de indagar a validade da reciproca da
proposicao discutida anteriormente na se¢do anterior deste capitulo, em que
mencionamos que duas regifes poligonais equidecomponiveis possuiam a
mesma area.

Como dissemos no capitulo 4, a reciproca mencionada € o0 que
denominamos Teorema de Bolyai, objeto da parte final da sequéncia didatica.

Com base nas consideragdes acima, procuramos planejar as sessoes do

experimento e as atividades que a comporiam.
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6.2. Planejamento geral das sessdes de atividades

Para a realizacdo das tarefas, foi usada uma versdo do aplicativo
GeoGebra-Geometria, que é especifico para atividades no campo da geometria.
Nessa versdo, o menu do aplicativo (traduzido em portugués) é simplificado, uma
vez que se limita a ferramentas de geometria.

A realizacdo do experimento foi prevista para duas sessdes, com
duracdo média de trés horas. As sessfes para execucao das atividades pelos
sujeitos, com nossa presenca, seriam gravadas em audio e video, para posterior
transcricdo ou assisténcia.

Na primeira sessdo, planejamos abranger as etapas 6.1.1 e 6.1.2,
mencionadas na visdo geral dos conteddos da sequéncia, por meio das
atividades 1, 2, 3 e 4. Simultaneamente, seria procedida a familiarizacdo com o
GeoGebra-Geometria.

A segunda sesséo foi prevista para a validacdo do Teorema de Bolyali,

com base nas atividades 5 e 6.

6.3. A sequéncia de atividades proposta: andlise a priori

Para prosseguir, apresentamos a sequéncia de seis atividades, com seus
enunciados e andlises a priori. Ha, ainda, uma atividade complementar,
planejada como opcional na sequéncia.

Uma observacao inicial diz respeito a argumentacdo que 0S sujeitos
poderiam utilizar no experimento. Previmos que, na apresentacdo do software
GeoGebra-Geometria, seria destacado que, em seu menu, existem ferramentas
que permitem realizar translacbdes, rotacdes e reflexdes axiais em figuras
geomeétricas desenhadas em sua tela. Para analisar questdes didaticas que
surgem com o recurso a essas operagfes, vamos nos apoiar em um exemplo.

Tomemos a questdo de provar que dois triangulos sdo congruentes. Na
analise a priori, previmos que 0 sujeito adotaria, como argumentacdo, a
verificagdo empirica de que, transladando um dos triangulos via GeoGebra-

Geometria, seria possivel fazé-lo coincidir, visualmente, com o outro triangulo.
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Fizemos a hipétese de que tal escolha iria predominar como agéo do sujeito. Por
isso, fizemos a escolha se aceitar, no decorrer da resolucdo das atividades da
sequéncia didatica pelos sujeitos esse tipo de validacdo. Adotamos essa escolha
porque avaliamos que a complexidade das atividades propostas requeria uma
atenuacdo das exigéncias de rigor formal, sob o risco de ser alongada,
excessivamente, sua duracao.

Em decorréncia de nossa escolha, para preservar a compatibilidade com
a linguagem matematica utilizada no capitulo 4, na redacéo desta dissertacao,
vamos reservar os termos “prova’ e “demonstragdo” para as validacoes
puramente matematicas. Para outros tipos de validagéo, recorreremos a termos
como "argumentacao”, “confirmacgao”, “comprovacao”, “validacao”, “verificagao®,
entre outros. Julgamos justificada tal distingdo para valorizar o seu sentido
epistemologico em um texto no campo da didatica da matematica. No entanto,
na analise a priori, refletimos que esse cuidado terminolégico poderia gerar
dificuldades adicionais junto aos sujeitos, que utilizam frequentemente o termo
“prova” para designar varios tipos de validacdo. Decidimos, entdo, aceitar, no
decorrer dos didlogos com os sujeitos, empregar livremente os termos “prova”
e “demonstragdo” como sinbnimos daqueles outros acima mencionados.
Amparamos essa escolha no fato de que a distingdo em foco ndo € o objetivo
principal deste trabalho e, sim, a aquisicdo do conteudo do Teorema de Bolyai.

Nas etapas finais do experimento, a depender da evolucao dos sujeitos,
poderiamos complementar as validacbes apoiadas no emprego do software,
provocando um dialogo com eles. Nesse didlogo, procurariamos explicar, por
exemplo, que a superposi¢ao visualmente obtida via software, seria distinta da
congruéncia entre os dois triangulos demonstrada logicamente, com base nas
proposicdes da geometria euclidiana. Na primeira, estariamos diante de uma
argumentacdo empirica, afetada pelas imprecisdes inerentes as ac¢des no
mundo fisico. Na segunda, estariamos no ambito abstrato proprio das validagcbes
|6gico-matematicas.

Prosseguindo na analise a priori, comentamos outra questdo. O menu do
GeoGebra-Geometria também inclui ferramentas de medigao, particularmente
de comprimento, de angulo e de area. Alids, no software, para utilizar a
ferramenta de rotacdo do desenho de uma figura geométrica em torno de um

ponto, muitas vezes, precisamos primeiro efetuar uma medi¢ao de angulo, para,
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em seguida, efetuar a rotagéo cujo valor seja o obtido por medi¢&o desse angulo.
Como sabemos, qualquer processo de medicdo, mesmo aqueles realizados nos
computadores, contém, inevitavelmente, incerteza no resultado dessa medicao,
0 que torna esse procedimento invalido como uma prova légico-matematica.

Em face do emprego da medicdo via software, previmos uma atitude
diferente da que mencionamos sobre o uso das transformacdes geométricas do
menu do GeoGebra-Geometria. Proporiamos desestimular o emprego da
medicdo como argumento de prova matematica, procurando com isso, incentivar
a busca de argumentos matematicos no processo de validacdo. No entanto, tal
recomendacdo ndo seria valida no caso do uso da ferramenta de rotacdo em
torno de um ponto, no software pois, em alguns casos, é indispensavel efetuar
uma medicéo.

Mais uma questdo relativa as validacGes refere-se ao emprego de
exemplos, construidos com recurso ao GeoGebra-Geometria, como argumento
de validacdo de uma proposicdo matematica. Previmos que manteriamos,
durante a realizag&o da sequéncia, uma vigilancia com relagdo ao emprego por
parte dos sujeitos de casos particulares para a verificacdo de proposicdes de
carater geral. Essa vigilancia poderia ser exercida com interven¢fes nossas, em
que salientariamos o carater geral do procedimento adotado ou, em alguns
casos, “desestabilizando” o argumento utilizado com um caso nao incluido no
procedimento particular adotado pelo sujeito.

Uma JUultima observacdo € que, antes de iniciar as atividades,
estabeleceriamos um vocabulario junto aos sujeitos para nos certificarmos do
entendimento que eles teriam sobre algumas definicdes béasicas. Entre elas:
linha poligonal aberta e fechada; poligonos; poligono convexo; e ndo convexo;
ponto interior e de fronteira; vértices; lados; diagonais e decomposicao.

A seguir, apresentamos as atividades.
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6.3.1 Atividade 1: Decomposi¢éo de poligonos

Figura 32: Atividade 1
ATIVIDADE 1

1) Cada arquivo contém um poligono como na imagem abaixo.

Sua tarefa & decompor cada um deles em tridngulos.

Poligono na

tela 1

Poligono na

tela 2

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

A atividade 1 ofereceria aos sujeitos a oportunidade de se familiarizarem
com o uso do software, e de retomarem no¢des geométricas basicas.

Nesse momento do experimento, informamos aos sujeitos que as sub-
regides em que podemos repartir uma regido poligonal dada poderiam ser
regides poligonais quaisquer. No entanto, para simplificar a resolucdo de das
atividades 1,2,3, e 4, iriamos iniciar apenas com sub-regides triangulares.
Advertimos, também, que € possivel provar que essa exigéncia ndo traz perda
de generalidade. Noutros termos, podemos utilizar os dois tipos de
decomposicédo, que sao, de fato, logicamente equivalentes. Sabemos que essa
adverténcia estd amparada pelas demonstracdes apresentadas no capitulo 4
desta dissertacao.

Portanto, a operacdo de decompor um poligono significaria, nas citadas
atividades, decompor os poligonos em tridngulos, ou seja, triangularizar um
poligono. Além disso, n0s tomariamos, sem necessidade de validagdo, como

verdadeira a proposicdo: todo poligono pode ser triangularizado.
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Para isso, 0 sujeito poderia tracar segmentos de reta que dividissem um
poligono dado em triangulos ou poderia construir tridangulos diretamente sobre o
poligono dado, com a ferramenta “construir poligonos".

Ao aplicar a atividade, esperavamos que 0s sujeitos fizessem algumas
perguntas como:

Posso colocar um ponto no interior e ligar aos vértices? Devo usar apenas
a ferramenta de desenhar poligonos? Devo fazer o menor niumero de triangulos
ou a quantidade é livre? Tenho que manter a figura original? Devo nomear 0s
tridangulos formados?

Na atividade, as variaveis didaticas que levamos em conta foram:

e Vi1 poligonos convexos/ndo convexos
e Vv2: malha quadriculada exibida/ndo exibida na tela do GeoGebra-
Geometria.

Decidimos propor atividades nas quais haveria os dois valores da
primeira variavel, ou seja, atividades com poligonos convexos e outras com
poligonos ndo convexos. Apoiamos essa escolha no fato de que as
propriedades da equidecomposicdo e o Teorema de Bolyai sdo igualmente
validos nos dois tipos de poligonos. Além disso, avaliamos ndo haver
variacdo significativa de complexidade na triangularizacdo, nessas duas
categorias de poligonos. Quanto a segunda variavel, decidimos propor
apenas a tela sem a exibicdo da malha quadriculada. Amparamos a escolha
na hipotese de que a malha quadriculada, possivelmente, induzira
decomposic¢des das regides poligonais em sub-regides nao-triangulares, o
gue demandaria mais intervencdes nossas.

Previmos que esta atividade nao iria acarretar rupturas na
aprendizagem. No entanto, supusemos que seriam esperadas dificuldades
no uso do software, motivo pelo qual a consideramos uma atividade que
contribuiria para familiarizar os sujeitos com esse recurso didatico.

A seguir, mostraremos algumas resolucdes que eram esperadas para a

atividade 1:



Figura 33: Possiveis solu¢des para cada poligono da atividadel

Poligono na tela 2

Fonte: Elaboracéo prépria (2019)

6.3.2 Atividade 2: Composicao de poligonos

Figura 34: Atividade 2

ATIVIDADE 2

2) Escolha umas das decomposi¢des feitas na questao anterior para compor
uma nova figura com as partes obtidas.

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

A atividade 2 possibilitaria aos sujeitos trabalharem com as isometrias:
reflexdo, translacdo e rotacdo. O objetivo da questdo seria construir um novo

poligono com as partes da decomposicdo feita na atividade 1. Nessa etapa,
tratariamos da nocdo de equidecomposicdo para, entdo, formalizar esse
conceito. Eles poderiam usar ferramentas de translacdo, reflexdo e rotacao

disponiveis no software que deveriam investigar e entender seu uso’. O préprio

7 No menu do GeoGebra-Geometria existe também a ferramenta reflexdo em torno de um ponto,
gue pode ser entendida como uma rotacédo de 180° em torno desse ponto.
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software indica o que cada ferramenta faz e como deve ser utilizada, quando
selecionada.

Relativamente a essa tarefa, poderiam acontecer questionamentos sobre:
0S movimentos que poderiam realizar, ou sobre limitagdes relativas ao uso de
alguma ferramenta; se poderiam sobrepor as figuras, juntar apenas pelos
vértices ou deixar a figura “solta” (ou seja, desconexa); se seria possivel mover
0 objeto utilizando a ferramenta do cursor chamada mover que deixa implicita a
acdo de transladar; o uso do recurso duplicar, que faz uma cépia do objeto
matematico selecionado e armazena todo o percurso que deu origem ao obijeto.

Na atividade, eram previstas dificuldades com relacdo ao emprego das
ferramentas de translacdo, rotacdo e reflexdo disponiveis no GeoGebra-
Geometria dos recursos desse software para permitir a “colagem” das sub-
regides poligonais para formar a nova regido composta. Era previsivel uma
dificuldade especial no emprego das rotacdes necessarias em algumas
“colagens”. Tais isometrias realizam-se no software adotado, recorrendo-se a
uma medicdo de angulo. Disso decorre que a operagao € necessariamente de
resultado aproximado. Apesar disso, avaliamos que o emprego do software n&o
ficaria invalidado, mas seria um recurso heuristico a demandar posterior
justificativa com base nos conceitos envolvidos.

As rupturas na aprendizagem no decorrer da resolugdo da atividade
poderiam ocorrer na composicdo de novos poligonos pela justaposicdo das
partes obtidas na decomposicdo dos poligonos originais. Deveriam estar
relacionadas ao préprio conceito de poligono, pois os sujeitos poderiam formar
regibes ndo poligonais. Avaliamos que a distingdo entre poligonos e nao
poligonos implica de certo grau de complexidade, como ilustramos nos exemplos
no capitulo 4, em que figuras, tidas por muitos como poligonos, hdo cumprem o0s
requisitos da definigdo matematica usual, que € a adotada neste trabalho.

Propusemos que ocorreria, nesse momento, um fenbmeno de salto
informacional e optamos por uma intervencdo mais direta, caso 0s sujeitos
produzissem figuras nao poligonais. Tal decisdo amparou-se na necessidade de
nos focalizarmos nos conteudos centrais, o conceito de equidecomposicdo e o
Teorema de Bolyai, e diante da limitagdo do tempo disponivel para o
experimento.

A seguir, a imagem mostra uma possivel solucéo da atividade 2:
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Figura 35: Possivel solucédo da atividade 2 (poligono da primeira tela da atividade 1)

|

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
6.3.3 Atividade 3: Equidecomposicdo como relacdo de equivaléncia:

reflexividade e simetria.

Figura 36: Atividade 3

ATIVIDADE 3

3) Chamaremos a figura inicial de A e a nova figura, feita na atividade 2, de B.

a) O que a figura B tem em comum com a A?
b) Uma decomposi¢do A pode compor novamente a figura A7

¢) Podemos compor A com partes de B?

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Apos arealizacéo de operacdes de decomposicdo/composicao de regides
poligonais para a aquisicdo do conceito de equidecomposi¢cao, a atividade 3
visava a passagem do emprego dessas operacdes para a compreensao de que
a equidecomposicdo é uma relacdo de equivaléncia definida no conjunto dos
poligonos.

Vencida a etapa da compreensao das operacdes de equidecomposicao
de regibes poligonais, era muito provavel que a compreensdo da
equidecomposi¢cdo como uma relacdo de equivaléncia no conjunto das
regidbes poligonais, devesse encontrar dificuldades para ser adquirida pelos
sujeitos. Previmos, em nossa analise a priori, varias rupturas na aprendizagem
na realizagédo da atividade 3, na qual, como vemos, tratariamos da reflexividade

e da simetria da equidecomposicéo.
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No item (a), os sujeitos poderiam responder, por exemplo, que as figuras
sdo: congruentes; semelhantes; equivalentes; a unido das mesmas partes; de
mesma area. Era presumivel, também, que mencionassem outras
caracteristicas comuns: as duas tém o mesmo numero de lados e/ou vértices;
ambas s&o poligonos convexos ou NAo conNvexos.

Conjecturamos que além disso, o conhecimento adquirido sobre o
conceito de igualdade de area é presente no ensino basico a tal ponto de ser
destacado com uma denominacao propria: duas regides planas de mesma area
sdo denominadas equivalentes. Dessa forma, a equivaléncia de duas regides
planas, por terem a mesma area, € muito mais presente no contexto escolar do
gue a equivaléncia por serem equidecomponiveis.

Ao adotarmos a proposta por Brousseau, fizemos a hipétese de que se
trataria, nesse caso, de uma ruptura na aprendizagem do tipo obstaculo de
origem didatica.

O segundo momento de ruptura poderia ocorrer na resolucdo do item (b)
quando iniciassemos o didlogo para uma validacdo logica de que a
equidecomposic¢ao € uma relagao reflexiva: “O poligono A é equidecomposto ao
poligono A”. Fizemos a hipétese de que os sujeitos considerariam tal afirmacao
“evidente por si mesma e que dispensaria validagao”. Além disso, como vimos
no capitulo 4, a prova é feita com apoio apenas na definicdo em questdo e
recorrendo-se ao proprio poligono A como uma decomposicdo de A.
Conjecturamos tratar-se de uma argumentacéo logica que, apesar de correta, €
pouco usual. Nesse momento, avaliamos que estariamos diante de um salto
informacional. Previmos, entdo, que, se necessario, poderiamos fornecer, aos
sujeitos, um contraexemplo: a relacdo nao-reflexiva “ser parte prépria de”,
definida no conjunto dos poligonos.

Um terceiro momento em que avaliamos que ocorreria uma ruptura na
aprendizagem seria o tratamento da simetria da relacdo de equidecomposicao:
“Se o poligono A é equidecomposto ao poligono B, entdo, o poligono B é
equidecomposto ao poligono A”. Teriamos, aqui, um novo salto informacional.
Neste caso, o contraexemplo a ser invocado poderia ser a relagdo ndo-simétrica:
“ser filho ou filha de”, definida entre pessoas.

Mesmo aceita a necessidade de comprovacado das propriedades de

reflexividade e de simetria, 0s argumentos a serem invocados poderiam nao ser
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produzidos pelos sujeitos, e estariamos diante de mais saltos informacionais
motivo pelo qual previmos intervengdes nossas para “destravar” o andamento da
sequéncia de ensino.

A atividade 4 deveria tratar da transitividade da equidecomposicéo,
concluindo a validagdo de que tal relacdo, de fato, € uma equivaléncia no
conjunto das regides poligonais. Decidimos separa-la em uma atividade
especifica pela maior complexidade de sua validacdo quando comparamos com

as comprovacoes da reflexividade e da simetria.

6.3.4 Atividade 4: Transitividade da equidecomposicao

Figura 37: Atividade 4
ATIVIDADE 4:

4) Sao dadas trés figuras como na imagem abaixo. Sendo A

equidecomponivel a B e B equidecomponivel a €.

A B c

a) A é equidecomponivel a C?

b) De que modo vocé pode mostrar isso ao seu colega?

Fonte: Elaboracéo prépria (2019)

Como sabemos, a transitividade expressa-se na proposi¢cao: “Se o
poligono A é equidecomposto ao poligono B e este € equidecomposto ao
poligono C, entéo, o poligono A é equidecomposto ao poligono C”.

Varias rupturas na aprendizagem poderiam surgir na resolugdo dessa
atividade. Uma primeira ruptura possivelmente seria analoga a que indicamos no
caso da reflexividade e da simetria: “isso é evidente, ndo precisamos provar”.
Uma origem possivel desse tipo de conhecimento do senso comum poderia ser

o fato de que sdao muito frequentes as relagbes transitivas entre entidades do
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cotidiano e mesmo da matematica. Se necessario, poderiamos apresentar o
contraexemplo da relagéo “ser antecessor imediato de”, definida no conjunto dos
nameros naturais, porque 1 € antecessor imediato de 2, 2 € antecessor imediato
de 3, mas 1 ndo € antecessor imediato de 3.

Com respeito a elaboracdo de uma comprovacdo correta da
transitividade, previmos que poderiam surgir dificuldades na aprendizagem por
serem comuns na escola (e até mesmo fora dela) os quebra-cabecas do tipo
Tangram, em que as pecgas com as quais se decompdem e se compdem todas
as regides poligonais sdo os mesmos poligonos — sete poligonos no caso do
Tangram classico. Dito de outra maneira, nesse caso, as figuras poligonais
componentes ja sdo dadas e, com elas, formam-se todas as figuras. Isso poderia
conduzir ao argumento errbneo de que, com as pecas disponiveis, podemos
formar as regifes poligonais A, B e €. Convém observarmos que, o trabalho
pedagdgico amparado apenas no jogo do Tangram, pode induzir a um
conhecimento falso de que uma regido poligonal admite apenas uma
decomposicdo em regides poligonais.

Além disso, observamos que, em muitos textos matematicos,
possivelmente por razdes de simplificacdo da abordagem, os(as) autores(as)
contentam-se em justificar a transitividade da relacdo de equidecomposicdo com
base na apresentacdo de um exemplo em que se recorre a validacdo visual da
propriedade em causa. Em patrticular, isso ocorre em Boltianski (1981).

Para comprovar a transitividade da relacdo de equivaléncia, insistiriamos
que a definicAdo de equidecomposicdo que irilamos empregar era a
equidecomposicdo por meio de triangularizacdes. Assim, conhecida a
triangularizacdo que garante que A e B sao equidecomponiveis, e a
triangularizacdo que permite afirmarmos que B e € s&o equidecomponiveis, 0
problema que os sujeitos deveriam resolver € o de construir uma triangularizacéo
de A que permitisse construir C.

Deveriam notar que, com triangulos da decomposicdo de 4, com 0s quais
é possivel montar B, dificilmente conseguiriamos compor, também, C. E
essencial compreender que ndo ha nenhuma garantia de que os triangulos que
tornam A e C equidecomponiveis sdo 0os mesmos que tornam B e C

equidecomponiveis.
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Sendo assim, seria necessario encontrar outra triangularizacéo de B com
a qual pudéssemos construir tanto € quanto A. A estratégia para conseguir esse
objetivo seria a sobreposicdo das duas triangularizacbes encontradas para B,
para gerar uma terceira triangularizacdo de B que sirva tanto para compor A
quanto C, provando o que se queria.

Tendo em conta as varias possiveis dificuldades comentadas nos
paragrafos precedentes € que optamos por formular a atividade 4 de tal modo
que ficassem evidenciadas as triangularizagbes “intermediarias” e restasse o
problema de encontrar a triangularizagdo de B que fornecesse a
equidecomposicdo de A e de €. Com isso, esperdvamos contornar as referidas
dificuldades e, assim, garantir que o conteudo essencial da sequéncia didatica,
o Teorema de Bolyai, fosse atingido.

Mesmo com essas escolhas, a demonstragcdo da transitividade da
equidecomposicdo apresentada no capitulo 4 levou-nos a considerar o problema
acima descrito possuia um nivel de complexidade que geraria uma ruptura na
aprendizagem do tipo salto informacional, na resolucéo da atividade 4.

Com o final dessa atividade, teriamos concluido a primeira etapa da
sequéncia. Pretendiamos, assim, ter dado os elementos necessarios para
realizacdo das préximas atividades da sequéncia que conduziriam a validacao

do Teorema de Bolyai.

6.3.5 Atividade 5: Teorema de Bolyai (parte 1)

Na atividade 5, pretendiamos tratar o Teorema de Bolyai como uma
proposicdo reciproca da afirmacdo de que poligonos equidecomponiveis

possuem a mesma area.
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Figura 38: Atividade 5
ATIVIDADE 5:

5) O que podemos dizer a respeito da equidecomposi¢do de acordo com

que ja foi visto nas atividades passadas, vamos colocar em pratica usando

0 GeoGebra Geometria.

a) Figuras equidecomponiveis tem a mesma area? Prove.

b) Figuras de mesma area sdo equidecomponiveis? Prove.

Fonte: Elaboracéo propria (2019)

No item (a), era esperado que 0s sujeitos verbalizassem, sem dificuldade,
que “Se o poligono A é equidecomposto ao poligono B, entdo A e B possuem a
mesma area”, porque “os poligonos sao feitos das mesmas partes”.
Amparavamos essa suposicdo no fato de os sujeitos ja trazerem de sua
formacdo escolar anterior certa familiaridade com equidecomposicao de figuras
planas e com a ideia intuitiva de area.

Contudo, em conformidade com o que afirmamos anteriormente, nos
inicio do presente capitulo, fizemos a escolha se aceitar, no decorrer da
resolucao do item (a) da atividade, uma comprovagao apoiada na emprego das
operacdes propiciadas pelo GeoGebra-Geometria e na argumentacdo verbal
gue expressasse as propriedades da grandeza area, em especial a aditividade
e a invariancia por isometrias. Nao era esperado que 0s sujeitos recorressem a
uma prova dessa implicacdo nos moldes da que apresentamos no capitulo 4. A
despeito disso, planejamos realizar uma intervencdo, caso hecessaria,
explicitando as propriedades matematicas da funcdo medida de éarea que
intervém na prova.

Com relacao ao item (b), previmos que a primeira parte da questao seria
logo respondida afirmativamente pelos sujeitos. No entanto, supusemos que
ocorreria uma ruptura com relacdo a validagdo dessa proposicéao.
Conjecturamos que a validade da implicacdo expressa no item (a) levaria os
sujeitos a considerar valida, também, sua reciproca, contida no item (b). Nossa
justificativa baseava-se na suposi¢éo de que, no ensino da geometria euclidiana,
na escola e até mesmo na formacdo do professor, estudam-se com maior

énfase, implicacbes cujas reciprocas também sdo proposicdes verdadeiras, a
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exemplo dos teoremas: dos angulos da base de um triangulo isdsceles; de
Pitagoras; dos angulos alternos internos; e de Tales. Adotando a tipificacao
proposta por Brousseau, julgamos que nesse caso, a ruptura na aprendizagem
seria um obstaculo de origem didatica. Planejamos, entdo, que fariamos uma
intervencao confirmando a necessidade de validacdo dessa proposi¢ao, que
denominamos de Teorema de Bolyai.

Além disso, se recorrermos capitulos 3 e 4, podemos ver que as
dificuldades presentes na propria estrutura légica da prova ali apresentada, de
consideravel complexidade para a aprendizagem, conduziu-nos a supor que, ao
construir validacdo do teorema citado, ocorreria uma ruptura na aprendizagem
do tipo salto informacional. Diante disso, decidimos que estabeleceriamos um
dialogo com os sujeitos para delineamento dos passos dessa validacao.

Para iniciar o dialogo mencionado acima, planejamos solicitar dos sujeitos
a construcdo de duas regibes poligonais de mesma area e, em seguida,
pediriamos que comprovassem que tais regides eram equidecomponiveis. Como
dissemos anteriormente, aceitariamos a argumentagdo verbal amparada na
realizacdo de operacdes sobre 0s poligonos em jogo, com recurso ao GeoGebra-
Geometria.

Construidos os dois poligonos, esperdvamos que eles decompusessem
em triangulos uma das regides e tentassem, a partir dessas sub-regides, efetuar
translagbes ou rotagdes, com o intuito de montar, com elas, a outra regiao. No
entanto, previmos que, dessa maneira, dificilmente seria possivel compor a outra
regido. Antecipamos que, nesse momento, deveriamos prosseguir no didlogo
visando a apresentacdo da estrutura da validacéo.

Do capitulo 4, extraimos a estrutura légica da demonstracéo,
esquematizada a seguir.

Suponhamos que séo dados dois poligonos A e B, possuindo a mesma

area. Os passos da validacdo séo a seguir descritos.
|. triangularizar A4;
Il. comprovar que um triangulo e um retangulo de base fixada, de mesma

area, sao equidecomponiveis, 0 que resulta de dois fatos:

o um triangulo é equidecomponivel a um retangulo;
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o um retangulo é equidecomponivel a um retangulo de base preé-

fixada MN, o que é implicado pela afirmac&o:

» dois paralelogramos de mesma area e mesma base sao
equidecomponiveis.
Construir um retangulo € , de base MN , equicomposto ao poligono 4, o

gue permite escrever que A~C e area(A) = area(C);

Repetir o procedimento acima descrito com respeito ao poligono 4, , o
que permite construir um retangulo D , de base MN , e equicomposto ao
poligono B. Isso permite escrever:
D~B e area(B) = area(D);

Observar que a igualdade das areas de A e de B acarreta a igualdade das
areas dos retangulos, que por terem a mesma base MN séo
necessariamente congruentes e, em consequéncia, equidecomponiveis:
C~D.
Recorrer a transitividade da relacéo de equidecomposigéo para finalizar a
validacéo:

A~C; C~D; D~B = A~B.

No esquema da validac&do, observamos que as passagens fundamentais

estdo concentradas nos itens I, Il e lll. Os itens seguintes (IV, V, VI) sdo

repeticbes dos procedimentos seguidos nos trés primeiros. Diante da

necessidade de limitar o nUmero de sessdes, bem como a duracdo de cada uma

delas, previmos enfatizar apenas os itens |, Il e 11l da validacao.

A atividade 6, a seguir foi prevista como uma situacao didatica capaz de

permitir o prosseguimento da resolucao da sequéncia didatica proposta.

6.3.6 Atividade 6: Teorema de Bolyai (parte 2)

A sequir, o texto da atividade 6:
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Figura 39: Atividade 6
ATIVIDADE 6

Propomos as etapas abaixo, usando o software GeoGebra Geometria,

como um caminho para respondermos a atividade anterior.

6) Dados dois poligonos de mesma area, iremos decompondo cada um
deles. A ideia é que cada tridngulo da decomposi¢cdo pode ser também

decomposto para compor uma figura mais simples que as iniciais dadas.

a) Mostre que qualquer tridngulo, e consequentemente cada triangulo da

decomposi¢do acima pode ser decomposto em algum retangulo.

b) Decomponha um retdngulo qualquer de forma que possamos construir

um outro retangulo de base conhecida.

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

De acordo com a demonstracao feita no capitulo 4, o item (a) refere-se a
proposicdo 10, na qual demonstramos que qualquer triangulo €
equidecomponivel a um retangulo.

Em nossa andlise a priori, previmos que 0s sujeitos ndo deveriam ter
dificuldades maiores para a resolucdo desse problema nos moldes de uma
validacdo informal, apoiada na \visualizacdo das operacbes de
decomposicdo/composicdo e da realizacdo de isometrias, com recurso ao
GeoGebra-Geometria.

Adotamos essa hipotese ao considerar que os sujeitos, estudantes de
licenciatura, ja haviam adquirido tal conhecimento ao se defrontarem, nas varias
etapas de sua formacdo basica e universitaria, com a deducédo da férmula da
area de um triangulo a partir da férmula da area de um retangulo, que supusemos
ser um conhecimento ja adquirido pelos sujeitos. Como sabemos, uma das
maneiras de obter a primeira férmula da segunda é provar que qualquer triangulo
possui a mesma area que um retangulo, recorrendo a relacdo de
equidecomposicao dessas duas figuras geomeétricas.

Como vemos, no item (b), propusemos aos sujeitos comprovar que, dado

um retangulo qualquer, existe um retangulo, com lado predeterminado,
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equidecomponivel ao retadngulo original. Esse é o contetdo da proposi¢éo 11 do
capitulo 4 desta dissertacao.

De inicio, observamos que, dado um retangulo qualquer, se procuramos
um retangulo de lado fixado que seja equidecomponivel ao retangulo original, o
outro lado desse segundo retangulo fica determinado, porque essas duas figuras
geomeétricas deverao possuir a mesma area.

Nesse caso, a analise a priori que deveriam ocorrer rupturas na
aprendizagem que supusemos recairem na categoria de saltos informacionais,
originados na complexidade dessa validacao.

Uma primeira ruptura deveria ocorrer porque avaliamos que haveria
tendéncia a comprovar a equidecomposicao de retangulos recorrendo as malhas
(quadradas ou triangulares) disponiveis no GeoGebra-Geometria. Tal
procedimento iria requerer nossa intervencao para dialogar com 0s sujeitos
sobre a validade geral desse tipo de procedimento. Um modo de “desestabilizar”
tal argumento seria propor dois retangulos de mesma area, mas “fora da malha”
escolhida no GeoGebra-Geometria.

Outra estratégia que levaria ao insucesso na resolucdo do problema, mas
que seria atraente, é “fatiar” um retdngulo em sub-regides retangulares e tentar
compor, por justaposi¢cdo, o outro retangulo. Tal procedimento poderia ser

“desestabilizado” pela proposi¢cdo de um retangulo com lados de medidas, por

exemplo, 1em x 5¢m, e outro com lados de medidas v5cm x vV5cm . Nesse
caso, poderia até mesmo perdurar a resisténcia dos sujeitos a abandonar a
estratégia de “fatiamento” ao recorrerem ao argumento de que € possivel
efetuarmos um “fatiamento infinito”. Como sabemos, tal apelo ao conceito de
infinito ndo € compativel com o de equidecomposicdo adotado no capitulo 4
deste trabalho, em que é finito o nUmero de sub-regiées com as quais podemos
efetuar uma equidecomposicéo.

Em face dessas previsdes, planejamos uma intervencdo em que
apresentariamos um roteiro para a validacdo do item (b), composto de trés
casos, com base na relagdo entre os comprimentos dos lados do retangulo
original e o lado fixado do segundo retangulo. Além disso, em todos 0s casos,
os dois retangulos ja seriam “encaixados um no outro” de modo apropriado para

a resolucéo da validag&o da proposi¢éo 11, do capitulo 4.
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Ainda na fase de analise a priori, observamos que o lema 4, do capitulo
4, desempenha um papel central na demonstracdo da proposicdo 11. Diante
disso, teriamos, entdo duas possibilidades, a depender do transcorrer do
experimento.

A primeira possibilidade seria tomar o lema 4 como verdadeiro,
dispensando sua validacdo, e concluir a segunda e Ultima sessdo do
experimento com uma retomada completa do experimento, a ser realizada por
nds, para cumprir a etapa de institucionalizacdo do conhecimento visado na
sequéncia.

A segunda possibilidade seria propor uma atividade complementar, na
qual solicitariamos a comprovacao do lema 4, ap6s o término da resolucédo do
item (b) da atividade 6. Essa foi a escolha que fizemos no capitulo 4, na prova
matematica da proposigéo 11.

Sabemos que, na ordem de apresentacdo em muitos textos de
matematica, a prova de um lema precede a demonstracado da proposi¢cao em que
esse lema é utilizado. Preferimos empregar a ordem inversa por entender que,
dessa maneira, favorecemos a compreensao do papel do lema 4 na validagéo
da proposicéo 11.

Com respeito a essa segunda op¢ao — comprovacéao do lema 4 — seguem-
se observacdes de nossa analise a priori.

Quando examinamos a demonstracdo do lema 4, no capitulo 4,
identificamos um nivel de complexidade que deveria gerar uma ruptura na
aprendizagem do tipo salto informacional. Planejamos, entdo, intervir e
apresentar aos sujeitos uma estruturacdo da comprovacado que deveriam
realizar. Ainda com essa intervengao inicial, poderiam surgir rupturas adicionais
na aprendizagem dons varios casos em que se pode dividir a validacdo completa
do lema 4.

Além disso, cabe um comentario especial sobre uma etapa da validacéo
do lema 4, que fazemos a seguir.

Podemos observar que, na prova do citado lema, no capitulo 4,
recorremos ao denominado axioma de Arquimedes para 0os numeros reais e,

além disso, mencionamos uma versao geomeétrica desse axioma:
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Axioma de Arquimedes para segmentos de uma semirreta

Dado um segmento de reta AU em uma semirreta AX e dado um
segmento de reta qualquer, AB, existe um nimero natural n, tal que

AB < n.AU.

Na demonstracdo do Teorema de Bolyali, € frequente, nas obras, que haja
apenas uma breve referéncia a alguma versdo do axioma de Arquimedes.
Noutras, como Boltianski (1981), ndo h& sequer menc¢éo ao referido axioma.

Um possivel argumento para tal opcdo seria o de que o axioma de
Arquimedes ¢é suficientemente intuitivo e facil de ser aceito e poderiamos
dispensar maior atencéo a ele em uma abordagem inicial do Teorema de Bolyai.
Tudo se passa como se fosse Gbvio que, justapondo seguidamente um dado
segmento de reta ao longo de uma semirreta, poderiamos formar um segmento
de reta “tdo grande quanto quisermos”.

Além disso, concorre para a opcao de ndo mencionar a necessidade de
emprego do axioma de Arquimedes, o fato de que os contraexemplos obtidos
em geometrias ndo-arquimedianas contrariam fortemente a intuicdo que se
origina da percepcéo visual dos objetos geométricos reais ou desenhados:
precisamos, por exemplo, de um segmento de reta de comprimento
“‘inalcangavel” por multiplos inteiros de um dado segmento de reta (Hartshorne,
2000, p.198).

Em vista do exposto, previmos apenas mencionar a validade da operacéo
de obter um segmento de reta de comprimento arbitrariamente grande por

justaposicéo de outro segmento de reta.



110

7. DESCRICAO E ANALISES DO EXPERIMENTO DIDATICO
REALIZADO

Neste capitulo, descrevemos como transcorreu cada atividade e fazemos,
simultaneamente, andlises didaticas sobre o experimento.

Como é indicado em uma engenharia didatica, na fase da experimentacao
devem ser feitas analises a posteriori, com base nos dados empiricos
observados, mas também, podem ser realizadas andlises que derivam dos fatos
matematicos envolvidos, por isso, andlises a priori, suscitadas por ocorréncias
durante o experimento. Essa conjuncdo de analises e outros fatos observados
no decorrer da resolucdo das atividades, nos levou, em alguns casos, a
adaptacbes na sequéncia proposta, além dar origem a propostas de
modificacdes para futuras investigacoes.

Como dissemos no capitulo anterior, a previsao era realizar o experimento
em duas sessfes, com trés horas de duracdo, aproximadamente. A primeira
sessdo ocorreu de acordo com esse planejamento. No entanto, néo foi possivel
seguir o planejamento original e concluir a resolucdo da sequéncia ao fim da
segunda sesséo. Decidimos, entéo, realizar uma terceira sessao, para conclusao
do experimento didatico.

No experimento, verificamos que 0s sujeitos jA conheciam o software
GeoGebra-Geometria bem como outros, a exemplo do Apprenti Géomeétre, ao

gual eles se referiram em alguns momentos das sessoes.

7.1 Primeira sessédo da sequéncia

Antes de iniciarmos as atividades, estabelecemos o vocabulario
necessario para o desenrolar da sequéncia. Usamos o quadro branco para ir
anotando as palavras e as discutindo. Brevemente, foi explicado aos sujeitos que
o trabalho tratava de poligonos e a primeira pergunta que iniciou a construgao
desse vocabulério foi: o que € uma linha poligonal? O interesse era saber qual a
nocao que eles tinham de linha poligonal aberta e linha poligonal fechada. Em
resposta, disseram que era aquilo que formava o poligono e que tinham que ser
retas. Associados a essas ideias, nos fizemos os desenhos a seguir, no quadro

branco:
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Figura 40: Linhas poligonais aberta e fechada

M \

Fonte: Registro préprio (2019)

Tais desenhos foram feitos com o intuito de esclarecer que a primeira
imagem ilustra uma linha poligonal, mas ndo € um poligono e a segunda sim. De
acordo com essas escolhas, prosseguimos para definir o que sdo poligonos. Por
ter sido mencionado, foi discutido o conceito de poligono regular, a despeito de
nao ser um conceito pertinente em nenhuma parte do experimento.

Igualmente, o conceito de poligono convexo foi trazido pelos sujeitos.
Como dissemos, as proposicfes matematicas envolvidas no experimento sédo
validas, também, para poligonos ndo convexos.

Definimos o que séo vértices e lados. Para esta ultima definicdo, foi
relembrada a definicdo de segmento de reta. Nesse momento, outro conceito
estabelecido foi o de interior de um poligono.

No passo seguinte, estabelecemos que o termo poligono iria ser utilizado
para designar a regido do plano composta de uma linha poligonal fechada
reunida com seu interior. Ficou também esclarecido que usariamos,
indistintamente, as expressfes poligono ou regido poligonal, para designar o
objeto geométrico constituido por uma linha poligonal reunida com seu interior.

A etapa seguinte consistiu no estabelecimento do conceito de
decomposicdo de um poligono. Ao ser perguntado aos sujeitos o que eles
entendiam por decompor uma figura, eles responderam que “decompor seria

repartir uma figura”.
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Com base nessa ideia, explicitamos a restricdo de que, na composic¢ao
de um novo poligono, a interseccdo entre duas partes quaisquer da
decomposicédo do poligono original ndo contivesse nenhum ponto interior dessas
partes. Adicionalmente, explicamos que, por razdes a serem tornadas mais
claras posteriormente, iriamos adotar, nas atividades 1, 2, 3 e 4, a defini¢cdo de
decomposicdo em que as partes fossem apenas triangulos. Dessa forma, ficou
estabelecido que iriamos tratar, nessas atividades, apenas de triangularizacdes
de regides poligonais.

Apébs essa discussdo, pudemos iniciar a sequéncia. Cada sujeito estava
com um computador e foram colocados em lados opostos da mesa, para que
nao pudessem ver o que o outro fazia. A escolha foi feita para favorecer o

surgimento de solugdes distintas no decorrer da resolucao das atividades.

7.1.1 Atividade 1: Decomposi¢éo de poligonos

Figura 41: Atividade 1
ATIVIDADE 1
1) Cada arquivo contém um poligono como na imagem abaixo.

Sua tarefa € decompor cada um deles em tridngulos

Poligono na

tela 1

Poligono na
tela 2

Fonte: Elaboracgéo propria (2019)

Em cada computador, foram abertas duas janelas do GeoGebra-
Geometria e, em cada uma, deixamos construidas uma figura para que os
sujeitos apenas tivessem que a decompor. A seguir, temos as imagens de cada

uma dessas janelas:



Figura 42: Poligono da janela 1

Fonte: Registro préprio (2019)

Figura 43: Poligono da janela 2

Fonte: Registro préprio (2019)
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No software, ndo existe uma ferramenta especifica para a acdo de

decomposicdo. Os sujeitos ficaram livres para decompor como achassem

melhor.

Uma duvida que surgiu no inicio da atividade: é possivel fazer movimentos

de rotacao, reflexdo ou translacdo de figuras com o GeoGebra-Geometria?

Possivelmente, tal davida surgiu pela comparacdo com o que se pode fazer com

ferramentas especificas do software Apprenti Géomeétre, conhecido pelos

sujeitos, e ndo por terem sentido a necessidade de realizar tais movimentos,

para a realizacéo da atividade. Em resposta, foi explicado que é possivel, sim,
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fazer todas essas transformagdes, mas de maneira diferente do que pode ser
feito com o software Apprenti Géometre.

Os dois sujeitos escolheram caminhos diferentes para resolver a questao.
O sujeito 1, comecgou por marcar os vértices do primeiro poligono dado por meio
da ferramenta do software para esse fim e, em seguida, comecar a triangulariza-
los. Criar pontos nos vértices previamente usados para gerar um poligono néo &
uma operacao necessaria no GeoGebra-Geometria, uma vez que o software
reconhece tais vértices como objetos geométricos a partir do momento em que
foram criados, na construgdo do poligono. Em face dessa informacéo, o sujeito
1 passou a dispensar a operacao de criar pontos nos vértices. Vejamos, no

protocolo abaixo, o uso da ferramenta selecionada pelo sujeito 1:

Figura 44: Operac¢do de decomposi¢ado do poligono da janela 1 pelo sujeito 1

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito fez operac¢des analogas no poligono da janela 2. Ao final, obteve

as seguintes triangularizacoes:
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Figura 45: Decomposicéo do poligono da janela 1 pelo sujeito 1

Fonte: Registro proprio (2019)

Figura 46: Decomposicéo do poligono da janela 1 pelo sujeito 1

@ Geometria - GecGebra

Fonte: Registro proprio (2019)

O sujeito 2 decompds os poligonos de forma diferente. Decidiu criar
segmentos para recorta-lo e ndo procurou criar pontos nos vértices. Registramos

as operacoes realizadas pelo sujeito 2, e a ilustramos na figura a seguir.
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Figura 47: Operacéo de decomposicao do poligono da janela 1 pelo sujeito 2

MORE

Fonte: Registro proprio (2019)

O sujeito 2 também usou a mesma operacao com o poligono da janela 2.
Ao final, obteve as seguintes decomposicdes:

Figura 48: Decomposi¢éo do poligono da janela 1 pelo sujeito 2

Segment Line

Xy
@

MORE

Fonte: Registro préprio (2019)
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Figura 49: Decomposicéo do poligono da janela 2 pelo sujeito 2

B |

Basic Tools

Segment

Fonte: Registro préprio (2019)

Na Atividade 1, pode ser observado que o sujeito 2 escolheu uma
decomposi¢cdo com mais sub-regides do que a adotada pelo sujeito 1.

Os sujeitos tiveram oportunidade de conhecer as duas solugbes
encontradas, a sua e do outro sujeito. Essa foi uma etapa relevante, porque
foram produzidas duas triangularizacdes distintas para cada um dos poligonos
propostos na atividade. Tal fato € fundamental para a aquisicdo do conceito de
triangularizacdo. N&o € incomum conceber-se, erroneamente, que s6 ha uma
triangularizacdo para um dado poligono.

Como previsto na analise a priori, ndo foram verificadas rupturas na
aprendizagem na resolucdo da atividade 1, ocorrendo, como esperavamos,
certas dificuldades no uso do GeoGebra-Geometria, que foram, gradativamente,

sendo superadas.
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7.1.2 Atividade 2: Composicédo de poligonos

Figura 50: Atividade 2
ATIVIDADE 2

2) Escolha umas das decomposic¢des feitas na questao anterior para compor

uma nova figura com as partes obtidas.

Fonte: Elaborada pela autora (2019)

A atividade é uma continuacdo da atividade anterior. Nela, os sujeitos
deviam escolher um dos poligonos decompostos para, com as pecas formadas,
criar outro poligono. Na etapa, surgiu a necessidade do uso da translacéo para
movimentar as partes da decomposicdo. Foi vedado o uso do recurso “duplicar’
do menu do GeoGebra-Geometria, porque, ao executar a duplicacdo, o
programa armazena todo o histérico das operacdes realizadas na figura original,
0 que sobrecarrega, desnecessariamente, a memoria do GeoGebra-Geometria.
A opcao de “transladar por um vetor”, existente no menu, foi, entdo, empregada
pelos sujeitos. Para facilitar o procedimento, os sujeitos foram instruidos a colorir
as partes da decomposicédo realizada por ele, assim como os vetores que
‘comandam” a translagéo de cada “peca’.

Vejamos um recorte do didlogo transcrito a seguir:

- Sujeitol: N&o é pra ser um poligono?

- Pesquisadora: Sim, deve ser um poligono. Que condi¢des a gente
vai ter que impor a essas figuras para que sejam poligonos?

[...]

- Pesquisadora: O que a gente pode ou ndo pode fazer pra montar
essa nova figura?

- Sujeito 2: Nao pode sobrar triangulos, eu tenho que usar todos.

- Pesquisadora: Outra coisa que eu nao posso é sobrepor as pecas.
- Sujeito 2: Porque sendo vai mudar, por exemplo, a area.

No didlogo acima, a fala do sujeito 1 revela que ele fora levado a cogitar
de figuras que nédo fossem poligonos.

Em nossa analise a posteriori da etapa da sequéncia, verificamos que a
previsao que haviamos feito no item 6.3.2, de que ocorreria, nesse momento do

experimento, uma ruptura na aprendizagem do tipo salto informacional ficou
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prejudicada por uma falha no enunciado da atividade. Com efeito, como néao
explicitamos que a nova figura a ser composta fosse um poligono nédo pudemos
avaliar se os sujeitos apresentariam resolucdes ndo compativeis com a definicdo
de poligono.

A presente analise sugere-nos que, em futuros experimentos, tal
especificacdo deveria constar do enunciado. De fato, as propriedades
matematicas definidoras de um poligono ndo sdo um conhecimento a que
possamos recorrer facilmente, o que pode ser comprovado na figura 9 do
capitulo 4.

Para prosseguirmos no experimento, interviemos, retomando a definicdo
de poligono. Em patrticular, foi discutido que a nova figura ndo poderia ser ligada
apenas pelos vértices, pois, assim, nao formariamos poligonos.

Na dultima fala acima, do sujeito 2, observamos como o estudo da
decomposicdo e composicao de figuras planas esta entrelacado ao estudo do
conceito de area, uma vez que esse conceito ndo havia sido foi mencionado em
nenhum momento anterior.

No comeco, 0s sujeitos tiveram um pouco de dificuldade para transportar
as partes decompostas, mas, com algumas tentativas, conseguiram criar 0s
vetores e até colori-los, para facilitar a movimentacdo. Observemos abaixo a
sequéncia realizada pelo sujeito 1, no decorrer do procedimento: ele selecionou

o vetor laranja, para efetuar a translacéo desejada no triangulo de mesma cor.
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Figura 51: Translac&o de parte de uma decomposicéo pelo sujeito 1

i

Fonte: Registro proprio (2019)

Além da translagdo, os sujeitos tiveram de efetuar uma rotacdo em
algumas pecas. Essa opcao foi feita usando a ferramenta de rotacdo em torno
de um ponto. Para o emprego dessa ferramenta, o usuario deve selecionar
primeiro o objeto, depois o centro da rotacdo e, entdo, o angulo de rotacao.

Nesse momento, foi indicado que poderiam medir o &ngulo que desejavam para
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efetuar a rotacdo. Esse angulo foi medido e a ferramenta de rotagdo foi

selecionada com os dados: 127,9°, sentido anti-horario:

Figura 52: Rota¢édo de um triangulo em torno de um ponto

Fonte: Registro proprio (2019)

Construido o novo poligono, para que ele nao exibisse a decomposicao

gue a originou, orientamos para 0s sujeitos transladarem cada vértice desse

novo poligono por um mesmo vetor e depois ligarem esses pontos usando a

ferramenta de composicdo de poligonos. Vejamos:
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Figura 53: Construcdo do poligono recomposto do original pelo sujeito 1

Fonte: Registro préprio (2019)

Assim, com o emprego do vetor PQ, gue escolhemos previamente e
mostrado no canto direito superior da janela, cada veértice do poligono original foi
transladado e foi criado um novo poligono, sem a exibicdo da triangularizacéo
subjacente. A escolha prévia do vetor que determina a translacao, feita por ngs,
foi justificada para que os sujeitos néo tivessem dificuldades com a localizagéo,
na tela, do poligono transladado.

De forma analoga, mas com muitos mais passos devido ao elevado
namero de partes, o sujeito 2 também conseguiu criar a segunda figura.
Igualmente, ele usou a ferramenta de translacdo, criando varios vetores para
movimentar cada parte, além da ferramenta de rotagédo e reflexdo. Podemos

observar a seguir:
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Figura 54: Construcdo do poligono recomposto do original pelo sujeito 2
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Fonte: Registro proprio (2019)

Nesse momento, torna-se claro que a escolha da triangularizagdo do
poligono original pode resultar em dificuldades para a aprendizagem da etapa
posterior de produzir uma recomposicdo das partes em que o poligono foi
decomposto.

Essas duas atividades mostraram-se fundamentais para a realizacéo das
etapas seguintes. Foi com essas atividades que 0s sujeitos avangcaram na
compreensao das nocGes de decomposicdo e composi¢do. Assim como
reforcaram o0s conceitos matematicos de translacdo, rotacdo e reflexdo de
figuras planas. Com uso da ferramenta “translagdo por um vetor”, os sujeitos
conseguiram mover os objetos mateméaticos apenas alterando o vetor (em
modulo, direcdo e sentido), além de permitir a inversdo da operacéao.

Como previmos na analise a priori, sugiram dificuldades na atividade 2,
ligadas ao “transporte” a posterior “colagem” das sub-regides para a formacao
de um novo poligono. Isso nos indica que deveriamos ter planejado mais tempo
para a resolucdo da atividade 2. Tal escolha poderia favorecer mais o trabalho
autbnomo do sujeito em face do meio proposto, tdo importante no processo de

aprendizagem.
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7.1.3 Atividade 3: Equidecomposi¢cdo como relacdo de equivaléncia

O objetivo da atividade 3 era o de compreender a equidecomposicédo —
ideias exploradas nas atividades 1 e 2 — como uma relagdo de equivaléncia. A
atividade consistiu em uma discussdo guiada por um questionario. Abaixo a

atividade 3:

Figura 55: Atividade 3 da sequéncia didéatica

ATIVIDADE 3
3) Chamaremos a figura inicial de A e a nova figura, feita na atividade 2, de B.
a) O que a figura B tem em comum com a A?
by Uma decomposicdo A pode compor novamente a figura A?

c) Podemos compor A com partes de B?

Fonte: Elaboracao propria (2019)

Explicamos que, na atividade, ndo seria realizada no GeoGebra-
Geometria e que o interesse estava na argumentacdo em cada quesito. As falas
foram registradas como respostas. Vejamos um trecho do didlogo:

- Pesquisadora: Essa questdo a gente ndo vai precisar usar o
GeoGebra-Geometria. A gente vai discutir um pouco.

- Sujeito 2: Entéo quer dizer que é uma questao tedrica?

- Pesquisadora: Isso, € uma questéo tedrica.

- Sujeito 2: Hum. Que bom.

Diante da pergunta do item (a), os dois sujeitos respondem, de imediato,
gue as duas figuras tém a mesma area. Em seguida, abrem novamente a tela do
GeoGebra-Geometria para observar as construgoes feitas e comparar as figuras
inicial e final mais detalhadamente. O sujeito 1 conta o0 numero de vértices dos
dois poligonos e verifica que sao diferentes. O sujeito 2, ndo necessita fazer a
contagem pois visualmente percebe que sdo bem diferentes nesse aspecto.

Podemos verificar isto nas falas transcritas abaixo:
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- Sujeito 1: Mesma area e eu acho que tem outra coisa também...

- Sujeito 2: Mesma éarea... Eu tenho que ver, ndo sei exatamente

(O sujeito 2 abre a janela do GeoGebra-Geometria, figura 58, em que
estavam feitas as suas construgdes.)

- Sujeito 2: Umas, duas, trés, quatro, cinco, com certeza ndo tem a
mesma quantidade de vértices.

- Sujeito 2: Eu sei que a mesma area tem. Quantidade de lados
também ndo é a mesma porque a minha tem muito mais vértices.
Quantidade de diagonais também ndo tem com certeza. Em relacdo ao
perimetro também néo. Eu sé vejo a mesma area.

- Pesquisadora: Os dois pontuaram logo que as duas figuras tém a
mesma area. Mas o que mais eu posso falar a respeito dessas figuras?
- Sujeito 2: Ndo tem a mesma quantidade de angulos.

- Sujeito 1: Eu sei que a area é comum porque a gente mudou, mas
nado sobrepds.

- Pesquisadora: Foram apenas transformacdes ...

- Sujeito 1: Isométricas.

Além da discusséo, foi pedido para que o0s sujeitos respondessem com
suas proéprias palavras cada uma das perguntas no préprio documento do Word
aberto nos computadores que eles estavam trabalhando. Abaixo as imagens

correspondem as respostas escritas dadas pelos sujeitos:

Figura 56: Respostas do sujeito 1 para atividade 3

ATIVIDADE 3
3) Chamaramos a figura inicial de A e a nova figura, feita na atividade 2, de B.
a) O que a figura B tem em comum com a A?
Tem a mesma area interior.
b) Uma decomposicdo A pode compor novamente a figura A7?

Sim, pois poderia ser feita uma franslacdo com todos os pontos de A através de um mesmo

vetar, formando uma figura equivalentes.
c) Uma decompaosicio qualquer de B pode compor novamente a figura A?

Sim, pois poderia ser feita a figura A através da decompasicdo da figura formada em B.

Fonte: Elaboracao prépria (2019)
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Figura 57: Respostas do sujeito 2 para atividade 3

ATIVIDADE 3
3) Chamaremos a figura inicial de A e a nova figura, feita na atividade 2, de B.
a) O que a figura B tem em comum com a A?
Mesma adrea.
b) Uma decomposicio A pode compor novamente a figura A7

Sim, pois podemos decompor a mesma e por meio de uma franslacdo levar fodas as partes
de maneira que forme a prépria figura A. Ou mesmo usar a figura A como uma decomposicdo

dela mesma e assim realizar uma translacéo.
c) Uma decomposicdo qualguer de B pode compor novamente a figura A?

Sim, pois compomos B com partes de A. Mo entanto, esse € apenas um exemplo dessa
decompaosicdo, porgue deve exishir outro ao considerar a decomposicdo da figura B para

compor a figura A.

Fonte: Elaboracéo propria (2019)

Embora eles ja tivessem construido poligonos equidecompostos nas
atividades precedentes, tanto na fala quanto nas respostas escritas, nenhum dos
sujeitos mencionou o fato de que poligonos equidecompostos seriam aqueles
“compostos pelas mesmas partes”. Prevaleceu a ideia: os dois poligonos tém a
mesma area. Além disso, outras propriedades comuns, ndo pertinentes a
questao em foco, também foram examinadas.

Na andlise a posteriori, ficou confirmada nossa previsao feita na andlise a
priori quando indicamos um possivel obstaculo de origem didatica, nesse
momento da resolucéo da atividade 3.

Tudo se passou como se 0s sujeitos, tendo construido a
equidecomposicédo entre poligonos, ndo a compreendiam como uma relacdo no
conjunto desses poligonos. E quando a entendiam com uma relagdo entre
poligonos, ndo formularam o critério de equivaléncia pertinente.

Esse obstaculo suscitou nossa intervencdo, para dar seguimento a
sequéncia didatica. Informamos que o objetivo da atividade 3 era o de

comprovacdo de que a equidecomposicdo era uma relagdo entre poligonos,
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ancorada nos conceitos de decomposicdo e de composicao, e que, além disso,
era uma relacédo de equivaléncia.

A mencdo a esse Ultimo conceito, estudado no curso de Licenciatura,
favoreceu a que os sujeitos identificassem, nos itens (b) e (c), as propriedades
de reflexividade e de simetria de uma relacao de equivaléncia. Na analise a priori,
haviamos feito a suposicdo de que ocorreriam saltos informacionais, no
momento em que oS sujeitos procurassem validar essas propriedades da relacdo
de equidecomposicao. No entanto, pudemos observar que tal previsao nao se
confirmou, na medida em que as comprovagodes escritas pelos sujeitos, embora
com pequenas imprecisdes, foram argumentacdes aceitaveis, como podemos
observar na reproducéo nas respostas escritas pelos sujeitos.

A titulo de exemplo, transcrevemos o dialogo referente ao item (b):

- Sujeito 1: Podemos compor A com partes de A? O que quer dizer?

- Pesquisadora: Posso montar novamente a figura A com partes de
A?

- Sujeito 1 e sujeito 2: Sim, sim. Claro!

- Sujeito 1: Sim, pois ela seria uma reflexdo. As partes formariam o
proprio todo

- Pesquisadora: E poderiamos ter outra decomposicao e ainda assim
montar A novamente?

- Sujeito 2: Sim.

- Sujeito 1: Sim, porgue eu continuaria tirando aquelas mesmas partes
para formar a inicial.

- Pesquisadora: Poderiamos levar todas elas num mesmo vetor.

- Sujeito 1: Seria s6 transladar tudo e faria A em A.

Depois da discussdo promovida na atividade 3, o objetivo seguinte visado
pela sequéncia didatica era o de envolver 0s sujeitos ha argumentacao de que a
equidecomposicdo € uma relacdo transitiva, o que completaria a validacdo de
que a equidecomposicéao €, de fato, uma relacédo de equivaléncia. Esse é o tema

da atividade 4, a seguir.

7.1.4 Atividade 4: Transitividade da equidecomposicao

Nesse momento, voltamos a usar o GeoGebra-Geometria, mas, agora, 0s
sujeitos foram colocados lado a lado, para realizac&o da atividade. A intencéo foi

fazer com que os dois trabalhassem juntos elaborando estratégias de acordo
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com o que ja haviam realizado nas questbes anteriores. A atividade foi

apresentada da seguinte forma:

Figura 58: Atividade 4
ATIVIDADE 4:

4) Sao dadas trés figuras como na imagem abaixo. Sendo A

equidecomponivel a B e B equidecomponivel a €.

A B C

a) A é equidecomponivel a C?

b) De que modo vocé pode mostrar isso ao seu colega?

Fonte: Registro préprio (2019)

Como vemos, 0s sujeitos puderam visualizar a triangularizacdo de A que
permitiu construir B e uma outra triangularizacdo de B que permitiu construir C.

Um dos sujeitos mostrou-se surpreso ao notar que a decomposicéo do
poligono laranja que gera o poligono verde é totalmente diferente da que gerou
esse poligono partindo do inicial, azul. Em nossa avaliagdo o comentario do
sujeito indicou que o meio proposto havia favorecido a aquisicdo desse
conhecimento, indispensavel para validacdo da transitividade da
equidecomposicao.

A despeito disso, apdés conversaram entre si, eles ndo conseguiram
esbocar nenhuma ag¢ao que se mostrasse eficiente para o prosseguimento da
resolucdo do problema diante deles. A seguir, vejamos uma tentativa de
argumentagao.

Um dos sujeitos diz que, talvez, se pudéssemos cortar o poligono de uma
“maneira infinitesimal” poderiamos mostrar, algo como no célculo integral e

chegar a conclusdo de que “eles tém a mesma area”. Mas disse que néo
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conseguiria fazer isso pois haviam sido estimulados a nao utilizar a medicao de
areas.

A0 nosso ver, 0 conhecimento anterior sobre area e sobre a ligacdo da
area com o célculo integral (estudada na Licenciatura), revelam-se como uma
resisténcia ao conhecimento novo, o da relacdo de equidecomposi¢éo. Eles
continuaram a pensar que, na atividade proposta, haviamos pedido para validar
gue os dois poligonos tinham a mesma area.

Na andlise a posteriori, observamos que o0 conhecimento de que
poligonos equidecompostos possuem a mesma area transformou-se, para os
sujeitos, em uma ruptura na aprendizagem do tipo obstaculo. Nessa andlise,
observamos, alias, a caracteristica de um obstaculo ja citada por nés, mas que

convém repetir para maior fluéncia da leitura:

Os obstaculos ndo desaparecem com a aprendizagem de um
novo conhecimento. Pelo contrario, op8e resisténcia a sua aquisi¢ao,
a sua compreensao, retarda a sua aplicacdo, subsiste em estado
latente e reaparece de subito em especial no contexto anterior, quando
as circunstancias o permitem. (BROUSSEAU, 2008, p.50)

De fato, j& haviamos, na atividade 3, tratado da equidecomposi¢cdo como
uma relacdo entre poligonos que se distinguia da relacado de igualdade de areas,
mas isso ndo impediu que reaparecesse 0 equivoco nos sujeitos, quando
tentaram resolver a atividade 4.

Em face das limitacbes de tempo, ndo nos propusemos a aprofundar o
experimento para que pudéssemos tipificar esse obstaculo, se era de natureza
didatica, se era de natureza epistemoldgica.

Diante disso, resolvemos fazer uma intervencgéo, procurando chamar a
atencao dos sujeitos para as triangularizacdes e as isometrias utilizadas, e com

isso, favorecer que se voltassem para o conceito de equidecomposicao.
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Figura 59: Translac6es e rotacdes que geraram os poligonos Be C

A A4

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito 1 explica que poderia haver uma mudanca de ordem. Usando a
reflexdo e a simetria da equidecomposicao. Ele escreve: A2B e B=>C , por

definicdo, e €2 B, por simetria. A seguir, o trecho do dialogo:

- Pesquisadora: Mudando a ordem ficou de A pra B, depois ficou de
C pra Bi.

- Sujeito 1: Isso ja é o segundo passo, certo?

- Pesquisadora: Essa decomposicao aqui (refere-se a B1) € igual a
essa decomposicdo aqui (refere-se a Co). E facil a gente ver que sdo
as mesmas partes.

- Sujeito 1: Entdo eu posso usar ela.

- Pesquisadora: - Como eu faco pra usar ela?

[...]

- Sujeito 1: Corta do vértice da marrom para o vértice do roxo.

- Pesquisadora: Vamos usar o GeoGebra, ele ajuda a gente a mexer
nas figuras. Entédo tentem.

- Sujeito 1: Mas ndo era a partir de novos cortes que queria?

- Sujeito 2: Nao necessariamente. No caso pode trazer desse (refere-
se a Bj) para esse (refere-se a A).

- Pesquisadora: Isso. E o que temos ai no meio do caminho que pode
facilitar? Que desse pra esse temos a simetria? (refere-se as figuras C
e Bl).

E desse pra esse? (refere-se as figuras Bo e By).

- Sujeito 1: Reflexdo. Entdo esse é igual a esse que é igual a esse
(refere-se as figuras By, B e B1).

- Pesquisadora: Se sabemos passar de A pra By, entdo sabemos
passar de Bopra A, e como faz pra passar de B, pra Bo?

- Sujeito 1: Cortar aqui, como havia dito antes.

- Pesquisadora: Mas o software faz umas coisas, o que podemos
fazer?

- Sujeito 2: Sobrepor. Translada ele ali, diz ao outro sujeito.
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A primeira observagdo do sujeito 1, recorre a simetria da relacdo de
equidecomposicao, ja tratada na atividade 3. Tal estratégia é insuficiente para a
validagao da transitividade, mas permitiu, com nossa intervencéo, “aproximar” as
regioes poligonais A e C , por meio das regides B, (equidecomposta a A) e B,
(equidecomposta a C). Esse procedimento, que emprega a simetria, conduz a
B, e B, ambas equidecompostas a regido intermediaria, B, que € a chave da
argumentacao.

A sobreposicao indicada pelo sujeito 2, revelou maior grau de autonomia

e foi registrada na imagem a seguir:

Figura 60: Sobreposic¢édo do poligono B; no poligono B,

Fonte: Registro préprio (2019)

Continuamos incentivando os sujeitos a explicarem o que foi feito e o que

eles pretendem fazer:

- Pesquisadora: O que € que aconteceu ai? O que a gente tem agora?
E uma nova figura?

- Sujeito 2: Uma nova decomposi¢do né?

[--]

- Sujeito 1: Ela tem mais divisbes dentro.

- Sujeito 2: S6 que tem uma aqui que néao é triangulo.

- Pesquisadora: Bem observado.

- Sujeito 1: N&o tinha notado. Ent&o dessa forma eu vou ter que dividir
em outro tridngulo? A ideia inicial era ser sempre em triangulos.

- Pesquisadora: Isso vai dificultar vocés de alguma forma?

- Sujeito 1: N&o.
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Os sujeitos, entdo, dao um passo importante, pois triangularizam o
quadrilatero formado. Antes, eles marcaram todos os pontos de interse¢éo entre

as duas decomposicdes sobrepostas.

Figura 61: Pontos de intersecao

(e (s (>

Fonte: Registro préprio (2019)

Figura 62: Decomposicao do quadrilatero formado

£ 1153

L §
P (»

1 (o

Fonte: Registro préprio (2019)

Com essa nova triangularizagcéo de B, 0s sujeitos percebem que podem

construir tanto A quanto C. Isso 0s levou a conclusdo visada: existe uma
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triangularizacao de A que pode ser recomposta de tal maneira a gerar o poligono
C. Nas figuras a seguir, podemos seguir as operacfes realizadas com o
GeoGebra-Geometria que, a partir da triangularizacao de A permite a construcao
de C.

Figura 63: Translagdo de cada parte da nova decomposicdo de B

- =

Fonte: Registro proprio (2019)
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Nesta Ultima parte, os sujeitos movimentam cada parte da decomposi¢céo
para encaixar no poligono A;. Na ultima imagem da figura 67, notamos que foi
preciso realizar uma rotacdo em algumas partes e translada-la, seguindo assim
uma operacao inversa da que gerou tais composicoes.

Com isso fica verificado que vale a transitividade para equidecomposi¢cao
que, portanto, € uma relacao de equivaléncia.

Como ja observamos anteriormente, as transcricbes mostram que 0s
sujeitos atuaram mais autonomamente e construiram uma superposicao de duas
triangularizacdes de B. Eles descobriram, entéo, que essa superposi¢ao nao era
uma triangularizacdo de B: surge um quadrilatero na superposi¢cdo da duas
triangularizacdes, a de B, e a de B;. E um momento importante da
aprendizagem, e os sujeitos, logo, decidiram triangularizar esse quadrilatero
obtendo uma nova triangularizacdo de B , na verdade, essa nova
triangularizacdo foi denominada, no capitulo 4, de refinamento das
triangularizacdo de B. Com esse refinamento os sujeitos foram capazes de
prosseguir para chegar a verificacao da transitividade da equidecomposicao.

O fato descrito acima, corrobora o acerto de nossa escolha de adotar a
equidecomposicdo definida com base em triangularizacbes e ndo em
decomposicdes em poligonos quaisquer, para tratar da equidecomposicdo como
relacdo de equivaléncia. A superposicdo de duas decomposi¢cdes por meio de
poligonos arbitrarios pode demandar um processo laborioso para obter um
refinamento dessas duas decomposicdes.

Como dito antes essa primeira sessdo ocorreu de acordo com o
planejado, tendo concluidas todas as atividades previstas para esse primeiro

momento durando cerca de trés horas.
7.2 Segunda sessao do experimento didatico
7.2.1 Atividade 5: Teorema de Bolyai (parte 1)
A quinta atividade foi realizada no segundo dia do experimento didatico.

Iniciamos relembrando alguns dos termos usados nas atividades anteriores,

como poligono, decomposicdo, composicdo e equidecomposicdo. Depois disso,
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0s sujeitos leram a descricdo da atividade. Abaixo temos a atividade 5 como foi

apresentada aos sujeitos:

Figura 64: Atividade 5 da sequéncia didatica

ATIVIDADE 5:

5) O que podemos dizer a respeito da equidecomposicio de acordo com que ja foi

visto nas atividades passadas:
a) Figuras equidecomponiveis tém a mesma area?

b) Figuras de mesma area sdo equidecomponiveis?

Fonte: Elaboracéo prépria (2019)

Nesta etapa, 0s sujeitos deveriam distinguir as duas implicacdes contidas
na atividade 5.
Baseados em particular nas atividades iniciais, discorreram sobre o item

(a), como podemos ver na transcricao a seguir:

- Sujeito 2: Figuras equidecomponiveis tém a mesma area? Significa
gue, por exemplo, a figura A é equidecomponivel a figura B e que B é
equidecomponivel a A.

- Pesquisadora: Vocé esta usando a simetria, né?

- Sujeito 2: Isso.

- Pesquisadora: A gente ja entendeu o que significa dizer que elas sédo
equidecomponiveis, né? E a gente entende o que quer dizer que elas
tém a mesma area? O que é dizer que duas figuras tém a mesma area?
- Sujeito 2: Mesma regido interna.

- Pesquisadora: Vou anotar isso aqui. E o qué mais?

- Sujeito 1: A figura B ela vai ser composta de A pela mesma
guantidade de partes. Nao quantidade porque eu posso dividir de
formas diferentes. Mas pela mesma medida, a mesma area de uma eu
formo a outra. Porque as partes vao refazer aquele todo. Se eu refizer
aquele todo e colocar em outro local vai ser o mesmo valor de area.

- Pesquisadora: “Valor de area”, medida né?

- Sujeito 1: Isso! Medida. Eu ndo poderia falar que tem a mesma
guantidade porque eu poderia separar em partes diferentes.

- Sujeito 2: Nesse processo ndo se perde e ndo se acrescenta regido
a mais.

- Sujeito 1: Isso! Porque ndo tem nenhuma sobreposicéo e nem sobra
entre 0s encaixes.

[.]
Notamos que o sujeito 1 argumenta de modo correto, ainda que em
linguagem imprecisa: “A figura B ela vai ser composta de A pela mesma

guantidade de partes. Nao quantidade, porque eu posso dividir de formas
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diferentes. Mas pela mesma medida, a mesma area de uma eu formo a outra.
Porque as partes vao refazer aquele todo. Se eu refizer aquele todo e colocar
em outro local vai ser o mesmo valor de area”. Adiante, ele confirma: “/sso!
Porque ndo tem nenhuma sobreposi¢céo e nem sobra entre 0os encaixes.”

O sujeito 2, analogamente, expressa um raciocinio valido: “Nesse
processo ndo se perde e ndo se acrescenta regido a mais”.

No dialogo que segue, procuramos sistematizar um pouco mais as ideias

gue os sujeitos expressaram de modo informal:

- Pesquisadora: Mas elas sdo equivalentes por equidecomposigao.

- Sujeito 1: Como aqueles cortes fazem parte da figura anterior e a
figura anterior tem a area x, entdo a figura B vai ter a mesma area que
A..

- Sujeito 2: A gente fez a decomposi¢do de uma figura e levou essas
partes para a figura B, por exemplo, entdo toda area da figura A, toda
regido interna foi usada para fazer a figura B.

- Pesquisadora: Vocé falou levamos as mesmas partes e o que € isso?
- Sujeito 2: E translacao.

- Pesquisadora: - E 0 que mais vocés fizeram?

- Sujeito 1: Translagéo, rotacao, reflexéo.

- Sujeito 2: As isometrias.

- Pesquisadora: As isometrias me garantem que tenham a mesma
area. E tem mais uma coisa: o principio aditivo das areas. Cada parte
tem uma &rea e que o todo vai ser a soma das areas de cada parte.

(]

Como vimos na andlise a priori, era previsivel que o conhecimento
escolar, ou mesmo empirico, intuitivo, seria utilizado, no item (a), para 0s sujeitos
afirmarem que “tais poligonos tém a mesma area”, porque “eles sao formados
pelas mesmas partes”.

No dialogo transcrito, observamos que tal previsdo ocorreu, apesar de,
nas falas dos sujeitos, haver certa ambiguidade entre os conceitos de regiao
plana, grandeza area e medida de area. Um exemplo disso aparece em uma das
falas do sujeito 2, que afirma: “Nesse processo nao se perde e ndo se acrescenta
regido a mais”. Decidimos, néo intervir para esclarecer a distincdo entre esses
conceitos, segundo o quadro teérico adotado para a grandeza area, nos moldes
apresentados no capitulo 4, para ndo despender mais tempo nessa fase da
sequéncia didatica.

Da mesma maneira, haviamos planejado nao exigir uma prova escrita

mais rigorosa da questédo posta no item (a), com base nos axiomas da fungao
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medida de area. Iriamos nos contentar com as justificativas verbais dos sujeitos
€ com o recurso a visualizacéo das representacdes das figuras. A despeito disso,
fizemos uma intervengéao, como podemos ver na transcri¢cao do dialogo ocorrido,
para retomar as propriedades de invariancia da area por isometrias.

Os sujeitos seguem para o item (b) e séo orientados a usar novamente o
software, de forma individual, para que pudessem surgir ideias diferentes.

Observemos a transcricdo do dialogo inicial:

- Pesquisadora: Beleza, a gente entdo ja entendeu que se duas
figuras séo equidecomponiveis elas tém a mesma area.

- Sujeito 2: Agora o contrario ndo garante ndo né? Se tem mesma area
entéo é equidecomponivel.

- Pesquisadora: A letra (b) é justamente isso.

- Sujeito 2: Vé se a volta vale...

- Sujeito 1: E que pra mim ta parecendo tdo Obvio. Se elas s&o
equidecomponiveis tém mesma area, entdo figuras de mesma area
sdo equidecomponiveis. Porque a gente usou as relacdes de
equivaléncia: reflexao, simetria e transitividade.

O sujeito 2, contrariamente ao previsto na nossa analise a priori, revela
davida quanto a validade da proposicéo (b), o que € um fato positivo.

No entanto, diante da questéo, o sujeito 1 argumenta que a implicacéo
parece Obvia. Para ele, isso ja teria sido comprovado nas questdes iniciais.

Confirmou-se para o sujeito 1, dessa forma, nossa previsdo de que
haveria resisténcia, por parte dos sujeitos, para compreender a necessidade de
uma validagédo do Teorema de Bolyai, em vista de que sua validade seria “6bvia”.
Em nossa analise a priori, tipificamos essa resisténcia como um obstaculo de
origem didatica.

Na realizacdo do experimento, fizemos a intervencdo que planejamos

para confirmar a necessidade de validagéo desse teorema.

- Pesquisadora: Presta atencdo aqui. Quando a gente ta4 vendo
reflexdo, simetria e transitividade da relacdo de equidecomposicéo. Se
de uma eu posso montar outra e da outra eu posso recortar novamente
e montar de volta a outra. Em momento algum a gente ta aqui falando
de area, ela é intrinseca ao problema, mas a gente nédo ta falando dela.
- Sujeito 1: Mas quando vocé fala disso a area té incluida, certo? — ele
aponta da figura A para figura B da atividade 4: - Essa figura aqui, por
exemplo, saiu daqui e veio pra ca. Tu diz que isso é equidecomponivel
a isso.

- Pesquisadora: Isso.

- Sujeito 1: Assim como o B é equidecomponivel a A, entao houve aqui
a simetria a ida e a volta, certo? Se o A ele tem uma quantidade de
partes que em medida de 4rea é a mesma da de B. E a B ele tem uma
guantidade de partes que em medida de area € igual a A, entdo as
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areas sdo iguais. Foi o que a gente constatou na letra (a). Mas se eu
fizer qualquer outra figura a partir dessa, vai voltar a ser
equidecomponivel a essa. — Ele aponta da figura C para as figuras A e
B da atividade 4: - E essa figura C aqui também vai continuar tendo a
mesma area que essa e essa aqui também. Entédo eu t6 presupondo
gue a area néo altera a equidecomponibilidade. Entendeu o que eu tbé
querendo dizer?

- Pesquisadora: Sim, entendi sim.

- Sujeito 1: Entdo dessa forma eu estou pressupondo que toda figura
gue contém mesma area sao equidecomponiveis.

- Pesquisadora: Vou propor que vocé faca com novas figuras ai no
GeoGebra numa janela limpa isso que vocé esta me falando.

Novamente recorrendo a nossa andlise a priori, na qual previmos
dificuldades na aprendizagem da propria estrutura geral da validacdo do
teorema, que julgamos constituir-se em um salto informacional. Para iniciar o
dialogo previsto em nosso planejamento didatico, solicitamos dos sujeitos a
construcdo de duas regides poligonais de mesma area e, seguida, pediriamos
gue comprovassem que tais regides eram equidecomponiveis.

No momento seguinte, ocorreu um fato relacionado a um tema estudado
em nossa analise a priori: 0s sujeitos nos indagaram se poderiam construir 0s
poligonos de mesma area recorrendo a ferramenta de medicéo propiciada pelo
GeoGebra-Geometria. Haviamos antecipado na andlise a priori e informamos no
inicio do experimento, que para as validacdes as medicbes nao seriam
estimuladas. Entretanto, como comentamos apés a atividade 4, julgamos que
seria pertinente reestudar essa decisdo. Além disso, no caso especifico do
Teorema de Bolyai, deveriamos partir de duas regifes poligonais de mesma
area, sem recorrer a decomposi¢cdo de uma delas para a composi¢ado da outra.
Sabemos que a ferramenta de medicdo de area do GeoGebra-Geometria,
favorece a obtencéo das duas regides nessas condi¢cdes, sem que usemos a
decomposicdo/composicdo. Em vista disso, decidimos deixar os sujeitos livres
para utilizarem a ferramenta de medicao de area do GeoGebra-Geometria.

O fato acima mencionado nos trouxe um bom exemplo de como, na
execucao de um experimento didatico nos moldes de uma engenharia didatica,
surgem ocasioes de readaptacéo das previsbes feitas no planejamento dessa
experiéncia. A despeito disso, no nosso julgamento, deveriamos, na fase final do
experimento, trazer de volta a discussédo da validade ou ndo das operacoes

realizadas como o recurso a um software, como argumentos para provas logicas.
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Cada sujeito abriu uma nova janela do GeoGebra-Geometria e iniciou 0
processo de criar dois poligonos de mesma area, recorrendo a ferramenta de

medicao de area, como podemos observar nos registros a seguir:

Figura 65: Construcao de poligonos de mesma area pelo sujeito 1

Fonte: Registrada pela autora (2019)

O sujeito 1 construiu um hexagono e um quadrilatero, como vermos na
figura 73. Em seguida, resolveu substituir o quadrilatero construido na primeira
tentativa por um retangulo. Vejamos a figura 66:
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Figura 66: Construcdo de um retangulo de mesma area pelo sujeito 1

figua A
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Fonte: Registro proprio (2019)

Ele explicou que queria encaixar um poligono no outro, mas ndo avangou
nessa estratégia pois consumiu seus esfor¢cos na construcao desse retangulo.

Quanto ao sujeito 2, ele construiu um tridangulo e um retangulo de mesma
area (figura 67):

Figura 67: Construcao de poligonos de mesma area pelo sujeito 2
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Em seguida, explica que precisa equidecompor as figuras. Ele usa a
translacdo e rotacdo, mas logo percebe que a decomposicdo escolhida ndo é

apropriada para resolver o problema. Abaixo podemos notar como ele tentou
resolver a questao:
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Figura 68:; Translacdo das partes para compor o outro poligono pelo sujeito 2
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Fonte: Registro préprio (2019)

Na andlise a priori previmos que eles decomporiam em tridngulos uma
das regides e tentariam, a partir dessas sub-regifes, efetuar translacées ou
rotacdes, com o intuito de montar, com elas, a outra regido. Pela andlise a
posteriori realizada sobre os dados obtidos no experimento, confirmou-se nossa
suposicdo de que, dessa maneira, dificilmente seria possivel compor a outra
regiao.

Antecipamos que, nesse momento, deveriamos prosseguir nossa
intervencado, retomando o dialogo visando a estrutura geral da argumentacao.
Propusemos, entdo, recomecar propondo um meio diferente, que consistiu na
producdo, pelos sujeitos, de dois poligonos de mesma éarea por meio de
equidecomposicdo, sem que um sujeito ndo tivesse acesso a
decomposi¢cdo/composicao utilizada, pelo outro, nessa operacao. Esperamos,
dessa maneira, trazer o foco das atencbes dos sujeitos para a relacdo de
equidecomposicdo, superando a invocagdo frequente do conceito de area.

Vejamos os excertos do dialogo:

- Pesquisadora: Abram uma nova janela e faca duas figuras que vocé
garanta que tenham a mesma area sem medir.

- Sujeito 2: Usando os que a gente ja fez?

- Pesquisadora: - A gente ja sabe construir duas figuras que tenham
a mesma area sem medir.

- Sujeito 2: - Ok.
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De maneira analoga ao que foi feito nas atividades 1 e 2, sem que um
pudesse ver a construcdo do outro, solicitamos a cada um dos sujeitos construir
dois poligonos equidecomponiveis e, portanto, de mesma area.

Durante a realizagédo desta etapa, os sujeitos foram estimulados a criar

estratégias para resolver o problema. O sujeito 2 faz a seguinte observacgéao:

- Sujeito 2: Quando a gente faz isso ja da a entender que pode fazer a
volta, né? A gente ja sabe que tem uma que chegou nela.

- Pesquisadora: [...], mas o0 que a gente quer saber é como argumentar
isso. E entender que néo é tao trivial.

As figuras 73 e 74 apresentam o registro de como cada estudante fez

essas construc;(”)es:

Figura 69: Construcao de poligonos de mesma area pelo sujeito 1
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Figura 70: Construcao de poligonos de mesma area pelo sujeito 2
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Depois, os sujeitos “esconderam” os passos da decomposi¢ao deixando
visivel apenas os dois poligonos e foram trocados de posicdo. As janelas dos

sujeitos ficaram como nas imagens a seguir:

Figura 71: Janela do sujeito 1 - poligonos de mesma area construidos pelo sujeito 2
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Figura 72: Janela do sujeito 2 - poligonos de mesma area construidos pelo sujeito 1
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Ao iniciarem, insistimos em que as duas figuras tinham a mesma area, por
construcdo, e solicitamos que tracassem um plano para resolver a questao.
Destacamos também que as resolucdes devem servir para resolver quaisquer

duas figuras de mesma area. Como podemaos verificar no registro a seguir:

- Pesquisadora: A argumentacdo que vai servir pra essas duas tem
que servir pra essas e pra aquelas.

- Sujeito 2: Para todas, né?

- Pesquisadora: Entdo se vocé fizer de um jeito ai e der certo vocé
tem que chegar pro colega e dizer “faz assim que da certo”. Entao
nesse momento vocés estao fazendo sozinhos, mas depois eu quero
gue vocés expliqguem como vocés estado fazendo.

- Sujeito 2: Tem que ser um jeito que generalize.

Neste momento da analise a posteriori, convém observar que durante o
experimento didatico pode ser indicado a mudanca do meio proposto
originalmente para favorecer a aprendizagem. Foi 0 que ocorreu com nossa
proposta acima descrita.

No entanto, 0os sujeitos continuaram usando a mesma ideia anterior:
escolheram um dos poligonos para decompor e transladar cada parte a fim de

encaixar no outro. Abaixo, temos o registro de tais tentativas:
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Figura 73: Estratégia de resolugédo do sujeito 1
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Figura 74: Estratégia de resolu¢éo do sujeito 2
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Como mencionamos em paragrafo anterior desta se¢do, previmos um
salto informacional na aprendizagem da estratégia da comprovagdo do
Teorema de Bolyai. Observando as dificuldades que se revelaram na resolucéo
da segunda parte do item (b) da atividade, confirmamos nossa previsdo e
procuramos intervir de modo a direcionar os sujeitos para a referida estratégia

da argumentacao.
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- Pesquisadora: Esse mecanismo esta sendo viavel?

- Sujeito 1: Sim, estou conseguindo achar.

- Sujeito 2: Por enquanto sim

- Pesquisadora: - Esse mecanismo sempre vai ser viavel?

- Sujeito 2: Ai ja é dificil. Pode ser feito, mas néo vai ser facil.

- Sujeito 1: N&o sei.

- Pesquisadora: Se tivermos uma figura muito grande e cheia de
pontas.

- Sujeito 2: Pra vocé conseguir ia demorar um tempéao, né?

- Sujeito 1: Tinha que picotar até conseguir.

- Pesquisadora: Mas seria uma montagem de quebra-cabeca quase
infinito, né?

- Sujeito 1: Ta pensando em fazer uma terceira figura?

- Pesquisadora: O que € que a gente sempre consegue em relagéo as
figuras aqui?

- Sujeito 2: E formar uma outra.

- Pesquisadora: Sempre consegue picotar ...

- Sujeito 2: Em tridngulos.

- Sujeito 1: E se os triangulos feitos por nds ndo fossem muito faceis
de encaixar?

- Pesquisadora:;- Exato! Muito dificilmente eles serdo tridngulos
congruentes. Tem que fazer como foi falado tentar uma terceira figura
gue seja algo simples. Eu posso transformar esse triangulo em qué?

- Sujeito 2: Em um reténgulo.

- Pesquisadora: E sera que sempre posso fazer isso?

- Sujeito 2: Sempre eu ndo sei.

- Sujeito 1: Teriamos que ter varios triangulos.

- Pesquisadora: E isso que quero que VOcés pensem, COmo passamos
de um tridngulo para um retangulo.

O primeiro item da atividade 6, a seguir apresentada, foi previsto como
uma situacdo didatica capaz de permitir 0 prosseguimento da resolucdao da

sequéncia didatica proposta.

7.2.2 Atividade 6: Teorema de Bolyai (parte2)

Antes de prosseguir para a resolucdo da atividade 6, fizemos uma
intervencado para avancar na estratégia da validacdo do Teorema de Bolyai, com
base nas etapas anteriores da sequéncia, em particular, no estagio atingido no
nosso didlogo com eles, expresso na transcrigdo anterior.

Apresentamos uma tela do GeoGebra-Geometria, em que buscamos
sintetizar o que ja havia sido estabelecido e apontamos para um novo passo da

estratégia:



Figura 75: Uma etapa da estratégia da comprovacao: triangulos ~ retangulos
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Dissemos que ja haviamos realizado triangularizacées nas duas regifes

poligonais de mesma area. Em seguida, deveriamos partir para transformar por

equidecomposicdo cada um dos triangulos dessas decomposi¢cbes em um

retdngulo, como ilustramos na tela da figura 75.

A atividade 6 (figura 76), prevista para ser resolvida na 22 sessao, era

composta de dois itens.

Figura 76: Atividade 6

ATIVIDADE 6

Propomos as etapas abaixo, usando o software GeoGebra Geometria,

como um caminho para respondermos a atividade anterior.

6) Dados dois poligonos de mesma éarea, iremos decompondo cada um
deles. A ideia é que cada tridangulo da decomposig¢éo pode ser também

decomposto para compor uma figura mais simples que as iniciais dadas.

a) Mostre que qualquer triangulo, e consequentemente cada tridngulo da

decomposicédo acima pode ser decomposto em algum retdngulo.

b) Decomponha um retangulo qualquer de forma que possamos construir

um outro retangulo de base conhecida.

Fonte: Elaboracéo prépria (2019)
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Como vemos, no primeiro item os sujeitos eram desafiados a verificar que

um triangulo qualquer é equidecomponivel a um retangulo. Eles dedicaram-se,

com o auxilio do GeoGebra-Geometria, a verificar tal proposicao.

Os dialogos a seguir permitem acompanhar suas tentativas.

- Sujeito 2: Ai a gente faz um triangulo qualquer e tenta transforma-lo?
- Sujeito 1: Se for retdngulo é mais facil.

- Sujeito 2: E, mas é qualquer, né?

- Pesquisadora: Ai vocés mostram pra mim se isso é sempre possivel
- Sujeito 2: Ok.

- Pesquisadora: Pra qualquer triangulo.

- Sujeito 1: N&o. E possivel para um triangulo retangulo.

- Pesquisadora: Se ndo for um tridngulo retangulo ndo tem como
transformar?

- Sujeito 1: Nao, nao foi isso que eu disse. Ai eu precisaria de mais
triangulos para formar. Por exemplo, se eu tiver um triangulo retangulo
eu sO preciso fazer uma reflexdo para formar.

- Pesquisadora: Mas 6 a gente ndo ta usando assim ndo. Temos que
decompor um triangulo em um retangulo de forma que preserve a area.
Porque a gente quer poder pegar cada triangulozinho desse aqui e
transformar em um retangulozinho aqui.

Os dois sujeitos comegam decompondo um triangulo e, conforme feito

antes, usando as ferramentas de isometria, tentam construir um retangulo. Nas

figuras 77 e 78, abaixo, vemos que eles ndo conseguem construir um retangulo

dessa forma.

A seguir os registros das telas do GeoGebra-Geometria das tentativas dos

sujeitos.

Figura 77: Construcdo de um retangulo a partir de um tridngulo pelo sujeito 1
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Figura 78: Construcao de um retdngulo a partir de um tridngulo pelo sujeito 2
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Em nossa andlise a posteriori, observamos que, mesmo para a
equidecomposicao de duas regides poligonais simples — no caso, um triangulo e
um retangulo —, ocorreu uma ruptura na aprendizagem, que pudemos
caracterizar como salto informacional. Recorrendo a analise a priori, vemos
que nao haviamos previsto tal dificuldade na resolucdo desse item da atividade
6. Temos, assim, um exemplo em que o experimento didatico requer um
replanejamento do que foi previsto com base nos conhecimentos tedricos em
gue se amparam tal experimento e que compdem a analise a priori.

Diante disso, decidimos levar em conta a fala do sujeito 1, acima
transcrita, na qual ele afirmara: “Se for retdngulo é mais facil”. Propusemos,
entdo, que 0s sujeitos recomecassem a resolucdo da atividade tomando um

triangulo retangulo. A figura 79, a seguir, registra o que realizou o0 sujeito 2.
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Figura 79: Sujeito 2: construcdo de um retangulo a partir de um tridngulo retadngulo
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Como vemos, 0 sujeito 2 construiu um tridangulo retangulo, APQR e
marcou os pontos médios dos lados desse triangulo. Depois, ligou dois desses
pontos médios e girou uma parte do triangulo original de um angulo de 180°, no
sentido anti-horario, para formar o retangulo. Por fim, transladou o retangulo
construido para uma melhor visualizacéo.

Na figura 82, podemos acompanhar o caminho adotado pelo sujeito 1,

gue, essencialmente, foi 0 mesmo que o adotado pelo sujeito 2.
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Figura 80: Sujeito 1: construcdo de um retangulo a partir de um tridngulo retadngulo
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De acordo com nossas decisfes relativas ao tipo de argumentacao a ser
aceita no experimento, consideramos que os dois sujeitos haviam conseguido
resolver a questao proposta. Fizemos, entdo, uma intervencéo, ressaltando que
a solugéo encontrada por eles estava correta e valia para qualquer triangulo
retdngulo. No entanto, dissemos, deveriamos voltar a enfrentar a questao para
um tridangulo ndo retangulo. Para conseguir chegar ao item (b) da atividade 6
ainda na segunda sessdo, decidimos propor que eles tentassem resolver a
questao trabalhando em dupla.

Eles criaram dois triangulos, um acutangulo e um obtusangulo e seguindo
passos sugeridos pelo caso do tridangulo retadngulo, conseguiram comprovar
como o uso do software, que cada um deles era equicomponivel a um retangulo.

Podemos verificar as solugbes encontradas nas imagens a seguir:
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Figura 81: Construcdo de um retangulo a partir de um triangulo acutéangulo pelos dois
sujeitos
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Figura 82: Construcao de um retangulo a partir de um tridngulo obtusangulo pelos dois

sujeitos
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Concluida essa etapa, com base na imagem da figura 75, fizemos uma
intervencdo em que procuramos resumir 0 que ja havia sido obtido: obter para
cada triangulo da decomposicdo do primeiro poligono um retangulo
equidecomposto a ele (e, portanto, ambos de mesma area). Observamos, no
entanto, que esses retangulos ndo séo, necessariamente, iguais (congruentes)

dois a dois. Esse fato dificultaria obtermos, por composi¢ao, um retangulo maior
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que, por consequéncia, seria equidecomposto ao primeiro poligono. Essa
composicdo desejada seria possivel se pudéssemos assegurar que todos 0s
retangulos tivessem uma base comum pois comporiamos um empilhamento

desses retangulos como mostramos na figura 87, a seguir.

Figura 83: Esquema da validag&o do Teorema de Bolyai
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Fonte: Elaboracao propria (2019)

Prosseguindo, esclarecemos que, obtido esse retangulo “maior”
equidecomposto ao primeiro poligono, efetuariamos as mesmas operacfées no
segundo poligono. Como vemos na figura 87, seriam construidos dois retangulos
“maiores”. Tais retangulos possuiam a mesma area, pela hipétese de que os
dois poligonos originais tinham a mesma area e, além disso, bases iguais
(congruentes). Recorrendo a férmula da area de um retangulo, tais poligonos
teriam as mesmas alturas e, por isso, seriam congruentes. Retomamos o fato
gue dois poligonos iguais (congruentes) sao equidecompostos. Chegariamos a
uma etapa em que concluiriamos a validacdo do Teorema de Bolyai, apoiados
na transitividade da relacdo de equidecomposicao de poligonos ja comprovada
na atividade 4.

Entdo, precisariamos investigar se, conhecida uma sequéncia

R1, Ry, R3, ... R, de retangulos, poderiamos obter outra sequéncia de retangulos,
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T, T, T3, ..T, A respectivamente equidecompostos aos primeiros e todos esses
novos retangulos com bases iguais (congruentes).

Sabiamos que, dado um retangulo qualquer e um retangulo de mesma
area e base fixada, precisariamos verificar que esses dois retangulos seriam
equidecompostos, independentemente da relacdo entre os comprimentos dos
lados do primeiro retangulo e o comprimento da base fixada do segundo
retangulo. No entanto, era previsivel uma ruptura na aprendizagem dos sujeitos
com respeito a essa etapa da argumentacao. Tratando essa ruptura como mais
um salto informacional propusemos, inicialmente, um caso particular em que a
base do primeiro retangulo fosse metade da base fixada para o segundo
retangulo. Da igualdade das areas resulta que o outro lado do primeiro retangulo
seria 0 dobro do outro lado do segundo retangulo. A ideia foi fazer com que os
sujeitos conseguissem verificar um caso particular e assim pudessem encontrar

estratégias para evoluir na argumentagéo.

Figura 84: Retangulos de mesma area

Fonte: Registro préprio (2019)

Eles decompuseram o retangulo da direita em tridngulos e, um a um, 0s
transladaram, de modo a se encaixarem no retangulo da esquerda. A figura

abaixo mostra os passos realizados pelos sujeitos para efetuar tais operacgoes:
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Figura 85: Resolucao 1 — Retangulos de mesma area
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Como vemos, 0s sujeitos finalizam a questdo de acordo com nossas
expectativas. No entanto, a estratégia utilizada possivelmente ndo os permitiria
tratar do caso geral. Essa previséo foi confirmada, pois, quando propusemos um
caso no qual ndo se verificava a hipotese acima adotada, o0s sujeitos
despenderam bastante tempo sem progredir na comprovacao desejada. Dessa
maneira, a tentativa de modificar o meio proposto para 0s sujeitos resolverem o
problema revelou-se ineficaz. Noutros termos, iniciar apenas pela proposicéo de
um caso particular nao foi suficiente para “destravar” a resolu¢ao por parte dos
sujeitos. Fizemos, entdo outra tentativa para tratar ruptura informacional em
causa.

Apresentamos um conjunto de trés casos, que dissemos esgotarem as
possibilidades de relagdo entre os comprimentos dos lados do retangulo original
e o comprimento fixado para um dos lados do segundo retangulo. Além disso,
0s trés casos possiveis foram apresentados com os dois retangulos ja dispostos
na posigdo apropriada para o desenvolvimento da prova que expusemos no
capitulo 4 desta disertacao.

A seguir 0s trés casos possiveis:

Caso 1: os dois retangulos possuem a mesma medida de area e o
retangulo inicial, ABNK, possui um lado com medida de comprimento, AB , igual

a metade da medida de comprimento do lado fixado do outro retangulo.



Figura 86:
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Retangulos de mesma area - caso 1: AB = %AGl
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Caso 2: os dois retangulos possuem a mesma medida de area e o

retangulo inicial, ABNK, possui um lado com medida de comprimento, AB , maior

do que a metade da medida de comprimento do lado fixado do outro retangulo.

Figura 87: Retangulos de mesma area - caso 2: AB > %AG1
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Caso 3: os dois retangulos possuem a mesma medida de area e o

retangulo inicial, ABNK, possui um lado com medida de comprimento, AB,

menor do que a metade da medida de comprimento do lado fixado do outro

retangulo
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Figura 88: Retangulos de mesma area - caso 3: AB < %AGl
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Os trés casos esgotam todas as possibilidades porque:

a) se AB = AG,, a igualdade das areas, AB X AK = AG{ X AH implicaria que AK =
AH e os retangulos seriam congruente e, portanto, equidecomponiveis, ndo restando

nada a comprovar;

b) se AB > AG4, a igualdade das areas, AB X AK = AGq X AH{ implicaria que AK <
AH{ e amesma argumentag¢do empregada nos casos 2 e 3 é valida, apenas considerando

uma mudanca nas designac¢des dos vértices dos retangulos em causa.

Os sujeitos foram orientados a iniciar pelo primeiro caso.
Usando as estratégias que ja haviam usado anteriormente, eles
decompuseram os retangulos em triangulos da seguinte maneira: tragcaram uma

reta passando por K e por G, € 0 segmento H,B, como na figura abaixo:
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Figura 89: Resolucao 1: retangulos de mesma area - caso 1

Fonte: Registro préprio (2019)

Os sujeitos, como antes, comprovaram que o0s dois retangulos eram
equidecomponiveis e prosseguiram para a resolucdo dos outros casos.

Nesse momento, um fato relevante a ser observado € que a hipotese de
gue os dois triangulos possuem a mesma area — 0 que 0s sujeitos conseguiram
obter recorrendo a medicdo no software — implicou que, visualmente, eram
perceptiveis os paralelismos demonstrados matematicamente no capitulo 4, com
suas consequéncias relativas as congruéncias envolvidas na argumentacao.
Interviemos, em varios momentos, solicitando a prova matematica desses fatos.
A despeito disso, 0s sujeitos ndo conseguiram atender a nossas solicitacdes e
prosseguiram em suas tentativas de resolucdo da questdo, recorrendo ao
software.

Movendo a figura, os sujeitos notaram que, nas duas hovas
configuracdes, os dois triangulos vermelhos continuaram aparecendo. Dessa
vez, pedimos que explicassem, matematicamente, por que o0s triangulos
vermelhos séo, de fato, congruentes.

No experimento, apesar de nossas solicitagdes, 0s sujeitos nao
responderam as nossas solicitagbes de validagdo logica das relacbes de
paralelismo entre retas e de congruéncia de triangulos observadas visualmente
na tela do software.

O fato acima mencionado nos conduz a identificar, no software, um
recurso util, na medida em que favorece a aquisicdo de um conhecimento. No

entanto, esse conhecimento gera uma resisténcia nos sujeitos a buscar outro
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tipo de validacdo além daquela propiciada pela percepcdo visual.
Reconhecemos, neste momento da nossa analise a posteriori a existéncia de um
possivel obstaculo de natureza epistemoldgica a ser investigado em maior
profundidade.

As construgdes que 0s sujeitos estao registradas a seguir:

Figura 90: Retangulos de mesma area com paralelogramos destacados pelos sujeitos -
caso 2ecaso 3

Fonte: Registro préprio (2019)

Nessas construcdes, os sujeitos visualizaram dois quadrilateros que
supuseram ser dois paralelogramos. Como esses paralelogramos seriam
importantes para a argumentacéo, sugerimos dar-lhe destaque, como o0 uso de
cores. A despeito de terem reconhecido os paralelogramos, 0s sujeitos néo
conseguiram progredir na resolugdo da questédo, pela verificagdo de que tais
paralelogramos eram equidecomponiveis.

Tal dificuldade ja havia sido prevista na analise a priori, na qual
antecipamos a possibilidade de tomar essa equidecomposicdo como objeto de

uma atividade complementar. Também consideramos a opcao de encerrar o
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experimento nesse momento, admitindo a equidecomposicdo dos
paralelogramos em causa como verdadeira e dispensando a validacdo dessa
proposicdo, passando a fase de institucionalizagdo do experimento.
Observamos que a passagem da apropriacdo visual das propriedades
geométricas em jogo ndo havia ocorrido de modo satisfatério e que néo seria
possivel fazé-la no tempo previsto para a segunda sesséao, pois até 0 momento
ja haviamos chegado a quase trés horas de atividades. Para sanar essa
deficiéncia e, além disso, proceder a uma institucionalizacdo adequada,
decidimos por agendar uma terceira sessdo para retomar e prosseguir o

experimento.

7.3 Terceira sessao da sequéncia

Como dissemos, decidimos propor uma terceira sessdo, ndo prevista no
planejamento original, para retomar e aprofundar a resolucdo da atividade 6,
propor uma atividade adicional e realizar a fase de institucionalizagdo do
experimento.

Diferentemente do que ocorreu nas duas primeiras sessdes, s foi
possivel realizar a terceira sessdo com cada sujeito atuando individualmente, em
dias distintos. Os efeitos de tal modificacdo no método previsto, ndo serao
analisados com as necessarias ferramentas conceituais, nesta dissertacdo, por
resultar de fatores ndo previstos na andlise preliminar. A despeito disso, o
favorecimento do didlogo mais frequente entre nés e cada sujeito, certamente
criou um contexto mais propicio a intervencées nossas do que nas fases
anteriores.

A andlise a posteriori, a seguir apresentada, é organizada separadamente
por sujeito, segundo a ordem de realizacdo dos experimentos.

Retomando a resolucdo da atividade 6, vimos que na prova do item (b)
dessa atividade, surgiu a necessidade da validacdo da seguinte proposicao
matematica:

Dois paralelogramos, ABEC e ABDF, de mesma base e mesma area
sdo equidecomponiveis.

De acordo com a analise a priori, era previsto que haveria uma ruptura na

aprendizagem dos sujeitos diante da complexidade da mencionada validacao.
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Considerando essa ruptura como um salto informacional, optamos por intervir
no inicio do processo, apresentando o problema ja estruturado em trés casos,
com base na demonstracdo descrita no capitulo 4 desta dissertacéo.

Antes, porém, cabe dar mencionar o fato de que uma etapa fundamental
da validacdo da proposicdo enunciada é a de concluir que as bases superiores
dos dois paralelogramos nas condicfes indicadas tém suas bases superiores
contidas em uma paralela a base inferior comum. Sabemos que o modo usual
de provar isso na geometria euclidiana € recorrer a férmula da area do
paralelogramo, que implica a igualdade das alturas dos dois paralelogramos.
Esse fato foi comunicado aos sujeitos, mas ndo demonstrado.

Os trés casos citados sao.

Caso 1. ABEC e ABDF sao dois paralelogramos cujos lados superiores,

CE e FD, possuem apenas um ponto em comum, G = E = F.

Figura 91: Paralelogramos: apenas o ponto G é comum a CE e FD.

Fonte: Elaboracéo prépria (2019)

Caso 2: ABEC e ABDF séo dois paralelogramos, cujos lados superiores,

CE e FD, dos paralelogramos possuem um segmento, FE, como interse¢ao.
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Figura 92: Paralelogramos: o segmento FE é comum a CE e FD
‘C F E -D

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

Caso 3. ABEC e ABDF sao dois paralelogramos cujos lados superiores,

CE e FD, possuem intersecao vazia.

Figura 93: Paralelogramos: os segmentos CE e FD nao tém pontos em comum

Fonte: Elaboracao prépria (2019)

7.3.1 Atividade Complementar-sujeito 2

Apresentamos o problema, oralmente, como podemos analisar pela

transcricao abaixo:

- Pesquisadora: Temos a seguinte situacdo, sdo dois paralelogramos.
- Sujeito 2: A mesma base, a mesma altura, né?

- Pesquisadora: Eles tém a mesma area e eles tém a mesma base,
isso é garantido, certo?

- Sujeito 2: Certo!

- Pesquisadora: [...] ja sabe, vocé ja até falou ai uma coisa, que eles
tém a mesma...

- Sujeito 2: Base né, mesma altura.

- Pesquisadora: [...] eles ttm uma mesma altura também, se néo for
desse jeito...

- Sujeito 2: Nao tém a mesma area, nao fazia sentido dizer isso.
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- Pesquisadora: Entéo, € uma concluséo direta que ja vem da formula
[...] E como é que a gente faz essa primeira parte ai? Para provar que
eles sdo equidecomponiveis [...] pelas relagBes geométricas que vocé
ja conhece e tudo mais. E ai tem os recursos do GeoGebra-Geometria
para ajudar. Mas, teoricamente, se isso aqui fosse uma questdo no
papel também daria para provar, né?

O sujeito 2 iniciou pelo caso 2 e, realizando uma translacéo, ele fez o
triangulo ACF (Figura 94) coincidir com o triangulo BED. Como o quadrilatero
AFEB era parte comum aos dois paralelogramos, ficaria justificado que eles
eram equidecomponiveis. Nesse momento, ndo fizemos uma intervengéo para
solicitar que, recorrendo a critérios de congruéncia de triangulos, seria possivel
provar matematicamente que ACF e BED sao congruentes.

Argumento analogo foi usado pelo sujeito para resolver o caso 1, em que
a parte comum aos dois paralelogramos € o triangulo AGB (Figura 95). Podemos
seguir a argumentacao utilizada por meio das imagens registradas na tela do

GeoGebra-Geometria:

Figura 94: Resolucao do caso 2 pelo sujeito 2

Fonte: Registro préprio (2019)

Figura 95: Resolucéo do caso 1 pelo sujeito 2

e [r———

o [a—

Fonte: Registro préprio (2019)
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No terceiro caso, o0 sujeito 2 comecgou tentando fazer uma triangularizacao
do paralelogramo ACEB. Em seguida, toma um dos triangulos da decomposi¢éo
do paralelogramo ACEB e procura realizar rotagdes, reflexdes e translagoes,
buscando com isso transportar esse triangulo para recobrir parte do
paralelogramo AFDB. Suas tentativas ndo produzem o efeito desejado e podem

ser observadas nas imagens contidas nas figuras 96 e 97, a seguir.

Figura 96: Resolucao do caso 3 pelo sujeito 2 — rotagdes de 180°

Fonte: Registro préprio (2019)
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Figura 97: Resolucéo do caso 3 pelo sujeito 2 - transla¢fes

Fonte: Registro proprio (2019)

N&o obtendo éxito com a estratégia adotada, 0 sujeito 2 recomega a
resolucdo da questdo, agora buscando transladar todo o paralelogramo ACEB
para formar um novo paralelogramo BEHG. A configuracdo que resulta dessa

operacao é mostrada na figura 98:

Figura 98: Resolucao do caso 3 pelo sujeito 2 — paralelogramo congruente

H D

C E F

A B

Fonte: Registro proprio (2019)

O sujeito 2 argumenta que o paralelogramo ACEB e o seu transladado
BEHG sé&o congruentes e, portanto, equidecomponiveis. Usando a transitividade
da relacdo de equidecomposicdo, bastaria mostrar, entdo, que o0s
paralelogramos BEHG e AFDB sao equidecomponiveis. Ele prosseguiu

argumentando que o tridngulo IEF pode ser transladado para coincidir com o
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triangulo JHD. Do mesmo modo, o triangulo AIB pode ser transladado para
coincidir com o triangulo BJG. Como o poligono BIFH]J] é comum aos
paralelogramos BEHG e AFDB, ficaria, dessa forma, confirmada a
equidecomposicao visada.

Percebemos que o sujeito 2 evoluiu em sua argumentacéo, em relacéo a
suas tentativas iniciais. No entanto, ficou claro que havia feito uma justificacéo
que era valida apenas para configuracdo que obtivera com a citada translacao
do paralelogramo ACEB. Para “desestabilizar” sua argumentacéo, deslocamos
0 ponto D e propusemos a seguinte situacado para ser considerada pelo sujeito
2.

Figura 99: Resolucao do caso 3 pelo sujeito 2

C E H F

A B G

Fonte: Registro préprio (2019)

Como o sujeito 2 compreendeu que ndo eram mais validos os argumentos
empregados anteriormente, ele retomou a questao partir do inicio, “apagando” o
paralelogramo BEHG. Criou, em seguida, o paralelogramo AEHB, que é

equidecomposto ao paralelogramo ACEB, pelo primeiro caso, jA demonstrado
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Figura 100: Resolucéo do caso 3 pelo sujeito 2 — paralelogramol de mesma base

c E H F D

B

= 4

Fonte: Registro préprio (2019)

Em seguida, construiu o paralelogramo ALMB, que pode ser visualizado

na figura 101.:

Figura 101: Resolucao do caso 3 pelo sujeito 2 — paralelogramo 2 de mesma base

c E L H F M O

A B

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito 2 argumentou que os paralelogramos AEHB e ALMB
enquadram-se no caso 2, ja comprovado e que, portanto, sao
equidecomponiveis. O mesmo ocorre com relacdo aos paralelogramos ALMB e
AFDB. Pela transitividade da equidecomposicéo, ficaria validado o que era
visado.

Neste momento da andlise a posteriori, convém comentar que 0 axioma
de Arguimedes é necessario para a validade matematica do procedimento
acima: tal axioma vai assegurar que a configuracdo mostrada acima pode ser
obtida, quaisquer que sejam as posi¢des originais dos paralelogramos ABCE e

ABFD. Em linguagem menos precisa, podemos dizer que o axioma de
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Arguimedes garante que, repetindo um numero finito de vezes o procedimento
acima, os paralelogramos “deslocados” a partir de ABEH podem ser levados a
“atingir” o paralelogramo ABFD.

Concluida a atividade complementar com o0 sujeito 2, procuramos
continuar a terceira sessédo do experimento, visando a dois objetivos: a) retomar
a comprovacgéao do item (b) da atividade 6, requerendo do sujeito validar suas
afirmacdes, ndo apenas no plano da utilizacdo do GeoGebra-Geometria, mas
também apoiando-se em proposicfes matematicas; b) cumprir uma fase de
institucionalizacdo de todo o conhecimento envolvido no Teorema de Bolyai.

Voltamos entdo a discutir com o sujeito 2 o item (b) da atividade 6 que
havia sido subdivido em 3 casos.

Lembramos que no caso 1, tinhamos que um dos retangulos possuia a
base igual a metade da base do outro retangulo. Observamos que os dois
paralelogramos formados nessa construcdo eram como o caso 1 dos
paralelogramos e, por isso, equidecomponiveis. Restava, assim, confirmarmos
que os triangulos NMK e I,G{M eram equidecomponiveis. Vejamos a seguir a

imagem da composicao trabalhada pelo sujeito 2:

Figura 102: Resolucéo do caso 1 dos retangulos de mesma area pelo sujeito 2

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito 2, por solicitagdo nossa, justificou que os triangulos eram, de
fato, congruentes pelo caso LLL (lado-lado-lado), pois o lado KN é congruente

ao lado H{M pois eram lados opostos de um mesmo retangulo; H; M por sua vez
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era congruente a BG,, pois eram os lados opostos do paralelogramo verde
(BH{MG,); e o lado BG, era congruente ao lado MI, pois eram lados opostos
de um mesmo retangulo. Por transitividade, tinhamos KN congruente a MI,. De
maneira analoga, os lados NM e IG, também eram congruentes. Os lados KM
e MG, eram congruentes pois KM e H;B eram os lados opostos do
paralelogramo vermelho (BH,KM) assim como MG, € H;B eram os lados
opostos do paralelogramo verde (BH{MG,).

No caso 2, para ajudar o prosseguimento da resolucdo exibimos a reta
que passa por KG, e o sujeito 2 fez outras retas na tentativa de encontrar uma
decomposicédo favoravel. Neste ponto ele verifica que os paralelogramos verde
e laranja sd&o como no caso 2 dos paralelogramos e sendo entdo

equidecomponiveis. Vejamos:

Figura 103: Resolucao do caso 2 dos retangulos de mesma area pelo sujeito 2
(tentativa 1)

/
P4
//
_ ./ -
/ .|
A p———
/

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito 2 ndo consegue avancar depois disso. Entéo, ele apaga as duas
retas criadas por ultimo e traca, recorrendo ao GeoGebra-Geometria, outra reta,
uma paralela a reta que passa por KG,. Depois disso, ele nota que surgem
novamente: os triangulos rosa e azul como no caso anterior e que analogamente
sdo congruentes; e dois novos paralelogramos que dessa forma tém a mesma

area. Bastaria mostrar que eles séo equidecomponiveis.
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Figura 104: Resolucao do caso 2 dos retangulos de mesma area pelo sujeito 2
(tentativa 2)

Fonte: Registro proprio (2019)

Ele translada um desses paralelogramos como na figura abaixo:

Figura 105: Resolucado do caso 2 dos retdngulos de mesma area pelo sujeito 2
(tentativa 2) — transladando o paralelogramo

Fonte: Registro proprio (2019)

Por construcdo o paralelogramo transladado € congruente ao
paralelogramo azul original e é equidecomponivel ao paralelogramo lilas pelo
caso 2 dos paralelogramos ja provado.
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No caso 3, ele percebe que os paralelogramos rosa e verde recaem no
caso 3 dos paralelogramos que ja foi comprovado, logo sdo equidecomponiveis.
Sobram apenas os triangulos rosa e azul como no caso 1. Ao tracar as retas
COmo na imagem a seguir, 0 sujeito mostra que novamente os triangulos sé&o

congruentes pelo caso LLL. O dialogo a seguir relata essa passagem:

- Pesquisadora: Se fizer isso, facilita um pouco? — se refere ao tracar
a reta paralela a NJ passando por M. O objetivo é saber se esse
pedaco aqui é congruente a esse — se refere aos triangulos rosa e azul.
- Sujeito 2: A gente tem como eu saber iSSO se eu tracar uma reta

paralela a essa aqui - Ele traca a reta paralela a KM passando por N.
— Ai sim eu garanto que esse segmento J;I,€ congruente a esse N e
esse que td sem o ponto E da mesma forma esses outros aqui — Se
referindo aos outros dois lados KN e MI,.

Como os outros dois lados, que séo as hipotenusas dos triangulos rosa e
azul sdo também lados dos paralelogramos facilmente foi verificado pelo sujeito
como no caso 1. A proxima imagem mostra como se foram realizadas essas

construcoes.

Figura 106: Resolucéo do caso 3 dos retangulos de mesma area pelo sujeito 2

Fonte: Registro préprio (2019)
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Na presente analise a posteriori, observamos que na resolucdo da
atividade adicional, o sujeito 2, estimulado por nds, empregou justificativas que
Sdo necessarias nas provas légico-matematicas. Contudo, tais justificativas
restringiram-se ao apelo aos axiomas e teoremas relativos, essencialmente, a
congruéncia de triangulos e a reciproca do teorema dos angulos alternos
internos. Esse fato nos da um indicio do tipo de conhecimento adquirido pelos
sujeitos em sua formacdo matematica anterior ao experimento.

Cumprida a resolucao por parte do sujeito 2, voltamos para a atividade 5
para realizar a fase de institucionalizagcdo. Pudemos discorrer sobre o que havia
sido estudado e concluir que, de fato, duas figuras de mesma area séao

equidecomponiveis, como estabelece o Teorema de Bolyai.

7.3.2 Atividade Complementar - sujeito 1

Com o sujeito 1, comecamos relembrando as atividades que foram
realizadas até aquele momento. Explicamos ao sujeito que o primeiro exercicio
desta etapa € um passo intermediario que visa facilitar a resolucdo do item (b)
da atividade anterior. O objetivo da atividade seria mostrar que dados dois
paralelogramos de mesma area e mesma base, entdo, eles sédo
equidecomponiveis.

O sujeito 1 inicia a atividade no GeoGebra-Geometria em uma janela com
dois paralelogramos construidos previamente por nés, de forma analoga aos que
foram apresentados ao sujeito 2 e se enquadram no segundo caso dos
paralelogramos citados antes. Vejamos a figura 107, a seguir:



173

Figura 107: Apresentacdo do caso 2 ao sujeito 1

*.
o

Fonte: Registro préprio (2019)

Ao ver a imagem, explica que o triangulo azul, ACF, pode levado a
superpor o vermelho, BED, por meio do software. Incentivamos que formalize a

ideia, entéo o sujeito explica:

- Sujeito 1: E pensar que essa figura azul ela tem uma altura que é a
mesma altura da figura vermelha certo? E a U(nica coisa que
precisamos saber € se o CF tem 0 mesmo tamanho, mesma medida
do ED.

- Pesquisadora: Certo, e a gente pode descobrir isso?

- Sujeito 1: Deixa eu pensar aqui ... tem alguma informacdo sobre
esses pontos?

- Pesquisadora: Ndo. S6 que o vermelho é um paralelogramo e o azul
€ um paralelogramo e que AB é a mesma base pros dois.

- Sujeito 1: [...] AF é igual a BD certo? Temos alguma coisa a mais?
AF é igual a BD.

- Pesquisadora: Por que que AF ¢ igual a BD?

- Sujeito 1: Porque ele é um paralelogramo. Um paralelogramo, lados
opostos tem a mesma medida. Agora eu queria saber uma coisa: esse
EB é congruente a CA?

- Pesquisadora: O azul é um paralelogramo. Sao dois paralelogramos
nessa questao.

- Sujeito 1: O azul também é um paralelogramo. Ah! E verdade...
Entdo, EF também é igual a CA. [...] ai falta uma coisa, descobrir se o
angulo também é.... ah ndo, mas eu tenho que AB é congruente a CE
por ser um paralelogramo, que também é congruente a FD. Ou seja,
os dois paralelogramos tém mesma area.

- Pesquisadora: Tém mesma area desde o comecgo.

- Sujeito 1: - Ah, desculpa! Esses dois paralelogramos tém a mesma
medida “aqui aqui daqui pra ca”, pode nao parecer visualmente [...],
mas como isso aqui € um paralelogramo AB vai ser congruente a FD,
como esse azul também & um paralelogramo, AB é congruente a CE,
entdo CE é congruente a FD. Certo?

- Pesquisadora: Isso.

- Sujeito 1: E a altura dos dois também s&o congruentes.

[.]
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- Sujeito 1: Sdo iguais porque eu néo td olhando a altura como se fosse
BD e sim a projecéo de B até a reta... 0 segmento FD. Ent&o esse
segmento aqui € o0 mesmo que ta em CE, entdo a gente tem alturas
iguais. Se formos olhar por férmula... A area do paralelogramo vai ser
a altura vezes a base, e a altura dos dois s&o iguais como a base
também. Entédo os dois tém a mesma area. Por ter a mesma area e a
gente ja provou que os dois paralelogramos sao congruentes... entao
ta OK.

- Pesquisadora: Calma, eu te dei dois paralelogramos e disse que eles
ttm a mesma &rea e tém essa mesma base. Eles sao
equidecomponiveis?

Notamos nas falas do sujeito 1, uma frequente necessidade de medir. As
estratégias que ele toma estavam ligadas a ideia de medir lados ou angulos. Tal
fato reforca as consideragOes, feitas anteriormente nesta dissertacdo, com
respeito a persisténcia dos sujeitos em recorrer as medi¢des propiciadas pelo
software.

Além disso, percebemos que a férmula da area € um conhecimento
adquirido pelo sujeito 1, como haviamos previsto em nossa analise a priori.

Em razéo das ultimas falas do sujeito apresentada acima, em que ele diz
ter “provado” que os dois paralelogramos tém a mesma area, foi preciso retomar
a ideia inicial da argumentacao, pois ndo era isso que se pretendia comprovar
na atividade. Para tal, usamos o quadro branco e explicamos que, inicialmente,
havia dois poligonos de mesma area, que eram cheios de “pontas” e que, apesar
disso, queriamos mostrar que eram, de fato, equidecomponiveis. Relembramos
gue, para isso, uma das regides poligonais foi decomposta em varios triangulos,
mas que ficou bem dificil encaixa-los para montar a outra regido. Dissemos,
também, que a atividade 6 continha a sugestdo de recorrermos a um terceiro
poligono — um retangulo — criado a partir dos triangulos, com o objetivo de usar
a transitividade da equidecomposicdo para comprovar que os dois poligonos
originais eram equidecomponiveis. Visando criar esse retangulo, buscamos
construir, para cada triangulo que faz parte da decomposicdo de um dos
poligonos originais, um retangulo equidecomposto a esse triangulo. Construido
dessa forma, o retangulo teria a mesma area do triangulo de onde se originara.
Mas surgia a dificuldade de que os varios retangulos assim obtidos poderiam ter
bases distintas, o que nos impediria de compor com eles, por empilhamento, um
unico retadngulo “maior”. Por isso, fomos levados a verificar se seria possivel

construir, a partir de um retangulo original qualquer, um retangulo
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equidecomposto a ele, mas de base fixada. Foi nessa etapa que fomos
conduzidos a buscar comprovar que dois paralelogramos de mesma base e
mesma area sao equidecomponiveis. Portanto, dissemos, os paralelogramos
tém mesma por hipotese e que precisamos verificar é se sdo equidecomponiveis.

Podemos ler a seguir uma parte de como essa discussao prosseguiu:

- Sujeito 1: E dizer que eles tém.. que eles podem ser
equidecomponiveis.

- Pesquisadora: Isso, ou seja, que eu posso pegar...

- Sujeito 1: Essa parte aqui, FEBA., ela € uma intersecdo entre o
paralelogramo CABE e FABG.

[...]

- Pesquisadora: Ou seja, essa parte ai ja € equidecomponivel... certo?
- Sujeito 1: Equidecomponivel... entdo 0 que eu preciso mostrar € que
FCA, que é o triangulo azul, pode ser colocado no mesmo espaco que
DEB, certo?

- Pesquisadora: Isso. Que matematicamente falando, isso quer dizer
0 qué?

- Sujeito 1: Que eles sdo congruentes. O primeiro passo eu ja sei que
¢ EB é congruente de CA, porque eles fazem parte do mesmo
paralelogramo. Certo? DB ele é congruente a FA porque também
fazem parte do mesmo paralelogramo que nesse caso € o vermelho.
[...]

- Sujeito 1: Agora... deixa eu ver aqui. O que eu podia fazer... com o
tridngulo... quando ele é congruente ao outro, eu posso fazer tipo lado
—lado - lado, que s&o lados iguais, lado — &ngulo - lado. Entdo a ideia
era conseguir saber se o angulo EBD é congruente ao dngulo CAF

- Pesquisadora: Ou?

- Sujeito 1: Ou lado, lado, angulo oposto.

[...]

- Pesquisadora: Séo trés maneiras entao?

- Sujeito 1: Sim.

- Pesquisadora: Isso. Qual que t& mais facil de descobrir.

[...]

- Sujeito 1: Lado, lado, lado é o que a gente quer saber, entdo a gente
ndo pode usar essa definicao

- Pesquisadora: E o que a gente quer saber?

- Sujeito 1: E, porque se a gente conseguir descobrir que eles sdo
congruentes, a gente vai ter certeza que lado-lado-lado, entéo, é D...

- Pesquisadora: Nao, se a gente conseguir mostrar que esses lados
sdo congruentes, entdo... a gente vai descobrir que é um triangulo séo.
Né isso?

- Sujeito 1: Nao, eu td pensando ao contrario. T pensado que tipo, eu
qguero descobrir que esses tridngulos sdo congruentes por uma das
duas formas e dessa forma eu vou ter certeza que aqui o lado é
congruente.

- Pesquisadora: Ah t6 entendendo, mas sera que ndo teria uma outra
forma de descobrir?

Depois disso, 0 sujeito prolonga as retas suportes dos lados AC e BE

como mostra a imagem a seguir:
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Figura 108: Resolucéo do caso 2 pelo sujeito 1

/
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Fonte: Registro préprio (2019)

A intencdo do sujeito foi mostrar que os angulos ACF e BED eram iguais

e, portanto, pelo caso LLA (lado, lado, angulo oposto) o triangulo azul ACF e o

vermelho BED eram congruentes. E dessa forma, pela proposicédo LLL (lado,

lado, lado) os segmentos CFe ED eram congruentes. Em seguida, ele

argumenta que:

- Sujeito 1: Dessa forma, triangulo azulzinho aqui, que é o0 ACF, ele é

equidecomponivel ao triangulo BED.
- Pesquisadora: Pronto.
- Sujeito 1: Pronto.

Concluido este caso solicitamos ao sujeito para abordar o caso 1,

movendo a construcao pelo ponto D, como podemos analisar na imagem abaixo:
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Figura 109: Resolucéo do caso 2 pelo sujeito 1 (continuagéo)

Fonte: Registro préoprio (2019)

Pelo dialogo a seguir, podemos entender como foi provado também este
caso:

- Pesquisadora: O que é que acontece se a gente fizer isso aqui? —
fala ao movimentar o pondo D obtendo a imagem acima

- Pesquisadora: [...] antes a gente tinha os dois paralelogramos com
a mesma area, com a mesma base e um segmento em comum EF.
Agora a gente s6 tem um ponto em comum com os dois, iSso &, 0 ponto
E ai?

- Sujeito 1: Certo. Nesse caso vocé quer comprovar que o triangulo
ACE é equidecomponivel ao triangulo BED, certo?

- Pesquisadora: Isso.

- Sujeito 1: Temos aqui que pela mesma relacdo que a medida do lado
AE é igual a de BD, entdo o lado AE é congruente a BD, assim como
AC é congruente a BE, que fazem parte do triangulo azul. Que foi a
mesma relacéo do triangulo da questao anterior. Certo?

- Pesquisadora: Na questao anterior vocé usou dngulo também, nessa
vocé vai usar também? Ou ndo?

- Sujeito 1: O E ele é um ponto médio entre € e D ou ndo? Ta definindo
nao né?

- Pesquisadora: Nao esta definido, mas olhe direitinho.

O sujeito 1 encontra dificuldade de visualizar os lados dos paralelogramos
e leva um tempo até concluir que CE é congruente a ED. Para ajudar na
visualizagao escurecemos a cor dos paralelogramos, como vemos na figura 110,

abaixo:
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Figura 110:Resolucéo do caso 2 pelo sujeito 1 (continuag&o)
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Fonte: Registro préprio (2019)

O dialogo continua:

- Sujeito 1: [...] BD é igual AE. Falta descobrir que...

- Pesquisadora: Quem mais € igual ai?

- Sujeito 1: O CE, ele é realmente congruente a ED. Porque o AB ele
¢é congruente a ED, mas também o AB é congruente a CE. Ento, CE é
congruente a ED.

- Pesquisadora: Isso mesmo. Foi mais facil né?

- Sujeito 1: E verdade. Por lado, lado, lado esses dois triangulos s&o
congruentes, sao equidecomponiveis. Verdade, esse é mais facil do
que o outro.

- Pesquisadora: E. Esse é mais facil do que o outro. E o que acontece
se a gente fizer assim agora?

Mais uma vez, concluido esse caso, movemos a construcao pelo ponto D

para provar o caso 3 como podemos analisar na imagem abaixo:
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Figura 111: Apresentacéo do caso 3 ao sujeito 1

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito teve liberdade para usar as ferramentas e escolher como utiliza-
las. Ele comecou explicando que, agora, sao dois quadrilateros e acha que deve
dividi-los em triangulos. Ele comec¢ou marcando um ponto de intersecéao G entre
os lados AF e BE. Depois, ele translada os quadrilateros ACEG e BGFD e tenta
trabalhar com apenas essas partes. Entdo, explicamos que, dessa forma, ele
acabaria voltando para questdo inicial, em que eram dados dois poligonos
quaisquer de mesma area e queriamos provar que eles eram sao
equidecomponiveis. Podemos observar na Figura 112, a seguir, como ficou essa

construcao:
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Figura 112: Resolucdo do caso 3 pelo sujeito 1(tentativa 1)

g E g &

Fonte: Registro proprio (2019)

Nessa ocasido, 0 sujeito 1 é orientado a utilizar resultados que foram
comprovados nas questdes anteriores. Fomos ao quadro e, em topicos,
relembramos todos os pontos, incluindo os casos 1 e 2 validado na mesma
sesséo.

O sujeito 1 apagou o havia feito, tracou uma reta paralela a base comum

aos paralelogramos, passando pelo ponto G. Vejamos a seguir:

Figura 113: Resolugdo do caso 3 pelo sujeito 1(tentativa 2)

Fonte: Registro préprio (2019)
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Ele explica que o lado AL é congruente ao lado BG porque eles fazem
parte do mesmo paralelogramo LABG. De acordo com a transcricao a seguir,

ele explica ainda que:

- Sujeito 1: Agora eu quero provar o qué? Que CLGE é congruente a
FGMD.

- Pesquisadora: E o que a gente sabe deles?

- Sujeito 1: Que sao dois paralelogramos.

- Pesquisadora: A gente sabe o que mais sobre eles?

- Sujeito 1: Que os dois... eles tém os lados... as bases iguais.

- Pesquisadora: O qué mais?

- Sujeito 1: [...] FD ele esta no mesmo paralelogramo de AB. E &
paralelo a GM, entdo GM também é congruente a AB. Dessa forma GM
¢é congruente a LG. Assim, como FD é congruente a CE também pelo
fato deles terem em comum o lado oposto AB. Entdo, CE ¢ congruente
a FD. Ou seja, as bases de ambos sdo congruentes. O que precisa
comprovar é que... € emrelagéo a esse lado aqui. Porque eu ndo quero
provar que as areas séo iguais porque € elas ja sao.

Como vemos, diferentemente do que ocorreu no inicio, o sujeito 1 afirmou
gue a area ja € conhecida e que esse ndo € o resultado que ele buscava,
mostrando um avango na compreensdo do problema. Ainda assim, o sujeito 1
NAo conseguiu prosseguir, tendo ocorrido uma intervengao nossa sugerindo que
ele fizesse uma nova construcdo de modo a aparecer um dos casos ja validados

da questdo visada. Vejamos esta parte do dialogo:

- Pesquisadora: Mas a gente poderia pegar eles e desenhar de outra
forma que ele recaia em um desses outros casos?

- Sujeito 1: Eu poderia transpor isso aqui...Posso quebrar eles agora?
Vou usar o poligono, quebrar os dois angulos, na verdade, e quando
eu quebrar, eu vou colocar um do lado do outro.

Essa construcéo ficou da seguinte forma:



182

Figura 114: Resolucéo do caso 3 pelo sujeito 1(tentativa 2, continuagéo)
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Fonte: Registro préprio (2019)

Como se depreende da figura 114, o sujeito 1 realizou uma translagéo do
paralelogramo LGCE, obtendo o paralelogramo GMEH. Ele afirmou, entdo, que
GMEH e GMFD eram equidecomponiveis porque estavam em uma posi¢cao
relativa ja comprovada no caso 2, com segmento de reta FH comum aos lados
superiores EH e FD. Por transitividade, LGCE e GMFD eram equidecomponiveis
e, pelo caso 1, ABLG e ABGM eram equidecomponiveis e consequentemente,
ABCE e ABFD resultavam equidecomponiveis, que era a validacao buscada.

Como comentamos anteriormente na resolucéo da atividade pelo sujeito
2, seria necessario recorrermos ao axioma de Arquimedes para que o
procedimento acima empregado pelo sujeito 1 pudesse ser formalizado do ponto
de vista l6gico-matematico. Seria preciso ter a garantia de que, transladando um
namero finito de vezes o paralelogramo LGCE, poderiamos “atingir’ o
paralelogramo ABFD. Como sabemos, para obter isso, necessitariamos
empregar o axioma de Arguimedes.

Do mesmo modo que atuamos como sujeito 2, apds a conclusdo da
atividade complementar, retomamos o item (b) da atividade 6, em dialogo com o
sujeito 1, visando aos objetivos mencionados anteriormente, quando tratamos
desta fase no caso do sujeito 2.

Ao iniciar a finalizacdo da atividade 6, recordamos até que ponto
haviamos atingido na sessao anterior. Fizemos uma intervencéo para retomar

0s trés casos propostos para a resolucdo do item (b) da atividade 6.
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No caso 3, o sujeito comecou tragcando alguns segmentos a fim de
decompor os retangulos, como feito na sessao anterior, em triangulos. Logo o
sujeito afirmou que os triangulos formados sdo bem distintos como mostra a

figura 115, adiante.

Figura 115: Resolucéo do caso 3 dos retangulos de mesma area pelo sujeito 1

Fonte: Registro préprio (2019)

Ele imaginou uma maneira de decompor os retangulos rosa H{KNJ e azul
BJ1,G,. E fez algumas perguntas, transcritas a seguir, e nelas notamos,

novamente, a tendéncia em medir:

- Sujeito 1: Visivelmente d& para ver que eles nao tém a mesma altura.
Entdo, eu sei que as bases sao diferentes também. Eu separei em dois
triangulos para ajudar de alguma forma, mas [...] A ideia seria
transformar esse retangulo rosa H;KN] em dois tridngulos. Se eu
transformar esse retangulo... no mesmo retangulo que esse azul
seria... ai seria o certo. Ajudaria?

- Pesquisadora: E... ajudaria, s6 que é justamente esse problema que
a gente quer resolver, né? No final das contas.

- Sujeito 1: Ah é verdade. Dai isso seria andar em circulos, né?
Entendi. Certo, certo. Tem como eu saber qual a medida disso aqui?
Quanto vale esse JB?

- Pesquisadora: Deixa eu fazer assim... e ai como vocé faria?

. . ~ 1
Fizemos uma intervencéo, retomando o caso 1 ( D{H; = 5 D;K ) como

objetivo de tornar a estratégia de medir irrelevante e de ajudar o sujeito 1 no
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prosseguimento da resolucdo da atividade, uma vez que ele ja havia resolvido
esse caso na sessao anterior. O sujeito 1 tracou dois segmentos KG, e H,B,

fazendo surgir os dois paralelogramos a seguir:

Figura 116: Retornando ao caso 1
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Fonte: Registro préprio (2019)

Ele consegue identificar que o que ja havia comprovado na sessao
anterior:

- Sujeito 1: Dessa forma aqui, eu sei que pelas coisas que a gente
tinha feito antes. Eu sei que esse triangulo H{JB é comum a ambos.
E que KH,J tem que ser congruente a JBGq [...]. E como esse
triangulo KH{J é congruente a esse KNJ e esse JBG4 é congruente
aesse J1,G4, entdo, os quatro triangulos séo congruentes, ou seja, 0S

dois retangulos sdo congruentes, KH{JN é congruente a JBG1;.
Pronto.
- Pesquisadora: Isso.

Terminado esse caso, voltamos para o caso 3 (D{H; < i D:K). O

segmento de reta KG, ja ndo passava mais pelo ponto J. O sujeito 1 construiu,
entdo, os segmentos de reta KJ e JG,, que deram origem a dois quadrilateros
que, visualmente, ndo foram identificados com paralelogramos, o que levou a
sujeito 1 a abandonar esse caminho, apagando esses quadrilateros.

Observemos as figuras 117 e 118:
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Figura 117: Retornando ao caso 3

Fonte: Registro proprio (2019)

Figura 118: Resolucao do caso 3 pelo sujeito 1 (tentativa 2)

Fonte: Registro proprio (2019)
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O sujeito 1 marcou os pontos D e L e afirmou que os angulos LKN e
G,DI, eram congruentes, pois as retas determinadas pelos segmentos KN e DI,
eram paralelas e cortadas pela transversal KI; . Além disso, os angulos retos
KNL e DI, G, também s&o congruentes. Depois disso, ele tragcou mais uma reta,
paralela a reta anterior, passando pelo ponto N, como podemos observar a

sequir:

Figura 119: Resolucéo do caso 3 pelo sujeito 1 (tentativa 2, continuagéo)

Fonte: Registro préprio (2019)

O sujeito tem dificuldade de visualizar que os paralelogramos rosa e verde
estdo dispostos como no ultimo caso dos paralelogramos que ele havia
comprovado. Percebendo essa dificuldade, abrimos as duas janelas,
simultaneamente, para que ele comparasse as constru¢cdes e compreendesse
gue se tratava do terceiro caso da atividade relativa a equidecomposicédo de

paralelogramos de mesma base e mesmas areas.
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Figura 120: Retomando o problema, nova visualizagédo

&

Fonte: Registro préprio (2019)

Feito isto, o sujeito 1 foi solicitado a resolver o caso 2 (D{H; > §D1K ),

mostrado na figura 121:

Figura 121: Resolucéo do caso 2 pelo sujeito 1
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Fonte: Registro proprio (2019)

Diante da configuracdo correspondente a esse caso, 0 sujeito 1,
inicialmente, tracou duas retas, como mostramos na figura 121. Em seguida,
procurou argumentar que os triangulos rosa, KNL, e azul, DI;G;, eram,
realmente, congruentes. Para isso, ele tragcou dois quadrilateros, DI{KN e

LG{NI,, que ele tomou como dois paralelogramos de mesma base, NI, ,
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apoiando-se na percepcéo visual (vejamos a figura 121). Disso, decorria, que 0s
segmentos KN e DI, eram congruentes, como lados opostos de um
paralelogramo e os segmentos NL e I,G; eram congruentes, pelo mesmo
argumento. Os triangulos KNL e DI,G, eram, entdo, congruentes (LAL).

Em seguida, o sujeito prefere apagar as duas retas que havia construido
em sua primeira tentativa e recomeca a questao. Repete o procedimento do caso
anterior apoiando-se nos dois quadrilateros DI;KN e LG{NI,, que ele tomou
como dois paralelogramos de mesma base, NI;, apoiado, novamente, na

percepc¢ao visual, como podemos observar a seguir:

Figura 122: Resolucéo do caso 2 pelo sujeito 1(continuacgéo)

Fonte: Registro préprio (2019)

Tal argumento o conduz a concluir que os triangulos KNL e DI;G, s&o
congruentes. E como isso, € possivel comprovar que os trapézios DJKN e
LG4JI, sdo congruentes, o que permite completar a argumentacdo de que o0s
dois retangulos D,G{H{I, € D;BKN s&o equidecomponiveis.

Para finalizar, fizemos uma retrospectiva das atividades realizadas,
procurando cumprir a etapa de institucionalizacao.

Como dito anteriormente essa etapa nao havia sido prevista na analise a
priori e por isso precisou, para fins de concluséo, ser realizada com cada sujeito
separadamente. Apesar disso, cada sessdo ocorreu de forma satisfatoria e

durou cerda de duas horas e meia.
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7.4 Resumo da analise a posteriori

Nesta sec¢ao, iniciamos com a apresentacdo dos quadros resumo da
andlise a posteriori das atividades.

Uma observacao preliminar é que, exceto pela atividade 3, todas as
demais sao atividades propostas para serem resolvidas com o emprego do
software GeoGebra-Geometry. Dessa forma, no item “Descricdo” das demais

atividades deve-se subentender essa solicitagao.
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Tabela 1: Resumo nas analises das atividades 1 e 2

ATIVIDADE 1 ATIVIDADE 2
: . - Composicdo de um poligono com
o - Triangularizagdo de um .~ .

Descricao . base na decomposi¢éo do poligono

poligono dado. da atividade 1.

- Familiarizaggdo com o L
GeoGebra-Geometria - Familiarizacdo com o GeoGebra-

_ o Geometria.

Contetdos | Conceitos _ iniciais  da | _ Conceito de composicao de um

geometria dos poligonos.

- Conceito de triangularizagao
de um poligono.

poligono.

Rupturas na
Aprendizagem

- Nao previstos na andlise a
priori e ndo observados no
experimento.

- Na analise a priori foi previsto um
salto informacional envolvendo a
definicao de poligono. A
observacdo dessa suposicao foi
prejudicada por falha no enunciado
no qual foi escrito: “compor uma
nova figura” e ndo “um novo
poligono”.

Comentarios

- Ocorreram dificuldades na
aprendizagem, relacionadas
com o emprego do software,
previstas na analise a priori.

- Foram observadas dificuldades na
aprendizagem do emprego das
ferramentas de isometrias no
software, previstas na andlise a
priori.

- Um dos sujeitos escolheu
decomposicbes com  nuameros
elevados de 8 e 9 triangulos. Por
isso, teve muita dificuldade ao
resolver a atividade.

- Em face das dificuldades no uso
das ferramentas de isometrias no
GeoGebra-Geometria deveria ser
previsto mais tempo para atividades
do tipo analisado.

Paginas

Capitulo 6:
94-96

Capitulo 7:
112-118

Capitulo 6:
96-98

Capitulo 7:
118-123
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Tabela 2: Resumo nas analises das atividades 3 e 4

ATIVIDADE 3 ATIVIDADE 4
L a - Comprovacao da transitividade
A - Questionario com trés itens, ~
Descricao . da relacéo de
para resposta por escrito. . A
equidecomposicao.
- (&) Equidecomposicdo como
relacdo entre poligonos.

) ) (b) Reflexividade da | - Propriedade de~ transitividade
Conteudos : . da relacao de
equidecomposicao. . o

equidecomposicao.
- (c) Simetria da

equidecomposicao.

Rupturas na
Aprendizagem

- Na analise a priori, foi previsto
um obstaculo de origem
didatica na resolucdo do item
(@): o conhecimento sobre
igualdade de areas resiste ao
da equidecomposicdo. Na
analise a posteriori a previsao
foi confirmada.

- As previsbes, na andlise a
priori, de saltos
informacionais na
necessidade de comprovacgao
da reflexividade e da simetria,
nao foram confirmadas no
experimento.

- lgualmente
previstas na prépria
comprovacdo, também néo
foram confirmadas, pois o0s
sujeitos conseguiram resolver
satisfatoriamente os itens (b) e
(c) da atividade.

as rupturas

- Embora ndo previsto na
andlise a priori, para esta
atividade, o obstaculo indicado
na andlise a posteriori, atividade
3, volta a ocorrer: a igualdade
de é&rea prevalece sobre a
equidecomposicao.

- Na analise a priori foi prevista
um salto informacional, por
considerarmos a complexidade
da demonstracdo apresentada
no capitulo 4, em particular, a
superposicao de duas
triangularizacdes de um mesmo
poligono. A analise do
experimento confirmou a
previsao e, durante o processo
de comprovacdo, houve varias
intervencdes nossas.

Comentarios

Nesta atividade, o0s sujeitos
foram informados que n&o iriam
utilizar o GeoGebra-Geometria,

A existéncia de mais de uma
triangularizacdo do poligono
“intermediario” foi citada por um

e que deveriam procurar | dos sujeitos, o que foi um fato
construir argumentacgdes | positivo.
escritas.
PAGinas Capitulo 6: Capitulo 7: Capitulo 6: Capitulo 7:
g 98-100 124-127 100-102 127-134
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Tabela 3: Resumo nas analises das atividades 5 e 6

ATIVIDADE 5

ATIVIDADE 6

- Dados dois poligonos, é
pedido validar:

a) equidecomposicdo implica

E pedida a validacéo de que:

a) Todo triangulo e
equidecomponivel a um
retangulo;

Descricao _ i
igualdade de areas b) Todo retangulo €
b) igualdade de areas implica | €duidecomponivel — a  um
equidecomposico. retangulo de mesma area e
base pré-fixada.
; - Equivaléncia entre | -  Proposicbes que sdo o
Conteudos

equidecomposicao e igualdade
de areas.

ndcleo de uma validacdo do
Teorema de Bolyai.

Rupturas na
Aprendizagem

- Na analise a priori do item (b),
previmos um obstaculo de
origem didatica para a
aceitacdo da necessidade de
validacdo desse item. A
suposicao confirmou-se
apenas em um dos dois
sujeitos.

- Quanto a comprovacao
propriamente dita, foi previsto
um salto informacional, que
foi confirmado no experimento.

- Na andlise a priori néo
previmos ruptura na
aprendizagem na resolucéo do
item (a). No entanto, no
experimento, verificou-se que
ocorreu um salto
informacional, que requereu
nossa intervengao.

- Na andlise a priori o item (b),
foi previsto um  salto
informacional, confirmado na
realizagéo do experimento.

Comentarios

A suposicao de que os sujeitos
apresentariam uma
comprovagéao da implicagéo do
item (a) foi confirmada no
experimento.

- Os sujeitos conseguiram
resolver o item (a) com nossa
intervencdo.  Alteramos o
problema: iniciamos com um
triangulo retangulo, que foi
resolvido e, em seguida,
propusemos 0 caso geral,
também resolvido por eles.

Paginas

Capitulo 6:
102-105

Capitulo 7:
134-146

Capitulo 6:
105-109

Capitulo 7:
146-160
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Tabela 4: Resumo da atividade complementar

ATIVIDADE COMPLEMENTAR

Descricao

- Solicita-se a comprovacéao de que dois paralelogramos de
mesma base e mesma area sdo equidecomponiveis

Conteudos

- Equidecomposicéo entre dois paralelogramos de mesma base e
mesma area.

Rupturas na
Aprendizagem

- Na analise a priori da atividade previmos um salto
informacional em face da complexidade da comprovacao visada.
Tal previsédo confirmou-se na realizacdo do experimento.

Comentarios

- ApOs a concluséo da atividade complementar, houve uma
retomada do item (b) da atividade 6 e uma institucionalizagéo do
conhecimento sobre o Teorema de Bolyai.

Paginas

Capitulo 6: Capitulo 7:
108-109 162-188

Para finalizar o resumo da andlise a posteriori, apresentamos um quadro

com as duracfes das sessdes do experimento didatico.

Tabela 5: Resumo das sessoes

SESSOES DO EXPERIMENTO DIDATICO

SESSAO DURACAO PREVISTA DURACAO
Primeira 3h00 2h40
Segunda 3h00 3h30
Terceira — Sujeito 1 2h00 2h00
Terceira — Sujeito 2 2h00 2h30
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8. CONSIDERACOES FINAIS

Uma visdo retrospectiva deste trabalho deve comecar por lembrar a
motivacdo inicial dos topicos matematicos escolhidos. Tendo em conta a
formacé&o do professor de matematica, supunhamos que seria relevante estudar
a equidecomposicao de regides poligonais e o Teorema de Bolyai porque esses
topicos situavam-se na confluéncia de, pelo menos, trés grandes temas da
geometria da escola basica: a geometria dos poligonos, o conceito de
equidecomposicdo de poligonos e o conceito de area de figuras geométricas
planas. Esses temas perpassam a matematica escolar basica e seria
fundamental que o futuro professor tivesse a oportunidade de estuda-los de um
ponto de vista que o permitisse integrar a variedade de ideias matematicas, ao
mesmo tempo em que compreendesse melhor os fendmenos didaticos que
surgiriam quando procurasse ensinar com a preocupacdo central na
aprendizagem dos alunos.

Cada um dos temas mencionados acima é bastante rico em subtemas e
seria impossivel aborda-los em toda a sua extensao e profundidade em um Unico
trabalho académico. Fizemos, entdo, nossas escolhas, nas vertentes
matematicas e nas da didatica da matematica.

Na matematica, concentramos nossa atencdo no conceito de
equidecomposicdo de poligonos e no Teorema de Bolyai. Procuramos, neles,
escolher algum topico relevante, mas de acesso mais dificil aos que lidam com
0 ensino da matematica escolar. Um exemplo € o tratamento matemético
detalhado da equidecomposi¢do como uma relagéo de equivaléncia no conjunto
dos poligonos. Nossas referéncias bibliograficas mostram que ha varios
trabalhos sobre esse tdpico. No entanto, a prova pormenorizada da transitividade
da relacdo de equidecomposi¢éo, ao nosso conhecimento, so é disponivel em
lingua inglesa, como em Hartshorne (2000). Quanto a prova do Teorema de
Bolyai, podemos dizer que o nivel de detalhamento que propusemos neste
estudo néo é frequente na literatura mais acessivel ao professor da escola basica
e aos licenciandos em matemética.

Simultaneamente, no campo da didatica da matematica escolhemos
recortes na Teoria das Situacdes Didaticas de Guy Brousseau e adotamos parte
da metodologia de pesquisa da Engenharia Didatica. No que tange ao campo
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tedrico da didatica, escolhemos investigar os fenbmenos que esse pesquisador
francés denomina de rupturas na aprendizagem. Entre essas rupturas,
variadas e de complexa tipificacdo, focalizamos naquelas classificadas como
saltos informacionais e obstaculos.

Os quadros resumos que finalizam o capitulo 7 desta dissertacédo
permitem uma visdo panoramica dessas rupturas, tanto as que foram alvo de
suposicdes em nossa andlise a priori, quanto as que foram observadas na
andlise a posteriori.

No campo da didatica da matematica, apresentamos, a seguir, um
sumario das observacdes que consideramos como resultados do experimento.

Em cinco momentos, ao longo da realizacdo da sequéncia didatica,
pudemos observar rupturas da aprendizagem que propusemos tipificar como
saltos informacionais: situagdes de dificuldades na aprendizagem decorrentes
de aumento da complexidade do problema proposto, que criam barreiras ao
trabalho autbnomo do sujeito da investigacdo. Nesses casos, para que 0 sujeito
pudesse continuar suas tentativas de resolucgéo, fizemos intervengdes, nas quais
reformulamos o0 meio proposto, permitindo a continuidade da sequéncia. Exceto
em um caso, no item (a) da atividade 6, essas intervencdes foram previstas em
nossa analise a priori. Tais momentos foram: a) na atividade 4, na transitividade
da equidecomposicdo; b) na atividade 5, item (b), na elaboracdo da
comprovacdo do Teorema de Bolyai: igualdade de é&rea implica
equidecomposicdo; c) na atividade 6, item (a) a proposi¢ao: todo triangulo é
equidecomponivel a um retangulo; d) na atividade 6, item (b) a proposicdo: todo
retangulo é equidecomponivel a um retdngulo de mesma area e base pré-fixada;
e) na atividade complementar: dois paralelogramos de mesma base e mesma
area sao equidecomponiveis.

Além desses, observamos trés momentos nos quais propomos ter havido
obstaculos de origem didatica: a) na atividade 3, em que o conhecimento
sobre a igualdade de areas resiste ao novo conhecimento da equidecomposicao;
b) na atividade 4, na comprovagcédo da transitividade da equidecomposicao,
verificamos a persisténcia do obstaculo anterior, alids, ndo previsto em nossa
analise a priori; ¢) na atividade 5, item (b), verificado em um dos sujeitos, quando
incorre NO equivoco: se uma proposicao é verdadeira, sua reciproca também é

verdadeira.
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Convém que apresentemos, também, uma consideragéo de carater geral
sobre o uso do software GeoGebra-Geometria, advertindo que esse emprego
nao foi objeto de nossa investigacdo. O que observamos € que o emprego do
software favorece as operacfes de decomposi¢cao dos poligonos e o transporte
dos poligonos da decomposicao por intermédio de isometrias. No entanto, na
operacdo de recomposicdo das partes em novo poligono surgem, de fato,
dificuldades que prejudicam bastante a realizacdo das “colagens” necessarias.
Levando em conta tais dificuldades, seria indicado, em préximas investigacdes
do tipo que realizamos, reservar uma fase de maior duragao para a familiarizacao
dos sujeitos com o GeoGebra-Geometria. Alternativamente, poderiam ser
experimentados outros softwares mais apropriados para as operacdes de
decomposicéo e recomposicéo de regides poligonais.

Numa avaliacdo global, consideramos que este estudo — incluida sua
parte experimental — permite-nos reafirmar a validade de nossa motivacao inicial
sobre a relevancia do tema escolhido. De fato, houve engajamento significativo
dos sujeitos nas resolu¢cbes das atividades e nelas foram mobilizados vérios
conhecimentos nos trés temas da geometria mencionados no inicio destas
consideracdes finais.

Além disso, tanto as andlises preliminares quanto as realizadas no
decorrer e apds 0 experimento, nos permitiram um entendimento mais
aprofundado dos conceitos relativos a equidecomposicao de regides poligonais
e do Teorema de Bolyai, bem como do processo de validacdo das proposicées
matematicas pertinentes. Simultaneamente, tais analises favoreceram o
conhecimento dos fenémenos didaticos referentes as dificuldades na
aprendizagem observadas nos licenciandos que participaram do estudo.

No terreno das sugestdes para futuros estudos, avaliamos que o tempo
destinado ao estudo da equidecomposicdo, em especial da transitividade dessa
relacédo de equivaléncia entre poligonos, foi excessivo em face do que foi previsto
para as demais etapas da sequéncia didatica. Esse fato, em parte, foi
responsavel por termos estendido por mais uma sessao o experimento planejado
originalmente. Em que pese a importancia matematica da justificativa da
transitividade da citada relacdo de equivaléncia, propomos que ela seja admitida
como verdadeira para o prosseguimento da sequéncia em direcao as etapas da

validac&o do Teorema de Bolyai. Afinal, nessa prova, a transitividade € essencial,
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mas € evidente em face da particularidade das equidecomposi¢cfes nela
envolvidas. Outra alternativa seria planejar uma sequéncia didatica especifica
para o estudo da equidecomposicdo de regides poligonais e outra para o do

Teorema de Bolyai.
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