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RESUMO

Resolver problemas de sensoriamento remoto (SR) é crucial para a sociedade quando se
trata de dindmica ambiental e climatica, para citar apenas alguns exemplos. Uma fonte eficiente
de SR é o uso de radar de abertura sintética (SAR) para descrever fendmenos naturais por
meio de imagens. Esta dissertacdo adota um processamento de imagens considerando que os
valores de intensidades associados a cada pixel de imagens SAR sao possiveis realizacdes de
variaveis aleatérias positivas. Em particular, a entrada de uma imagem SAR é estocastica,
tendo argumento num espaco regular e descrevemos a natureza da intensidade SAR (que é
uma caracteristica estritamente positiva e assimétrica afetada pelo ruido speckle) usando uma
nova proposta de modelo de regress3o log-simétrica (LOGSYM) adaptado a duas dimensdes, o
modelo auto-regressivos de médias méveis 2-D LOGSYM (2-D LOGSYMARMA). Além de uma
discussdo sobre a relacdo fisica entre o modelo proposto e a intensidade do SAR, derivam-se
algumas propriedades matematicas do 2-D LOGSYMARMA: funcdo escore e matriz informacao
de Fisher. Discutimos em detalhes a estimativa de maxima verossimilhanca condicional (MVC)
para os parametros do 2-D LOGSYMARMA. Realizamos um estudo de Monte Carlo para
quantificar o desempenho das estimativas resultantes e verificar a velocidade de convergéncia
ao que se espera assintoticamente dos estimadores de MVC. Por fim, realizamos uma aplicacdo
a dados SAR reais. A flexibilidade do modelo proposto é avaliada para diferentes tipos de
cenarios, oceano, floresta e areas urbanas. Os resultados de experimentos simulados e reais
mostram que o modelo proposto nesta dissertacdo é uma ferramenta importante para extracado

de informacdes espaciais em imagens SAR.

Palavras-chave: sensoriamento remoto (SR); imagens SAR; log-simétrica; 2-D LOGSYMARMA.



ABSTRACT

Solving remote sensing (RS) problems is crucial for society when it comes to environ-
mental and climate dynamics, to name just a few examples. An efficient RS source is the
use of synthetic aperture radar (SAR) to describe natural and man-made phenomena through
imagery. Our approach is to understand the data behind the SAR images as outcomes of
random variables and then solve RS problems using statistics. In this thesis, we consider the
input of a SAR image as a random variable in regular space and describe the nature of SAR
intensity (which is a strictly positive and asymmetric feature that is affected by speckle noise)
using a new proposal for a log-symmetric (LOGSYM) regression model adapted to two di-
mensions, the 2-D LOGSYM autoregressive moving-average (2-D LOGSYMARMA) model.
Besides a discussion on the physical relationship between the proposed model and SAR inten-
sity (mentioning that it can extend a commonly used model such as the lognormal law), we
derive some mathematical properties of 2-D LOGSYMARMA: matrix-based score function and
Fisher information. We discuss in detail the conditional maximum likelihood (CML) estimation
for the 2-D LOGSYMARMA parameters. We perform a Monte Carlo study to quantify the
performance of the resulting estimates and to verify that the asymptotic behavior expected
from CML estimators is achieved. Finally, we perform an application to real SAR data where
the models are applied using the versatility of the log-symmetric family for different types of
contrasts, ocean, forest and urban areas. The results of both artificial and real experiments

show that our model is an important tool for extracting spatial information in SAR images.

Keywords: remote sensing (RS); SAR images; log-symmetric; 2-D LOGSYMARMA.
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1 INTRODUCAO

A resolucdo de problemas de sensoriamento remoto (SR) é fundamental para a compreen-
sdo de questdes ambientais, como processos de urbaniza¢do e climatologia (ENNOURI; SMAOUI;
TRIKI, [2021)). Entre as fontes de SR, os sistemas de radar de abertura sintética (Synthetic
Aperture Radar-SAR) tém sido muito utilizados por suas vérias vantagens: (i) capacidade de
penetracdo através de nuvens e condicdes atmosféricas terrestres adversas, (ii) sua operaciona-
lidade independentemente da luz solar, tornando-o Gtil para monitoramento continuo durante
o dia e a noite, (iii) sua oferta de boa resolucdo espacial, permitindo a deteccdo de alvos
menores (LEE; POTTIER, |2009)). Os sistemas SAR utilizam iluminac3o coerente para adquirir
seus dados e isso torna as imagens SAR suscetiveis a um padrdo de interferéncia conhecido
como speckle (ANFINSEN; DOULGERIS; ELTOFT, |2009)). O padrdo speckle faz com que as men-
suracdes dos componentes presentes em uma imagem SAR sejam n3o Gaussianos e tenham
uma natureza multiplicativa.

Muitos dos problemas de imagens SAR foram resolvidos usando modelos baseados em
dependéncia espacial para explicar o fenémeno. A representacdo paramétrica de campos ale-
atérios homogéneos bidimensionais também é frequentemente utilizada no processamento de
imagens, como discutido por Bustos, Ojeda e Vallejos (2009); [Kizilkaya e Kayran| (2005);
Ojeda, Vallejos e Bustos (2010); Bustos et al.| (2009). Em particular, os modelos bidimensi-
onais autoregressivos de médias méveis (2-D ARMA) sdo amplamente utilizados em diversas
aplicagdes, incluindo modelagem (BUSTOS; OJEDA; VALLEJOS, [2009), compactacdo (NUIM;
STEARNS; MIKHAEL} 1996, codificacdo (CHUNG; KANEFSKY, [1992) e restauracdo de imagens
(LM} 1990). O modelo 2-D ARMA é uma extensdo espacial do modelo autoregressivo unidi-
mensional (1-D ARMA) Brockwell e Davis (2002) e é frequentemente usado na deteccdo de
bordas (OJEDA; VALLEJOS; BUSTOS, 2010) e na anélise estocastica de textura (HALL; GIANNA-
KIS, [1995). Assim, um dos objetivos desse trabalho é produzir ferramentas com potencias de
colaboracao nestas duas direcdes, descrevendo campos homogéneos assistidos por modelos de
regressao.

No contexto dos modelos de regressao, é comum encontrar dados que requerem uma
variavel resposta continua, estritamente positiva e assimétrica. Para descrever este tipo de
dados, um modelo de regressdao baseado na distribuicdo log-simétrica proposto por Vane-

gas e Paula (2015) provou ser muito Gtil quando se objetiva modelar a mediana e/ou assi-
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metria (ou dispersdo relativa) da distribuicdo da varidvel resposta em funcdes do conjunto
de varidveis explicativas. A classe de distribuicdo log-simétrica contém algumas distribui-
¢Oes tais como a distribuicdo log-normal, log-Student-t, log-power-exponential, log-slash, log-
hyperbolic, log-contaminated-normal, Birnbaum-Saunders, Birnbaum-Saunders-t, entre ou-
tras. Posteriormente, outros trabalhos foram desenvolvidos, ocasionando outras representa-
¢Oes dessa familia: Representacdo bivariada (VILA et al., 2022)) e vers&o inflacionada em zero
(RISCO-COSAVALENTE; CYSNEIROS, [2023)).

Os dados relacionados a imagens SAR s3o obtidos obedecendo a seguinte dindmica: Pulsos
polarizados nas direcdes horizontal, H, e vertical, V, sdo enviados pelo SAR a uma regiao que se
quer estudar. Depois, esses pulsos sio retornados para o SAR também polarizados nas direcoes
H e V. No final, uma imagem é formatada tal que cada entrada da imagem é associada a valores
complexos representando os pares de estados HH, HV, VH e VV. Dois atributos importantes
sao a amplitude, a norma dos valores complexos, e a intensidade, a norma quadrada.

Dados de amplitude e intensidade, exibem distribuicGes ndo Gaussianas, assimétricas e
positivas, |[Bayer, Fabio M. and Bayer, Débora M. and Marinoni, Andrea and Gamba, Paolo
(2020) propuseram o modelo 1-D ARMA baseado na distribuicdo Rayleigh (1-D RARMA).
A distribuicao Rayleigh é frequentemente usada em regides homogéneas de dados de ampli-
tude SAR. Recentemente, modelos ARMA com distribuicdes marginais G? (ALMEIDA-JUNIOR;
NASCIMENTO], [2021)) e G-T' (SILVA; ALMEIDA-JUNIOR; NASCIMENTO, [2023) foram propostas
para descrever desordens mais heterogéneas em dados de intensidade. Em |Palm, Bayer e Cin-
tra (2022) a versdo 2-D RARMA foi desenvolvida, visando modelar e detectar anomalias em
amplitudes de imagens SAR e forneceu resultados competitivos em relacdo aos modelos 2-D
ARMA. Neste trabalho, é proposto uma classe de modelos espaciais ARMA para dados de
intensidade SAR usando esta mesma abordagem.

Um problema ao lidar com imagens SAR é reproduzir a estrutura espacial de um terreno.
Uma forma de lidar com essa questao é utilizar geradores de imagens sintéticas a partir de
um modelo ajustado para obter réplicas de imagens reais onde se tenha o conhecimento das
propriedades tedricas do terreno, tais como tipo de estrutura espacial e distribuicao marginal. A
fim de ilustrar como contribuicdo a comunidade de processamento de imagens SAR, a Figura
apresenta duas imagens sintéticas reproduzidas a partir de cendrios de oceano e cidades,
assumindo que as intensidades SAR seguem uma distribuicdo log-normal proposta por |Ai
et al| (2010). Isso foi feito com o método que estamos propondo neste material. Pode-se

observar um aumento da heterogeneidade do trecho de oceano para aquele de cidade, como
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é esperado na prética (FRERY; NASCIMENTO; CINTRA, [2014). No que segue, apresentam-se

detalhes tedricos e aplicados da proposicao desta dissertacao.

Figura 1 — Simulacdes de contrastes utilizando o modelo com distribuicdo log-normal, sendo a) Oceano, b)
Cidade.

Fonte: O autor (2024)

Seguindo essa motivacdo, um novo modelo espacial baseado em uma grade regular para
processamento de imagens SAR é proposto. Em particular um modelo ARMA bidimensional
para dados SAR espaciais ndo Gaussianos ¢ introduzido usando a familia de distribuicdes log-
simétricas, denotado como 2-D LOGSYMARMA. Algumas das propriedades matematicas do
2-D LOGSYMARMA s3o desenvolvidas, por exemplo, expressdes explicitas para o vetor escore
e a matriz de informacdo de Fisher condicionais. Também discutimos como obter estimativas
para os parametros do 2-D LOGSYMARMA usando maxima verossimilhanca condicional. O
comportamento das estimativas é quantificado por experimentos de Monte Carlo. Por fim, o

modelo é aplicado a dados reais da imagem de S3o Francisco (EUA) capturada pelo sensor

AIRSAR.

1.1 SUPORTE COMPUTACIONAL

Dentre os softwares de dominio publico (gratuitos) para anélise de dados, utilizamos a
linguagem R. Este ambiente é open source e tem abertura para publicacdo de pacotes funda-

mentados por novas metodologias estatisticas. Para o desenvolvimento deste texto foi utilizado
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em esséncia o template em LaTeX disponibilizado pelo Programa de Pés-Graduacdo em Es-

tatistica da UFPE encontrado no site do Overleaf.

1.2 ORGANIZACAO

Esta dissertacdo é organizada da seguinte forma: o Capitulo [1| é a introducdo, no qual é
mencionado o tema trabalhado, algumas referéncias de outros autores e a principal motivacio
para o desenvolvimento deste trabalho. O Capitulo [2| introduz o leitor a definicdo da familia
log-simétrica, como parametros, propriedades e membros que compdem essa familia, etc. O
Capitulo [3| apresenta o modelo proposto nesta dissertacao, utilizando a familia log-simétrica
com uma estrutura ARMA 2-D, 2-D LOGSYMARMA,; suas propriedades matematicas como
a funcao log-verossimilhanca condicional, vetor escore e matriz de Informacao de Fisher con-
dicionais. O Capitulo [4] apresenta as simulacdes de Monte Carlo para validar as propriedades
assintoticas dos estimadores de maxima verossimilhanca condicional do modelo, testando dife-
rentes tipos de textura, modelo e distribuicdes. Além disso, também s3o mostradas aplicacoes
em dados reais do modelo 2-D LOGSYMARMA, testando diferentes texturas e modelos. Por

fim, o Capitulo [5| apresenta a conclusdo do trabalho, revisitando os resultados obtidos.
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2 FAMILIA LOG-SIMETRICA E INTENSIDADE DE SAR

2.1 FAMILIA LOG-SIMETRICA

Nesta secao, apresenta-se brevemente a suposicao estocastica incondicional, a familia de
distribuicGes log-simétricas (LOGSYM). A classe LOGSYM segue da familia simétrica (SYM)
discutida por [Fang (2018) denotada por Y ~ S(u, ¢, g(.)) e com densidade fy(y) = g[(y —
1)?/¢l/\/@. para y € (—00,00), p € (—00,00) é o pardmetro de localizagdo, ¢ > 0 é o
parametro de escala e g(-) é a funcdo geradora de densidade que satisfaz g(u) > 0, para
u>0e [;°g(u)/v/udu = 1. Uma varidvel aleatéria T = e¥ € (0,00) é dita pertencer a
classe LOGSYM se a funcdo de densidade de probabilidade é dada por:

Fr(t) = fi; t>0, (2.1)

- B
em que t = log [(t/n)ﬁ}, n = e” é a mediana de T" e  é o parametro de escala. Esta classe

é denotada por T' ~ LS(n, v, g(+)). Ressalta-se que g(-) é uma funcdo geradora que define
o tipo de membro da familia a ser utilizado. Algumas distribuicdes pertencentes a esta classe
dependem de parametros extras denominados (, os quais, neste trabalho, serdo considerados

como desconhecidos, mas fixados.

2.2 PROPRIEDADES ESTATISTICAS DA FAMILIA LOG-SIMETRICA

Algumas propriedades estatisticas sobre a classe log-simétrica (VANEGAS; PAULA| 2015) sdo

dada abaixo, se '~ LS(n, ¢, g(+)), temos:

(P1) A funcdo de distribuicdo acumulada (fda) de 7" pode ser escrita como Fr(t) = Fy(t)
em que Fz(-) éofdade Z = (Y — )/ /o ~S(0,1,8(+)).

(P2) T* = (T/n)ﬁ ~ L8(1,1,g(-)), ou seja, T* segue a distribuicdo log-simétrica pa-

drdo.
(P3) ¢T' ~ LS(cn, ¢, g(-)) para todas as constantes ¢ > 0.

(P4) T¢ ~ LS(n°, c*p,g(+)) para todas as constantes ¢ # 0.
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(P5) (T'/n) e (n/T) sdo variaveis aleatérias que s3o distribuidas de forma idéntica.

(P6) Se E(T") e E(Z) existem, entdo E(T") > n".

(P7) Se My (r) existe, entdo E(7") = My (r), em que My (r) é a funcdo geradora de momento
de Y =log(T).

A Tabela [1] mostra alguns membros desta classe que utilizamos neste trabalho. Algumas
caracteristicas sobre essas distribuicdes podem ser mencionadas como (i) Log Student-t: Se
© > (C+1)?/4¢, temos que a funcdo fr(t) é monotonicamente decrescente; (ii) Log-power-
exponential: As distribuicdes log-normal(¢ = 0) e log-Laplace(¢ = 1) sdo casos especiais. Se
¢ =1ep > 1/4, entdo a funcdo fr(t) é monotonicamente decrescente. A distribuicdo de
Y = log(T) é uma Power-exponential (BOX; TIAO| [1973)); (i7i) Log-hiperbdlica: Se ¢ > (2,
entdo a fun¢do fr(t) é monotonicamente decrescente; (iv) Log-Birnbaum-Saunders: A fungdo
de ponderacdo W (t) da distribuicdo Birnbaum-Saunders aumenta a medida que |t| também

aumenta. A distribuicdo LOGSYM com densidade ([2.1]) é denotada como T' ~ LS(n, ¢, g(.)).

Tabela 1 — Func3o de gerac3o e funcdo de peso para a familia log-simétrica.

Distribuicdo g(u) W(t)

1
Log-normal (1, ¢) exp {—iu} 1

¢
Log-Student-t (7, ¢, () {1 + ﬂ : gitlz
Log-power-exponential (1, »,() | exp [,%uﬁ} ,—l< (<1 M;T
Log-hiperbdlica (n, ¢, () exp [—C\/l + u] , (>0 1C+ =

1 1 i h t S
Log-Birnbaum-Saunders (1, ¢, () | cosh (u?) exp [_C% sinh? (ui)} ¢>0 sinh (¢) {4“’“}‘(”) L }

t ¢? cosh (t)
, |-Gt sinh(t) [4(C + 1) cosh(t 1
Log-Birmbaum-Saunders-t cosh (uz) [G¢F + 4sinh® (ui)] 7, 51nzt() L(g;izl)(i:z;?((ticosh(t)}
G261 S “0S
(e, ¢ =(¢,¢)") G>0 e (>0

Fonte: O autor (2024)
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O r-ésimo momento ndo central de 7" tem a forma (VANEGAS; PAULA, 2016):
¢ K (vE=en)
V(2 —pr? K (¢) ’
para |r| < (/,/®, do qual segue o valor esperado e a variancia do LOGSYM, respectivamente:

< Kl( C2—('0)eValf[T]— UKS K1(~C2—4@)_CK12(V(2—¢)
V= Ky (¢) _Kl(C) ¢? =4y | (2= | K1(Q) 7

no qual K, (b) representa a funcdo de Bessel modificada de segundo tipo no argumento b e

E[T"]=7"

E[T] =7

ordem a (BOWMAN, [1958)).
Seja ty,...,t, uma amostra observada de tamanho n obtida de uma amostra aleatéria de
T ~ LS(n,,g(-)) e cada ( fixo. As estimativas de maxima verossimilhanca (MLEs) de 7 e
¢ sdo dadas por (VANEGAS; PAULA| 2016)):
A {ﬁ (i) }” zi (i) S W (7 log(t/5)
i S W ()

A

and ¢ x

n= k
=1
em que £, = log [(tk/ﬁ)\/ﬂ e W(t) = —2¢'(t*)/ g(t*) é uma func3o de peso induzida por
g(-) e g () significa a derivada de primeira ordem de g(-).

2.3 CONEXAO COM 0OS FENOMENOS FISICOS

Agora podemos relacionar 7' com a componente de intensidade no processamento de
imagens SAR. Conforme discutido por Vanegas e Paulal (2015), 7" ~ LS(n, ¢, g(.)) pode ser
expresso em termos da LOGSYM padronizada £ ~ £5(0,1,g(.)) como T = n x £V%. Pode-se
ver que a lei LOGSYM descreve fendmenos nos quais o sinal é contaminado por um ruido
multiplicativo. Da mesma forma, o retorno da imagem SAR é um valor complexo cuja norma
quadratica é chamada de intensidade e é dada pelo produto de duas varidveis: uma aborda o
relevo e a outra descreve o speckle. No curso deste trabalho, propomos associar 17 e £ com
o relevo e o speckle, respectivamente. A seguir, argumentamos por que essa associacdo é
aceitavel na literatura.

Para ajustar a intensidade para esse tipo de imagem, é frequentemente utilizado um modelo
multiplicativo com a lei gama como suposicdo para o speckle. Por outro lado, consideramos
a familia LOGSYM para lidar com a intensidade, que tem a log-normal como lei comum. Um

debate interessante, em um sentido nao restrito a fisica do SAR, sobre qual erro multiplicativo
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usar entre a lei gama e a lei lognormal, foi conduzido por [Firth|(1988). Num contexto aplicado
de sensoriamento remoto, |Cho, Bowman e North (2004) chegaram a conclusdo de que o uso
da lei gama supera a distribuicdo lognormal em regides chuvosas, enquanto a distribuicdo
lognormal é melhor do que a distribuicdo gama em regides secas. Portanto, procuraremos

casos em que a distribuicao lognormal e algumas de suas extensdes funcionem melhor.
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3 MODELO 2-D LOGSYMARMA

Para capturar as caracteristicas da superficie da Terra, o sistema SAR assume que cada
célula de resolucdo contém um nimero discreto de dispersores. Quando os pulsos eletromag-
néticos do SAR interagem com a regido de interesse, cada dispersor causa uma reflexdo, resul-
tando em uma onda retroespalhada cuja fase e amplitude s3o alteradas. O retroespalhamento
da onda incidente na posi¢cdo [n,m] é dado por:

N(n,m)

Rln,m] = Aln,m] exp{V=1%[n,m]} = > Agln,m] exp{ V=1 tyn,m]} € C,

=1

(3.1)
em que A[n,m] é a amplitude da onda, ¢[n,m] é a fase da onda, N[n,m| é o nimero de
espalhamentos da célula de resolucdo [n, m] e Ax[n, m] e Y[n, m| sdo a amplitude e a fase do
k-ésimo espalhamento da célula de resolucdo [n, m| respectivamente. Neste ponto, Ay[n,m]
e ¢y[n, m| sdo estatisticamente independentes um do outro e de (Ag/[n, m|, Yy [n, m]) para
todos k # k' (DAINTY, 2013, p. 25). Com a Equacio , podemos relacionar as observacdes
com as propriedades fisicas da camada de dispersdo. Matematicamente, a Equacao é um
movimento aleatério no plano complexo, de modo que qualquer espalhamento de comprimento
Ag[n, m] toma uma direcdo completamente aleatdria. Vale a pena notar que a Equacio ((3.1)
é o resultado de um dos quatro canais complexos gerados com relacdo a seguinte dindmica: As
medicdes registram a amplitude e a fase dos sinais retroespalhados para possiveis combinacoes
de recepcdo e transmissio linear polarizacdo: HH, HV, VH e VV (H para polarizac3o horizontal
e V para polarizacdo vertical). Para N[n, m], que é suficientemente grande, temos de (OLIVER;
QUEGAN, (1998, p. 88) que: i) as partes real e imaginéria de R[n,m| sdo varidveis aleatérias
independentemente distribuidas normalmente, i) ¢[n,m| é uniformemente distribuido em
[—m, 7| e iii) Aln,m| segue a distribuicdo Rayleigh. Uma propriedade fisica importante é o
conceito de intensidade (em termos de poténcia ou energia), I[n, m|, dado por (assumindo

que diferentes dispersores sdo independentes)

N[n,m)]
I[n,m] =| R[n,m] |°= R[n,m]|R*[n,m] = Y Ai[n,m],
k=1
em que | - | e (-)* sdo o mddulo e os operadores conjugados complexos.

Ao lidar com ruido speckle, é comum obter . € N imagens de um terreno investigado

em diferentes pontos no tempo, o que é chamado de processo multilook. A amplitude e
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intensidade do visual L sdo definidas como Az[n,m] = L'k, A®[n,m] e Ip[n,m] =
L=k I®™[n,m], em que L é o number of looks (NL), A®[n,m] e I*)[n, m] denotam
a amplitude e intensidade de a entrada [n,m] na k-ésima captura. Para dar sequencia na
definicdo do modelo, outro componente é importante a ser definido é a regido fortemente
causal do modelo em um ponto [n,m], dada por S[n,m] = {[k,l] € 2> : 1 <k < n,1 <
I <m}—{[n,m]} (BUSTOS; OJEDA; VALLEJOS, 2009)). Existem outros tipos de definicGes de
vizinhanca de um ponto [m, n] no plano, que sdo fortemente motivadas pelo sistema fisico de
aquisicao dos dados, sendo o caso das imagens captadas por satélites. Mais discussdes sobre
tipos de regides causais podem ser vistas em Jain| (1989).

Suponhamos que, dada uma vizinhanca em torno do pixel denominada por S[n,m], e
T'[n,m| := I [n, m] seja distribuido de acordo com a familia log-simétrica. Como mencionado
anteriormente, esta lei tem como parametro de locacdo a mediana 7, o que é interessante
para regides heterogéneas porque a estrutura associada a este parametro tende a ser robusta
(comparada com a da componente sistematica associada a média). A func3o de densidade de
probabilidade condicional é definida por:

g (P[n,m])

fr (tln, m]| Sln, m)) = Tl

tn,m] > 0, (3.2)

em que t[n,m] = log {(t[n, m]/n[n,m])j@} e g(.) é a funcdo geradora que em alguns casos
envolve um pardmetro extra (.

Um modelo 2-D ARMA log-simétrico, denominado por 2-D LOGSYMARMA(p, q), é pro-
posto por meio de uma relacdo Unica entre a mediana n[n,m|, um preditor linear &[n, m|

através de uma func3o de ligacdo estritamente monotdnica e duas vezes diferenciavel h(-),
h(nln,m]) = &[n,m] = a +a [0, m|B + 7n,m] (3.3)

em que B = (B1,...,0)" é um conjunto de pardmetros desconhecidos, z[n, m| é [ x 1 vetor
contendo informacdes externas para cada entrada da imagem [n, m] (por exemplo, matrizes de
recursos, informacdes sobre niveis de cinza, varidveis espaciais, etc.) e & € R é o intercepto.
O componente dindmico 7[n,m] representa os termos espaciais autorregressivos (AR) e/ou

média mével (MA), sendo p = (p1,p2) € ¢ = (q1, G2):

P1 P2

rm] = 23 ap{htn —im—j) -2 —i,m— )8}
1=07=0:(,1)#(0,0)
a1  q2

+ Z Z Orpyeln —k,m —1]

k=0 1=0:(k,1)(0,0)
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eeln—k,m—I] = h(tln—k,m—1])—h(nn—k,m—1]) é o termo de erro recursivo, associado
a componente de médias méveis. Embora a Equacdo ({3.3)) seja o modelo a ser utilizado, de (a)
configuragdo o = (1 =32, 32 ¢i,)) B0, & [n—i,m—j] = [La [n—i,m—j], B" =[5, 8]
e h(t[n,m]) = h(t[n,m]) — & [n,m]B e (b) adicionando e[n — k, m — I] para ambos os lados

de (3.3), tem-se

p1 p2 q  q2

h(tin,m])) =33 duph(tin —i,m— ) + 3.3 Oupeln — k,m =1 +e[n,m] <
=0 j=0.(; j)(0,0) k=0 1=0:(k,1)#(0,0)

O (21, 29)h(t[n, m]) = O(z1, 22)e[n, m| <

®(z1, 20) h(t[n,m]) = a + 2" [n,m]B + O(21, z5)e[n, m],

em que
P1 P2 ) qr - G2
P(21,20) =1 — Z Z <Z5(z',j)27i'25 e O(z1,22) =1+ Z Z e(k,l)zlfzé
1=0 ij:(i,j)#(0,0) k=0 1=0:(k,1)#(0,0)

representam os polinémios AR e MA espaciais, as quantidades z! h(¢[n,m|) = h(t[n — i, m]),
2 h(tn,m]) = h(tln,m — j]), 2Fe[n,m] = e[n — k,m] , e zke[n,m] = e[n,m — I] so os
operadores defasagem; (pi,p2) € (¢1, ¢2) sdo as ordens do modelo; as quantidades ¢y; ) € O(x),
sao, respectivamente, os parametros autoregressivos e de médias moveis a serem estimados

com base nos valores de intensidade da imagem.

3.1 ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSSIMILHANCA CONDICIONAL

Seja T'[n, m] um processo espacial 2-D LOGSYMARMA(p, q) em uma grade retangular re-
gular de tamanho N x M. A estimativa dos parametros do modelo 2-D LOGSYMARMA(p, q)
pode ser feita maximizando a funcdo de log-verossimilhanca condicional, resultando no que
se conhece por estimador de maxima verossimilhanca condicional (CMLE). Os parametros
que entram no modelo s3o os que ja foram discutidos: coeficiente de regressao, parame-
tros autoregressivos e de médias moéveis do modelo 2-D ARMA, e parametro de escala,
que estad associado a familia log-simétrica. Por simplicidade, a partir de agora, assumir-se-
dpr=p2=peq = q = q. Entdo, sejay = (v{,¢)7, tal que v1 = (o, 87, 07,077,
e ¢ € o vetor de pardmetros a serem estimados, em que ¢ = (¢(0,1),¢(0,2),...,¢(p’p))—r e
0 = (001),002): - --,0(4q) ", com dimensdes (p+1)*> —1e (¢+1)* — 1.

Para desenvolver esta secdo matematicamente, necessita-se definir e encontrar algumas
expressdes: A seguir, T'[n, m| representa o processo espacial e t[n, m] representa um de seus

possiveis resultados.
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» Log verossimilhanca condicional:

S log(frtnml|Sinm)) = > S n,m](nn,m)),

n=w+1 m=w+1 n=w+1 m=w+1

com w = max(p, q),
([n,m](n[n,m]) = log[g(#*[n, m])] — log[t[n, m]\/¢],
com #[n, m] = log | (t[n, m] /n[n, m]) 7% |.

= Vetor escore condicional:

Seja U () o vetor escore condicional com dois componentes definidos em termos de v,

e .

Ut = (U V) = o = (g ) (34)
em que o

Un) = 5 = (V@) UB) U@ UO))

O componente U (1) definido em é calculado da seguinte forma:
0l _ 5~ On,ml(nln,m]) Onln,m] 9¢[n, m|

>

87’71 a n=w+1 m=w-+1 877 [n7 m} 8&[ ] 8’71

Em notacdo matricial temos:

Ul@) = a'Two, U(B) =M"Tv
U(p) = P'Tv, e UB) =R Tv

com T = diag{on[w+1,w+1]/0{w+ 1, w+1],...,0n[N, M|/O{[N, M|} uma

w)(M —w)] ev =
(00w + 1,w + 1] (nlw + 1,w + 1)) /On[w + 1,w + 1], ... 8N, M](n[N, M])/on[N, M]) "
ea = (Ow+1,w+1]/da, ..., 0[N, M]/da)" como vetores com as dimensdes

matriz diagonal com as dimensdes [(N — w)(M — w)] x [(N

(N — w)(M — w)] x 1. Os (i,j)-ésimos elementos das matrizes M, P e R
com dimensdes [(N — w)(M — w)] x I, [(N —w)(M —w)] x [(p + 1)* — 1], e
(N —w)(M —w)] x [(¢+1)* — 1], respectivamente, é dado como

o O+ w, j +w) o O w, j+w)
M[’l,j] == 86] 9 P[Zv.]] - aé(%])
e
R[i, ] Okli + w, j + w|



21

O segundo componente de U(~y) é calculado como:

U(e) = aff
M 0lin, m](n[n, m
- Zﬂ Z—H (90[ .
W(f[n, m))t3[n, m|
- n%JrlmeJrl( 2p )
Uly) = 21@1Ts

emque S = (W(f[w + 1w+ 12w+ 1L,w+ 1] —1,...,W([N, M))#*|N, M] — 1)T,
1=(1,...,1)" como vetores com as dimensdes [(N —w)(M —w)] x 1 e a funcio peso
W (t[n,m]) = —2¢ (£*[n,m])/ g(t*[n, m]). Todas as expressdes acima que compdem o

vetor escore condicional podem ser encontradas no Apéndice A.

Matriz de informacao de Fisher condicional: A matriz de informacdo de Fisher
(MIF) é um dos elementos mais importantes da inferéncia Estatistica, em pode ser
utilizado para obter a matriz de covariancia assintdtica dos estimadores de maxima
verossimilhanca. Aqui tratamos da MIF condicional (MIFC), definida como

s - {o (5225

9l(~y) 9l()
oy o'

K() = [

=1l,...,

ou, equivalente, a uma expressao que geralmente é melhor de tratar,

K(y) = —E [Wm ‘S[n, m]] - {]E [‘WW)

Oy T Oy 97-07s

Agora considere K, ; como a entrada (r,s) de K(v). A MIFC tem a dimens&o [l + (p +
D2+ (g+ 1) x [I+ (p+1)?+ (¢+1)%] e é representado em uma forma explicita para

0 nosso problema da seguinte forma:
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3.2

em que os elementos desta matriz acima sao definidos por:

Koo = @aTWa, Kos = @aTWM, Ko = @aTWP, K. = @aTWR,
2 2 2 2
dg o nT dg \ a7 g\ o dg o nT
Kﬁa =—M Wa, Kﬁlg =—=M WM, Kﬂ<f> =M WP, K@g =—M WR7
¥ 2 2 ¥
dg o7 dg o7 dg o7 dg o7
Kyo = —P Wa, K, s=—P WM, K, =—P WP, Kgy,=—P WR,
2 ¥ 2 ¥
dg o7 dg o7 dg o7 dg o7
Koo = —R Wa, Kypyuz=—R WM, Kjp,=—R WP, Ky=—-R WR
2 2 2 2
e
(fg—1)
Kop = (N = w)(M = w) ==,

em que as matrizes a, M, P e R sdo definidas como antes. Além disso, temos d, =
E [W2(En, m)En,m] | Sin,m]] e f, = E[W2(En,m))i'[n,m] | S[n,m]|, em que
tln,m] ~ S(0,1,9(-)), esses valores dependem da distribuicio utilizada. E finalmente,

temos que
W — di ( 1 8n[w+1,w+1]>2 ( 1 877[N,M])2
T Y Gl Lwr gogwr Lw+1]) 7\ B[N, M] 9¢[N, M]
uma matriz diagonal com [(N — w)(M — w)] x [(N — w)(M — w)]. Por exemplo, a

quantidade d, é igual a 1, (C+1)/(¢C+3), {2!7T((3 = ¢)/2]} / {(1 + ¢)*T[(1 + ¢)/2]}

e 2+£%—@ {1 — erf (\/TT”)} exp (%) quando 7" é dado como log-normal, log-Student-

t, log-power-exponential e Birnbaum-Saunders, respectivamente. Para a quantidade f,

temos 3, 3(C+1)/(C+3), ((+1)/(¢ + 3) quando T é log-normal, log-Student-t e log-
power-exponencial, respectivamente (ver, por exemplo, |Cordeiro et al.| (2000); Villegas

et al.| (2013))

METODO DE ESTIMACAO SCORING FISHER

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca dos pardametros do modelo 2-D

LOGSYMARMA é necessério resolver U (7y) = 0. Neste caso, temos uma expressdo de forma

fechada para a matriz de informac3o de Fisher para <. Entdo podemos aplicar o método de

Scoring Fisher. Este método é baseado no método de Newton-Raphson, em que a matriz

de derivadas parciais de segunda ordem é substituida pela matriz de valores esperados das

derivadas parciais, ou seja, usando a matriz de informacdo de Fisher previamente definida



23

como K(=). O método de estimacdo é definido da seguinte forma: Dado um ponto de partida,
digamos 4, o vetor de estimativas da (i + 1)-ésima iteracdo, digamos 4(+1), é determinado

em relacdo aos da (i)-ésima iteracdo da seguinte forma:

A =70 L KA UEFY),
Este processo interativo funciona até que algum critério seja satisfeito; por exemplo, ||((7+1))—
(A < € ou [|[E(AHD) — £(3®)|| < e. Como ponto de partida, sugerimos usar:

5© = arg min Z Z { ml) — EP:EP: b h(tn —i,m — j])

n=w+1 n=w+1 =0 j= O( 4)#(0,0)

— zq: Xq: Okpeln — k,m — l}}

k=0 1=0:(k 1) £(0,0)
3.3 RESIDUOS COMPONENTE DO DESVIO

A anélise residual é uma etapa crucial na modelagem usando regressio e conceitos de
residuos sdo fundamentais nesta etapa. Entre os diferentes tipos de residuos (por exemplo,
ordinarios, padronizados, Cox-Snell, ...), os residuos componente do desvio sdo uma aborda-
gem amplamente utilizada em modelos lineares generalizados (GLMs) ou em outros modelos
de regressdo n3do Gaussianos que seguem o mesmo caminho teérico do GLMs. O residuo
componente do desvio é uma medida da falta de ajuste do modelo aos dados, levando em
consideracao a distribuicdo das variaveis resposta e a funcao de ligacao utilizada. Ao utilizar
esta medida, procura-se minimizar esta funcao de desvio, a fim de obter estimativas para os
parametros do modelo que melhor se ajustam aos dados. Este tipo de residuos pode ser utili-
zado para identificar observacdes ligeiramente diferentes e avaliar a adequacdo do submodelo
proposto. Mais detalhes sobre esta medida podem ser vistos em DAVISON e GIGLI| (1989).

Nesta dissertacao, um processo espacial regular baseado em grade, os residuos sao repre-

sentados por uma matriz D cuja entrada (n, m) é definida como:

) (E[n, m)) = sign(f[n, m]) {210g[g(0)/ g([n, m)*)]}

em que sign é uma func3o sinal, {[n,m] = (t[n, m] — Aln, m])/[¢]2,

ﬁ[n,m]:h_l (@‘l‘ ZZ z])[ n—z,m—]])—mT[n—z,m—]]B

a9 9
+ZZ€M n—k‘,m—l]),

k=0 1=0
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paran =w+1,w+2,..., Nem =w+1,w+2,..., M, e fj[n, m| representa o sinal ajustado

da imagem SAR.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Para avaliar o desempenho das estimativas de maxima verossimilhanca condicional, foi
realizado um estudo de simulacdo de Monte Carlo com mil réplicas e diferentes tamanhos de
amostra sob as imagens simuladas com dimensdes 9 x 9, 19 x 19 e 39 x 39 s3do usados. O
(i) Viés, (ii) Viés percentual relativo (VR%) e (éii) Erro quadratico médio (MSE) s&o usados
como critérios de comparac3o e calculados para cada cenério. Dois cendrios sdo considerados:
O primeiro é um modelo 2-D LOGSYMARMA(1,0) e o segundo é um modelo 2-D LOGSY-
MARMA(1,1). Em termos de escolha das distribuicdes marginais na familia log-simétrica, foi
selecionado as distribuicoes log-normal e log-Student-t com ( graus de liberdade. Essa escolha
é justificada pelo fato de a distribuicdo log-Student-t permitir simular dados com diferentes
espessuras em termos de curtose, variando o nimero de graus de liberdade. Assim, podemos
avaliar o impacto de caudas mais pesadas (para graus de liberdade menores) e mais leves (para
graus de liberdade maiores), aproximando-se do comportamento da distribuicdo log-normal.
Além disso, também sao considerados dois tipos de regides presentes na imagem, de oceano e
cidade. Os parametros utilizados foram obtidos através de ajustes desses modelos para dados

reais, essas regides podem ser observados na Figura 2]

Figura 2 — a) Imagem original da bafa de S3o Francisco com as regides destacadas. b) Regido oceénica. c)
Regido de cidade

a) b) ©)

Fonte: O autor (2024)

Para enriquecer a discussao sobre a diferenca entre essas duas regides, foi realizada uma
analise descritiva usando o canal HH da imagem SAR anédloga a Figura [2[ a), podendo ser

vista na Tabela [2] Os valores na regido oceénica tém uma distribuicdo concentrada em torno
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de valores baixos, como indicado por uma média de 0.0080 e uma mediana de 0.0069. A
baixa diferenca entre os quartis e a pequena amplitude de 0.0375 sugerem uma distribuicdo
mais uniforme com poucos outliers. Essas caracteristicas mencionadas como homogéneas da
regido de oceano s3o evidenciadas por uma distribuicdo concentrada e baixa variabilidade.
Isso pode indicar que a regido estd sendo dominada por um fundo uniforme, com pouca
variacdo na superficie do mar. A regido de cidade mostra uma distribuicio mais dispersa e
uma amplitude muito maior (7.1754). A média de 0.3058 é mais alta que a mediana que é
0.1453, indicando uma distribuicdo possivelmente assimétrica com uma cauda longa a direita,
sugerindo a presenca de valores muito elevados que distorcem o valor da média. O desvio
padrdo e a presenca de outliers na regido de cidade refletem a diversidade estrutural presente

nesse tipo de dados.

Tabela 2 — Estatisticas descritivas dos tipos de regiGes presentes na imagem utilizando o canal HH da imagem
SAR correspondente.

Regido Medidas descritivas

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo Desvio Padrio
Oceano | 0.0004 0.0044  0.0069 0.0080 0.0102  0.0379 0.0050
Cidade | 0.0046 0.0731 0.1453 0.3057 0.3180  7.1801 0.5076

Fonte: O autor (2024)

4.1 CENARIOS ESPACIAIS AUTORREGRESSIVOS

Para o primeiro cenario, os valores verdadeiros dos parametros foram selecionados com

base nas estimativas do modelo 2-D LOGSYMARMA(1,0) ajustado na Sec3o [3} sendo.

h(t[n, m]) =a+ ¢(1,0)h(t[” —1,m]) + ¢(071)h(t[n, m—1]) + ¢(1,1)h(t[” —1,m—1]) +€[”a m]

Parte observada, S[n,m]={t[n—1,m], t{n,m—1], t(n—1,m—1] }

para a vizinhanca observada S[n,m] usando sub imagens 50 x 50 de uma imagem SAR da
Baia de S3o Francisco, levando em consideracdo regides ocednicas e de cidade, podendo
ser visualizadas na Figura [2} Discutiremos esta imagem com mais detalhes posteriormente.
A lei log-normal pode ser entendida como uma distribuicao basica para dados homogéneos,
enquanto a distribuicdo log-Student-t é adequada para desordem mais heterogénea, uma vez
que as caudas pesadas indicam cenarios com alta desordem, como nas cidades. Os pardmetros

utilizados podem ser vistos na Tabela [3}
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Tabela 3 — A estrutura espacial ARMA(1,0) escolhida para simulac3o para as regides de oceano e cidade.

Distribuicao

Parametros Regido de oceano Regido de cidade

Log-normal Log-Student-t Log-normal Log-Student-t
a -2.3683 -2.2921 -0.5206 -0.4870
b0,1) 0.1139 0.1223 0.3641 0.3778
b(1,0) 0.3857 0.3914 0.5690 0.5773
b 0.0262 0.0208 -0.2142 -0.2089
© 0.3304 0.1980 0.6913 0.4148
¢ - 3.0000 - 3.0000

Fonte: O autor (2024)

A Tabela [4] apresenta os resultados para o modelo simulado 2-D ARMA (1,0) log-normal.
Em geral, pode-se observar que as estimativas ficam mais préximas dos valore verdadeiros
quando o tamanho da amostra aumenta. Algumas estimativas evidenciaram a consisténcia
esperada mais lentamente, como & (intercepto), cujo viés e VR% sé foram reduzidos a partir
do tamanho amostral de 19 x 19. Nos termos autorregressivos, mesmo com amostras menores,
as estimativas ficaram muito préximas dos valores verdadeiros em termos de viés. No entanto,
qg(o,l) e (5(171) tiveram um VR% relativamente alto em comparacdo com os outros, ou seja,
26.1633% e 24.0458% respectivamente, para o tamanho 9 x 9. No entanto, quando analisamos
os resultados das imagens 19 x 19, tanto pelo viés quanto pelo VR%, percebemos uma reducdo
desses valores, o que é esperado quando o tamanho da amostra é aumentado. A estimativa para
o parametro de escala ¢, também evidenciou a consisténcia esperada apenas para valores de
tamanhos de amostra elevados. Para simulacées de imagens 39 x 39, todas as estimativas dos
parametros do modelo apresentaram vieses e VR% menores, indicando que amostras maiores
apresentam menos erros nas estimativas.

No segundo estudo de simulacdo, apresentam-se valores na Tabela |5 para o modelo 2-D
ARMA(1,0) log-Student-t com ¢ = 3 semelhante ao anterior estudo de simulacdo. Os vieses
diminuem quando o tamanho da amostra aumenta. Para simulacdes com tamanho 9 x 9, as
estimativas qg(o’l) e Q§(1,0) tiveram um VR% relativamente alto em comparacdo com os demais
tamanhos de amostra, com 13,4096% e 12,9808%, respectivamente. No entanto, quando
olhamos para os resultados das imagens 19 x 19, tanto o viés quanto o VR% decairam,
o esperado quando o tamanho da amostra aumenta. Nas simulacdes para imagens 39 x 39,

todas as estimativas dos parametros do modelo apresentaram baixo viés e VR%, especialmente
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Tabela 4 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,0) log-normal em regido de cidade.

Parametros Valor Verdadeiro Média Viés VR% MSE

9x9

Q -2.3683 -2.5568 0.1885  7.9593 6.5383
®0,1) 0.1139 0.0841 0.0298 26.1633 1.2452
®a1,0) 0.3857 0.3686 0.0171 4.4335 1.5499
) 0.0262 0.0325 -0.0063 24.0458 1.2077
%) 0.3304 0.3102 0.0202 6.1138 1.4643
19 x 19

o} -2.3683 -2.4108 0.0425 1.7945 5.6510
®0,1) 0.1139 0.1086 0.0053 4.6532 1.2575
®(1,0) 0.3857 0.3797 0.0060 1.5556 1.5507
b, 0.0262 0.0289 -0.0027 10.3053 1.2031
© 0.3304 0.3281 0.0023 0.6961 1.4840
39 x 39

« -2.3683 -2.3799 0.0116 0.4898 5.4030
®0,1) 0.1139 0.1129 0.0010 0.8780 1.2566
®(1,0) 0.3857 0.3834 0.0023 0.5963 1.5528
a1 0.0262 0.0271 -0.0009 3.4351 1.1933
% 0.3304 0.3300 0.0004 0.1211 1.4858

Fonte: O autor (2024)

para o parametro ¢, que é praticamente zero.

Para as simulacdes no cenério de cidade, observa-se na Tabela [6] que para o modelo 2-
D ARMA(1,0) log-normal um VR% mais elevado para o intercepto em relagdo aos demais,
com 25.1825%, obtido para um tamanho de amostra de 9 x 9. Para o mesmo tamanho de
amostra, as estimativas ngS(OJ) e Qg(l,g) também tiveram um VR% alto com 8.1846 e 8.5062
respectivamente. Por outro lado, para o tamanho da amostra 19 x 19, ha uma reducdo em
termos de viés e VR% nos estimadores de todos os parametros, especialmente para é(l,l), que
obteve um viés e VR% de aproximadamente 0. Para 39 x 39, ha uma diminuicio em termos
de viés e VR%, exceto para qu(lvl).

No contraste de cidade, vé-se na Tabela [7| que para o modelo 2-D log-student ARMA(1,0)
com ¢ = 3 hda um VR% relativamente alto para & em comparacdo com as demais, com
15.9959%, para um tamanho de amostra de 9 x 9. Com o mesmo tamanho de amostra,
outras estimativas como 95(0,1) e ¢ também tiveram um VR% alto com 5.7702 e 5.6895

respectivamente. Em comparacdo com um tamanho de amostra diferente, por exemplo 19 x 19,
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Tabela 5 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,0) log-Student-t com { = 3 em regido de
oceano.

Parametros Valor Verdadeiro Média Viés VR% MSE

9%x9

a -2.2921 -2.4289 0.1368 5.9683 5.7494
®0,1) 0.1223 0.1059 0.0164 13.4096 1.1857
®(1,0) 0.3914 0.3753 0.0161 4.1134 1.4686
a1 0.0208 0.0235 -0.0027 12.9808 1.1112
® 0.1980 0.1868 0.0112 5.6566 1.2471
19 x 19

a -2.2921 -2.3150 0.0229 0.9991 5.0474
®,1) 0.1223 0.1201 0.0022 1.7989 1.1806
®@1,0) 0.3914 0.3896 0.0018 0.4599 1.4898
b 0.0208 0.0201 0.0007 3.3654 1.1058
® 0.1980 0.1955 0.0025 1.2626 1.2517
39 x 39

o -2.2921 -2.3002 0.0081 0.3534 4.9625
®0,1) 0.1223 0.1220 0.0003 0.2453 1.1834
®@1,0) 0.3914 0.3908 0.0006 0.1533 1.4897
b 0.0208 0.0200 0.0008 3.8462 1.1056
® 0.1980 0.1980 0.0000 0.0000 1.2556

Fonte: O autor (2024)

houve uma redugédo no viés e VR% para todos os casos, especialmente para ¢ 1), com viés e
VRY% de —0.0004 e 0.1915, respectivamente. Para 39 x 39, houve uma melhora nos resultados
para todos os casos envolvidos, mostrando que em média as estimativas sao mais préximas

dos valores verdadeiros na medida que se aumenta o tamanho da amostra.



Tabela 6 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,0) log-normal em regido de cidade.

Parametros Valor Verdadeiro Média Viés VR% MSE

9x9

o} -0.5206 -0.6517 0.1311 25.1825 1.0011
®0,1) 0.3641 0.3343 0.0298 8.1846 0.2576
®a1,0) 0.5690 05206 0.0484 8.5062 0.3460
) -0.2142 -0.2082 -0.0060 2.8011 0.3854
%) 0.6913 0.6505 0.0408 5.9019 0.4483
19 x 19

o} -0.5206 -0.5502 0.0296  5.6857 0.7658
®0,1) 0.3641 0.3568 0.0073 2.0049 0.2526
®(1,0) 0.5690 0.5605 0.0085 1.4938 0.3676
b, -0.2142 -0.2142 0.0000 0.0000 0.3775
%) 0.6913 0.6803 0.0110 1.5912 0.4741
39 x 39

« -0.5206 -0.5312 0.0106 2.0361 0.7226
®0,1) 0.3641 0.3621 0.0020 0.5493 0.2527
®(1,0) 0.5690 0.5664 0.0026 0.4569 0.3690
a1 -0.2142 -0.2150 0.0008 0.3735 0.3739
%) 0.6913 0.6896 0.0017 0.2459 0.4811

Fonte: O autor (2024)
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Tabela 7 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,0) log-Student-t com { = 3 em regido de

cidade.

Parametros Valor Verdadeiro  Média Viés VR% MSE
9%x9

a -0.4870 -0.5649 0.0779 15.9959 0.7305
®0,1) 0.3778 0.3560 0.0218 5.7702 0.2296
®(1,0) 0.5773 0.5508 0.0265 4.5903 0.3481
a1 -0.2089 -0.2045 -0.0044 2.1063 0.2938
% 0.4148 0.3912 0.0236 5.6895 0.2471
19 x 19

Q -0.4870 -0.4969 0.0099 2.0329 0.5762
®0,1) 0.3778 0.3740 0.0038 1.0058 0.2273
®@1,0) 0.5773 05743 0.0030 0.5197 0.3626
b -0.2089 -0.2085 -0.0004 0.1915 0.2875
% 0.4148 0.4072 0.0076  1.8322 0.2450
39 x 39

« -0.4870 -0.4907 0.0037 0.7598 0.5602
®0,1) 0.3778 0.3773 0.0005 0.1323 0.2261
®@1,0) 0.5773 05757 0.0016 0.2772 0.3622
b -0.2089 -0.2086 -0.0003 0.1436 0.2862
% 0.4148 0.4131 0.0017 0.4098 0.2452

Fonte: O autor (2024)
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4.2 CENARIO ARMA

Para o segundo cenério, os valores dos parametros foram escolhidos com base no modelo

2-D LOGSYMARMA(L,1),

h(t[n,m]) =a + ¢ h(tin — 1,m]) + ¢ nh(tln,m — 1)) + ¢ah(tln — 1,m — 1])

Parte observada, S[n,m|={t[n—1,m], t{n,m—1], t{(n—1,m—1] }

Oameln —1,m] + 0 en,m — 1] + 0q eln — 1, m — 1] +e[n, m|,

Parte observada, S[n,m]={¢e[n—1,m], e[n,m—1], e[n—1,m—1] }
para uma vizinhanca observada S[n, m] usando 50 x 50 sub imagens de uma imagem SAR de
S&o Francisco. Conforme mencionado anteriormente, foram considerados tanto a distribuicdo
log-normal como marginal quanto a log-Student-t. Devido ao fato que tem-se agora mais
parametros a serem analisados vai ser mais preferivel utilizar recursos graficos ao invés de

tabelas.

Tabela 8 — A estrutura espacial ARMA(1,1) escolhida para simulac3o para a regido de oceano e cidade.

Distribuicao

Parametros Regido de Oceano Regido de cidade

Log-normal Log-Student-t Log-normal Log-Student-t
a -2.8832 -2.9013 -0.6962 -0.6500
b0,1) -0.0310 -0.0413 0.5032 0.5265
b(1,0) 0.2484 0.2346 0.3568 0.3748
a1 0.2048 0.2175 -0.2380 -0.2385
0(0,1) 0.1412 0.1625 -0.1944 -0.2050
0(1,0) 0.1610 0.1882 0.3305 0.3294
01,1 -0.1202 -0.1326 0.0134 0.0178
® 0.3279 0.1950 0.6630 0.3926
¢ - 3.0000 - 3.0000

Fonte: O autor (2024)

Neste cenério (ver a Figura , para 2-D ARMA(1,1) log-normal, os resultados mostram-se
bastante diferente do que no caso do modelo autoregressivo. Para tamanhos amostrais meno-
res, como 9 x 9, a estimativa com o maior viés foi para &. Embora o viés seja menor para os
demais estimadores, vale ressaltar que os valores para VR% s3o bastante elevados, principal-
mente para ngS(OJ). Quando consideramos o tamanho da amostra de 19 x 19, descobrimos que

tanto o viés quanto o VR% diminuem, exceto para ¢ 1) no qual o viés aumenta. Para o caso
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39 x 39, tanto o viés como o VR% diminuem para todos os pardmetros. O melhor resultado
para diferentes tamanhos amostrais, em termos de viés e VR%, foi para o .

Neste cenério (ver a Figura|3)), para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-normal, os resultados s3o
bastante diferentes dos obtidos no caso do modelo autoregressivo. Para tamanhos amostrais
menores, como 9 X 9, a estimativa com o maior viés foi para &. Apesar de o viés ser menor
para os demais estimadores, vale ressaltar que os valores de VR% s3o bastante elevados,
principalmente para gg(m). Quando consideramos o tamanho da amostra de 19x 19, observamos
que tanto o viés quanto o VR% diminuem, exceto para qg(m) no qual o viés aumenta. Para
o caso 39 x 39, tanto o viés quanto o VR% diminuem para todos os pardmetros. O melhor

resultado, em termos de viés e VR%, para todos os tamanhos de amostra foi obtido para o ¢.

Figura 3 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-normal em contraste do tipo oceano.

Viés
1.25
1.00
075
0.50
025
0.00 —_— e —
VR %
400
Tamanho
300
38 9x9
S 200 19x19
] - X
=
100 39x39
0
MSE
15
10
5
& N S N Q S N Q
N I ° N N N

Parametros

Fonte: O autor (2024)

Para a Figura , no modelo 2-D ARMA(1,1) log-Student-t com ( = 3, obtiveram-se resul-
tados muito semelhantes aos da Figura[3/devido aos valores dos pardmetros serem semelhantes.
Para o tamanho de 9 x 9, o valor com maior viés também foi para &. Em termos de VR%, a
estimativa com maior valor associado foi (;3(071). O valor de viés mais baixo foi para ¢. Quando
o tamanho da amostra foi aumentado para 19 x 19, os valores de viés e VR% diminuiram,
exceto para &(0,1) e QA(OJ). Com um tamanho de 39 x 39, os resultados apresentam uma dimi-

nuicdo no viés e VR% para todos os parametros do modelo, sugerindo que as estimativas dos
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parametros estdo mais proximas dos valores verdadeiros em tamanhos de amostra maiores.
Esses resultados podem ser resumidos mostrando que as estimativas para um modelo com

mais parametros, como ARMA(1,1), apresentam vieses, VR% e MSE mais elevados, preferindo-

se janelamentos maiores para valores mais confidveis em comparacdo com o ARMA(1,0) es-

pacial.

Figura 4 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-Student-t com ¢ = 3 em regido de
oceano.
Viés
1.00
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0.25

0.00 \'///,._\'/ =8
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300
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200 9x9
- 19x19
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Valores

@
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o
/‘/
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N As Q- A- -
Q Q S & &
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Fonte: O autor (2024)

Para as Figuras [5H6], inserimos simulagdes em que a regido é do tipo cidade. Portanto, os
parametros escolhidos para as simulacdes sdo bastante diferentes em relacdo as Figuras [3}{4]

Na Figura 5 o maior viés para o tamanho de imagem 9 x 9 foi encontrado para & e,
em segundo lugar, para a estimativa gzg(ojl). Porém, em termos de VR%, o maior valor foi
QA(Ll). Se olharmos para o tamanho de imagem 19 x 19, os resultados serdo semelhantes.
Vemos que alguns vieses diminuiram, exceto para as estimativas (;AS(LO) e (;AS(M), nas quais
houve um leve aumento. Isso também acontece quando utilizamos o VR% como critério.
Para o maior tamanho amostral, os vieses diminuiram um pouco mais, exceto para & e QA(M),
que apresentaram um leve aumento, mas, para compensar, o MSE diminuiu. De modo geral,
podemos concluir que o tamanho da amostra afeta os resultados da simulacdo e que as

estimativas ficam mais préximas dos valores reais com imagens maiores.
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Figura 5 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-normal em regido de cidade.
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Fonte: O autor (2024)

Para a Figura [6] o maior viés também foi determinado para & e, em segundo lugar,
para a estimativa g5(071), com tamanho de imagem de 9 x 9. Porém, em relacio ao VR%, o
maior valor foi para 6(1,1)- Se considerarmos outra janela de tamanho 19 x 19, os resultados
mudam um pouco, com alguns dos vieses diminuindo. No entanto, vale a pena notar que
as estimativas revelam-se com uma variacdo consideravel quando se trata de VR% e MSE.
Para um tamanho de amostra maior, os vieses diminuiram um pouco mais, exceto para &
e OA(M), que apresentaram um leve aumento, mas, em compensacdo, o MSE diminuiu. Em
geral, podemos concluir que o tamanho da amostra afeta os resultados da simulacdo e que as

estimativas sdo menos tendenciosas com imagens maiores.
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Figura 6 — Resultados de simulacdo para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-Student-t com { = 3 em regido de
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Fonte: O autor (2024)

4.3 APLICACAO EM DADOS REAIS

Tamanho
9x9

- 19x19
39x39

A imagem SAR mostrada na Figura[7|a) tem um tamanho de 150 x 150, que corresponde

a dados de intensidade na area da Baia de Sao Francisco, e foi obtida por um sensor AIRSAR

com numero de looks igual a quatro. Analogamente a imagem SAR, também é possivel

v i Opti igu : inci ivaca lise é
observar a imagem O6ptica na Figura [7| b). A principal motivacdo da analise é a presenca de

multiplas regides, como secdes contendo imagens de oceano, cidade e floresta. Cada uma

dessas regies possui padrao espacial diferente em termos de valores de intensidade. Para esta

anélise, objetiva-se ajustar o 2D-LOGSYMARMA sob algumas distribuicdes a fim de sugerir

o modelo com melhor ajuste, tendo como medidas de comparacdo o Root Mean Square Error

(RMSE) e o Mean Absolute Percentage Error (MAPE). O MAPE e o RMSE s3o dados por:

1 N M

[n, m]

x 100

n=w+1m=w-+1

t[n,

t[nv m] B ﬁ
m
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Figura 7 — a) Imagem SAR da baia de S3o Francisco com canal de polarizacdo associado a todos os canais
da imagem. b) Imagem original da bafa de S&o Francisco.

Fonte: O autor (2024)

Para escolher a estrutura ARMA espacial e o valor do parametro extra (, por exemplo,
grau de liberdade, utilizamos os critérios de informacdo de Akaike (AIC). As Tabelas
apresentam os modelos finais ajustados para algumas distribuicdes. Para cada distribuicdo,
sao ajustados diversos submodelos na classe ARMA espacial, bem como escolhidos parame-
tros adicionais associados a todos os membros dessa familia. A tabela também mostra os
parametros extras associados a familia log-simétrica, bem como outras métricas como MAPE,
RMSE e SIC. O MAPE é utilizado para escolher o modelo mais bem ajustado entre as distri-
buicdes, ou seja, o modelo com o menor MAPE é selecionado. As imagens com cada tipo de
regido foram extraidas da imagem principal acima e cada uma delas tem o tamanho 19 x 19.

Essas regides podem ser vistas na Figura [8]
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Figura 8 — Amostras da imagem principal da Baia de S3o Francisco, a) Oceano, b) Floresta e c) Cidade
utilizando todos os canais da Imagem.

a) b) c)

Fonte: O autor (2024)

A partir da Tabela[9] pode-se observar que a distribuicdo sugere apenas um tipo de estrutura
espacial do modelo, um ARMA(1,1). Utilizando o MAPE como critério para selecionar os
melhores modelos, pode-se observar que o modelo com menor valor foi o 2-D ARMA(1,1)
log-Birnbaum-Saunders com (; = 2.0, que corresponde a 54.6984%, e ndo havendo diferenca

em termos de RMSE entre os modelos.

Tabela 9 — Qualidade do ajuste para a imagem SAR do tipo oceano de S3o Francisco para os melhores modelos
por distribuicdo.

Distribuicao Modelo2-D ¢ (¢ MAPE RMSE AIC

Log-normal ARMA(1,1) - - 57.6535 0.0038 -3369.619
Log-Student-t ARMA(1,1) 3.0 - 60.6633 0.0037 -3403.427
Log-power-exponential ARMA(1,1) 0.8 - 61.3725 0.0037 -3582.235
Log-Birnbaum-Saunders | ARMA(1,1) 2.0 - 54.6984 0.0040 -3334.385
Log-Birnbaum-Saunders-t | ARMA(1,1) 0.5 1.0 63.8966 0.0037 -3427.209

Fonte: O autor (2024)

Para a regido do tipo floresta, vé-se na Tabela um fato interessante causado pela
mudanca dos dados: todos os modelos recomendados possuem uma estrutura autoregressiva,
ou seja, uma estrutura ARMA(1,0) espacial. Em termos de MAPE, o modelo com menor valor
foi 0 2-D ARMA(1,0) log-Birnbaum-Saunders com ¢; = 2.0 e um MAPE de 61.2262%. Em
segundo lugar, ficou o 2-D ARMA(1,0) log-normal com um MAPE de 66.8117%.

Na Tabela [1I] apresentam-se os modelos mais bem ajustados para os dados da cidade.

Todos indicaram uma estrutura ARMA, exceto no caso da distribuicao log-Birnbaum-Saunders.
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Tabela 10 — Qualidade do ajuste para a imagem SAR do tipo floresta de S3o Francisco para os melhores
modelos por distribuicao.

Distribuicao Modelo 2-D (; (¢ MAPE RMSE AIC

Log-normal ARMA(1,0) - - 66.8117 0.0429 -1910.007
Log-Student-t ARMA(1,0) 3.0 - 68.7887 0.0424 -1947.809
Log-power-exponential ARMA(1,0) 0.8 -  67.6401 0.0425 -2129.786
Log-Birnbaum-Saunders | ARMA(1,0) 2.0 - 61.2262 0.0451 -1849.497
Log-Birnbaum-Saunders-t | ARMA(1,0) 0.5 1.0 69.4425 0.0421 -1977.853

Fonte: O autor (2024)

Utilizando o MAPE como medida de comparacdo entre os resultados, o modelo com menor
erro foi um 2-D ARMA(1,1) log-Birnbaum-Saunders-t com (; = (> = 1.0, com valor MAPE de
79.1310%. O modelo com maior valor de RMSE foi 2-D ARMA(1,0) log-Birnbaum-Saunders
com ¢; = 2.0, mas ainda com valor muito préximo ao de log-Birnbaum-Saunders-t. Em
segundo lugar, ficou o modelo 2-D ARMA(1,1) log-power-exponential com ¢; = 0.8 e um

MAPE de 79.2061%.

Tabela 11 — Qualidade de ajuste para a imagem SAR do tipo cidade de S3o Francisco para os melhores modelos
por distribuicdo.

Distribuicao Modelo 2-D (; (> MAPE RMSE AIC

Log-normal ARMA(1,1) - - 82.8238 0.5987 -693.5189
Log-Student-t ARMA(1,1) 3.0 -  80.6140 0.5869 -721.0654
Log-power-exponential ARMA(1,1) 0.8 - 79.2061 0.5798 -907.8047
Log-Birnbaum-Saunders | ARMA(1,0) 2.0 - 90.8361 0.6258 -665.3993
Log-Birnbaum-Saunders-t | ARMA(1,1) 1.0 1.0 79.1310 0.5751 -755.9387

Fonte: O autor (2024)

As Figuras[9H11] sdo usadas para analisar se temos evidéncias de que os residuos se compor-
tam como ruido branco. Um campo espacial é considerado ruido branco se seus valores forem
uma sequéncia de variaveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas, com média
zero e variancia finita. Em outras palavras, os valores do campo da imagem n3o devem ser
correlacionados entre si e devem ter média e variancia constantes. Para determinar se o campo
da imagem observado é ruido branco, podemos aplicar o teste Ljung-Box a uma vetorizacdo
dos dados da imagem, a fim de testar se ha autocorrelacdo dos dados. Um alto p-valor do
teste sugere que o campo homogéneo é ruido branco. Em todos os testes, utilizou-se o lag

maximo de defasagem igual a 10. Outra abordagem interessante é utilizar os graficos ACF
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(autocorrelation function) e PACF (partial autocorrelation function)

Os resultados na Figura [9] mostram evidéncias de que os residuos para o modelo da regido
do tipo oceano sdo caracterizados por ruido branco. No grafico ACF, quase todas as defasagens
(h > 0) estdo dentro das faixas de confianca, e isso também é verdade para o grafico PACF.
Além disso, o p-valor do teste Ljung-Box é 0.3466, o que é uma indicacdo de que se trata de
ruido branco. Na Figura [10| que representa os dados da floresta, encontra-se comportamento
semelhante, tanto para as parcelas ACF e PACF quanto para o teste Ljung-Box, com p-valor
0.8768. Na Figura [11], obteve-se um resultado diferente dos demais; os graficos ACF e PACF
apontam para um padrao nos residuos e o teste Ljung-Box forneceu p-valor igual a 0.0059,

rejeitando a hipdtese nula de que os residuos sdo caracterizados por ruido branco.

Figura 9 — Gréficos residuais da imagem, ACF e PACF para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-Birnbaum-Saunders
com (1 = 2 e regido de oceano.
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Fonte: O autor (2024)

Uma vez selecionados os trés melhores modelos, um para cada regido, pode-se utilizar
as estimativas desses modelos para gerar imagens que mostram a estrutura de dependéncia
dessas regides por trds das estimativas de cada modelo. A ideia é gerar 3 imagens a partir
de cada modelo ajustado para simular as imagens de intensidade dos canais HH, HV e VV,
e assim plotar a imagem combinada desses 3 canais. Esse tipo de abordagem pode sinalizar
como cada regiao difere na disposicao dos pixels e como cada uma é formada com base nas
estimativas dos modelos ajustados. Conforme mencionado anteriormente, a Figura[L0]a) é uma

simulagdo do tipo oceano usando o modelo 2-D ARMA(1,1) log-Birnbaum-Saunders (log-BS)



41

Figura 10 — Graéficos residuais da imagem, ACF e PACF para o modelo 2-D ARMA(1,0) log-Birnbaum-Saunders
com (; = 2 e regido semelhante a uma floresta.

oiof """ TTTTTTT T T T T
- A HM
mE m § o -
| -0.05-
Residuos [ | 010t
2.00 0 5 0 15 20 25
H | —~ Lag
0.00 B
oo "~ T TT T TSR T I T T T
~2.00 | I n
0.05 1
-4.00 .. w I ‘ | I 1
%0'00|l‘|"" -
[ | ~0.051
[ | [ | 0104 _ o _____________1___|
0 5 0 15 20 25

Fonte: O autor (2024)

Figura 11 — Gréficos residuais da imagem, ACF e PACF para o modelo 2-D ARMA(1,1) log-Birnbaum-
Saunders-t com (; = (2 = 1 em regido de cidade.
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com (; = 2, a Figura [10|b) é para floresta, usando o modelo 2-D ARMA(1,0) log-Birnbaum-

Saunders (log-BS) também com (; = 2, e a Figura[10|c) é para o tipo cidade, usando o modelo
2-D ARMA(1,1) log-Birnbaum-Saunders-t (log-BS-t) com ¢; = (2 = 1. Como esperado, por

inspecdo visual, observa-se que a heterogeneidade é maior na regido de cidade do que na regido

florestal e que a textura é mais pronunciada na regido florestal do que na regido oceanica,

isso pode ser visto também analisando a Tabela [13] A Tabela [I2] apresenta as estimativas (e

desvios padrdo) dos pardmetros destes trés Gltimos modelos:

Tabela 12 — Estimativas e erros padrdo dos modelos selecionados para cada tipo de regido.

Modelos 2-D

Parametros | Regido de Oceano  Regido de Floresta Regiao de cidade

ARMA(1,1) log-BS ARMA(1,0) log-BS ARMA(1,1) log-BS-t
Q@ -5.5404 (0.2144) -1.0591 (0.1997) -0.1879 (0.0749)
b(0,1) -0.7424 (0.1376) 0.1597 (0.0594) 0.8107 (0.0809)
b(1,0) 0.2503 (0.1014) 0.4132 (0.0422) 0.5796 (0.0812)
b, 0.4562 (0.0684) 0.1123 (0.0556) -0.4973 (0.1283)
0,1) 0.7254 (0.1365) - -0.4629 (0.0951)
0(1.0) 0.1652 (0.1208) - 0.1972 (0.1138)
0.1 -0.0361 (0.0860) - 0.0543 (0.0956)
0 0.6792 (0.0350) 0.9757 (0.0493) 0.8109 (0.1060)
(1 2.0000 2.0000 1.0000
(o - - 1.0000

Fonte: O autor (2024)

Tabela 13 — Estatisticas descritivas para um canal das imagens geradas a partir das estimativas dos modelos

finais.
. Medidas descritivas
Regido : : : — . — . .
Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo Desvio Padrao
Oceano | 0.0000 0.0027 0.0048 0.0064 0.0083 0.1103 0.0055
Floresta | 0.0020 0.0177 0.0345 0.0535 0.0685 0.7665 0.0564
Cidade 0.0000 0.0530 0.1580 1.4540 0.4890 3707.4570 31.3665

Fonte: O autor (2024)
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30 de imagens para cada tipo de regido com base no melhor modelo, sendo a) Agua, b)

Floresta e c) Cidade.

7

— Gerac

Figura 12

a)

Fonte: O autor (2024)
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi proposto um novo modelo espacial para imagens SAR baseado na
familia de distribuicoes log-simétricas denominada 2-D LOGSYMARMA, relacionando a nossa
proposta a formacdo fisica de imagens SAR. Alguns aspectos matematicos do modelo foram
derivados, como o vetor escore condicional e a matriz de informac3do de Fisher. Uma discussao
sobre estimacdo por maxima verossimilhanca condicional foi considerada para o modelo 2-
D LOGSYMARMA. Escolheu-se a abordagem de Scoring-Fisher como método iterativo para
os EMVCs. Simulacdes de Monte Carlo também foram realizadas para avaliar as estimativas
resultantes. Na parte pratica, uma aplicacao teve como objetivo lidar com diferentes contrastes
utilizando trés imagens do tipo oceano, floresta e cidade de vizinhancas da Baia de S3o
Francisco, EUA. Devido a versatilidade da familia de modelos espaciais proposta, os resultados
mostraram diferentes tipos de modelos para cada um desses tipos de contraste. A selecao dos
modelos foi feita utilizando o critério MAPE como figura de mérito. Os resultados mostraram
que a melhor opcdo para a imagem SAR do oceano foi o modelo 2-D ARMA(1,1) Log-
Birnbaum-Saunders com (; = 2; para a floresta, o modelo 2-D ARMA(1,0) Log-Birnbaum-
Saunders também com (; = 2; e, para a cidade, o modelo 2-D ARMA(1,1) Log-Birnbaum-
Saunders-t com (; = (o = 1. Uma anélise residual baseada no residuo componente do desvio
confirmou, para o exemplo utilizado, que nossa proposta foi capaz de descrever os trés tipos
de contrastes SAR. Por fim, utilizamos os modelos preditos em cada tipo de textura para
gerar imagens artificiais que mostraram como a alteracdo dos parametros da parte espacial
afeta a estrutura da imagem. A textura artificial do oceano n3o apresentou padrdes nos pixels,
enquanto que a textura artificial da floresta apresentou mais variacdo de padrdo do que a
anterior. Na textura artificial da cidade, vimos muitas sobreposicoes e padroes valores de
intensidade, indicando que se trata de estruturas encontradas em ambientes urbanos.

Para o futuro, alguns trabalhos futuros sdo concebiveis:
= (i) O uso de estimadores robustos.

= (4i) Aplicagdo do nosso modelo em outros processos de pés-processamento de imagens

SAR, como segmentacdo e classificacdo.
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APENDICE A - FUNCAO DE LOG-VEROSSIMILHANCA CONDICIONAL

Este apéndice contém as expressoes que compéem o vetor de pontuacdo logaritmo da

funcdo de verossimilhanca condicional do modelo 2D-LOGSYMARMA.

em que W (f[n,m]) = —2g'(#*[n, m])/ g(t*[n, m])

on,m] (c%[n,m] 9¢[n, m] 9¢[n, m] af[n,m]>
871 N 8a ’ 86 ’ ékb(m) ’ 86(,”)

e também é definido:
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APENDICE B - MATRIZ DE INFORMACAO DE FISHER CONDICIONAL

Este apéndice contém as expressdoes que compdoem a matriz de informacdo condicional
esperada de Fisher, K, do modelo 2D-LOGSYMARMA. A expressdo foi calculada pela expec-

tativa do produto da log-verossimilhanca, que é definida a seguir

Ky, =—E [6%(7) Sin, mﬂ & [35(7) 00(7)

0 0s o O0vs

(a) Elementos da Matriz K, ,, O parametros \; e 1; sdo usados aqui como um substituto

Sin, m]]

para «, [, ¢ ) € Ok,). Com isso, temos

Kyp =E [aé()z) 8;57?) S[n,m]]
- 2 2 |
<8€[n,am[] (n[n], m]) ggn, m} 8{[871, m]> ‘S[n, m]]
nin, m n,m 1j
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E [Wz(f[n,m])t?[ ,m]’S[n, m]] No final, temos as seguintes expressdes:
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em que £[n, m] é uma funcio par e W (£[n, m]) € uma funcdo impar. No final, substituindo \;,

obtemos os seguintes resultados:
K., =0, Kg,=0, Ky=0 Ky, =0
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