U [
[ [~
e~

1

*é

=

VIRTUS IMPAVID

vV Vvy
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS E DA NATUREZA
DEPARTAMENTO DE ESTATISTICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ESTATISTICA

HUGO DELEON PEREIRA DE MEDEIROS

Operadores de percolacao em Z:
Limites mais precisos para o valor critico e

existéncia de distribuicao invariante

Recife
2024



HUGO DELEON PEREIRA DE MEDEIROS

Operadores de percolacao em Z:
Limites mais precisos para o valor critico e

existéncia de distribuicao invariante

Esta tese sera apresentado ao Programa de
Poés-Graduagao em Estatistica do Centro de
Ciencias Exatas e da Natureza da Universi-
dade Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para obtencao do grau de Doutor em
Estatistica.

Area de Concentracao: Probabilidade

Orientador: Alex Dias Ramos

Recife
2024



.Catalogacéo de Publicacdo na Fonte. UFPE - Biblioteca Central

Medei ros, Hugo Del eon Pereira de.

Operadores de percolacdo emZ: limtes nmais precisos para o
valor critico e existéncia de distribuic¢do invariante / Hugo
Del eon Pereira de Medeiros. - Recife, 2024.

86f.: il.

Tese (Doutorado), Universidade Federal de Pernanbuco,
Ci énci as Exatas e da Natureza, P6s-G aduagdo em Estatistica,
2024.

Oientacdo: Al ex D as Ranops.

1. Autdmato celul ar probabilistico; 2. Medida invariante; 3.
Transi ¢cdo de fase. |. Ranps, Alex Dias. |Il. Titulo.

UFPE- Bi bl i ot eca Central




HUGO DELEON PEREIRA DE MEDEIROS

Operadores de percolagcao em Z: Limites mais precisos para o valor

critico e existéncia de distribuicao invariante

Tese apresentada ao Programa de Poés-
graduacao em Estatistica da Universidade
Federal de Pernambuco, como requisito
parcial para a obtencao do titulo de Doutor

em Estatistica.

Aprovado em 30 de julho de 2024.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Alex Dias Ramos
Presidente, UFPE

Prof. Dr. Aldo William Medina Garay
Examinador Interno, UFPE

Prof. Dr. Getilio José Amorim do Amaral
Examinador Interno, UFPE

Prof. Dr. Luiz Renato Gongalves Fontes
Examinador Externo a Instituicao, IME-USP

Prof. Dr. Glauco Valle da Silva Coelho

Examinador Externo a Instituicao, UFR.J



AGRADECIMENTOS

A Deus por ter me concedido satde, forga e serenidade para superar todas as adversidades.

A minha familia, que nos momentos mais angustiantes desses tltimos anos, permeado de
abdicacoes, frustracgoes e perdas, me deram carinho, apoio e incentivo a nao desistir dos meus
sonhos e objetivos. Em especial, a minha esposa, por acreditar em mim, estando sempre ao
meu lado, sendo uma verdadeira fortaleza na minha vida.

Ao meu orientador, pelo exemplo de profissionalismo, pela maneira exigente de ser, ex-
traindo sempre o maximo de mim e, principalmente, pela confianca e compreensao diante de
todos os obstaculos que emergiram ao longo dessa trajetéria.

Aos docentes da UFPE que estiveram presentes na minha formagao, proporcionando
ensinamentos, criticas, conselhos e incentivos.

Aos discentes da UFPE que estiveram sempre disponiveis a me ajudar, debatendo e
compartilhando os conhecimentos académicos.

A todos que, direta ou indiretamente, fizeram parte de minha formacao, e desta feita

contribuiram para a elaboracao deste trabalho.



RESUMO

Neste trabalho, investigamos a teoria de Processos Estocésticos com Interagao Local em
tempo discreto, conhecidos como Automatos Celulares Probabilisticos (ACP). Exploramos
uma classe de ACP, a qual é conhecida por operadores de percolagao. O Processo de Stavs-
kaya é um dos exemplo mais simples de operador de percolacao. Essa classe de operadores
apresenta o fenomeno de transicao de fase entre os comportamentos de ergodicidade e nao-
ergodicidade, o qual é fungao de um parametro o € [0, 1]. A fim de obter melhores estimativas
para os limites inferior e superior para o valor critico, a*, que delimita os comportamentos
de ergodicidade versus nao-ergodicidade, estabelecemos e aplicamos novas metodologias, a
qual nos forneceram novos limites, melhorando resultados previamente conhecidos na litera-
tura. O limite inferior obtido foi 0,113 de modo que quando a < 0,113, o sistema tem um
comportamento nao-ergddico, tal estimativa foi alcancada fazendo uso do conceito de matriz
de adjacéncia para quantificar o nimero de caminhos do grafo associado a evolu¢ao de nosso
processo. Por outro lado, o limite superior obtido foi a,, < (n—1)/(n+1). Para obter este re-
sultado, mostramos que «,, depende somente do niimero de vizinhos n, nao de suas posigoes,
de modo que quando o > «,, o sistema tem comportamento ergédico. Destacamos ainda que
a nogao de monotonicidade para estes operadores, nos permitiu estabelecer condigoes para
a existéncia de medidas invariantes nao triviais. Além disso, realizamos analises numéricas,

utilizando a aproximacao de campo médio, e modelagem computacional para estimar o*.

Palavras-chave: Automato Celular Probabilistico, medida invariante, transicao de fase.



ABSTRACT

In this work, we investigate the theory of Stochastic Processes with Local Interaction in
discrete time, known as Probabilistic Cellular Automata (PCA). We explore a class of ACP,
which is known as percolation operators. The Stavskaya Process is one of the simplest exam-
ples of a percolation operator. This class of operators presents the phenomenon of phase
transition between ergodic and non-ergodic behaviors, which is a function of a parameter
a € [0,1]. In order to obtain better estimates for the lower and upper limits for the critical
value, a*, which delimits the behaviors of ergodicity versus non-ergodicity, we established
and applied new methodologies, which provided us with new limits, improving results previ-
ously known in the literature. The lower limit obtained was 0,113 so that when o < 0,113,
the system has a non-ergodic behavior, this estimate was achieved using the concept of ad-
jacency matrix to quantify the number of paths in the graph associated with evolution of
our process. On the other hand, the upper limit obtained was a,, < (n —1)/(n + 1). To
obtain this result, we show that a,, depends only on the number of neighbors n, not on their
positions, so that when a > «,, the system has ergodic behavior. We also highlight that the
notion of monotonicity for these operators allowed us to establish conditions for the existence
of non-trivial invariant measures. Furthermore, we performed numerical analyses, using the

mean field approximation, and computational modeling to estimate a*.

Key-words: Probabilistic cellular automata; invariant measures; fase transition.
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1 INTRODUCAO

A Teoria de Processos Estocasticos com Interacao Local, que comecou a ser desenvolvida
a partir de meados do século XX, e atualmente é mais conhecida por Sistemas de Particulas
Interagentes, é estudada neste trabalho. Estes sao sistemas dinamicos estocdsticos, onde
geralmente, as componentes (também chamadas de particulas) sdo localizados em Z?, sendo
d a dimensao do sistema e Z o conjunto dos nimeros inteiros. A intera¢ao ocorre na maioria
dos casos com seus vizinhos mais préximos em tempo continuo [15] ou discreto [16].

Esta area de pesquisa tem presenca, por exemplo: na matematica, fisica-estatistica e
ciencias da computagao. Além disso, hd um extenso uso de sua modelagem computacional em
biologia, ciéncias sociais e quimica, entre outros [10, 11, 14, 24]. Nos limitaremos no estudo
destes processos em tempo discreto. Neste caso, eles sdo mais conhecidos por Automatos
Celulares Probabilisticos, o qual denotaremos ACP por simplicidade.

Um ACP, bastante estudado é o processo Stavskaya, este foi um dos processos que con-
tribuiu muito para desenvolvimento da Teoria dos Sistemas de Particulas Interagentes. Ele
¢ uma versao em tempo discreto do conhecido processo de contato [12, 15], descrito como
um ACP em que cada componente assume os estados {0, 1}, localizados em uma rede uni-
dimensional. Interessante observar que, para processos deste tipo se considerarmos o tempo
de forma continua, obteremos o processo de contato classico. Vale ressaltar que, embora o
processo de contato tenha sido amplamente estudado na literatura, o processo Stavskaya tem
recebido (muito) menos atencao e hoje é uma fonte de interessantes problemas abertos. Para
alguns trabalhos recentes que abordam questoes em aberto ou generalizacoes para o processo
de Stavskaya, remetemos o leitor para [9, 20, 27].

Neste trabalho, estudamos uma classe de ACP unidimensionais, onde cada particula as-

sume valores zero ou um. Estes sao conhecidos por Processo de Percolacao e seus operadores
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sao chamados operadores de percolacao. O operador de percolacao é descrito pela com-
posicao de dois operadores agindo na transicao do tempo t para t + 1 no processo. No
primeiro meio-passo ocorre a agao do operador deterministico (D,,), da seguinte maneira:
Se ao menos um dos vizinhos da particula estiver no estado 1, no préoximo meio-passo ela
assumira o estado 1, caso contrario, ela tera o estado 0. No segundo meio-passo ocorre a acao
do operador aleatério unilateral (R, ), neste caso, independentemente do que acontece com as
outras particulas, cada particula no estado 1 torna-se 0 com probabilidade . Assim, nosso
operador de percolagao com n vizinhos P,, = R, o D,, é informalmente introduzido. Nesta
classe, diferente do que é tradicionalmente assumido, os vizinhos nao sao necessariamente os
mais préximos. Vale ressaltar que o processo de Stavskaya é um caso particular deste Pro-
cesso de Percolagao quando temos apenas dois vizinhos. Além disso, em P,, é bem conhecido
que ha um parametro critico, a*, para o qual observa-se que ha um fenomeno da transicao
de fase, nele se a < a* havera apenas uma distribuicao invariante e o processo convergira
para ela de qualquer outra condicao inicial, o que nao ocorre para o > a*.

Este texto estara divido da seguinte forma: No Capitulo 2, é apresentado algumas
notacoes, definicoes e resultados para um ACP, mostrando um pouco dos alicerces ma-
tematicos que formalizam o operador em questao, vale destacar que este capitulo ajudara
numa melhor compreensao dos resultados da Secao 3.1 referente a “Ordenagao e Monoto-
nicidade” dos Operadores de Percolacao, contudo, a critério do leitor, é dispensavel para o
entendimento dos demais topicos deste texto. No Capitulo 3, dissertaremos sobre os opera-
dores da forma P,, = R, 0D,, chamados “Operadores de Percolacao”, em que tal superposicao
é composta por um operador deterministico D,, e um operador aleatério R, com parametro
a € [0,1], além disso, sao apresentados algumas propriedade de Ordenagao e Monotonicidade
destes Operadores. No Capitulo 4, é analisado o operador de percolagao com dois vizinhos.
No referido capitulo apresentamos um teorema, o qual nominamos por: existéncia de um
valor critico para o Processo de Stavskaya, provado por [30], que investiga o fenémeno da
transicao de fase. No Capitulo 5, é analisado um modelo de percolagao com n vizinhos.
Em um tnico Teorema enunciamos os principais resultados deste trabalho, a qual chamamos
de Teorema Principal, constituido em duas partes, a primeira direcionada a ergodicidade do

nosso processo e a segunda direcionada a nao ergodicidade do nosso processo. Além disso, a
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prova é dividido em duas partes, na primeira parte obtemos um melhoramento das estimagcoes
para o limite inferior do valor critico, a*, por meio de uma nova metodologia, a qual nome-
amos de estimacao por matriz de adjacéncia, na segunda parte revisitamos o teorema da
probabilidade critica, enunciado e provado por Lorenzo [27], de modo que, fomos capazes
de implementar um melhoramento a este resultado, em particular, trazendo uma visao mais
quantitativa. Nos possibilitando descrever melhores estimacoes para o limite superior do
valor critico, *. Na tltima secao, enunciamos e provamos um Teorema, o qual enuncia
que nenhuma medida produto de Bernoulli, nao degenerada, pode ser invariante para nosso
operador. No Capitulo 6, é apresentado os estudos numéricos, os quais ilustram alguns dos
nossos resultados analiticos, além de apresentar alguns novos insights. Para este fim, utili-
zamos a aproximacao de campo médio e modelagem computacional para os operadores de
percolacao. Finalmente, no Capitulo 7, é apresentada uma sintese dos resultados obtidos,

apresentando algumas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.
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2 ACP: UM PREAMBULO

Neste Capitulo serao apresentados os conceitos, definicoes e resultados que fundamentam
e estruturam os ACP por meio de uma linguagem matematica formal, importante para a
compreensao de alguns resultados presentes ao longo do texto. O leitor familiarizado com
este conteudo é encorajado a ir diretamente para os capitulos subsequentes deste trabalho.

Seja A um conjunto nao vazio e finito, e cada elemento a € A é dito ser um estado.
Chamamos O = A%’ o espaco de configuragoes, e qualquer x € € é dito ser uma configuracgao.

Cada configuracao pode ser representado da seguinte forma

T = (xv)vezd )

em que x, € A é o estado que a componente v € Z¢ assume na configuracio z € Q. Além
disso, dado a € A, denote por az« € € a configuracao na qual z, = a, V v € Z¢, também
chamada de configuracao todos a.

Para qualquer v € Z? e qualquer a € A, chamaremos de cilindro bdsico o conjunto
Cylal ={w € Qw, = a}.

Dado V C Z% um conjunto nio vazio e finito, definimos

Cylay] = ﬂC’v[aU] ,onde a, €A e ay = (ay)pey € AV, (2.1)
veV
Chamamos (2.1) de cilindro fino, e se representarmos V por {vy, v, ..., v, }, entdo seremos

capazes de reescrever a equacao (2.1) da seguinte forma

CV[CLV] = C{Ul,...,vn}[avp cee 7avn]
= {w € QQWM = Qyyy ooy Wy, = avn}

= {we Quwy =ay}.
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onde wy = (Wy,, . . . ,wy, ) ¢ um vetor de posi¢oes das configuracoes de Cy [ay| que assumem os

valores do vetor de estados ay = (ay,, ..., ay,) € AWVI_ A seguir, no Exemplo 1 apresentamos

casos particulares para cilindro bésico e cilindro fino.

Exemplo 1. Sejam Q = {0,1}%, C,[0], Cy[1] e Cs[0], logo

C1,2:3(0,1,0] = C4[0] ﬂ Co[1] ﬂCS[O] ={w € Quw; =0,wy = 1, w3 = 0}.

A uniao finita de cilindros finos, dois a dois disjuntos, é chamado de cilindro. Denotaremos

por B, a algebra gerada pelos cilindros. De fato,

(i)

(i)

Sejam A = {ai1,as,...,a,}, 0 o vetor nulo de Z¢, e Cy[as] cilindro basico para cada
k=1,...,n. Sabemos que cada cilindro basico também é um cilindro fino. Além disso,
se j # k entao teremos Cplax] N Cola;] = 0. Assim, a unido finita destes cilindros finos

é um cilindro. Por outro lado, J;_, Colax] = Q. Logo, Q € B,.

Se B, D € B,, entao B e D sao cilindros, ou seja, sao gerados da uniao finita de cilindros
finos, dois a dois disjuntos. Logo existirao n, m € N tais que
n m
B = UCFz[an] e D= U CEj[CLEj],
i=1 j=1
onde para todo ¢ € {1,...,n} e j € {1,...,m}, temos que F;, E; sao subconjun-
tos finitos de Z% e Cr,lap,], Cg,lag,] séo cilindros finos dois a dois disjuntos, ou seja,

Cg,lag,] N Cg,lag,] = 0 para s # r, e Cp,lap,] N Cr,lap,] = 0 para g # p, logo teremos

(Crlar,] N Cp,lag,]) m (Crlar,]NCglag]) =0, YV q#p ou s#r.

Segue que,
BOD = (U Cr, [api]> N (U Cr, [m]) -UU (Crlar) (N Cr,lan])

dai, BN D é a uniao finita de cilindros finos, dois a dois disjuntos, ou seja, BN D € B,.

Dado um conjunto B, denotaremos o seu complementar por B°. Se B € B,, entao B é
um cilindro, ou seja, é gerado da uniao finita de cilindros finos, dois a dois disjuntos.

Logo existird n € N tal que B = J;_, CF,[ar]. Note que,

B = (U CFz [CLFJ) = ﬂ (CFz [aFi])C'



15

Vimos no item (ii) que a intersecao finita de cilindros é um cilindro, assim para que B¢

seja um cilindro, basta mostrarmos que (CF,[ag])¢ é um cilindro. Observe que,

(CF aF <ﬂ Cvz avl) = U ( v, avZ U U Cvi[a] )

v €F; v €F; vE€F; acA—{ay,}

onde Cy,[a] N C,,[b] = 0 para todo a # b em A — {a,,}, e ainda, cada F; e A — {a,,},
para todo i =1,...,n , é um conjunto finito. Segue que, (CF,[ar,])¢ é uma uniao finita
de cilindros bésicos, que sao cilindros finos, dois a dois disjuntos, ou seja, (Cr,[ag])¢ é

um cilindro. Consequentemente, B¢ € B,. Portanto, concluimos que B, é uma algebra.
E importante observar que nem todo cilindro é um cilindro fino.

Exemplo 2. Considere Q={0,1}% ¢ os cilindros finos Cy[0],Co[1]. Note que, Cy[0] () Co[1]=0,
porém Co[0] J Co[1] = Q, o qual ndo é um cilindro fino.

A algebra B,, embora seja extensa, nao possui varios subconjuntos de €2 que sao importan-
tes para nés. Por exemplo, qualquer configuracao onde todos os componentes tém o mesmo
estado, azs, nao pertence a B,, e mais, nenhum conjunto unitario pertence a esta algebra.
Para incluir estes e outros conjuntos, os quais sao de nosso interesse, iremos considerar a
o-algebra B gerada por B,. Esta o-dlgebra, dada pela intersecao de todas as o-algebra que
contém B, é o conjunto minimal, o qual inclui a algebra B, e também satisfaz as seguintes
regras: qualquer intersecao contavel e qualquer uniao contavel de elementos de B também

pertence a B, ou seja, agora temos

() Cula] €B

veZd
Apresentaremos algumas caracteristicas topolégicas de €2. Uma topologia no conjunto F

¢ uma colecao 7 de subconjuntos de E, o qual satisfaz:
(i) 0 e FE pertencem a T;
(ii) Se Ay,..., A, € T entdo (,_, Ar € T;

(iii) Dado uma familia {A, € T; n € N} teremos (J;—, A, € T.
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O par (E,T) é chamado de espaco Topoldgico e cada elemento de T é chamado de aberto.
Neste sentido, dizemos que F' C E é um conjunto fechado se F° for um conjunto aberto.

Dizemos que uma familia {A, € T; n € N} é uma cobertura para E, se |J,.y An O E.
Assim, o espago topoldgico (E,7T) é dito ser um espago compacto se para toda cobertura
aberta (A, )nen de E existe uma subcobertura finita (A,)*_; C (An)nen para E.

Considere F um conjunto enumerédvel. Seja P(E) o conjunto das partes de E, se tivermos

T = P(E) entao diremos que T é uma Topologia discreta. Segue de [32] que,

(a) Na topologia discreta qualquer conjunto é fechado e aberto ao mesmo tempo;

(b) Um espago discreto é compacto se, e sé se, é finito.

Retornando ao espaco das configuragoes €2 = A% onde A é finito, tomaremos (A, T), na
qual 7 é a topologia discreta. Assim, através do Teorema de Tychonoff, concluimos que €2 é

compacto.

Teorema (de Tychonoff [32]). O produto cartesiano S = [[;=, S; € um espago compacto

se, e somente se, cada (S;)ien € um espago compacto

Como A é munido da topologia discreta, entao os cilindros bésicos serao abertos de €2,

consequentemente temos que

(a) Todo cilindro fino é um aberto, pois a intersegao finita de abertos é um aberto;
(b) Todo cilindro é um aberto, pois a uniao de abertos é um aberto; e,

(¢) Todo cilindro é aberto e fechado, pois os cilindros formam a dlgebra B,. De fato, se um
cilindro é aberto, seu complementar é fechado, mas como o complementar pertence a

B,, logo é um cilindro, entao é aberto.

Sob uma topologia produto, 2 é metrizavel. Com efeito, dados =,y € €2, definimos a

distancia de Cantor entre x e y, na forma

d(z,y) = 9~ A@y)
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onde A(z,y) = min{|k| : k € Z,z, # yx}. Se tal minimo nao existe, isto ¢, se o conjunto é
vazio, definiremos d(x,y) = 0. Nestes casos, temos que x; =y, V k € Z. Logo, x e y sdo a
mesma configuracgao.

A partir deste ponto, iremos buscar um conjunto de medidas de probabilidade (medidas

normalizadas) em B. Com efeito, tal medida p : B — [0, 1] devera satisfazer:
(i) pu(A) €[0,1] para A € B;

(i) () =1;

(iii) Se Ay, As,... é uma sequencia disjunta dois a dois de elementos de B, entao
(U] - Suian.
k=1 k=1
A propriedade (iii), define g como uma medida o-aditiva. Em particular, quando ¥V n € N,
Iz (U Ak) = (A,
k=1 k=1

diremos que p é uma medida finitamente aditiva. E claro que a propriedade o-aditiva implica
na propriedade finitamente aditiva.
Usando o Teorema da extensao de Carathéodory, teremos que todo u é determinado por

sua restrigao, u,, a algebra B,

Teorema (da extensao de Carathéodory [3]). Se tivermos uma medida, p, normalizada
e finitamente aditiva, definida em todos os elementos de B, entao existirda uma unica medida,

W o-aditiva, definida em todos os elementos de B, o qual coincide com p, em B,.

Denotaremos o conjunto das medidas de probabilidade em 2, por M.
Pelo apresentado até agora, para definir i é suficiente saber seu valor nos cilindros finos.
Assim, obtemos o espaco de probabilidade (2, B, ). Logo, pelo Teorema da aproximagcao

dados p € M, C € B e e > 0, existird um cilindro A € B, tal que u(AAC) < e.

Teorema (da aproximacao [3]). Sejam B, uma dlgebra e p uma medida em B = o(B,)

tal que p € o-finita em B,. Entao,
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(i) Se C € B e e >0, existird uma sequéncia disjunta (A1, Aa, ...) em B, tal que
C C UA" e u(UAn — C’) < g
neN neN
(ii) Se C € B, u(C) < 0o e e > 0, existird uma sequéncia disjunta finita (Aq, ..., A,) em

B, tal que

u(UAn AC><8;

neN

Em Particular,

(111) Se p for uma medida finita em uma o-dlgebra B gerada por uma dlgebra B,, entdo para

cada C C B e para cada € > 0, existira um A C B, tal que u(AAC) < e.

A seguir descreveremos as formas que o valor da medida g, em um cilindro, pode ser

apresentada neste texto. Lembre que €2 = Azd, dados V C Z¢ e ay € AVl teremos

p(Cvlav]) =p({we€ Qwy =av}) =plwy =av).
Uma medida em M é uma delta medida concentrada em x € €2, denotada por d,, quando

1 seay =uzy;
(Sx ((,UV = av) = (22)

0 caso contrario.

Em particular, denotaremos por do,_,, a delta medida concentrada na configuragao todos zeros,
e por 512 ., & delta medida concentrada na configuragao todos uns.

Suponha agora que A = {ay,...,a,}. Para cadai € {1,...,n}, definimos
A ={w € Qwy, = Quyy vy Woypy = Gy, |, Wy, = i}

Note que o estado da componente w,, ¢ fixado no estado a;. Logo, A, NA; =0, Vi # j.

Assim,

% <U Ak:) = Zu(Ak) = Z:u(wvl = Quyy e oy Wy, = Qg y Wy, = a’)'
k=1 k=1

a€A

Por outro lado,

M(U Ak) :,u(wvl = Qypy e e ey Wy, | = Ay, g, Wy, EA)
k=1

=u (wvl = Qyyy- -y Wy, = avnfl) .
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Ou seja,

ZM(%l =y ey Wy = Oy, Wy, = Q) = [ (%1 = Qe Wy, = avn_l) ) (2.3)
a€A

A consisténcia da medida pn é dada pela igualdade em (2.3).

Vejamos alguns aspectos topoldgicos de M. Em [30], utilizando-se da compacidade se-
quencial é provado que o conjunto M é compacto e conexo.

Sejam u, v € M. A sigma algebra gerada por 2 x 2 serd denotada por B x B. O espaco
mensuravel B x B é um espago produto. Uma medida 7 : B x B — [0,1] é dita ser um

acoplamento de u, v se elas sao distribuicoes marginais de 7. Dai, dados C7, Cy € B teremos
T(Cl X Q) = ,U/(Cl) (S W(Q X CQ) = V(CQ).

Dizemos que uma sequéncia de medidas pq, o, p3, ... em M converge para v € M, na

qual denotaremos lim u,, = v, quando para cada cilindro C,
n—oo

lim p,(C) = v(C).

n—oo

Esta convergéncia corresponde a convergéncia fraca, para tanto basta utilizarmos o Teorema
Portmanteau mais determinagao de convergéncia por cilindros [6].

Dadon >0,veZ% eV = {vy,...,v,} CZ%, dizemos que
V(v)={v+uv,...,04+ v},

é uma vizinhanca de v € Z%, onde v + vy, ..., v + v, sao chamados vizinhos de v.

Seja f : A™ — A a qual leva qualquer vetor de A™ em um elemento de A, ou seja,
(Gyyy- -y ay,) — a. A referida funcao, f, é chamada de fun¢ao de transi¢ao. Assim, dada
uma func¢ao de transicao, f : A™ — A, diremos que uma aplicagao D : Q2 — € é um Operador
Deterministico quando

D(z):=2De€Q, Vzel

onde (zD), = f(y,,...,2,,) para todo v € Z% e v; € V(v). Segue que,

2D = [(2D),]yeza-
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Exemplo 3. Seja Q = {0,1}%, V(v) = {v,v+ 1}, e f(a;,a;) = a; - a;. Assim,

(xD)y = @y - Ty, e, D = (zy - Tyi1)vez.

A t-ésima iteracao de D é denotada por D**! = D? o D para cada valor natura ¢ . Denote
DY = Id, onde Id ¢ a funcao identidade. Para todo t € Z,, escreveremos D' := (xD')D,
e chamamos a sequéncia x, 2D, xD?, zD3?, ... de Autémato Celular Deterministico, ou apenas
Automato Celular (AC), por simplicidade.

Definiremos uma funcao translagdo (deslocamento) T, : Q — Q, onde u € Z%, por
(2T = Ty—u, Vv €L

assim,

2Ty = (Ty—u)yega -

Dizemos que um operador D tem translacao invariante ou uniforme, quando é valida a

comutatividade com todas as translacoes em (2, isto é,
DoT,=T,0D, YueZ.

Dizemos que a medida p é uniforme ou invariante por translagao, quando para qualquer

{vi,...,v,} C Z% tivermos

d
/’L (wvl - a’up L 7w1}n - a/’un) - ,LL (w’u1+’u - av1+7.17 ... 7W7Jn+11 - a/vn-‘r’u) 9 V NS Z 9

ou seja, as medidas dos cilindros nao depende de sua posicao. Neste caso, denotaremos por

WAy ey Qy,) = Wy = Gy ey Wy, = Ay, ) -
A medida produto, com marginais idénticas por exemplo, é uma medida uniforme.

Exemplo 4. Seja Q = {0,1}2. A delta medida &y, concentrada na configura¢io Oz é uma

medida invariante por translacao.

Definiremos um operador P : M — M, assim, dado © € M temos uP € M. Para
todo t € Z,, denotaremos pP™™ := (uP")P, este operador P ird descrever a evolugiao do

nosso Automato Celular Probabilistico (ACP). Consideramos ser um processo estocastico,
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uma sequéncia de medidas u, uP, uP?, uP3, ..., onde pP?! descreve a t-ésima aplicacao do
operador P em p, sendo ¢ > 0. Uma medida p é chamada invariante para P quando uP = p.

Diremos que o operador P é ergodico quando existe um tnico p € M tal que
uP=p e limvP'=pu, VYveM.
t—o0

Durante longo tempo, acreditava-se que a ergodicidade para um operador de percolagao
P, seria equivalente a afirmar o seguinte: se existe inica mediada invariante p para P, entao P
seria ergddico. Porém, a prova que esta proposicao é falsa foi dada em [8], onde é apresentado
um operador P com uma unica medida invariante € M e alguma medida v € M tal que
lim;_,o VP! # p.

Se P nao for ergddico, entao dizemos que P é nao-ergddico.

A partir deste ponto, apresentaremos uma definicao da acao do operador P em medidas.
Inicialmente definiremos sua acao sobre uma delta-medida, d,, onde = € ). Para a v-ésima
componente de z, definimos a distribuicao de transicao e denotamos por 6,(-|z). Note que
0,(-|z) depende somente dos componentes de z, cujas suas coordenadas sao vizinhos de wv.
Logo, podemos reescrevé-lo como o 0,(-|zy () sendo 2y a restricdo de  em V' (v). O valor
de 0,(-|zv () em a € A, serd denotado por 6,(a|ry (), ou seja, a probabilidade condicional
na qual, apos a aplicacao do operador P, a v-ésima componente vai para o estado “a”, se
antes da aplicagao a vizinhanca de v estava no estado xy(,). Essa probabilidade ¢ chamada
probabilidade de transi¢ao.

O operador deterministico, D, leva configuragoes em configuracoes, enquanto o operador
aleatorio, P, transforma medidas de probabilidade em medidas de probabilidade. Porém, todo
operador deterministico pode ser considerado como um operador aleatério degenerado que
leva 9-medida em d-medida, dessa forma, passando também a atuar no espago das medidas

de probabilidade. Neste caso, as probabilidades de transicao serao

1, se a=(xD),;
01, (a|xv(v)) = (24)

0, caso contrario.

Para fixar o entendimento de como P age em d-medidas, considere o seguinte exemplo:
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Exemplo 5. Sejam Q0 = {0,1}2, v € Z, V(v) = {v,v + 1},

Q , SE Ty = Tyyl;
0,00 | zp Tpy1 ) = 7 " e
B, se Xy F Tyyt
11—« S€ Ty = Tyl
0u( 1] 2y Tpp1 ) = ’ ’
1_6 , S€ xv?’éxv-l—la

onde a, € [0,1]. Note que 0,(0|xyzyi1) + 0,(1]xy2001) = 1.

Tome x € €, tal que

0 , sev<0;
Ty =
1, sev>0.
e, com 0, sendo a sua respectiva medida concentrada. Assim, aplicando a bem conhecida

regra da probabilidade total, obtemos

0:P(wo=1) = 0(wo =1,w; =1) Op(1]11)
+ 0z(wo =1, w1 = 0) 6o(1]10)
+ 0z(wo = 0,wy = 1) 6p(1]01) (2.5)
+ 0z (wo = 0,w; = 0) Gy(1]00)
= O(1]11) = 1 —a

A identidade (2.5), descreve a frequéncia (probabilidade) do estado 1 na posigao 0, ap6s
a acao do operador P em uma Jd-medida concentrada em x € 2. De forma mais geral, dados

x €N, veZl V(v) avizinhanga de v e a, € A, obtemos

5J3P (wv = av) = Z 5z (WV(U) = aV(v)) 01} (av|aV(v)) ) (26)

ay (vy €AV @)

onde |V (v)| é o niimero de elementos em V (v). Informalmente falando, AV descreve todos
os possiveis valores que as componentes vizinhas de v podem assumir. Em particular, se

V(v) = {v1,...,v,} entdo
V)| =n e AVOl=layi) = (ap,...,a,); o, .., a, €A}

Além disso, fixados ay () € AVl e v € 72, segue que

Z@U (a|av(v)) =1.

acA
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Agora estenderemos, para um cilindro fino, a ideia formalizada em (2.6). Para tornar
mais claro o entendimento da agao do operador P, no Apéndice C, retornamos ao Exemplo
5, porém, aplicamos P em um cilindro fino com exatamente duas posigdes fixadas {v, v2}.

Tomando F C Z? arbitrario, podemos obter uma generalizacao de (2.6), para um cilindro

fino qualquer Crlar], na forma

0.P (wp = ap) = Z 0z (wyv(r) = av(r H 0, (av]av () (2.7)

ay (pyEAIV (F)] veF

Considerando (2.2), temos que a identidade (2.7) sera 0 ou H 0 (avlav (). Nas identi-

veF
dades apresentadas no Exemplo 5, é facil verificar que,

dPlw_1=1,w,=0) = §,P(w_1=1)-9,P(w,=0) , e,

0:P(wo=1,w3=0) = 0,P(wo=1) - 6,P(w2=0)
Este resultado nos faz questionar se dada uma delta medida, a qual é uma medida produto,
a medida resultante apds a aplicacao do operador P, ainda é uma medida produto. De fato,
dados F C Z%, V(F) = U,cp V (v) sua vizinhanca, e, = € Q2 sendo 4, sua respectiva medida
normalizada, temos que J,P é uma medida produto, consequéncia direta de (2.7).
Neste sentido, apresentaremos uma formula explicita para o valor do operador P aplicado
a uma medida arbitraria p € M num cilindro fino qualquer, segue que

PP (wr=br) = Y plwvr =avm) [] 0 (bolave) . (2.8)

ay () ANV (F)] veF

ou seja, obtemos uma generaliza¢do natural para a equagao (2.7), dada por (2.8).
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3 OPERADORES DE PERCOLACAO

O fenomeno de percolagao pode ser apresentado como a passagem de um fluido através
de um meio poroso. Por exemplo, na extragao de petréleo bruto, onde em alguns casos é feito
um furo numa rocha, que tem porosidade, e neste furo é injetada agua, esta agua “empurra”
o petroleo para fora do seu local de origem que flui através da rocha.

Desde a década de cinquenta [7], o estudo de percolagdo tem atraido e ainda atrai a
atencao. Varios modelos matematicos sao propostos para estudar este fenomeno, os quais
estimulam a criagao de ferramentas tedricas.

Motivados pelo fenomeno de percolagao, nos ACP foi proposto uma classe de operadores,
chamados de Operadores de Percolag¢ao. Esses operadores podem apresentar um fenomeno
importante conhecido por transicao de fase.

Essa classe de operadores é apresentado como uma superposicao de dois operadores: pri-
meiro uma aplicacao deterministica por meio de um operador D, seguida por uma aplicacao
aleatéria por meio de um operador R,, onde a € [0,1]. Estes Operadores podem ser mo-
tivadas, associando-se a fungoes biolégicas. Em [28], por exemplo, A. Toom estuda o com-
portamento de algumas redes de neuronios formais que possuem a propriedade de atividade
espontanea, tal problema foi proposto em [25]. Por outro lado, em [30], A. Toom associa tais
operadores as fungoes basicas de reproducao e morte de uma célula biolégica. Neste caso,
a aplicacao deterministica D representaria a reproducao celular e a aplicacao aleatéria R,
representaria a morte celular, ou seja, a cada passo de tempo em nosso processo as particulas
do sistema se reproduzem deterministicamente e morrem aleatoriamente.

Sejam Q = {0,1}2, n > 2,V = {v1,...,v,} e D, : @ — Q o operador deterministico, o
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qual transforma qualquer configuracao  em uma configuracao zD,,, seguindo a regra
(xDy)y = max{Tyip, -+, Tyiv,} paratodo v € Z (3.1)

Definiremos agora o operador aleatério, R,. Ele é um ruido unilateral, onde apds a sua
acao cada particula no estado 1 torna-se 0 com probabilidade « independentemente
do que acontece com outras particulas. Também chamaremos o parametro a € [0,1] de,
probabilidade de morte.

Podemos adequar o operador deterministico a fim de ser possivel efetuar a superposicao
P, =R, oD,. (3.2)

Para tanto, lembremos que qualquer operador deterministico pode ser considerado como
um operador aleatério degenerado que leva d-medida em §-medida, com probabilidades de
transicao dadas em (2.4). Para V(v) = {v+wv1,...,v+v,} e ay) € {0,1}", descreveremos as
probabilidades de transicao de P,,, onde sua respectiva distribuicao de transi¢ao serd denotada

por Oq(jn)(-|xv(v)). Seja x,, a componente na posicao v apés a acao do operador P, e

Tytvr = Qutwry - - s Loto, = Qoutu,

o estado da sua vizinhanga no passo de tempo anterior. Logo, se ayiy, = -+ = Qyiy, = 0,
entao (zD,), = 0. Como R, transforma 1 em 0, concluimos que Hgn)(llav(v)) = 0. Por outro
lado, se existe i € {1,...,n} tal que a,4,, = 1, entdo (zD,,), = 1. Este 1 serd mantido (ndo

se tornara 0) com probabilidade 1 — . Logo, 65" (1lay () = 1 — a. De forma sucinta,

N 0 , se Gy, =0 paratodo 7€ {l,...,n}
05" (Lavw) = N
1 —«a, caso contrario. . (3.3)
Hq(;n) (0|CL‘/(U)) = 1-— 91()”) (]_|CL\/(U)) .

Vejamos alguns resultados diretos para os operadores D,, e R,.

Sobre R, pode ser provado que, se a € (0, 1] entao tlir(r)lo pR!, = 6y, para todo p € M.

Sobre D,, temos que, tlgglo xD!, = 0z, se z = 0z, por outro lado, em alguns casos podemos
obter lim zD!, = 1z, por exemplo, basta tomar z = (x,),ez tal que x, = 1, para todo v € 27Z,

t—o0

onde 27 é o conjunto dos inteiros pares.
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Diante disso, questionamos: O que ocorre com a frequéncia de 1’s em P! quando t — 0o?
Esta resposta, serd apresentada no teorema a seguir.

Definimos o* € (0, 1), chamado de valor critico, por
o =inf{ « ;tlim uPt =60, ¥V u € M} (3.4)
— 00

Teorema (da existéncia de um valor critico [30]). Considere v € Z, |V (v)]=n > 1 e

1
P, definido em (3.2). Entdo, existe um valor critico, o € 1 ——|, tal que:
n

5_47

a) a>a* = limupP, =46, , VueM

t—o0
b) a<a* = §,PL(1)>0 VteN.
Segue do Teorema da existéncia de um valor critico, que ha um tipo de transicao de fase

entre os comportamentos de ergodicidade e nao-ergodicidade do operador P,,.

3.1 Ordenacao e monotonicidade

O uso de monotonicidade é amplo em varias areas de estudo. Na andlise real, por exemplo,
quando introduzimos sequéncias, as monotonas sao uma importante classe que estudamos.
Em sistema de particulas interagentes, como nos processos de Stavskaya e de contato, o uso
de monotonicidade é essencial na prova da ergodicidade.

Estabeleceremos uma ordenagao parcial em € = {0,1}% a qual é denotada por <. Esta é
uma relagao homogénea em €2 e satisfaz as condicoes de reflexiva, antissimétrica e transitiva.
Assim, dados x,y € (Q, diremos que x precede y, e denotaremos por z < ¥, se T, < Y, para
todo v € Z.

Dizemos que um operador deterministico D é monétono quando
r<y = aD <yD. (3.5)

Sejam S, I C () subconjuntos mensuraveis. Dizemos que

S é conjunto superior quando (r € S,z <y) = y€S;

I é conjunto inferior quando (y€l,z <y) = z€l.
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Neste sentido, dados p, v € M, podemos introduzir uma relagao de ordem parcial em M,

da seguinte forma
w=<v < ulS) <v(S), VS conjunto superior.
Aqui < é dado com respeito a ordem estocastica.
Lema 3.1.1. Sejam z,y € Q. Se x <y entao o, < 9,.

Prova. Sejam z,y € Q tal que x < y. Tome arbitrariamente um conjunto superior S. Por

definicao de d-medida, teremos

1 €S, 1 SIS
5, () = se x . 5,(S) — se y

0 caso contrario, 0 caso contrario.

Note que, temos dois casos possiveis: por um lado, se 0, (S) = 0 entd@o d, (S) < 9, (S);
por outro lado, se d, (S) = 1, teremos que x € S, e como S é superior e x < y, temos que
y € S, entao J, (S) = 1. Logo, 0, (S) < d, (5).

Portanto, em ambos os casos, obtemos que 4, (5) < d, (S) para qualquer S superior. [
Lema 3.1.2. Sejam x,y € Q. Sex <y e D € mondtono entao 6,D < 4,D.

Prova. Como D é monétono e x <y entao zD < yD. Por outro lado, o lema 3.1.1 nos

fornece que 6,p < dyp que € equivalente a §,D < §,D. O

Como ja mencionado no capitulo 2, todo operador deterministico D é um operador
aleatério degenerado que leva d-medida em d-medida, ver (2.4). Assim, usando os Lemas

3.1.1 e 3.1.2 podemos re-escrever (3.5) na forma
0y <0y, = 6,D=<¢,D.
Dizemos que um operador aleatério P é monétono quando, dados u, v € M teremos
uw<v = uP <vP.
Sejam P e P* operadores em M. Dizemos que P precede P*, denotamos P < P*| se
uP < uP* YV pue M.

Seguem alguns resultados decorrentes da monotonicidade.
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Lema (da monotonicidade de um operador [30]). Sejam z,y € Q. Um operador P com

distribuicao de transicao 0,( - | - ), € mondtono se, e somente se,

<y = ev( 1 ’xV(v)) < 91}( 1 |yV(U))'

Lema (da monotonicidade entre operadores [30]). Dados x € Q e dois operadores P,
P* em M com as distribuicoes de transicao 0,( - | - ), 05( - | - ), respectivamente. Entdo,
P < P* se, e so se,

Ou( 1 |zyw) < O05( 1 [zye@) , YveZ

Dado a vizinhanga V' = {0, ...,n—1}, denotaremos o operador deterministico D,,, definido
em (3.1), por D,,, de modo que, (zD,), = max{z,,...,Tyin_1}. Além disso, definimos um
operador aleatério de ruido unilateral, com probabilidade de morte « , agindo de forma
independente em cada particula, por R,. Assim, analogamente ao operador de percolacao
definido em (3.2), obtemos

P,=R,0oD, (3.7)

Lema 3.1.3. Sejam x € Q e 6, € M. Entao, dados m,n € N, teremos
m<n = 6,D, < 06.D,.

Prova. Sendo m < n, temos que {z,,...,Tyim-1} C{Zy, .., Tpin_1}, dai

(D) =max{xy, ..., Tyim_1} < max{x,, ..., Tyin_1}=(2Dy),

além disso, essa desigualdade vale para qualquer v € Z, logo, xD,, < zD,. Segue que,

aplicando o Lema 3.1.1, obteremos 0,5 < 8,5 que é equivalente a 6,D,, < 6,D,,. O
Lema 3.1.4. Sejam x € Q e n € N. Entdo, P,, ¢ mondtono.

Prova. Sejam x,y € Q tal que x < y. De (3.3), temos que as probabilidades de transi¢ao de

um operador de percolacao, P,,, sao dadas por

7™ (1 B 0 , se ay; =0 paratodo i€{0,1,...,n— 1},
o (ave) = N
1 —a, caso contrario.



29

Note que, por um lado, se 5in) (1]zvw) = 0 entdo 51(,”) (Lzvw) < gin) (Llyv(w)), por
outro lado, se @in) (1|:13V(U)) = 1 — «a, entdo existird i € {0,1,...,n — 1} tal que z,; = 1,
porém x < y, segue que, 1 = x,.; < Y,14, 0 que implica que, y,; = 1, consequentemente,
55)”) (Llyv)) =1 — o, ou seja, 551) (Lzv()) < gin) (1]yv(w)). Portanto, aplicando o Lema da

monotonicidade de um operador, concluimos que P,, ¢ mondtono. O

Claro que para qualquer p € M, temos p < d1,. Através do Lema 3.1.4, P,, é monétono.
Logo, MEZ =< 51252 para cada valor t. Assim, se tlgglo (51252(1) = 0 entao tlgilo uﬁi(l) = 0.
Implicando que ,uﬁ,tl converge para dp,. Como isso ocorre para qualquer distribuigao inicial,
temos que P, é ergédico. Por outro lado, se tivermos outro operador Q tal que Q < P,,,
teremos uQ! < ME;- Logo, se uQ'(1) for sempre positiva, entdao uQ"' ndo converge para d, .

—t - — ~ , ;1.
Consequentemente pP,, nao converge para dyz logo P,, nao é ergddico.

Lema 3.1.5. Sejamz € Q, n e N,V ={0,...,n—1}, W C V ndo vazio e Qw um operador

em 0 com vizinhanca W. Entio, Qw < P,. Além disso,

(a) Se P, ¢ ergddico entdo Qu ¢ ergédico;

(b) Se Qw € ndo ergddico entdo P, ¢ ndo ergddico.
Prova. Tome v € Z. Sabemos que as probabilidades de transicao de Qy, conforme (3.3),
sao dadas por

giw) (UCLW(U)) _ 0 , se Gy :/0. para todo i € W,
1 —a, caso contrario.

Note que, por um lado, se @(}W) (1|ZL‘W(U)) = 0 entao giw) (1|xw(v)) < giv) (1|ZL‘V(U)), por
outro lado, se éiw) (Hazw(v)) =1 — «, entao existird ¢« € W tal que x,,; = 1, porém W C V|
ou seja, 1 € V tal que x,; = 1, segue que @i\/) (1|Iv(v)) = 1 — «, consequentemente,
giw) (wa(v)) < @iv) (1|xv(v)). Dal, aplicando o Lema da monotonicidade entre operadores,

conclufmos que Qu < P, logo,d1, (Quw )!(1) < 61,(P,)f(1), V t € Z,. Portanto,
Se 7:lim 61, (P,) (1) = 0, segue que tlim 61, (Qw)*(1) = 0, provando assim (a).
—00 —00

Se tlim 61, (Qw)*(1) > 0, segue que tlim 61,(P,) (1) > 0, provando assim (b).
—00 —00
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4 PROCESSO DE STAVSKAYA

O processo de Stavskaya é um operador de percolagao com dois vizinhos, introduzido
por Stavskaya e Piatetski-Shapiro [26]. Foi um dos primeiros sistemas multicomponentes
com interacao local para o qual foi rigorosamente comprovada a existéncia de transicao de
fase [28, 31]. Entretanto, a localizacao exata de seu valor critico ainda permanece como um
problema em aberto [21].

Em [9] é mencionado que o processo de Stavskaya é um ACP muito semelhante ao processo
de contato. Ainda em [9], destaca-se que o referido processo nao ¢é tao realista para ser
totalmente 1til em discussoes sobre a fisica e a construcao de mecanica estatistica de nao
equilibrio; por outro lado, sua simplicidade, combinada, com a presenca de uma transicao de
fase, o torna interessante a fim de introduzir alguns conceitos.

O processo de Stavskaya é um dos exemplo mais simples de Operador de Percolacao,
de modo que, Q = {0,1}2 e V = {0,1}. Diante destas hipéteses, denotaremos o operador
deterministico, Dy, por Ds e 0 operador de percolacio, Py, por S = R,0Ds, na qual passaremos
a chamar de Operador de Stavskaya.

Nas secoes seguintes, iremos mostrar representacoes graficas do Processo de Stavskaya,
bem como, as estimativas inferior e superior do intervalo que contém o valor critico para o refe-
rido operador, para isso usaremos a teoria de percolacao orientada aplicada as representacoes
graficas. Neste sentido, com o intuito de tornar nosso texto auto-contido, descrevemos alguns

conceitos de percolacao em Z?2, ver o Apéndice A.
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4.1 Construgao grafica vértice-elo do operador S

Iremos associar o Operador de Stavskaya a uma percolacao orientada. Para tanto, faremos
a seguinte analogia: Considere uma fonte externa ao plano orientado alimentando todos os
vértices iniciais com um determinado liquido; considere os vértices como sendo comportas
que podem estar abertas ou fechadas, permitindo ou nao a passagem do liquido; e, considere
os elos como sendo tubulagoes que escoam um determinado liquido de um vértice a outro.

Nesse contexto, os elos representam o operador deterministico, Ds, e os vértices repre-
sentam o operador probabilistico, R,. O grafo de percolagao serd formado pelos vértices
(v,t) € Z x Z onde no eixo v teremos a distribuigao dos pontos do ACP e no eixo t teremos

a evolucao temporal do sistema. Conforme podemos observar na Figura 4.1

Figura 4.1: Representacao do Grafo no plano Z x Z .
t

NN
AL

Note que, os elos conectam cada vértice aos seus vizinhos no tempo anterior, formando

um reticulado triangular, de modo que para uma melhor visualizacao da evolucao do Grafo

adotaremos a representacao constante na Figura 4.2.

Figura 4.2: Evolugao do processo Stavskaya até o vértice (v = 0,t =3) :=T.

T
(0,3)
a AN
(0,2) (1,2)
a N /‘ N
(0,1) (1,1) (2,1)
a N /" Va N

(0, 0) (1,0) (2,0) (3,0)
Fonte: [30]
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Assumimos que os elos estarao sempre abertos na direcao da evolucao temporal, ou seja,
nas direcoes Sudoeste-Nordeste e Sudeste-Noroeste \. Em relacao aos vértices, atribui-
remos a cada um deles o estado 1 (aberto) e 0 (fechado). De acordo com o operador Ry,
a configuracao dos vértices terd distribuicao independente e identicamente distribuida, cuja
distribuicao ¢ uma Bernoulli de parametro «.

Um caminho formado pela sequéncia de vértices que liga um determinado vértice (u,0)
até o vértice (v,t), é dito ser aberto, se todos os seus vértices estiverem abertos. Note que, se
existe particula no ponto “v” no tempo “t 7, entdao {(u,s);v <u<v+t—s, e 0<s<t}

fornece todos os vértices dos possiveis caminhos até (v, t). Neste sentido, definimos
F(D”s’t) ={ v ; v ¢é caminho de (u,0) até (v,t), onde u € [v,v+1]} . (4.1)
De modo que, (4.1) tem sua representagao grafica ilustrada na Figura 4.2.

Lema (da existéncia de um caminho aberto [30]). Em um processo de percolagdo com
todos os vértices abertos no tempo t =0, se existir um vértice (v,t) aberto entao existird um

caminho aberto v € I‘l()vs’t).

4.2 Construcgao grafica elo-elo do operador S

Sairemos de uma percolacao vértice-elo para uma percolagao elo-elo. O alongamento dos
vértices é feito de tal forma que eles se tornarao elos verticais, nos quais representaremos
por “ 17 se abertos e por “ 0”7 se fechados. Assim, obtemos um grafo reticulado hexagonal
formados por elos verticais e diagonais, que passara a ser o grafo original.

Na Figura 4.3, apresentamos dois fragmentos, para o tempo variando de zero até tres,
da construcao grafica associada a evolugao do Processo de Stavskaya. No lado esquerdo da

« . . . , o vérti
figura, a estrutura hexagonal descreve a construcao grafica apds a substituicao dos vértices
por arestas verticais e inclinagao das arestas o T indica a arestas associada ao vértice na
posicao 0 no tempo 3. As linhas pontilhadas descrevem o grafo dual associado. No lado

direito da figura, exibimos um contorno autoevitante para este grafo.
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Figura 4.3: FEvolugao do processo Stavskaya projetada no grafo dual.

B B

Fonte: [30]

Além disso, os elos diagonais estarao sempre abertos, e os elos verticais estarao abertos
com probabilidade 1 — « ou fechados com probabilidade «, independente do que ocorre em
cada posicao. Na Figura 4.3 foram ilustrados o grafo que representa a percolacao elo-elo e
seu respectivo dual. Ainda na Figura 4.3, supomos inicialmente que os vértices (v,0) estao
no estado 1, isto é, ha particulas em todas as componentes, vemos que o evento de que exista
uma particula no ponto 0 no tempo 3 em nosso processo ¢ igual ao evento de que exista
um caminho aberto a partir de um dos elos sg, s1, S92, s3 até o vértice T := (0,3). Entao,
de acordo com a regra A.2 do Apéndice A, como os elos diagonais do grafo original estarao
sempre abertas nas direcoes \_e 7, segue que os elos diagonais do grafo dual estarao sempre
fechados nas dire¢oes /" e . Pela mesma razao, como os elos verticais do grafo original
estarao abertos com probabilidade 1 — « na direcao 1, entao os elos horizontais do grafo dual

estarao fechados com probabilidade 1 — « na direcao —.

4.3 Valor critico do operador de Stavskaya

O teorema a seguir é um caso especial do Teorema da existéncia de um valor critico,
ver o capitulo 3. Contudo, optamos por apresentar a prova deste, pois o0 mesmo faz uso de
argumentos apresentados nas secoes 4.1 e 4.2, que sao importantes para o entendimento do
problema. Destacamos que quando |V (v)| = 2, o Teorema 5.2.3 mostra que o limite inferior
para o independe da posi¢ao dos vizinhos. Contudo, um limite inferior para a* descrita

como funcao de n e que tenda para 1 quando n aumenta nao é conhecido.
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Teorema (da existéncia de um valor critico nao trivial de S [30]). Considere a*

definido em (3.4) e V.= {0,1} tal que V(v) = {v,v + 1} para todo v € Z. Entao, para o
1

1
Operador de Stavskaya, o € TRk e temos que:

a) a>aof = tli)rgo 61,S" = do,
b) a<a* =  §,54(1) >0, VteN.

Prova. Observe que cada vértice tem a probabilidade 1 — « de estar aberto, e como vimos
no Lema da existéncia de um caminho aberto, se o ponto (0,t) estd aberto, entao existird
um caminho aberto v € F(Dvs’t) onde a probabilidade de termos v é (1 — «)’. Por outro lado,
podem existir vérios outros caminhos abertos até (0,t), neste sentido, é facil verificar que

teremos nao mais que 2! possiveis caminhos abertos distintos. Portanto, a probabilidade de

existir um caminho aberto até o vértice (0,¢) serd menor ou igual que 2*(1 — o). Assim,

v 1
P (EI caminho aberto v € F(Ds’t)> <[(1-a)2] -0, quando t—o00 e a> 7

Logo, tlggo 61,S" = &y, Isso prova o item a) do teorema.

Agora mostraremos o item b). De acordo com o Lema do grafo dual (ver Apéndice A),
nao ha percolacao no grafo original se hda um contorno aberto neste grafo cercando T e indo
na dire¢do positiva (no sentido anti-horéario). Estamos interessado em todo contorno que

comeca e termina no ponto mais alto, representado por B na Figura 4.3. Logo,

P (3 contorno) < Z Q- of

1

i

onde @ é o nimero de tais contornos com k passos horizontais ( — ).

Todo contorno tem ntimeros de passos iguais em todas as trés direcoes, com efeito, como
os contornos sao caminhos fechados e auto-evitantes, se em um destes dados contornos ha
exatamente k passos na direcao (0,—1) serdo necessarios exatamente k passos na dire¢ao
(—1,1) e k na direcao (1,0) para que o vetor resultante desta soma seja nulo, dessa forma
teremos 3k passos. Como cada passo de um contorno tem somente trés possiveis diregoes,

1
Qr < 3%, segue que, se a < R obteremos

o0

27«
3= T <1
; @ 1—27a ’



35

1
ou seja, se o < —, entao
J ) 547

PP [3 percolacdo no grafo original] = P [# contorno] > 0.

1 1
Portanto, provamos que 51 <a* < 3

m
Além disso, é possivel obter um resultado mais geral para o item a) do Teorema da
existéncia de um valor critico de S, a saber, se o > % entao tliglo uS*t = 8, para todo p € M.
Com efeito, como p < dy, para qualquer medida ¢ € M, e como o Lema 3.1.4 nos fornece
que o Operador de Stavsvaya é monétono, logo, uS* < 61,S*, para todo t € N. Este resultado
mostra que S é ergédico, para a > %
Para o processo de Stavskaya, o valor exato de a* nao é conhecido. Porém, ja existem
na literatura estimativas melhores, por exemplo, em [31] mostrou-se que a* € (0.09,0.323), e
revisitando o método usado em [31], Ramos et. al. [21], obtiveram a estimagao para o limite
inferior maior que aquela conhecida até aquele momento, que era 0.09, obtendo um novo
melhor limite inferior 0.11 < «*. Também foram obtidos resultados numéricos, neste caso,
Mendonga [18] obteve a aproximagao o* ~ 0.29450(5) através de simulagdo computacional,

utilizando o método de Monte Carlo.
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5 TEOREMA PRINCIPAL

Neste capitulo enunciaremos nosso maior resultado, o qual denotaremos por Teorema
Principal, e apresentaremos uma prova, dividida em duas partes, uma devotada para a prova
do comportamento ergddico e outra para o comportamento nao ergdédico do operador de
percolagao P,,, para n > 2, agindo no espaco de distribuigoes sobre © = {0, 1}Z.

Definimos,

h(n,a) =n—1—2a— (n+1)a? —ab — o2V
e | ) (5.1)

a, € (0,1) tal que h(n,a,) =0.

Teorema Principal. Sejam «,, definido em (5.1), v € Z, |V(v)| = n e P, definido em

(3.2). Entao, existe valor critico o* € (0,113, o], tal que

(TP.1) Se a < a*, entao 61,P% (1) > 0 para todo t € N. Além disso, existe v € M tal que

(TP.2) Sejam 2 < ny < ny. Logo, ap, < v, € ayy — 1 quando n — oo
(TP.3) Se o > o, entdo tlim pPt = 6y, para todo 1 € M;
—00
Note que, «, depende somente de n, nao depende da posi¢ao dos vizinhos. Além disso,

n—1
n+1

mostramos na proposicao 5.3.3 que «, ¢ menor que

5.1 Novas estimacoes para o limite inferior de o*

A seguir, mostraremos novas abordagens para se obter o limite inferior do valor critico

do operador de Stavskaya.
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Tomemos a aproximacgao de Stirling (ver [1]) para o fatorial de k € N,

i\ F
k!:v27rk'-(—> e, onde k>0 e g€ (0,1).

e

Seja g(k,0) = emr. Note que g(k,0) =1, g(k,1) é uma funcdo decrescente como fungao

de ke g(k,1) > 1. Além disso, klim g(k,1) =1, logo
—00

E\F E\F
27T]€'<—> Sk!§v2ﬂk'(—> eT2k

€ €

bem como, v27 - g(2,1) ~ 2.617 < e, dai

E\F E\*
27rk~(—) el%gew/g'(—).
e (&

Obtemos assim, limites superior e inferior para o fatorial de £ € N, expressas na forma

2ﬂk'(ﬁ)k§k!§e-\/§-<ﬁ)k. (5.2)

(& (&

No Lema 5.1.1, utilizaremos uma metodologia para estimar um limite inferior para a*,

na qual nomearemos de método da estimacdo fatorial.

Lema 5.1.1. Sejam o* definido em (3.4), v € Z e V(v) = {v,v+ 1}. Entao, o Operador de

Stavskaya tem um valor critico, o > TR

Prova. Utilizando a representacao do processo de Stavskaya pela percolagao elo-elo, vemos
que em um contorno o nimero de passos ./, — e \_sao iguais, de modo que cada contorno
(comegando e terminando num mesmo vértice) terd 3k passos. Assim, podemos estimar um
limite superior para o ntimero de contornos com 3k passos, Q.

Utilizaremos permutacao com elementos repetidos de 3k elementos com trés tipos de
(3k)!
k' -k kD

. Além disto, cada

elementos (/, \_ e —) possuindo o mesmo nimero de repetigoes, segue que, Qr <
(3k)! _ e V3 - (27)F
(kD? — (\/27r)3 -k

contorno com 3k passos possui exatamente k passos do tipo —. E, pela nossa construgao

Logo, usando a desigualdade (5.2), obteremos

gréafica este contorno estard aberto com probabilidade o*. Assim,

oF eV3 = (27a)F
Qr S(\/%)?)Z P

k=1

K

IP(3 contorno) <

e
Il

1
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20 (L )+l k

Por outro lado, da expansao em série de Taylor, temos que In(1 + z) = Z HTx
k=1

Sabemos que a série de taylor de In(1 4 z), converge no intervalo aberto (—1,1), e que, se

z € (—1,0), entdao In(1 4+ z) = — Z % Logo, fazendo x = —27«, teremos o € (0, 2—7) e
k=1

2 k
Z ( 7;) = —In(1 — 27«), segue que,
1

o0
= (vE)?

3 = (27a)F l—e o3 1
6f32( ]:‘) <1 se oz<62—73%0,035752—.
(\/27T) k=1 8

Portant >
ortanto, o 78
O

Iremos, a partir deste ponto, exibir uma outra metodologia a fim de estimar um limite
inferior de a*, na qual nomearemos de método da estimacdo por matriz de adjacéncia. Antes
disso, precisaremos de alguns elementos, os quais descreveremos.

Seja G um grafo, com vértices em V(G) = {vy,--- ,v,} ¢ arestas em
A(G) = {(vv)); v;,v; € V(G) sdo vértices adjacentes}.
Dado um grafo G, definimos sua matriz de adjacéncia por M = (1,0, )v, v,ev () onde

1, se (vv;) € A(G)

Myv; = .
0, caso contrario.
Um caminho em um grafo G de vértices adjacentes {v;,,v;,,- - ,v;, } ¢ dado por
Muigvig = Moy vy, = 000 = Moy vy = L.

Lema (da quantificacdo de caminhos num grafo [2, 5]). Sejam M a matriz de ad-
jacéncia do grafo G e M™ a matriz obtida pelo produto, n vezes, de M por ela mesma.
Entao, o elemento mS,"?,J na posi¢ao (i,7) da matriz M"™, fornece o nimero de caminhos de

comprimento n iniciando no vértice v; e terminando no vértice v;.

Seja M™ = (ml(,?q),j), onde o elemento mi(,?q),j na posicao (7, j) da matriz M™ indica o nimero

de caminhos distintos de comprimento n entre v; e v;, vértice do grafo GG. Claramente, se um
caminho entre v; e v; tem comprimento n — 1. Entao, ha neste caminho n vértices. Faremos

a ilustracao deste conceito por meio do grafo descrito na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Grafo de um passeio aleatorio com trés estados
N NS

1 1 0
A matriz de adjacéncia associada a Figura 5.1 é M = 1 1 1 e o polinomio
0 1 1
caracterfstico ¢ —A\% +3X% — X\ — 1. Logo, os autovalores de M sao {1,1—+/2,1++/2}. Como

M ¢é diagonalizavel, temos que existira uma matriz inversivel B de autovetores e uma matriz

diagonal A de autovalores tais que M = BAB™!, logo M™ = BA"B~!. Sendo,

101 1 10 0 2 g 2
B=l0 -v2 V2|, A"=[0 (1-v2)" 0 e B'=|1 55 1 (5.3)
1 1 1 0 0 (1+V2)r I % i
Portanto, as identidades em (5.3), nos fornece que

V1V3 4

Agora, estabeleceremos uma relacao entre o grafo na Figura 5.1 e os contornos da repre-
sentacao planar do processo de Stavskaya. Relembrando a representacao grafica do processo
de Stavskaya pela percolagao elo-elo, notaremos que num contorno com 3k passos teremos k
do tipo ./, k do tipo — e k do tipo . Além disso, o primeiro passo é do tipo ./ e o ultimo

passo é do tipo . Como os caminhos sao auto-evitantes, teremos

Apés o tipo .~ pode haver apenas o tipo — ou o tipo  ;
Apés o tipo — pode haver apenas o tipo / ou o tipo — ou o tipo N_; (5.5)

Apés o tipo N pode haver apenas o tipo — ou o tipo .
Representaremos /' , — ,e, \_ pelos vértices vy, v, e, vs, respectivamente. Note que
mg’f@l) contabiliza todos os caminhos com n vértices comecando em v; e terminando em vs.
Mas, hé outros caminhos que nao sao contornos, por exemplo, v1v,v1v102v3 0 qual é contada

(5)
em My, vs -
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Na Figura 5.2, apresentamos contornos (no grafo dual) considerando 3,6, ..., 3k arestas.

Sob cada um dos contornos, é colocado mf)?ilfgl), o qual indica o majorante da quantidade de

contornos com k arestas de cada tipo.

Figura 5.2: Caminhos com n = 3,6, ..., 3k arestas contabilizadas em mq(ff[?,l).
8 (3k—1)
mUl'UB m'g??u3 m£)12~)3 'U1U3

Lema 5.1.2. Sejam o* definido em (3.4), v € Z e V(v) = {v,v+1}. Entdo, o Operador de
Stavskaya tem um valor critico,

a” > 0,0064.

Prova. Usando o Lema da quantificacao de caminhos de um grafo, com n = 3k — 1, a partir

da identidade (5.4) teremos

31 (1+V2)3%1 4 (11— V2)3%1 -2
_ i ,

V103

Pelo que foi exposto até este ponto, o nimero de contornos com 3k passos, QJx, € limitado
(3k—1) 1
superiormente por My, v, 0go,

P(3 contorno) <y 77, mg;?i]fzg_l)ak

U1 (1+2)2 . 1-v2% 20 (5.6)
1\1-1+v2Pa 1-(1-+v2Pa 1-a)

1 1
Nesta expressao ha trés assintotas verticais, a saber: a € {1, -, }
(1+v2) (1-v2)p°

Sendo « uma probabilidade, entao o nao pode ser negativa e no caso em que « é 1 fica

1
m) . Pode-se

provar que neste intervalo a expressao (5.6) é positiva e mondtona crescente em fungao de a.

trivial, logo, nosso interesse é saber o que ocorre no intervalo <O,

Assim, Tomando o = 0,064, (5.6) assume o valor 0,906, o qual é menor que 1.
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Na prova do Lema 5.1.1, onde utilizamos o método da aproximacao por fatorial, listamos
todos os caminhos que possuem k passos para cada tipo, totalizando 3k passos. Por outro
lado, na prova do Lema 5.1.2, onde utilizamos o método da aproximacao por matriz de
adjacéncia, enumeramos o total de caminhos que comegam com seta para baixo, e terminam
com seta para cima, desde que nao ocorra de maneira seguida: seta para baixo seguida de
seta para cima e nem seta para cima seguida de seta para baixo.

Embora nos caminhos, as combinagoes v;v3 € v3v; nao possam ocorrer, nao ha restrigao
sobre a quantidade de cada tipo de passo no caminho de comprimento 3k, onde buscamos

ter k de cada tipo. Por exemplo, podemos ter a sequencia de passos

V1U10V1 . ..U VU3,
N’

3k —2

o qual certamente nao é um contorno. Neste sentido, na Figura 5.3, apresentaremos outra
representagao de grafo satisfazendo (5.5), ou seja, iremos inserir mais uma restrigao, a saber
a sequéncia / — \_nao poderd acontecer, excluindo o caso em que k = 1. Representaremos
v, —, — e, N_ pelos vértices vy, vy, v3, €, vy, respectivamente. Note que, os vértices

V9 € v3 estao ambos associados a —.

Figura 5.3: Grafo satisfazendo (5.5) com restrigao a sequéncia /" — .
CEPCEPOoEDS
\/

Introduziremos uma relagao entre contornos e caminhos em grafos. Em geral, o contorno
nao pode ser descrito exatamente pelo caminho no grafo. Mas, podemos estabelecer uma
correspondéncia entre tal contorno e um caminho. O Lema 5.1.3 vai nesta diregao. Na
Figura 5.2, considerando da esquerda para a direita, o terceiro contorno nao pode ser descrito
diretamente pelo caminho no grafo representado na Figura 5.3. Mas, somos capazes de exibir

um representante para ele.
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Lema 5.1.3. O numero de caminhos no grafo da Figura 5.3 que inicia no vértice vy e termina
no vértice vy com comprimento 3k — 1 € maior que o numero de contornos com 3k passos no

processo de Stavskaya.

Prova. Tomemos um caminho que inicia no vértice v; e termina no vértice vy, o qual possui

comprimento 3k — 1. Tal caminho é dado pela sequéncia de vértices
V1Vijy « -« Vjgy V4 onde i9,...,13,_1 € {]., 2,3, 4} (57)

e, satisfaz as condig¢oes impostas pelo grafo na Figura 5.3.

Note que, para qualquer fragmento de (5.7) iniciando no vértice v; e terminando no vértice
vy, cujo todos os vértices intermedidrios sao pertencentes a {vg, v3}, teremos uma quantidade
par de vértices compondo este fragmento, logo, os vértices intermediarios serao da forma
VaU3V2V3 ... VU3.

Agora Tomemos qualquer contorno no processo de Stavskay o qual satisfaz (5.5). Sempre

havera um fragmento deste contorno da forma

v =N (5.8)

com —" denotando, —— --- —, n vezes. Se n for par, associamos (5.8) com a sequéncia de

vértices v109U3V903 . . . VovU3v4. Porém, se n for impar associamos (5.7) com

2 NN

onde este fragmento é associado com v1VV3VV3 . . . VaU3V4Vy.

]

Em comparacao ao Lema 5.1.2, o Lema 5.1.4 exibe uma melhor estimativa superior para

o numero de contornos.

Lema 5.1.4. Sejam o* definido em (3.4), v € Z e V(v) = {v,v+ 1}. Entdo, o operador de
Stavskaya tem um valor critico,

a* > 0,089
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1 1.0 0
1 01 0
Prova. A matriz de adjacéncia associada a Figura 5.3 é M = , € 0 po-
1 1 0 1
0 0 1 1

linémio caracteristico é \* — 2X\3 — 22 + 3\ + 1. Logo, os autovalores serao

1+\/7+2\/5A_1+\/7—2\/5A_1—\/7+2\/5 . 1-V7-2V5
9 y N2 — 9 y N3 — 9 ) :

A = 5

A=

Optaremos por utilizar uma técnica equivalente a decomposicio M™ = BA"B~! para

calcular meL, visto que, a forma exata de B e B! é muito densa. Com efeito, note que

m{ = a\? 4 DAL + AL + dA\! (5.9)

U1v4

Para obter os valores de a, b, c e d. Precisaremos de

1 0 0 O 2 110 4 3 1 1
O 01 0 0 MO = A — 2 2 01 M = 4 2 3 1
0 010 21 2 1 5 4 2 3
0 0 0 1 11 1 2 3 2 3 3
o que, a partir de (5.9), nos proporciona o seguinte sistema
( 0 =a+b+c+d
< 0 =al +bla+cAs+dN\y
0 =a N +0M\+ A+ d\:
| 1 =a\+DA3+eAf+dA]
o qual apos solucionado nos oferece
a:;,b:—a,d: L e c=—d

VAT + 2v5 VAT =25
Dai,

m() = a(A" = \2) + d(A\F — D)

V1v4

Por outro lado, pelo Lema 5.1.3, sabemos que o nimero de contornos com 3k tipos, Qy,

é limitado por mq()w4 2 Logo,

P(3 contorno) < ZQkOé < va?Z Y
- o (5.10)

Ma Ao Ma Mo
=a 3 5. T d 3. 3
1—)\1a 1 - Ao 1-XAja 1-X\a
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Na expressdo (5.10) hé quatro assintotas verticais,{\;®, A\; %, \3%, A;*}. Verifiquemos que
A2 < 0,02 <0e)® < \;?, logo, nosso interesse é saber o que ocorre no intervalo (0, Afg).
Pode-se provar que neste intervalo a expressao (5.10) é positiva e mondtona crescente em

funcao de a. Além disso, para o = 0,089, (5.10) assume valor menor que 1. O

Nosso resultado é bem préximo do obtido por Toom [30], a saber o* > 0,09. Em verdade,
se considerarmos uma representacao na ordem de 1072, elas serao a mesma. Porém, ainda
utilizando a metodologia da matriz de adjacéncia obteremos uma melhor estimativa, préxima
daquela obtida por Ramos et. al. [21], que é a melhor estimativa até o presente momento.
No referido trabalho, elas revisitaram a técnica da contagem proposta e utilizada por Toom.

Os grafos ilustrados na Figura 5.1 e Figura 5.3, dentre outras fungoes, permitem solidificar
o entendimento do leitor no uso desta metodologia.

Na Figura 5.4, apresentaremos um novo grafo para descrever a evolucao dos caminhos,
contendo cinco vértices, um a mais do que o grafo apresentado na Figura 5.3. Neste caso,

adotaremos as seguintes representacoes:

.
vy representard o passo

vy representard o passo — quando precedido do passo
v3 representard o passo — quando precedido do passo —

vy representard o passo — quando precedido do passo N

U5 representara o passo '\
Figura 5.4: Grafo ilustrativo das condigoes adicionais estabelecidas a acima.
8/\@/\88

Proposigao 5.1.5. Sejam o definido em (3.4), v € Z e V(v) = {v,v + 1}. FEntdo, o

operador de Stavskaya tem um valor critico,

o > 0,113
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110 0 0
001 00
Prova. A matriz de adjacéncia associada a Figurab4éM=| 1 0 1 0 1 |,eopo-
001 00
0 0 0 1 1
linomio caracteristico 6 —A5+3A1—3A3+3X2—\. Logo, os autovalores de M sao {2,i, —i, 1,0}.
De forma anéloga, aos célculos apresentados no Lema 5.1.2, obtemos
tr
0 0
SR
. . A 3-[(=i)"+ "+ i [(—)" — "] — 10 + 272
m’glzjs — Zn 32__01 fr— 20 . (5.11)
-
n 1
2 5
onde tr denota a matriz transposta. Note que para r € Z,,
Z‘1+47" — +'L (_Z')1+47’ = —
Z’2+4r = —1 (_Z')2+4r = -1
= (5.12)
Z’3+4r = —4 (_Z')3+4r _ +Z
Z’4—|—4'r — +1 (_i)4+47’ _ _|_1
onde utilizaremos (5.12) para calcular
3 3
3 [(_Z’)i’;k—l + i3k_1} == [(23)19 . ((_Z)S)k} == [ik . (—Z)k} (513>
1 1
e7
i [(—i)3k_1 o Z-3k—1} _ E [(ZB)k: o ((_2)3)14:} - [Zlc + (—Z)k] (514>
i

dai,
k
i* + (=i)F = 2cos (g) e iF—(—i)* = 2isen (
logo, somando-se (5.13) e (5.14), teremos

3
7

2l = 0] = [ (-] =0 sen (%) — 208

km
2
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Desta maneira, somos capazes de reescrever (5.11) na forma

6 km 2 km 10 2
(Bk-1) _ 9 KTy 4 U ek
Maws © = 90 Sen( 2 ) 20 ( ) 20 20 %
Por outro lado, pelo Lema 5.1.3, sabemos que o nimero de contornos com 3k tipos, Qy, €

limitado por mS,?’zs Segue que,

P(3 contorno) < Z Qua < Z ml(ilf)o )

o0 [e.e]

Zsen(’”>a __Zcos(’”)@k__z o 2028k o*

Note que,
z (5) et =X vy~ 422
= 2 e 1— o

Assim, fazendo uso das identidades em (5.15), obtemos

1 [ —2a* — 602 + 202 1 2
]P(Elcontorno)_—( o~ ba”+ 20 +6a>__0( - >—|——( sa ) (5.16)

<
20 1—at 20\1 -« 20 \1 — 8«

1
Observe que, ha trés assintotas verticais, a saber: {—1, 3 1 7. Logo, nosso interesse é saber

1
0 que ocorre no intervalo (0, §) . Note que, a expressao do lado direito de (5.16) é crescente,
positiva como funcao de a. Além disso, se a = 0,113 ent@o o lado direito de (5.16) assume

o valor 0,992. Logo, P(3 contorno) é estritamente menor do que um.

5.2 Prova do item TP.1 do Teorema Principal

Inicialmente mostremos que a ergodicidade do processo de percolacao, vinda da agao de
P,, depende somente da quantidade de vizinhos e independe da posi¢ao dos mesmos.

Na Figura 5.5, dado (v,t) = (0, 3), apresentamos um exemplo que ilustra a agdo de um
operador deterministico com vizinhanga V' = {1,3} definido por (zE), = max{x,+1,z,13} €
do operador deterministico do processo de Stavskaya, Ds, juntamente com suas respectivas

representagoes graficas I‘(EO’?’), a ser detalhada mais adiante, e F|(305,3)’ definida em (4.1).
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Figura 5.5: Grafo ilustrativo de F,(Dos’g) e F(EO’S).

j R
NS
NI N

0 1 2 3 0 3 5 7 9

No exemplo, ilustrado na Figura 5.5, observamos que ¢é possivel obter uma funcao bijetiva

f entre os vértices de

0,3 0,3
r©3) ro?

ou seja,
£(0,2) =(1,2), f(1,2) = (3,2),..., f(3,0) = (9,0).

O operador de percolacao P, tem uma representacao grafica, andloga a representacao
grafica vértice-elo do Operador S, ver Secao 4.1. Da mesma forma, os elos conectam cada
vértice aos seus vizinhos no tempo anterior, formando um reticulado triangular, para uma

visualizacao da evolucao do grafo P, adotaremos a representagao presente na Figura 5.6.
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Figura 5.6: Grafo ilustrativo de I' g’j).

t—1 v+v1Av+w

v+ 2v7) (v+v1 +uy) (v+2712)

ZO TN

t—3 (v+3vy) (’U+2U1+’Ug) (V+v1+2v9) W+3uy)

~
|

N}

—

>

0| W+tv) @E+E—1Dvi+vy) -+ @+v+(t—1vg) (+tvy

Sejam x € Q, V = {v;,v1} C Z e (¢D3), = max{Tyyy,, Ty1v,} para todo v € Z. Na

Figura 5.6, é descrito a acao de Dy, por meio de uma representacao grafica. O conjunto

“) UU{U—i— (t = k)i + (k — s)va, 8)

s=0 k=s

fornece todos os vértices dos possiveis caminhos da origem até (v,t), onde os vértices da

(’Ut

origem sao do tipo (u,0) € G”. Neste sentido, definimos

T(E;;’t) = { v ; «v € caminho da origem até (v, t) formado por vértices de G(va)} . (5.17)

Ou seja, o conjunto F vt) , definida em (5.17), é a representagao grafica para qualquer Ope-

rador de Percolacao com dois vizinhos, de modo que Fg’s’t), definido em (4.1), é um caso

vt)

particular de I'y’” quando a vinhanca {vy, v} = {0,1}.

Lema 5.2.1. Sejam F(v e FD2 , definidos em (5.17). Para cada (v,t) € 7Z X Z, existe

. Em particular, um caminho v, em F(DS’)

(v t)

w1 ng,ﬂ

bijecao f entre I'p, ¢ auto-evitante, se, e

somente se, f(y1) = v2 € um caminho auto-evitante em I'y

Prova. Uma vez que os caminhos sao formados por uma sequéncia de vértices do grafo,

. ce o~ . . it b .
mostrar que existe uma bijecao entre os conjuntos de caminhos F(U ) F(DUZ ), ¢é equivalente a

(’Ut

mostrar que existe uma bijecao entre os conjuntos de vértices G, Gg;’t). Nesta bijecao,
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deve-se fixar a segunda coordenada, e preservar a precedéncia da primeira coordenada. Sem
perda de generalidade, seja (v, v9) a vizinhanga para o operador D,, assim tomemos a fungao

f: G(Dvs’t) — G(sz’t) dada por
flo+k—s,5)=(v+({t—Fkvy+ (k—s)va, s). (5.18)

Note que, a fungao f, definida em (5.18), é uma fungao injetiva, pois, fixado s e dados

ki, ke € {s,...,t} tal que ky # ko, teremos (v + k; — s,5) # (v + ky — s, ), além disso,
vtk —s#vt+ke—s = v+tvg —svg+ (va — 1)k # v+ tug — svy + (Vg — v1)ke.
Dali,
flo+ki—s,8)# flo+ky—s,5)
Por outro lado, a fungao f, definida em (5.18), é uma fungao sobrejetiva. De fato,

F(657) =F U U d+k=s9))
= UL U {f (0 + k= 5,5}
= Ulo Uil (v (t = Rpor + (k= s)ua , s )}

_ W)
= GD2
Portanto, f : G(Dvs’t) — Gg’z’t) ¢ uma fungao bijetiva, de modo que, para cada caminho em
F(Dv’t) haverd um e apenas um caminho em I' g)’t). O
S 2

Informalmente falando, veremos na Proposicao 5.2.2, que a densidade de uns para qual-
quer tempo, t, ¢ a mesma para todos os operadores de percolagao com dois vizinhos quaisquer

tendo como condigao inicial a configura¢ao todos uns.

Proposigao 5.2.2. Sejam x € Q, (2E), = max{Ty1u,, Totus} € (TF)y = max{Ty1w,, Totws }s

com {v,uy, us, wy,wa } C Z tais que uy # uy e wy # wy. Entdo,
81,(Roy o E)'(1) = 61, (Ry o F)'(1)  para cada t € Z,.

Prova. Tomemos o Operador de Stavskaya, S. Com efeito, o Lema 5.2.1 junto com o Lema

da existéncia de um caminho aberto, nos permite concluir que
512(Ra o E)t<1) = 5125t(1) (§ 612(Ra o) F)t(l) = 5125t(1)

entdo, por transitividade teremos que d1,(R, 0 E)*(1) = d1,(Ry o F)!(1) para cada t € Z,. O
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Teorema 5.2.3. Considere o* definido em (3.4), v € Z, |V (v)| = 2 e Py. Entao,
a* > 0,113.

Prova. A Proposicao 5.2.2 nos garante que o valor critico encontrado para a vizinhanca
{0,1} valerd para uma vizinhanga {vy,v9} com dois vizinhos quaisquer. Por outro lado, a
Proposicao 5.1.5 nos fornece que, para o Operador de Stavskaya, a* > 0,113. A combinacao

de ambas as proposicoes prova o Teorema 5.2.3. O]

Certamente, com uso desta metodologia, podemos propor um o grafo inserindo outras
restricoes, as quais levariam para uma melhor estimativa. Mas, nao temos certeza se ela
levaria ao valor exato da transigao.

Agora, seguimos para provar o item (TP.1). Mas antes precisaremos do seguinte resultado:

Proposicao 5.2.4. Para um operador de Percolagao com |V (v)| =n. Se a < 0,113, entao

haverd uma medida invariante, v, para P, tal que v(1) > 0.

Prova. Pelo Lema 3.1.4, sabemos que P,, ¢ mondétono. Além disso, pelo teorema da medida
invariante, ver o Apéndice B, (d1,P!)ien converge para a medida invariante v. Além disso,

como o < 0,113 e 61,PL (1) = k > 0 com ¢t — oo. Logo, v(1) > 0. O

Prova do item (7TP.1) do Teorema Principal. Tome uma vizinhanga V' = {vy,...,v,}.

Logo, para V (v) teremos
(zDy,)y = max{v + v1,...,v 4+ v,} > max{v + v;, v+ v;} = (xD;j).

Consideremos D;; um operador que age num subconjunto {v;,v;} C {vy,...,v,}. Claro
que assumimos ¢ # j. Utilizando ideias similares aquelas apresentadas no Lema 3.1.5, pode-se

provar que R, o D;; < R, o D,,, de modo que, pela Proposicao 5.2.2, teremos
61,(Ra 0 D) (1) = 61,(Ry 0 Do) (1) paracada t€Z,, VteN.

Por outro lado, pelo Teorema 5.2.3, temos que se a < 0,113, entao, da Proposicao 5.2.2
segue que d1,(R, o D;;) (1) > 0, para todo t € N, consequentemente, d1,(R, o D,,)!(1) > 0,
para todo t € N, e da Proposicao 5.2.4, teremos que havera uma medida invariante, v, para

R, o D, tal que v(1) > 0. Provando-se assim, o item (7P.1) do Teorema Principal. O
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5.3 Prova dos itens TP.2 e TP.3 do Teorema Principal

A prova serd construida ao longo deste capitulo. De inicio veremos que o operador de

percolacao P,, tem uma representacao grafica, andloga a representacao grafica vértice-elo do
9 (v ' .6). vérti vizi

Operador Py (ver Figura 5.6). Os elos conectam cada vértice aos seus vizinhos no tempo

anterior. Para uma melhor visualizacao do grafo, observaremos a acao do operador P,

definido em (3.7), a qual possui vizinhanca V' = {0, 1,...,n — 1}, por meio da representacao

feita na Figura 5.7.

Figura 5.7: Grafo ilustrativo de F(BU 2

t 4
t—1 +
t—2 4+
0 4 Y Y ° “e . Y ° e ° .. Y
v v+l v+2  v+n-1l v+n  v2(n-1) v+t(n-1)
Sejam z € Q, v € Z, V = {vy,...,v,} C Z, (zDy,), = max{Tytv,,--,Totv, | €
(xD,,)y = max{xy, Tyi1, ..., Tyin1}. O conjunto,

t (t—s)(n—1

)
Gt = {(v+k )},

s=0 k=0
contém todos os vértices dos caminhos da origem ao vértice (v,t), tal que para todo v € Z

chamamos (v,0) € G(g’t) de vértices da origem.

Definimos
F%”t) = { v C GLDU’U ; v é caminho auto-evitante da origem até (v, t)} , (5.19)
ou seja, o conjunto @t , é a representacio grafica do Operador de Percolacio P,,.

Dn
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Note que, dado o caminho auto-evitante v, € Fg’ )

, vemos que 7y; é composto por t + 1
vértices. Considerando o sentido norte-sul, o primeiro é da forma (vg, 0), o segundo da forma
(v1,1), ..., o t-ésimo da forma (v;_1,t — 1) e o ultimo, (¢ + 1)-ésimo, da forma (v, 1), sendo
v, = v. Além disso, pela definicao de G(gf), temos para s € {0,1,...,t}

(t—s)(n—1)
(ves)e | {(w+ks)}

k=0

Lema 5.3.1. Sejam F(” e F ©0  definidos em (5.19). Para cada (v,t) € Z X Z,, existe

bijecao f entre F(g e F(Dvnt). Em particular, para cada caminho auto-evitante v; em F(B’ ),

temos que f(y1) = v2 € um caminho auto-evitante em F&’t).

Prova. Sem perda de generalidade, tome v = 0. Note que as cardinalidades em F(O e F(O 2

Ot (0t
sao iguais a n'. Agora, mostraremos que h& uma bijecao entre os conjuntos G(B e Gp/ ),
n
a qual preserva a segunda coordenada e mantém a precedéncia na primeira coordenada.

Tomamos v; < vy < -+ < v,. Defina f : G(BO:) — G(Dof) por

fli,t—=1)= (vig,t —1),sei € {0,...,n—1}

it —2)= (v +vi01,t —2) ,sei€{0,...,n—1}
7 (Un + Vicpyo,t —2),sei € {n,...,2(n— 1)}

(

(201 + viy1,t — 3) ,sei€{0,...,n—1}
fli,t —=3)=¢ (v, + vy + Vinyo,t —3),sei € {n,...,2(n — 1)}
(21}n+vi,gn+3,t—3) ysei€{2n—1,...,3(n—1)}

3v1 + Vi1, t —4) ,sei€{0,...,n—1}

fli,t—4)=
20, + V2 + Vi—onis, t —4),sei € {2n—1,...,3(n—1)}

(
(Un + 209 + V;_pyo,t —4) ;sei €{n,...,2(n—1)}
(
L (

30y, + Vi—gnia, t —4) ,sei €{3n—2,....4n—1)}
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Em linhas gerais, para s € {2,3,...,t} temos

(((8—1)U1+Ui+1,t—8) ,se 1 € {0,...,71—1}
(Un+(5—2) Vo 4v;_pi2,t—8) sei€{n,...,2(n—1)}
f<i7t_3) =9
((5=3)vn+2V2+0;—(s—3)nt(s—2), t—5) ;s i € {(s=3)n—(5—4),...,(s=2)(n—1)}
(5 =2)vp+v24 Vi (s—2)n(s-1), t—5) ,se i € {(s=2)n—(5—=3),...,(s—1)(n—1)}

| ((s=1)vn+0ie(s—1)nts T —5) ,sei € {(s—1)n—(5—2),...,s(n—1)}
Portanto, para cada caminho em ngf) havera um e apenas um caminho em F(g 8, O
Proposicao 5.3.2. Sejam z € Q e {v,uy,...,uy,wi,...,wy} CZ, com u; # u; e w; # w;

sendo i # j para i,j € {1,...,n}. Defina,

(xB), = max{ZTyiuy, - Toru, }, & (2F)y =max{xyiw,,---, Totw,
Entao,
81,(Ro 0 E)'(1) = 61,(Ry o F)(1)  para cada t € Z,.
Prova. Usando o Lema 5.3.1, a prova segue analoga aquela da Proposi¢ao 5.2.2. O]

A Proposicao 5.3.2 estabelece uma relagao, qualitativamente idéntica, no que se refere a
ergodicidade do processo de percolagao a qual depende somente da quantidade dos vizinhos
e independe da posicao dos mesmos.

Em [27], foi realizado um estudo sobre o operador de percolagao em Z, no qual fixado

uma quantidade de n vizinhos foi obtido o seguinte resultado:

Teorema (da probabilidade critica [27]). Considere um operador de percolagio em Z

com vizinhanga finita V- = {v1,v9,03,...,0,} C Z sao tais que vy < v < v3 < -+ < Uy,
2 L, . _ . -
Defina, oy := G — e ag como a unica solugdo no intervalo (0,1] da sequinte equagao,
Unp — U1
1
o =
 pla)
2+ Up — U1

(1 —a)f 4 (1 — a)?n)
a2 — a)

onde p(a) = . Entao, o* > .
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Observamos, em [27], que ao invés de ser utilizado o operador aleatério R, foi utilizado
o operador aleatério R(i_,). Sob esta consideracao, buscando adequar o resultado ao nosso

contexto, reescrevemos o Teorema da probabilidade critica da seguinte forma:

Teorema (da probabilidade critica para R,). Considere um operador de percola¢io em

Z com vizinhanga finita V- = {v1,v9,03,...,0,} C 7Z sdo tais que v1 < vg < v3 < -+ < Up.
2
Defina, oy = G a— e ag como a unica solugdo no intervalo [0,1) da sequinte equagao,
Unp — U1
| ! (5.20)
a=1—07- .
 pla)
2+ Up — U1

OéG +a2(vn—v1)
(1—-a)(l+«)

onde p(a) = . Entao, o < ay.

A prova do teorema ¢é apresentada em [27]. Esse resultado nos garante um melhoramento
do limite superior do intervalo critico apresentado no Teorema da existéncia de um valor

critico em [30].

Proposigao 5.3.3. Considere v € Z, |V (v)| =n > 1 e P,. Entao,

= <0.113, - 1> .
n+1

Prova. Note que, a equagao (5.20) nos fornece que ay < 1 — a1, uma vez que ¢(«) é positivo

para a € (0,1). De fato, pelo Teorema da probabilidade critica para R,, temos que as é a

tinica solugao para (5.20) no intervalo (0,1), logo

1
0<ay- <L 5.21
T o(aw) (5.21)
24 Up — VU1
Por definicio a, € (0,1). De (5.21), segue que 1 — — 22~ 0 ou seja, — 2002
) 24+ v, — v 2+ v, — vy
Por outro lado, ¢(«) > 0 para todo o € (0,1), e como ay € (0, 1), teremos +80(042) > 0.
Up — U1
Consequentemente,
1 1
>1 = l—ay =0y - > g
plaz) p(az)

_2+vn—v1 _2+vn—v1
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Lembremos que a Proposicao 5.3.2 nos garante equivaléncia da presenca de ergodicidade
entre operadores de percolacao que possuam o mesmo numeros de vizinhos, independentes
da posicao dos mesmos. Ou seja, o intervalo critico obtido para P, é o mesmo obtido para
P.. Dessa forma, se tomarmos V = {0, 1,...,n — 1}, obteremos

2 _n—l

fCap<loag=1— _
@ = “ 2% n—1-0 n+l

]

Da proposi¢ao 5.3.3, temos que para o Operador de Stavskaya, a* € (0.113,0.333). A
seguir mostraremos que o nosso o tem um limite superior ainda menor do que o apresentado
na proposicao 5.3.3.

Retomando a equagao (5.20) e denotando m = v, — v; € N obtemos

1 1 q (@) ab + o?™m 2
a=1—a——— onde a)=—— e Qq:i=——.
11_ (o) v 1—a? "Todm
2+m
Agora, definimos
1
gla)=1—a—a; - . 5.22
( ) 1 L 90(05) ( )
24+ m

Fazendo as devidas substitui¢oes e manipulagoes algébricas, segue que

2(1 —a?)
(1—-a?)(2+m)—ab—a?

gla)=1—-a-
Sejam, m € N, h(n, ) definido em (5.1), e @ € (0,1), teremos a seguinte equivaléncia
gla)=0 & h(m+1la)=0. (5.23)

Além disso, faremos uma outra observagao. Se |V (v)| =n > 1 entdo m > n — 1. Assim,

tomando mq, mo € N tal que m; < mo, teremos que
h(m; + 1, a) < h(mq + 1, a). (5.24)

Portanto, se |V (v)| = n entdo g(«) terd a menor raiz quando m =n — 1.
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Prova dos item (7TP.2) do Teorema Principal. Sejam ny,ny € N com 2 < n; < ny. Da
equagao (5.24), obtemos que h(n; + 1,a) < h(ny + 1, «). Logo, para todo a € (0,1), temos
que a raiz, oy, de h(n; + 1,«) é menor que a raiz, a,,, de h(ny + 1,«). Sendo 0 < a,,
estritamente menor que a,,, temos que a raiz, a,, de h(n+1, ) cresce quando n — co. Além

disso, ela converge, logo, se lim g(a) =1 — « entdo lim ¢(0) =0, se, e s se, a = 1. ]
n—o0 n—oo

Prova dos item (7P.3) do Teorema Principal. Considere ¢(.) como definido em (5.22),
veEZ, V()| =n>1,P, em=n—1. Mostremos que o* < a, tal que g(a;) = 0, sendo ay,
0 Unico valor em ( 0, Z——T—l onde (5.23) ¢ satisfeito. Note que g(«) é uma fungao continua
como fungao de v € (0, 1). Além disso, dado m € N e « suficientemente pequeno, existird um
intervalo I tal que g(a)) > 0 para todo « € I, ou seja, a partir da equagao (5.22) concluimos

que m > 2a+ (24 m)a? + a® + a?™. Por outro lado, se a =

— . teremos g(a) < 0. Assim,
—1
existird um tnico oy € (0, n—H) tal que g(a) = 0 e (5.23) é satisfeito. O
n

O Teorema Principal nos mostra a existéncia de um limite superior para a*, o qual é

n— ~ ~ o .
menor que ik Contudo, nao temos uma no¢ao quantitativa do seu valor. Assim, para
termos uma ideia de quao menor é o valor de a, raiz real em (0,1) de g(«), faremos uma

apresentacgao grafica dos valores na Figura 5.8.

Figura 5.8: Evolugao dos valores de a.
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6 MEDIDA INVARIANTE EM P,

Para p € [0, 1], denotamos a medida produto de Bernoulli com parametro p em €2, por fi,.

Ou seja, para aq,. .., a, pertencentes a {0, 1},

n—>"kF_ ak > k=1 0k .

:up(xm:ala"wxvn:an):<1_p> D

Neste capitulo, investigaremos algumas caracteristicas e propriedades da medida invari-
antes em P,. No Teorema 6.0.1, mostraremos que a medida invariante nao trivial existente

na regiao nao ergodica de P,,, nao pode ser uma medida produto de Bernoulli.
Teorema 6.0.1. Seja p € (0,1). A medida p, ndo € invariante para P,,.

Uma condigao necesséria e suficiente para p, com p € (0,1), ser uma medida invariante
de um ACP com dois vizinhos pode ser encontrado em [4, 17, 28]. Escrevemos este resultado

considerando Ps.

Teorema (da medida produto invariante em ACP [17]). Seja p € (0,1), P um ACP
em 2 com dois vizinhos e 9(2)('!96\/(1;)) sua distribuicao de transigcao. Temos que, pu,P = p,

se, e somente se, uma das sequintes condigoes € satisfeita

(i) (1= p)6@(1]00) + p#D(1J01) = (1 — p)6A(1]10) + po@(1[11)

p

(i) (1 —p)0?(1]00) + po®(1]10) = (1 —p)0@(1]01) + po* (1]11)

p

Em particular, p,P = 1, se, e somente se,
6@ (1[10)[1 — 63 (1]01)]
0 (1100)[1 — 6@ (1]11)] = ou
@ (1]01)[1 — 63 (1]10)]
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Note que, para o caso do nosso ACP, o operador de percolacao Py, usando (3.3), as
condig¢oes do Teorema da medida produto invariante em ACP sao reescritas da seguinte

forma
(i) 1=p)-0+p-(1-a)# (1—-p)-(l—-a)+p-(1—a)= p

(i) (1-p) 0+p-(1-a)# (1-p)-(1-a)+p-(1-a)= p
como p e « pertencem a (0, 1), as condigoes (i) e (ii) ndo sdo satisfeitas. Aplicando o caso

particular do supracitado Teorema, nas duas situacoes, obtemos

0-1-(1-0a)#(A-a)-(1-(1-a)),

ou seja, também nao sao satisfeitas. Assim, concluimos que P, nao tem medida invariante,
iy, com p € (0,1).

Para um ACP com n > 2 vizinhos e uma quantidade finita de estados para cada com-
ponente, hd apenas uma condi¢ao necessaria [4, 17, 28]. Na Proposigao 6.0.2 apresentamos

uma resposta bastante abrangente para P,, com n > 2.

(I1-p) —(1—=p)"
1—(1—=p»

Proposicao 6.0.2. Sejap € (0,1). Se a # , entao i, nao € uma medida

mvariante para P,,.

Prova. Sejam n € N, n > 1 e By C {0,1}" onde cada elemento de By tem k termos 1 e
n — k termos 0. Utilizando (2.8),

Man(l‘v = 1) = Z :up(IV(v) - aV(v))QfEJN)(HaV(U))
ay(v)€{0,1}"

Yo D mplrve = avw)o” (Lave) (6.1)

k=0 aV(v)eBk

=> pFa-pmF Y 0 (1avw)
k=0

ay (v)€Bk

Note que By tem um tnico elemento, cujo todos os termos sao 0. Dai, pela distribuicao de
transi¢ao definida em (3.3),

0 (10...0) = 0.

Além disso, B tem <Z) elementos, sendo que para k > 0 e ay(,) € By,

6’1()")(1|av(v)) =1-o.
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Logo, de (6.1), segue que

ppPr(zy =1) = ipk(l —p)" " <Z> (1-a)

" ~ (Pt
St (1) ©2

Para que u,P, = p, é necessério que u,Pn,(x, = 1) = u,(x, = 1).Sendo p,(z, = 1) = p,

de (6.2) obtemos a seguinte equivaléncia

p=(01-a)(1-(1-p)") & a=

—(1—p)"—p
1—(1-pm
0

Portanto, 1, com p € (0, 1) nao é distribuicao invariante para P,, quando o #

A Proposicao 6.0.2, embora limite o espaco de parametro, para o qual y, pode ser medida

invariante para P,. Este ainda é nao-enumeravel, uma vez que para cada n o valor de p pode
1—p)—(1—p)m
1-(1-p)

Lema 6.0.3. Sejam p € (0,1), V ={v1,...,v,} e v,w € Z, tais que V(v)(V(w) = 0. Se
=[1—-(1-=p"—=pl]/[l = (1—=p)"] entao p,Pn(z, = 1,2, =1) =

assumir qualquer valor em (0, 1), obtendo-se ainda o =

Prova. Dado n € N — {1} e vizinhanga V' = {vy,...,v,}, sempre podemos tomar v, w € Z,

tais que V(v) (| V(w) = 0. Estes v e w que estaremos considerando. Sabemos que

(T = 1,2, = 1) = p*. (6.3)
Seja F = {v,w}. Logo, ay(r) = Quiv, - - - Quto,Qutoy - - - o, € {0,1}*". Definimos a
particao de {0, 1}*" dada por By, By, ..., Bs, onde cada elemento de By, tem k termos iguais

a 1 e 2n — k termos iguais a 0. Usando (2.8) temos,

:uan(xv =1z, = 1) = Z ,up(xV(v) = v (v), TV (w) = w) H 9 1|aV

ay(r)€{0,1}2" uel

=D > (v = v, Trw) = avw) -0 (avw) - 057 (1ava)

k 0 aV(F)eBk

= Z > op P00 (1ay ) - 657 (1ay w)

k=0 (lv(F)EBk



Note que, se ay(r) € By entao dyyy, - - - Gyto, Gupgoy - - -

aw-‘,—vn
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= 0. E, se ay(r) € By entao

todos os termos de ay () sao 0 ou todos os termos de ay(,) sao 0. Em ambas as situagoes

05" (Lavw)) - 05 (1ay w)
Dai,
2n
pan(:Ev:wa:l) :Zpk'( 2n i
k=2

Z 0" 1|CLV

ay (r)€Bk

) =0.

0(”)(1|av(w))

n
Em cada By ha < h ) elementos. Agora, se tomarmos k > n+ 1, entao teremos termos iguais

a 1l em ay(,) e em ay(,) simultaneamente. Logo,
05" (1|ay )
Consequentemente,

ppPr(zy = 1,24 = 1)

:Xn:pk 2nk
+ j{: p"

k=n+1

Para k € {2,...
A = {av(F) € By; Aygpq - - -

Ay,

Assim, obtemos

(n) (n) 0
0, (Layw) - 0" (Lavw) = (-
—
Logo,
D =) Y 0 (Havw)oS (Layw) =
h=2 b=

ay(r)€AK
Substituindo (6.5) em (6.4), obtemos
Pz, =1, (1—a)?

rp=1) = Zp

+(1 — a)? (Zp

k=n+1

Z 6” HCLV

ay (ry€Bk

2
2n k (;) '(1—61/)2
,n}, tome A, C By, e A, = By, — Ay, tal que

=0 ou auyty --

) - 657 (Uayw) = (1 — @),

) 057 (Lav(w)

(6.4)

- Qytv, = 0}

se ay(p) € Ag;

se ayr) € A_k

Y (1-a)?

av(F)Ex‘Tk

(6.5)

2nk E:

ay(p) €A,

(1)

(6.6)
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Agora, suponha que temos 2n quadrados vazios organizado em uma linha. Destes, sele-

cionamos uma quantidade k € {2,...,n} de quadrados, procedendo da seguinte forma:
(i) Todos os k quadrados selecionados, estarao entre os n primeiros ou os n tltimos.

(#) Sempre havera ao menos um quadrado selecionado entre os n primeiros e a0 menos um

quadrado selecionado nos n ltimos.

Note que o nimero de elementos em Ay, é igual ao nimero de maneiras que a forma (i) pode

(o)) () 6) =)

Por outro lado, o nimero de maneiras de fazer a forma (ii), é o niimero de elementos em Ay,

> (")

__ — 2
Além disso, sabemos que Ay () Ar =0, Ar|J Ax = Bi, e que By, possui ( ]?) elementos.

ser feita, o qual é dado por

o qual é dado por

Com efeito,
o n n Y n n 2n
- e 2 =2 (0600 -2 06" - ()
aV(F)EBk aV(F)EAk aV(F)EAk =1 =0

ou seja, isso é um caso particular da identidade de Chu-Vandermande. Logo,

= - ()0

av(p> EAik

Além disso, temos que

(Z>pk<1—p>”’“ =1 (1=p)"—mp(1-p)"”" (68)

Utilizando (6.7) e (6.8) em (6.6), obtemos
,uan(x”u =1,z = 1) = (1 - a)2(1 - (1 _p)n)2 (69)
Para satisfazer p,P,(z, = 1,2, =1) = p,(x, = 1,2, = 1), utilizando (6.3) e (6.9), obtemos

1-a)1-1-p")*=p"
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Logo,

]

O Lema 6.0.3 explora o comportamento de P,, agindo em g, no cilindro {z €Q; z, =z, =1}
sendo V(v) "V (w) = 0, e as posi¢des v e w convenientemente escolhidos.

Como mostrado para Py, a medida invariante obtida para P,,, na regiao em que o processo
¢ nao ergédico, nao pode ser do tipo p, com p € (0,1). Tal resultado foi apresentado no

Teorema 6.0.1, a qual a prova veremos a seguir.

Prova do Teorema 6.0.1. Para obter que a medida p, nao é invariante para P,,, basta
mostrarmos que existem v, w € Z tais que u,P,(z, = 1,2, =1) # p,(x, = 1,2, = 1).

Neste sentido, sejam vizinhanca V' = {vy,...,v,}, com vy < -+ < v, e v,w € Z tal que
w = v+wv, —v. Dai, V(v)[JV(w) terd 2n — 1 elementos. Além disso, escrevemos este
conjunto por {uy, Uy, Upi1, - - ., Usn—1}, definindo para i € {1,...,n}, os vizinhos u; = v + v;
€ Upti—1 = w + v;. Notadamente, v + v, = u,, = w + v1. Assim, cOMO Gy, = Uytv, = Qi ,
denotaremos ay(py = ay, - * - Gu,, , € {0,111

Seja By C {0,1}*"!, definido de modo que, se ay(p) € By entao ay, + -+ + ay,, , = k.

Agora, para k € {1,...,n — 1}, definimos Ay C By da seguinte forma
Ay, ={ay, = =a,, =0 ou a,, =+ =ay,,_, =0}

Também, denotamos A, = By, — Ax. E facil verificar que o nimero de elementos em Ay é

G-

Logo, o ntimero de elementos em Ay, é
2n —1 n—1
-2 .

0, se ay(r) € Bo;

Além disso,

02(1|GV(U)>03}(1|&V(w)) =4 0, se ayr) € Ag;

(1—®)? se aymw) € Ay
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Aplicando todas estas observagoes em (2.8), teremos

2n—1

,uan(xv = 17-7311) = 1) = Z Z Hp(-f’?\/(v) = av(v), TV (w) = aV(w)) ’ qun)<1’(zv(v)) ’ 9&")(1](1‘/(11,))

k=1 ay(F)EBk

=(1—a) %Z_l (%k_ 1)19’“(1 —p) Tt

k=n
n—1
+Y P =p) Y 0 (av) - 657 (Tavw)
k=1 - ay (F)€Bg )
i 2n —1 11— - n—1 n—1—
—(1—a)? (Z ( " )pk(l—p)% 2 < N >pk(1—p)2 ! k)
k=n k=1

=(1-a)p [I-(1-p> =201 -p"(1 = (1—-p)"")

=(1-a)? [1-2(1-p)"+(1-p*"
Sabemos que p,(z, =1, x,=1)=p* Dali, para obter y,P,(z,=1,2,=1)=p,(z,=1,2,=1),
serd necessério que (1 —a)?-[1 —2(1 —p)" + (1 — p)*~!] = p®. Logo,

a=1- (6.10)
VI=20 =)+ (L= ppt
Por outro lado, pelo Lema 6.0.3, é necessario que
a=1- b (6.11)

VI—20—-p+(1—pp
Ou seja, o resultado (6.11) junto com o (6.10), nos leva a verificar quando é satisfeita a

identidade

p p

V1=2(1—p)" + (1 — p)2n—1 V1I-2(1—p)n+(1-p2

Comon >2epe (0,1), esta identidade nao é satisfeita.

Portanto, a Proposi¢ao 6.0.2, conclui nossa prova.

]

Nesta se¢ao, embora consideramos P,, agindo no conjunto de medidas de probabilidade em
{0,1}%, todas as nossas demonstracoes podem ser estendidas para medidas de probabilidade

em {0,1}%".
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7 ANALISE NUMERICA

Quando analisamos alguns processos estocasticos é comum utilizarmos algumas apro-
ximagoes deterministicas ou computacionais, para obter alguma sugestao sobre o comporta-
mento e caracteristicas do modelo. A aproximacao deterministica que utilizamos é conhecida
por aproxzimagao de campo médio [23]. Sejam p € M uma medida uniforme, P,,, definido em

(1398

(3.2) nosso operador de percolagao com “n” vizinhos e ay () = Gytp, - - - Gyiv,. Usando (2.8)

temos
pPa(wn =1 = Y plove =avw) 0o (Lave) -
ay(»)€{0,1}"
Seja B, C {0,1}". Se ayw) € By entdao ay(, tem “z” elementos iguais a 1 e n — k

elementos iguais a zero. Dali,

1Py (w Z Z (Wyw) = av) - (1—a) (7.1)

k=1 a‘V(U)GBk
Neste passo basta observar (3.3) e que By é um conjunto unitério, cujo o unico elemento
. . . . 7’ n
tem todas as suas componentes iguais a zero. Note que, a cardinalidade de By ¢ ( )

k
Substituindo g por uma medida produto fi, cujo fi(1) = (1) em (7.1), teremos

1-0% ¥ [Tt =) =0-a3 ()aoro

k=1 ay(,)€By i=1 k=1

Seja x = f1(1). Assim nossa aproximagao de campo médio serd

n

) = iPu() = (1= @)Y (1 )at(0 =0 = (1= )L~ (12"

k=1
Diremos que nossa aproximagao de campo médio, f(), sugere ergodicidade se existe inico
valor z* € [0, 1] tal que f(z*) = x* e para todo = € [0, 1], f"(z) converge para z* quando n

tende para infinito.
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Em nosso primeiro estudo, verificaremos para quais valores de «a, temos que f(z) — z
tem tnica raiz real em [0,1]. Ao invés de trabalharmos com z, densidades de uns, iremos

trabalhar com y = 1 — x, densidades de zeros. Ou seja,

hy) =1 —-a)l—-y")—1+y=—a+y—(1-a)y"

Dali,
Yy —«
hy)=0 & y'=1— (7.2)

Sabemos que h(1) = 0, isto é, 1 é uma raiz de h(-) para todo a € (0,1). Dado um valor

arbitrario n € N, apresentaremos, por meio da Figura 7.1, os graficos do lado esquerdo e

-«
direito de (7.2), ou seja, das curvas y" e %—; Para o lado direito consideramos duas
-«

possibilidades para a; e as do intervalo (0, 1).

Figura 7.1: Tlustracao grafica das curvas y" e y—a
-«
1 o
0 1 Y
Qyp [ Qg 1
aq
1-— (0%} ‘
(D)
1— (0] l

No caso em que usamos «q, ha dois pontos que seccionam y”, isto é, duas raizes para
) ) )
h(-), onde neste caso é associado com a nado-ergodicidade do nosso processo. No outro caso

ha somente uma raiz, que é 1. Este caso serd associado a ergodicidade de nosso processo. Se

Yy = a entao é zero.

—
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Nominamos por Al a drea do quadrado unitario, subtraindo-se a area sob a curva y™ com
y € [0,1]. Nominamos A2 a drea do triangulo com base de comprimento 1 — « e altura 1.

Suponha agora que Al + A2 < 1, assim, temos que

1 1
1— “l-0)<l & a>1- 7.3
pr1tattma “ n+1 (7.3)
Aqui, tomamos a* o valor para o qual: se @ > a* entao h(-) tem tnica raiz real, logo teremos
2
ergodicidade; se o < a* teremos nao-ergodicidade. De (7.3), obteremos que 1 — Y <ak.
n

Para obter uma melhor estimagao de a* fizemos a seguinte andlise numérica. Tomamos

ap=0,5ea; =ap+0,01-4, comi=1,2,...,50. Dado n € N, definimos
i, = min{i; h(c;) tem unica raiz real}.

Logo, guardamos o par (n,cq;, ). Fazendo isto para n = 2,3,4,...,50. Na Figura 7.2 é
apresentado o gréfico resultante do conjunto de pontos {(2,a;,);...;(50,a;,)}. Além do

conjunto de pontos {(2,1 — =);...; (50,1 — a)} Assumimos oy = 0,5, pois, podemos

o)

calcular exatamente o valor a* quando n = 2.

Figura 7.2: Ilustragao grafica da estimativa e limite inferior para o*.

1 T T T L e i i

09 g—= " .

0.8 |- - il

*

0.7 + lim. Inf. -

0.6 - -

Estimacao de a

05 - E

0.4 | .

0.3 | 1 1 1
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Buscamos uma estimativa inferior para o valor de a* para o qual o < o* implica existéncia

de duas raizes e @ > o™ a existéncia de uma tunica raiz.

A érea do quadrado unitario é 1. Logo, 1 — ] ¢é a area do quadrado subtraindo a area
n

sob a curva y" com y € [0,1]. Por outro lado, temos a drea do triangulo retangulo de fora

1 -«
com comprimento 1 — « e altura 1. Assim, sua area é . A soma destas areas é maior
que 1 quando
1 + 1—a >1 = a<l1 2
— Q@ — .
n+1 2 - n—+1

Dali,

a*>1-— )
n+1

No grafico da Figura 7.2, exibimos o limite inferior obtido para o*, n € {2,3,...,50}
fixo e fazendo « iniciar de 0.05 com incremento de 0.05, de modo que para cada valor de «
verificamos se h(-) tem uma ou duas raizes reais. Quando pela primeira vez obtém que 1 é a

unica raiz de h(-), guardamos (e plotamos) este valor. Este é o valor de a* que estimamos.

. . 1 .
Por outro lado, a area do triangulo precisa ser menor que T ou seja,
n

lma 1 s 2
@ — .
2 n—+1 n+1

7.1 Modelagem e estudo computacional

Seja Z,, o conjunto dos restos da divisao inteira médulo m. Definimos nosso espaco de
configuragoes por {0,1}2m = Q,,. Cada C € Q,, é chamado circular, na qual denotaremos
por C = (Ci)iczm-

Em analogia ao nosso operador de percolacao P,,, definimos nosso operador de percolagao,
I5n = Isia o f)n, agindo em circulares. Claro que neste caso, teremos nossa cléssica Cadeia de

Markov homogénea no espago e tempo. Além disso, para cada Circular, C', a sequéncia

C,CP,,,CP? ... descreve uma trajetéria do nosso processo iniciando-se na circular C'. Dado
n=2e(C €, teremos

(CD2)m—1 = max{cm—h Cm} = max{cm_l, Cm mod m} = max{cm_l, CO}-
Para um n qualquer teremos (CD,,); = max{¢;mod m, C(i+1)mod ms - - - s C(i-+n—1)mod m }- 15to é

bem conhecido na literatura por condicoes de contorno periodicos.
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Em todos os nossos estudos computacionais adotaremos C = (¢i)iez,, onde ¢; = 1 para
todo i € Z,, tal que para cada vizinhanca dos n vizinhos, tomamos m = 1000 - n e T,, = m.
Diremos que nossa modelagem computacional sugere ergodicidade, se durante a simulacao
computacional da trajetéria C(P,)t, existir t; € {1,2,...,T,} tal que C(B,)" = 0 para
todo ¢ € Z,,. Caso contrario, diremos que nossa modelagem computacional sugere nao-

ergodicidade.
Fixado n, teremos o/ = 0,11+ 0,01 -5 onde j € {0,1,2,...,89}. Buscamos por

o = min{a’ : nosso modelo sugere ergodicidade} (7.4)

Repetimos este procedimento cinco vezes, obtendo cinco possiveis valores para (7.4). Fazemos
a média aritmética destes valores, esta sera a estimativa para a* com n dado. Na Figura 7.3
é exibido estas estimativas para n € {2,3,...,50}, utilizando: a modelagem computacional
(M.C.), no grafico representada pela cor azul; bem como, também sao exibidos os resultados
de a* dados pelo Teorema Principal (T.), no grafico representada pela cor vermelha, e pela

aproximagao de campo médio (Ap.), no gréfico representada pela cor verde.

Figura 7.3: llustracdo grafica das estimativas de (M.C.), (T.) e (Ap.).
1 T T T T
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Chamamos de grafo de evolucao tempo-espaco a representacao grafica dos vértices do
grafo 7 x Z,. Na modelagem computacional este grafo é reescrito como Z,, x {0,...,T}
sendo Z,, as posicoes das componentes das circulares e 7' o tempo (finito) estabelecido para
finalizar a computacao.

Em alguma situacao a analise da evolucao do tempo-espaco auxilia na visualizacao da
evolucao temporal da modelagem, por meio de PCA, de processos fisicos ou bioldgicos.

Na Figura 7.4 exibimos 6 figuras em duas linhas, para todas as figuras o grafo de evolugao
tempo-espago ilustrado considera Zogy x {0,...,100}, n = 2, e @ = 0,2. Assumimos: na
primeira coluna vizinhanga {—1,0}; na segunda coluna vizinhanca {—1,1}; e na terceira
coluna vizinhanca {0, 1}. Para a primeira linha tomamos circular inicial C' = (¢;)iez,,, onde

1 set=299;

C; =
0 caso contréario.

Para a segunda linha tomamos circular inicial C' = (¢;)iez,, onde P(c; = 1) = P(¢; = 0) =

Figura 7.4: Ilustracdo da evoluc¢do do tempo-espaco onde t = 100, o = 0.2, € (¢;)icza00

Vizinhanga {—1,0} Vizinhanga {—1,1} Vizinhanga {0, 1}.

CF

A Proposicao 7.1.1 traz algumas respostas para esta questao. Chamamos s € ) uma ilha

se existe A C Z finito e nao-vazio tal que s; = 0sei ¢ Aes; =1 para algum i € A.
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Proposigao 7.1.1. Sejam « € (0,1), P,, 0 nosso operador de percolagio e
V=Av,...,un}; 0<v <<, (v, <+ <wvy <0, respectivamente).
Se s € Q) € uma ilha, entao
lim 55sz — 502.
t—o0

Prova. Faremos a prova para 0 < vy < --- < v,, pois, a situagao v, < --- < v; <0 ¢ similar.
Dividiremos a prova em dois casos:
No caso 1, assumimos que v; > 0. Além disso, pelo Lema da monotonicidade entre

operadores, vemos que

P, < D,.

Dali,
6sP! < 0,D!, para cada t € Z,.

Logo, é suficiente mostrarmos que 0,Df, — &, com t — oo. Mas é facil ver que dado qualquer

w € 7Z teremos que existe ¢y € N tal que t > ¢y implica que
0Dl (z, =1)=0
Segue que,
lim §,D, = &o,.
t—o0
No caso 2, assumimos que v; = 0. Definimos J7, € € da seguinte forma

1, se w<vw
(Jf,o)w -

0, caso contrario

Para qualquer ilha s existe v, tal que

s =< J}”O

Logo, pelo Lema 3.1.1 temos

68 '< jllj()v

onde J/, é a medida concentrada em J{,. Dal,

0P < 1P,
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Logo, ¢ suficiente mostrarmos que
lim J7,PL = &, .
oo 100 0z
Faremos uma apresentacao informal da Transi¢ao do operador Q, o qual atua em J7,,.

v Vo com probabilidade 1 — «
JioQ = 7
JUo" com probabilidade a

Ao associarmos cada acao do operador Q a uma variavel aleatoria de Bernoulli X, com
parametro a. Vemos que a sequéncia de varidvel aleatéria independente e identicamente
distribuida (X;)ez, , cujo X; = X em ¢t = 1, indica os “sucessos” ou “fracassos” na acéo do

operador Q. Usando Borel-Cantelli em que P(X; = 1 infinitas vezes). Logo,

Portanto,

jlthP; = jllpot, Vte Z+.
]

Como pode ser visto, em [22], a Proposigao 7.1.1 nao é verdade se v; < 0 e vy > 0 para
algum k € {2,...,n}. Na Figura 7.4 ilustramos estes comportamentos.

A seguir, apresentamos um pseudo-cédigo que simula o processo P,, = R,0D,,, e logo apéds
apresentamos as Figuras 7.5 a 7.7, a fim de individualizar cada imagem da Figura 7.4 com
maior resolugao, permitindo uma melhor visualizacao da evolugao do processo de percolacao,
sendo a distribuicao inicial concentrada em configuragoes cujo a quantidades de componentes

sao iguais a 1 seja finito.
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Algoritmo 1 PROCEDIMENTO QUE IMITA O PROCESSO P,, =R, oD,

Entrada: Consideramos uma circular com m componentes e fazemos c

1: inicio
2. fixeae0,1]eneN

3: paracadate {0,1,...,7} faca

4: para cada i € {0,1,...,m — 1} faga

o MaX{C} nod m (i1 mod m + + Cli+n—1) mod m

6: se MaxX{C} od m+ (it 1) mod m* -+ + C(itn—1)mod m) = 0 €ntao
7 CE—H =0

8: fim

9: se MaxX{C} nod m+ Clit1)mod m* - - -+ Clitn—1)mod m} = 1 €ntao
10: para variavel aleatéria U com distribuigao uniforme em [0, 1] faga
11: se U < o entao

12: At =0
13: fim

14: se U > a entao

15: dtt =1

16: fim

17: fim

18: fim

19: fagca i = i + 1 repetindo o passo 4 até i = m — 1
20: fim
21: fagat =t + 1 repetindo o passo 3 até t =T
22:  fim
23: fim

Saida: Estado das componentes ¢l ct ... cL

0_ 0
0— G
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Figura 7.7: Ilustracdo ampliada da evolugao do tempo-espago da vizinhanca {0, 1}
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Nossa proposta é exibir a evolucao do espaco-tempo quando o parametro o < o*. Ou
seja, 0 processo encontra-se na regiao de nao ergodicidade.

Para nossa modelagem computacional, tomamos Q = {0,1}220 T = 300, toda circular
inicial C' = (¢;)iez,0, na forma P(c; = 0) = P(¢; = 1), e para cadan € {2,3,...,10}, tomamos
a nossa estimativa de a*, conforme apresentado na Secao 5.1, na qual denotamos por o, e
reduzimos em 10% com o intuito de reduzir a flutuagao.

Focamos em trés situagoes, que nominamos: profundo, médio e fronteira. Diremos que a

* *

«
evolucao do espacgo-tempo é profundo quando o = 1—0"; médio quando a = T"; e fronteira
9oy,
quando a = :
10

Na Figura 7.8 cada linha é referente a um mesmo valor n fixado e cada coluna refere-
se a um e somente um dos cendrios profundo, médio e fronteiro, nesta ordem. Embora nao
colocamos na tese, foram feitos as evolugdes de tempo-espago paran € {2,...,50}. Contudo,
constatamos que quando n > 10 nao havia mudanca visualmente significava nos padroes
apresentados. Acreditamos, mas isto necessita ser melhor analisado, que este comportamento
estavel deve-se ao fato que assumimos {0,1}%200. Logo, acreditamos que o tamanho da
vizinhanga é significativamente grande em relacao ao tamanho (nimero de componentes) do
sistema. Contudo, é necessario um estudo mais detalhado, para estabelecer qual deve ser o

tamanho do sistema, sendo especificado a vizinhanca.



Figura 7.8:

a =0.19

[lustracao da evolugao do tempo-espaco onde t =

7
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8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

O resultado mais importante deste trabalho, chamado Teorema Principal, estabelece me-
lhores estimativas para o nosso parametro critico, a*. Para isso, apresentamos uma nova
metodologia para obter o limite inferior do parametro critico, a*. O qual é quantitativamente
igual ao melhor resultado conhecido (ver [21]). Bem como, apresentamos um melhoramento
para o resultado obtido em [27], obtendo um melhor limite superior para a*. Além disso, na
regiao de nao ergodicidade, mostramos que ha ao menos duas medidas invariantes.

Também vimos que fixado o nimero de vizinhos, n, independente da localizagao deles
obtemos o mesmo parametro critico. Contudo, na regiao de nao-ergodicidade do processo,
como pode ser visto em [22], a posigao dos vizinhos afeta a dindmica do processo. No
referido trabalho, é provado que se tomarmos n = 2 e vizinhos v; e v, tais que 0 < v < vy
ou vy < v1 < 0 e dg concentrado na configuracao onde o nimero de posicoes i € Z tais que
s; = 1, é finito, entdo 0;P" — dp, para todo a € (0,1). Mas se v; < 0 < v entao existe & tal
que a < & implicando 0;P* ndo converge para dp,. Logo, ainda hd uma tarefa de entender o
que ocorre na regiao de nao-ergodicidade.

Embora tenhamos trazido muitas respostas, novas perguntas se formaram. Por exemplo:

(i) Como provado no processo de Stavskaya [13], na regiao de nao ergodicidade do operador

de percolagao, ha somente duas medidas invariantes linearmente independentes?

(ii) Como podemos classificar a medida invariante nao trivial que identificamos? E uma

medida de Markov?

(iii) Como podemos estabelecer uma metodologia para obter o limite inferior para a*, de
tal modo que este limite seja funcao do nimero de vizinhos e convirja para 1 quando n

tende para infinito?
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APENDICE A - Elementos de

Percolacio em Z?

Considere um grafo cujo os vértices v € Z?, e para v,u € Z* temos que se |u —v| = 1
entao, ha um elo conectando-os. O vértice (0,0) é chamado Origem. Um elo de v & u pode
ser aberto ou fechado, os quais denotaremos v — u e v - u respectivamente.

Chamemos de Caminho aberto uma sequéncia de vértices adjacentes dois a dois, vy, ..., v,,
conectados entre si por elos abertos, ou seja, v —wv; , vy — vy ,..., VU,_1 — Up, Neste

caso, denotaremos por v <— v, o caminho que leva v; até wv,. Seja,
Yo = {u € Z* v +— u}

o conjunto de vértices que compoe o caminho. Denote por |7,| o comprimento do caminho.
Um caminho onde todos os vértices sao distintos é chamado de Caminho auto-evitando.
Um caminho auto-evitando infinito comecando da origem é chamado Percolacdo da Origem.
Um conjunto de elos fechados que tornam a percolacao impossivel é chamado Obstdculo.
Um conjunto com uma quantidade minima de elos que tornam a percolacao impossivel é
chamado Obstdculo minimo. Um caminho auto-evitando, no qual o ponto inicial e o ponto
final coincidem é chamado Contorno. Destacamos que todo contorno divide o plano em duas
partes - uma finita e outra infinita. Assim, dizemos que um contorno cerca um ponto, se este
ponto estiver na parte finita, e ainda dizemos que um contorno esta aberto, se todos os seus
elos estiverem abertos.

Seja G um grafo planar, dizemos que G* é o grafo dual de G quando cada aresta de G é

seccionada por uma aresta de G*.
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Consideremos a regra A.1 (ver [19])

O elo do grafo dual esta aberto se, e s6 se,

o elo correspondente do grafo original esta fechado.

Lema (do grafo dual [30]). Se a regra A.1 for aplicada, nao hd percola¢ao da origem até
oo em um grafo planar se, e so se, em seu grafo dual hd um contorno aberto cercando a

origem.

H&a também outro tipo de percolagao, conhecida por percolagcao orientada. Neste caso,
os elos sao orientados. Como feito anteriormente neste secao, dizemos que um caminho esta
aberto se todos seus elos estiverem abertos (na diregao adotada) e um vértice estd aberto
se existe um caminho aberto da origem até este vértice. Da mesma forma, a percolacao
significa que o conjunto de vértices abertos é infinito ou que equivalentemente existe um
caminho aberto infinito partindo da origem.

Fixemos uma orientagao no plano. Entao, para cada direcao de um elo do grafo original
existe uma diregao correspondente ao elo do grafo dual.

Consideremos a regra A.2 (ver [19])

Todo elo do grafo dual esta aberto em uma certa diregao se, e sé se,

o elo correspondente do grafo original esta fechado na direcao correspondente.

Lema (do grafo dual orientado [30]). Se a regra A.2 for aplicada, nao hd percola¢iao em
um grafo planar orientado da origem até oo se, e s se, no grafo dual existe um contorno

aberto ao redor da origem na direcao positiva, ou seja, no sentido anti-hordrio.
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APENDICE B - Medida Invariante

O teorema da medida invariante, juntamente com sua prova, podem ser vista em [30].
Aqui apresentamos ambos, sendo em nosso texto sua prova mais detalhada do que aquela

que encontramos.

Teorema (da medida invariante [30]). Considere o espago de configuragoes € = {0,1}%
e M o espago de medida de probabilidade em ). Se P : M — M, definido em (2.8), for

mondtona, entao (09,P")ien € (91,P%)ien convergem.

Prova. Sabemos que dado 1 € M, obtemos dy, < p < 61,. Assim, temos que g, < 0, P e

01,P < 61,. Sendo P mondtono, concluimos que
o,P" < 8,P" e 0Pt < 6,,P" paratodo teN.

Logo, para quaisquer conjunto superior .S ou conjunto inferior 7, ver (3.6), as sequéncias

(00:P*(9) e s (80P (D)5 (01.P°(9)),cns @ (01,P° (1)),

sao mondtonas e limitadas, consequentemente, convergentes. Agora, tomamos um cilindro

qualquer C' e definimos
Sup(C)={x€Q; 3yeC, y <z}

Como x < y, consideraremos o caso em que r = y, ou seja, r; = ¥;, Vi € Z temos que

C' C Sup(C). Além disso, Sup(C') é conjunto superior, uma vez que
(x€Sup(C),z<y) = Fze€lCiz<z,0<y

= dzelCiz<z<y
= dzeC;z<y

= y € Sup(C)
Agora, definimos Sup(C')" = Sup(C) — C é fécil ver que Sup(C)" é conjunto superior.
()

Como C' = Sup(C) — Sup(C)" e Sup(C)’ C Sup(C), teremos, para p € {do, 41},
pP" (C) = pP" (Sup(C)) — pP' (Sup(C)')
como puP(Sup(C)) e uP*(Sup(C)’) convergem, uP*(C') converge. Dai, concluimos a prova. [
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APENDICE C - Acao do Operador do
Exemplo 5, em cilindro, fixadas ao

menos duas posicoes.

Retomemos o enunciado do Exemplo 5.

Sejam Q = {0,1}2, v € Z, V (v) = {v,v + 1},

Q , S€ Ty = Tyyl; l—a | sex, =xy41;

ev(oxvxwrl){ € ev(lxvxwrl){

B, se Ty # Tyt, 1 -8, sex, # Tys1,

onde o, B € [0,1]. Note que 0,(0|z,xyy1) + 0p(1|Ty2041) = 1.
Agora tomaremos um cilindro fino com exatamente duas posicoes fixadas {vy,v2}. Neste
caso, havera duas situacoes distintas:

(i) A diferenga entre os vizinhos é igual a 1, ou seja, V(v1) NV (vq) # 0:

0, P(w_1=1w,=0) = d,(w_1=1,w,=1,w;=1) 6_1(1]11) 6,(0[11)

48wt =1, wo=1,w,=0) 6_1(1]11) 6,(0]10)
+ 0p(w_1=1,w,=0,w;=1) 6_1(1|10) 6,(0[01)
+ 6, (w1 =0, w,= 1,0, =1) 0_,(1]01) 6,(0[11)
Jo(w_1=1,w,=0,w=0) 6_,(1]10) 6,(0]00)
Ju(w_1=0,w,=1,w1=0) 6_1(1]01) 6,(0]10)
dp(w_1=0,w,=0,w; =1) #_1(1]00) 6,(0[01)
40, (w 1 =0,w,=0,w,=0) 6_,(1]00) 6,(0]00)

= 9,1(1\01) 0,(0[11) = (1— 73

L
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(ii) A diferenga entre os vizinhos é maior que 1, ou seja, V(v1) NV (vg) = 0:

0:P(wo=1,w3=0) = d(wo,=1,w1=1,wa=1,w3=1) 0,(1]11) O2(0[11)

+ 0 (wo=1,w1=1,ws=1,w3=0) 0,(1|11) 65(0]10)
+ 0p(wo=1, w1 =1,ws=0,w3=1) 0,(1|11) 65(0]|01)
+ 0p(wo=1, w1 =0,wa=1,w3=1) 6,(1]10) H2(0|11)
+ 0p(wo=0,w; =1,wa=1,w3=1) 6,(1]01) 02(0[|11)
+ 0p(wo=0,w; =0,wy=1,w3=1) 6,(1]00) O2(0[|11)
4 6 (wo=0,w=1,wp =0, w3 =1) 0,(1]01) 6,(0]01)
40 (wo=1,w1=0,w=0, w5 =1) 6,(1]10) 65(0]01)
F 0 (wo=1,w1 =0, ws =1, w3 =0) 0,(1]10) 65(0]10)
+ 0x(wo=1, w1 =1,ws=0,w3=0) 6,(1|11) 65(0]|00)
46 (wo=0,w1=1,wp=1, w3 =0) 6,(1]01) 6,(0]10)
+ 0z (wo=0,w1 =0,wy=0,w3=1) 6,(1]00) 6(0]01)
+ 02 (wo=0,w; =0,wy=1,w3=0) 6,(1]00) 62(0/10)
4 6 (wo=0, w1 =1, =0, w3 =0) 6,(1]01) 6,(0]00)
+ 0z(wo=1,w1 =0,w2=0,w3=0) 6,(1]10) 62(0]00)
+ 0z (wo=0, w1 =0,wy=0,w3=0) 6,(1]00) 6(0]00)

= 6,(1]11) 65(0]11) = (1 — ) a.
Antes de estender a expressao (2.6) para um cilindro fino, introduziremos alguns elemen-
tos. Sejam J = {vy,vo} C Z%4, V(J) = V(v1) UV (v2) e |[V(J)] o niimero de elementos em
V(J). Lembremos que A = {0, 1}. Vejamos agora, como ficariam as identidades apresentadas

i) e (ii) com a introdugao dessas notagoes.
Para J = {—1,0} temos V(J) = {—1,0,1} e
A‘V(J)‘ = {aV(J) = (&717 Qo, (11); a_1,00,01 € A}
(b) Para J = {0,2} temos V(J) ={0,1,2,3} e

A|V(J)| — {aV(J) = (aoa ay, ag, ag); Ao, A1, 02,03 € A}

em

a

(
)

Assim, podemos escrever de forma geral, para um cilindro fino dado pela intersecgao de

dois cilindros bésicos disjuntos,

0P (wy=ay) = Z bz (wy sy = av()) Ou, (v, |av ) Ou, (Gu,lav ()

ay(y€AIV
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