
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
DEPARTAMENTO DE FÍSICA - CCEN

PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇÃO EM FÍSICA

EMANUEL WALLISON DE OLIVEIRA COSTA

MODELOS COSMOLÓGICOS QUÂNTICOS FRACIONÁRIOS

Recife
2024



EMANUEL WALLISON DE OLIVEIRA COSTA

MODELOS COSMOLÓGICOS QUÂNTICOS FRACIONÁRIOS

Tese apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Fe-
deral de Pernambuco, Centro Acadêmico
CCEN, como requisito parcial para obtenção
do título de Doutor em Física. Área de Con-
centração: Física Teórica e Computacional

Orientador: Prof. Dr. Shahram Jalalzadeh

Recife
2024



Costa, Emanuel Wallison de Oliveira.
   Modelos Cosmológicos Quânticos Fracionários / Emanuel
Wallison de Oliveira Costa. - Recife, 2024.
   127f.: il.

   Tese (Doutorado) - Universidade Federal de Pernambuco, Centro
de Ciências Exatas e da Natureza, Programa de Pós-Graduação em
Física, 2024.
   Orientação: Shahram Jalalzadeh.
   Inclui referências e apêndices.

   1. Cosmologia Quântica Fracionária; 2. Dimensão Fractal; 3.
Análise Estatística; 4. Idade do Universo; 5. Inflação. I.
Jalalzadeh, Shahram. II. Título.

UFPE-Biblioteca Central

.Catalogação de Publicação na Fonte. UFPE - Biblioteca Central



EMANUEL WALLISON DE OLIVEIRA COSTA

MODELOS COSMOLÓGICOS QUÂNTICOS FRACIONÁRIOS

Tese apresentada ao Programa de Pós-
Graduação em Física da Universidade Fe-
deral de Pernambuco, como requisito par-
cial para a obtenção do título de Doutor
em Física.

Área de concentração: Física Teórica e
Computacional.

Aprovada em: 29/11/2024.

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. Shahram Jalalzadeh
Orientador

Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Andre Luiz Alves Lima
Examinador Interno

Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Bruno Geraldo Carneiro da Cunha
Examinador Interno

Universidade Federal de Pernambuco

Prof. Dr. Francisco de Assis de Brito
Examinador Externo

Universidade Federal de Campina Grande

Prof. Dr. Valdir Barbosa Bezerra
Examinador Externo

Universidade Federal da Paraíba



Para meu pai, José Monteiro (in memoriam).



AGRADECIMENTOS

Agradeço a Deus Pai pelo fim de mais uma etapa, cuja dificuldade e percalços não poderiam
ser superados de outra forma se não pela luz e misericórdia de Cristo Jesus e o poder do Espírito
Santo.

A conclusão desta tese também deve-se ao apoio e incentivo de diversas pessoas e entidades.
Por isso, quero expressar minha gratidão a todos que possibilitaram a sua realização.

Ao meu orientador, Shahram, por aceitar me orientar, pela instrução, paciência, conselhos
oferecidos e dedicação durante o desenvolvimento desta tese, sem os quais minha evolução e
crescimento como físico não teriam ocorrido.

Agradeço à CAPES (88887.519737/2020-00) pela bolsa de doutorado.
À minha família pela compreensão e confiança depositadas em mim. Em especial, minha

mãe Graciete, e meus irmãos Janielly e Wesley, meu cunhado Afonso e minha namorada Jorda-
nia que suportaram minha ausência em vários momentos.

Ao técnico Dr. Alyson José Alves Carvalho do DF, por todo apoio, acolhimento e incentivo
durante o doutorado.

A todos os professores do DF pela disposição em dividir seus conhecimentos durante os
cursos ministrados.

Aos meus companheiros de curso e aos amigos que fiz durante essa caminhada.



RESUMO

Nesta tese, apresentamos uma nova ideia de como a Cosmologia Quântica Fracionária pode ter
influenciado a inflação do Universo e os padrões atuais, assim como a aceleração e a sua própria
idade, em razão da presença de uma quantidade, denominada parâmetro fracionário de Lévy,
que descobrimos possuir relação com a dimensão fractal do horizonte cosmológico. Sempre
que este parâmetro fracionário assume um valor específico, conseguimos recuperar os valores
ordinários das grandezas físicas. Devido a essa influência fracionária, uma análise estatística na
cosmologia de FLRW foi necessária, para estimar o melhor valor para a dimensão fractal e para
os parâmetros de densidade cosmológicos, possibilitando obter uma idade atual do Universo
de 13,8 bilhões de anos e permanecendo finita para um futuro distante. Também sugerimos a
viabilidade, no espaço de Sitter, de uma função de onda com dimensões fractais, indicando que,
após a nucleação, o Universo foi submetido a uma fase de expansão acelerada em forma de
lei de potência. Estas descobertas garantem um número mínimo de 64 e-foldings, necessários
para resolver problemas comuns do Big Bang, apontando que nossos modelos cosmológicos
quânticos fracionários são plausíveis.

Palavras-chave: Cosmologia Quântica Fracionária; Dimensão Fractal; Análise Estatística;
Idade do Universo; Inflação.



ABSTRACT

In this thesis, we present a new idea of how Fractional Quantum Cosmology may have influ-
enced the inflation of the Universe and the current patterns, as well as acceleration and your
own age, because of the presence of a quantity, called the fractional Lévy parameter, which is
related to the fractal dimension of the cosmological horizon. Whenever this fractional para-
meter assumes a specific value, we can recover the ordinary values of the physical quantities.
Due to this fractional influence, a statistical analysis in the FLRW cosmology was necessary, to
estimate the best value for the fractal dimension and for the cosmological density parameters,
allowing to obtain a current age of the Universe of 13.8 billion years and remaining finite for a
distant future. We also suggest the feasibility, in de Sitter space, of a wave function with frac-
tal dimensions, indicating that, after nucleation, the Universe underwent a phase of accelerated
expansion in the form of a power law. These discoveries guarantee a minimum number of 64
e-foldings, necessary to solve common problems of the Big Bang, indicating that our fractional
quantum cosmological models are plausible.

Keywords: Fractional Quantum Cosmology; Fractal Dimension; Statistical Analysis; Age of
the Universe; Inflation.
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1 INTRODUÇÃO

A Relatividade Geral (RG) é uma teoria que descreve os fenômenos em escalas macros-
cópica, considerada puramente clássica, já que em sua estrutura, as quantidades físicas – em
particular, a métrica do espaço-tempo – sempre tem valores definidos [4]. Entretanto, sabe-
mos que a descrição clássica da matéria, não somente do ponto de vista da interação gravi-
tacional, torna-se completamente inadequada em escalas atômicas [5]. No caso da RG, a es-
cala onde os efeitos quânticos tornam-se relevantes é da ordem do comprimento de Planck,
lp =

(
Gh̄/c3)1/2 ≃ 10−33cm, ou menor. Nesta escala, uma teoria quântica da gravitação torna-

se necessária. Algumas propostas buscam realizar essa quantização, entre elas estão: gravi-
dade quântica assintoticamente segura, teoria de (super)cordas, gravidade quântica em loop e a
quantização canônica [6, 7]. Seguiremos este último método, quantização canônica, que parte
da formulação hamiltoniana da RG e conduz posteriormente as variáveis dinâmicas da teoria a
operadores.

Deve ser enfatizado que se a gravidade é quantizada, a não separabilidade cinemática da
teoria quântica demanda que todo o Universo deve ser descrito em termos quânticos. Isto leva
ao conceito de Cosmologia Quântica (CQ) e a função de onda do Universo [7]. Independente-
mente de alguma teoria quântica da gravidade, existem argumentos de consistência geral que
requer a aplicação da teoria quântica para o Universo como o todo. Isto é, sistema quânticos
macroscópicos são fortemente acoplados para o seu ambiente natural. Uma vez que o ambiente
é novamente acoplado ao seu ambiente, e assim por diante, o único sistema estritamente fechado
no sentido da teoria quântica é o Universo na totalidade. Isto conduz a CQ [6]. Contudo, desde
que a gravidade é a interação dominante em escala cósmica, uma teoria quântica da gravidade
é necessária como estrutura formal para CQ.

O primeiro modelo para CQ baseado em gravidade quântica foi apresentado, com sua apro-
ximação semiclássica, por DeWitt [8]. Este modelo trata o caso homogêneo e isotrópico. A CQ
não se propõe compreender a fundo a gravitação como teoria quântica, mas a investigar o que
pode ser extraído da descrição do Universo como sistema quântico. As ideias básicas não são
muito diferentes das utilizadas na Mecânica Quântica (MQ) ordinária. O objeto fundamental
da teoria é uma função de onda Ψ (a função de onda do Universo inteiro!), a partir da qual se
pode calcular a distribuição de probabilidades de Universos-bebês. De fato, pode ser dito que o
Universo começa muito pequeno, de dimensões aproximadamente do comprimento de Planck
e precisa de inflação para crescer e ser identificado como o nosso.

A inflação é amplamente aceita como uma solução formal para problemas cosmológicos
como horizonte e planitude [9–11]. A abordagem convencional para controlar a inflação é que
um campo escalar com um potencial apropriado, como o potencial de Coleman-Weinberg [12],
domina a densidade de energia do Universo desde o início. Nas primeiras teorias da inflação,
essa densidade de energia é responsável por uma rápida expansão do Universo [13, 14]. Essa
expansão acelerada seria exponencial, semelhante ao espaço de Sitter (deS), ou lei de potência,
segundo a qual o campo escalar diminui gradualmente até o mínimo global de seu potencial.

Deve-se notar que a CQ é uma teoria adequada para estudar as condições iniciais essenciais
para o surgimento de uma fase inflacionária. Tryon propôs em 1973 que um Universo fe-
chado [15] poderia emergir espontaneamente como uma flutuação quântica. Ele percebeu que
em um Universo espacialmente fechado, todas as cargas conservadas são zero. Consequente-
mente, nenhuma lei de conservação impede que tal Universo se forme espontaneamente. Além
disso, conforme a RG, no instante da criação de tal Universo, não apenas campos de matéria,
mas também o próprio espaço-tempo são criados, e não houve nada antes disso. De fato, se
assumirmos que o Universo é espacialmente homogêneo, isotrópico, compacto e simplesmente
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compacto, a única escolha viável para ter um espaço sem um contorno é um espaço fechado. O
volume de espaços abertos e planos, simplesmente conectados, é infinito. Ao remover a restri-
ção de conectividade simples, espaços de volume não triviais, porém finitos, como os espaços
homogêneos e isotrópicos planos, abertos e fechados possíveis podem ser obtidos (consulte [6]
e referências nele contidas). Nesta tese, admitimos que a variedade do espaço-tempo é espaci-
almente compacta, pois estamos tentando descrever o Universo na totalidade e é implicitamente
inconcebível que o Universo tenha um limite espacial. Isso implica que as hipersuperfícies tri-
dimensionais tipo-espaço são compactas (em linguagem matemática, uma variedade compacta
sem um limite é chamada de variedade fechada).

E quanto à evolução futura do nosso Universo? Esta evolução está relacionada a topolo-
gia do Universo, ou seja, se ele é plano, aberto ou fechado. Se o Universo for aberto, ele se
expandirá para sempre, enquanto se for fechado, ele eventualmente irá se contrair. Não ape-
nas a composição do Universo, mas também a sua idade podem conduzir as respostas a essas
perguntas [16].

Estimativas para a idade do Universo foram feitas ao longo do tempo. O modelo de Einstein
e deS [17] previu uma idade do universo que era aproximadamente 9 Gyr, o que é bem diferente
da idade das estrelas antigas. A idade das estrelas antigas foi estimada como sendo maior que
12 Gyr, conforme a pesquisa de Chaboyer [18]. Essa discrepância levou ao desenvolvimento
de novos modelos que poderiam explicar a idade observada do Universo e a taxa de expan-
são. Apesar do Universo experimentar desaceleração pelos primeiros 9 bilhões de anos e então
transitar para aceleração por meio de uma rápida expansão cósmica pelos últimos 5 bilhões de
anos [19], o valor atual da idade adimensional, H0t0, onde H0 e t0 são o parâmetro de Hubble
e a idade do Universo atuais, respectivamente, é limitado pelas distâncias de Supernovas (SN)
para ser muito próximo da unidade. Por exemplo, Tonry et al. [20] estimaram o seguinte valor:
H0t0 = 0,96± 0,04. Parece que estamos vivenciando um período de privilégio no momento,
em que a idade do Universo em termos de tempo de Hubble, especialmente no caso de um Uni-
verso ΛCDM, está extremamente próxima da unidade. Essa coincidência é conhecida como o
problema de sincronicidade da idade do Universo [19, 21].

Vários outros métodos verificaram essa proximidade inesperada com a unidade, que tem
sido objeto de intensa especulação e debate. O problema da sincronicidade foi investigado por
modelos cosmológicos com a inclusão de campos escalares [22, 23], dependência efetiva entre
energia escura e matéria escura [24–28] interagindo com energia escura holográfica [29–31],
e outras interpretações no contexto da cosmologia padrão [32, 33]. Em outra perspectiva, a
CQ no paradigma da equação de Wheeler-DeWitt (WDW) no minisuperespaço de um universo
homogêneo e isotrópico foi usada para propor uma solução para a questão unificadamente para
outras lacunas no modelo ΛCDM [34]. Propostas que modificam a cosmologia de Friedmann-
Lamaître-Robertson-Walker (FLRW) foram adotadas para resolver problemas cosmológicos
[21]. Elas têm em comum uma evolução linear ou quase linear do Universo e apresentam
sincronicidade H0t0 = 1.

Em virtude da importância da inflação em nossa compreensão atual da cosmologia, é razoá-
vel e vital tentar compreender seus detalhes no contexto da Cosmologia Quântica Fracionária
(CQF). A história do cálculo fracionário, como também das derivadas fracionárias, é tão longa
quanto a do cálculo clássico. Uma derivada fracionária é uma generalização da derivada de
ordem inteira. Ela se originou na carta sobre o significado da derivada de meia ordem de L’
Hôpital para Leibnitz em 1695 e é uma ferramenta promissora para explicar vários fenômenos.
Várias definições de derivadas fracionárias existem na literatura, incluindo Riesz, Riemann–
Liouville, Caputo, Hadamard, Marchand e Griinwald–Letnikov, entre outros [35, 36].

A derivada fracionária de Riesz é um operador não local que pode explicar processos não
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locais no minisuperespaço. Na verdade, a não localidade é um comportamento geral de todas
as derivadas fracionárias e integrais e, portanto, descrevem processos com não localidade no
tempo (memória) e no espaço (grandes saltos) [37]. A derivada fracionária ficou muito atrás
do cálculo de ordem inteira devido a dificuldade de se lidar, formalmente, com a derivada
fracionária, o que é um grande obstáculo. Uma explicação física para uma derivada fracionária
em relação ao tempo foi apresentada por Podlubny [38], embora nenhum experimento tenha
sido realizado para apoiar a nova escala de tempo. Na referência [39], os autores mostraram
que a ordem fracionária do tempo é um índice de memória. O tempo não aparece explicitamente
nas equações em gravidade quântica e na cosmologia, e a derivada fracionária do espaço pode
desempenhar um papel crucial.

Conclusões recentes da gravidade quântica forneceram um impulso essencial para o uso
crescente do cálculo fracionário na teoria quântica. Várias abordagens para a gravidade quân-
tica, como a gravidade quântica assintoticamente segura [40–43], triangulações dinâmicas cau-
sais [44–47], gravidade quântica em loop e espumas de spin [48–50], gravidade Hořava–Lifshitz
[51, 52], gravidade quântica não local [53–55], e outras, todos levam ao mesmo resultado: a di-
mensão do espaço-tempo muda com a escala de comprimento. Como resultado dessa mudança
da dimensão do espaço-tempo, estas teorias de gravidade quântica são multidimensionais.

Existem inúmeras aplicações do cálculo fracionário e pesquisa ativa neste campo, mos-
trando o uso amplo e significativo desta ferramenta matemática. A Mecânica Quântica Fraci-
onária (MQF) é usada para descrever o espaço-tempo fracionário em gravidade, cosmologia e
na teoria quântica de campos fracionários [56–58]. A pesquisa atual neste domínio está avan-
çando bastante, com cientistas explorando ativamente o potencial do cálculo fracionário [59].
Sua eficácia como um instrumento valioso se torna aparente ao confrontar uma ampla gama de
problemas associados a fenômenos gravitacionais e modelos cosmológicos, como evidenciado
pela riqueza de estudos conduzidos [60–77].

Além disso, o cálculo fracionário encontra aplicação em várias outras áreas, como o estudo
de ondas gravitacionais estocásticas na gravidade quântica [78], a investigação da distância
de luminosidade das ondas gravitacionais [79], a exploração da inflação e do espectro CMB
[2, 80, 81], o desenvolvimento da cosmologia de ação fracionária [82–84], a análise da equação
geodésica fracionária e da gravidade discreta [85] e o exame do acoplamento não mínimo e da
inflação caótica [86]. Ademais, o cálculo fracionário é utilizado na investigação da cosmologia
phantom com acoplamento conforme [87], equações diferenciais fracionárias como Ornstein-
Uhlenbeck em cosmologia [88], cosmologia de ação fracionária com um parâmetro de ordem
variável [89] e buracos de minhoca em cosmologia de ação fracionária [90]. Notavelmente,
novas métricas têm sido consideradas [91], enquanto a aplicação do cálculo fracionário também
se estendeu ao estudo de modelos de energia escura em cenários emergentes, logamediatos
(mistura de logarítmico + intermediário) e intermediários do Universo [92, 93]. Como exemplo,
o trabalho de [74, 75] produziu um valor de α = 0,926 para a ordem da integral fracionária de
Riemann-Liouville, fornecendo mais conhecimento sobre as complexidades do campo.

Nas referências [72, 73, 94], várias soluções exatas foram obtidas para modelos cosmológi-
cos, que, devido à natureza fractal do espaço-tempo, exibem um desvio significativo do modelo
padrão [95, 96]. Além disso, uma abordagem alternativa envolve a utilização do cálculo fracio-
nário para determinar o valor da constante cosmológica, o que necessita de uma reestruturação
devido à divergência ultravioleta bem reconhecida na teoria quântica de campos convencional
[57, 97, 98]. Para expandir o escopo desta abordagem fracionária, as referências [99, 100]
explora a dinâmica newtoniana modificada e a CQ.

Com relação à termodinâmica de buracos negros fracionários, não discutida neste traba-
lho (mas não menos importante), este assunto foi examinado minuciosamente nas referências
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[1, 101], e as descobertas desta pesquisa foram efetivamente utilizadas para obter as equações
de Friedmann no contexto da gravidade emergente. Vale a pena mencionar que o cálculo fra-
cionário também foi empregado para modificar as equações de Friedmann e Raychaudhuri,
permitindo assim uma investigação sobre a dinâmica do Universo sem a necessidade de matéria
escura fria e energia escura [102].

Esta tese está dividida como segue: no capítulo 2 apresentamos a formulação hamiltoniana
da RG, que é a base para o processo de quantização canônica. Vamos relembrar, no capítulo
3, os principais resultados do modelo cosmológico de Friedmann-Lamaître-Robertson-Walker
(FLRW) e no capítulo 4 as características do espaço-tempo de deS. Em seguida, o capítulo 5,
detalha o procedimento de quantização canônica da RG e em sequência, no capítulo 6, apresen-
tamos as aplicações do processo de quantização, resolvendo a equação WDW para alguns casos
e obtendo as funções de onda correspondentes.

A segunda parte desta tese trata do cálculo fracionário e suas aplicações na Cosmologia
Clássica (CC) e CQ. Dessa forma, mostramos no capítulo 7, as características do espaço fra-
cionário e a definição da derivada fracionária de Riesz. Apesar da extensa pesquisa conduzida
sobre essas derivadas, elas nem sempre exibem as propriedades convencionais associadas à
diferenciação de funções, como a regra de Leibniz, a regra da cadeia e a propriedade do semi-
grupo [35, 36]. Também apresentamos neste capítulo a Cosmologia Clássica Fracionária (CCF)
e suas implicações na cosmologia de FLRW para obter a idade do Universo e outros parâmetros
cosmológicos, presentes nesta tese [3].

Por fim, o capítulo 8 é reservado a apresentação dos resultados originais desta tese, so-
bre CQF, que estão publicados nos artigos [1, 2]. A investigação realizada na referência [1]
aprofunda-se no intervalo 1 ≤ α < 2 e emprega a derivada fracionária de Riesz para derivar
as funções de onda de Hartle–Hawking e de Linde–Vilenkin para uma geometria deS fechada.
Além disso, a referência [2] explora a época pré-inflação na estrutura da CQF. Finalizamos esta
tese apresentando nossas conclusões e perspectivas futuras, no capítulo 9, seguido do apên-
dice A que apresenta dois exemplos de sistemas com o tempo parametrizado, fundamentais
para compreender os vínculos que surgem na formulação hamiltoniana da RG e, por fim, as
referências.
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2 FORMULAÇÃO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL

Neste capítulo apresentamos a formulação hamiltoniana da RG. Na seção 2.1 apresentamos
o processo de dividir o espaço-tempo em hipersuperfícies e como obter a curvatura nesse es-
paço. Na seção 2.2, abordamos a hamiltoniana da RG sem campo/matéria e posteriormente,
seção 2.3, com campo/matéria acoplada. Para finalizar o capítulo, discutiremos os graus de
liberdade presentes nos vínculos, considerando na seção 2.4 o superespaço e na seção 2.5 o
minisuperespaço.

2.1 Geometrias intrínseca e extrínseca

Seja uma variedade M e uma região compacta arbitrária V , com contorno ∂V (uma subva-
riedade tridimensional). Vamos considerar agora a possibilidade de folhear V em um conjunto
de hipersuperfícies Σ, como apresentado na Figura 1(a). Para isto, adotamos coordenadas locais
yµ , (µ = 0,1,2,3), com uma base de coordenadas σµ = ∂/∂yµ , de campos vetoriais tangentes
em M. Também, denotaremos xa uma coordenada local, (a = 1,2,3), com uma base de coorde-
nadas σa = ∂/∂ a na hipersuperfície Σ. Usando a transformação yµ = yµ(xa), podemos definir
o campo vetorial tangente a Σ:

σ
µ
a =

∂yµ

∂xa . (2.1)

Seja nµ um campo vetorial normal unitário a hipersuperfície, temos nµσ
µ
a = 0. Os vetores nµ

e σ
µ
a formam uma base vetorial para objetos em Σ imersos em M, como está representado na

Figura 1(b)).

Figura 1 – Na Figura (a), temos a representação da foliação do espaço-tempo em hipersuperfí-
cies Σ. Na Figura (b), temos a construção do sistema de coordenadas (t,xa).

(a) (b)
Fonte: O autor (2024)

A projeção da métrica gµν de M em Σ define a métrica induzida na hipersuperfície:

hab := g
(

∂/∂xa,∂/∂xb
)
= g

(
σ

µ
a

∂

∂yµ
,σν

b
∂

∂yν

)
= σ

µ
a σ

ν
b gµν . (2.2)
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A métrica induzida hab é um tensor tridimensional: ela é invariante com relação à transfor-
mação de coordenadas no espaço-tempo, mas comporta-se como um tensor sob transformações
de coordenadas na hipersuperfície. Com isto, podemos decompor a métrica gµν em duas par-
tes mutualmente ortogonais, uma normal a Σ e a outra tangencial a Σ. Esta decomposição é
chamada de relação de completeza e para a métrica inversa temos:

gµν = εnµnν +hµν e hµν =
3

∑
a,b=1

hab
σ

µ
a σ

ν
b , (2.3)

onde ε = nµnµ =±1, com ε =+1 quando Σ é tipo-tempo e ε =−1 quando Σ é tipo-espaço.
Uma hipersuperfície é tipo-espaço se a métrica induzida é riemanniana, ou seja, possui

assinatura positiva (+,+,+). Equivalentemente, todos os vetores tangentes em uma hipersu-
perfície tipo-espaço tem norma definida positiva sob a métrica induzida. Uma hipersuperfície é
tipo-tempo se a métrica induzida é lorentziana, ou seja, tem um sinal negativo em sua assinatura
(−,+,+). Uma hipersuperfície nula tem uma métrica induzida degenerada.

Se uma hipersuperfície Σ é definida pelos níveis de curvas de um campo escalar t em M,
então um gradiente ∂µt é normal a Σ no sentido que va∂µt = 0 para cada vetor va ∈ Σ. Então
seu vetor dual ∂ µt, é normal a Σ. Este vetor é tipo-tempo se a hipersuperfície é tipo-espaço
(e vice-versa). A normal unitária é nµ =

(
εgµν∂µt∂νt

)−1/2
∂µt, onde ε = +1 é para hipersu-

perfície tipo-tempo e ε = −1 é para hipersuperfície tipo-espaço. Note que nµnµ = −1 para
hipersuperfície tipo-espaço.

Iremos admitir que nossa hipersuperfície é tipo-espaço, pela razão dela coincidir com a su-
perfície de Cauchy Σ, tornando o espaço-tempo (M,g) globalmente hiperbólico [16]. Em um
espaço-tempo globalmente hiperbólico que possui uma superfície de Cauchy, toda a história
passada e futura do Universo pode ser prevista (ou retrocedida) a partir das condições no ins-
tante do tempo representadas por Σ. Por outro lado, em um espaço-tempo não globalmente
hiperbólico temos uma quebra de previsibilidade no sentido que um conhecimento completo
das condições em um único “instante de tempo” nunca pode ser suficiente para determinar a
história inteira do Universo.

Na referência [103], está provado que para tais espaços-tempos, existe uma função tempo
global t, tal que cada hipersuperfície tipo-espaço em que t =constante é uma superfície de
Cauchy. Usando esta propriedade, pode-se prosseguir com a foliação da variedade do espaço-
tempo (M,g) em um conjunto de hipersuperfícies tipo-espaço 3D, {Σ}t , parametrizada por uma
função de tempo global t. De acordo com (2.3), a métrica do espaço-tempo gµν , induz uma
métrica espacial, ou seja, uma métrica riemanniana hµν em cada Σt , tipo-espaço, pela fórmula:

hµν = gµν +nµnν . (2.4)

Seja tµ um campo vetorial em M satisfazendo tµ∂µt = 1. Usando nµ e σ
µ
a como vetores de

base, decompomos tµ em partes normal e tangencial a Σt em termos da função lapse N, e do
vetor shift Na (ver Figura 2), como segue:

tµ = Nnµ +Na
σ

µ
a . (2.5)

Com isto, um deslocamento em M é escrito como

dyµ =tµ dt +σ
µ
a dxa

=(Nnµ +Na
σ

µ
a ) dt +σ

µ
a dxa

=(N dt)nµ +(Na dt + dxa)σ
µ
a .

(2.6)
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Figura 2 – Decomposição do campo vetorial tµ nas bases {nµ ,σ
µ
a }.

Fonte: O autor (2024)

Na Figura 3 observamos o papel da função lapse e do vetor shift na geometria do espaço-
tempo. Nesta Figura temos a presença de duas linhas (t0,xa

0
) e (t0,xa

0
+ dxa), representando as

trajetórias no espaço-tempo de dois observadores cujas separações espaciais relativas dxa não
se alteram. Observamos que a função lapse N nos dar uma medida da separação entre os pontos
P(t,xa) e P′(t + dt,xa′) (observe que os pontos xa de P e xa′ de P′ são diferentes). O vetor
shift Na liga os pontos P′(t + dt,xa′) a Q(t + dt,xa) e pode ser interpretado como o desvio ou
distorção das linhas xa =constante relativamente à normal.

Vemos assim que a geometria do espaço-tempo quadridimensional pode ser vista como
representando uma evolução das geometrias das hipersuperfícies tridimensionais. Isto significa
que podemos usar as métricas espaciais, hab, como graus de liberdade (ou variáveis dinâmicas)
do sistema. Consequentemente, N e Na constituem apenas formas de descrever a evolução
no tempo e não devem ser interpretadas como variáveis dinâmicas, sendo portanto, funções
arbitrárias.

Portanto, o intervalo do espaço-tempo invariante entre os pontos P(t,xa) e Q′(t + dt,xa +
dxa) que pertence as duas hipersuperfícies muito próximas, expressa em coordenadas (t,xa) é:

ds2 =gµν dyµ dyν

=gµν

[
(N dt)nµ +(Na dt + dxa)σ

µ
a

][
(N dt)nν +

(
Nb dt + dxb

)
σ

ν
b

]
=N2 dt2gµνnµnν +

(
dxa +Na dt

)(
dxb +Nb dt

)
σ

µ
a σ

ν
b gµν

=−N2 dt2 +hab

(
dxa +Na dt

)(
dxb +Nb dt

)
=−

(
N2 −NaNa) dt2 +2Na dxa dt +hab dxa dxb .

(2.7)

Em notação matricial

[gµν ] =

(
gtt gta
gat gab

)
=

(
−
(
N2 −NaNa) Na

Na hab

)
, (2.8)

com inversa
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Figura 3 – Visualização da função lapse e do vetor shift.

Fonte: O autor (2024)

[gµν ] =

(
gtt gta

gat gab

)
=

1
N2

(
−1 Na

Nb N2hab −NaNb

)
, (2.9)

onde hab é a inversa de hab e Na = habNb. Podemos obter a seguinte relação

√
−g = N

√
h . (2.10)

onde g e h são os determinantes de [gµν ] e [hab], respectivamente.
Podemos interpretar o campo vetorial tµ como representando o “fluxo do tempo” em todo

o espaço-tempo e a métrica espacial em uma hipersuperfície tridimensional como a variável
dinâmica da RG [16]. Agora, podemos introduzir a noção de curvatura extrínseca como repre-
sentando uma noção bem-definida de “derivada temporal” da métrica espacial em uma hiper-
superfície Σt imersa no espaço-tempo. A curvatura intrínseca é dada pelo tensor de Riemann
tridimensional definido em termos de hab. A curvatura extrínseca, por outro lado, é definida em
termos do que acontece com o vetor normal n⃗ quando ele é transportado paralelamente de um
ponto na hipersuperfície para outro (ver Figura 4). A curvatura extrínseca é definida como

Kνµ := ∇νnµ , (2.11)

ou em termos dos vetores de base,
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Figura 4 – O tensor de curvatura extrínseca é definido como uma medida da mudança do vetor
normal sob transporte paralelo.

Fonte: O autor (2024)

Kab := σ
µ
a σ

ν
b ∇νnµ =

1
2
Lnhab , (2.12)

onde L representa a derivada de Lie. A curvatura extrínseca é um tensor simétrico Kab = Kba
[4]. O traço da curvatura extrínseca é denotado por K,

K ≡ Ka
a = habKab = ∇µnµ . (2.13)

Podemos derivar relações entre a curvatura (3)Rabc
d de Σt e a curvatura do espaço-tempo

Rµνα
β . Para isto, consideramos (M,gµν) ser um espaço-tempo e Σt uma hipersuperfície tipo-

espaço suave em M. Com hab denotando a métrica induzida em Σt e Da representando o ope-
rador derivativo associado com hab, com Da = σ

µ
a ∇µ . Se ωa é um campo vetorial dual em Σt ,

obtido pela projeção na hipersuperfície de um campo vetorial ωµ , ou seja, ωa = σ
µ
a ωµ , temos:

(3)Rabc
d
ωd = DaDbωc −DbDaωc . (2.14)

Definimos a derivada covariante intrínseca de ωa através da projeção de ∇µων na hipersuperfí-
cie:

Dbωc := σ
µ

b σ
ν
c ∇µων . (2.15)

Contudo, temos:

DaDbωc =Da
(
σ

µ

b σ
ν
c ∇µων

)
=Da

(
σ

µ

b σ
ν
c hµ

dhν
e
∇d ωe

)
=Da

(
hb

dhc
e
∇d ωe

)
=ha

f hb
ghc

k
∇ f

(
hg

dhk
e
∇d ωe

)
=ha

f hb
dhc

e
∇ f ∇d ωe +hc

eKabnd
∇d ωe +hb

dKacne
∇d ωe ,

(2.16)

onde usamos a seguinte relação:

ha
bhc

d
∇b hd

e = ha
bhc

d
∇b (gd

e +ndne) = Kacne . (2.17)
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Agora, o termo do meio do lado direito da equação (2.16) desaparece quando antisimetrizado
em relação a a e b. Além disso, temos:

hb
dne

∇d ωe = hb
d

∇d (ne
ωe)−hb

d
ωe ∇dne =−Kb

e
ωe . (2.18)

Portanto, encontramos

DaDbωc =ha
f hb

dhc
e
∇ f ∇d ωe +hc

eKabnd
∇d ωe −KacKb

e
ωe , (2.19)

DbDaωc =hb
f ha

dhc
e
∇ f ∇d ωe +hc

eKband
∇d ωe −KbcKa

e
ωe . (2.20)

Substituindo (2.19) e (2.20) em (2.14), temos

(3)Rabc
d = ha

f hb
ghc

khd
j R f gk

j −KacKb
d +KbcKa

d . (2.21)

Note que adotamos apenas a notação de índices latinos de (2.16)–(2.21). Isto facilita nossa
análise e mostra que as equações são válidas independentes da base escolhida. Por exemplo, se
consideramos nossa base σ

µ
a , a equação (2.21) torna-se:

(3)Rabc
d =σ

µ
a σ

ν
b σ

α
c σ

d
β

hµ
f hν

ghα
khβ

j R f gk
j −KacKb

d +KbcKa
d

=σ
µ
a σ

ν
b σ

α
c σ

d
β

Rµνα
β −KacKb

d +KbcKa
d .

(2.22)

A partir de agora, escrevemos nossas equações e definições apenas em termos dos índices lati-
nos.

Do mesmo modo, podemos obter a relação entre o tensor de Ricc e a curvatura extrínseca,
partido da definição do tensor de Riemann [16];

Rabd
cnd = ∇b∇anc −∇a∇bnc . (2.23)

Usando (2.12), reescrevemos (2.23) na forma

Rabd
cnd = ∇b

(
ha

bKb
c
)
−∇a

(
hb

aKa
c
)
= ∇bKa

c −∇aKb
c . (2.24)

Vamos multiplicar (2.24) por ha
bhb

ahc
bhb

c para obter

ha
bhb

ahc
bhb

cRabd
cnd =ha

bhb
ahc

bhb
c
∇bKa

c −ha
bhb

ahc
bhb

c
∇aKb

c ,

δa
chb

ahc
bRabd

cnd =δa
chb

ahc
b
∇bKa

c −δa
chb

ahc
b
∇aKb

c ,

Rcbd
bndhb

c =hb
aha

b
∇bKa

a −hb
aha

b
∇aKb

a ,

Rcdndhb
c =DaKb

a −DbKa
a .

(2.25)

As equações (2.21) e (2.25) são conhecidas como as relações de Gauss-Codacci.
Examinando as equações de Einstein no vácuo, Gab = Rab − 1

2gabR = 0, encontramos para
a componente Gi0 (espaço e tempo);

0 = Gcdndhb
c = Rcdndhb

c , (2.26)

que pode ser reescrito com a ajuda de (2.25) como

DaK a
b −DbK a

a = 0 . (2.27)

Para a componente G00 (tempo e tempo), temos:
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0 = Gcdncnd = Rcdncnd +
R
2

. (2.28)

Conforme a equação (2.21), temos:

(3)Rabcd = (3)Rabc
dhdd = ha

f hb
ghc

khd
jhdd R f gk

j −KacKb
dhdd +KbcKa

dhdd . (2.29)

Assim, (2.29) torna-se:

(3)Rabcd = Rabcd −KacKbd +KbcKad . (2.30)

Além disso, podemos escrever

Rabcdhachbd = Rabcd (gac +nanc)
(

gbd +nbnd
)
= R+2Racnanc = 2Gacnanc . (2.31)

Considerando a equação (2.29), podemos encontrar

R = Rabcdhachbd = (3)Rabcdhachbd +KacKbdhachbd −KbcKadhachbd

= (3)R+K2 −Kb
aKa

b

= (3)R+K2 −KbahaaKabhaa

= (3)R+K2 −KabKab .

(2.32)

Substituindo (2.32) em (2.31), temos

Gacnanc =
1
2

(
(3)R+K2 −KabKab

)
. (2.33)

Então a componente G00 das equações de Einstein implicam

(3)R+K2 −KabKab = 0 . (2.34)

As equações (2.27) e (2.34) são vínculos, eles apenas contém derivadas de primeira ordem no
tempo. A componente Gi j (espaço e espaço) das equações de Einstein são dinâmicas.

2.2 Hamiltoniana da RG

O primeiro passo em obter um funcional hamiltoniano para RG é expressar a ação gravita-
cional em termos de (hab,N,Na) e suas derivadas no tempo e no espaço. Assim, iniciamos com
o princípio de ação de Einstein-Hilbert (EH)

SEH [gab] =
1

16πG

∫
M

LG d4x =
1

16πG

∫
M

√
−gR d4x , (2.35)

onde LG =
√
−gR é a densidade lagrangiana para as equações de Einstein no vácuo.

Expressaremos o escalar de curvatura R, na forma:

R = 2
(

Gabnanb −Rabnanb
)

, (2.36)

e

Gacnanc =
1
2

(
(3)R+K2 −KabKab

)
, (2.37)

onde Kab é o denominado de curvatura extrínseca e K é o traço de Kab [4].
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Por outro lado, da definição do tensor de Riemann, temos

Rabnanb =Racb
bnanb

=−na (∇a∇c −∇c∇a)nc

=(∇ana)(∇cnc)− (∇cna)(∇anc)−∇a (na
∇cnc)+∇c (na

∇anc)

=K2 −KabKab −∇a (na
∇cnc)+∇c (na

∇anc) .

(2.38)

Portanto, substituindo (2.37) e (2.38) em (2.36), temos

R =2
[

1
2

(
(3)R+K2 −KabKab

)
−K2 +KabKab +∇a (na

∇cnc)−∇c (na
∇anc)

]
= (3)R+KabKab −K2 +2∇a (na

∇cnc)−2∇c (na
∇anc) .

(2.39)

Substituindo (2.10) e (2.39) em (2.35), encontramos

SEH =
1

16πG

∫ t2

t1
dt
∫

Σ

d3xN
√

h
[
(3)R+KabKab −K2

]
− 1

8πG

∫
V

√
−g∇c (na

∇anc −nc
∇ana) d4x .

(2.40)

O último termo do lado direito de (2.40) representa o termo de contorno de Gibbons-Hawking-
York (GHY), que pode ser escrito como [6]:

1
8πG

∫
V

√
−g∇c (na

∇anc −nc
∇ana) d4x =

1
8πG

∫
∂V

K
√

hd3x = SGHY . (2.41)

O primeiro termo do lado direito de (2.40) é conhecido como ação ADM [104]. Portanto,
escrevemos

SEH = SADM +SGHY , (2.42)

com

SADM =
∫ t2

t1
LADM dt =

∫ t2

t1
dt
∫

Σt

d3xLADM , (2.43)

onde a densidade lagrangiana LADM é dada por

LADM =
1

16πG

√
hN
[
(3)R+KabKab −K2

]
. (2.44)

Os dois últimos termos no lado direito da equação (2.38), quando substituídos na ação (2.35),
representam o termo de contorno de Gibbons-Hawking-York.

A curvatura extrínseca Kab, é relacionada a “derivada temporal”, ḣab ≡ ha
chb

dLthcd de hab
por
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Kab =
1
2
Lnhab

=
1
2
[nc

∇chab +hac∇b (nc)+hcb∇a (nc)]

=
1

2N
[Nnc

∇chab +hac∇b (Nnc)+hcb∇a (Nnc)]

=
1

2N

[
N
(tc −Nc)

N
∇chab +hac∇b

(
N
(tc −Nc)

N

)
+hcb∇a

(
N
(tc −Nc)

N

)]
=

1
2N

[tc
∇chab −Nc

∇chab +hac∇btc −hac∇bNc +hcb∇atc −hcb∇aNc]

=
1

2N
[tc

∇chab +hac∇btc +hcb∇atc − (Nc
∇chab +hac∇bNc +hcb∇aNc)]

=
1

2N
[Lthab −LNhab] .

(2.45)

onde Ln é a derivada de Lie com relação ao vetor normal n e Lt é a derivada de Lie com relação
ao tempo [105]. Podemos escrever de acordo com (2.45)

Kcd =
1

2N
[Lthcd −LNhcd] ,

hc
ahd

bKab =
1

2N
[Lthcd −LNhcd] ,

Kab =
1

2N
ha

chb
d [Lthcd −LNhcd]

=
1

2N

[
ha

chb
dLthcd −ha

chb
dLNhcd

]
=

1
2N

[
ḣab −ha

chb
d (Na

∇ahcd +hca∇dNa +had∇cNa)
]

=
1

2N

[
ḣab −ha

chb
dNa

∇ahcd −ha
chb

dhca∇dNa −ha
chb

dhad∇cNa
]
.

(2.46)

Utilizemos a definição de operador derivativo associada com hab;

Dbωc = hb
dhc

e
∇dωe , (2.47)

e o fato que Dahbc = 0, para reescrever (2.46) na forma

Kab =
1

2N

[
ḣab −NaDbhac −ha

chb
d
∇d (hacNa)+NaDbhad−

ha
chb

d
∇c (hadNa)+NaDahab

]
=

1
2N

[
ḣab −ha

chb
d
∇dNc −ha

chb
d
∇cNd

]
=

1
2N

[
ḣab −DbNa −DaNb

]
.

(2.48)
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O momento canonicamente conjugado a hab é

Π
ab =

∂LADM

∂ ḣab

=

√
hN

16πG

[
∂

∂ ḣab

(
KabKab

)
− ∂K2

∂ ḣab

]
=

√
hN

16πG

[
Kab ∂Kab

∂ ḣab
+Kab

∂Kab

∂ ḣab
−2K

∂K
∂ ḣab

]
=

√
hN

16πG

[
Kab 1

2N
+Kab

∂
(
habhabKab

)
∂ ḣab

−2K
∂
(
habKab

)
∂ ḣab

]

=

√
hN

16πG

[
Kab 1

2N
+Kabhabhab 1

2N
−2Khab 1

2N

]
=

√
h

16πG

[
Kab

2
+

Kab

2
−Khab

]
=

√
h

16πG

[
Kab −Khab

]
.

(2.49)

Contudo, LADM não contém nenhuma derivada temporal de N ou Na, então seus momentos
conjugados são identicamente nulos, ou seja,

ΠN =
∂LADM

∂ Ṅ
= 0 , (2.50)

Π
a =

∂LADM

∂ Ṅa = 0 . (2.51)

As relações (2.50) e (2.51) são chamadas de vínculos primários porque são derivadas da densi-
dade lagrangiana. Eles estarão presentes na densidade hamiltoniana gravitacional por multipli-
cadores de Lagrange [106, 107]. Em analogia com o caso eletromagnético, interpretamos este
fato dizendo que N e Na não poderão ser vistos como variáveis dinâmicas. Nossa densidade
hamiltoniana gravitacional canônica será:

HADM =ḣabΠ
ab −LADM

=Π
ab (2NKab +DaNb +DbNa)−

N
√

h
16πG

(
(3)R+KabKab −K2

)
=Π

ab
[

32πGN√
h

(
Πab −

πhab

2

)
+DaNb +DbNa

]
− N

√
h (3)R

16πG

+
16πGN√

h

[(
Πab −

Πhab

2

)(
Π

ab − Πhab

2

)
−
(

Π

2

)2
]
.

(2.52)

Usamos o fato que K =−16πGΠ

2
√

h
e Π = habΠab. Portanto, simplificando (2.52), encontramos a

densidade hamiltoniana:

HADM = − N
√

h (3)R
16πG

+
16πGN√

h

[
Π

ab
Πab −

Π2

2

]
+2Π

abDaNb

=N

[
−
√

h (3)R
16πG

+16πG
(

ΠabΠab√
h

− Π2

2
√

h

)]
−2NbDa

(
Π

ab
)
+2Da

(
NbΠ

ab
)
.

(2.53)
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O último termo na equação (2.53) contribui apenas como um termo de contorno em HADM =∫
Σt

HADM d3x. Portanto, podemos escrever

HADM = NH +NaHa , (2.54)

onde

H =16πGGabcdΠ
ab

Π
cd −

√
h

16πG
(3)R , (2.55)

Ha =−2habDcΠ
cb , (2.56)

com

Gabcd =
1

2
√

h
(hachbd +hadhbc −habhcd) , (2.57)

é a inversa da métrica de DeWitt, G abcd =
√

h/2
(
hachbd +hadhbc −2habhcd). A densidade

hamiltoniana gravitacional será:

H̃ADM =HADM +λΠN +λaΠ
a

=NH +NaHa +λΠN +λaΠ
a .

(2.58)

Variação de H̃ADM com relação a N e Na implicam nas equações:

Π̇N =H = 16πGGabcdΠ
ab

Π
cd −

√
h (3)R

16πG
, (2.59)

Π̇
a =Ha =−2habDcΠ

cb . (2.60)

Estas equações (2.59) e (2.60) mostram que os vínculos (2.50) e (2.51) não são preservados.
Então, devemos impor os seguintes vínculos secundários:

H ≈ 0 , (2.61)
Ha ≈ 0 . (2.62)

onde o símbolo “≈” indica a igualdade fraca de Dirac. O vínculo (2.61) é chamado vín-
culo super-hamiltoniano e o vínculo (2.62) é denominado vínculo supermomento. Variação
de H̃ADM com relação a ΠN e Πa implicam nas equações:

Ṅ =λ , (2.63)
Ṅa =λa . (2.64)

Os vínculos (2.50) e (2.51) são vínculos primários de segunda classe [106], ou seja, o seu
parêntese de Poisson com os vínculos (2.61) e (2.62) não se anulam,

Π̇N =
{

ΠN , H̃ADM
}
= H , (2.65)

Π̇a =
{

Πa, H̃ADM
}
= Ha . (2.66)

Isto significa que podemos considerar nulos esses vínculos na densidade hamiltoniana (2.58),
possibilitando usar a forma reduzida da hamiltoniana H̃ADM, desde que estamos apenas inte-
ressados nas variáveis hab e Πab, ou seja, podemos apenas considerar
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HADM =
∫

Σt

(NH +NaHa) d3x . (2.67)

As equações dinâmicas obtidas de HADM são [104]

ḣab =
δHADM

δΠab =
2N√

h

(
Πab −

habΠ

2

)
16πG+DaNb +DbNa , (2.68)

Π̇ab =− δHADM

δhab
=− N

√
h

16πG

(
(3)Rab −

(3)Rhab

2

)
+

16πGNhab

2
√

h

(
ΠcdΠ

cd − T2

2

)
− 32πGN√

h

(
Π

ac
Πc

b − ΠΠab

2

)
+
√

h
(

DaDbN −habDcDcN
)

+
√

hDc

(
NcΠab
√

h

)
−Π

caDcNb −Π
cbDcNa ,

(2.69)

onde, novamente, os termos de contornos foram ignorados e a equação (2.60) foi usada. As
equações (2.59), (2.60), (2.68) e (2.69) são equivalentes às equações de Einstein no vácuo.
Portanto, construímos uma formulação hamiltoniana, com a presença de vínculos, das equações
de Einstein.

Para obter a hamiltoniana gravitacional completa HG, basta manter o termo de contorno em
(2.53) e subtrair o termo de Gibbons-Hawking-York em (2.41):

HG = HADM +H(0)
G , (2.70)

com H(0)
G escrito como

H(0)
G =

∫
Σt

2Da

(
Nbπ

ab
)

d3x− 1
8πG

∫
∂V

K
√

hd3x . (2.71)

Com a presença dos vínculos (2.61) e (2.62), a hamiltoniana gravitacional para uma solução
no vácuo é um termo puramente de contorno H(0)

G . Agora devemos pensar sobre o que essa

quantidade H(0)
G significa fisicamente. Observamos que H(0)

G depende de como escolhemos
dividir V e também nas linhas de fluxos, especificadas por N e Na. Cada escolha que fazemos
para as funções lapse e shift irá produzir um valor diferente para a hamiltoniana e possivelmente
com significados diferentes. A escolha N = 1 e Na = 0 permite que a hamiltoniana (2.71) defina
a massa ADM [16, 108].

2.3 Matéria acoplada

Nesta seção, adicionaremos um campo escalar minimamente acoplado com um potencial
autointeragindo V (Φ), e derivamos os correspondentes vínculos hamiltoniano e supermomento.
Iniciaremos com a funcional ação de um campo escalar acoplado minimamente;

SΦ =−
∫
V

(
1
2

gµν
∇µΦ(x, t)∇νΦ(x, t)+V (Φ)

)√
−gd4x , (2.72)

onde V é uma parte da variedade do espaço-tempo M, delimitada por duas hipersuperfícies
Σt1 e Σt2 . Semelhantemente ao caso de gravidade pura, podemos efetuar uma análise 3+ 1 da
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funcional ação (2.72). A densidade lagrangiana do campo escalar será:

LΦ =−
√
−g
[

1
2

gµν
∇µΦ(x, t)∇νΦ(x, t)+V (Φ)

]
=N

√
h
[

1
N2

(
Φ̇−Na

∇aΦ
)2 −hab

∇aΦ(x)∇bΦ(x)−2V (Φ)

]
.

(2.73)

Aqui, o momento canônico é

ΠΦ =
∂LΦ

∂ Φ̇
=

√
h

N

(
Φ̇−Na

∇aΦ
)

. (2.74)

A hamiltoniana HΦ é

HΦ =
∫

Σt

d3x
[
Φ̇ΠΦ −LΦ (Φ,ΠΦ)

]
=
∫

Σt

d3x
[

N
2

(
Π2

Φ√
h

)
+
√

h
(

hab
∇aΦ∇bΦ+2V (Φ)

)
+Na

ΠΦ∇aΦ

]
.

(2.75)

A hamiltoniana acima do campo escalar combinada com a hamiltoniana da gravidade pura
(2.67) irá formar a hamiltoniana total do sistema gravidade e campo escalar;

HADM =
∫

Σt

(NH +NaHa) d3x , (2.76)

onde agora

H = 16πGGabcdΠ
ab

Π
cd −

√
h

16πG
(3)R+

√
h

2

(
Π2

Φ

h
+hab

∇aΦ∇bΦ+2V (Φ)

)
≈ 0 , (2.77)

e

H a =−2DbΠ
ab +ΠΦhab

∇bΦ ≈ 0 , (2.78)

são os vínculos hamiltoniano e supermomento, respectivamente. As equações de movimento
são, então, as equações de Hamilton para a métrica induzida hab, o campo escalar Φ e os cor-
respondentes momentos. Estas equações podem ser escritas na seguinte maneira:

ḣab =
δHADM

δΠab ; Π̇
ab =−δHADM

δhab
, (2.79)

Φ̇ =
δHADM

δΠΦ

; Π̇Φ =−δHADM

δΦ
, (2.80)

ou em termos dos parênteses de Poisson, como

ḣab =
{

hab,HADM
}

; Π̇
ab =

{
Π

ab,HADM
}

, (2.81)

Φ̇ =
{

Φ,HADM
}

; Π̇Φ =
{

ΠΦ,HADM
}

. (2.82)

Ambos os métodos acima podem ser usados para obter as equações de movimento. O leitor
pode consultar a referência [6] para mais detalhes.
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2.4 Superespaço

A presença de vínculos nas formulações hamiltonianas das equações de Maxwell e das
equações de Einstein, indicam que não isolamos os “verdadeiros graus de liberdade dinâmicos”
em nossa escolha do espaço de configuração. O formalismo hamiltoniano da RG deve ter a
seguinte quantidade de graus físicos de liberdade [106]:

2×
(
Número de graus de liberdade

)
=
(
Número de variáveis canônicas independentes

)
=
(
Número total de variáveis canônicas

)
−
(
Número de vínculos de segunda classe

)
−
(
Número de vínculos de primeira classe

)
−
(
Número de condições de gauge

)
=
(
Número

total de variáveis canônicas
)
−
(
Número de vínculos de segunda classe

)
−2×

(
Número de

vínculos de segunda classe
)
.

O número total de variáveis canônicas são 20, que correspondem à (hab, πab, N, ΠN , Na, Πa). O
número de vínculos de segunda classe são 4, correspondendo à ΠN e Πa. O número de vínculos
de primeira classe também são 4, que correspondem à H e H a. Portanto, isto resulta em 4
graus de liberdade por ponto no espaço para o campo gravitacional (denotado simbolicamente
como 4×∞3). Sabendo que o campo gravitacional possui 2×∞3 graus de liberdade intrínseco
no espaço [16], o formalismo hamiltoniano da RG possui 2×∞3 graus de liberdade a mais no
espaço.

Mesmo eliminando V , N e Na como variáveis dinâmicas, os vínculos nos dizem que nosso
espaço de fase ainda possui graus de liberdade não físicos. Isto, por sua vez, é diretamente
relacionado a liberdade de gauge presente nas configurações das variáveis de hab. Entretanto,
podemos fazer o espaço de configuração da RG ser o conjunto equivalente de classes, h̃ab, de
métricas riemannianas em Σt , onde duas métricas são consideradas equivalentes se elas poderem
ser transportadas um para a outra por um difeomorfismo. Este espaço de configuração é conhe-
cido como superespaço [109]. O vínculo (2.60) é automaticamente eliminado pela escolha do
superespaço como o espaço de configuração.

Contudo, o vínculo (2.59) permanece, podendo ser interpretado como um resultado da ar-
bitrariedade de gauge envolvida na escolha de como “dividimos” o espaço-tempo em espaço e
tempo. Parece não ser possível resolver o vínculo (2.59), porque ele é quadrático no momento.
Escolher um espaço de configuração para RG, no qual apenas os “graus de liberdade físicos”
estão presentes no seu espaço de fase, aparentemente não é possível. A presença de vínculo
(2.59), parece ser uma característica inviolável da formulação hamiltoniana da RG. Isto fornece
uma série de obstáculos para a formulação de uma teoria quântica da gravitação pela abordagem
da quantização canônica.

2.5 Minisuperespaço

Em RG Clássica, as equações de campo muitas vezes tornam-se solúveis se simetrias no
espaço-tempo poderem ser aplicadas. Podemos, por exemplo, impor simetria esférica, sime-
tria axial ou homogeneidade. Elas devem corresponder a situações de interesse físico: buracos
negros são axialmente simétricos, enquanto o Universo na totalidade pode ser aproximado a
espaços-tempos homogêneos e isotrópicos. A ideia é aplicar um procedimento similar na for-
mulação hamiltoniana da RG.

A métrica em Σ(t =constante) pode ser expressa em termos da base {va(x)} como [6]:

hab(x, t) = vc
a(x)vd

b(x)γcd(t) = hab(x)γ(t) . (2.83)
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Note que γcd são independentes das coordenadas locais de Σ. Então, a forma mais geral da
métrica do espaço-tempo é

ds2 =−N2(t)dt2 + γcd(t)vc
a(x)vd

b(x)
(

Na(t)dt + dxa
)
×
(

Nb(t)dt + dxb
)

=−
(
N2(t)−NaNa) dt2 +2Na dxa dt + γcd(t)vc

a(x)vd
b(x)dxa dxb

=−
(
N2(t)−NaNa) dt2 +2Na dxa dt + γ(t)hab(x)dxa dxb .

(2.84)

Assim, a funcional ação ADM (2.43) reduz para

SADM =
∫ t2

t1
LADM dt , (2.85)

onde agora a lagrangiana reduzida ADM é

LADM =
vol(Σ)
16πG

N
√

γ

(
1
√

γ
f abcdKabKcd +

(3)R
)

. (2.86)

Aqui, usamos a seguinte definição: γ = det(γab) e vol(Σ) é o volume da hipersuperfície orien-
tada fechada dada por

vol(Σ) =
∫

det(v)d3x , (2.87)

det(v) := det(va
b) . (2.88)

Também

f abcd =

√
γ(t)
2

(
γ

ac(t)γbd(t)+ γ
ad(t)γbc(t)−2γ

ab(t)γcd(t)
)

, (2.89)

onde f abcd é a minisupermétrica e a curvatura extrínseca (2.48) é

Kab =
1

2N(t)

[
γ̇ab +2Ni (γcaCc

bi + γacCc
bi)
]

. (2.90)

onde Ci
mn (i,m,n = 1,2,3) são as constantes de estrutura da álgebra de Lie de GL(3,R), para

uma certa base {va} [6].
Assumindo o espaço-tempo homogêneo, o campo de matéria irá ser apenas uma função do

parâmetro tempo t, e a funcional ação do campo escalar (2.72) irá reduzir para

Sm = vol(Σ)
∫ t2

t1

√
γN(t)

(
Φ̇(t)2

2N2 −V (Φ)

)
dt . (2.91)

Portanto, a lagrangiana total na presença de um campo escalar com potencial V (Φ) é

LADM =
vol(Σ)
16πG

N
(

f abcdKabKcd +
√

γ
(3)R

)
+ vol(Σ)

√
γ

(
Φ̇(t)2

2N
−NV (Φ)

)
. (2.92)

Então, o momento conjugado a γab e Φ(t) são

π
ab =

∂LADM

∂ γ̇ab
=

vol(Σ)
16πG

f abcdKcd , (2.93)

πΦ =
∂LADM

∂ Φ̇
=

vol(Σ)
√

γ

N
Φ̇ . (2.94)
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A hamiltoniana ADM é

HADM = γ̇abπ
ab + Φ̇πΦ −LADM = N(t)H +NaHa , (2.95)

onde os vínculos hamiltoniano H e momento Ha, são

H =
16πG
vol(Σ)

fabcdπ
ab

π
cd −

√
γvol(Σ)
16πG

(3)R+
1

2vol(Σ)
√

γ
π

2
Φ + vol(Σ)

√
γV (Φ)≈ 0 , (2.96)

Ha =2γmcCc
anπ

mn ≈ 0 . (2.97)

O vínculo hamiltoniano (2.96) será utilizado no capítulo 5 para a quantização canônica do
minisuperespaço, que constitui, em princípio, transformar H em operador hermitiano, no seu
espaço de Hilbert correspondente, e fazê-lo atuar em funções de onda.
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3 COSMOLOGIA CLÁSSICA

Neste capítulo discutiremos a Cosmologia Clássica (CC) para um universo isotrópico e
homogêneo. Um universo com essas características será apresentado na seção 3.1, conhecido
como modelo de FLRW. Os resultados desse modelo, como, por exemplo, a idade do Universo
e sua taxa de expansão, são abordadas nas seções 3.2 e 3.3, respectivamente. Na seção 3.4
comparamos os resultados do modelo FLRW com dados observacionais recentes e em seguida
apresentamos a estatística bayesiana na seção 3.5, útil para obter o melhor ajuste dos parâmetros
cosmológicos com os dados observacionais. Por fim, discutimos na seção 3.6 o problema da
planura e o modelo inflacionário.

3.1 O universo de FLRW

Os últimos anos fizeram aumentar a confiança dos cosmólogos de que, em largas escalas
espaciais, vivemos em um Universo homogêneo e isotrópico. A descrição matemática de um tal
Universo foi iniciada pelos cientistas, Alexander A. Friedmann [110], Georges Lemaître [111],
Howard P. Robertson [112] e Arthur G. Walker [113]. A métrica para esse modelo é conhecida
como métrica de Friedmann-Lamaître-Robertson-Walker (FLRW), e é obtida fazendo o vetor
shift igual a zero Na = 0 e γ(t)≡ a2(t), de modo que (2.84) toma a forma [16]

ds2 =−N2(t)dt2 +a2(t)
{

dr2

1− kr2 + r2dΩ
2
2

}
, (3.1)

onde N(t) é a função lapse, t é o tempo cósmico, a(t) é o fator de escala, dΩ2
2 = dθ 2+sin2

θdϕ2

é o elemento de linha padrão para S2 e k =−1,0,1 está associado à natureza da curvatura para
um Universo aberto, plano e fechado, respectivamente.

O funcional, que abrange componentes gravitacionais e de matéria, sendo o campo de ma-
téria tratado como um fluido perfeito [103, 114], pode ser expresso como segue

S =
1

16π G

[∫
V

√
−gRd4x+

∫
∂V

2K
√

hd3x
]
−
∫
V

√
−gρ(t)d4x , (3.2)

onde K é o traço da curvatura extrínseca da hipersuperfície tipo-espaço (Σ,h), ρ é a densidade
de energia total do fluido e V representa uma região compacta arbitrária da variedade M, com
contorno ∂V [115, 116]. Assumiremos que a variedade espaço-tempo M, é uma variedade
lorentziana espacialmente compacta e globalmente hiperbólica.

Ao lidar com componentes de fluidos perfeitos sem interação, que possuem uma equação de
estado barotrópica p(i) = ω(i)ρ(i), a conservação covariante do campo vetorial implica: ρ(i) =

ρ
(i)
0 (a0/a)3(1+ω(i)). Aqui, o parâmetro ω(i) significa a equação de estado da i-ésima componente

do fluido (com a pressão p(i)), e o subscrito zero denota os valores no momento da medição
[117–119].

O ato de introduzir a métrica homogênea e isotrópica (3.1) na ação funcional (3.2) resulta
em uma forma simplificada de Arnowitt–Deser–Misner (ADM) como segue [6]

SADM =
∫ t f

ti
dt
[

3Vk

8π G

(
kNa− aȧ2

N

)
−VkNa3

ρ(t)
]

, (3.3)

onde

Vk =
∫

Σ

drdθdφ
r2 sinθ√
1− kr2

, (3.4)
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é o volume espacial da hipersuperfície tipo-espaço (Σ,h) e k = 0,±1 é a constante de curvatura.
Para que as seções tipo-espaço, denotada por Σ, possuam um volume finito, assume-se que
ambos são compactos e sem contornos [120–122].

A lagrangiana que corresponde a ação mencionada (3.3) é

LADM =
3Vk

8π G

(
kNa− aȧ2

N

)
−VkNa3

ρ(t) . (3.5)

Como resultado, a hamiltoniana ADM correspondente é escrita na forma:

HADM = N
[

2π Gπ2
a

3Vk a
+

3Vk k a
8π G

−Vk a3
ρ

]
, (3.6)

onde
πa =−3Vkaȧ

4πGN
, (3.7)

é o momento conjugado do fator de escala. O vínculo hamiltoniano será

H =
2π Gπ2

a
3Vk a

+
3Vk k a
8π G

−Vk a3
ρ = 0 , (3.8)

ou equivalentemente

H2 +
k
a2 =

8π G
3

ρ , (3.9)

que é, na verdade, a equação de Friedmann. Na equação (3.9), como é habitual, estabelecemos
o parâmetro de Hubble como a razão da derivada temporal do fator de escala e do próprio fator
de escala, denotado como H = ȧ/a, onde o ponto denota derivada no tempo.

Supondo um Universo repleto de uma mistura de poeira não interagente ρ(m), radiação ρ(r)

e energia de vácuo ρ(Λ) = Λ

8πG , a densidade de energia total seria igual a:

ρ = ∑
i

ρ
(i)
0

(
a
a0

)−3(1+ω(i))

= ρ
(m)
0

(
a
a0

)−3

+ρ
(r)
0

(
a
a0

)−4

+ρ
(Λ)
0 , (3.10)

onde ω(i) são os parâmetros das equações de estado dos fluidos perfeitos mencionados (i =
m,r,Λ) e ρ

(i)
0 são a densidade de energia dos fluidos no momento da medição quando o fator

de escala é a0. Além disso, o hamiltoniano ADM (3.6) nos dá a equação de Raychaudhuri no
gauge comóvel, N = 1:

ä
a
=−4πG

3 ∑
i

ρ
(i)
0 (1+3ω

(i))

(
a
a0

)−3(1+ω(i))

. (3.11)

Embora o hamiltoniano (3.6) dependa do volume espacial Vk, as equações de campo (3.9) e
(3.11) não dependem do volume do espaço. Isto está relacionado com o fato de que as equa-
ções de Einstein, apresentadas como equações diferenciais parciais, são locais e por isso não
são afetadas pela geometria não-local, ou seja, pela topologia do espaço-tempo. A equação
(3.9) é geralmente reescrita como Ω+Ω(k) = 1, onde os parâmetros densidades de energia são
definidos como:

Ω ≡ 8π Gρ

3H2 e Ω
(k) ≡− k

H2 a2 , (3.12)
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que são parâmetros observacionais. Assim, escrevemos a equação de Friedmann (3.9) em ter-
mos dos parâmetros de densidade (3.12) atuais, na forma:

H2

H2
0
= Ω

(m)
0

a3
0

a3 +Ω
(r)
0 (t0)

a4
0

a4 +Ω
(Λ)
0 +Ω

(k)
0

a2
0

a2 , (3.13)

onde H0 é o valor atual do parâmetro Hubble. Além disso, Ω
(m)
0 , Ω

(r)
0 e Ω

(Λ)
0 denotam os

parâmetros de densidade associados à matéria, radiação e constante cosmológica, respecti-
vamente. Estimativas com base em dados observacionais para estes parâmetros cosmológi-
cos, são fornecidas na referência [123], com os seguintes valores: Ω

(m)
0 = 0,3111± 0,0056,

Ω
(Λ)
0 = 0,6889±0,0056, Ω

(k)
0 = 0,0005±0,004 e H0 = 67,27kms−1Mpc−1.

Para uso posterior, vamos obter o valor presente do parâmetro de desaceleração q0, definindo
na forma q ≡−ä/(aH2):

q0 =
1
2

[
Ω

(m)
0 +2Ω

(r)
0 −Ω

(Λ)
0

]
. (3.14)

Antes da proposta de uma quantidade, denominada energia escura ser apresentado, acreditava-
se que todos os valores viáveis de ω(i) eram positivos e a expansão cósmica estava, portanto,
desacelerando. Conforme a equação (3.14), se a constante cosmológica Λ, estiver ausente ou
for negativa, então q é obviamente positivo, e a expansão do Universo irá desacelerar.

3.2 Idade do Universo

A idade do Universo t0, pode ser calculada através da equação [124]:

t0 =
∫ 1

0

dã
ãH(ã)

, (3.15)

onde usamos o fator de escala sem dimensão ã = a/a0. A expressão de H(ã) é obtida usando a
equação (3.13).

Em geral, a idade do Universo, (3.15), deve ser calculada numericamente. Por exemplo,
se Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7 e Ω

(r)
0 = 0,00001, o valor numérico derivado da integral (3.15) é

t0 = 0,964×H−1
0 . Para um Universo plano e ignorando a radiação, pode ser calculado analiti-

camente:

t0 =

2log

(√
Ω
(Λ)
0 +

√
Ω
(m)
0 +Ω

(Λ)
0√

Ω
(m)
0

)
3H0

√
Ω

(Λ)
0

. (3.16)

Assumindo Ω
(m)
0 = 0,3 e Ω

(Λ)
0 = 0,7 em (3.16), encontramos o valor t0 = 0,964×H−1

0 . Este
resultado demonstra que o pequeno valor atual da densidade de radiação tem pouco efeito nos
resultados, justificando a sua ausência em algumas equações. Usando tH = H−1

0 = 14,5 Gyr,
temos t0 = 13,978 Gyr.
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3.3 Evolução do fator de escala

A equação de Friedmann (3.13), pode ser escrita em termos do fator de escala adimensional
ã = a/a0 (Por simplicidade, removeremos o tilde do fator de escala normalizado):

da
dη

=

[
Ω

(m)
0
a

+
Ω

(r)
0

a2 +Ω
(Λ)
0 a2 +Ω

(k)
0

] 1
2

, (3.17)

onde usamos o tempo adimensional η definido por

dη =
dt
tH

, (3.18)

com tH ≡ H−1
0 . O tempo adimensional torna-se importante porque as quantidades serão apre-

sentadas em termos de H0 e não há preocupação com o seu valor exato.

Figura 5 – O comportamento do fator de escala em relação η . Temos assumido Ω
(m)
0 = 0,3,

Ω
(Λ)
0 = 0,7 e Ω

(r)
0 = 0,00001.
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Fonte: O autor (2024)

Na Figura 5 temos o comportamento do fator de escala em função de η . Observamos que
o Universo expandiu de forma desacelerada (curva com concavidade para baixo) e a partir de
um dado instante, passou a expandir aceleradamente (curva com a concavidade para cima).
Podemos obter por meio de um cálculo numérico este tempo de transição de uma expansão
desacelerada para uma expansão acelerada, ηtrans. Por exemplo, com os mesmos valores dos
parâmetros de densidade: Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7 e Ω

(r)
0 = 0,00001 encontramos ηtrans = 0,524

e o seguinte valor para o parâmetro de desaceleração q0 =−0,549, obtido da equação (3.14).

3.4 Parâmetros observacionais em CC

Descreveremos agora uma forma de comparar o modelo de FLRW com os dados observa-
cionais, por meio de medidas de distâncias no Universo em expansão [125]. Uma importante
medida de distância, é chamada distância comóvel, que possui a característica de permanecer
fixa com a expansão do Universo. Dessa forma, podemos calcular a distância que a luz poderia
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ter percorrido (na ausência de interação) desde t = 0. Em um tempo dt, a luz viaja uma distância
comóvel dx = cdt/a, então a distância comóvel total dt , que a luz poderia ter percorrido é:

dt ≡
∫ t

0

cdt ′

a(t ′)
. (3.19)

A razão pela qual essa distância é tão importante é que nenhuma informação poderia ter se
propagado por uma distância maior (considerando o tamanho comóvel) do que dt desde o início
dos tempos. Portanto, regiões separadas por distâncias maior que dt não estão causalmente
conectadas. Podemos pensar em dt , que está aumentando monotonicamente, como uma variável
temporal e chamar isto de tempo conforme. Do mesmo modo que o tempo t, a temperatura T ,
o redshift z, e o fator de escala a, dt pode ser usado para fornecer informações da evolução do
Universo.

Outra distância comóvel importante é aquela entre um emissor distante e nós. Neste caso, a
distância comóvel até um objeto é:

dc(a) =
∫ t0

t(a)

cdt′

a(t ′)
=
∫ 1

a

cda′

a′2H(a′)
. (3.20)

Fizemos a mudança na integração sobre t ′ para a′, que traz o fator adicional de da/dt = aH no
denominador.

Outra maneira de inferir distâncias em astronomia é medir o fluxo de um objeto de lumino-
sidade conhecida. Portanto, esquecendo a expansão, o fluxo observado F , a uma distância d, de
uma fonte de luminosidade conhecida L, é:

F =
L

4πd2 , (3.21)

desde que a luminosidade total por meio de uma casca esférica com área 4πd2 seja constante.
Para generalizar este resultado para um Universo em expansão, considerando a distância comó-
vel, desta vez com a fonte centrada na origem, o fluxo observado é:

F =
L(dc)

4πdc
2 , (3.22)

onde L(dc) é a luminosidade considerando uma casca esférica (comóvel) com raio dc. Para
simplificar ainda mais, assumiremos que os fótons são todos emitidos com a mesma energia.
Então, L(dc) é esta energia multiplicada pelo número de fótons passando através de uma casca
esférica (comóvel) por unidade de tempo. Em um intervalo de tempo fixo, os fótons viajam
mais longe na escala comóvel nos primeiros momentos do que nos últimos momentos, uma vez
que a distância física associada nos primeiros momentos é menor. Portanto, o número de fótons
cruzando uma casca no intervalo de tempo fixo irá ser menor hoje do que na emissão, menor
por um fator de a. Semelhantemente, a energia dos fótons hoje irá ser menor hoje do que na
emissão, devido à expansão. Portanto, a energia por unidade de tempo passando por uma casca
comóvel de uma distância dc (ou seja, nossa distância) da fonte irá ser um fator de a2 menor
que a luminosidade da fonte. O fluxo que observamos irá ser portanto:

F =
La2

4πdc
2 , (3.23)

onde L é a luminosidade na fonte. Podemos manter a equação (3.21) em um Universo em
expansão, desde que definamos a distância luminosidade:
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dL ≡ dc

a
. (3.24)

A distância luminosidade pode ser usada para encontrar a magnitude aparente m, que por
razões históricas são dadas em uma escala logarítmica, definida como segue [124]:

m ≡−5
2

log10

(
F
F0

)
, (3.25)

onde F é o fluxo observado e F0 é algum fluxo de referência para que m = 0. Deve-se considerar
que as observações são feitas por meio de filtros que selecionam uma determinada porção do
espectro emitido. Portanto, a medida da magnitude aparente m depende do filtro usado. Além
disso, deve-se também corrigir m pelo efeito da absorção interestelar de tal forma que seu valor
realmente depende apenas de quão longe a fonte está e não da matéria existente ao longo da
linha de visão.

A magnitude absoluta M, é a magnitude aparente hipotética de um objeto como se ele
estivesse em uma distância de 10pc. Desde que F ∝ 1/d2

L, usando a equação (3.25) a magnitude
absoluta pode ser escrita como:

M ≡−5
2

log10

[
F
F0

(
dL

10pc

)2
]
= m−5log10

(
dL

1Mpc

)
−25 , (3.26)

onde na última igualdade introduzimos o Megaparsec (Mpc) como uma escala de distância mais
apropriada para cosmologia. A diferença da magnitude aparente e absoluta, define o módulo de
distância µ = m−M.

Considerando as equações (3.20), (3.24) e (3.26), lembrando também que a = 1/(1+ z),
podemos calcular a magnitude aparente m, em função do redshift, da seguinte forma:

m = 5log10

(
(1+ z)
1Mpc

∫ z

0

cdz′

H(z′)

)
+25+M , (3.27)

Substituindo o valor de H(z′), dado pela equação (3.13), temos:

m =5log10

(1+ z)
1Mpc

c
H0

∫ z

0

dz′(
Ω

(k)
0 (1+ z′)2 +Ω

(m)
0 (1+ z′)3 +Ω

(r)
0 (1+ z′)4 +Ω

(Λ)
0

)1/2


+25+M . (3.28)

Os conjuntos de dados obtidos a partir de observações de supernovas do tipo Ia (SNIa) são
especialmente úteis para a análise de modelos cosmológicos, uma vez que fornecem evidências
importantes da expansão acelerada do Universo. Para se obter os melhores resultados com dados
SNIa, começamos comparando a magnitude aparente observada, criada pelas detecções SNIa,
com o valor teórico. Para esta investigação, usamos a amostra Pantheon, um conjunto de dados
SNIa atual incluindo 1048 módulos de distância em vários redshifts na faixa 0,01 < z < 2,26
[126].

As Figuras 6 e 7 foram construídas através da equação (3.28), apresentando a variação da
magnitude aparente m, com relação ao redshift z, para valores de Ωm(t0) = 0.3, ΩΛ(t0) = 0.7,
Ωr(t0) = 0.00001 e H0 = 67.27kms−1Mpc−1. Essas figuras possuem o Pantheon Survey com
o diagrama padrão de Hubble de SNIa e magnitude absoluta M =−19.36 [127].

O parâmetro de Hubble, como já definido anteriormente, expressa a taxa com que o Universo
se expande em um dado z. Este parâmetro carrega em si muitas informações características do
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Figura 6 – Evolução da magnitude aparente m, em relação ao redshift z, obtido da equa-
ção (3.28), considerando Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7, Ω

(r)
0 = 0,00001 e H0 =

67,27kms−1Mpc−1, e a magnitude absoluta de banda-B de um fiducial SNIa é
M =−19,36 [127].
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Fonte: O autor (2024)

Figura 7 – Evolução da magnitude aparente m, em relação ao redshift z, obtido da equa-
ção (3.28), considerando Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7, Ω

(r)
0 = 0,00001 e H0 =

67,27kms−1Mpc−1, e a magnitude absoluta de banda-B de um fiducial SNIa é
M = −19,36 [127]. As medições do módulo de distância que usamos são tiradas
da referência [126].
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modelo cosmológico [129]. A determinação de H(z) em diferentes pontos da evolução do
Universo pode nos auxiliar a melhor entender a dinâmica de sua expansão, além disso, tem se
mostrado bastante útil na realização de testes cosmológicos.

Existem diferentes métodos para medir H(z) e um deles utiliza diferença de idade de ga-
láxias [130, 131]. Resultados de outros três métodos são apresentados na Tabela 1 de [128]
para 36 medidas de H(z): 31 dessas medidas são determinados usando a técnica cronométrica
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Figura 8 – A evolução de H(z) em relação ao redshift z com barras de erro. A linha preta
denota a dinâmica do parâmetro Hubble obtido da equação (3.13), considerando
Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7, Ω

(r)
0 = 0,00001 e H0 = 67,27kms−1Mpc−1. As medições

dos parâmetros do Hubble que usamos são retiradas da Tabela 1 da referência [128].
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cósmica, três medições correlacionadas são do sinal BAO (Baryon Acoustic Oscillations) radial
na distribuição da galáxia, e as duas últimas em z = 2,34 e 2,36 são medidas do sinal BAO
na distribuição Lyα forest isolada ou correlacionadas cruzadamente com QSOs (Quasi-Stellar
Objects).

Na Figura 8, plotamos no mesmo gráfico, o parâmetro H de Hubble em relação ao redshift
z, com barra de erros, retiradas da Tabela 1 de [128] e o comportamento de H(z), obtido da
equação (3.13), com a substituição dos valores Ω

(m)
0 = 0,3, Ω

(Λ)
0 = 0,7, Ω

(r)
0 = 0,00001 e

H0 = 67,27kms−1Mpc−1.

3.5 Método estatístico e análise bayesiana

Em cosmologia é frequente o uso de métodos estatísticos, que permitem fazer comparações
entre as previsões teóricas e os dados experimentais ou observacionais [132]. O método em-
pregado é conhecido como estatística bayesiana, tendo sua origem na obra póstuma de Bayes
(1763). Durante os anos 80, quando a utilização de técnicas numéricas se tornou mais frequente,
a estatística bayesiana se tornou amplamente empregada e é hoje a interpretação predominante
em diversos contextos, incluindo a Física [133].

A interpretação bayesiana afirma que a probabilidade é uma medida do grau de confiança
ou plausabilidade sobre um evento, hipótese ou parâmetro, tratado cada um desses da mesma
maneira. Dessa forma, uma distribuição de probabilidade pode ser atribuída a qualquer hipótese
teórica ou parâmetro físico de interesse, que passa a ser determinado pelos dados e observações.

Outra característica da estatística bayesiana é a estimação de parâmetros e suas incertezas,
permitindo comparar uma curva ou previsão teórica para um observável e os dados vindos das
observações. A técnica amplamente utilizada na Física para a estimação de parâmetros é a
técnica dos mínimos quadrados ou do (qui-quadrado) χ2 [132], onde os m parâmetros de αm
de um modelo são determinados pelos valores αmin. que minimizam a expressão:
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χ
2 =

N

∑
i=1

(
y({αm},z)− yobs.

i
σi

)2

, (3.29)

através do sistema de m equações ∂ χ2(α)/∂αm = 0. Aqui {zi,yobs.
i } são os N dados obser-

vacionais/experimentais, com as barras de erro σi que servem como peso (incerteza) de cada
medida de yobs.

i , comparados a curva teórica nos pontos yteo. = y({αm},z).
A minimização da equação (3.29) é obtida variando os parâmetros do modelo. Esta técnica

baseia-se na premissa de que o modelo é qualitativamente correto, sendo ajustado para mini-
mizar (via χ2) as diferenças entre o yteo. e o yobs.

i . Tais diferenças existem devido apenas a
flutuações estatísticas.

Por meio de χ2 definimos a likelihood (verossimilhança) [134], da seguinte maneira:

L(αm,z) = Ce−
1
2 χ2(αm,z) , (3.30)

onde C é uma constante de normalização. A likelihood representa a probabilidade de ter um
conjunto de dados de certo modelo cosmológico. Estamos interessados no contrário, ou seja,
na probabilidade de ter um certo modelo cosmológico dado um conjunto de dados. Isto é
chamado probabilidade a posteriori. Se não há uma razão a priori pela qual alguns valores
dos parâmetros sejam preferidos com relação a outros, então a likelihood e a probabilidade a
posteriori são iguais. Assim, os valores αmin. que minimizam χ2 são os valores prováveis da
likelihood.

As equações (3.29) e (3.30) podem ser generalizadas, considerando que as medidas são cor-
relacionadas e a estimativa da incerteza de uma afeta a da outra, para obter a seguinte likelihood

L(αm,z) =
1

(2π)N/2|detC|1/2
exp

[
−1

2

N

∑
i, j=1

(
yobs.

i − yteo.
)

C−1
i j

(
yobs.

j − yteo.
)]

, (3.31)

onde Ci j é uma matriz de covariância construída a partir dos dados observacionais yobs.
i e do

modelo por yteo. = y({αm},z), e seus elementos diagonais são as barras de erro σ2
i em cada

medida [135].
Além dos valores prováveis dos parâmetros, que maximizam a likelihood, há também a

forma tradicional de apresentar os intervalos de confiança nos parâmetros, os quais são defi-
nidos por meio de uma analogia à propriedade da densidade de probabilidade gaussiana unidi-
mensional p(x) ∝ exp

(
− (x−x0)

2

2σ

)
, centrada em x0 e com variância σ , no qual a probabilidade

total P =
∫

p(x)dx contida num intervalo centrado em x0 será:

∫ x0+σ

x0−σ

p(x)dx = 68% ,
∫ x0+2σ

x0−2σ

p(x)dx = 95% ,
∫ x0+3σ

x0−3σ

p(x)dx = 99% , (3.32)

que dão origem aos nomes regiões de confiança de 1σ , 2σ e 3σ no espaço m-dimensional dos
parâmetros αm que contém a quantidade específica de probabilidade. As regiões de confiança
são medidas da incerteza nos parâmetros que influenciam o experimento, que são variáveis
aleatórias associadas a uma função densidade de probabilidade, que, por sua vez, pode ser o
alvo de uma integração ou marginalização em um, ou mais parâmetros, a qual é a integração da
função densidade de probabilidade sobre todos os valores possíveis do parâmetro indesejado.
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3.5.1 Restrições para Ω
(m)
0 e Ω

(Λ)
0

Vamos agora exemplificar a análise bayesiana para o modelo cosmológico de FLRW. Dado
que conhecemos a forma teórica do modelo cosmológico subjacente, consideramos ajustar di-
retamente o módulo de distância da equação (3.28). Por simplicidade, assumiremos que Ω

(r)
0 e

Ω
(k)
0 são nulos. Dessa forma, temos:

µ(z) = 5log10

(1+ z)
1Mpc

c
H0

∫ z

0

dz′(
Ω

(m)
0 (1+ z′)3 +Ω

(Λ)
0

)1/2

+25 . (3.33)

Adotamos os valores iniciais Ω
(m)
0 = 0,27, Ω

(Λ)
0 = 0,73 e H0 = 71kms−1Mpc−1 em (3.33). Em

seguida utilizamos a estatística bayesiana e as ferramentas do cálculo numérico que fornecem
os valores dos parâmetros de densidade que melhor ajustam o modelo aos dados observacionais,
maximizando a função densidade de probabilidade:

p({Ω
(m)
0 ,Ω

(Λ)
0 },z, I)∝ exp

(
−χ2

2

)
∝L({Ω

(m)
0 ,Ω

(Λ)
0 },z) , (3.34)

onde I representa a informação subjetiva e externa, disponível a priori, e dessa maneira toda a
equação está condicionada ao estado de conhecimento ou informação I. Formalmente, sendo
cada medida um evento estatisticamente independente, a likelihood é construída pelo produto
das probabilidades de cada uma. Dessa forma, a probabilidade total será:

p({Ω
(m)
0 ,Ω

(Λ)
0 },z, I)∝

N

∏
i=1

1√
2πσi

exp

−
(

µ({Ω
(m)
0 ,Ω

(Λ)
0 },zi)−µi

)2

2σ2
i

 p
(

Ω
(m)
0 ,Ω

(Λ)
0

)
,

(3.35)
onde µi é o módulo de distância para as Supernovas (SN) e zi o redshift (ver o gráfico da
esquerda da Figura 9, adaptado de [136]). Aplicando o procedimento de marginalização, en-
contramos os valores Ω

(m)
0 = 0,25 e Ω

(Λ)
0 = 0,73 que melhor ajustam o modelo aos dados

observacionais.
O gráfico da direita na Figura 9, mostram como são os contornos de probabilidade 1σ

(68,3%), 2σ (95,5%) e 3σ (99,7%), resultantes da análise bayesiana acima, após aplicar o al-
goritmo Metropolis-Hastings para gerar as cadeias de Markov Monte Carlo e integrar as cadeias
sobre o espaço de parâmetros [136]. Os valores de melhor ajuste estão exatamente no centro
das elipses da Figura 9.

Uma das melhores características da análise bayesiana é que, ao mesmo tempo que se estima
os parâmetros, verifica-se também a qualidade do ajuste, ou seja, determina se a função ajustada
do modelo é verossímil (é necessário que as incertezas tenham sido estimadas corretamente).
Isto é feito certificando se o valor do qui-quadrado mínimo (χ2

min.) é próximo do número de
graus de liberdade (n), dado por n = N −m, onde m é o número de parâmetros livres e N o
número de dados observacionais.

3.5.2 Restrições para H0 e q0

Vamos agora aplicar a análise bayesiana para restringir os valores atuais da constante de
Hubble H0 e do parâmetro de desaceleração q0. Consideramos como dados observacionais, os
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Figura 9 – Ajuste obtido pela estatística bayesiana para os parâmetros densidades Ω
(m)
0 e Ω

(Λ)
0 .

A direita estão os dados observacionais do módulo de distância de SN e a curva
que melhor ajusta aos dados. A esquerda está os contornos 1σ , 2σ e 3σ para os
parâmetros densidades Ω

(m)
0 e Ω

(Λ)
0 . As linhas pontilhadas correspondem os valores

inicialmente adotados de Ω
(m)
0 e Ω

(Λ)
0 . A linha tracejada corresponde ao caso de

Ω
(k)
0 = 0, ou seja, um Universo plano.
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Fonte: O autor (2024)

1048 valores de magnitude aparente, com relação ao redshift de SNIa [126], discutidos no final
da seção 3.4.

Nosso modelo teórico é dado pela equação (3.26), com M =−19,36 [127]. Assim, temos

m = 5log10

(
dL

1Mpc

)
+25−19,36 , (3.36)

com a distância luminosidade dL, obtida das equações (3.20) e (3.24), resultando:

dL =
1
a

∫ t0

ta

c dt
a(t)

. (3.37)

Uma forma independente do modelo que permite relacionar a evolução do Universo e o
tempo, é construída através da expansão em série de Taylor do fator de escala a(t). Com o
intuito de realizar a integração em (3.37), expandimos o termo 1/a(t) em torno de t0, para
obter:

1
a(t)

= 1−H0(t − t0)+
1
2
(q0 +2)H2

0 (t − t0)
2 + · · · . (3.38)

Substituindo (3.38) em (3.37) e realizando a integral, encontramos:

dL =
c
a

[
(t0 − ta)+

H0

2
(t0 − ta)2 + · · ·

]
. (3.39)

Considerando a(t) = 1/(1+ z), temos de (3.38) a relação
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z = H0(t0 − ta)+
1
2
(q0 +2)H2

0 (t0 − ta)
2 + · · · . (3.40)

Podemos considerar a seguinte expansão [134]:

H0(t0 − ta) = α +β z+ γz2 + · · · , (3.41)

com α , β e γ constantes a serem determinadas. Se admitimos ta = t0, devemos ter z = 0. Com
esta condição, o valor de α fica determinado, que é, α = 0. Os valores de β e γ são obtidos
pela substituição da expansão (3.41) (considerando até a segunda ordem) em (3.40). Assim,
encontramos β = 1 e γ =−(q0 +2)/2. Portanto, encontramos a distância luminosidade (3.39)
em função do redshift:

dL =
c

H0

[
z+

1
2
(1−q0)z2 − (1+q0)

2
z3 + · · ·

]
. (3.42)

Restringindo a expansão (3.42) até segunda ordem e substituindo na expressão da magnitude
aparente (3.36), temos:

m = 5log10

[
c

H0 1Mpc

(
z+

1
2
(1−q0)z2

)]
+25−19,36 . (3.43)

Figura 10 – Os contornos 1σ (68,3%), 2σ (95,4%) e 3σ (99,7%), obtidos pela estatística baye-
siana, para os parâmetros H0 e q0. Os valores que melhor ajustam o modelo os
dados experimentais são: H0 = 68,35kms−1Mpc−1 e q0 = −0,15, indicados por
um ponto no centro da elipse. O qui-quadrado mínimo é χ2

min. = 1116,39.
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Fonte: O autor (2024)

Utilizamos esta expressão (3.43) e os 1048 dados observacionais [126] para construir a Fi-
gura 10 e obter os valores de H0 e q0, que melhor se ajustam aos dados observacionais. Estes va-
lores estão identificados no centro da elipse da Figura 10, indicando H0 = 68,35kms−1Mpc−1,
q0 = −0,15 e χ2

min. = 1116,39, com os contornos correspondendo as regiões de confiança
1σ (68,3%), 2σ (95,4%) e 3σ (99,7%). O leitor pode consultar a referência [137], que possui
esta mesma análise detalhadamente com código desenvolvido em Python para a obtenção dos
valores de melhor ajuste da constante de Hubble e do parâmetro de desaceleração, bem como
para a obtenção das curvas de confiança mostradas na Figura 10 e comparar os resultados.
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3.6 Problema da planura e o modelo inflacionário

O problema da planura está relacionado ao fato do Universo com valor de parâmetro densi-
dade atual, Ω0 = Ω

(m)
0 +Ω

(Λ)
0 ≈ 1, equivalente Ω

(k)
0 ≈ 0, apresentar-se como algo “não natural”.

Para entender este problema, partiremos da seguinte equação:

ρ̇
(i) =−3

(
ρ
(i)+ p(i)

) ȧ
a

, (3.44)

em que (3.44) é obtido da conservação da energia e momento do fluido perfeito, com densidade
de energia ρ(i) e pressão p(i) = ω(i)ρ(i), onde i = m,r,Λ, são as componentes de matéria, radi-
ação e constante cosmológica, respectivamente. Portanto, encontramos os seguintes resultados
para densidade de energia [16]:

ρ
(m) ∝ a−3 , para ω

(m) = 0 (matéria) . (3.45)

ρ
(r) ∝ a−4 , para ω

(r) =
1
3

(radiação) . (3.46)

ρ
(Λ) = constante , para ω

(Λ) =−1 (constante cosmológica) . (3.47)

Conforme a definição do parâmetro densidade de curvatura (3.12),

Ω
(k) ≡− k

H2a2 , (3.48)

com valor observacional [123]:

Ω
(k)
0 = 0,0005±0,004 . (3.49)

Isto significa que |Ω(k)
0 |< 1. Podemos obter a seguinte relação:

|Ω(k)|=
∣∣∣∣− k

H2a2

∣∣∣∣= ∣∣∣∣− k
H2a2

H2
0a2

0

H2
0 a2

0

∣∣∣∣= ∣∣∣Ω(k)
0

∣∣∣ H2
0

H2a2 <
H2

0
H2a2 , (3.50)

onde temos usado a0 = 1. Vamos analisar a expressão (3.50) na era de domínio da radiação,
com ρ(r) ∝ a−4. Segundo a equação de Friedmann (3.9), escrevemos:

H2a2 =
8πG

3
ρa2 − k . (3.51)

Para o caso que o Universo está na fase de domínio da radiação, temos:

H2a2 ∝ a−2 . (3.52)

Portanto, a expressão (3.50), torna-se:∣∣∣Ω(k)
∣∣∣= ∣∣∣Ω(k)

0

∣∣∣a2 . (3.53)

Se considerarmos a era de Planck (dominada por radiação), z = 1032 na relação (3.53),
encontramos ∣∣∣Ω(k)

∣∣∣< 10−60 . (3.54)

O tempo de Planck é o mais distante que podemos extrapolar nossa teoria clássica e 10−60

é algo realmente próximo de zero. O problema aqui é que se por alguma razão Ω(k) ∼ 10−59 na
era de Planck, então Ω

(k)
0 seria dez vezes maior e em completo desacordo com a observação.
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Uma proposta que visa resolver o problema da planura foi apresentada por Alan Guth [9],
baseada na seguinte ideia: considere a equação (3.44) e H constante, ou seja, Ω(k) ∝ a−2.
Assim, se antes da era dominada pela radiação o Universo primitivo experimentou uma fase em
que H é constante, isso poderia explicar por que Ω(k) é tão pequeno. Esta fase primordial com
H constante, ou quase constante, é a inflação.

A inflação deve ocorrer em uma fase primordial da evolução, antes da dominação da ra-
diação, para não conflitar com as previsões bem-sucedidas do modelo do Big Bang quente.
Veremos quantitativamente como a inflação pode resolver o problema da planura. Suponha
que:

|k|
a2

f H2
f
=

|k|
a2

I H2
I

e−2N ≈ e−2N , (3.55)

onde o índice I denota o início da inflação e o índice f o final da inflação, com o fator de escala
crescendo por um fator eN. O número N é chamado número de e-folds. Portanto, temos:∣∣∣Ω(k)

0

∣∣∣= |k|
H2

0
=

|k|
a2

f H2
f

(
a f H f

H0

)2

≈ e−2N
(

a f H f

H0

)2

. (3.56)

Portanto, para se ter |Ω(k)
0 |< 1, precisamos que

a f H f

H0
< eN . (3.57)

Para estimar a razão no lado esquerdo de (3.57), supomos que a inflação termine na época
de domínio da radiação. Então, de acordo com (3.13), temos:

H2
f ≈ H2

0
Ω

(r)
0

a4 , (3.58)

e assim

a f ≈
(

Ω
(r)
0

)1/4
√

H0

H f
. (3.59)

Após substituir (3.59) em (3.57), encontramos

eN >
(

Ω
(r)
0

)1/4
√

H f

H0
=
(

Ω
(r)
0

)1/4
(

ρ f

ρ0

)1/4

, (3.60)

onde ρ f é a densidade de energia no final da inflação, mas uma vez que H é constante durante a
fase de inflação, então ρ f é denominado apenas de densidade de energia da inflação.

Para a escala de Planck, ρ = 5,1×1096 kg/m3, ρ0 ∝ 10−25kg/m3 e Ω
(r)
0 ∝ 10−5 [16], temos

eN > 1029 ⇒ N > 68 . (3.61)

Conforme a equação (3.55), também podemos obter o número de e-folds pela relação,

N = ln
(

a f

aI

)
. (3.62)

Usamos o fato que, HI = H f = constante, durante a fase inflacionária.
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Existe um efeito interessantes e importante que pode ter ocorrido no início do Universo,
apenas algumas ordens de magnitude depois do tempo de Planck e diz respeito à dinâmica do
Universo primordial.

Alguns modelos da teoria quântica de campos que tentam unificar as interações eletrofracas
e fortes, prediz que em temperaturas muito altas, o estado do equilíbrio térmico do campo quân-
tico irá submeter-se a uma transição de fase. Nestes modelos, se ocorrer “super-resfriamento”,
pode haver uma importante contribuição do “vácuo”, da forma −Λgµν , no qual Λ ≫ 1 é uma
constante positiva, para o tensor energia-momento Tµν , do campo. Assim, o Universo pri-
mordial pode ter passado por uma fase em que a dinâmica era a mesma que ocorreria em um
Universo vazio com uma constante cosmológica grande e positiva. Portanto, se esses modelos
estiverem corretos, então, como foi sugerido inicialmente por Alan Guth [9], poderia ter havido
um regime inflacionário no Universo primordial, onde o Universo era aproximadamente uma
solução de Sitter (deS) (que discutiremos no capítulo 4) e se expande muito rapidamente.
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4 O ESPAÇO-TEMPO DE DE SITTER

Neste capítulo abordaremos o espaço-tempo de de Sitter(deS). Uma descrição inicial da ge-
ometria clássica, é apresentada na seção 4.1, para o espaço-tempo d-dimensional. Em seguida,
na seção 4.2 mostramos a relação da constante cosmológica com o comprimento de deS. Abor-
damos na seção 4.3 as métricas para os espaços de deS: aberto, fechado e plano. Por último, na
seção 4.4 discutimos a termodinâmica do espaço-tempo de deS.

4.1 A geometria clássica do espaço-tempo de deS

A esfera d-dimensional Sd de raio L é definida como o conjunto de todos os pontos
(
X1,X2, ··

·,Xd+1) no espaço euclidiano (d + 1)-dimensional, Ed+1, com o elemento de linha ds2 =(
dX1)2

+
(

dX2)2
+ · · ·+

(
dXd)2

+
(

dX (d+1)
)2

, satisfazendo(
X1)2

+
(
X2)2

+ · · ·+
(

Xd
)2

+
(

X (d+1)
)2

= L2 . (4.1)

De forma análoga, vamos definir o espaço-tempo de deS d-dimensional (deSd) com escala
de comprimento L, como o conjunto de todos os pontos

(
X0,X1, · · ·,Xd) no espaço-tempo

minkowskiano (d +1)-dimensional, Md,1, que corresponde ao espaço

ds2 =−
(

dX0)2
+
(

dX1)2
+
(

dX2)2
+ · · ·+

(
dXd

)2
, (4.2)

satisfazendo

−
(
X0)2

+
(
X1)2

+
(
X2)2

+ · · ·+
(

Xd
)2

= L2 . (4.3)

Neste caso, renomeamos Xd+1 por X0 e o tornamos coordenada temporal. Assim, o espaço-
tempo de deS é uma espécie de versão minkowskiana da esfera imersa no espaço-tempo de
Minkowsk.

Esta mudança de sinal faz toda a diferença: em um dado X0, as coordenadas espaciais(
X1,X2, · · ·,Xd) forma uma esfera (d − 1)-dimensional Sd−1 definida por

(
X1)2

+
(
X2)2

+ · ·
·+
(
Xd)2

= L2 +
(
X0)2. Topologicamente, o espaço-tempo de deS é então R× Sd−1: com a

coordenada temporal X0 indo de (−∞) à (+∞), o raio
√

L2 +(X0)
2 de Sd−1 iniciando no infi-

nito, contraindo a um valor mínimo L, e então expandindo novamente para o infinito. No plano(
X0 −Xd), temos uma hiperbola, e então deSd pode também ser considerado um hiperboloide

de rotação.

4.2 Espaços maximamente simétricos

Conforme a teoria geral de espaços maximamente simétricos [124], o tensor de curvatura
de Riemann Rabcd deve ser dado por

Rabcd = K (gacgbd −gadgbc) , (4.4)

onde K é uma constante (Aqui, os índices latinos tomam valores no intervalo a= 0,1, · · ·,d−1).
Considerando que nossas coordenadas em deSd possuam dimensões de comprimento, e que gab
é definido para ser sem dimensão. Então, por análise dimensional, devemos ter:
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Rabcd =
1

L2 (gacgbd −gadgbc) . (4.5)

O tensor de Ricci, o escalar de curvatura e o tensor de Einstein, são obtidos pela contração de
índices em (4.5). Assim, temos

gaeRe
bcd =

1
L2 (gacgbd −gadgbc) ,

gacgaeRe
bcd =

1
L2 (g

acgacgbd −gacgadgbc) ,

δ
c
e Re

bcd =
1

L2 (δ
a
a gbd −δ

a
b gad) ,

Rc
bcd =

1
L2 (dgbd −gbd) ,

Rbd =
(d −1)gbd

L2 .

(4.6)

O escalar de curvatura será

R = gbdRbd =
(d −1)

L2 gbdgbd =
(d −1)

L2 δ
b
b =

d(d −1)
L2 . (4.7)

Por fim, o tensor de Einstein

Gab ≡ Rab −
1
2

gabR =−(d −1)(d −2)gab

2L2 . (4.8)

Observando que as equações (4.5) – (4.8) são igualdades entre tensores, eles são válidos em
todos os sistemas de coordenadas.

Constatamos da equação (4.8) que o espaço-tempo de deS é uma solução das equações de
campo de Einstein Gab =−Λgab [16], com uma constante cosmológica positiva dada por

Λ =
(d −2)(d −1)

2L2 . (4.9)

Para d = 4, temos Λ = 3/L2.
Na presença da constante cosmológica, a equação de Friedmann (3.9) passa a ser escrita

como:

H2 +
k
a2 −

Λ

3
=

8π G
3

ρ . (4.10)

Na ausência de matéria/energia ordinárias (ρ = 0), as soluções de (4.10) dependem dos valores
de k, ou seja, k = 0,±1. Assim, temos

a(t) =eHt , para (k = 0) , (4.11)
a(t) =cosh(Ht) , para (k =+1) , (4.12)
a(t) =sinh(Ht) , para (k =−1) , (4.13)

onde H =
√

Λ/3 é o parâmetro de Hubble. Portanto, a métrica de FLRW (3.1) como solução
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das equações de campo de Einstein na presença de Λ, é escrita na forma:

ds2 =−N2(t)dt2 + e2Ht (dx2 +dy2 +dz2) , para (k = 0) , (4.14)

ds2 =−N2(t)dt2 + cosh2(Ht)
{

dr2

1− r2 + r2 dΩ
2
2

}
, para (k =+1) , (4.15)

ds2 =−N2(t)dt2 + sinh2(Ht)
{

dr2

1+ r2 + r2 dΩ
2
2

}
, para (k =−1) . (4.16)

Podemos resumir estas três métricas, com curvatura constante, na seguinte expressão:

ds2 =−N2(t)dt2 +a2(t)
{

dr2

1− kr2 + r2 dΩ
2
2

}
, (4.17)

onde k =+1,0,−1 para os casos fechado, plano e aberto, respectivamente. A forma de a(t) irá
depender do valor de k, como podemos verificar em (4.14)–(4.16).

Estas equações revelam que o modelo de deS é apenas um modelo obedecendo às equações
de Einstein (com Λ ̸= 0) no qual expande continuamente [4].

4.3 Espaço-tempo de deS 5-dimensional

Vamos retornar ao espaço-tempo de deS e escrever a métrica (4.2) em 4+ 1 dimensões.
Assim, temos

ds2 =−
(

dX0)2
+
(

dX1)2
+
(

dX2)2
+
(

dX3)2
+
(

dX4)2
. (4.18)

Considerando os seguintes conjuntos de coordenadas planas (t,r,θ ,ϕ), definidas por

(plano) =


X0 = L

(
sinh(t)+ r2et

2

)
,

X i = Lretω i ,

X4 = L
(

cosh(t)− r2et

2

)
.

(4.19)

(fechado) =


X0 = Lsinh(t) ,

X i = Lr cosh(t)ω i ,

X4 = L
√

1− r2 cosh(t) .

(4.20)

(aberto) =


X0 = L

√
1+ r2 sinh(t) ,

X i = Lr sinh(t)ω i ,

X4 = Lcosh(t) .

(4.21)

onde i = 1,2,3, com ω1 ≡ sin(θ)cos(ϕ), ω2 ≡ sin(θ)sin(ϕ) e ω3 ≡ cos(θ). Substituindo
(4.19) – (4.21) em (4.18), encontramos:

ds2 =− dt2 + e
2t
L
{

dr2 + r2 dΩ
2
2
}

, para a Eq. (4.19) , (4.22)

ds2 =− dt2 + cosh2
( t

L

){ dr2

1− r2

L2

+ r2 dΩ
2
2

}
, para a Eq. (4.20) , (4.23)

ds2 =− dt2 + sinh2
( t

L

){ dr2

1+ r2

L2

+ r2 dΩ
2
2

}
, para a Eq. (4.21) , (4.24)
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onde fizemos a mudança t → t/L e r → r/L em (4.22) – (4.24). Comparando essas métricas com
(4.14) – (4.16), observamos que o Universo na presença da constante cosmológica é descrito
por uma métrica de deS com o parâmetro de Hubble igual ao inverso do comprimento de deS,
H = 1/L. Portanto, constatamos, por exemplo, que o espaço-tempo de deS plano descreve um
Universo expandindo exponencialmente induzido por uma constante cosmológica positiva.

Intuitivamente, um Universo formado por uma flutuação quântica deve ser extremamente
pequeno, tendo um tamanho linear de comprimento de Planck. Isso foi inicialmente um grande
desafio, pois não estava claro como criar o enorme Universo em que vivemos a partir do modelo
cosmológico de um pequeno Universo quântico compacto. Com o surgimento de teorias infla-
cionárias nas quais o Universo passa por uma fase deS de crescimento exponencial, o dilema
desapareceu. Todas as escalas no Universo são expandidas por um fator gigantesco exp(Ht)
como resultado da inflação, onde H é a taxa de expansão constante e t é a duração da fase
inflacionária.

4.4 Termodinâmica do espaço-tempo de deS

A noção de temperatura é bem definida no caso do espaço-tempo de deS pois o horizonte de
deS também irradia como um corpo negro [138]. Vamos nesta seção escrever as equações de
Einstein em uma forma análoga à equação T dS− dE = PdV , e assim obter a entropia e energia
para um espaço-tempo de deS. A partir de agora, usarei unidades com h̄ = c = kB = 1.

Considerando a seguinte métrica para espaços-tempos simetricamente esféricos [16]

ds2 = f (r)dt2 − f (r)−1 dr2 − r2 (dθ
2 + sin2

θ dϕ
2) , (4.25)

com um f (r) geral determinado pelas equações de Einstein.
Esta métrica irá satisfazer as equações de Einstein, desde que o tensor momento da fonte

tenha a forma:

T t
t =T r

r =
ε(r)
8πG

, (4.26)

T θ
θ =T ϕ

ϕ =
µ(r)
8πG

, (4.27)

onde ε(r) e µ(r) são funções correlacionadas, que serão definidas posteriormente. A igualdade
em (4.26) surge de nossa consideração g00 = (−1/g11). A igualdade (4.27) surge da simetria
esférica. Para a métrica (4.25), as equações de Einstein reduzem-se às seguintes equações:

1
r2 (1− f )− f ′

r
=ε , (4.28)

∇
2 f =−2µ . (4.29)

Considerando algum ε(r), a solução de (4.28) é

f (r) = 1− L
r
− 1

L

∫ r

L
ε(r)r2 dr , (4.30)

com L sendo uma constante de integração e µ(r) é fixado por ε(r), fazendo

∇
2 f =

1
r

∂ 2

∂ r2 (r f )+
1
r2

∂

∂θ

[
sinθ

∂ f
∂θ

]
+

1

(r sinθ)2
∂ 2 f
∂ϕ2 =−2µ . (4.31)

Portanto, encontramos
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µ(r) = ε +
rε ′(r)

2
. (4.32)

Escolhemos a constante de integração L em (4.30), tal que f (r) = 0 em r = L, de forma que
esta superfície é um horizonte.

Podemos verificar que: (i) ε = 0 implica µ = 0 e conduz ao espaço-tempo de Schwarzschild
[16]; (ii) ε = ε0 = constant implica que µ = ε0 e T b

a ∝ diag(ε0,µ0,µ0,µ0), e consequentemente

f (r) = 1− L
r
− ε0L3

3r
− ε0r2

3
. (4.33)

Isto representa o espaço-tempo de Schwarzschild-de Sitter [139] e quando L = 0, a métrica
reduz-se a do espaço-tempo de deS; (iii) ε =

(
Q2/r4)+ ε0 conduz µ = −

(
Q2/r4)+ ε0 que

corresponde a métrica de Reissner-Nordstron-de Sitter [16].
Considerando r = L na equação (4.28), temos

f ′(L)L
2

− 1
2
=−ε(L)L2

2
. (4.34)

Agora é possível fazer uma interessante análise desta equação que irá permitir encontrar a en-
tropia e a energia. Multiplicando a equação (4.34) por dL e usando ε = 8πT r

r , temos:

f ′(L)
4π

d
(

4πL2

4G

)
− d

(
L

2G

)
=−T r

r (L)[4πL2]dL . (4.35)

O primeiro e o segundo termo no lado esquerdo de (4.35) possuem as seguintes formas:
T dS e dE, respectivamente. O termo do lado direito tem a estrutura de PdV , com P = −T r

r e
dV = 4πL2 dL, com sua integral V = (4π/3)L3, chamado de ‘volume’, é o volume relevante
para a análise. Portanto, encontramos a expressão para a entropia SdeS e a energia EdeS (quando
f ′(L)> 0) por ser:

SdeS =
4πL2

4G
=

AdeS

4G
, (4.36)

EdeS =
L

2G
=

(
AdeS

16πG

)1/2

. (4.37)

No caso do buraco negro de Schwarzschild com L = 2MG, a energia (4.37) será E = M, como
é esperado.

Em 1977, Gibbons e Hawking [140] mostraram que a radiação térmica emana do horizonte
deS, similar à radiação que emana do horizonte de Schwarzschild e à radiação vista por um ob-
servador acelerado. A física subjacente a cada um desses três casos é bem similar: a flutuação
quântica produz um par partícula-antipartícula próximo ao horizonte (o horizonte de Schwarzs-
child, o horizonte de Rindler e o horizonte deS, conforme o caso), com um deles desaparecendo
sobre o horizonte, para nunca ser visto pelo observador. O outro membro do par é observado
como radiação térmica [124].

A noção de temperatura é bem definida no caso do espaço-tempo deS, uma vez que o ho-
rizonte deS também irradia como um corpo negro; temos T = 1/2πL, onde L é o raio do
horizonte deS [138, 141]. Ao longo dos anos, físicos teóricos se aprofundaram nesse contexto,
descobrindo uma rica variedade de relações que entrelaçam temperatura termodinâmica, teoria
quântica de campos e as propriedades geométricas dos horizontes. Essas descobertas consolida-
ram o papel da termodinâmica no estudo de sistemas gravitacionais e abriram novos caminhos
para explorar a natureza quântica do próprio espaço-tempo [142].
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5 QUANTIZAÇÃO CANÔNICA DA RELATIVIDADE GERAL

Este capítulo é destinado ao processo de quantização canônica da RG. Demonstramos na
seção 5.1 a importância da escala de Planck na teoria quântica da gravitação e posteriormente
apresentamos, na seção 5.2, o caminho de quantização do superespaço, seguindo o procedi-
mento de Dirac, que consiste em quantizar os vínculos associados a teoria. No mesmo caminho,
apresentamos na seção 5.3, a quantização do minisuperespaço. Também discutiremos neste ca-
pítulo as interpretações e dificuldades que existem no processo de quantização da gravidade.
Como uma alternativa para estas dificuldades, discutimos na seção 5.4 a aproximação WKB
para a equação Wheeler-DeWitt.

5.1 Escala de Planck

Uma maneira de compreender a escala de Planck e sua importância na gravitação quântica,
é através da comparação entre as intensidades das forças gravitacional e forte, mais especifica-
mente, das suas constantes de estrutura fina αG e αs, respectivamente [143].

O valor da constante de estrutura fina da força forte é aproximadamente igual à unidade,
αs ≃ 1. No entanto, a constante de estrutura fina gravitacional é muito menor, αG ≃ 10−38.
Este valor de αG é obtido pela expressão:

αG =
Gm2

pr

h̄ c
, (5.1)

onde mpr é a massa do próton [7], com energia da ordem de 1GeV. Existe uma escala de energia
na qual αG ≃ 1, que é a escala de Planck.

A escala de Planck demostra ser importante para a consideração da gravitação quântica, e
vale a pena analisar brevemente seu significado físico. Para isto, utilizaremos um resultado da
Mecânica Clássica, que mostra a velocidade de escape para um corpo sujeito a gravidade, de
uma região esférica é:

v =

√
2Gm

R
. (5.2)

Se consideramos em (5.2), a velocidade igual à velocidade da Luz, ou seja, v = c, temos que o
raio dessa região será

R =
2Gm

c2 . (5.3)

Como nenhum corpo consegue viajar com velocidade maior que a velocidade da Luz, temos
que esse raio corresponde a uma região com um campo gravitacional que nem mesmo a luz
consegue escapar. Denominamos esse raio de, raio de Schwarzschild ls = 2Gm/c2. A gravi-
tação é predominante e importante para a sua estrutura quando o raio é da ordem do raio de
Schwarzschild.

Por outro lado, a mesma região se comporta segundo as leis da MQ em escala da ordem do
seu comprimento de Compton lc = h̄/mc. Assim, vemos que existe uma massa no qual ls = lc,
ou seja, onde a gravitação será tão importante quanto a MQ para descrever a física dessa região.
Denominamos essa massa, de massa de Planck mP, cuja expressão é:

mP =

√
h̄ c
G

≃ 2,2×10−8 kg . (5.4)
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Temos que para essa massa de Planck mP, a energia é da ordem de E ≃ 1019 Gev. Para essa
energia temos αG ≃ 1. Portanto, a intensidade da força gravitacional é tão necessária, quanto a
intensidade da força forte. Logo, devemos ter uma teoria quântica da gravitação para explicar
condizentemente todos os processos físicos nessa escala de energia.

Para essa massa de Planck mP, definimos o comprimento de Planck lP. Substituindo o valor
de mP da equação (5.4) no raio de Schwarzschild, encontramos:

lP =
GmP

c2 =

√
h̄G
c3 ≃ 1,6×10−35 m . (5.5)

Considerando que o universo expande a uma velocidade igual à velocidade da luz c, temos o
tempo de Planck tP, definido como:

tP =
lP
c
=

√
h̄G
c5 ≃ 5,4×10−44 s . (5.6)

A Era de Planck corresponde ao intervalo de tempo do universo, que inicia no Big-Bang (t = 0)
e vai até t ≤ tP = 10−44 s. Neste intervalo de tempo, a teoria da RG deve ser substituída por uma
teoria quântica da gravitação, onde as quatro interações fundamentais estão unificadas.

5.2 Quantização de Dirac do superespaço

Nosso ponto de partida é o formalismo canônico introduzido nas seções 2.2 e 2.3. Sua ca-
racterística fundamental é a existência dos vínculos super-hamiltoniano (2.77) e supermomento
(2.78). A primeira pergunta que devemos responder é: como conduzir estes vínculos em uma
teoria quântica? Em geral, temos duas escolhas: podemos quantizar primeiro os vínculos e en-
tão impor aos vínculos condições sobre as funções de onda (quantização de Dirac), ou podemos
primeiro eliminar os vínculos para obter um espaço de fase clássico (quantização do espaço de
fase reduzido). Os dois métodos foram aplicados a modelos simples e constatados por serem
não equivalentes [144–147]. Não há, infelizmente, nenhuma razão convincente para preferir
um ou outro para gravidade quântica.

De acordo com o procedimento de quantização de Dirac da gravidade, que corresponde em
realizar a quantização dos vínculos (2.77) e (2.78), é necessário seguir os seis passos apresen-
tados adiante [148], para construir com êxito uma teoria quântica da gravitação:

(1) Construir um espaço de estado F, constituído de operadores hermitianos Ĥ e de uma
coleção adequada de funções de onda. Este espaço corresponde a uma representação apropriada
para as variáveis dinâmicas, no qual elas poderão atuar como operadores. Nós consideramos a
representação de Schrödinger, no qual os operadores atuam em funções de onda definidas em
F.

(2) Identificar as variáveis dinâmicas e seus momentos, de tal forma que os parênteses de Pois-
son são trocados por comutadores, da seguinte maneira:

V3 =
{

V1,V2
}
→ V̂3 =− i

h̄

[
V̂1,V̂2

]
. (5.7)

Os parênteses de Poisson são fundamentais, pois os vínculos (2.77) e (2.78) só poderão ser
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utilizados após calcular todos os parênteses de Poisson em que estivermos interessados, ou seja,{
N(x, t),ΠN(y, t)

}
=δ

(3)(x− y) , (5.8){
Na(x, t),Πb(y, t)

}
=δ

b
a δ

(3)(x− y) , (5.9){
hab(x, t),Πcd(y, t)

}
=

1
2

(
δ

c
a δ

d
b +δ

d
a δ

c
b

)
δ
(3)(x− y) , (5.10){

Φ(x, t),ΠΦ(y, t)
}
=δ

(3)(x− y) . (5.11)

onde δ (3)(x− y) é a função delta. Os comutadores associados as equações (5.8)–(5.11), são:[
N̂(x, t),Π̂N(y, t)

]
= ih̄δ

(3)(x− y) , (5.12)[
N̂a(x, t),Π̂b(y, t)

]
= ih̄δ

b
a δ

(3)(x− y) , (5.13)[
ĥab(x, t),Π̂cd(y, t)

]
= i

h̄
2

(
δ

c
a δ

d
b +δ

d
a δ

c
b

)
δ
(3)(x− y) , (5.14)[

Φ̂(x, t),Π̂Φ(y, t)
]
= ih̄δ

(3)(x− y) . (5.15)

Aqui, as variáveis dinâmicas e os momentos conjugados são promovidos a operadores, como
segue:

N̂ :=N , Π̂N :=−i
δ

δN
, (5.16)

N̂a :=Na , Π̂
a :=−i

δ

δNa
, (5.17)

ĥab :=hab , Π̂
ab :=−i

δ

δhab
, (5.18)

Φ̂ :=Φ , Π̂Φ :=−i
δ

δΦ
. (5.19)

(3) Definir os operadores Ĥa e Ĥ , atuando no espaço F, que corresponde as quatro primeiras
classes de vínculos Ha ≈ 0 e H ≈ 0 da teoria clássica.

(4) A implementação das relações (5.16) – (5.19) para que os estados físicos sejam aniquilados
pelos seguintes operadores

Π̂NΨ
[
N,Na,hab,Φ

]
=−i

δ

δN
Ψ
[
N,Na,hab,Φ

]
=0 , (5.20)

Π̂
a
Ψ
[
N,Na,hab,Φ

]
=−i

δ

δNa
Ψ
[
N,Na,hab,Φ

]
=0 , (5.21)

Ĥa

(
hab,Φ,−i

δ

δhab
,−i

δ

δΦ

)
Ψ
[
N,Na,hab,Φ

]
=0 , (5.22)

Ĥ

(
hab,Φ,−i

δ

δhab
,−i

δ

δΦ

)
Ψ
[
N,Na,hab,Φ

]
=0 . (5.23)

As primeiras duas equações (5.20) e (5.21) indicam que o estado físico não depende da função
lapse N, e do vetor shift Na. Assim, a função de onda física depende apenas da geometria
tridimensional e dos campos de matéria, ou seja,

Ψ
[
h,Φ

]
= ⟨h,Φ|Ψ⟩ . (5.24)
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A respeito disso, DeWitt seguiu a ideia de Wheeler que o funcional de onda deve ser determi-
nado sobre o superespaço de todas as geometrias tridimensionais possíveis. A equação (5.22),
ou vínculo momento, é interpretado como as condições no qual um funcional de onda é invari-
ante sob transformações de coordenadas da geometria tridimensional.

(5) Construir o subespaço físico Ffís do espaço de estado F, que permite definir um produto
interno ⟨Ψ|Ψ′⟩ sob o qual os estados |Ψ⟩ podem ser normalizados e os observáveis são hermi-
tianos. Este espaço F constituído com o produto interno normalizado é um espaço de Hilbert.

(6) Interpretar os estados físicos resultantes, bem como os operadores.

Seguindo esses seis passos de quantização canônica da gravidade, que consiste em quantizar
os vínculos (2.77) e (2.78), encontramos as seguintes equações [149]:

Ĥ Ψ[hab,Φ] =

[
−16πGh̄2Gabcd

δ

δhab

δ

δhcd
−

√
h

16πG
(3)R

+

√
h

2

(
− h̄2

h
δ 2

δΦ2 +hab
∇aΦ∇bΦ+2V (Φ)

)]
Ψ[hab,Φ] = 0 ,

(5.25)

Ĥ a
Ψ[hab,Φ] =2ih̄Db

δΨ[hab,Φ]

δhab
− ih̄hab

∇bΦ
δΨ[hab,Φ]

δΦ
= 0 . (5.26)

A equação (5.25) é a famosa equação de Wheeler-DeWitt (WDW) [8, 150]. De acordo com seu
próprio relato, DeWitt já havia formulado essa equação no início da década de 1960; veja [151].
Equações da forma Ĥ Ψ = 0, podem ser encontradas para a gravidade em [152, 153], mas sua
forma explícita não é fornecida.

A equação de WDW precisa de uma condição de contorno para ser resolvida, por exemplo,
o estado de Ψ[hab,Φ] em um instante inicial. Porém, não há dependência temporal na equação
de WDW, de fato não há, nem deve haver, um “tempo”, já que se Ψ[hab,Φ] deve descrever todo
o conteúdo do Universo, então o tempo deve “emergir” das soluções, e não ser uma variável
independente. Este e outros aspectos próprios da descrição quântica do Universo levaram a
uma longa discussão a respeito da condição inicial. A proposta de Hartle-Hawking, aparente-
mente consistente com a abordagem geral, é que não haja de fato “contorno” nenhum para o
Universo [154]. Por outra parte, outras propostas foram colocadas, por exemplo, a de Vilenkin
que contempla uma função de onda que se propaga para longe da origem [155].

5.3 Quantização de Dirac do minisuperespaço

Aplicaremos o procedimento de quantização de Dirac para modelos de minisuperespaço
[107]. Adotando a representação de Schröndiger, temos:

Φ̂ :=Φ ; N̂ := N ; N̂a := Na ; γ̂ab := γab , (5.27)

π̂Φ :=− ih̄
∂

∂Φ
; π̂N :=−ih̄

∂

∂N
; π̂

a :=−ih̄
∂

∂Na
; π̂

ab :=−ih̄
∂

∂γab
, (5.28)

com as seguintes relações de comutação canônicas:[
Φ̂, π̂Φ

]
= ih̄ ;

[
N̂, π̂N

]
= ih̄ ;

[
N̂a, π̂

a]= ih̄ , (5.29)[
γ̂ab, π̂

cd
]
= i

h̄
2

(
δ

c
a δ

d
b +δ

c
b δ

b
a

)
= ih̄δ

cd
ab . (5.30)
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Equivalentemente, no lugar de
(
γab,Φ,πab,πΦ

)
podemos usar as coordenadas qA e a correspon-

dente representação para os momentos pA definido por

qA :=µ
Aâb̂

γâb̂(t) , (5.31)

pA :=µ
Aâb̂

πâb̂ , â, b̂ = 1,2,3,Φ , (5.32){
qA, pB

}
=δ

A
B , A,B = 1,2,3, · · ·,7 , (5.33)

onde γâb̂ := (γab,Φ), πâb̂ := (πab,πΦ), γΦΦ(t) := Φ(t), πΦΦ := πΦ e

µ
Aâb̂ = µAâb̂ :=


1√
2

, para â ̸= b̂ ̸= Φ ,

1 , para â = b̂ ,

0 , se(â, b̂)não corresponder a A .

(5.34)

Os valores de A acima correspondem aos pares

(1,1) , (2,2) , (3,3) , (1,2) , (1,3) , (2,3) , (Φ,Φ) . (5.35)

Podemos reescrever o vínculo hamiltoniano (2.96) na seguinte forma

H =
16πG
vol(Σ)

fAB pA pB + vol(Σ)U(qA) , (5.36)

onde

[
fAB
]

:=

(
µAabµBcd fabcd 0

0
√
− f

32πG

)
, a,b = 1,2,3 , (5.37)

é a minisupermétrica nas coordenadas qA, com a forma matricial de fabcd escrito como

[
f abcd

]
=


f 1111 f 1122 f 1133 f 1112 f 1123 f 1113

f 2211 f 2222 f 2233 f 2212 f 2223 f 2213

f 3311 f 3322 f 3333 f 3312 f 3323 f 3313

f 1211 f 1222 f 1233 f 1212 f 1223 f 1213

f 2311 f 2322 f 2333 f 2312 f 2323 f 2313

f 1311 f 1322 f 1333 f 1312 f 1323 f 1313

 . (5.38)

Para calcular cada componente na matriz da minisupermétrica, utilizamos a equação (2.89).
O segundo termo do lado direito de (5.36) é o potencial, dado por:

U(qA) :=− 1
32πG

√
− f

(3)R(qA)+
1

2
√
− f

V (q7) , (5.39)

e

f := det
[

f abcd
]
=− 1

4γ
. (5.40)

onde γ é o determinante da métrica γab. Para provar esta última relação (5.40), assumiremos
uma forma diagonal para a métrica de Σ como

[
γ

ab
]

:=

 u−2 0 0
0 v−2 0
0 0 w−2

 , γ := det
[
γ

ab
]
=

1

(uvw)2 . (5.41)
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Então

[
f abcd

]
=


0 −uv

w −uw
v 0 0 0

−uv
w 0 −vw

u 0 0 0
−uw

v −vw
u 0 0 0 0

0 0 0 uv
2w 0 0

0 0 0 0 vw
2u 0

0 0 0 0 0 uw
2v

 . (5.42)

que nos leva a relação (5.40). Também, se introduzirmos dois índices constantes como Cc
ab =

εabdCdc, então o vínculo momento (2.97) pode ser escrito da seguinte forma:

Ha = 2γmcCc
anπ

mn = 2εandµAmcµ
Bdc

µ
CmnCBqA pC , (5.43)

onde definimos CB := µBmnCmn.
Na representação de Schrödinger, temos:

q̂A := qA , p̂A :=−ih̄
∂

∂qA ,
[
q̂A, p̂B

]
= ih̄δ

A
B . (5.44)

Para obter a versão quântica do vínculo hamiltoniano, vamos primeiro considerar a parte ciné-
tica de (5.36) e realizar a seguinte substituição

fAB pA pB →−□=−h̄2
∇

2
LB :=− h̄2

√
−f

∂A

(
fAB√−f∂B

)
, (5.45)

onde □ é o d’alembertiano, ∇LB é a generalização covariante do operador de Laplace e ∇2
LB é o

operador Laplace-Beltrami. É importante notar que a dependência da métrica do minisuperes-
paço nas coordenadas locais do minisuperespaço leva a um problema não trivial de ordenação
de operadores na equação WDW resultante. No entanto, esta questão pode ser resolvida de
alguma forma garantindo que o processo de quantização seja covariante no minisuperespaço.
Isto significa que não deve ser afetado por transformações gerais de coordenadas no minisupe-
respaço.

5.4 Aproximação WKB

O método WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) é uma técnica para se obter soluções apro-
ximadas em MQ [156]. Em um nível formal, isso também pode ser realizado para as equações
(5.25) e (5.26). Primeiramente na ausência de campos/matéria, consideramos o ansatz [7]:

Ψ[hab] =C[hab]exp
(

i
h̄

S[hab]

)
, (5.46)

onde C[hab] é uma amplitude de variação lenta e S[hab] é uma fase variando rapidamente. Isto
corresponde a,

Π
ab −→ δS

δhab
, (5.47)
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que é a relação clássica para o momento canônico, e de (5.25) e (5.26) encontramos as equações
aproximadas

16πGGabcd
δS

δhab

δS
δhcd

−
√

h
16πG

(3)R =0 , (5.48)

Da
δS

δhab
=0 . (5.49)

A equação (5.48) é a equação Hamilton-Jacobi para o campo gravitacional. A equação (5.49)
expressa novamente o fato que S[hab] é invariante sob transformações de coordenadas. As
equações (5.48) e (5.49) são completamente equivalentes às equações de campo de Einstein
[157].

A aproximação semiclássica e também a função de onda WKB são métodos importantes no
contexto da CQ, pois permitem obter soluções aproximadas das equações diferenciais, no qual
não possuem soluções analíticas. Além disso, a aproximação semiclássica é empregada para
evitar as ambiguidades decorrentes de problemas de ordenação de operadores na equação de
WDW, bem como problemas na formulação da integral de caminho da função de onda. A função
de onda WKB é mais adequada para aproximar a função de onda no regime semiclássico [158].

Na presença de campo/matéria, a função de onda WKB irá ser, genericamente, da forma [6]

Ψ ≃AeiB , (5.50)

onde a amplitude A e a fase B são funções de (hab,Φ, ...). Termos adicionais estarão presentes
em (5.48) e (5.49). Nestes casos, se não pudermos resolver as restrições de Hamilton-Jacobi
exatamente, o método de expansão de acoplamento fraco pode ser empregado [159].
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6 COSMOLOGIA QUÂNTICA

Neste capítulo abordaremos a Cosmologia Quântica (CQ), mais precisamente, a equação de
WDW para alguns modelos cosmológicos e suas possíveis soluções. Iniciamos na seção 6.1
com uma apresentação geral da construção da equação WDW no minisuperespaço. Na seção
6.3 abordaremos a quantização canônica do Universo de deS e o processo de tunelamento da
função de onda. Posteriormente, seção 6.5, aplicaremos a quantização canônica do Universo
de FLRW na presença de um campo escalar e sua solução no regime ‘slow roll’. Na seção 6.6
discutimos a quantização canônica do Universo de FLRW para o modelo ΛCDM e o comporta-
mento da função de onda. Na sub-seção 6.6.1 trataremos o caso de um Universo plano com um
único fluido perfeito e na sub-seção 6.6.2 consideramos um Universo dominado por matéria e
radiação.

6.1 CQ e a equação WDW

Na Cosmologia Clássica (CC), assumimos que a métrica do espaço-tempo e o(s) campo(s)
de matéria exibem homogeneidade e isotropia. Consequentemente, a função lapse é consi-
derada homogênea, denotada como N = N(t), enquanto a função shift recebe um valor zero,
Na = 0. Como resultado, o elemento de linha espaço-tempo (2.84) se reduz a:

ds2 =−N(t)2 dt2 + γ(t)hab(x)dxa dxb . (6.1)

Inserindo a forma restrita do elemento de linha (6.1) no funcional de ação ADM, obtém-se
a seguinte forma reduzida da ação [6]:

S[qA(t),N(t)] =
∫ { vol (Σ)

64πGN(t)
fAB(q)q̇Aq̇B − vol (Σ)N(t)U(q)

}
dt , A,B = 1,2, · · ·,n . (6.2)

Nesta equação, fAB denota a métrica de DeWitt reduzida do minisuperespaço n-dimensional
com assinatura (−,+, ...,+). Além disso, o potencial U(q), inclui o escalar de Ricci das hiper-
superfícies tridimensionais t = const. e o potencial dos campos de matéria. As coordenadas do
minisuperespaço qA podem incluir campos de matéria e componentes 3-métrica. Variação na
ação em relação a qA produz as equações de Euler-Lagrange

1
N

d
dt

( q̇A

N

)
+

1
N2

{A

CD

}
q̇Cq̇D =−fAB

∂BU(q) , (6.3)

onde
{A

CD

}
são os coeficientes de conexão (símbolos de Christoffel) determinados a partir da

métrica do minisuperespaço fAB (ver equação (2.89));{A

CD

}
=

1
2

fAE (fCE,D + fDE,C − fCD,E
)

. (6.4)

Além disso, numa variação em relação à função lapse N, obtém-se o vínculo hamiltoniano
(5.36) ou equivalentemente:

fABq̇Aq̇B +64πGN2(t)U(q) = 0 . (6.5)

Para garantir a consistência, é necessário que as Equações (6.3) e (6.5) sejam iguais as
componentes (00) e (i j) das equações completas de Einstein, respectivamente.
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Para definir o hamiltoniano, primeiro precisamos definir os momentos canônicos da maneira
usual, que é

pA =
∂L
∂ q̇A =

vol (Σ)
32πGN

fABq̇B . (6.6)

Isso nos leva ao hamiltoniano ADM canônico no minisuperespaço

HADM = N
(

16πG
vol (Σ)

fAB(q)pA pB + vol (Σ)U(q)
)
≡ NH , (6.7)

onde fAB é a inversa da métrica no minisuperespaço. A função lapse N serve como um multi-
plicador de Lagrange visando satisfazer o vínculo hamiltoniano H (5.36).

Na representação coordenada da quantização canônica, o processo envolve a incorporação
de uma função de onda, denotada como Ψ(q), que é independente do tempo e necessita da
condição de que seja tornada nula pelo operador associado ao referido vínculo hamiltoniano.
Como resultado, a equação WDW é obtida:{

− 16πG
vol (Σ)

□+ζR+ vol (Σ)U(q)
}

Ψ(q) = 0 , (6.8)

onde □ é o d’alembertiano (5.45), R é a curvatura da métrica do minisuperespaço fAB, e ζ

é uma constante arbitrária, diferente de zero apenas quando a dimensão do minisuperespaço
é maior que 2 [6]. O fator de ordenamento produzido é a origem do termo de curvatura do
minisuperespaço, denotado por R.

6.2 Condições iniciais na equação WDW

A equação WDW, assim como as equações diferenciais de problemas quânticos, possui
inúmeras soluções. Qualquer função de onda Ψ que satisfaça a equação WDW descreve um
possível estado quântico do universo. Para obter uma única solução, é preciso especificar al-
gumas condições de contorno (ou condições iniciais) no superespaço. Isto significa dizer que
qualquer tentava de aplicar a mecânica quântica a todo o Universo é necessário especificar as
condições iniciais e analisar algumas de suas soluções [160].

Dentro deste contexto, um estado particular para a função de onda é o estado fundamental
ou de excitação mínima. Este estado pode ser obtido utilizando o formalismo de integrais de
trajetórias (ou caminhos) de Feynman [161]. A importância desse método consiste em que as
condições iniciais impostas as soluções da equação WDW são traduzidas em restrições à classe
de variáveis que compõe a integral de trajetória. Além disso, temos que a função de onda do
Universo obtida através do formalismo de integral de trajetória é solução da equação WDW, ou
seja, os dois formalismo são equivalentes. O que observamos é que a equação de WDW é muito
difícil de resolver de forma exata, e por isso recorre-se ao formalismo de integral de trajetória.
Pode ocorrer também o uso em conjunto dos dois métodos, permitindo obter uma informação
mais precisa sobre a dinâmica quântica do Universo.

Utilizando o formalismo de integral de trajetória, a função de onda do Universo do estado
de excitação mínima é escrita como [162]:

Ψ[h( f )
ab ,Φ( f )] =

∫
C

δ [gµν ]δ [Φ]G
(
gµν ,Φ

)
. (6.9)

A soma é realizada na classe de trajetórias do superespaço que consistem em métricas quadridi-
mensionais gµν e campos de matéria Φ que correspondem aos argumentos da função de onda Ψ,
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ou seja, as trajetórias são limitadas pelos valores dos respectivos campos nas duas hipersuperfí-
cies inicial Σi e uma final Σ f . Na hipersuperfície inicial Σi os campos gµν e Φ devem satisfazer
certas condições iniciais, designadas de C, e devem também coincidir com os campos h( f )

ab , Φ( f )

definidos na hipersuperfície final Σ f . O termo G(gµν ,Φ) representa o propagador, ou seja, a
amplitude de probabilidade para uma transição até ao estado caracterizado por {h( f )

ab ,Φ( f )}.

6.3 CQ em deS

Nesta seção, aplicaremos a quantização canônica do minisuperespaço para um Universo
fechado de FLRW com uma constante cosmológica positiva no vácuo. Lembrando que a ação
de Einstein-Hilbert na presença da constante cosmológica é escrita da seguinte maneira [7],

SEH =
1

16πG

∫
M

d4x
√
−g(R−2Λ)+SGHY , (6.10)

onde SGHY é o termo de contorno de Gibbons–Hawking–York (2.41). Esta ação (6.10) conduz
a equação (4.8) para o espaço-tempo 4-dimensional.

Aqui, o espaço-tempo é homogêneo e isotrópico, com o elemento de linha dado por (4.17).
Portanto, podemos escrever (6.1) na forma:

ds2 =−N2(t)dt2 +a2(t)
{

dr2

1− kr2 + r2 dΩ
2
2

}
, (6.11)

onde

hab(x, t) = a2(t)hab(x) . (6.12)

Do mesmo modo, a ação ADM reduzida (6.2) será

SADM = Vk

∫ ( fABq̇Aq̇B

64πGN
−NU(q)

)
dt , (6.13)

onde Vk é o volume espacial da hipersuperfície tipo-espaço (3.4) e

U(q) =
2Λ− (3)R(q)

8πG
√
− f

, (6.14)

com f obtido através da relação (5.40). Seja qA e fAB determinados pelas equações (5.31) e
(5.37), respectivamente, no qual:

fAB = µAabµBcd f abcd , (6.15)

onde f abcd é determinado por (2.89). Após a substituição desses valores na ação (6.13), encon-
tramos:

SADM = Vk

∫ ( f abcd γ̇abγ̇cd

64πGN
+

N
√

γ

16πG

(
(3)R−2Λ

))
dt . (6.16)

Calculamos os escalar de curvatura (3)R para o elemento de linha (4.17), obtendo

(3)R = hbb(x, t) (3)Ra
bab =

6k
a2 . (6.17)
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A forma da métrica de DeWitt do minisuperespaço (2.89), indica que os únicos termos não
nulos na ação (6.16) são: f 1122, f 2211, f 1133, f 3311, f 2233 e f 3322. Logo, obtemos

SADM = Vk

∫ (−24aȧ2

64πGN
+

Na3

16πG

(
6k
a2 −2Λ

))
dt . (6.18)

Para o caso de curvatura constante positiva (k =+1), o volume Vk=1 é igual à 2π2 [6]. Portanto,
podemos escrever a ação ADM do minisuperespaço para um Universo de deS no vácuo com
uma geometria de curvatura constante positiva, por [163]:

SADM =
3π

4G

∫ (
− a(t)

N(t)
ȧ(t)2 +a(t)N(t)− Λ

3
N(t)a(t)3

)
dt . (6.19)

A hamiltoniana do minisuperespaço ADM para o Universo de deS com uma geometria de cur-
vatura constante positiva é então dado por [163]:

HADM = −N
{

1
3πm2

Pa(t)
π

2
a +

3πm2
P

4
a(t)

(
1− Λ

3
a(t)2

)}
, (6.20)

onde mP = 1/
√

G é a massa de Planck1, e

πa =−3πm2
P

2
a(t)ȧ(t)

N(t)
, (6.21)

é o momento conjugado ao fator de escala a(t).
A equação WDW para a função de onda do Universo de deS é obtida por conduzir o mo-

mento conjugado πa a um operador, que de acordo com a equação (5.45), possui o seguinte
ordenamento:

π
2
a = fAA pA pA −→− h̄2

√
−f

∂A

(
fAA√−f∂A

)
=−h̄2a−p d

da
ap d

da
, (6.22)

onde fAA = 1 e
√
−f = ap, com o parâmetro p representando a ambiguidade do fator de ordena-

mento [165]. Portanto, a equação WDW é reescrita como [164]{
−h̄2a−p d

da
ap d

da
+

(
3πm2

P
2

)2

a2
(

1− Λ

3
a2
)}

Ψ(a) = 0 . (6.23)

A impossibilidade de obter soluções analíticas da equação (6.23), nos leva a buscar uma
aproximação semiclássica, no qual o parâmetro p não afeta a função de onda neste regime. Para
observar isto, escrevemos a função de onda WKB (5.46) na forma:

Ψ(a) =C(a)exp
(
− i

h̄
S(a)

)
, (6.24)

com S(a) o funcional ação. Calculando a primeira e a segunda derivada de Ψ(a) em (6.24),
temos:

dΨ(a)
da

=

[
C′(a)− iC(a)

h̄
S′(a)

]
e−

i
h̄ S(a) ,

d2Ψ(a)
da2 =

[
−C(a)

h̄2

(
S′(a)

)2 − iC(a)
h̄

(
S′′(a)

)2 − 2iC′(a)
h̄

S′(a)+C′′(a)
]

e−
i
h̄ S(a) ,

(6.25)

1Usamos na definição da massa de Planck as unidades naturais: h̄ = c = kB = 1.
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onde S′ = dS/da. Substituindo (6.25) na equação WDW (6.23) e aplicando o limite clássico
S/h̄ ≫ 1 (h̄ −→ 0), encontramos:{(

dS
da

)2

+

(
3πm2

P
2

)2

a2
(

1− Λ

3
a2
)}

Ψ(a) = 0 . (6.26)

Observamos que (6.26) é a equação de Hamilton-Jacobi na cosmologia clássica, equivalente ao
vínculo hamiltoniano. Como sabemos, o momento na teoria clássica de Hamilton-Jacobi é dado
por πa = dS/da.

De forma mais direta, podemos assumir inicialmente p = 0 e fazer a seguinte substituição
na aproximação clássica:

d2
Ψ(a)
da2 −→−(S′)2

h̄2 Ψ(a) . (6.27)

Então desprezamos o operador ordenamento, pois ao assumir (h̄ −→ 0) o termo contendo
h̄ no numerador irá desaparecer. Logo, definimos p = 0 e reescrevemos (6.23) da seguinte
maneira

d2
Ψ(a)
da2 −U(a)Ψ(a) = 0 , (6.28)

onde

U(a) =
(

3πm2
P

2

)2

a2
(

1− Λ

3
a2
)

. (6.29)

Figura 11 – Potencial da equação (6.29), assumindo 3πmp
2 = 1, L =

√
3/Λ = 1.

Fonte: O autor (2024)

A equação (6.28) tem a forma de uma Equação de Shröndinger (ES) unidimensional para uma
“partícula” descrita por uma coordenada a(t), tendo energia zero e movendo-se em um potencial
U(a) (Figura 11). Observamos que existe uma região classicamente permitida, para a > L, e
uma região classicamente proibida, para 0 < a < L.

Na Figura 12 temos uma solução numérica para a equação (6.28), assumindo 3πmp
2 = 1,

L =
√

3/Λ = 1 e que a função de onda desaparece na origem, Ψ(0) = 0 (condição de contorno
de DeWitt [6]). A função de onda é amortecida para a/L < 1 correspondendo à ausência de
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Figura 12 – Solução numérica para a equação (6.28), assumindo 3πmp
2 = 1, L =

√
3/Λ = 1 e

que a função de onda desaparecendo na origem.
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Fonte: O autor (2024)

esferas de raios menores que L no espaço deS lorentziano. Ela oscila para a/L > 1 decaindo
apenas lentamente para a grande. Isto significa que o espaço deS se expande sem limite [154].

6.4 As funções de onda de Linde–Vilenkin e Hartle–Hawking

Todo o Universo visível parece não ser determinado somente por leis dinâmicas conhecidas.
Sendo mais específico, ele contém uma pequena curvatura e exibe uma aproximada homogenei-
dade e isotropia da distribuição de matéria nas maiores escalas atuais. Assim, o Universo parece
exigir condições de contorno criteriosas para seu surgimento. Ou seja, um grau excepcional-
mente alto de ordem em seu estágio inicial. A partir disso, ele estará evoluindo com entropia
crescente, alinhado com a segunda lei da termodinâmica. A proposta de Hartle–Hawking “sem
contorno” [154, 162, 166] e a proposta de “tunelamento” Linde–Vilenkin [155, 167–173] são
duas propostas para estados quânticos dos modelos de Universos que acomodam essa perspec-
tiva.

A proposta de Linde–Vilenkin sugere um modelo cosmológico no qual o Universo é criado
por tunelamento quântico (ver potencial da Figura 11) do “nada” para o espaço de deS, onde
por “nada” significa sem espaço-tempo clássico. Neste modelo o estado inicial do Universo é
determinado pelas leis físicas e nenhuma condição de contorno é necessária. Por outro lado,
a proposta de Hartle–Hawking [154] refere-se a Universos fechados, onde se assume que o
estado fundamental corresponde à uma noção clássica de uma geometria de elevada simetria,
como é o Universo em que vivemos. Nessa proposta as condições iniciais C correspondem
a assumir que a única fronteira existente é a hipersuperfície Σ f o que implica que na integral
de trajetória a sima seja feita sobre todas as geometrias em espaço-tempos quadridimensionais
compactos. Isso significa que o Universo não tem fronteiras no espaço e no tempo. Assim a
função de onda do Universo para uma dada geometria tridimensional, identificada com h( f )

ab e
campos materiais Φ( f ), é fornecida pela expressão (6.9), sendo a soma efetuada para a classe
de todas as métricas quadridimensionais gµν compactas e campos materiais Φ, cujo limite final
corresponde ao estado caracterizado por h( f )

ab ,Φ( f ). Nesse caso a função de onda Ψ[h( f )
ab ,Φ( f )]

pode ser interpretada como a amplitude de probabilidade para que o Universo possua uma geo-
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metria tridimensional caracterizada por h( f )
ab e por campos materiais Φ( f ) nela definidos, a partir

de uma situação em que a geometria tridimensional e a matéria são inexistentes, isto é, a criação
do Universo a partir do “nada”.

De acordo com a proposta de Hartle–Hawking, as funções de onda Ψ são definidas por

Ψ[hab,Φ] =
∫

C
δ [gµν ]δ [Φ]exp

(
iS[gµν ,Φ]

)
, (6.30)

onde S[gµν ,Φ] é a ação clássica total para a gravidade acoplada com um campo escalar. Con-
siderando o modelo de minisuperespaço e o caso da função de onda do estado fundamental,
a integral funcional gravitacional e campo/matéria (6.30), pode ser calculada separadamente
[154]. Sendo assim, a função de onda Ψ(a) para um espaço de deS, sem a presença de cam-
pos/matéria, pode ser calculada pela expressão:

Ψ(a) = N
∫

da′ exp
(
−SE(a′)

)
, (6.31)

onde N é um fator de normalização e SE é a ação euclidiana com uma métrica que tem assina-
tura euclidiana.

A razão para escolher esta solução particular da equação de WDW é explicada como segue.
Considere a função de Green de uma partícula que se move do ponto (0, t ′) para (x,0):

⟨x,0|0, t ′⟩= ∑
n

Ψn(x)Ψn(0)eiEnt ′ =
∫

δx(t)exp{iS[x(t)]} , (6.32)

onde Ψn(x) é uma autofunção independente do tempo do operador de energia com autovalor
En ≥ 1. Vamos agora realizar uma rotação t ′ −→−iτ ′ e considerar o limite τ ′ −→ 0. O único
termo que sobrevive na soma (6.32) é aquele que corresponde ao menor autovalor En (normali-
zado para zero). Isso implica que

Ψ0(x) = N
∫

δxexp(−SE [x(τ)]) . (6.33)

Hartle e Hawking argumentaram que a generalização deste resultado para a CQ na aproximação
semiclássica produzirá:

Ψ(a)≈ N exp(−SE(a)) . (6.34)

Portanto, a função de onda de Hartle–Hawking para a equação WDW unidimensional (6.26),
desconsiderando o fator pré-exponencial, é [154]:

ΨHH(a) =

{
e−

∫ L
a |π(a′)|da′ , a < L ,

cos
(∫ a

L π(a′)da′− π

4

)
, a ≥ L ,

(6.35)

onde L =
√

3/Λ é o raio do horizonte de deS. A função de onda (6.35) para a ≥ L descreve
uma onda incidindo e uma onda refletida pelo potencial U(a) da Figura 11. Quando a < L
(ou seja, incidência abaixo da altura do potencial), a onda é amortecida exponencialmente,
como podemos observar na Figura 13. O significado físico desta solução pode ser facilmente
compreendido lembrando que um espaço de deS fechado com Λ > 0 inicialmente se contrai e
depois se expande, com a(t) = cosh(t/L).

Uma possível interpretação e construção alternativa da função de onda (6.35), pode ser
obtida estudando o tunelamento da função de onda através do potencial U(a) da Figura 11, mas
na direção de a pequeno em vez de a grande. A função de onda Linde–Vilenkin de tunelamento,
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na aproximação WKB, da equação WDW unidimensional (6.26), desconsiderando o fator pré-
exponencial, é [165]

ΨLV(a) =

{
e
∫ L

a |π(a′)|da′ , a < L ,

e−i
∫ a

L π(a′)da′+i π

4 , a ≥ L ,
(6.36)

A função de onda decai exponencialmente em direção a a=L e depois disso oscila, descrevendo
um Universo de deS em expansão, como podemos observar na Figura 13.

Figura 13 – O potencial U(a) da equação (6.29) e uma representação do comportamento das
funções de onda de Hartle–Hawking (6.35) e Linde–Vilenkin (6.36).

Fonte: O autor (2024)

A taxa de tunelamento (nucleação) para a função de onda de Linde–Vilenkin nesta aproxi-
mação WKB é dada por [170–173]

P LV =
|ΨTun(L)|2

|ΨTun(0)|2
∝ e−2

∫ L
0 |π(a′)|da′ = e

πm2
P

L

(
L2−a′

2)3/2
∣∣∣∣L

0 = e−πm2
PL2

= e−SdeS , (6.37)

onde SdeS é a entropia do espaço-tempo de deS (ver equação (4.36)):

SdeS =
4πL2

4G
=

AdeS

4G
, (6.38)

no qual AdeS é a área do horizonte [138]. Conforme a abordagem de tunelamento da CQ,
acredita-se que nosso Universo tenha começado em um evento de tunelamento. O Universo
inicia instantaneamente uma expansão inflacionária de deS quando se nuclea [170]. Por outro
lado, a densidade de probabilidade não normalizada para a função de onda Hartle–Hawking
pode ser calculada a partir de (6.35), trazendo

P HH =
|ΨHH(L)|2

|ΨHH(0)|2
∝ e2

∫ L
0 |π(a′)|da′ = eSdeS . (6.39)

Lembramos que o artigo original de Vilenkin de 1982 [170] alegou que a probabilidade de
tunelamento P é obtida através da ação euclidiana S (neste caso se torna equivalente à entropia
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de deS [174]) pela expressão: P ∼ eS, portanto o resultado original de Vilenkin coincidiu com
o resultado subsequente de Hartle e Hawking de 1983 [154]. Linde obteve pela primeira vez
o resultado P ∼ e−S em uma série de artigos, começando com seu primeiro artigo [169] e
continuando com seus artigos subsequentes [167, 168]. Foi declarado lá que o resultado original
de Vilenkin estava incorreto. Vilenkin chegou à mesma conclusão alguns meses depois. Assim,
o resultado P ∼ eS obtido por Hartle e Hawking foi obtido pela primeira vez por Vilenkin, e o
resultado P ∼ e−S atribuído a Vilenkin foi obtido pela primeira vez por Linde.

De acordo com a densidade lagrangiana para um campo escalar (2.73), podemos mostrar
que no regime de menor energia deste campo é possível associar o tensor energia-momentum
do campo a uma constante cosmológica [175]. Para encontrar este resultado, consideramos a
configuração de menor energia, que corresponde ao estado de vácuo de campo escalar, alcan-
çado quando as derivadas parciais são nulas, ou seja, quando não há qualquer energia cinética
e gradiente. Assim, o tensor energia-momentum é: T µν = −V (Φ0)gµν , onde Φ0 é o valor de
Φ que minimiza o potencial V (Φ). Podemos associar o mínimo do potencial V (Φ) com uma
densidade de energia do vácuo, ρΛ = V (Φ0) := V0. Dessa forma, relacionamos uma constante
cosmológica com o potencial, Λ = 8πGV0 = 8πV0/m2

P, e o comprimento de deS como:

L :=

√
3m2

P
8πV0

. (6.40)

A partir das equações (6.38) e (6.39), fica claro que o tunelamento e os estados sem fron-
teira levam a diferentes implicações físicas. Conforme a proposta de tunelamento, a maior
probabilidade é obtida para os menores valores de entropia. Assim, a função de onda de tu-
nelamento “prevê” que o Universo provavelmente irá nuclear com a menor entropia possível.
Pelo contrário, a probabilidade Hartle–Hawking atinge o pico nos menores valores da constante
cosmológica e, portanto, a função de onda correspondente tende a prever as condições iniciais
com a entropia máxima possível. Ou, em outras palavras, a função de onda de Linde–Vilenkin
“prevê” que o Universo irá nuclear com uma grande energia de vácuo [170]. Devido ao sinal
negativo (6.39), o estado sem fronteira aumenta a contribuição de Universos vazios com V0 = 0
em todo o estado quântico, levando à conclusão aparentemente contraditória de que Universos
indefinidamente enormes são infinitamente prováveis do que Universos de tamanho finito. A
probabilidade na equação (6.38), por outro lado, promove grandes valores de V0 capazes de cau-
sar cenários inflacionários de deS. Como resultado, parece que a proposta de Linde–Vilenkin é
fisicamente mais atraente do que a proposta de Hartle–Hawking, enquanto uma inflação de deS
é observada neste âmbito reduzido de discussão.

No entanto, suponha que estendemos o resultado acima para incluir um campo escalar ín-
flaton explícito. Nesse caso, a situação muda drasticamente. Existe um domínio geral V0 ≤
10−8m4

P derivado da restrição de amplitude nas ondas gravitacionais geradas durante a inflação
em todos os modelos onde o potencial efetivo não muda significativamente durante os estágios
finais da inflação. Muitos modelos inflacionários, incluindo a nova inflação e a inflação híbrida,
preveem que a inflação ocorrerá em V0 ≪ 10−8m4

P. Posteriormente, o tamanho mínimo de um
Universo inflacionário fechado é dado por 1/H = 3mP

8π
√

V0
. A probabilidade de criação quântica

de um Universo inflacionário é suprimida por um fator de e−1010
em um exemplo específico com

V0 = 10−12m4
P [176, 177]. Como notavelmente mostrado nas referências [176–179], a proposta

de tunelamento, permite a criação de um Universo aberto ou plano não trivial topologicamente
compacto. Além disso, parece provável que ocorra do que o surgimento de um Universo fe-
chado. Como tais processos não são afetados por fatores exponenciais, o Universo pode ser
criado mesmo que a densidade de energia durante a inflação seja muito inferior à densidade
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de Planck. Após um longo período de inflação, tais Universos tornam-se indistinguíveis dos
Universos planos isotrópicos.

6.5 CQ em FLRW na presença de campo escalar

Consideramos a métrica (3.1) de FLRW e investigar um novo cenário referente a um Uni-
verso inflacionário, considerando a mesma ação correspondente às teorias inflacionárias padrão:

S =
∫

d4x
√
−g
[

R
16πG

− 1
2

gµν
∇µΦ∇νΦ−V (Φ)

]
, (6.41)

onde Φ é um campo escalar minimamente acoplado ao escalar de Ricci R, e usamos as unidades
onde c = 1 = h̄. Como apenas durante a inflação o ínflaton Φ domina a dinâmica, a ação não
contém nenhum outro campo de matéria. Portanto, a ação ADM do modelo é

SADM =
3Vk

8πG

∫
dtNa3

[
k
a2 −

1
N2

(
ȧ
a

)2
]
−Vk

∫
dtNa3

[
− 1

2N2 Φ̇
2 +V (Φ)

]
, (6.42)

onde Vk é dado por (3.4). Os momentos conjugados associados a a e Φ, respectivamente, são
dados por:

πa =− 3Vk

4πG
aȧ
N

, πΦ =
a3Vk

N
Φ̇ , (6.43)

pelo qual podemos obter facilmente o hamiltoniano ADM canônico:

HADM = N
[
− 2πG

3VKa
π

2
a +

1
Vk

π2
Φ

2a3 −
3kVk

8πG
a+Vka3V (Φ)

]
. (6.44)

O hamiltoniano ADM acima leva ao vínculo super-hamiltoniana

H =− 2πG
3Vka

π
2
a +

1
Vk

π2
Φ

2a3 −
3kVk

8πG
a+Vka3V (Φ) = 0 . (6.45)

Para obter a equação de WDW, aplicamos o mapa de quantização:

π
2
a →−a−p ∂

∂a
(ap ∂

∂a
) , π

2
Φ →− ∂ 2

∂Φ2 , (6.46)

onde o parâmetro de ordenamento p é considerado o fator de ordenamento ambíguo [165]. Pela
ação do operador super-hamiltoniano Ĥ em uma função de onda Ψ(a,Φ), podemos, portanto,
escrever a equação WDW:

∂ 2Ψ

∂a2 +
p
a

∂Ψ

∂a
− 3m2

P
4πa2

∂ 2Ψ

∂Φ2 −
9V 2

k m4
P

16π2 a2
[

k− 8π

3m2
P

a2V (Φ)

]
Ψ = 0 , (6.47)

onde mP = 1/
√

G é a massa de Planck.
Agora investigamos a inflação estabelecida durante um regime ‘slow roll’, onde podemos

ignorar a dependência de Φ na função de onda. Além disso, em tal regime, podemos assumir
que o potencial escalar desempenha o papel de uma constante cosmológica efetiva [180]. Mais
precisamente, definimos Λ ≡ (8πV0)/m2

P = constante e L ≡
√

3/Λ. A seguir, estamos inte-
ressados na aproximação semiclássica e, neste caso, a ordenação dos fatores não desempenha
um papel crucial. De acordo com Linde [176], um Universo plano compacto, como o Universo
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toroidal (k = 0, Σ=T3 = S1×S1×S1), é o caso mais simples para resolver o problema das con-
dições iniciais para inflação, em algum estágio muito inicial de sua evolução [181]. Embora a
criação quântica de um Universo inflacionário fechado ou aberto infinito seja exponencialmente
inibida, o Universo toroidal não o é.

Portanto, substituindo p = 0 e k = 0 na equação WDW (6.47), obtemos

d2

da2 Ψ(a)+
9V 2

0 m4
P

16π2L2 a4
Ψ(a) = 0 . (6.48)

Uma solução para (6.48) em termos das funções de Bessel é:

Ψ(a) = N
√

aJ1
6

(
V0m2

P
4πL

a3
)

, (6.49)

onde N é uma constante de normalização. A forma assintótica da função de Bessel, para
grandes valores do fator de escala, é:

V0a3

4πl2
PL

≫ 1 , (6.50)

produz a forma assintótica da função de onda

Ψ(a) = N cos
(

V0m2
P

4πL
a3 − 1

3

)
. (6.51)

Esta função de onda coleta tanto as fases de expansão exp(−iV0m2
P

4πL a3) e contratação exp(iV0m2
P

4πL a3)
do modelo cosmológico, simultaneamente.

Discutiremos agora o limite semiclássico da função de onda. Primeiro, consideramos a
função de onda na forma da expressão (6.24) e substituímos na equação WDW (6.48), para
obter

−
∣∣∣dS
da

∣∣∣2 + 9V 2
0 m4

P
16π2L2 a4 = 0 . (6.52)

Reconhecemos que (6.52) é a equação de Hamilton-Jacobi na CC, que é equivalente ao vínculo
hamiltoniano. Como sabemos, o momento na teoria clássica de Hamilton-Jacobi é dado por
πa = −dS/da. Portanto, com esta definição e a relação correspondente em (6.43), obtemos
ȧ/a = 1/L ou a(t) = a(t0)exp((t − t0)/L).

Assim, mostramos que o fator de escala cresce exponencialmente durante a época inflacio-
nária, ti ≤ t ≤ t f , que se supõe que ocorra em uma região clássica. Portanto, temos

a(t f )

a(ti)
= exp

(
t f − ti

L

)
. (6.53)

Esta solução implica a taxa de expansão durante a expansão deS. O chamado número de e-folds
N é frequentemente apresentado como N = ln(a(t f )/a(ti)). Se assumirmos que a inflação ocor-
reu durante um intervalo de tempo muito pequeno t f − ti = 10−37 s = 108tP, o número mínimo
de e-folds necessárias para resolver os problemas padrão do Big Bang é N ≃ 60. Substituindo
esses valores na solução deS acima, obtemos L ≃ 107lP.
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6.6 CQ em FLRW para o modelo ΛCDM

Para o Universo de FLRW, a ação é dada pela equação (3.3). Logo, escrevemos

SADM =
∫ t f

ti
dt
[

3Vk

8π G

(
kNa− aȧ2

N

)
−VkNa3

ρ(t)
]

. (6.54)

Para simplificar o funcional ação (6.54), definamos uma nova coordenada temporal adimensi-
onal por η = H0t, onde H0 é o parâmetro de Hubble no tempo presente. Substituindo ρ(t) =

∑i ρ
(i)
0 (a(t)/a0)

−3(1+ωi) e nomeando, M = 3VkH0a0
3/(4πG), Ñ = N/x (função lapse no refe-

rencial conformal), x := a/a0 (fator de escala adimensional) e ẋ = dx/dη , temos:

SADM =
M
2

∫ t f

ti
dη

(
− ẋ

Ñ
− ÑΩ

(k)
0 x2 − Ñ ∑

i
Ω

(i)
0 x1−3ωi

)
, (6.55)

onde Ω
(k)
0 =−k/a2

0H2
0 e Ω

(i)
0 = 8πGρ0/(3H2

0). Portanto, a lagrangiana associada a (6.55) será:

LADM =−M
2

(
ẋ
Ñ
+ ÑΩ

(k)
0 x2 + Ñ ∑

i
Ω

(i)
0 x1−3ωi

)
. (6.56)

O momento conjugado ao fator de escala adimensional x, e a função lapse Ñ, são dados por

πx =
∂L

∂ ẋ
=−Mẋ

Ñ
; πÑ =

∂L

∂
˙̃N
= 0 . (6.57)

A hamiltoniana ADM irá ser

HADM = Ñ

(
− π2

x
2M

+
M
2

Ω
(k)
0 x2 +

M
2 ∑

i
Ω

(i)
0 x1−3ωi

)
. (6.58)

A liberdade de gauge na escolha da função lapse fornece o vínculo super-hamiltoniano

H =− π2
x

2M
+

M
2

Ω
(k)
0 x2 +

M
2 ∑

i
Ω

(i)
0 x1−3ωi ≈ 0 . (6.59)

No nível quântico, as variáveis canônicas do super-hamiltoniano (6.59) é promovida a operado-
res, πx :=−ih̄d/dx e x̂ := x, fornecendo a correspondente equação WDW

d2
Ψ(x)
dx2 +M2

Ω
(k)
0 x2

Ψ(x)+M2
∑

i
Ω

(i)
0 x1−3ωiΨ(x) = 0 , (6.60)

onde consideramos h̄ = 1.
O uso do cálculo numérico é necessário para obter soluções da equação (6.60), quando

consideramos a contribuição de todas as componentes de energia. Soluções para o caso Ω+
Ω(k)= 1 são semelhantes à Figura 12. Nas referências [182–184] o leito pode encontrar diversos
casos para a equação WDW (6.60) e suas soluções como, por exemplo, mantendo o fator de
ordenamento e variando a curvatura do espaço.

Em seguida, restringimos a equação (6.60) para situações em que o Universo é plano e
preenchido com apenas uma componente do fluido perfeito e quando está dominado por matéria
e radiação.
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6.6.1 Universo plano com apenas uma componente do fluido perfeito

Consideramos um modelo simples de curvatura k = 0 e composto por apenas uma com-
ponente do fluido. Para este caso, a solução clássica das equações de campo (6.59) no gauge
Ñ = 1 é dada por:

x =
(√

Ω0

2
(3ω +1)η

) 2
3ω+1

. (6.61)

Consequentemente, a equação WDW (6.60) será:

d2
Ψ(x)
dx2 +M2

Ω0x1−3ω
Ψ(x) = 0 . (6.62)

Note que o domínio de definição do fator de escala adimensional é, x ∈ (0,∞), aqui o operador
super-hamiltoniano H , é definido sobre um domínio denso D(H ) =C∞

0 (0,∞). Então, o super-
hamiltoniano é hermitiano (ou simétrico) se a função de onda satisfaz a condição de contorno
de DeWitt, na forma

Ψ(0) = 0 . (6.63)

Para encontrar a solução da equação (6.62), primeiro realizamos a transformação Ψ(x) =√
xφ(x), resultando em:

x2 d2
φ(x)
dx2 + x

dφ(x)
dx

+

[
M
√

Ω0x3(1−ω)− 1
4

]
φ(x) = 0 . (6.64)

Agora, definimos

z =
3
2
(1−ω)M

√
Ω0 x

3
2 (1−ω) , (6.65)

e substituímos na equação (6.64), para obter

z2 d2
φ(z)
dz2 + z

dφ(z)
dz

+

[
4z2

9(1−ω)2 −
1
4

]
φ(x) = 0 . (6.66)

Esta é uma equação diferencial de Bessel cuja solução geral é dada em termos das funções de
Bessel de primeira e segunda espécie, J1/2 (2z/3(ω −1)) e Y1/2 (2z/3(ω −1)), respectivamente
[185]. Podemos escrever a segunda solução em termos de J−1/2 (2z/3(ω −1)), da seguinte
maneira:

φ(z) =
A
√

πi√
3(ω −1)

J1/2

[
2z

3(ω −1)

]
+

B
√

π√
3(ω −1)

J−1/2

[
2z

3(ω −1)

]
. (6.67)

onde A e B são constantes de normalização. As funções de Bessel de ordem semi-inteira estão
relacionadas às funções trigonométricas [185]. Temos a relação:

J1/2(y) =
(

2
πy

)1/2

sin(y) . (6.68)

J−1/2(y) =
(

2
πy

)1/2

cos(y) . (6.69)

Portanto, reescrevemos a solução (6.67) na forma:
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φ(z) =
A√
2z

isin
(

2z
3(ω −1)

)
+

B√
2z

cos
(

2z
3(ω −1)

)
. (6.70)

Para satisfazer a condição de contorno (6.63), temos que B = 0. Assim, após substiuir o valor
de z (6.65) na solução (6.70), encontramos a solução analítica da equação (6.62)

Ψ(x) =−
A sin

(
M
√

Ω0 x
3
2 (1−ω)

)
√

3(1−ω)M
√

Ω0 x
1
2 (1−3ω)

. (6.71)

Para ω < 1, a função de onda (6.71) é real.

6.6.2 Universo dominado por matéria e radiação

Consideramos o caso que o Universo é formada por matéria ρ(m) e radiação ρ(r). Neste
caso, o vínculo super-hamiltoniano (6.59) é escrito como:

H =−
a2

0
2M

π
2
a +

M
2

Ω
(k)
0

(
a
a0

)2

+
M
2

(
Ω

(m)
0

a
a0

+Ω
(r)
0

)
≈ 0 . (6.72)

Em t = t0 o vínculo super-hamiltoniano acima fornece a seguinte relação bem conhecida entre
os parâmetros densidades

Ω
(k)
0 +Ω

(m)
0 +Ω

(r)
0 = 1 . (6.73)

Usando a seguinte definição

x(t) :=
a
a0

+
Ω

(m)
0

Ω
(k)
0

, (6.74)

reescrevemos (6.72) na forma

− π2
x

2M
+

M
2

Ω
(k)
0 x2 +

M
2

Ω
(r)
0 −

(
Ω

(m)
0

)2

4Ω
(k)
0

= 0 . (6.75)

Na representação coordenadas πx := −ih̄d/dx e x̂ := x, a equação WDW (6.75) é escrita
como

− h̄2

2M
d2

Ψ(x)
dx2 +

M
2

ω
2x2

Ψ(x) =
M
2

Ω
(r)
0 −

(
Ω

(m)
0

)2

4Ω
(k)
0

Ψ(x) , (6.76)

onde ω2 :=−Ω
(k)
0 .

Investigamos o Universo fechado no qual Vk=1 = 2π2 [6]. Notamos ainda que o domínio da
definição do fator de escala é x ∈ R+. Consequentemente, o operador H :=−

(
h̄2/2M

)
d2/dx2+(

Mω2x2)/2 no lado esquerdo de (6.76) é definido sobre um denso domínio C∞(R+) e está em
um limite de um ponto em +∞ e no limite de um círculo em x= 0. Aqui, H não é essencialmente
um operador autoadjunto. Ele constitui um operador hermitiano simétrico se:

⟨Ψ1|HΨ2⟩= ⟨HΨ1|Ψ2⟩ , Ψ1 ,Ψ2 ∈ D(H) , (6.77)



CAPÍTULO 6. COSMOLOGIA QUÂNTICA 75

ou equivalentemente

lim
x→0+

(
dΨ∗

1
dx

Ψ2 −Ψ
∗
1

dΨ2

dx

)
= 0 . (6.78)

Para garantir a validade desta condição, isto é necessário e suficiente que(
dΨ(x)

dx
+ γΨ(x)

)
x=0+

= 0 , ∀Ψ(x) ∈ D(H) , (6.79)

onde γ é uma constante real arbitrária. Isto mostra que o parâmetro γ caracteriza uma família
de um parâmetro de extensões autoadjuntas de H.

Para obter a solução geral quadrado integrável da equação (6.76), realizamos a mudança de
variável x =

√
h̄/(2Mω)ξ , encontrando a expressão [186]

d2
Ψ(ξ )

dξ 2 +

(
λ − ξ 2

4

)
Ψ(ξ ) = 0 , (6.80)

onde λ = E/h̄ω e E = (M/2)
(

Ω
(r)
0 −

(
Ω

(m)
0

)2
/
(

4Ω
(k)
0

))
. Mudando novamente de variável,

agora fazendo η = ξ 2/2, obtém-se:

η
d2

Ψ(η)

dη2 +
1
2

dΨ(η)

dη
+

(
λ

2
− η

4

)
Ψ(η) = 0 . (6.81)

Finalmente, supondo Ψ(η) = exp(−η/2)F(η), a expressão (6.81) torna-se

η
d2F(η)

dη2 +(β −η)
dF(η)

dη
−αF(η) = 0 , (6.82)

onde α = 1/4−λ/2 e β = 1/2. A solução geral F(η) da equação (6.82) é dada por [185]

F(α,β ;η) = A1F1 (α; β ; η)+Bη
1−β

1F1 (α +1−β ; 2−β ; η) , (6.83)

onde A e B são constantes de normalização da função de onda, e

1F1 (α; β ; η) = 1+
α

β
η +

α(α +1)
β (β +1)

η2

2!
+

α(α +1)(α +2)
β (β +1)(β +2)

η3

3!
+ · · · , (6.84)

são funções hipergeométricas confluentes. A solução geral de (6.76) será:

Ψ(x) = exp
(
−Mωx2

2h̄

)[
A1F1

(
1
4
− E

2h̄ω
;

1
2

;
Mωx2

h̄

)
+

B
(

Mωx2

h̄

)1/2

1F1

(
3
4
− E

2h̄ω
;

3
2

;
Mωx2

h̄

)]
. (6.85)

Podemos definir, a partir das funções hipergeométricas confluentes, funções pares e ímpares
da seguinte forma:

Fpar(α,β ;x) =1F1

(
αpar; βpar;

Mωx2

h̄

)
, (6.86)

Fímpar(α,β ;x) =
(

Mωx2

h̄

)1/2

1F1

(
αímpar; βímpar;

Mωx2

h̄

)
, (6.87)
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onde

αpar =
1
4
− E

2h̄ω
, βpar =

1
2

, (6.88)

αímpar =
3
4
− E

2h̄ω
, βímpar =

3
2

. (6.89)

Desta forma, a solução geral (6.85) é escrita como:

Ψ(x) = exp
(
−Mωx2

2h̄

)[
AFpar

(
αpar; βpar; x

)
+BFímpar

(
αímpar; βímpar; x

)]
, (6.90)

com as constantes A e B escolhidas convenientemente para gerarem as soluções pares e ímpares
da equação (6.76) e normalizarem a função de onda. No nosso problema do tipo oscilador
harmônico isso consiste em fazer:

lim
x→∞

Ψ(x) = 0 . (6.91)

Analisando a solução (6.90), observamos que ela é o produto de uma exponencial decres-
cente e uma função hipergeométrica confluente. Para que a condição (6.91) seja satisfeita, a
série que representa a função hipergeométrica confluente tem que ter necessariamente um con-
junto finito de termos. Dessa forma, o parâmetro α da (6.84) deve ser um número inteiro e não
positivo.

Esta condição corresponde a impor, na solução (6.90), que ou B = 0 e αpar assuma um
valor inteiro não-positivo (solução par) ou A = 0 e αímpar também assuma um valor inteiro
não-positivo (solução ímpar). A partir das equações (6.88) e (6.89) temos que:

αpar =−n =
1
4
− E

2h̄ω
, (6.92)

αímpar =−n =
3
4
− E

2h̄ω
, (6.93)

onde n = 0,1,2,3, · · ·. Portanto, encontramos os autovalores possíveis:

En = h̄ω

(
n+

1
2

)
, (6.94)

onde n é par (ou zero) para as soluções αpar e ímpar para as soluções αímpar. Por outro lado,
a imposição de que α deve assumir um valor inteiro não-positivo mostra que as funções Fpar e
Fímpar (equações (6.86) e (6.87)) são diretamente relacionadas com os polinômios de Hermite
Hn [187].
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7 COSMOLOGIA CLÁSSICA FRACIONÁRIA

Iniciamos neste capítulo a aplicação da quantização canônica da RG na Cosmologia Clássica
Fracionária (CCF). Para melhor compreender a fracionabilidade da teoria, apresentamos na
seção 7.1 as características do espaço fracionário e na seção 7.2 a derivada fracionária de Riesz.
Em seguida, na seção 7.3, mostramos a forma da Equação de Schrödinger Fracionária (ESF)
e algumas aplicações, como, por exemplo, para o oscilador harmônico. Por fim, mostramos
também na seção 7.4, que é possível obter uma equação WDW fracionária e sua aproximação
semiclássica. Por último, apresentamos na seção 7.5 um dos nossos resultados [3], relacionado
a CCF no Universo de FLRW.

7.1 Espaço fracionário

Embora frequentemente associados, existem diferenças entre sistemas fracionários e siste-
mas fractais [188]. Um sistema fracionário é bem descrito pelo cálculo fracionário, sendo con-
venientemente composto pela definição de distância, volumes, simetrias e cálculo diferencial.
Desta forma, construímos um espaço fracionário E D

α como um novo objeto, onde a ferramenta
matemática do cálculo fracionário está bem estabelecida. Os sistemas fractais possuem caracte-
rísticas particulares, como estrutura fina, estrutura irregular e autossimilaridade. A característica
da estrutura fina está no fato do fractal possuir detalhes em todas as escalas. Intuitivamente, isto
significa que sempre encontraremos pontos pertencentes ao fractal, sobre o qual, veremos sem-
pre detalhes não triviais. A estrutura irregular de um fractal não permite que seja descrito pelas
ferramentas geométricas tradicionais. Finalmente, a presença de autossimilaridade em fractais
surge do fato de podermos fazer várias cópias dos mesmos em diferentes escalas. Os sistemas
fractais podem exibir uma ou mais dessas características. Exemplos são: conjuntos de Cantor
[189], curvas de von Koch e fractais aleatórios como o movimento browniano [190].

A conexão entre cálculo fracionário e fractais está presente em algumas estruturas, por
exemplo, fractais aleatórios e sistemas dinâmicos em determinados regimes estáticos [35, 191].
O movimento browniano é um exemplo de sistema fractal aleatório sendo descrito pelo cálculo
fracionário [192]. O processo de caminhada aleatória no movimento browniano tem dimensão
de caminhada dW igual a dois. Existem várias definições de dimensão em sistemas fractais, por
exemplo, a dimensão de contagem de caixas dB, dimensão de Hausdorff dH , dimensão espectral
dS, etc. Essas dimensões podem ter valores inteiros como a dimensão topológica do espaço
físico dT , mas, em geral, possuem números não inteiros.

A dimensão espectral e a dimensão de Hausdorff de um fractal estão relacionadas entre si,
através da dimensão do movimento browniano dW , da seguinte forma [188]: dW = 2dH/dS. Para
um processo de difusão, temos dS = βdH , com 0 < β ≤ 1. A dimensão Hausdorff do espaço
euclidiano fracionário isotrópico é dH = dT µ , onde 0 < µ ≤ 1. O espaço fracionário é fractal
apenas se dW ≥ 2 (β ≤ 1). Para difusão normal (β = 1), temos dS = dH = dT µ e dW = 2. O caso
β > 1 não corresponde a um fractal, pois dS > dH . Em particular, para β = 1/µ a dimensão
espectral coincide com o espaço de dimensão topológica. Portanto, temos dW = 2µ = α , onde
0 < α ≤ 2 é o chamado parâmetro fracionário de Lévy.

Como os operadores fracionários não são locais e têm ordem estendida como números irraci-
onais, fracionários ou complexos, eles podem modelar fenômenos reais de uma maneira melhor
do que aqueles obtidos pelo cálculo comum. Ao contrário do cálculo comum, não existe uma
definição única de derivada no cálculo fracionário. O leitor pode encontrar as varias definições
de derivadas fracionárias de Riemann–Liouville, Caputo, Erdélyi–Kober, Grünwald-Letnikov,
Hadamard, Nishimoto, Riez e Weyl na referência [193].
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7.2 A derivada fracionária de Riesz

A derivada fracionária de Riesz (o Laplaciano fracionário), em geral, caracteriza um pro-
cesso de difusão único que surge a partir dos deslocamentos aleatórios de indivíduos que podem
se deslocar para locais próximos ou vizinhos e até mesmo se aventurar em locais distantes por
meio de voos de Lévy. Tanto os voos literais quanto os conceituais foram observados ou ale-
gados ocorrerem em vários cenários, como movimento turbulento de fluidos e transporte de
materiais em meios fraturados. No campo da mecânica, o Laplaciano fracionário descreve o
movimento de uma cadeia ou grupo de partículas interligadas por molas elásticas que se conec-
tam não apenas aos seus vizinhos imediatos, mas também a todas as outras partículas. A força
das molas diminui à medida que as partículas se afastam, enquanto o arranjo das partículas
pode assumir um padrão regular ou fractal. Num sentido mais abstrato, o Laplaciano fracio-
nário representa a influência de um processo não local sobre uma lei de conservação, que não
é apenas influenciada pelas condições locais, mas também pelo estado geral de um campo de
interesse num momento específico. Sugerimos que o leitor consulte o livro excepcionalmente
bem escrito e abrangente de Pozrikidis [194] para obter explicações detalhadas e desenvolver
uma compreensão mais profunda do Laplaciano fracionário.

Matematicamente, a derivada fracionária unidimensional de Riesz, sobre uma função f (x),
é definida na forma [193, 194]:

−(−∆)α/2 f (x)≡ c1,α

∫
∞

0

f (x−v)−2 f (x)+ f (x+v)

v1+α
dv , (7.1)

onde o coeficiente c1,α é dado por:

c1,α ≡ ϑ
−2
1,α =

1
π

Γ(1+α)sin
(

απ

2

)
, (7.2)

e

ϑ
2
1,α =

∫
∞

0

4sin2 (ϑ

2

)
ϑ α+1 dϑ . (7.3)

O primeiro índice de c1,α designa o caso de uma função de uma variável atualmente conside-
rada, e o segundo índice transmite a dependência da ordem fracionária α .

Mais concretamente, uma série de argumentos e descobertas usando cálculo fracionário na
física quântica foram recentemente apresentados [195]. A justificativa primária é que se limitar-
mos a descrição da integral de caminho da MQ exclusivamente aos caminhos brownianos, expli-
car fenômenos quânticos essenciais concretos seria complicado [196]. Devido a essas questões,
variantes estendidas da Equação de Schrödinger (ES) foram consideradas, onde derivadas de
ordem fracionária, por exemplo, ∂ α/∂xα , 1 < α ≤ 2, α sendo um número racional, são usa-
das. Essa ferramenta do cálculo fracionário auxilia a Mecânica Quântica Fracionária (MQF),
onde variantes espaço-fracionárias [197], tempo-fracionárias [198] e espaço-tempo-fracionárias
[199] da ES comum têm sido objeto de atenção. Além disso, nos últimos anos, a MQF tem sido
empregada como um meio de explorar características na teoria quântica de campos e gravidade
para espaço-tempo fracionário [95, 96] e a teoria quântica de campos fracionária em tempe-
ratura positiva [58, 200]. Ela apontou para oportunidades interessantes; consulte [60, 61, 95],
para uma pesquisa recente.
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7.3 A Equação de Schrödinger Fracionária

Em dois artigos seminais, Laskin [196, 197] introduziu uma formulação inovadora conhe-
cido como Mecânica Quântica Fracionária Espacial (MQFE) através da aplicação de uma abor-
dagem puramente baseada na física. O trabalho revolucionário de Laskin foi construído sobre
a base sólida da MQ não relativística formulada por Feynman e Hibbs, que utilizou extensiva-
mente uma representação integral de trajetória empregando trajetórias brownianos [161]. Além
disso, Naber obteve a ESF dependente do tempo, com base no movimento browniano fracioná-
rio [201, 202]. Inspirado nos trabalhos acima mencionados, a ES fracionária generalizado foi
obtido onde as derivadas espaciais e temporais foram substituídas por correspondências fraci-
onárias. No entanto, a contribuição inovadora de Laskin foi substituir estas trajetórias browni-
anos convencionais por trajetórias caracterizados por trajetórias de Lévy, dando assim origem
a fascinante área da MQFE e expandindo a nossa compreensão dos fenômenos quânticos no
espaço.

A seguir, apresentaremos uma breve visão geral da dinâmica quântica fracionária, gerada
pela função hamiltoniana Hα(p,r) := Dα |p|α +V (r) (para uma revisão detalhada, veja [203]),
onde Dα é um coeficiente de escala, e o parâmetro fracionário de Lévy α relevante para o con-
ceito de trajetória de Lévy [195] está definido como 1 < α ≤ 2. Então, para construir o hamil-
toniano quântico correspondente do sistema, devemos aplicar o procedimento de quantização
canônica padrão, ou seja, (r,p)→ (r,−ih̄∇). Portanto, obtemos H(α) = Dα(−h̄2

∆)α/2+V (r).
No âmbito do MQFE, pode-se iniciar a análise considerando a ES convencional dependente

do tempo, sendo expressa da seguinte forma:

ih̄
∂Ψ(r, t)

∂ t
=− h̄2

2m
∆Ψ(r, t)+V (r, t)Ψ(r, t) . (7.4)

Esta equação serve como ponto de partida para futuras explorações, onde se pode apro-
fundar sua correspondência fracionária, conforme proposto por Laskin [204]. A ES fracioná-
rio é obtido substituindo o operador Laplace tradicional ∆ pela derivada fracionária de Riesz
(−h̄2

∆)α/2, que pode ser expressa como:

− h̄2

2m
∆ → Dα

(
−h̄2

∆
)α/2

. (7.5)

Esta substituição permite construir a ES no espaço fracionário [35]:

ih̄
∂Ψ(r, t)

∂ t
= Ĥ(α)(p̂, r̂)ψ(r, t) =Dα(−h̄2

∆)α/2
Ψ(r, t)+V (r, t)Ψ(r, t), 1<α ≤ 2 , (7.6)

onde α ∈ (1,2] é o índice de Lévy, e Dα é, de acordo com Laskin, um “coeficiente de difu-
são quântico fracionário generalizado” de dimensão J1−αmαs−α . Como mencionado anteri-
ormente, (−h̄2

∆)α/2 é uma generalização da derivada fracionária de Riesz, conhecida como
Laplaciano fracionário [194]:

(−h̄2
∆)α/2

Ψ(r, t) = F−1|p|αFΨ(r, t) =
1

(2π h̄)3

∫
d3 pei p·r

h̄ |p|αϕ(p, t) , (7.7)

onde p =
√

p2
1 + p2

2 + p2
3 e F representa a transformada de Fourier, que relaciona Ψ(r, t) e

ϕ(p, t). Para o caso especial quando α = 2, Dα reduz para D2 = 1/2m, onde m é a massa da
partícula.
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Aqui, é importante notar que H(α)(r,p, t) serve como extensão fracionária para o hamil-
toniano do sistema em consideração. Este hamiltoniano pode ser expresso matematicamente
como:

H(α)(p,r) = Dα |p|α +V (r, t) , 1 < α ≤ 2 . (7.8)

Vale ressaltar que no cenário particular onde α assume o valor 2, a equação (7.8) simplifica
para o hamiltoniano padrão, definido como H(p,r, t) = p2/2m+V (r, t).

7.3.1 A ESF independente do tempo

A seguir, estudaremos o caso especial [203] quando o hamiltoniano H(α) não depende expli-
citamente do tempo, ou seja, seu valor é igual a uma constante E do sistema. Embora o conteúdo
nesta subseção seja inteiramente não relativístico, este caso de estudo é de interesse (precisa-
mente em termos formais, enfatizamos) em CQ, através do qual a equação WDW também
carrega uma expressão H = E = constante, embora muito diferente no contexto e significado.
Assim, existe a solução da forma (usamos o caso unidimensional para facilitar a notação)

Ψ(x, t) = exp
(
− iEt

h̄

)
φ(x) , (7.9)

onde φ(x) satisfaz

H(α)
φ(x) :=−Dα (h̄∇)α

φ(x)+V (x)φ(x) = 0 , (7.10)

com, relembrando, 1 < α ≤ 2.
A equação (7.10) é a ESF independente do tempo. Do mesmo modo, poderíamos atribuir,

neste contexto fracionário, a probabilidade de encontrar uma partícula em x como o quadrado
absoluto da função de onda |Ψ|2 ou |φ |2.

7.3.2 O oscilador harmônico fracionário

O oscilador harmônico fracionário em uma dimensão tem a seguinte função de Hamilton
[203]

H(α) = Dα |p|α + |x|β , 1 < β ≤ 2 . (7.11)

Para o caso especial, quando α = β , assumindo 1 < α ≤ 2, a hamiltoniana (7.11) pode ser
considerado a generalização fracionário da hamiltoniana do oscilador harmônico da MQ padrão.
Escolhemos a energia total igual a E, assim:

E = Dα |p|α + |x|β . (7.12)

Temos os seguintes valores possíveis para o momento, |p|=
(

1
Dα

(E −|x|β )
)1/α

, onde |p|= 0 é

um ponto de retorno. Assim, o movimento clássico é apenas possível no intervalo |x| ≤ (E)1/β .
Usando a regra de quantização de Bohr-Sommerfeld, temos

2π h̄
(

n+
1
2

)
=
∮

pdx = 4
∫ xm

0
pdx = 4

∫ xm

0
Dα

−1/α

(
E −|x|β

)1/α

dx , (7.13)
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onde
∮

indica que a integral é sobre um período completo do movimento clássico; xm = E1/β é
o ponto de retorno do movimento clássico. Para calcular a integral no lado direito da equação
(7.13), introduzimos uma nova variável y = x(E)−1/β . Então, temos∫ xm

0
Dα

−1/α

(
E −|x|β

)1/α

dx =
E1/β+1/α

D1/α

α

∫ 1

0

(
1− yβ

)1/α

dy . (7.14)

A integral sobre dy pode ser expressa em termos das funções beta. Dessa forma, fazendo a
substituição z = yβ , temos1

∫ 1

0

(
1− yβ

)1/α

dy =
1
β

∫ 1

0
(1− z)

1
α z

1
β
−1 dz =

1
β

B
(

1
β
,

1
α
+1
)

. (7.16)

Utilizando (7.16), podemos reescrever a equação (7.13) como

2π h̄
(

n+
1
2

)
=

4E1/β+1/α

D1/α

α β

B
(

1
β
,

1
α
+1
)

. (7.17)

A equação (7.17) fornece os valores das energias dos estados estacionários para o oscilador
fracionário em uma dimensão,

En =

 π h̄βDα
1/α

2B
(

1
β
, 1

α
+1
)


αβ

α+β (
n+

1
2

) αβ

α+β

. (7.18)

Esta equação generaliza o conhecido espectro de energias do oscilador harmônico da MQ e é
transformado nele quando α = 2,β = 2.

Notamos que para

1
α
+

1
β
= 1 , (7.19)

a equação (7.18) fornece um espectro de energias equidistante. Quando 1 < α ≤ 2 e 1 < β ≤ 2
a condição dada por (7.19) acontece apenas para α = 2 e β = 2. Isto significa que somente o
oscilador da MQ padrão possui espectro de energias equidistante. O leitor pode consultar mais
exemplos de sistemas quânticos fracionais na referência [203].

7.4 A equação WDW fracionária

Para adquirir o equivalente fracionário da equação WDW (6.8), é necessário substituir o
operador d’Alembertiano típico (5.45) pelo operador fracionário Riesz–d’Alembertiano dado
por [205, 206]

(−□)
α

2 Ψ(q) = F−1
(
|pq|αFΨ(pq)

)
, (7.20)

onde |pq|=
√

fAB pA pB, e F representa uma transformação de Fourier. Portanto, o equivalente
fracionário da equação WDW (6.8) pode ser expresso como [1, 6, 60, 61]{

Dα(mP)

2
(−□)

α

2 +ζR+U(q)
}

Ψ(q) = 0 , (7.21)

1A função beta é definida por:

B(u,v) =
∫ 1

0
yu−1(1− y)v−1 dy . (7.15)
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onde (−□)α/2 é o d’alembertiano fracionário e Dα(mP) é o coeficiente, dependendo da massa
de Planck mP = 1/

√
G, que se reduz à unidade no limite α = 2.

O vínculo hamiltoniano fracionário, equivalente a (5.36), é definido por

H (α)(qA, pA) =
Dα(mP)

2
|fAB pA pB|

α

2 +U(q) = 0 . (7.22)

Esta equação (7.22) nos dá a extensão fracionária de (6.5). Além disso, pode-se obter a corres-
pondência fracionária de Euler-Lagrange de (6.3) pelas equações de Hamilton:

dqA

dt
=

∂H(α)
ADM

∂ pA
,

dpA

dt
=−

∂H(α)
ADM

∂qA , (7.23)

onde H(α)
ADM é o hamiltoniano ADM fracionário definido por

H(α)
ADM = N

(
Dα(mP)

2

∣∣∣fAB pA pB

∣∣∣α

2
+U(q)

)
. (7.24)

Para uma análise no minisuperespaço, com o elemento de linha dado por (6.1), o correspon-
dente vínculo hamiltoniano fracionário (7.22), tem a sua derivada fracionária escrita na forma
(considerando o operador ordenamento p = 0):

−(−□)
α

2 Ψ(a) =−
(
−h̄2 d2

da2

)α

2

Ψ(a) . (7.25)

Para obter soluções semiclássicas desta equação WDW fracionária, vamos utilizar a derivada
fracionária de Riesz (7.1), na forma:

−
(
−h̄2 d2

da2

)α/2

Ψ(a) = c1,α h̄α

∫
∞

0

Ψ(a−v)−2Ψ(a)+Ψ(a+v)

vα+1 dv , (7.26)

onde c1,α é expresso em (7.2).
Consideramos a forma exponencial da função de onda:

Ψ(a) = exp(− i
h̄

S(a)) . (7.27)

Com isso, expandimos a função de onda Ψ(a±v) em série de Taylor, em torno de a, para obter

Ψ(a±v) = Ψ(a)± 1
1!

Ψ
′(a)v+

1
2!

Ψ
′′(a)v2 ± 1

3!
Ψ

′′′(a)v3 +
1
4!

Ψ
′′′′(a)v4 ±· · · . (7.28)

Após substituir (7.28) no numerador da integral em (7.26), encontramos

Ψ(a−v)−2Ψ(a)+Ψ(a+v) =
2
2!

Ψ
′′(a)v2 +

2
4!

Ψ
′′′′(a)v4 + · · · . (7.29)

Com a função de onda (7.27) e suas derivadas, temos

Ψ(a−v)−2Ψ(a)+Ψ(a+v) =− 2
2!

Ψ(a)
(

S′v
h̄

)2

+
2
4!

Ψ(a)
(

S′v
h̄

)4

− 2
6!

Ψ(a)
(

S′v
h̄

)6

+ · · · .

(7.30)
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Desconsideramos derivadas de ordem superior de S′ = dS/da em (7.30). Observando a forma
da expansão da função cosseno:

cos(y) = 1− y2

2!
+

y4

4!
− y6

6!
+ · · · . (7.31)

Escrevemos a expressão (7.30) como:

Ψ(a−v)−2Ψ(a)+Ψ(a+v) =

[
−2+2cos

(
S′v
h̄

)]
Ψ(a) ,

=−2
[

1− cos
(

S′v
h̄

)]
Ψ(a) ,

=−4sin2
(

S′v
2h̄

)
Ψ(a) ,

=−4sin2
(

ϑ

2

)
Ψ(a) ,

(7.32)

onde ϑ = S′v/h̄. Substituindo (7.32) em (7.26), obtemos:

−
(
−h̄2 d2

da2

)α/2

Ψ(a) =−h̄α

(
S′

h̄

)α

Ψ(a)c1,α

∫
∞

0

4sin2 (ϑ

2

)
ϑ α+1 dϑ . (7.33)

Sabendo que c1,α = ϑ
−2
1,α e ϑ 2

1,α =
∫

∞

0
4sin2(ϑ

2 )
ϑ α+1 dϑ [194], chegamos a relação fracionária(

−h̄2 d2

da2

)α/2

Ψ(a) =
(
S′
)α

Ψ(a) , (7.34)

com S′ = πa, sendo a relação clássica para o momento canônico. Para α = 2 obtemos a relação
ordinária (6.27). Assim, o vínculo hamiltoniano fracionário (7.22) na aproximação WKB será:

Dα(mP)

2
|πa|α +U(a) = 0 . (7.35)

A função de onda (7.27) no espaço fracionário passa a ser obtida por

Ψ(a) = e−
i
h̄
∫
|πa|da = e−

i
h̄
∫ (

− 2U(a)
Dα (mP)

)1/α

da
. (7.36)

Aplicaremos este procedimento na CCF, discutida na próxima seção.

7.5 Cosmologia Clássica Fracionária no Universo de FLRW

O objetivo principal desta seção é estabelecer uma estrutura cosmológica fracionária apro-
priada para examinar a questão da sincronicidade, entre outros enigmas ligados ao modelo
ΛCDM. Nossa investigação se esforça para abordar o problema da sincronicidade, e para isso,
iniciamos com a abordagem da CQF [2, 34, 60, 61, 207]. A metodologia básica e preliminar
do CQF é usar a MQF [196, 203, 204] em CQ [208] para obter as consequências cosmológicas
correspondentes no minisuperespaço apropriado. Porém, aqui consideramos apenas o limite
(semi)clássico desta teoria; para ver outros modelos semiclássicos estabelecidos aplicando vá-
rias teorias gravitacionais como estruturas subjacentes, veja, por exemplo, [118]. Vários traba-
lhos abordaram a proposta de uma Cosmologia Clássica Fracionária (CCF) [71, 94, 209], uma
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vez que o uso do cálculo fracionário em cosmologia está atualmente produzindo resultados
encorajadores e promissores [70].

O minisuperespaço da cosmologia FLRW, correspondente ao vínculo hamiltoniano (3.8), é
unidimensional com fAB pA pB = π2

a/a. Em relação às dimensões de [π2
a/a] = 1/(comprim.)3

e [H ] = 1/(comprim.), pode-se facilmente verificar que Dα(mP) = m3(2−α)
P . Portanto, a ex-

tensão fracionária do hamiltoniano ADM (3.6) e dos vínculos hamiltonianos (3.8) são dadas
por:

H(α)
ADM = N

[
2πl3α−4

P
3Vk

∣∣∣∣π2
a

a

∣∣∣∣
α

2

+
3Vk k a
8π G

−Vk a3
ρ

]
, (7.37)

2πl3α−4
P

3Vk

∣∣∣∣π2
a

a

∣∣∣∣
α

2

+
3Vk k a
8π G

−Vk a3
ρ = 0 , (7.38)

onde lP =
√

G é o comprimento de Planck.
No gauge comóvel N = 1, usando as equações de Hamilton, ȧ = ∂H(α)

ADM/∂πa, e redimensi-
onando o tempo cósmico por:

t → α

4
α−1

α

(
3Vk

2π

)α−2
α

t , (7.39)

nos leva à seguinte extensão fracionária da equação de Friedmann

H
2

3−D =
1(

l2
Pa3
)D−2

3−D

[
8πG

3
ρ − k

a2

]
, (7.40)

onde ρ é dado pela relação (3.10), e o parâmetro D está relacionado ao parâmetro fracionário
de Lévy α , por

D =
2
α
+1, 2 ≤ D < 3 . (7.41)

Substituindo α = 2 (ou equivalentemente D = 2) na equação (7.40), obtemos o resultado
padrão. Devemos observar que existem diversas variantes da equação fracionária de Friedmann
na literatura; veja, por exemplo, [94, 209].

Semelhante ao modelo padrão da cosmologia, pode-se definir a extensão fracionária dos

parâmetros de densidade
{

Ω(i) = 8πGρ(i)

3H2 ,Ω(k) =− k
a2H2

}
, por

Ω̃
(i) =

1(
l2
Pa3
)D−2

3−D

8πGρ(i)

3H
2

3−D
, Ω̃

(k) =− 1(
l2
Pa3
)D−2

3−D

k

a2H
2

3−D
. (7.42)

Deve-se notar que os parâmetros de densidade mencionados acima seguem as definições
padrão em ΛCDM quando D = 2. Como resultado, a equação de Friedmann fracionária (7.40)
obedece à seguinte relação padrão:

Ω̃
(m)+ Ω̃

(rad)+ Ω̃
(Λ)+ Ω̃

(k) = 1 , (7.43)

que também é conhecida como relação de fechamento.
A equação de Raychaudhuri, também conhecida como segunda equação de Friedmann, pode

ser obtida tomando a derivada temporal da equação (7.40) e combinando-a com a equação de
continuidade. Na cosmologia fracionária, o tensor energia-momento de um fluido perfeito está
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sujeito à mesma equação de conservação covariante que na cosmologia padrão. Esta equação
pode ser expressa da seguinte forma:

ρ̇
(i)+3H

(
ρ
(i)+ p(i)

)
= 0 , (7.44)

onde p(i) = ωiρ
(i).

Esses dois nos levam à equação fracionária de Raychaudhuri

ä
a
=− 4π(3−D)G

3(H2l2
Pa3)(

D−2
3−D)

(ρ +3p)− D−2
2

H2 . (7.45)

Para D = 2 em (7.45), recuperamos a equação (3.11).
Além disso, a equação de Friedmann fracionária (7.40) pode ser reescrita, utilizando a equa-

ção de continuidade (7.44), como(
H
H0

) 2
3−D

=
1

a3(D−2
3−D)

{
∑

i

Ω̃
(i)
0

a3(1+ωi)
+

Ω̃
(k)
0

a2

}
, (7.46)

onde Ω̃
(i)
0 e Ω̃

(k)
0 denotam os parâmetros de densidade na época atual, (a = 1).

Usando-se o mesmo método pode-se obter o parâmetro de desaceleração q. Realizando
uma derivada temporal da equação de Friedmann (7.40), e utilizando também a equação de
continuidade e os parâmetros de densidade fracionária (7.42), encontramos:

q =− ä
aH2 =

3−D
2 ∑

i
(1+3ωi)Ω̃

(i)+
D−2

2

=
(3−D)(1+ z)3(D−2

3−D)

2
(

H
H0

) 2
3−D

∑
i
(1+3ωi)(1+ z)3(1+ωi)Ω̃

(i)
0 +

D−2
2

,
(7.47)

onde, na segunda igualdade, utilizamos a definição do redshift 1+ z = 1/a.
Para observar o impacto geral do parâmetro fracionário de Lévy na evolução cósmica, é ins-

trutivo examinar um modelo simples e plano (k = 0) do Universo, consistindo de poeira cósmica
e a constante cosmológica. O comportamento do q em relação ao redshift z está representado
nas Figuras 14 e 15. Na Figura 14, mantemos um valor constante de D = 2,2 e examinamos o
impacto de Ω̃

(m)
0 na variável q em termos de z. Nossa observação revela que q(z) não responde

significativamente aos valores atuais de Ω̃
(m)
0 . Porém, na Figura 15, fica aparente que q é alta-

mente sensível ao parâmetro fracionário de Lévy. Ao analisar a Figura 15, podemos deduzir que
à medida que α aumenta, a transição de uma fase de desaceleração para uma fase de aceleração
ocorre em redshifts mais baixos.

Em seguida revisamos brevemente os conjuntos de dados cosmológicos disponíveis. De-
pois, consideramos os conjuntos de dados observacionais, como SNIa (Type Ia Supernova),
CMB (Cosmic Microwave Background), BAO (Baryon Acoustic Oscillations), BBN (Big Bang
Nucleosynthesis) e OHD (Observational Hubble Data), para estimar tanto a idade do Universo
quanto os parâmetros livres do modelo.
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Figura 14 – A evolução do parâmetro de desaceleração q, como uma função do redshift z, para
D = 2,2 e Ω̃

(m)
0 = 0,2 (linha sólida), Ω̃

(m)
0 = 0,26 (tracejada), Ω̃

(m)
0 = 0,3 (ponto-

tracejada), e Ω̃
(m)
0 = 0,4 (pontilhada).
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Fonte: Costa et al. (2023, p.10)

Figura 15 – A evolução do parâmetro de desaceleração q, como uma função do redshift z,
para Ω̃

(m)
0 = 0,264 e D = 2 (linha sólida), D = 2,1 (tracejada), D = 2,4 (ponto-

tracejada), e D = 2,8 (pontilhada).
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Fonte: Costa et al. (2023, p.10)

7.5.1 Parâmetros observacionais em CCF

Nesta seção, comparamos nossos resultados teóricas com observações. Examinamos cinco
conjuntos de dados significativos, nomeadamente BAO, SNIa, CMB, BBN e OHD. Alguns arti-
gos sugerem que o Dados Observacionais do Hubble (OHD), obtido com base no redshift, pode
ser comparado com o conjunto de dados SNIa. Se o leitor estiver interessado, pode consultar a
referência [210] e outras fontes relevantes. A maior amostra combinada de SNIa, denominada
Amostra Pantheon, consiste em 1048 SNIa na faixa de redshift de [0,01, 2,3], conforme apre-
sentado por Scolnic et al. [126]. Nesta análise, usamos o conjunto de dados Pantheon SNIa,
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que consiste em 40 pontos de dados no intervalo de 0,014 < z < 1,61. Na referência [211], a
introdução de χ2

SN como

χ
2
SN(p) = S2(p)−

S2
1(p)
S0

+ ln
S0

2π
+ ln |2πSSN | , (7.48)

no qual

S0 =V.S−1
SN .V

T , S1 =W.S−1
SN .V

T , S2 =W.S−1
SN .W

T , (7.49)

onde temos a matriz de covariância, denotada por S, calculada usando a amostra binned Pantheon,
considerando erros estatísticos e sistemáticos. Além disso, V é um vetor linha que consiste em
elementos unitários, enquanto Wi representa a diferença entre os módulos de distância, µb,i e
µ(zi). Vimos na seção 3.4 que o módulo de distância é definido em temos da magnitude apa-
rente, m(z), obtida pela equação (3.27).

As constantes de normalização independentes do modelo cosmológico podem ser elimina-
das para este conjunto de dados específico. Posteriormente, incorporamos os dados obtidos pela
observação de assinaturas acústicas no aglomerado de galáxias em grande escala. Ao utilizar
os dados BAO, é possível minimizar o χ2

BAO definido como [212]

χ
2
BAO = Y TC−1

BAOY . (7.50)

Como os dados SNIa e BAO contêm informações valiosas sobre o Universo em redshifts
mais baixos, incorporamos as informações do deslocamento da CMB considerando a likelihood
da CMB. Esta likelihood é discutida na Tabela 1 da ref. [213]) e concentra-se na escala angular
do horizonte sonoro no último espalhamento, denotado como la, bem como no parâmetro de
densidade bariônica. Ao incluir esta informação, planejamos explorar toda a história da ex-
pansão que conduz à última superfície de espalhamento. Para conseguir isso, nos referimos
às equações (22)–(33) na referência [214]. Além disso, a Nucleossíntese do Big Bang (BBN)
oferece um ponto de dados que ajuda a restringir principalmente Ω

(b)
0 , conforme mencionado

no trabalho de Serra et al. [215].
O χ2

BBN é dado por:

χ
2
BBN =

(Ω
(b)
0 h2 −0,022)2

0,0022 . (7.51)

Finalmente, incorporamos adicionalmente os dados obtidos a partir do parâmetro observaci-
onal de Hubble. Nesta investigação específica, utilizamos os 31 pontos de dados derivados das
estimativas recentes e precisas de H(z) na faixa de desvio para o vermelho de 0,07 ≤ z ≤ 1,965.
Esses pontos de dados específicos são independentes dos pontos de dados da Oscilação Acústica
Bariônica (BAO) e foram apresentados inicialmente em [216]. Neste caso, podemos escrever:

χ
2
OHD(p) = ∑

i

(H(zi, p)−Hi)
2

σ2
i

(7.52)

onde σi é o erro gaussiano no valor medido de Hi.
O modelo ΛCDM, também conhecido como Modelo de Concordância, é amplamente aceito

na cosmologia, pois se ajusta com precisão às observações atuais. Foi extensivamente testado
usando várias medições cosmológicas. Nossos resultados de análise estatística são apresentados
na Tabela 1. O modelo fracionário ΛCDM, por outro lado, introduz um parâmetro adicional
independente (α ou D) que representa a não localidade associada à derivada fracionária. A
análise estatística deste modelo é apresentada na Tabela 2.
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Tabela 1 – Os parâmetros de melhor ajuste com níveis de confiança (CLs) 1σ e 2σ para o
modelo FLRW.

Parâmetro 68% CL 95% CL Valor de melhor ajuste
Ω

(cdm)
0 0,226+0,020

−0,018 0,226+0.033
−0,036 0,226+0,044

−0,048

Ω
(b)
0 0,0476+0,0015

−0,0018 0,0476+0,0034
−0,0032 0,0476+0,0045

−0,0037

Ω
(m)
0 0,274+0,021

−0,018 0,274+0,034
−0,037 0,274+0,040

−0,050

Ω
(k)
0 0,052±0,045 0,052+0,089

−0,089 0,05+0,11
−0,11

H0 68,9±1,2 68,9+2,3
−2,3 68,9+2,7

−3,0

χ2
min 68,6+1,3

−3,3 68,6+5,6
−4,2 69+9

−5

Fonte: Costa et al. (2023, p.12)

Tabela 2 – Os parâmetros de melhor ajuste com níveis de confiança (CLs) 1σ e 2σ para o
modelo FLRW fracionário.

Parâmetro 68% CL 95% CL Valor de melhor ajuste
Ω̃

(cdm)
0 0,226±0,018 0,226+0,036

−0,038 0,226+0,046
−0,050

Ω̃
(b)
0 0,0480±0,0018 0,0480+0,0036

−0,0036 0,0480+0,0052
−0,0045

Ω̃
(m)
0 0,274±0,018 0,274+0,032

−0,036 0,274+0,045
−0,049

Ω̃
(k)
0 0,049+0,050

−0,060 0,05+0,11
−0,10 0,05+0,14

−0,13

H0 68,6+1,2
−1,4 68,6+2,6

−2,4 68,6+3,5
−3,4

D 2,0069+0,0036
−0,0061 2,007+0,011

−0,0087 2,007+0,015
−0,010

χ2
min 68,4+1,5

−3,3 68,4+5,8
−4,4 68+9

−5

Fonte: Costa et al. (2023, p.13)

A Figura 16 mostra a evolução do parâmetro de desaceleração q(z) em relação ao redshift
para os modelos ΛCDM e fracionário ΛCDM. Como podemos ver nesta figura, o parâmetro
de desaceleração do modelo padrão da cosmologia é relativamente maior do que o parâmetro
de desaceleração fracionária em todos os redshifts. A Figura 17 ilustra as regiões de confiança
1σ e 2σ que são obtidas ajustando o modelo fracionário ΛCDM a um conjunto abrangente de
dados, incluindo Oscilações Acústicas Bariônicas (BAO), Supernovas (SN), Fundo Cósmico de
Microondas (CMB), Nucleossíntese do Big Bang (BBN) e Dados Observacionais do Hubble
(OHD). Este processo de ajuste determina a melhor concordância possível entre o modelo e os
dados observados. A fim de avaliar melhor a precisão do modelo fracionário ΛCDM, a Tabela
2 foi preparada para mostrar a consistência entre os valores derivados de Ω̃m e H0 obtidos do
BAO+SN Conjuntos de dados +CMB+BBN+OHD e os valores correspondentes relatados pela
Colaboração Planck 2018. Ao comparar os dois, podemos obter informações valiosas sobre a
confiabilidade dos nossos ajustes. Além disso, a Figura 18 foi incluída para fornecer uma repre-
sentação visual do desempenho de nossos ajustes em comparação com o modelo ΛCDM bem
estabelecido. Vale ressaltar que tanto o modelo fracionário ΛCDM quanto o modelo ΛCDM
apresentam concordância com as observações cosmológicas mais atualizadas no que diz res-
peito aos seus respectivos valores do parâmetro de desaceleração q0 e o redshift de transição
associada zt = 0,72. Isto confirma, ainda mais, os resultados obtidos nesta tese.



CAPÍTULO 7. COSMOLOGIA CLÁSSICA FRACIONÁRIA 89

Figura 16 – A evolução do parâmetro de desaceleração q(z) é mostrada contra o redshift. A
linha pontilhada representa o modelo ΛCDM (D = 2), enquanto a linha tracejada
representa o modelo fracionário ΛCDM para os dados da Tabela 2 (D = 2,007).
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Figura 17 – Os contornos bidimensionais e as distribuições de probabilidades unidimensionais
representam os parâmetros fracionários do modelo ΛCDM com 68% CL e 95% CL,
respectivamente.
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Observações do Tipo SNIa fornecem dados cruciais para a compreensão da expansão do
Universo, como também servem como evidência primária da sua expansão acelerada. Para
obter os melhores resultados possíveis, comparamos a magnitude aparente, observada da detec-
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Figura 18 – Os contornos de restrição 68% e 95% no parâmetro de densidade de matéria escura
fria Ω
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ao usar dados do BAO+SN+CMB+BBN+OHD.
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Figura 19 – A magnitude aparente das SN (pontos de dados) é comparado com a magnitude
aparente teoricamente prevista (linha sólida) em um modelo fracionário ΛCDM,
com os dados da Tabela 2.
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ção de SNIa, com os valores teórico da equação (3.27). Nesse sentido, utilizamos a amostra
Pantheon, sendo um conjunto de dados atualizado de SNIa com 1048 módulos de distância (µ)
em vários redshifts no intervalo de 0,01 < z < 2,26. Na Figura 19, ilustramos o comportamento
da magnitude aparente m em função do redshift z, através das equações (3.27) e (7.46), com os
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dados da Tabela 2 e uma magnitude absoluta de M =−19,36 [127]. Podemos assim comparar
nosso modelo com o modelo ΛCDM, mostrando semelhanças significativas.

Figura 20 – O gráfico mostra a evolução do parâmetro Hubble, H(z), em unidades de
kms−1Mpc−1 em relação ao redshift z, com barras de erro. A linha tracejada ver-
melha representa a dinâmica do parâmetro Hubble obtido da equação (7.46). A
linha pontilhada azul corresponde ao comportamento do parâmetro de Hubble para
D = 2. Os valores dos parâmetros de densidade, parâmetros de densidade fracioná-
ria e constante de Hubble na época atual são os valores mais adequados das Tabelas
1 e 2, respectivamente.
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O parâmetro Hubble plotado em relação ao redshift z é representado na Figura 20, utilizando
os dados extraídos das Tabelas 1 e 2. Torna-se evidente que o nosso modelo demonstra um
notável grau de concordância com a CC, substanciando assim a sua validade e confiabilidade.

7.5.2 O problema da sincronicidade

Revisaremos a propriedade crítica do modelo ΛCDM relacionada ao problema de sincroni-
cidade. O caso limite de D = 2 na equação de Friedmann (7.46) nos dá a equação de Friedmann
(3.13) no modelo padrão (ΛCDM) da cosmologia:(

H
H0

)2

= ∑
i

Ω
(i)
0

a3(1+ωi)
+

Ω
(k)
0

a2 , (7.53)

onde Ω
(i)
0 =

8πGρ
(i)
0

3H2
0

, e Ω
(k)
0 = − k

H2
0
. As soluções da equação acima mencionada para um Uni-

verso plano, quando a radiação, a poeira cósmica ou a constante cosmológica dominam, são
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dadas por

a(t) =



(√
H0Ω

(r)
0

2

) 1
2

t
1
2 , ω = 1

3 ,(
2
√

H0Ω
(m)
0

3

) 2
3

t
2
3 , ω = 0 ,

C exp
(√

Λ

3 t
)

, ω =−1 ,

(7.54)

onde, na última igualdade, C é uma constante de integração. É fácil verificar que temos Ht = 1/2
e Ht = 2/3 nos dois primeiros casos, respectivamente. No contexto da expansão da lei de
potência, a razão entre a idade do Universo e o tempo de Hubble é uma constante. Esta é
uma propriedade geral. No entanto, quando a constante cosmológica domina na cosmologia
tardia, temos a equação Ht =

√
Λ/3t. Isto significa que na época atual, no que diz respeito às

observações cosmológicas, temos t0 ∝
√

3/Λ. Esta equação, na verdade, é uma expressão do
problema de sincronicidade da idade do Universo.

Analisemos o efeito do parâmetro fracionário de Lévy no problema de sincronicidade da
idade do Universo. Obtemos soluções explícitas para o fator de escala em um Universo plano
com um fluido perfeito monocomponente. Assim, consideremos que a i-ésima componente é
dominada na equação de Friedmann (7.46). Em relação às Equações (7.46) e (7.47), o fator
de escala e o parâmetro de desaceleração para um fluido perfeito com a equação de estado
p(i) = ωiρ

(i) são

a(t) =

(
3H0[1+ωi(3−D)]Ω̃

(i)
0

2

) 2
3(1+ωi(3−D))

t
2

3(1+ωi(3−D)) , (7.55)

qi =
1+3ωi(3−D)

2
. (7.56)

Isso demonstra que no Universo dominado pela radiação (ω = 1/3), a taxa de expansão
é a(t) ∝ t

2
6−D . Além disso, vale ressaltar que a natureza do fator de escala em um Universo

dominado pela matéria (ω = 0) permanece não afetada pelo parâmetro fracionário de Lévy e
é dada por a ∝ t

2
3 . Por outro lado, para um Universo deS (ω = −1) e D ̸= 2, a forma de fator

de escala acima se reduz a a(t) ∝ t
2

3(D−2) . Além disso, conforme a equação (7.56), pode-se
inferir que no contexto da cosmologia fracionária, nosso universo experimentou um período de
desaceleração durante as fases dominadas pela radiação e pela matéria sem pressão. Resumindo,
ao considerar a presença de radiação e matéria sem pressão, a cosmologia fracionária é incapaz
de elucidar a transição de fase cósmica da desaceleração para a aceleração que ocorreu ao
longo da história do Universo, a menos que a inclusão da energia escura (no nosso modelo, uma
constante cosmológica) seja considerada. Além disso, o parâmetro de desaceleração (7.56)
mostra que temos um Universo acelerado para D < 8/3 valores restritos de D.

A solução (7.55) mostra que no modelo fracionário ΛCDM, o Universo segue uma expansão
acelerada pela lei de potência mesmo em tempos recentes, ao contrário do modelo padrão,
onde a aceleração tardia é explicada pela expansão exponencial de deS. No modelo fracionário
ΛCDM, para o i-ésimo componente do fluido cósmico, temos:

Ht =
2

3(1+ωi(3−D))
. (7.57)
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Assim, para um Universo de deS, encontramos:

Ht =
2

3(D−2)
. (7.58)

A Figura 21 mostra a evolução de Ht em relação ao fator de escala tanto para o modelo
padrão da cosmologia quanto para sua extensão fracionária. Observamos que na época atual,
ambos os modelos possuem valores muito próximo para H0t0. No entanto, no futuro, os seus
comportamentos irão divergir. No modelo ΛCDM, Ht aumenta para a > 1, enquanto no caso
do ΛCDM fracionário, permanece constante, como observamos no referido fluido monocom-
ponente.

Figura 21 – A evolução de Ht com o fator de escala é representada para D = 2 (tracejado) e
D = 2,3 (linha). Os valores de melhor ajuste para os parâmetros de densidade e
parâmetros de densidade fracionária são substituídos nas Tabelas 1 e 2, respectiva-
mente.
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Fonte: Costa et al. (2023, p.16)

O conteúdo do Universo foi predominantemente composto de poeira cósmica durante a
maioria de sua história. Em relação a este fato e ignorando os termos de radiação e curvatura,
podemos calcular a idade do Universo através da equação (3.15) da seguinte maneira:

Ht = H(a)
∫ a

0

dx
xH(x)

, H(x) = x
3(2−D)

2

(
Ω̃

(m)
0
x3 +1− Ω̃

(m)
0

) 3−D
2

. (7.59)

Utilizando a equação acima, descobrimos que quando 2 ≤ D < 3, a idade atual do Universo,
em unidades de tempo de Hubble, está restrita a:

0,6667 < H0t0 ≤ 0,9887 . (7.60)

A Figura 22 ilustra como a idade atual do Universo é restrita para diferentes valores de
parâmetros fracionários. Com base na desigualdade (7.60), podemos observar que quando o
parâmetro fracionário D se aproxima de 2, o valor de H0t0 torna-se quase igual a um. Porém,
no modelo padrão da cosmologia, onde D = 2, Ht tende ao infinito em um futuro distante. Para
outros valores de parâmetros fracionários, Ht permanece finito. Com base nas informações
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apresentadas na Tabela 2, o parâmetro fracionário tem um valor ajustado de D = 2,007. Para
este valor de D, obtemos:

H0t0 = 0,9858 , lim
a→∞

Ht = 95,238 , t0 = 13,8196 Gyr . (7.61)

Além disso, no limite superior do parâmetro fracionário, D → 3, temos:

lim
a→∞

Ht = 0,6667 . (7.62)

Figura 22 – A dependência de H0t0 com o parâmetro fracionário, D. O valor mais adequado
do parâmetro de densidade fracionária de poeira cósmica é substituído conforme a
Tabela 2.
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A análise realizada mostra que no modelo fracionário ΛCDM, o valor de Ht é sempre finito
quando o Universo se expande para o infinito e, na época atual, seu valor é bem próximo da
unidade.

Vale ressaltar que a cosmologia fracionária pode gerar consequências consideráveis numa
fase inflacionária. Utilizar um campo escalar com um potencial apropriado e dominante em
comparação com a densidade de energia inicial do Universo é o método típico empregado para
atingir a inflação. Esta abordagem inflacionária desencadeia uma rápida expansão do fator de
escala do Universo. De acordo com as teorias para a inflação, esta expansão se manifesta como
um crescimento exponencial, semelhante ao espaço deS, à medida que o campo escalar se move
gradualmente em direção ao seu mínimo global. Ao considerar que o potencial do campo es-
calar produz a inflação, podemos deduzir, com base no parâmetro de desaceleração fracionária,
que durante o início do Universo, a aceleração foi experimentada quando o valor de D estava
entre 2 e 2,667. Esta faixa específica de valores D estabelece um modelo inflacionário de lei
de potência e, dentro deste modelo, o parâmetro fracionário α assume um papel significativo.
Se assumirmos que a época inflacionária ocorreu em um intervalo de tempo de ti = 10−36 s, e
t f = 10−33 s, podemos calcular o número de e-foldings:

N = ln
(

a(t f )

a(ti)

)
=

2
3(D−2)

ln
(

t f

ti

)
=

2ln(10)
D−2

. (7.63)

Obtemos D ≤ 2,072 ou α ≥ 1,866 se assumirmos um mínimo de 64 e-foldings para resolver
problemas comuns do Big Bang.



CAPÍTULO 7. COSMOLOGIA CLÁSSICA FRACIONÁRIA 95

7.5.3 Conclusões para CCF no Universo de FLRW

O conceito de sincronicidade é intrigante porque o tempo cósmico adimensional, represen-
tado como H0t0, pode variar significativamente no modelo padrão da cosmologia. Este modelo
explica a expansão acelerada tardia como um Universo deS. Neste modelo, a coincidência atual
do tempo cósmico e do tempo de Hubble é válida apenas para o momento presente. No entanto,
a idade do Universo não estará tão próxima do tempo de Hubble no passado ou no futuro, e Ht
poderá até ser infinito no futuro.

Neste trabalho, observamos que no modelo fracionário ΛCDM, durante tempos recentes,
quando a constante cosmológica é dominada, o Universo exibe um fenômeno notável e intri-
gante caracterizado por uma expansão acelerada pela lei de potência. Isto confronta fortemente
com o modelo padrão, no qual uma expansão exponencial deS é obtida para explicar a acele-
ração tardia. Portanto, a idade do Universo está continuamente ligada ao tempo de Hubble em
qualquer momento, criando uma relação proporcional entre os dois fenômenos. Isto contrapõe
com a estrutura cosmológica tradicional, onde a época atual na vasta extensão do Universo é
percebida como um instante específico no tempo.

Nossa análise estatística revelou que o parâmetro fracionário proposto por Lévy, que carac-
teriza o grau de não localidade em um sistema, é determinado como tendo o melhor valor de
α = 1,986. Também determinamos a idade do Universo através do estudo minucioso de vá-
rios fenômenos cosmológicos e do uso de técnicas sofisticadas. Nossos cálculos mostram que
a idade do Universo é da ordem de t0 = 13,8196 bilhões de anos. Além disso, ao calcular a
idade adimensional do Universo, obtivemos que H0t0 = 0,9858, e Ht = 95,238 para um futuro
distante. Estes resultados indicam que o nosso modelo é um modelo cosmológico plausível.
Abrange com sucesso um estágio inicial crucial de domínio da matéria, essencial para a forma-
ção e surgimento de estruturas intrincadas no Universo. Além disso, o nosso modelo incorpora
também uma fase de aceleração mais recente que corresponde harmoniosamente às observações
feitas no campo da cosmologia.
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8 COSMOLOGIA QUÂNTICA FRACIONÁRIA

Resultados recentes da gravidade quântica, como a mudança da dimensão do espaço-tempo
com a variação da escala de comprimento, deram um impulso significativo ao uso crescente
do cálculo fracionário na CQ [40, 44, 48, 51, 53]. Como os operadores íntegro-diferenciais
fracionários podem descrever esses processos, o uso de processos fractais na física quântica é
um precursor da incorporação do cálculo fracionário na teoria quântica [217].

O principal objetivo deste capítulo é reexaminar o Universo de deS no contexto da Cosmo-
logia Quântica Fracionária (CQF) como uma nova ferramenta para estudar o estado inicial do
Universo [1]. Estamos cientes das dificuldades matemáticas e interpretativas presentes. No en-
tanto, aspectos novos podem ser encontrados. Na seção 6.3, apresentamos uma revisão do mo-
delo no contexto da CQ canônica e obtemos as funções de onda semiclássicas. Neste capítulo,
foquemos na extensão fracionária do espaço-tempo de deS. Então, ao analisar as implicações
da CQF, examinamos por que elas podem ser mais gerais do que aquelas alcançadas na seção
6.3.

8.1 Espaço fechado em CQF

Vamos agora focalizar nossa discussão na formulação quântica fracionária do espaço-tempo
de deS. Portanto, partindo da equação (6.23), nossa equação WDW fracionária de um espaço-
tempo de deS é (

− d2

da2

)α

2

Ψ(a)+
9π2mα+2

P
4

(
a2 − Λ

3
a4
)

Ψ(a) = 0 . (8.1)

Na aproximação WKB, reescrevemos a função de onda como em (7.27) para obter:

|πa|α +
9π2

4
m2+α

P a2
(

1− a2

L2

)
= 0 . (8.2)

onde L é dado por (6.40).
Dentro do nosso procedimento de aproximação WKB escolhido, podemos mostrar que as

funções de onda WKB fracionária correspondentes, no caso das propostas de Hartle–Hawking
e Linde–Vilenkin, ainda carregam a estrutura formal como em (6.36) ou (6.35). Vamos ob-
servar que a presença explícita do parâmetro α introduzido pelo uso da derivada de Riesz traz
modificações significativas.

A função de onda WKB Linde–Vilenkin da equação WDW fracionária unidimensional
acima, é obtida isolando o momento πa em (8.2), ou seja,

|πa|=
(

3π

2

)D−1

mD
P

[
a2
(

1− a2

L2

)]D−1
2

, (8.3)

onde D é a dimensão que depende do parâmetro fracionário de Lévy, α ,

D =
2+α

α
, 2 ≤ D < 3 . (8.4)

Considerando a função de onda WKB Linde–Vilenkin (6.36) e o valor de πa, obtido da equação
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(8.3). Realizando a integração e desconsiderando o fator pré-exponencial, encontramos:

ΨLV(a)≃


eCaDF(D

2 ,
1−D

2 ;1+D
2 ;( a

L )
2) , a < L ,

e−iCaDF(D
2 ,

1−D
2 ;1+D

2 ;( a
L )

2)+i π

4 , a ≥ L ,

(8.5)

onde C := (3π

2 )D−1mD
P , e F(a,b;c;z) é a função hipergeométrica.

Semelhantemente, é possível escrever a função de onda de Hartle–Hawking em termos de
funções hipergeométricas.

Consideremos agora as distribuições de probabilidade de Linde–Vilenkin e Hartle–Hawking.
De acordo com (6.37) e (6.39), elas são escritas como:

P LV =
|Ψ LV(L)|2

|Ψ LV(0)|2
∝ e−2
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8πG2V0
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,

P HH =
|Ψ HH(L)|2

|Ψ HH(0)|2
= P−1

LV .

(8.6)

Comparando as equações (6.37) e (6.38) com o resultado acima, podemos definir uma entropia
fracionária1 como

SFrac :=
AFrac

4G
, (8.7)

onde

AFrac := 4
√

π

(
3π

4

)D−1
Γ(D)

Γ(D+1/2)
l2
P

(
L
lP

)D

, (8.8)

é a área fractal do horizonte deS, D é a dimensão fractal do horizonte e lP = 1/mP é o com-
primento de Planck. Especificamente, na expressão acima a superfície do horizonte é uma
superfície fractal cuja dimensão D é dado por (8.4). Observe que para α = 2 (ou equivalen-
temente, D = 2) a área fractal do horizonte reduzirá a área suave original do espaço de deS.
As equações (8.7) e (8.8) mostram que aumentar o parâmetro fracionário de Lévy α , também
aumenta a fractalidade da área do horizonte, o que por sua vez causa a mudança da entropia
efetiva de Gibbons–Hawking, tornando-a maior do que no caso padrão suave.

Vamos elaborar mais sobre as implicações de (8.2), e estabelecer como a situação na pro-
posta fracionária, os casos tornam-se bastante diferentes. A equação (8.2) permite extrair e
escrever que o hamiltoniano ADM fracionário efetivo é dado por:

H(α)
ADM =−N

{ |πa|α

3πmα
P a(t)

+U(a)
}

, (8.9)

1Na referência [207] uma formulação espaço-fracionária para o buraco negro de Schwarzschild permitiu for-
mular que o horizonte revelou uma estrutura fractal e dependente de α . A entropia fracionária proposta do buraco

negro é: SBH =
(

ABH
4G

) 2+α
2α

= AFrac
4G , por meio do qual é definido AFrac. No espaço-tempo de deS apresentado,

foi proposto uma definição de entropia que é semelhante: SdeS = AdeS
4G . Achamos que é aceitável perguntar se os

resultados para a estrutura fractal do horizonte de eventos (e a entropia correspondente) são um comportamento
geral.
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onde

U(a) :=
3πm2

P
4

a(t)
(

1− 8πV0

3m2
P

a(t)2
)

. (8.10)

Então, as equações de Hamilton, ȧ = ∂H(α)
ADM/∂πa, π̇a = −∂H(α)

ADM/∂a com o vínculo hamil-
toniano H (α) = H(α)

ADM/N = 0 nos leve às equações fracionárias de Friedmann em referencial
comóvel (N = 1): (

ȧ
a

)2

=
a2(1−D)

(D−1)2

(
2
√

G
3π

)2(D−2)(
a2

L2 −1
)3−D

, (8.11)

ä
a
=

(5−2D)(−U)2−D

(D−1)2(3π)D−2aD

(
a2

L2 +
D−2

5−2D

)
, (8.12)

onde L é definido por (6.40).
Observe também que para D = 2 as equações de campo acima são reduzidas as equações

originais usuais de Friedmann. Além disso, como mostram as equações de campo acima, para
D ̸= 2 (ou equivalentemente α ̸= 2; ver Figura 23), nosso Universo modelo deS não se ex-
pande exponencialmente. O Universo nuclea do nada sendo acelerado apenas para D < 2,5,
aumentando como uma expansão da lei de potência:

a(t)∝ t
1

2(D−2) . (8.13)

Figura 23 – Gráfico do fator de escala para três valores de dimensão fractal, D = 2,1 (traço-
ponto), D= 2,5 (traço) e D= 2,9 (ponto). O comportamento assintótico dos fatores
de escala correspondentes também é indicado no gráfico. Usamos unidades em que,
mP = L = 1.

Fonte: Jalalzadeh, Costa e Moniz (2022, p.5)

O número de e-foldings antes do tf de um período de inflação e a partir de um momento
t∗ torna-se N∗ = ln(tend/t∗)/(2(D − 1)). Por exemplo, para D = 2,001, encontramos N∗ =
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50ln(tend/t∗) > 50; a escala que observamos a partir dos dados cósmicos de fundo em micro-
ondas está conforme o e-folding no intervalo 50 < N∗ < 60 [218]. Normalmente, este tipo de
expansão da lei de potência pode ser realizada se um campo escalar com potencial exponencial
dominar a densidade de energia do Universo num estágio inicial [219]. Como vimos na equação
(8.13), na extensão fracionária da CQ, para D ̸= 2, a probabilidade de haver uma expansão da
lei de potência é real e sem tal potencial exponencial. Isto permite levantar a possibilidade de
que a inflação, um estágio inicial acelerado de expansão, possa ocorrer da perspectiva da MQF.
Isto é interessante e a forma usual de inflação de deS ocorrerá apenas para D = 2.

Acrescentemos que devido ao sinal negativo em (8.6), o estado sem contorno aumenta não
apenas a contribuição de Universos vazios com V0 = 0 em todo o estado quântico, mas também
horizontes altamente fractais com dimensão próxima a três, D → 3. Esses dois efeitos levam à
conclusão aparentemente contraditória de que Universos bastante grandes e em desaceleração
são infinitamente prováveis do que Universos de tamanho finito. A probabilidade da função
de onda de tunelamento como na equação (8.6), por outro lado, promove grandes valores de V0
simultaneamente com horizonte fractal com dimensão próxima a dois, D→ 2, e capaz de induzir
uma lei de potência acelerada a cenários de expansão. Como resultado, parece que a fórmula de
tunelamento se torna mais atraente dentro da CQF aqui apresentada, quando contrastada com a
fórmula sem contornos.

Similarmente ao parágrafo final da subseção 6.4, abordemos novamente os pontos ali intro-
duzidos. No entanto, estendendo o contexto em direção à CQF. Mais precisamente, lembre-se
o intervalo geral, V0 ≤ 10−8m4

P, derivado da restrição de amplitude nas ondas gravitacionais
geradas durante a inflação. De V0 = 10−12m4

P, a distribuição de probabilidade (8.6), produz
10−1017

< P LV ≤ 10−1010
, onde o limite inferior é obtido para D ≃ 3 e o limite superior é calcu-

lado para D = 2. Assim, o Universo fracionário aqui fechado pode não ser favorecido.

8.2 Espaço aberto em CQF

Na verdade, se considerarmos, em vez disso, a criação de Universos compactos, topolo-
gicamente não triviais, abertos ou planos (ver referências [176–179]), então a equação WDW
fracionária de um espaço-tempo de deS (8.1) torna-se:(

− d2

da2

)α

2

Ψ(x)+
9V 2

k mα+2
P

16π2

(
ka2 − Λ

3
a4
)

Ψ(a) = 0 , (8.14)

onde k =−1,0, e Vk denota o volume finito das hipersuperfícies espaciais compactas não triviais
[6]. Além disso, o hamiltoniano ADM fracionário efetivo (8.9) será generalizado para:

H(α)
ADM =−N

{ 2π

3Vkmα
P a

|πa|α +
3Vkm2

P
8π

a
(

k− Λ

3
a2
)}

. (8.15)

A equação fracionária de Friedmann obtida para tal Universo será:(
ȧ
a

)2

=
a2(1−D)

(D−1)2

(
3VkmP

4π

)2(D−2)( a2

L2 − k
)3−D

. (8.16)

A solução semiclássica de (8.14) para Universo aberto, (k =−1), é obtida isolando o momento
|πa| em (8.15), ou seja,

|πa|=
(

3Vk

4π

)D−1

mD
P

[
a2
(

1+
a2

L2

)]D−1
2

. (8.17)
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Portanto, a função de onda Ψ(a) é encontrada através da integração:

Ψ(a)≃ exp±
[∫ a

0
|π(a′)|da′

]
, (8.18)

onde |π(a′)| corresponde a equação (8.17). Desconsiderando o fator pré-exponencial, a função
de onda é

Ψ(a)≃ exp±
[

iCaDF
(

D
2
,
1−D

2
;1+

D
2

;−
( a

L

)2
)]

, (8.19)

onde C =
(

3Vk
4π

)D−1
mD

P , e um sinal positivo corresponde a um Universo em expansão.

O fator pré-exponencial é uma amplitude que corresponde à A/
√

|πa|, com A uma constante
[156]. A aproximação WKB será válida quando esta amplitude variar lentamente, ou seja, para
grandes valores do fator de escala.

8.3 Espaço plano em CQF

Fazendo uso da equação (8.16), identificamos que para CQF plana, (k = 0), a evolução do
fator de escala (8.16) e a função de onda semiclássica fracionária são dadas por:

a(t) =±
[

2(D−2)
(D−1)

] 1
2(D−2)

(
4πL

3V0mP

) 1
2 ( t

L

) 1
2(D−2)

, (8.20)

Ψ(a)≃ a−1 exp±
[

imP

2D−1

(
3V 2

0 V0

2π

)D−1
2

a2D−1
]

, (8.21)

onde um sinal positivo em (8.21) corresponde a um Universo em expansão. Observe que para
D= 2 a expressão acima se reduz à função de onda semiclássica obtida por Linde em [176]. Esta
aproximação se divide em a ≤ (mPV (D−1)/2

0 )1/(1−2D), onde para a ≫ (mPV (D−1)/2
0 )1/(1−2D) o

Universo pode ser descrito em termos do espaço-tempo clássico. A nossa proposta de um
modelo CQF deS para o Universo plano, demonstra ser viável, comparada com as propostas
nas referências [168, 177].

Relembrando que durante a inflação, o parâmetro de desaceleração é q = −1. Porém, na
modificação fracionária do mesmo modelo, obtemos:

q =− ä/a
H2 = 2D−5 , (8.22)

onde usamos (8.20). Conforme a equação (8.22), o Universo inicial é acelerado se 2 < D < 2,5,
e para esses valores de D, temos um modelo inflacionário de lei de potência. Aqui, o parâmetro
fracionário de Lévy, α , desempenha um papel crucial neste modelo.

Supondo que a época inflacionária ocorreu durante um intervalo de tempo t f −ti = 10−37 s=
108tP após o tempo de Planck, obtemos o número de e-foldings como

N = ln
(

a(t f )

a(ti)

)
=

1
2(D−2)

ln
(

t f

ti

)
=

ln(10)
2(D−2)

≃ 1
D−2

, (8.23)

onde usamos a forma fracionária do fator de escala (8.20). Observe que esta expressão (8.23)
difere da equação do número de e-foldings (7.63), porque os fatores de escalas forma obtidos
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com métodos diferentes. No caso da CCF, não utilizamos a aproximação WKB para construir
a equação fracionária de Friedmann.

Por exemplo, assumindo na equação (8.23) o valor D = 2,019, obtemos N ≃ 60, sendo o
número mínimo de e-foldings necessários para resolver os problemas padrão da cosmologia do
Big Bang.

8.4 Conclusões para CQF

Na CQF no espaço de deS, o objetivo foi, portanto, empregar uma equação WDW fra-
cionária particular do espaço deS, adotando-a como um modelo de prova. Estamos cientes
do escopo restritivo, mas características fascinantes puderam ser recuperadas. Mais concreta-
mente, para uma geometria deS fechada, obtemos a função de onda fracionária de tunelamento
(Linde–Vilenkin) e a extensão fracionária da função de onda sem contorno (Hartle–Hawking),
seguido pelo cálculo das distribuições de probabilidade correspondentes. Comparando posteri-
ormente essas expressões com as taxas de nucleação usuais correspondentes da função de onda
de Linde–Vilenkin e para a função de onda de Hartle–Hawking deS, nossos resultados sugerem
que um comportamento fracionário para o horizonte deS pode ser estimado: a função de onda
de tunelamento (Linde–Vilenkin) favorece dimensões fraccionárias menores que 2,5; enquanto
no caso da proposta sem limite (Hartle–Hawking), a função de onda correspondente seleciona
um horizonte fracionário com dimensões próximas a 3. Além disso, após a nucleação, o Uni-
verso pode entrar em uma fase acelerada de lei de potência (função de onda Linde–Vilenkin)
ou pode, em vez disso, prosseguir para uma fase desacelerada (caso Hartle–Hawking). Mesmo
diante disso, nossa análise permitiu discutir cenários planos e abertos (compactos não triviais).
Como a probabilidade de criação de um Universo inflacionário fechado na proposta de tunela-
mento é exponencialmente suprimida, um Universo plano ou aberto emerge, sendo favorecido
no Universo quântico inflacionário fracionário.

Nosso modelo simples traz uma nova perspectiva, segundo a qual as características da MQF
poderiam ter influenciado os estágios iniciais da inflação do Universo. As propriedades de
um campo ínflaton são restringidas por observações de flutuações na CMB e na distribuição
de matéria do Universo. Apesar de a massa desse ínflaton e sua interação com os campos de
matéria não serem determinadas, argumentos bem conhecidos favorecem um campo pesado
(escalar) com massa de 1013 GeV [220], próximo à escala GUT (Grand Unification Theory),
sendo frequentemente usada como evidência da presença de uma nova física na junção das es-
calas eletrofraca e Planck. Nossas descobertas sugerem que a inflação na CQF pode emergir
por meio de uma perspectiva diferente. Ou seja, considerando o horizonte de eventos do Uni-
verso nucleado como uma superfície fractal com dimensão D. Como a proposta de tunelamento
indica uma supressão exponencial da probabilidade de criação quântica de um Universo inflaci-
onário fechado, os resultados sugerem que um Universo quântico inflacionário fracionário pode
favorecer, em vez disso, Universos planos ou abertos.

Vale ressaltar que o modelo padrão e sua correspondência fracionária produzem resultados
completamente diferentes para a evolução do fator de escala: para o caso padrão, o fator de
escala a(t) não apenas acelera com a lei exponencial do tempo, mas também tal evolução é
afetada apenas pela matéria (ou seja, o potencial constante; equação (6.53)) e, portanto, o nú-
mero de e-folding depende apenas da constante L. No caso fracionário, o fator de escala é uma
função de lei de potência do tempo, sendo completamente independente da matéria; mas em
vez disso, apenas o parâmetro fracionário de Lévy α e o volume do espaço 3-compacto Σ, V0,
determinam como o fator de escala evolui (relação (8.20)). Isso nos dá outra dependência para
o número de e-folding. Tais consequências são interpretadas como características distintas da
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gravidade quântica fracionária.
Como mencionado, ao contrário da solução usual de deS (6.53), a evolução do fator de

escala associado ao caso fracionário (8.20), depende da geometria global que afeta a topologia
do Universo na totalidade. A geometria global do Universo, ou seja, a curvatura espacial e a
topologia e consequentemente a forma de todo o Universo, não são determinadas pelas equações
do campo gravitacional de Einstein, uma vez que são equações diferenciais que determinam
apenas as características locais do espaço-tempo. Portanto, a dependência de 3-volumes do fator
de escala é inteiramente um efeito de gravidade quântica fracionária. Como vemos em (8.20),
o valor do fator de escala no tempo inicial t = L é proporcional à inversa da raiz quadrada de
V0, de modo que quanto menor o valor do 3-volume, maior será o fator de escala inicial.

Curiosamente, os autores da referência [221] (para uma análise recente, ver [222–224])
mostraram que os dados de 3 anos do WMAP (Wilkinson Microwaves Anisotropy Probe) são
consistentes com a possibilidade de vivermos em um ‘pequeno Universo’ em forma de um toro
plano de 3-toros T3 cujo domínio fundamental é um cubo com um volume de 5× 103 Gpc3.
Acontece que o modelo torus descreve os dados com excelente resultados do que o modelo
ΛCDM de melhor ajuste, ao mostrar a supressão da anisotropia CMB em grandes escalas ob-
servada pela primeira vez pelo COBE.

Na referência [207], os autores mostram que o parâmetro fracionário α , de Lévy, representa
a dimensão fractal (denotada por D) do horizonte do buraco negro. Semelhantemente, mostra-
mos na seção 8.1 que D denota a dimensão fractal do horizonte cosmológico. Além disso, como
vimos em (8.20), como resultado de grandes saltos no minisuperespaço, o valor inicial do fator
de escala clássico emergido, depende da geometria global (ou topologia) do Universo. Mesmo
diante disso, a equação (8.23) mostra que a aceleração do Universo e o e-folding da época da
inflação são consequências diretas de sua topologia.
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9 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esta tese teve como objetivo principal analisar as consequências do espaço fracionário na
CQ. Para isto, apresentamos o processo de quantização canônica da RG, que consiste em ela-
borar uma formulação hamiltoniana para o campo gravitacional. Dessa forma, consideramos
uma hipersuperfície, imersa em uma variedade quadridimensional na qual a 4-métrica é gµν . A
hipersuperfície é definida pela 3-métrica hab, na qual uma configuração de campo de matéria
pode ser definida. Essa incorporação é descrita pela decomposição (3+ 1) da 4-métrica. O
hamiltoniano é uma soma dos vínculos hamiltoniano e supermomento, com multiplicadores de
Lagrange a função lapse N e o vetor shift Na, respectivamente, que surgem devido à escolha da
divisão do espaço-tempo.

Na abordagem de quantização canônica, esses vínculos desempenham um papel central.
O vínculo supermomento implica na invariância da teoria sob difeomorfismos tridimensionais.
Além disso, a equação de WDW denota a invariância de reparametrização da teoria. A descrição
clássica ocorre no superespaço, o espaço de todas as configurações de 3-métricas e campo de
matéria (hab(x),Φ(x)) em uma hipersuperfície. A dinâmica para o caso da RG é inteiramente
determinada pelos vínculos. Seguindo Dirac, a quantização de sistemas vinculados é obtida
com o vínculo clássico se tornando um vínculo nas funções de onda fisicamente permitidas
Ψ[hab,Φ] no superespaço. A equação de WDW descreve a dinâmica da função de onda no
superespaço e é uma equação diferencial funcional hiperbólica de segunda ordem. Em geral, a
equação de WDW tem muitas soluções, então, para ter uma solução única, algumas condições
de contorno são necessárias.

Nesta tese, abordamos a CQ e suas aplicações para o Universo fechado de deS e o Uni-
verso de FLRW, seja na presença de campo escalar ou para o modelo ΛCDM. Nos três casos a
equação WDW possui papel importante, gerando as funções de onda que trazem informações
valiosas da dinâmica do Universo. Considerar uma condição de contorno apropriada para a fun-
ção de onda do Universo tem sido um objetivo primordial da QC. Duas abordagens diferentes
foram apresentadas no decorrer do texto, sendo a proposta sem contorno de Hartle–Hawking
e a proposta de tunelamento de Linde–Vilenkin. É crucial mencionar que essas condições de
contorno foram escolhidas ad hoc, em uma perspectiva física particular.

Investigamos também um Universo FLRW com todos os três índices de curvatura, uma ener-
gia cinética canônica associada a um campo escalar minimamente acoplado à gravidade e um
potencial escalar. Então, considerando um parâmetro de ordenação diferente de zero, construí-
mos a equação WDW padrão. Para explorar os objetivos do nosso trabalho, nos concentramos
em estudar o estado inicial do Universo. Com isto em mente, nos limitamos a um caso semi-
clássico, onde o regime de rolagem lenta e um parâmetro de ordenação desaparecendo foram
assumidos para um Universo plano compacto, representando o estudo de caso mais simples
para o problema de condições iniciais. Mostramos então que a solução da equação diferencial
simplificada pode ser expressa pela função de Bessel. Concretamente, o modelo foi estudado
assumindo a condição WKB. Para tal regime semiclássico, mostramos que o fator de escala
do Universo evolui exponencialmente nos primeiros tempos, correspondendo à expansão ace-
lerada de deS. Além disso, mostramos que L ≡

√
3/Λ deve assumir um valor 107lp para obter

um número e-folding suficiente necessário para resolver os problemas da cosmologia padrão.
Nossa consideração do Universo de FLRW para o modelo ΛCDM, permitiu obter soluções

analíticas (funções de onda) para os casos de um Universo plano preenchido apenas com uma
componente do fluido perfeito e quando temos a contribuição de matéria e radiação. Neste
segundo caso, a equação WDW é do tipo oscilador harmônico e os parâmetros densidades
satisfazem uma equação de autovalores.
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O estudo da quantização canônica nesta tese não se limitou apenas a CQ, mas se expandiu
para CCF e CQF. Inicialmente, apresentamos as aplicações do espaço fracionário na mecânica
quântica, sua correspondente ESF e derivamos a equação WDW fracionária e o hamiltoniano
ADM fracionário. Para resolver a equação WDW fracionária, aplicamos novamente a aproxi-
mação WKB e definimos N = 1. Apesar do caso padrão, mostramos que o fator de escala do
Universo assume a forma de uma função de lei de potência do tempo. Vê-se que não depende
apenas do parâmetro fracionário de Lévy α , mas também do volume compacto da hipersu-
perfície tridimensional, Vk. Em seguida, mostramos nossos resultados ao construir a CCF no
Universo de FLRW e estimar a idade do Universo. Além disso, investigamos a CQF no espaço
de deS, como também no processo de inflação.

Reforçamos que o nosso modelo cosmológico quântico fracionário, com essas simples ca-
racterísticas, influenciou efetivamente a fase inflacionária inicial do Universo. As observações
das flutuações da CMB e da distribuição da matéria no Universo restringem as propriedades do
campo do ínflaton. Um campo escalar pesado com uma massa de 1013 GeV, próximo à escala
da grande teoria unificada, é preferido por argumentos bem conhecidos, embora a massa de tal
ínflaton e sua interação com campos de matéria sejam desconhecidas. Este campo é ampla-
mente citado como evidência de que há uma nova física na interseção das escalas eletrofraca e
de Planck. Nossos resultados implicam que a inflação da lei de potência dentro da CQF pode
emergir de um novo ângulo, contabilizando os efeitos da gravidade quântica através da derivada
fracionária. Concluindo, é essencial enfatizar que nosso modelo fracionário, que serve como
uma teoria da gravidade modificada, está atualmente em seu estágio inicial e necessita de maior
exploração e desenvolvimento.

Mesmo conhecendo as dificuldades de interpretações e de ferramentas matemáticas na re-
solução de problemas na CQF, temos as seguintes perspectivas futuras:

• Estudar o comportamento da função de onda, com o parâmetro de ordenamento diferente
de zero, e sua implicação na CQF.

• Analisar a CQF para o Universo de deS com pertubação.

• Discutir como a extensão fracionária afeta a simetria presente nestas teorias.

• Investigar a CQF com a presença do tempo.

• Aplicar o procedimento de quantização canônica em teorias escalares-tensoriais para D-
dimensões e expandi-las para o caso fracionário.
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A TEMPO PARAMETRIZADO E VÍNCULOS CLÁSSICOS

Neste apêndice, consideraremos alguns modelos que exibem certas características da relati-
vidade geral, mas que são menos complexos para discutir. Neste sentido, eles constituem uma
importante preparação conceitual para quantização canônica da RG.

Os vínculos que surgem na formulação hamiltoniana da RG (ver o capítulo 2), não são uma
característica apenas desta teoria, mas uma característica de sistemas parametrizados [106]. De
modo geral, se uma lagrangiana é homogênea de primeiro grau das velocidades, a hamiltoniana
do sistema é zero. Isto é uma consequência imediata das equações: p = ∂L/∂ q̇, H(p,q) =
pq̇−L e do teorema de Euler das funções homogêneas [185]. Portanto, com uma lagrangiana
homogênea, é possível parametrizar o parâmetro de evolução do sistema, mantendo a ação
invariante e as equações de movimento independem do parâmetro de evolução. Trataremos estes
sistemas por invariantes por reparametrização. Para exemplificar nossa discussão, proponho
considerarmos na seção A.1 a parametrização de uma partícula não relativística. O caso de uma
partícula relativística será abordado na seção A.2.

A.1 Parametrização do tempo na mecânica clássica não relativística

Um fenômeno interessante ocorre quando tentamos incluir o tempo como uma coordenada
generalizada com o emprego de um parâmetro auxiliar θ capaz de descrever a evolução do
sistema [7]. No caso de uma partícula, θ poderia ser a distância percorrida ao longo de sua
trajetória no espaço. A única restrição sobre θ é dθ/dt > 0, isto é, t deve ser uma função
crescente de θ . Façamos, portanto, t = t(θ) e escrevemos a ação de uma partícula pontual na
Mecânica Clássica,

S[q(t)] =
∫ t2

t1
dt L

(
q,

dq
dt

)
, (A.1)

na seguinte forma,

S[q(θ), t(θ)] =
∫

θ2

θ1

dθ
dt
dθ

L
(

q,
dq
dθ

dθ

dt

)
=
∫

θ2

θ1

dθ L̃(q, q̇, ṫ) , (A.2)

onde derivadas com relação a θ é denotado por um ponto e L̃ = ṫL(q, q̇/ṫ). A lagrangiana L̃
possui a importante propriedade que é homogênea de primeiro grau nas velocidades [185], ou
seja,

L̃(q,λ q̇,λ ṫ) = λ L̃(q, q̇, ṫ) , (A.3)

onde λ ̸= 0 pode ser uma função arbitrária de θ .
Lagrangianas homogêneas conduz a ações que são invariantes sob reparametrizações, θ →

τ = f (θ), sob a mesma lagrangiana, dependendo agora em dq/dτ . Assumindo, ḟ > 0, encon-
tramos

S =
∫

θ2

θ1

dθ L̃(q, q̇) =
∫

τ2

τ1

dτ

ḟ
L
(

q,
dq
dτ

ḟ
)
=
∫

τ2

τ1

dτ L
(

q,
dq
dτ

)
. (A.4)

O momento canônico para q é

p̃q =
∂ L̃
∂ q̇

= ṫ
∂L

∂ (q̇/ṫ)
1
ṫ
=

∂L
∂ (dq/dt)

= pq , (A.5)
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isso coincide com o momento correspondente à (A.1). Mas agora existe também um momento
canonicamente conjugado a t,

pt =
∂ L̃
∂ ṫ

= L(q, q̇/ṫ)+ ṫ
∂L(q, q̇/ṫ)

∂ ṫ
= L

(
q,

dq
dt

)
+ ṫ

∂L(q, dq/dt)
∂ (dq/dt)

∂ (dq/dt)
∂ ṫ

=L
(

q,
dq
dt

)
+

∂L(q, dq/dt)
∂ (dq/dt)

(
∂ (ṫ dq/dt)

∂ ṫ
− dq

dt
∂ ṫ
∂ ṫ

)
=L
(

q,
dq
dt

)
+

∂L(q, dq/dt)
∂ (dq/dt)

(
∂ (dq/dθ)

∂ ṫ
− dq

dt

)
=L
(

q,
dq
dt

)
− ∂L(q, dq/dt)

∂ (dq/dt)
dq
dt

=−
(

dq
dt

pq −L
(

q,
dq
dt

))
=−H .

(A.6)

A hamiltoniana correspondente a L̃ é encontrada como:

H̃ = p̃qq̇+ pt ṫ − L̃ = pqq̇+ pt ṫ − ṫL = pq
dq
dt

ṫ + pt ṫ − ṫL = ṫ (H + pt) . (A.7)

Mas, devido a (A.6), isto é um vínculo que desaparece. Logo, é apropriado introduzir uma nova
quantidade chamada super-hamiltoniana. Isto é definido como:

Hs ≡ H + pt , (A.8)

e encontramos o seguinte vínculo

Hs ≈ 0 . (A.9)

O símbolo “≈” nestas equações irão significar “para desaparecer como vínculo” ou “igualdade
fraca” no sentido de Dirac [107]. Isto define um subespaço no espaço de fase e pode ser um
conjunto igual a zero somente após todos os brackets de Poisson serem calculados.

Podemos agora usar no lugar de (A.1) o novo princípio de ação

S =
∫

θ2

θ1

dθ
(

pqq̇+ pt ṫ −NHs
)

, (A.10)

onde todas as quantidades (incluindo N) devem ser variadas. N é um multiplicador de Lagrange,
e a variação com relação a ele fornece o vínculo (A.9).

As equações de movimento decorrentes de δS = 0 são

d
dθ

∂ L̃
∂ q̇

− ∂ L̃
∂q

=0 ;
d

dθ

∂ L̃
∂ ṗq

− ∂ L̃
∂ pq

= 0 , (A.11)

d
dθ

∂ L̃
∂ ṫ

− ∂ L̃
∂ t

=0 ;
d

dθ

∂ L̃
∂ ṗt

− ∂ L̃
∂ pt

= 0 , (A.12)

d
dθ

∂ L̃
∂ Ṅ

− ∂ L̃
∂N

=0 , (A.13)

onde L̃ é fornecido de (A.10). Logo, as equações de movimento (A.11), (A.12) e (A.13) serão:

dpq

dθ
+N

∂Hs

∂q
=0 ; −q̇+N

∂Hs

∂ pq
= 0 , (A.14)

dpt

dθ
+N

∂Hs

∂ t
=0 ; −ṫ +N

∂Hs

∂ pt
= 0 , (A.15)

Hs =0 . (A.16)
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De acordo com a segunda equação em (A.15), temos:

ṫ = N
∂Hs

∂ pt
= N . (A.17)

Portanto, N é chamado a função lapse, porque fornece a taxa de mudança do tempo t de Newton
com relação ao parâmetro θ .

A existência do vínculo (A.9) é uma consequência da invariância por reparametrização com
relação a θ . Para ver isto explicitamente, observamos que tendo uma lagrangiana homogênea
nas velocidades L̃, é equivalente a uma hamiltoniana canônica H(c) igual a zero. Vimos que
homogeneidade é equivalente à invariância por reparametrização.

Em suma, pode-se tratar o tempo em igualdade de condições com as coordenadas generali-
zadas desde que se esteja disposto a lidar com um espaço de fase estendido (p,q)≡ (pq, pt ,q, t),
no qual há um vínculo, isto é, as variáveis canônicas não são mutuamente independentes.

Um sub-produto formal desse tratamento é que o tempo e a hamiltoniana aparecem como
variáveis canonicamente conjugadas. Podemos resolver o vínculo (A.9), fixando o gauge, ou
seja, escolhendo θ = t, para encontrar da ação (A.10)

S =
∫

dt
(

pq
dq
dt

−H
)

, (A.18)

que é, justamente a ação padrão (a hamiltoniana de (A.1)). Este processo é chamado de depa-
rametrização.

A parametrização pode levar o sistema a ser transformado artificialmente de uma forma
geralmente covariante. Isto leva a elementos absolutos, não dinâmicos, permanecerem clássi-
cos no processo de quantização. Contudo, a RG possui naturalmente a covariância geral, no
sentido que a métrica é completamente dinâmica, ou seja, estão presentes apenas os elementos
dinâmicos.

Um vínculo clássico é implementado na teoria quântica como uma restrição nas funções de
ondas permitidas [107]. Assim, (A.9) é substituído por:

ĤsΨ = 0 , (A.19)

onde Ĥs denota o operador super-hamiltoniano associado com a super-hamiltoniana clássica
Hs. Na representação posição, o q̂ são representados por multiplicações por q e o momento p̂
são representados por derivadas (h̄/i)∂/∂q. Para a partícula parametrizada, isto inclui também
p̂t = (h̄/i)∂/∂ t. Portanto, a versão quântica do vínculo (A.9) é(

Ĥ − ih̄
∂

∂ t

)
Ψ(q, t) = 0 , (A.20)

que é justamente a Equação de Schrödinger (ES). Contudo, o tempo t em Mecânica Quântica
(MQ) não é uma variável dinâmica e não podemos representar por um operador. Isto é uma con-
sequência de ter uma estrutura absoluta disfarçada, ela permanece como uma estrutura absoluta
na teoria quântica, apesar de sua aparência formal como uma variável quântica.

O vínculo da equação (A.9) é chamado de vínculo primário, porque é decorrente unicamente
da forma da lagrangiana. Também podem surgir no sistema vínculos secundários, que são
decorrentes das equações de movimento.

Conforme a teoria dos sistemas hamiltonianos com vínculos [106], as equações de vínculo
na forma φm(p,q) ≈ 0, são restritas a valer zero, mas não identicamente nula como função
sobre todo o espaço de fase. Em particular, os φm tem parênteses de Poisson não nulos com as
variáveis canônicas. De modo mais geral, duas funções F e G, que coincidem na hipersuperfície
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do espaço de fase definido pelos vínculos φm ≈ 0 são ditas fracamente iguais, e escrevemos
F ≈ G. Por outro lado, uma igualdade que vale em todo o espaço de fase, e não apenas na
hipersuperfície φm ≈ 0, é dita forte e o símbolo usual de igualdade é usado neste caso.

A.2 Parametrização do tempo na mecânica clássica relativística

Vimos na seção A.1 que para a hamiltoniana de um sistema seja zero, a condição necessária
e suficiente é que a lagrangiana seja uma função homogênea de primeiro grau das velocidades.
Defini um sistema com o tempo parametrizado como aquele cujas equações de movimento in-
dependem do parâmetro de evolução escolhido ou, equivalentemente, cuja ação é invariante sob
transformações do parâmetro de evolução temporal. Um sistema com o tempo parametrizado
é necessariamente descrito por uma lagrangiana que é função homogênea de primeiro grau das
velocidades generalizadas [225].

Consideramos agora a parametrização de uma partícula livre relativística com uma massa
m ̸= 0 [6]. A ação é escrita na forma:

S =−mc
∫ s2

s1

ds =−mc
∫ √

c2 dt2 − dx2 − dy2 − dz2 . (A.21)

Em unidades onde c = 1, a ação torna-se

S =−m
∫

dt

√
1− dx2

dt2 − dy2

dt2 − dz2

dt2 =−m
∫

dt
√

−ηµνuνuµ , (A.22)

onde uµ = dxµ/dt e ηµν = (−1,+1,+1,+1). No lugar do tempo t, a ação será parametrizada
por um parâmetro arbitrário θ , ou seja, t = t(θ). Assim, escrevemos

S =−m
∫

θ2

θ1

dθ
dt
dθ

√
−ηµν

dxν

dθ

dθ

dt
dxµ

dθ

dθ

dt
=−m

∫
θ2

θ1

dθ
√

−ηµνV νV µ , (A.23)

onde V µ = dxµ/dθ . Podemos imediatamente reconhecer que a lagrangiana é homogênea nas
velocidades e que, portanto, a ação é invariante sob θ → f (θ).

De acordo com (A.23), a lagrangiana covariante é

L =−m
√
−VµV µ , (A.24)

e o quadrimomento canônico é

Pµ =
∂L

∂Vµ

=−m
2

(
−V µ −gµνδ

µ

ν Vµ

)√
−VµV µ

=
mV µ√
−VµV µ

, (A.25)

e satisfaz a equação

PµPµ +m2 = 0 , (A.26)

que constitui um vínculo no espaço de fase estendido e pode ser mais propriamente escrito
como PµPµ +m2 ≈ 0. Devido à invariância por reparametrização, a hamiltoniana canônica
desaparece:

Hc = PµV µ −L =
mV µVµ√
−VµV µ

+m
√

−VµV µ =−m
√

−VµV µ +m
√

−VµV µ = 0 . (A.27)
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Podemos também escrever

Hc =−P0V 0 + P⃗V⃗ −L =−P0V 0 +
P⃗2

m
V 0

V 0 +m
√

(V 0)
2 −V⃗ 2

=−P0V 0 +
P⃗2V 0

P0 +

√
(P0)

2 − P⃗2 .

(A.28)

De acordo com (A.26), temos:

P0 =±
√

P⃗2 +m2 . (A.29)

Substituindo (A.29) em (A.28), encontramos

Hc =−P0V 0 +
P⃗2V 0√
P⃗2 +m2

+m =V 0

(
−P0 +

P⃗2√
P⃗2 +m2

+
m
V 0

)

=V 0

(
−P0 +

P⃗2√
P⃗2 +m2

+
m2√

P⃗2 +m2

)
=V 0

(
−P0 +

√
P⃗2 +m2

)
≈ 0 ,

(A.30)

onde a raiz quadrada positiva foi escolhida, P0 =
√

P⃗2 +m2, com o intuito de manter a energia
positiva. Portanto, a hamiltoniana total do sistema será

H̃ = PµV µ −L+NHs , (A.31)

onde

Hs = PµPµ +m2 ≈ 0 , (A.32)

corresponde ao super-hamiltoniano, ou seja, um vínculo primário no sistema. De acordo com
(A.27), Hc = 0, e escrevemos H̃ = NHs.

Se aplicarmos a regra de quantização de Dirac ao vínculo clássico (A.32), encontramos:

ĤsΨ(xµ)≡
(
−h̄2

∂µ∂
µ +m2)

Ψ(xµ) = 0 . (A.33)

Isto é a equação de Klein-Gordon para uma partícula relativística da MQ (partícula sem spin).
Enfatizamos que o parâmetro clássico θ , não aparece, pois as trajetórias de partículas não exis-
tem na teoria quântica.

A ação passa a ser escrita da seguinte forma:

S =
∫

θ2

θ1

dθ
(
PµV µ − H̃

)
=
∫

θ2

θ1

dθ
(
PµV µ −NHs

)
. (A.34)

As equações de movimento decorrentes de δS = 0 são

d
dθ

∂ L̃
∂Vµ

− ∂ L̃
∂xµ

= 0 ;
d

dθ

∂ L̃
∂ Ṗµ

− ∂ L̃
∂Pµ

= 0 ;
d

dθ

∂ L̃
∂ Ṅ

− ∂ L̃
∂N

= 0 , (A.35)

onde L̃ é dado por (A.34). Assim, encontramos

dPµ

dθ
=−N

∂Hs

∂xµ

; V µ = N
∂Hs

∂Pµ

; Hs ≈ 0 . (A.36)

A interpretação do multiplicador de Lagrange N pode ser obtido de (A.36),
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N =
V µ

2Pµ
=

V µPµ

2PµPµ

=−
V µPµ

2m2 =− 1
2m

VµV µ√
−VµV µ

, (A.37)

onde usamos em (A.37), o momento canônico (A.25) e o vínculo (A.26), para obter

N =
1

2m

√
−VµV µ =

1
2m

√
(V 0)

2 −V⃗ 2 =
V 0

2m

√√√√1−

(
V⃗
V0

)2

=
1

2m
dx0

dθ

√
1− v2

=
1

2m

d
(

t
√

1− v2
)

dθ
=

1
2m

dτ

dθ
,

(A.38)

onde τ é o tempo próprio. A função lapse N é proporcional a taxa de mudança do tempo
próprio com relação ao parâmetro tempo θ . Observamos, por exemplo, que a escolha N =
1/2m corresponde a tomar θ como o tempo próprio τ , pois neste caso V µ = U µ onde U µ é
a quadrivelocidade. Com essa escolha, encontramos dPµ/dτ = 0 com Pµ = mU µ , sendo o
esperado para uma partícula livre.

Em problemas invariantes sob transformações do parâmetro de evolução temporal, o pro-
cedimento para se passar do espaço de fase estendido, onde há o vínculo super-hamiltoniano
Hs(p,q) = 0, para o espaço de fase reduzido, no qual as variáveis canônicas são mutuamente
independentes, consiste em percorrer o caminho inverso do que conduziu a (A.34). Dada uma
ação da forma (A.34), escolhe-se uma variável canônica para desempenhar o papel do tempo
e resolve-se a equação Hs(p,q) = 0 para a variável canonicamente conjugada correspondente.
Esta variável conjugada ao tempo, agora expressa em função das demais variáveis canônicas,
deve ser introduzida na ação. A coordenada escolhida como tempo e o seu momento conjugado
não mais aparecem na ação reduzida resultante, que tem a forma:

S =
∫ t2

t1
(pq̇−H) dt , (A.39)

a qual permite identificar a hamiltoniana não-nula H(p,q, t) no espaço de fase reduzido.
A passagem ao espaço de fase reduzido pode ser realizada escolhendo θ = x0 = t e resol-

vendo a equação de vínculo (A.26) para a variável canonicamente conjugada P0:

P0 = P0 =
√

P⃗2 +m2 . (A.40)

A solução negativa para P0 deve ser descartada porque a energia E = P0 de uma partícula livre
é positiva. Levando este resultado na ação (A.34) resulta:

S =
∫ t2

t1
dt
(
−P0 dx0

dt
+ P⃗ · d⃗r

dt

)
=
∫ t2

t1
dt
(

P⃗ · d⃗r
dt

−
√

P⃗2 +m2
)

, (A.41)

que é da forma (A.39) com a seguinte hamiltoniana

H =
√

P⃗2 +m2 , (A.42)

exatamente igual à energia de uma partícula livre relativística.
No caso de uma parametrização de uma teoria de campo escalar relativística no espaço

de Minkowski [7], temos a presença de uma densidade super-hamiltoniana. Dessa forma, as
equações de Hamilton devem ser obtidas mediante uma integração, no espaço-tempo, desta
densidade. Para manter o conceito de covariância, o espaço-tempo de Minkowski deve ser
dividido em partes espacial e temporal [226].
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