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RESUMO

Nesta tese, apresentamos uma nova ideia de como a Cosmologia Quantica Fraciondria pode ter
influenciado a inflagdo do Universo e os padroes atuais, assim como a aceleracdo e a sua propria
idade, em razdo da presenca de uma quantidade, denominada pardmetro fraciondrio de Lévy,
que descobrimos possuir relacdo com a dimensdo fractal do horizonte cosmoldgico. Sempre
que este parametro fraciondrio assume um valor especifico, conseguimos recuperar os valores
ordindrios das grandezas fisicas. Devido a essa influéncia fraciondria, uma andlise estatistica na
cosmologia de FLRW foi necessdria, para estimar o melhor valor para a dimensao fractal e para
os parametros de densidade cosmoldgicos, possibilitando obter uma idade atual do Universo
de 13,8 bilhdes de anos e permanecendo finita para um futuro distante. Também sugerimos a
viabilidade, no espaco de Sitter, de uma fun¢do de onda com dimensdes fractais, indicando que,
apos a nucleacdo, o Universo foi submetido a uma fase de expansdo acelerada em forma de
lei de poténcia. Estas descobertas garantem um nimero minimo de 64 e-foldings, necessdrios
para resolver problemas comuns do Big Bang, apontando que nossos modelos cosmolégicos
quanticos fraciondrios sdo plausiveis.

Palavras-chave: Cosmologia Quantica Fraciondria; Dimensao Fractal, Andlise Estatistica;
Idade do Universo; Inflacao.



ABSTRACT

In this thesis, we present a new idea of how Fractional Quantum Cosmology may have influ-
enced the inflation of the Universe and the current patterns, as well as acceleration and your
own age, because of the presence of a quantity, called the fractional Lévy parameter, which is
related to the fractal dimension of the cosmological horizon. Whenever this fractional para-
meter assumes a specific value, we can recover the ordinary values of the physical quantities.
Due to this fractional influence, a statistical analysis in the FLRW cosmology was necessary, to
estimate the best value for the fractal dimension and for the cosmological density parameters,
allowing to obtain a current age of the Universe of 13.8 billion years and remaining finite for a
distant future. We also suggest the feasibility, in de Sitter space, of a wave function with frac-
tal dimensions, indicating that, after nucleation, the Universe underwent a phase of accelerated
expansion in the form of a power law. These discoveries guarantee a minimum number of 64
e-foldings, necessary to solve common problems of the Big Bang, indicating that our fractional
quantum cosmological models are plausible.

Keywords: Fractional Quantum Cosmology; Fractal Dimension; Statistical Analysis; Age of
the Universe; Inflation.
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1 INTRODUCAO

A Relatividade Geral (RG) € uma teoria que descreve os fendmenos em escalas macros-
copica, considerada puramente cldssica, j4 que em sua estrutura, as quantidades fisicas — em
particular, a métrica do espaco-tempo — sempre tem valores definidos [4]. Entretanto, sabe-
mos que a descricdo cldssica da matéria, ndo somente do ponto de vista da interagdo gravi-
tacional, torna-se completamente inadequada em escalas atdmicas [5]. No caso da RG, a es-
cala onde os efeitos quanticos tornam-se relevantes € da ordem do comprimento de Planck,

1, = (Gr/c%) /2 + 10-33¢m, ou menor. Nesta escala, uma teoria quantica da gravitacio torna-
se necessaria. Algumas propostas buscam realizar essa quantizacdo, entre elas estdo: gravi-
dade quantica assintoticamente segura, teoria de (super)cordas, gravidade quantica em loop e a
quantizagdo candnica [6, 7]. Seguiremos este ultimo método, quantiza¢ido candnica, que parte
da formulag@o hamiltoniana da RG e conduz posteriormente as varidveis dinamicas da teoria a
operadores.

Deve ser enfatizado que se a gravidade é quantizada, a ndo separabilidade cinemética da
teoria quantica demanda que todo o Universo deve ser descrito em termos quanticos. Isto leva
ao conceito de Cosmologia Quantica (CQ) e a fun¢do de onda do Universo [7]. Independente-
mente de alguma teoria quantica da gravidade, existem argumentos de consisténcia geral que
requer a aplicacdo da teoria quantica para o Universo como o todo. Isto é, sistema quanticos
macroscépicos sdo fortemente acoplados para o seu ambiente natural. Uma vez que o ambiente
€ novamente acoplado ao seu ambiente, e assim por diante, o Unico sistema estritamente fechado
no sentido da teoria quantica é o Universo na totalidade. Isto conduz a CQ [6]. Contudo, desde
que a gravidade € a interacdo dominante em escala cOsmica, uma teoria quantica da gravidade
€ necessdria como estrutura formal para CQ.

O primeiro modelo para CQ baseado em gravidade quantica foi apresentado, com sua apro-
ximagdo semiclassica, por DeWitt [8]. Este modelo trata o caso homogéneo e isotropico. A CQ
nao se propde compreender a fundo a gravitacdo como teoria quantica, mas a investigar o que
pode ser extraido da descrigdo do Universo como sistema quantico. As ideias bdsicas ndo sao
muito diferentes das utilizadas na Mecanica Quantica (MQ) ordindria. O objeto fundamental
da teoria € uma funcdo de onda ¥ (a funcdo de onda do Universo inteiro!), a partir da qual se
pode calcular a distribui¢dao de probabilidades de Universos-bebés. De fato, pode ser dito que o
Universo comeg¢a muito pequeno, de dimensdes aproximadamente do comprimento de Planck
e precisa de inflacdo para crescer e ser identificado como 0 nosso.

A inflagdo € amplamente aceita como uma solucdo formal para problemas cosmoldgicos
como horizonte e planitude [9—11]. A abordagem convencional para controlar a inflacdo é que
um campo escalar com um potencial apropriado, como o potencial de Coleman-Weinberg [12],
domina a densidade de energia do Universo desde o inicio. Nas primeiras teorias da inflacdo,
essa densidade de energia € responsavel por uma rapida expansao do Universo [13, 14]. Essa
expansdo acelerada seria exponencial, semelhante ao espago de Sitter (deS), ou lei de poténcia,
segundo a qual o campo escalar diminui gradualmente até o minimo global de seu potencial.

Deve-se notar que a CQ é uma teoria adequada para estudar as condi¢des iniciais essenciais
para o surgimento de uma fase inflaciondria. Tryon propds em 1973 que um Universo fe-
chado [15] poderia emergir espontaneamente como uma flutuacdo quantica. Ele percebeu que
em um Universo espacialmente fechado, todas as cargas conservadas sdo zero. Consequente-
mente, nenhuma lei de conservagao impede que tal Universo se forme espontaneamente. Além
disso, conforme a RG, no instante da criacdo de tal Universo, ndo apenas campos de matéria,
mas também o préprio espago-tempo sao criados, € ndo houve nada antes disso. De fato, se
assumirmos que o Universo € espacialmente homogéneo, isotrépico, compacto e simplesmente
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compacto, a Unica escolha vidvel para ter um espaco sem um contorno € um espaco fechado. O
volume de espagos abertos e planos, simplesmente conectados, € infinito. Ao remover a restri-
cdo de conectividade simples, espacos de volume ndo triviais, porém finitos, como 0s espagos
homogéneos e isotropicos planos, abertos e fechados possiveis podem ser obtidos (consulte [6]
e referéncias nele contidas). Nesta tese, admitimos que a variedade do espaco-tempo € espaci-
almente compacta, pois estamos tentando descrever o Universo na totalidade e é implicitamente
inconcebivel que o Universo tenha um limite espacial. Isso implica que as hipersuperficies tri-
dimensionais tipo-espaco sdo compactas (em linguagem matemadtica, uma variedade compacta
sem um limite é chamada de variedade fechada).

E quanto a evolugdo futura do nosso Universo? Esta evolucdo esta relacionada a topolo-
gia do Universo, ou seja, se ele € plano, aberto ou fechado. Se o Universo for aberto, ele se
expandird para sempre, enquanto se for fechado, ele eventualmente ird se contrair. Nao ape-
nas a composi¢cao do Universo, mas também a sua idade podem conduzir as respostas a essas
perguntas [16].

Estimativas para a idade do Universo foram feitas ao longo do tempo. O modelo de Einstein
e deS [17] previu uma idade do universo que era aproximadamente 9 Gyr, o que é bem diferente
da idade das estrelas antigas. A idade das estrelas antigas foi estimada como sendo maior que
12 Gyr, conforme a pesquisa de Chaboyer [18]. Essa discrepancia levou ao desenvolvimento
de novos modelos que poderiam explicar a idade observada do Universo e a taxa de expan-
sdo. Apesar do Universo experimentar desaceleracao pelos primeiros 9 bilhdes de anos e entao
transitar para aceleracido por meio de uma rapida expansao cosmica pelos tltimos 5 bilhdes de
anos [19], o valor atual da idade adimensional, Hyfg, onde Hy e #y sdo o parametro de Hubble
e a idade do Universo atuais, respectivamente, € limitado pelas distancias de Supernovas (SN)
para ser muito proéximo da unidade. Por exemplo, Tonry et al. [20] estimaram o seguinte valor:
Hotp = 0,96 £0,04. Parece que estamos vivenciando um periodo de privilégio no momento,
em que a idade do Universo em termos de tempo de Hubble, especialmente no caso de um Uni-
verso ACDM, estd extremamente proxima da unidade. Essa coincidéncia é conhecida como o
problema de sincronicidade da idade do Universo [19, 21].

Virios outros métodos verificaram essa proximidade inesperada com a unidade, que tem
sido objeto de intensa especulagdo e debate. O problema da sincronicidade foi investigado por
modelos cosmoldgicos com a inclusdo de campos escalares [22, 23], dependéncia efetiva entre
energia escura e matéria escura [24-28] interagindo com energia escura hologréfica [29-31],
e outras interpretacdes no contexto da cosmologia padrdao [32, 33]. Em outra perspectiva, a
CQ no paradigma da equacdo de Wheeler-DeWitt (WDW) no minisuperespago de um universo
homogéneo e isotrdpico foi usada para propor uma solugdo para a questio unificadamente para
outras lacunas no modelo ACDM [34]. Propostas que modificam a cosmologia de Friedmann-
Lamaftre-Robertson-Walker (FLRW) foram adotadas para resolver problemas cosmolégicos
[21]. Elas ttm em comum uma evolu¢do linear ou quase linear do Universo e apresentam
sincronicidade Hytg = 1.

Em virtude da importancia da inflacdo em nossa compreensdo atual da cosmologia, € razoa-
vel e vital tentar compreender seus detalhes no contexto da Cosmologia Quantica Fracionaria
(CQF). A histéria do célculo fraciondrio, como também das derivadas fraciondrias, € tdo longa
quanto a do cdlculo cldssico. Uma derivada fraciondria € uma generalizacdo da derivada de
ordem inteira. Ela se originou na carta sobre o significado da derivada de meia ordem de L’
Hopital para Leibnitz em 1695 e € uma ferramenta promissora para explicar varios fendmenos.
Virias defini¢des de derivadas fraciondrias existem na literatura, incluindo Riesz, Riemann—
Liouville, Caputo, Hadamard, Marchand e Griinwald—Letnikov, entre outros [35, 36].

A derivada fraciondria de Riesz é um operador nao local que pode explicar processos nao
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locais no minisuperespaco. Na verdade, a ndo localidade é um comportamento geral de todas
as derivadas fraciondrias e integrais e, portanto, descrevem processos com nao localidade no
tempo (memdria) e no espaco (grandes saltos) [37]. A derivada fraciondria ficou muito atras
do calculo de ordem inteira devido a dificuldade de se lidar, formalmente, com a derivada
fraciondria, o que € um grande obstdculo. Uma explicagdo fisica para uma derivada fraciondria
em relacdo ao tempo foi apresentada por Podlubny [38], embora nenhum experimento tenha
sido realizado para apoiar a nova escala de tempo. Na referéncia [39], os autores mostraram
que a ordem fraciondria do tempo € um indice de memoria. O tempo nao aparece explicitamente
nas equacOes em gravidade quéntica e na cosmologia, e a derivada fraciondria do espago pode
desempenhar um papel crucial.

Conclusdes recentes da gravidade quantica forneceram um impulso essencial para o uso
crescente do cdlculo fraciondrio na teoria quintica. Vdarias abordagens para a gravidade quan-
tica, como a gravidade quantica assintoticamente segura [40—43], triangula¢gdes dindmicas cau-
sais [44-47], gravidade quantica em loop e espumas de spin [48—50], gravidade Horava—-Lifshitz
[51, 52], gravidade quéntica nao local [53-55], e outras, todos levam ao mesmo resultado: a di-
mensdo do espaco-tempo muda com a escala de comprimento. Como resultado dessa mudancga
da dimensdo do espago-tempo, estas teorias de gravidade quantica sdo multidimensionais.

Existem indmeras aplicagdes do cdlculo fraciondrio e pesquisa ativa neste campo, mos-
trando o uso amplo e significativo desta ferramenta matematica. A Mecanica Quantica Fraci-
ondria (MQF) € usada para descrever o espagco-tempo fraciondrio em gravidade, cosmologia e
na teoria quantica de campos fracionarios [56-58]. A pesquisa atual neste dominio esta avan-
cando bastante, com cientistas explorando ativamente o potencial do célculo fraciondrio [59].
Sua eficdcia como um instrumento valioso se torna aparente ao confrontar uma ampla gama de
problemas associados a fendmenos gravitacionais e modelos cosmoldgicos, como evidenciado
pela riqueza de estudos conduzidos [60-77].

Além disso, o cédlculo fraciondrio encontra aplicacdo em vdrias outras dreas, como o estudo
de ondas gravitacionais estocdsticas na gravidade quantica [78], a investigacdo da distancia
de luminosidade das ondas gravitacionais [79], a exploracdo da inflacdo e do espectro CMB
[2, 80, 81], o desenvolvimento da cosmologia de acdo fraciondria [82—84], a andlise da equagao
geodésica fraciondria e da gravidade discreta [85] e o exame do acoplamento ndo minimo e da
inflacdo cadtica [86]. Ademais, o calculo fraciondrio € utilizado na investigacido da cosmologia
phantom com acoplamento conforme [87], equagdes diferenciais fraciondrias como Ornstein-
Uhlenbeck em cosmologia [88], cosmologia de ac¢do fraciondria com um parametro de ordem
varidvel [89] e buracos de minhoca em cosmologia de agao fraciondria [90]. Notavelmente,
novas métricas t€m sido consideradas [91], enquanto a aplica¢io do calculo fracionario também
se estendeu ao estudo de modelos de energia escura em cendrios emergentes, logamediatos
(mistura de logaritmico + intermedidrio) e intermedidrios do Universo [92, 93]. Como exemplo,
o trabalho de [74, 75] produziu um valor de @ = 0,926 para a ordem da integral fraciondria de
Riemann-Liouville, fornecendo mais conhecimento sobre as complexidades do campo.

Nas referéncias [72, 73, 94], varias solug¢des exatas foram obtidas para modelos cosmologi-
cos, que, devido a natureza fractal do espago-tempo, exibem um desvio significativo do modelo
padrao [95, 96]. Além disso, uma abordagem alternativa envolve a utilizagcdo do célculo fracio-
ndrio para determinar o valor da constante cosmoldgica, o que necessita de uma reestruturagao
devido a divergéncia ultravioleta bem reconhecida na teoria quantica de campos convencional
[57, 97, 98]. Para expandir o escopo desta abordagem fraciondria, as referéncias [99, 100]
explora a dinAmica newtoniana modificada e a CQ.

Com relagdo a termodindmica de buracos negros fraciondrios, ndo discutida neste traba-
lho (mas ndo menos importante), este assunto foi examinado minuciosamente nas referéncias
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[1, 101], e as descobertas desta pesquisa foram efetivamente utilizadas para obter as equacoes
de Friedmann no contexto da gravidade emergente. Vale a pena mencionar que o célculo fra-
ciondrio também foi empregado para modificar as equacdes de Friedmann e Raychaudhuri,
permitindo assim uma investigacdo sobre a dinimica do Universo sem a necessidade de matéria
escura fria e energia escura [102].

Esta tese estd dividida como segue: no capitulo 2 apresentamos a formulacdo hamiltoniana
da RG, que € a base para o processo de quantiza¢do candnica. Vamos relembrar, no capitulo
3, os principais resultados do modelo cosmoldgico de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker
(FLRW) e no capitulo 4 as caracteristicas do espaco-tempo de deS. Em seguida, o capitulo 5,
detalha o procedimento de quantizag¢do candnica da RG e em sequéncia, no capitulo 6, apresen-
tamos as aplicag¢des do processo de quantizagdo, resolvendo a equacdo WDW para alguns casos
e obtendo as fun¢des de onda correspondentes.

A segunda parte desta tese trata do cdlculo fraciondrio e suas aplicacdes na Cosmologia
Cléssica (CC) e CQ. Dessa forma, mostramos no capitulo 7, as caracteristicas do espago fra-
ciondrio e a definicdo da derivada fraciondria de Riesz. Apesar da extensa pesquisa conduzida
sobre essas derivadas, elas nem sempre exibem as propriedades convencionais associadas a
diferenciacdo de funcdes, como a regra de Leibniz, a regra da cadeia e a propriedade do semi-
grupo [35, 36]. Também apresentamos neste capitulo a Cosmologia Classica Fracionéria (CCF)
e suas implica¢des na cosmologia de FLRW para obter a idade do Universo e outros parametros
cosmoldgicos, presentes nesta tese [3].

Por fim, o capitulo 8 € reservado a apresentacdo dos resultados originais desta tese, so-
bre CQF, que estdao publicados nos artigos [1, 2]. A investigacdo realizada na referéncia [1]
aprofunda-se no intervalo 1 < o < 2 e emprega a derivada fraciondria de Riesz para derivar
as fungdes de onda de Hartle-Hawking e de Linde—Vilenkin para uma geometria deS fechada.
Além disso, a referéncia [2] explora a época pré-inflagdo na estrutura da CQF. Finalizamos esta
tese apresentando nossas conclusdes e perspectivas futuras, no capitulo 9, seguido do apén-
dice A que apresenta dois exemplos de sistemas com o tempo parametrizado, fundamentais
para compreender os vinculos que surgem na formulagdo hamiltoniana da RG e, por fim, as
referéncias.
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2 FORMULACAO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo apresentamos a formulacdo hamiltoniana da RG. Na se¢do 2.1 apresentamos
o processo de dividir o espaco-tempo em hipersuperficies e como obter a curvatura nesse es-
paco. Na secdo 2.2, abordamos a hamiltoniana da RG sem campo/matéria e posteriormente,
secdo 2.3, com campo/matéria acoplada. Para finalizar o capitulo, discutiremos os graus de
liberdade presentes nos vinculos, considerando na secao 2.4 o superespago € na secdo 2.5 o
minisuperespaco.

2.1 Geometrias intrinseca e extrinseca

Seja uma variedade M e uma regido compacta arbitraria ¥, com contorno 0% (uma subva-
riedade tridimensional). Vamos considerar agora a possibilidade de folhear ¥ em um conjunto
de hipersuperficies X, como apresentado na Figura 1(a). Para isto, adotamos coordenadas locais
¥, (u=0,1,2,3), com uma base de coordenadas 6, = d/dy*, de campos vetoriais tangentes
em M. Também, denotaremos x“ uma coordenada local, (a = 1,2,3), com uma base de coorde-
nadas o, = d/d“ na hipersuperficie £. Usando a transformacdo y* = y* (x*), podemos definir
0 campo vetorial tangente a X:

ol = 2.1)

dx@
Seja n* um campo vetorial normal unitdrio a hipersuperficie, temos ny ol = 0. Os vetores nH
e o4 formam uma base vetorial para objetos em X imersos em M, como estd representado na
Figura 1(b)).

Figura 1 — Na Figura (a), temos a representacdo da foliacdo do espago-tempo em hipersuperfi-
cies X. Na Figura (b), temos a constru¢do do sistema de coordenadas (z,x%).

Fonte: O autor (2024)

A projecao da métrica g,y de M em X define a métrica induzida na hipersuperficie:

d d
hab Z:g<a/axa7a/axb> :g<65W7G;a_yv> :ijcglg#v . 2.2)
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A métrica induzida h,, € um tensor tridimensional: ela € invariante com relagdo a transfor-
macao de coordenadas no espago-tempo, mas comporta-se como um tensor sob transformacgdes
de coordenadas na hipersuperficie. Com isto, podemos decompor a métrica g,y em duas par-
tes mutualmente ortogonais, uma normal a X e a outra tangencial a X. Esta decomposicdo €
chamada de relagdo de completeza e para a métrica inversa temos:

3
g =entn"+n" e V=Y n%cto) (2.3)
a,b=1
onde € = nyn* = £1, com € = +1 quando X é tipo-tempo e € = —1 quando X ¢é tipo-espago.

Uma hipersuperficie € tipo-espaco se a métrica induzida € riemanniana, ou seja, possui
assinatura positiva (+,+,+). Equivalentemente, todos os vetores tangentes em uma hipersu-
perficie tipo-espago tem norma definida positiva sob a métrica induzida. Uma hipersuperficie é
tipo-tempo se a métrica induzida € lorentziana, ou seja, tem um sinal negativo em sua assinatura
(—,4,4). Uma hipersuperficie nula tem uma métrica induzida degenerada.

Se uma hipersuperficie ¥ € definida pelos niveis de curvas de um campo escalar r em M,
entdo um gradiente dy¢ é normal a X no sentido que v*dyt = 0 para cada vetor v¢ € X. Entdo
seu vetor dual d*¢, é normal a X. Este vetor € tipo-tempo se a hipersuperficie é tipo-espago
(e vice-versa). A normal unitdria é ny, = (eg“"autavt)fl/ 2 dut, onde € = +1 & para hipersu-
perficie tipo-tempo e € = —1 ¢é para hipersuperficie tipo-espago. Note que n#n, = —1 para
hipersuperficie tipo-espaco.

Iremos admitir que nossa hipersuperficie € tipo-espaco, pela razao dela coincidir com a su-
perficie de Cauchy X, tornando o espago-tempo (M, g) globalmente hiperbdlico [16]. Em um
espaco-tempo globalmente hiperbdlico que possui uma superficie de Cauchy, toda a historia
passada e futura do Universo pode ser prevista (ou retrocedida) a partir das condi¢cdes no ins-
tante do tempo representadas por X. Por outro lado, em um espago-tempo nio globalmente
hiperbdlico temos uma quebra de previsibilidade no sentido que um conhecimento completo
das condi¢des em um unico “instante de tempo” nunca pode ser suficiente para determinar a
histéria inteira do Universo.

Na referéncia [103], estd provado que para tais espacos-tempos, existe uma fungdo tempo
global ¢, tal que cada hipersuperficie tipo-espaco em que ¢ =constante € uma superficie de
Cauchy. Usando esta propriedade, pode-se prosseguir com a foliagao da variedade do espaco-
tempo (M, g) em um conjunto de hipersuperficies tipo-espaco 3D, {X},, parametrizada por uma
fungdo de tempo global 7. De acordo com (2.3), a métrica do espaco-tempo gy, induz uma
métrica espacial, ou seja, uma métrica riemanniana sy em cada X, tipo-espago, pela formula:

huv - guv + nunv . (2.4)
Seja t* um campo vetorial em M satisfazendo t*dyt = 1. Usando n* e o como vetores de
base, decompomos t* em partes normal e tangencial a ¥, em termos da fungao lapse N, e do

vetor shift N* (ver Figura 2), como segue:

t* = Nt + N9t . (2.5)
Com isto, um deslocamento em M € escrito como
dy* =t dt + ot dx?
=(Nn* +N%c}) dt + ot dx” (2.6)
=(Ndt)n* + (N*dr + dx*) o
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Figura 2 — Decomposi¢do do campo vetorial t# nas bases {n*, ol }.

\I

Fonte: O autor (2024)

Na Figura 3 observamos o papel da fun¢do lapse e do vetor shift na geometria do espago-
tempo. Nesta Figura temos a presenga de duas linhas (fo,x]) € (fo,x] + dx?), representando as
trajetdrias no espago-tempo de dois observadores cujas separacdes espaciais relativas dx“ nao
se alteram. Observamos que a funcao lapse N nos dar uma medida da separagdo entre os pontos
P(t,x%) e P'(t + dr,x*) (observe que os pontos x* de P e x* de P’ sdo diferentes). O vetor
shift N liga os pontos P'(t + dr,x*) a Q(t 4 dr,x*) e pode ser interpretado como o desvio ou
distor¢do das linhas x* =constante relativamente a normal.

Vemos assim que a geometria do espaco-tempo quadridimensional pode ser vista como
representando uma evolucdo das geometrias das hipersuperficies tridimensionais. Isto significa
que podemos usar as métricas espaciais, .y, como graus de liberdade (ou varidveis dinamicas)
do sistema. Consequentemente, N e N constituem apenas formas de descrever a evolucao
no tempo e nao devem ser interpretadas como varidveis dindmicas, sendo portanto, funcdes
arbitrarias.

Portanto, o intervalo do espago-tempo invariante entre os pontos P(7,x%) e Q' (¢t + dr,x* +
dx?) que pertence as duas hipersuperficies muito préximas, expressa em coordenadas (z,x%) é:

ds* =gy dy* dy"
=guv [(th)n“ + (N*dr + dx?) 05] [(th)nv + (Nbdt+ dxb> va}
=N?dt*gyyntn’ + <dxa +N¢ dt) (dx” + NP dt) oto) guy (2.7)
:—det2+hab(dx“+N“dt) (dxb—I—Nbdt)
= — (N* = N,N®) d* + 2N, dx“ dt + hp, dx* dx”

Em notac¢do matricial

gt & — (N*—NuN%) N,
— = , 2.8
[g'uV] ( 8ar  8ab ) ( Na hap 28)

com inversa
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Figura 3 — Visualizagao da func¢ao lapse e do vetor shift.

Q'(t Hdt,z® + dz%)

(t()) :I/,CL> (t(); xoa + dxa>
Fonte: O autor (2024)

1t ta 1 1 N4
w8 & )=
[g ] ( gat gab ) N2 < NPb NZhab _NaNb ) ’ (2.9)
onde 4 & a inversa de h,;, e N, = h,,N?. Podemos obter a seguinte relacdo

V=g=NVh . (2.10)

onde g e & sdo os determinantes de [gv] e 4], respectivamente.

Podemos interpretar o campo vetorial t* como representando o “fluxo do tempo” em todo
0 espaco-tempo e a métrica espacial em uma hipersuperficie tridimensional como a varidvel
dindmica da RG [16]. Agora, podemos introduzir a no¢do de curvatura extrinseca como repre-
sentando uma noc¢do bem-definida de “derivada temporal” da métrica espacial em uma hiper-
superficie X, imersa no espago-tempo. A curvatura intrinseca é dada pelo tensor de Riemann
tridimensional definido em termos de /.. A curvatura extrinseca, por outro lado, € definida em
termos do que acontece com o vetor normal 7i quando ele é transportado paralelamente de um
ponto na hipersuperficie para outro (ver Figura 4). A curvatura extrinseca é definida como

Kv# = anu 5 (2.11)

ou em termos dos vetores de base,
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Figura 4 — O tensor de curvatura extrinseca € definido como uma medida da mudanca do vetor
normal sob transporte paralelo.

n

— -.

~ o _ trang
~ < _PPorte paralelg

-

Fonte: O autor (2024)

1
Ky := 0}/ 0} Vony = 2 Suhay (2.12)

onde £ representa a derivada de Lie. A curvatura extrinseca é um tensor simétrico K,;, = Kp,
[4]. O traco da curvatura extrinseca € denotado por K,

K=K =h"Ky,=Vyn" . (2.13)

Podemos derivar relagdes entre a curvatura GC)R b de T, e a curvatura do espaco-tempo
Ruvaﬁ . Para isto, consideramos (M, guv) ser um espago-tempo e X, uma hipersuperficie tipo-
espaco suave em M. Com h,, denotando a métrica induzida em X, e D, representando o ope-
rador derivativo associado com A, com D, = ol V. Se @, € um campo vetorial dual em X;,
obtido pela proje¢ado na hipersuperficie de um campo vetorial @y, ou seja, @, = ol Wy, temos:

CIR e’ 0y = DuDpw, — DD, (2.14)

Definimos a derivada covariante intrinseca de @, através da projec¢do de V, @y na hipersuperfi-
cie:

Dyo. =0, 0,V 0, . (2.15)
Contudo, temos:
DDy =D, (6} 6.V o)
=D, (G,f o) hy'hyV, a)e>
—D, (hbdhce v, a)e> (2.16)
=h bV (i V4 0,)
=he! Wy 1l V 1V g 00+ he Kapn? Vg 0o + iy Koen Vo,

onde usamos a seguinte relagdo:

haPhd Vi hg® = ha’hd Vi (g4 +ngn®) = Kuen® (2.17)
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Agora, o termo do meio do lado direito da equagdo (2.16) desaparece quando antisimetrizado
em relacdo a a e b. Além disso, temos:
hpn V0o = Vg (nf0.) — hpw, Van® = —Kp’w, . (2.18)

Portanto, encontramos

DuDyar. =he’ 1y hel V iV g 0 + he’ Kapn? Vg 0 — KacKpf @ (2.19)
DyD o =hy’ 1l V 1V g @ + he’ Kpan? Vg 0 — Kpe K@ (2.20)

Substituindo (2.19) e (2.20) em (2.14), temos

O R = ha! Bk h? jRpt? — KueKp? + KooKy (2.21)

Note que adotamos apenas a notagcao de indices latinos de (2.16)—(2.21). Isto facilita nossa
andlise e mostra que as equagdes sao validas independentes da base escolhida. Por exemplo, se
consideramos nossa base 6/, a equacio (2.21) torna-se:

O Rape! =0t 0y 520! hySha WP j R gr? — KacKy! + K Ko o)
=oto,) o’ G[;l Ruve? — KucKp? + Ky K,

A partir de agora, escrevemos nossas equagdes e definicdes apenas em termos dos indices lati-
nos.

Do mesmo modo, podemos obter a relagc@o entre o tensor de Ricc e a curvatura extrinseca,
partido da definicao do tensor de Riemann [16];

Rupan® = VpVun® —V,Vpn . (2.23)

Usando (2.12), reescrevemos (2.23) na forma
Rabdcnd = Vb (I’labec) — Va (]’lbaKac> = VbKaC — VaKbC . (224)
Vamos multiplicar (2.24) por haPhp®hlhye para obter

ha"hy® P B R p g =" hy®hPhpV K — hhy hehyV o K,©
8. hpheP Rapan® =8, hebV K ,© — 8,5hy®hePV o K
Repad"n e =hy*ha" VK" — 1" ha"VaKp®
Regn®hpS =DyKp® — DpK,"

)

Y

(2.25)

As equacdes (2.21) e (2.25) s@o conhecidas como as relacoes de Gauss-Codacci.
Examinando as equacgdes de Einstein no vacuo, G, = Ry — %gabR = 0, encontramos para
a componente Gjo (espago e tempo);

0= Gogn®hp’ = Rognhp,¢ (2.26)

que pode ser reescrito com a ajuda de (2.25) como

DK —DyKS=0 . (2.27)

Para a componente Gy (tempo e tempo), temos:
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0= Goynn = R ynn® + g . (2.28)
Conforme a equacgdo (2.21), temos:
O Rubea = P Rapehag = ha' hy*hFn? haa R e’ — KacKphaa + KocKa®haa - (2.29)
Assim, (2.29) torna-se:
®)Rabea = Rabea — KacKpa + KpcKaa - (2.30)
Além disso, podemos escrever
Rupedh®hP% = R ey (g% +nn) (gbd + nbnd) =R+ 2R, nn" =2G,nn¢ . (2.31)

Considerando a equacdo (2.29), podemos encontrar

R= Rabcdhachbd — (3)Rabcdl’lachbd + Kachdhacl’lbd — Kchadhachbd
— (3)R + KZ - KbaKab

(2.32)
=R+ K* — Kpoh“ K g
Substituindo (2.32) em (2.31), temos
1
Gacnt'n® = 5 <<3>R +K2 - KabK“b> . (2.33)
Entdo a componente Gy das equagdes de Einstein implicam
CIR+ K- K ,K? =0 . (2.34)

As equagdes (2.27) e (2.34) sao vinculos, eles apenas contém derivadas de primeira ordem no
tempo. A componente G;; (espaco e espacgo) das equagoes de Einstein sdo dindmicas.

2.2 Hamiltoniana da RG

O primeiro passo em obter um funcional hamiltoniano para RG € expressar a acdo gravita-
cional em termos de (%, N,N,) e suas derivadas no tempo e no espago. Assim, iniciamos com
o principio de acdo de Einstein-Hilbert (EH)

1 1
S “b:—/.,% d4:—/\/—Rd4 2.35
enl8” = 1606 v Y T TenG Jy, Y NG (2.35)

onde .Z; = \/—gR é a densidade lagrangiana para as equagdes de Einstein no vécuo.
Expressaremos o escalar de curvatura R, na forma:

R=2 <Gabn“nb —Rabnanb> , (2.36)

1
Gact'n® = 5 <<3>R+K2 —KabK“b) : (2.37)

onde K, é o denominado de curvatura extrinseca e K € o traco de K, [4].
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Por outro lado, da defini¢do do tensor de Riemann, temos

Rpn’n® =R, nnb

=—n"(V,V.—=V.V,)n°

) ) . 2.38
(V) (Vo) — (Ven®) (Van€) — Vi (1951 + Vo (n0V ) (2.38)
=K? — KK =V, (n°Ven€) 4 Ve (n°V n€)
Portanto, substituindo (2.37) e (2.38) em (2.36), temos
1
R=2 {5 ((3)R +K?2— KabK“b) — K2+ K, K 4+ V, (n°Vn€) = V. (n“Vanc)] 239
=R+ KypK® — K>+ 2V, (n°Ven) — 2V (n*V gn€)
Substituindo (2.10) e (2.39) em (2.35), encontramos
1 )
Sep=1p—= | i / &ExNVh [(3)R+KabK“b - KZ}
T o z (2.40)
~ 352G /// V=8V (nVyn© —nV,n®) d*x

O ultimo termo do lado direito de (2.40) representa o termo de contorno de Gibbons-Hawking-
York (GHY), que pode ser escrito como [6]:

1

=— | KVvhdx=S . 2.41
872G |y Vhd’x = Sguy (2.41)

1
ye [I/ V=8V (nVn© —nV,n®) d*x
O primeiro termo do lado direito de (2.40) é conhecido como acio ADM [104]. Portanto,
escrevemos

Ser = Sapm +Scuy (2.42)

com

15 15
Sapym = Lappy dt :/ dr d3xZADM s (2.43)
t Z{

h 1
onde a densidade lagrangiana -Z4pys € dada por

1
Lapw = 1= VN [<3>R KK — Kz} . (2.44)

Os dois ultimos termos no lado direito da equacdo (2.38), quando substituidos na acdo (2.35),
representam o termo de contorno de Gibbons-Hawking-York.

A curvatura extrinseca K, € relacionada a “derivada temporal”, h,;, = hahpd Liheg de hyp
por
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1
Kab = 5 2n hab

1
=3 MV chgp + hae Vi (n€) 4+ hey Vg (06)]

1
:i\, [Nncvchab + hacvb (Nnc) + hcbva (Nl’lc)]

1 ¢ — N¢ ¢ — N¢ ¢ — N¢
:ﬁ N%Vchab + haeVy (N(N—)) +hepVy (N%)} (2.45)

| : : : : ,
:W [tc VChab —N° Vchab + hacvbtC - hacvch + hcbvcﬂfc - hcbVaNc]

1
:E\/ [tcvchab + hacvbtc + hcbvatc - (chchab + hacvch + hcbVaNC)]

1

N [Lihap — Lnhap)

onde £, é a derivada de Lie com relagc@o ao vetor normal n e £; é a derivada de Lie com relac@o
ao tempo [105]. Podemos escrever de acordo com (2.45)

1
ch :ﬁ [sthcd - £N hcd ] )

1
hehg" Ko =5y [Sihea = Enhed]
1
Kab =fvha6hbd [Lthed — Enheal
o (2.46)
=5 [ Sihea —hahy S
1T
5 [ - hahp® (NOV ghog + heaV gN® + hadVCN“)]
1T
=57 |Trab = hah N Vahea = 1y hea VN = by’ hadvczva} .

Utilizemos a defini¢do de operador derivativo associada com /;

Dpo. = hphVao, (2.47)

e o fato que D hy. = 0, para reescrever (2.46) na forma

1

Kap =—
ab N

{hab - Nanhac - hachbdvd (hacNa) + Nathad_
haChp?V . (haaN®) + N“Dahab}

] (2.48)

=N [hab — hyhp 'V N, — ha%bdvczvd}

1 {.
:5\/ |:hab - DbNa - DaNb:|
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O momento canonicamente conjugado a A, €

_9ZLppu
Ahap
] e
_VINT 9 (Kak®) - 0!
167G _ahab 8hab
r ab
_ VhN koo O Kav +Kabal.< _x 2K }
167G | dhy dhab Ahap

_VhN _K“b 1 +Kaba(habhabK“b) _2Ka(hab1<a,,)

167G 2N dhab hy,

VAN [ .1 1 1
_ Kab_ K habhab_ _ 2Khab_
167G |© 2N e 2N 2N
'Kab Kab
= — Kh
167G | 2 T }

Hab

(2.49)

=

S

— _Kab _ Khab:|
167G L

Contudo, -Z4py ndo contém nenhuma derivada temporal de N ou N, entdo seus momentos
conjugados sdo identicamente nulos, ou seja,

Iy = — =0 2.50
4 = — =0 2.51
N (2.51)

As relagdes (2.50) e (2.51) sdo chamadas de vinculos primarios porque sao derivadas da densi-
dade lagrangiana. Eles estardo presentes na densidade hamiltoniana gravitacional por multipli-
cadores de Lagrange [106, 107]. Em analogia com o caso eletromagnético, interpretamos este
fato dizendo que N e N, ndo poderdo ser vistos como varidveis dindmicas. Nossa densidade
hamiltoniana gravitacional candnica sera:

oy =hap 1% — Lapy

NvVh
:Hab <2NKab +DaNb +DbNa) — % ((3)R +KabKab o K2>
== s NVROR — (252)
:Hab .. — a DN Do | - NVIR .
{ Vh (“b 2>+ab+ ba] 6nG
6nTGN I, hap — I /n
167GI1

Usamos o fato que K = — e IT = h,,I1%. Portanto, simplificando (2.52), encontramos a

2vh

densidade hamiltoniana:

NVhB®R 16nGN 12
‘%DM = — 167[G + \/E [nabnab - 7:| +2HabDaNb
VhGIR e, I
=N |-~ 1+167G — —2N,D, (T1%°) + 2D, ( N, TT1?) .
167G g ( Vh 2\/E> b“( >+ “(b )

(2.53)
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O dltimo termo na equacao (2.53) contribui apenas como um termo de contorno em Hapy =
fzt FADM d3x. Portanto, podemos escrever

Jpy = NI +N, | (2.54)
onde
Vh
=1 nened — Y= _Og 2.
I 67L'Ggabcd 167G s ( 55)
A, =—2hyp,DJI?Y (2.56)
com
1
Gavcd = —= (hachpa + haahpe — haphea) (2.57)

2vh

¢ a inversa da métrica de DeWitt, 9%°? = \/h/2 (h*hP? + hIpb —21Phed). A densidade
hamiltoniana gravitacional serd:

Fapm =7apy + ATy + A JT¢

2.58
=N + N, + ATy + A JT¢ ( )
Variacio de 7% py com relagdo a N e N, implicam nas equagdes:
: VhBIR
[y = = 168G eI T — 2.59
N T abed 167G ’ ( )
1 =, = —2hu,D I . (2.60)

Estas equacdes (2.59) e (2.60) mostram que os vinculos (2.50) e (2.51) ndo s@o preservados.
Entdo, devemos impor os seguintes vinculos secundérios:

H =0 2.61)
H,=0 (2.62)

onde o simbolo “~” indica a igualdade fraca de Dirac. O vinculo (2.61) é chamado vin-
culo super-hamiltoniano e o vinculo (2.62) € denominado vinculo supermomento. Variagdo
de 7€ py com relacdo a ITy e I1* implicam nas equacdes:

N=1 |, (2.63)
N* =, . (2.64)

Os vinculos (2.50) e (2.51) sdo vinculos primdrios de segunda classe [106], ou seja, o seu
paréntese de Poisson com os vinculos (2.61) e (2.62) ndo se anulam,

I.]N :{HN7I:IADM} = ; (265)
Ha :{H(laHADM} = %I . (266)
Isto significa que podemos considerar nulos esses vinculos na densidade hamiltoniana (2.58),

possibilitando usar a forma reduzida da hamiltoniana .77 pys, desde que estamos apenas inte-
ressados nas varidveis /i, e IT%?, ou seja, podemos apenas considerar
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Hapy = / (NA+ N Bx (2.67)
)
As equagdes dinamicas obtidas de Hypys sdao [104]
: OHspy 2N hpI1
hop =——7 = —= | 1y — 162G+ DN, + DN, 2.68
S T e L G+ DuNp + Dy (2.68)
: SH, NvVh G)Rh™\  16mGNh® g T2
M, =— —2PM _ Vi () Rab _ dd I, T1¢ — —
Ohy 167G 2 2vh 2

Vh 2
N¢ ab
++VhD., < —) —II°“D.N* —T1°*D.N*

ab
B 32nGN (Hacncb _ I1I1 ) + \/E (DanN_ habDCDCN> (269)

onde, novamente, os termos de contornos foram ignorados e a equagdo (2.60) foi usada. As
equacgoes (2.59), (2.60), (2.68) e (2.69) sdo equivalentes as equacdes de Einstein no vacuo.
Portanto, construimos uma formulacao hamiltoniana, com a presenca de vinculos, das equacdes
de Einstein.

Para obter a hamiltoniana gravitacional completa H, basta manter o termo de contorno em
(2.53) e subtrair o termo de Gibbons-Hawking-York em (2.41):

Hg = Hopm + H((;O) ; (2.70)
com H((;O) escrito como
1
Y - / 2D, (Nyx) Px— —— [ KVadx . @.71)
Y, &G Joy

Com a presenga dos vinculos (2.61) e (2.62), a hamiltoniana gravitacional para uma solucao

icuo é d HY. Acora d b
no vacuo € um termo puramente e contorno G - gora cvemos pensar Soore o que essa

quantidade H((;O) significa fisicamente. Observamos que HC(;O) depende de como escolhemos
dividir 7" e também nas linhas de fluxos, especificadas por N e N¢. Cada escolha que fazemos
para as funcdes lapse e shift ird produzir um valor diferente para a hamiltoniana e possivelmente
com significados diferentes. A escolha N =1 e N = 0 permite que a hamiltoniana (2.71) defina
a massa ADM [16, 108].

2.3 Matéria acoplada

Nesta secao, adicionaremos um campo escalar minimamente acoplado com um potencial
autointeragindo V (®), e derivamos os correspondentes vinculos hamiltoniano e supermomento.
Iniciaremos com a funcional acdo de um campo escalar acoplado minimamente;

S =— /V <%g“VVuCI>(x,t)VVCI>(x,t) +V(<I>)> V—gd'x | (2.72)

onde ¥ é uma parte da variedade do espago-tempo M, delimitada por duas hipersuperficies
Y, e X;,. Semelhantemente ao caso de gravidade pura, podemos efetuar uma andlise 3 + 1 da
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funcional acdo (2.72). A densidade lagrangiana do campo escalar sera:

1

Lo=—/—¢ {Eg“vvud)(x,t)vvq)(x,t) + V(CD)]

(2.73)
1 . 2
=NVh {F (b — NV, @) — hV,®(x)V,®(x) — 2v(q>)]
Aqui, 0 momento candnico é
0%y Vh,.
o b N ( a ) ( )
A hamiltoniana Hg é
Hyp = | dx [Py — L (P,1y)]
)
(2.75)

N (113
_ 3 P ab a
=/ d3x [—2 (7@) +Vh <h Va<I>Vb<I>+2V(<I>)> +N Hcha(ID}

A hamiltoniana acima do campo escalar combinada com a hamiltoniana da gravidade pura
(2.67) ira formar a hamiltoniana total do sistema gravidade e campo escalar;

Hapy = / (NA+ NS Bx (2.76)
)
onde agora
h h (TIZ
H = 168G g TTPTI — % GIR + \/7_ (7‘1’ +hV DV, D + 2V(<I>)) ~0, (2.77)

= 2D T1% + Tph®V, P~ 0 (2.78)

s@o os vinculos hamiltoniano e supermomento, respectivamente. As equagdes de movimento
sdo, entdo, as equacdes de Hamilton para a métrica induzida A,;, 0 campo escalar ® e os cor-
respondentes momentos. Estas equagdes podem ser escritas na seguinte maneira:

- O0Hapm - ab O0Hapum
B = : av _ __ , 2.79
@b = §TIeb Shap (2.79)

. OHapy . O0Hapm
b= © T =— , 2.80
5T ® 5P (2.80)

ou em termos dos parénteses de Poisson, como

hap = {hap, Hapu} 3 T = {1 Hapy} (2.81)
S ={®,Hipy} ; UHo={lo,Hipu} - (2.82)

Ambos os métodos acima podem ser usados para obter as equacdes de movimento. O leitor
pode consultar a referéncia [6] para mais detalhes.
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2.4 Superespaco

A presenca de vinculos nas formulagdes hamiltonianas das equacdes de Maxwell e das
equagdes de Einstein, indicam que nao isolamos os “verdadeiros graus de liberdade dinamicos”
em nossa escolha do espago de configuracdo. O formalismo hamiltoniano da RG deve ter a
seguinte quantidade de graus fisicos de liberdade [106]:

2 x (Ndmero de graus de liberdade) = (Nimero de varidveis candnicas independentes)
= (Nﬁmero total de varidveis can()nicas) — (Nﬁmero de vinculos de segunda classe)
— (Nlimero de vinculos de primeira classe) — (Nﬁmero de condig¢des de gauge) = (Nlimero
total de variaveis Canénicas) — (Nﬁmero de vinculos de segunda classe) -2 X (Nﬂmero de
vinculos de segunda classe).

O numero total de varidveis candnicas sao 20, que correspondem a (4, % N, Ty, N,, I1%). O
ntimero de vinculos de segunda classe sdo 4, correspondendo a ITy e I1¢. O nimero de vinculos
de primeira classe também sdo 4, que correspondem a .7 e .77“. Portanto, isto resulta em 4
graus de liberdade por ponto no espaco para o campo gravitacional (denotado simbolicamente
como 4 X o). Sabendo que o campo gravitacional possui 2 x o> graus de liberdade intrinseco
no espaco [16], o formalismo hamiltoniano da RG possui 2 x o> graus de liberdade a mais no
espaco.

Mesmo eliminando V, N e N, como varidveis dindmicas, os vinculos nos dizem que nosso
espaco de fase ainda possui graus de liberdade ndo fisicos. Isto, por sua vez, é diretamente
relacionado a liberdade de gauge presente nas configuragdes das varidveis de h,;,. Entretanto,
podemos fazer o espago de configuracio da RG ser o conjunto equivalente de classes, hgp, de
métricas riemannianas em X;, onde duas métricas sao consideradas equivalentes se elas poderem
ser transportadas um para a outra por um difeomorfismo. Este espaco de configuracao € conhe-
cido como superespago [109]. O vinculo (2.60) é automaticamente eliminado pela escolha do
superespago como o espaco de configuragdo.

Contudo, o vinculo (2.59) permanece, podendo ser interpretado como um resultado da ar-
bitrariedade de gauge envolvida na escolha de como “dividimos” o espago-tempo em espago e
tempo. Parece ndo ser possivel resolver o vinculo (2.59), porque ele é quadratico no momento.
Escolher um espago de configuracdo para RG, no qual apenas os “graus de liberdade fisicos”
estdo presentes no seu espaco de fase, aparentemente ndo € possivel. A presenca de vinculo
(2.59), parece ser uma caracteristica inviolavel da formulacao hamiltoniana da RG. Isto fornece
uma série de obstaculos para a formulagao de uma teoria quantica da gravitacao pela abordagem
da quantizacio candnica.

2.5 Minisuperespaco

Em RG Classica, as equacdes de campo muitas vezes tornam-se soldveis se simetrias no
espaco-tempo poderem ser aplicadas. Podemos, por exemplo, impor simetria esférica, sime-
tria axial ou homogeneidade. Elas devem corresponder a situacdes de interesse fisico: buracos
negros sdo axialmente simétricos, enquanto o Universo na totalidade pode ser aproximado a
espacos-tempos homogéneos e isotrépicos. A ideia € aplicar um procedimento similar na for-
mulacdo hamiltoniana da RG.

A métrica em X(r =constante) pode ser expressa em termos da base {v,(x)} como [6]:

B (x,8) = v (X) v (%) Yea (1) = hap(X)Y(2) . (2.83)
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Note que 7., sdo independentes das coordenadas locais de ¥. Entdo, a forma mais geral da
métrica do espaco-tempo &

ds? = — N2(1) dr? + Yoa (1) v (x) v () (N“(t) dr + dx“) x (Nb(t) dr + dxb)

— (N*(t) — NaN%) dr? + 2N, dxdt + 7,0(1)v° () v () da da? (2.84)
— (N2(t) — NoN®) de® + 2N, dx“ dt + (1) hgp (x) dx” dx”
Assim, a funcional acio ADM (2.43) reduz para
(5]
Sapm = ’ Lapydt (2.85)
onde agora a lagrangiana reduzida ADM é
Lapy = 10617(3 N7 (\Lﬁ SR K g + (3>R) . (2.86)

Aqui, usamos a seguinte definicdo: y = det(y,;) e vol(X) é o volume da hipersuperficie orien-
tada fechada dada por

Vol () = / det(v)dx (2.87)
det(v):=det(v9) . (2.88)
Também
ot = VIO (i) 4y - 27 () (2.89)
onde f“de éa minisupermétrica e a curvatura extrinseca (2.48) é
1
Kab = gy Uab +2V (G 4 %ae )] (2.90)

onde C',, (i,m,n = 1,2,3) sdo as constantes de estrutura da dlgebra de Lie de GL(3,R), para
uma certa base {v,} [6]
Assumindo o espago-tempo homogéneo, o campo de matéria ird ser apenas uma fun¢do do
parametro tempo ¢, e a funcional acdo do campo escalar (2.72) ird reduzir para
& d(r)?
Sm=vol(¥) ) VYN(t) ( N2 —V(@)) dr . (2.91)
1

Portanto, a lagrangiana total na presenca de um campo escalar com potencial V (®) é

vol(¥)
167G

ADM —

abed 3 d(1)?
N ( FUR Ko+ /7" >R> Fvol(2)y/7 (W —NV(cp)) .92

Entdo, o momento conjugado a 7, e ®(¢) sdo

ab 8LADM VOI(Z)
v =—=

Vb 167G

_9Lapy _ vol(X)¥ o
od N

[Pk, (2.93)

(2.94)




CAPITULO 2. FORMULACAO HAMILTONIANA DA RELATIVIDADE GERAL 33

A hamiltoniana ADM é

Hapy = o™ + g — Lapy = N(t) A +N° A, (2.95)

onde os vinculos hamiltoniano /# e momento .77, sdo

_ O anped VIO g I(2)\ 7V (D) ~0, (2.96
vol(@) ™ T e R iy FrOEVIV®) (2.96)
A =2 CE M 0 2.97)

O vinculo hamiltoniano (2.96) sera utilizado no capitulo 5 para a quantizacdo candnica do
minisuperespaco, que constitui, em principio, transformar .72 em operador hermitiano, no seu
espaco de Hilbert correspondente, e fazé-lo atuar em fungdes de onda.
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3 COSMOLOGIA CLASSICA

Neste capitulo discutiremos a Cosmologia Classica (CC) para um universo isotropico e
homogéneo. Um universo com essas caracteristicas serd apresentado na se¢do 3.1, conhecido
como modelo de FLRW. Os resultados desse modelo, como, por exemplo, a idade do Universo
e sua taxa de expansdo, sdo abordadas nas secdes 3.2 e 3.3, respectivamente. Na secdo 3.4
comparamos os resultados do modelo FLRW com dados observacionais recentes e em seguida
apresentamos a estatistica bayesiana na se¢do 3.5, util para obter o melhor ajuste dos parametros
cosmoldgicos com os dados observacionais. Por fim, discutimos na seciao 3.6 o problema da
planura e o modelo inflaciondrio.

3.1 O universo de FLRW

Os tltimos anos fizeram aumentar a confianga dos cosmdlogos de que, em largas escalas
espaciais, vivemos em um Universo homogéneo e isotrépico. A descricdo matematica de um tal
Universo foi iniciada pelos cientistas, Alexander A. Friedmann [110], Georges Lemaitre [111],
Howard P. Robertson [112] e Arthur G. Walker [113]. A métrica para esse modelo é conhecida
como métrica de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW), e é obtida fazendo o vetor
shift igual a zero N, = 0 e ¥(t) = a?(t), de modo que (2.84) toma a forma [16]

ds? = —N?(t)dt®> + a*(r) { +r2d92} , (3.1)

1 —kr?
onde N(t) é a funcdo lapse, t é o tempo césmico, a(t) é o fator de escala, dQ% = d62 +sin® d¢?
é o elemento de linha padrio para S e k = —1,0, 1 estd associado 2 natureza da curvatura para
um Universo aberto, plano e fechado, respectivamente.

O funcional, que abrange componentes gravitacionais e de matéria, sendo o campo de ma-
téria tratado como um fluido perfeito [103, 114], pode ser expresso como segue

U \/_Rd4x+/ 2K\/_d3x]—/ V—gp(t) , (3.2)

onde K é o traco da curvatura extrinseca da hipersuperficie tipo-espago (X,4), p é a densidade
de energia total do fluido e 7" representa uma regido compacta arbitraria da variedade M, com
contorno d% [115, 116]. Assumiremos que a variedade espago-tempo M, é uma variedade
lorentziana espacialmente compacta e globalmente hiperbdlica.

Ao lidar com componentes de fluidos perfeitos sem interacao, que possuem uma equagao de
estado barotropica p) = wWp() a conservacdo covariante do campo vetorial implica: p) =

167rG

( 0/a)3 (1+al) ). Aqui, 0 parametro o'V significa a equacdo de estado da i-ésima componente
do fluido (com a pressao p), e o subscrito zero denota os valores no momento da medicao
[117-119].

O ato de introduzir a métrica homogénea e isotrépica (3.1) na agdo funcional (3.2) resulta
em uma forma simplificada de Arnowitt—-Deser—Misner (ADM) como segue [6]

B 3 aa® 3
Sapm = . dt {8 G (kN N )—”I/kNa p(t)} : (3.3)
onde
4 = / drd9d¢ﬂ : (3.4)
_kr2
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¢ o volume espacial da hipersuperficie tipo-espago (X,/) e k = 0,41 é a constante de curvatura.
Para que as secdes tipo-espago, denotada por X, possuam um volume finito, assume-se que
ambos sdo compactos e sem contornos [120-122].

A lagrangiana que corresponde a acdo mencionada (3.3) é

N 3%( ad2 3

Como resultado, a hamiltoniana ADM correspondente € escrita na forma:

2rGr?  3Yika
Hipy =N a —Y.a 3.6
ADM [ Wia + e ka P} ; (3.6)
onde 39 ad
raa
=— 7
Ma="47GN 3.7)

¢ o momento conjugado do fator de escala. O vinculo hamiltoniano sera

2nGr?  3Yika

o= 3%.a | 8nG

~Na’p=0 (3.8)

ou equivalentemente

que é, na verdade, a equacdo de Friedmann. Na equagdo (3.9), como € habitual, estabelecemos
o parametro de Hubble como a razdo da derivada temporal do fator de escala e do préprio fator
de escala, denotado como H = d/a, onde o ponto denota derivada no tempo.

Supondo um Universo repleto de uma mistura de poeira ndo interagente p(’”), radiacdo p(’ )

e energia de vacuo p(A) = %, a densidade de energia total seria igual a:

o (a2 (e e\t
pP=3.P (—) =Py (—) + Py (%> +py (3.10)

ao ao

H? +

onde () sdo os parametros das equacdes de estado dos fluidos perfeitos mencionados (i =
m,r,A\) e pél) sao a densidade de energia dos fluidos no momento da medi¢do quando o fator
de escala € ap. Além disso, o hamiltoniano ADM (3.6) nos dé a equagdo de Raychaudhuri no

gauge comovel, N = 1:

a dnG

~5- Lpg (1430) (i

ao

(3.11)

)—3(1+a><f))

Embora o hamiltoniano (3.6) dependa do volume espacial 74, as equagdes de campo (3.9) e
(3.11) ndo dependem do volume do espago. Isto estd relacionado com o fato de que as equa-
coes de Einstein, apresentadas como equacdes diferenciais parciais, sdo locais e por isso ndo
sdo afetadas pela geometria ndo-local, ou seja, pela topologia do espaco-tempo. A equacio
(3.9) é geralmente reescrita como Q + QK =1, onde os parametros densidades de energia sdao
definidos como:

_8nGp
Q=3 © w2

(3.12)
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que sdo parametros observacionais. Assim, escrevemos a equagdo de Friedmann (3.9) em ter-
mos dos parametros de densidade (3.12) atuais, na forma:

B2 om0 1% | o), 0%

H—%:Qo 310 (f0) g +Q 7+ Q7 (3.13)
onde Hy é o valor atual do pardmetro Hubble. Além disso, Q(()m), Qgr) e QE)A) denotam os
parametros de densidade associados a matéria, radiacdo e constante cosmoldgica, respecti-
vamente. Estimativas com base em dados observacionais para estes parametros cosmoldgi-

cos, sdo fornecidas na referéncia [123], com os seguintes valores: Q(()m) = 10,3111 +£0,0056,
Q™ =0,6889 40,0056, Q) = 0,0005 40,004 e Hy = 67,27kms ™ 'Mpc~".

Para uso posterior, vamos obter o valor presente do parametro de desaceleracdo g, definindo
na forma g = —d/(aH?):

1
w=75 o200 —ofY] . (3.14)

Antes da proposta de uma quantidade, denominada energia escura ser apresentado, acreditava-
se que todos os valores vidveis de o) eram positivos e a expansdo cosmica estava, portanto,
desacelerando. Conforme a equacgdo (3.14), se a constante cosmoldgica A, estiver ausente ou
for negativa, entdo g € obviamente positivo, e a expansiao do Universo ird desacelerar.

3.2 Idade do Universo

A idade do Universo fg, pode ser calculada através da equacao [124]:

, _/1 da
07 Jo aH(a)

onde usamos o fator de escala sem dimensdo @ = a/ap. A expressdo de H(a) é obtida usando a
equacao (3.13).

Em geral, a idade do Universo, (3.15), deve ser calculada numericamente. Por exemplo,
se Q" =0,3, Q" =0,7 ¢ Q" =0,00001, o valor numérico derivado da integral (3.15) é
fo = 0,964 xH, !, Para um Universo plano e ignorando a radiagdo, pode ser calculado analiti-
camente:

(3.15)

2log (\/@Jr\/\/ f(z(()T)JFQg)A) )
Q"

o= , (3.16)
3Hoy/ QY

Assumindo Q(()m) =0,3e Qg\) = 0,7 em (3.16), encontramos o valor 7y = 0,964 xH, ! Este

resultado demonstra que o pequeno valor atual da densidade de radiacdo tem pouco efeito nos
resultados, justificando a sua aus€ncia em algumas equagdes. Usando ry = Hy ''= 14,5 Gyr,
temos ty = 13,978 Gyr.
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3.3 Evolucao do fator de escala

A equagdo de Friedmann (3.13), pode ser escrita em termos do fator de escala adimensional
d = a/ag (Por simplicidade, removeremos o tilde do fator de escala normalizado):

an = —2 +—a02 +QVa* +Qq , (3.17)
onde usamos o tempo adimensional 1) definido por

e

dn =
TltH

5 (3.18)

com g = Hy !, O tempo adimensional torna-se importante porque as quantidades serdo apre-
sentadas em termos de Hy e ndo ha preocupacdo com o seu valor exato.

Figura 5 — O comportamento do fator de escala em relagdo 1. Temos assumido Qém) =0,3,
o™ =0,7¢ 0’ =0,00001.
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Fonte: O autor (2024)

Na Figura 5 temos o comportamento do fator de escala em fun¢do de 1. Observamos que
o Universo expandiu de forma desacelerada (curva com concavidade para baixo) e a partir de
um dado instante, passou a expandir aceleradamente (curva com a concavidade para cima).
Podemos obter por meio de um cdlculo numérico este tempo de transi¢do de uma expansao
desacelerada para uma expansdo acelerada, 7M;yqns. Por exemplo, com os mesmos valores dos
parametros de densidade: ng) =0,3, Q(()A) =0,7e Q(()r) =0,00001 encontramos Ny,qns = 0,524
e o seguinte valor para o pardmetro de desaceleracao gg = —0,549, obtido da equacdo (3.14).

3.4 Parametros observacionais em CC

Descreveremos agora uma forma de comparar o modelo de FLRW com os dados observa-
cionais, por meio de medidas de distancias no Universo em expansao [125]. Uma importante
medida de distancia, é chamada distancia comével, que possui a caracteristica de permanecer
fixa com a expansao do Universo. Dessa forma, podemos calcular a distancia que a luz poderia
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ter percorrido (na auséncia de interagdo) desde t = 0. Em um tempo dt, a luz viaja uma distancia
comével dx = cdt/a, entdo a distAncia comével total d;, que a luz poderia ter percorrido é:

/
d,z/lCdt . (3.19)
0 a(t')
A razao pela qual essa distancia é tdo importante é que nenhuma informacdo poderia ter se
propagado por uma distancia maior (considerando o tamanho comével) do que d; desde o inicio
dos tempos. Portanto, regides separadas por distdncias maior que d; ndo estdo causalmente
conectadas. Podemos pensar em d;, que estd aumentando monotonicamente, como uma variavel
temporal e chamar isto de tempo conforme. Do mesmo modo que o tempo ¢, a temperatura 7,
o redshift z, e o fator de escala a, d; pode ser usado para fornecer informacdes da evolu¢iao do
Universo.
Outra distancia comodvel importante € aquela entre um emissor distante e nds. Neste caso, a
distancia comdvel até um objeto é:

o cdt I cda
d.(a) = / et _ / e 3.20
(a) t(a) a(t/) a a/ZH(a/) ( )

Fizemos a mudanga na integracd@o sobre ¢’ para @', que traz o fator adicional de da/dt = aH no
denominador.

Outra maneira de inferir distancias em astronomia € medir o fluxo de um objeto de lumino-
sidade conhecida. Portanto, esquecendo a expansio, o fluxo observado F', a uma distancia d, de
uma fonte de luminosidade conhecida L, é:

F L
dmd®
desde que a luminosidade total por meio de uma casca esférica com drea 47d> seja constante.

Para generalizar este resultado para um Universo em expansao, considerando a distancia como-
vel, desta vez com a fonte centrada na origem, o fluxo observado é:

(3.21)

_ L(d.)
And,?

onde L(d,) é a luminosidade considerando uma casca esférica (comdvel) com raio d.. Para
simplificar ainda mais, assumiremos que os fétons sdo todos emitidos com a mesma energia.
Entdo, L(d,) é esta energia multiplicada pelo ndmero de fétons passando através de uma casca
esférica (comdvel) por unidade de tempo. Em um intervalo de tempo fixo, os fétons viajam
mais longe na escala comével nos primeiros momentos do que nos tltimos momentos, uma vez
que a distancia fisica associada nos primeiros momentos ¢ menor. Portanto, o niimero de fétons
cruzando uma casca no intervalo de tempo fixo ird ser menor hoje do que na emissao, menor
por um fator de a. Semelhantemente, a energia dos fétons hoje ird ser menor hoje do que na
emissdo, devido a expansdo. Portanto, a energia por unidade de tempo passando por uma casca
comovel de uma distancia d. (ou seja, nossa distancia) da fonte ird ser um fator de a® menor
que a luminosidade da fonte. O fluxo que observamos ira ser portanto:

, (3.22)

La®
F = 3
47md,
onde L € a luminosidade na fonte. Podemos manter a equacdo (3.21) em um Universo em
expansao, desde que definamos a distancia luminosidade:

: (3.23)
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d,
di=-= . (3.24)
a
A distancia luminosidade pode ser usada para encontrar a magnitude aparente m, que por

razdes historicas sao dadas em uma escala logaritmica, definida como segue [124]:

5 F
m= —Eloglo (Fo) , (3.25)

onde F' é o fluxo observado e Fy € algum fluxo de referéncia para que m = 0. Deve-se considerar
que as observagdes sdo feitas por meio de filtros que selecionam uma determinada por¢ao do
espectro emitido. Portanto, a medida da magnitude aparente m depende do filtro usado. Além
disso, deve-se também corrigir m pelo efeito da absorcdo interestelar de tal forma que seu valor
realmente depende apenas de quio longe a fonte estd e ndo da matéria existente ao longo da
linha de visao.

A magnitude absoluta M, é a magnitude aparente hipotética de um objeto como se ele
estivesse em uma distancia de 10pc. Desde que F oc 1/ d,%, usando a equacdo (3.25) a magnitude

absoluta pode ser escrita como:
F [ d \° d
R =m—5log;y | —— | —25 (3.26)
Fo \ 10pc 1 Mpc

onde na ultima igualdade introduzimos o Megaparsec (Mpc) como uma escala de distancia mais
apropriada para cosmologia. A diferenca da magnitude aparente e absoluta, define o modulo de
distancia @ = m — M.

Considerando as equagdes (3.20), (3.24) e (3.26), lembrando também que a = 1/(1 + z),
podemos calcular a magnitude aparente m, em funcdo do redshift, da seguinte forma:

5

= —Eloglo

(1+z) /Z cd
=35I 25+M 3.27
Substituindo o valor de H(7), dado pela equagdo (3.13), temos:
1+z) ¢ [? d7
m=3logjp (1MpC)H_0/0 () (m) (") (a)) /2
(QO (1+2)24+Qy " (1+2)3+Qy (1 +2)*+ Q4 )
+254+M . (3.28)

Os conjuntos de dados obtidos a partir de observacdes de supernovas do tipo Ia (SNIa) sao
especialmente tteis para a andlise de modelos cosmoldgicos, uma vez que fornecem evidéncias
importantes da expansao acelerada do Universo. Para se obter os melhores resultados com dados
SNIa, comecamos comparando a magnitude aparente observada, criada pelas detecgdes SNia,
com o valor tedrico. Para esta investigacao, usamos a amostra Pantheon, um conjunto de dados
SNIa atual incluindo 1048 mddulos de distancia em vérios redshifts na faixa 0,01 < z < 2,26
[126].

As Figuras 6 e 7 foram construidas através da equacgdo (3.28), apresentando a variacao da
magnitude aparente m, com relagdo ao redshift z, para valores de Q,,(f9) = 0.3, Qx(tp) = 0.7,
Q. (t9) = 0.00001 e Hy = 67.27kms~'Mpc~!. Essas figuras possuem o Pantheon Survey com
o diagrama padrao de Hubble de SNIa e magnitude absoluta M = —19.36 [127].

O parametro de Hubble, como ja definido anteriormente, expressa a taxa com que o Universo
se expande em um dado z. Este parametro carrega em si muitas informagdes caracteristicas do
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Figura 6 — Evolucdo da magnitude aparente m, em relacdo ao redshift z, obtido da equa-

¢do (3.28), considerando Q" = 0,3, Q™ = 0,7, Ql” = 0,00001 ¢ Hy =
67,27kms~'Mpc~!, e a magnitude absoluta de banda-B de um fiducial SNIa ¢é

M = —19,36 [127].

28

26
24 A

22 A

N

~

E 20 A

181
16

14

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5
Fonte: O autor (2024)

Figura 7 — Evolu¢do da magnitude aparente m, em relacdo ao redshift z, obtido da equa-
¢io (3.28), considerando Q" = 0,3, Q™ = 0,7, Q) = 0,00001 ¢ Hy =
67,27kms~'Mpc~!, e a magnitude absoluta de banda-B de um fiducial SNIa é
M = —19,36 [127]. As medi¢cdes do mddulo de distancia que usamos sdo tiradas
da referéncia [126].
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modelo cosmoldgico [129]. A determinacio de H(z) em diferentes pontos da evolugdo do
Universo pode nos auxiliar a melhor entender a dindmica de sua expansdo, além disso, tem se
mostrado bastante ttil na realizacdo de testes cosmoldgicos.

Existem diferentes métodos para medir H(z) e um deles utiliza diferenca de idade de ga-
laxias [130, 131]. Resultados de outros trés métodos sdo apresentados na Tabela 1 de [128]
para 36 medidas de H(z): 31 dessas medidas sdo determinados usando a técnica cronométrica
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Figura 8 — A evolucdo de H(z) em relacdo ao redshift z com barras de erro. A linha preta
denota a dindmica do parametro Hubble obtido da equagdo (3.13), considerando
QM =0,3,0™ =0,7, Ql” =0,00001 e Hy = 67,27kms~'Mpc~!. As medicdes
dos parametros do Hubble que usamos sdo retiradas da Tabela 1 da referéncia [128].
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cOsmica, trés medi¢des correlacionadas sao do sinal BAO (Baryon Acoustic Oscillations) radial
na distribuicdo da galdxia, e as duas tultimas em z = 2,34 e 2,36 sd@o medidas do sinal BAO
na distribuicdo Ly forest isolada ou correlacionadas cruzadamente com QSOs (Quasi-Stellar
Objects).

Na Figura 8, plotamos no mesmo gréfico, o parametro H de Hubble em relacdo ao redshift
z, com barra de erros, retiradas da Tabela 1 de [128] e o comportamento de H(z), obtido da
equacgdo (3.13), com a substituicdo dos valores Q(()m) =0,3, QéA) =0,7, Q(()r) = 0,00001 e
Ho = 67,27kms™ 'Mpc—!.

3.5 Método estatistico e analise bayesiana

Em cosmologia é frequente o uso de métodos estatisticos, que permitem fazer comparacoes
entre as previsoes tedricas e os dados experimentais ou observacionais [132]. O método em-
pregado é conhecido como estatistica bayesiana, tendo sua origem na obra pdstuma de Bayes
(1763). Durante os anos 80, quando a utilizacdo de técnicas numéricas se tornou mais frequente,
a estatistica bayesiana se tornou amplamente empregada e € hoje a interpretacdo predominante
em diversos contextos, incluindo a Fisica [133].

A interpretacdo bayesiana afirma que a probabilidade € uma medida do grau de confianca
ou plausabilidade sobre um evento, hipdtese ou parametro, tratado cada um desses da mesma
maneira. Dessa forma, uma distribui¢do de probabilidade pode ser atribuida a qualquer hip6tese
tedrica ou parametro fisico de interesse, que passa a ser determinado pelos dados e observacoes.

Outra caracteristica da estatistica bayesiana € a estimacdo de parametros e suas incertezas,
permitindo comparar uma curva ou previsao tedrica para um observavel e os dados vindos das
observacdes. A técnica amplamente utilizada na Fisica para a estimacdo de parametros € a
técnica dos minimos quadrados ou do (qui-quadrado) x* [132], onde os 7 parimetros de O
de um modelo sdo determinados pelos valores 04y, que minimizam a expressao:
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X =

(y({am}yd —y?bs)z ’ (3.29)

O;

M=

através do sistema de m equagdes dx2(ct)/d o = 0. Aqui {z;,y?”} sdo os N dados obser-
vacionais/experimentais, com as barras de erro o; que servem como peso (incerteza) de cada
medida de y?*, comparados a curva tedrica nos pontos y'**" = y({ 0}, 2).

A minimizacdo da equagdo (3.29) € obtida variando os parametros do modelo. Esta técnica
baseia-se na premissa de que o modelo € qualitativamente correto, sendo ajustado para mini-
mizar (via x?) as diferencgas entre 0 y*** e o y;?”s'. Tais diferencas existem devido apenas a
flutuacdes estatisticas.

Por meio de y? definimos a likelihood (verossimilhanca) [134], da seguinte maneira:

£(om,2) = G (3:30)

onde C é uma constante de normalizacdo. A likelihood representa a probabilidade de ter um
conjunto de dados de certo modelo cosmoldgico. Estamos interessados no contrario, ou seja,
na probabilidade de ter um certo modelo cosmoldgico dado um conjunto de dados. Isto é
chamado probabilidade a posteriori. Se ndo hd uma razdo a priori pela qual alguns valores
dos parametros sejam preferidos com relagdo a outros, entdo a likelihood e a probabilidade a
posteriori sdo iguais. Assim, os valores 0, que minimizam y? sdo os valores proviveis da
likelihood.

As equagdes (3.29) e (3.30) podem ser generalizadas, considerando que as medidas sao cor-
relacionadas e a estimativa da incerteza de uma afeta a da outra, para obter a seguinte likelihood

1 N

1 obs teo) -1 b t
_ 2 obs. _ N ( obs. _ eo.) 7 331
R a7 2”_21 (y, ye et (v -y (3.31)

L (0, 2) =

onde C;; € uma matriz de covaridncia construida a partir dos dados observacionais yobs:

9% e do
modelo por y'“” = y({,2), e seus elementos diagonais sdo as barras de erro o7 em cada
medida [135].

Além dos valores provaveis dos parametros, que maximizam a likelihood, ha também a
forma tradicional de apresentar os intervalos de confianca nos parametros, os quais sao defi-

nidos por meio de uma analogia a propriedade da densidade de probabilidade gaussiana unidi-

(x—x0)?

20

mensional p(x) o exp (— ) centrada em xp € com variancia ¢, no qual a probabilidade

total P = | p(x)dx contida num intervalo centrado em xj sera:

X0+O0 XO+2G X()-|-3G
/ p(x)dx=68% / p(x)dx=95% / p(x)dx=99% , (3.32)
Xi X

0—O 0—20 X()—3G

que dao origem aos nomes regides de confianca de 10, 20 e 36 no espago m-dimensional dos
parametros O que contém a quantidade especifica de probabilidade. As regides de confiancga
sdo medidas da incerteza nos pardmetros que influenciam o experimento, que sdo varidveis
aleatorias associadas a uma fun¢do densidade de probabilidade, que, por sua vez, pode ser o
alvo de uma integrac@o ou marginalizacdo em um, ou mais parametros, a qual € a integracdo da
funcao densidade de probabilidade sobre todos os valores possiveis do parametro indesejado.
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3.5.1 Restricdes para Q(()m) e Qg\)
Vamos agora exemplificar a andlise bayesiana para o modelo cosmolégico de FLRW. Dado
que conhecemos a forma tedrica do modelo cosmolégico subjacente, consideramos ajustar di-

(r)

retamente o modulo de distincia da equagdo (3.28). Por simplicidade, assumiremos que Q" e

k) ~
Qg ) sdo nulos. Dessa forma, temos:

(1+2) ¢ [? dz’
1(z) = Slogy —/ +25 . (333)
IMpc H m 172
PERON (of 2+ of)

Adotamos os valores iniciais Q(()m) =0,27, QéA) =0,73eHy=71km s_lMpc_1 em (3.33). Em

seguida utilizamos a estatistica bayesiana e as ferramentas do cdlculo numérico que fornecem
os valores dos parametros de densidade que melhor ajustam o modelo aos dados observacionais,
maximizando a fun¢do densidade de probabilidade:

2
pHQ?%Q?HJJwap(j?)cx£@9$%9$4¢> , (3.34)

onde [ representa a informacdo subjetiva e externa, disponivel a priori, e dessa maneira toda a
equacao estd condicionada ao estado de conhecimento ou informacdo /. Formalmente, sendo
cada medida um evento estatisticamente independente, a likelihood € construida pelo produto
das probabilidades de cada uma. Dessa forma, a probabilidade total sera:

_ (m) ~(A) 2
N —(u({Qy 7, }721‘)—#;')
(m) ~A) 1 < 0 0
Q Q I) o I I
P Q12 ) P \/27rc,~eXp 207

p(og”.0f).

(3.35)
onde u; é o médulo de distancia para as Supernovas (SN) e z; o redshift (ver o grafico da
esquerda da Figura 9, adaptado de [136]). Aplicando o procedimento de marginalizacdo, en-

contramos os valores Qém) =0,25¢ Qg\) = 0,73 que melhor ajustam o modelo aos dados
observacionais.

O gréfico da direita na Figura 9, mostram como sdo os contornos de probabilidade 1o
(68,3%), 20 (95,5%) e 36 (99,7%), resultantes da andlise bayesiana acima, apds aplicar o al-
goritmo Metropolis-Hastings para gerar as cadeias de Markov Monte Carlo e integrar as cadeias
sobre o espaco de parametros [136]. Os valores de melhor ajuste estdo exatamente no centro
das elipses da Figura 9.

Uma das melhores caracteristicas da andlise bayesiana € que, a0 mesmo tempo que se estima
os parametros, verifica-se também a qualidade do ajuste, ou seja, determina se a funcao ajustada
do modelo € verossimil (€ necessdrio que as incertezas tenham sido estimadas corretamente).
Isto € feito certificando se o valor do qui-quadrado minimo (x,%”n) € proximo do nimero de
graus de liberdade (n), dado por n = N — 71, onde 7 é o niimero de pardmetros livres e N o
nimero de dados observacionais.

3.5.2 Restricoes para Hy e g

Vamos agora aplicar a andlise bayesiana para restringir os valores atuais da constante de
Hubble Hy e do parametro de desaceleracdo gg. Consideramos como dados observacionais, 0s
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Figura 9 — Ajuste obtido pela estatistica bayesiana para os parametros densidades Q(()m) e Q(()A) .

A direita estdo os dados observacionais do mddulo de distancia de SN e a curva
que melhor ajusta aos dados. A esquerda estd os contornos 10, 20 e 30 para os
parametros densidades Q(()m) e Q(()A). As linhas pontilhadas correspondem os valores

inicialmente adotados de Q(()m) e Qg\). A linha tracejada corresponde ao caso de

Q(()k) =0, ou seja, um Universo plano.
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Fonte: O autor (2024)

1048 valores de magnitude aparente, com relacdo ao redshift de SNIa [126], discutidos no final
da secdo 3.4.
Nosso modelo tedrico € dado pela equagdo (3.26), com M = —19,36 [127]. Assim, temos

dr
m = 5log;, (1Mpc) +25—-19,36 (3.36)
com a distancia luminosidade dr, obtida das equagdes (3.20) e (3.24), resultando:
1 [focdt
dr, = — — . 3.37
L= / o0 (337)

Uma forma independente do modelo que permite relacionar a evolu¢do do Universo € o
tempo, € construida através da expansdo em série de Taylor do fator de escala a(r). Com o
intuito de realizar a integracdo em (3.37), expandimos o termo 1/a(¢) em torno de f#;, para
obter:

1 1
—  =1—Ho(t—to)+ = DHA(t—10)*+--- . 3.38
o = Holt—10) + 5 (g0 +2) W (1 —10)” + (338)
Substituindo (3.38) em (3.37) e realizando a integral, encontramos:
c H
d=~(to—ta) + 70(@ )4 (3.39)

Considerando a(t) = 1/(1 +z), temos de (3.38) a relagdo
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1
Z:Ho(to—ta)—i-z(qo+2)H(2)(t0—ta)2+-~ . (3.40)

Podemos considerar a seguinte expansao [134]:

Ho(to—t4) = 0+ Bz+ Y+ -+, (3.41)

com «, B e ¥ constantes a serem determinadas. Se admitimos z, = fy, devemos ter z = 0. Com
esta condi¢@o, o valor de « fica determinado, que é, a = 0. Os valores de 8 e ¥ sdo obtidos
pela substituicdo da expansdo (3.41) (considerando até a segunda ordem) em (3.40). Assim,
encontramos f3 = 1 e Yy = —(go +2)/2. Portanto, encontramos a distancia luminosidade (3.39)
em funcdo do redshift:

c 1 (1+q0) 3
d; = — —(1— 2 90 . 3.42
L= H [z+2( q0)z 5T (3.42)

Restringindo a expansdo (3.42) até segunda ordem e substituindo na expressdo da magnitude
aparente (3.36), temos:

c 1 )
=51 _ —(1— 25—-19.36 . 3.43
m 08210 [Ho IMpc <Z+ 2( q0)z2 >} + 9, (3.43)

Figura 10 — Os contornos 16 (68,3%), 20 (95,4%) e 36 (99,7%), obtidos pela estatistica baye-
siana, para os parametros Hy e gg. Os valores que melhor ajustam o modelo os
dados experimentais sdo: Hy = 68,35kms™'Mpc~! e go = —0, 15, indicados por
um ponto no centro da elipse. O qui-quadrado minimo é x,%in. =1116,39.
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Fonte: O autor (2024)

Utilizamos esta expressado (3.43) e os 1048 dados observacionais [126] para construir a Fi-
gura 10 e obter os valores de Hy e gg, que melhor se ajustam aos dados observacionais. Estes va-
lores estdo identificados no centro da elipse da Figura 10, indicando Hy = 68,35kms~!Mpc~!,
qo = —0,15 ¢ x,%u-n. = 1116,39, com os contornos correspondendo as regides de confianca
10 (68,3%), 20 (95,4%) e 30 (99,7%). O leitor pode consultar a referéncia [137], que possui
esta mesma andlise detalhadamente com cédigo desenvolvido em Python para a obtencdo dos
valores de melhor ajuste da constante de Hubble e do parametro de desaceleragdao, bem como

para a obtenc¢do das curvas de confianga mostradas na Figura 10 e comparar os resultados.
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3.6 Problema da planura e o modelo inflacionario

O problema da planura esta relacionado ao fato do Universo com valor de parametro densi-
dade atual, Qy = Qém) + QéA) ~ 1, equivalente Q(()k) ~ 0, apresentar-se como algo “ndo natural”.

Para entender este problema, partiremos da seguinte equacao:

p(i) -3 (p(i) +p(i)> a 7 (3.44)

a
em que (3.44) é obtido da conservagao da energia e momento do fluido perfeito, com densidade
de energia p(i) e pressao P = o) p(i), onde i = m,r, A, sdo as componentes de matéria, radi-
acdo e constante cosmoldgica, respectivamente. Portanto, encontramos os seguintes resultados
para densidade de energia [16]:

p™ o g3 , para ®") =0 (matéria) . (3.45)
1
p(r) oxa? , para o) = 3 (radiagdo) ) (3.46)
p(A) = constante , para oW =1 (constante cosmoldgica) . (3.47)
Conforme a definicdo do parametro densidade de curvatura (3.12),
k
k) —
QW = ~@a (3.48)
com valor observacional [123]:
Q) =0,0005+£0,004 . (3.49)
Isto significa que |Qék)\ < 1. Podemos obter a seguinte relacio:
k k Hid 0| H3 H}
oM — |~ |_|_ OOZ‘QU 0 o 0 3.50
| | ‘ H2a? H242 Hga% 0 |H242 ~ H2q%2 ( )

onde temos usado ay = 1. Vamos analisar a expressdo (3.50) na era de dominio da radiagdo,
com p(r ) oca. Segundo a equacdo de Friedmann (3.9), escrevemos:

8nG
H?a? = Tpaz—k . (3.51)
Para o caso que o Universo estd na fase de dominio da radiacdo, temos:
H’a* oca™? . (3.52)
Portanto, a expressao (3.50), torna-se:
W] = |of]a . (3.53)

Se considerarmos a era de Planck (dominada por radiacdo), z = 1032 na relacdo (3.53),
encontramos

’sz(k)‘ <1079 (3.54)
O tempo de Planck é o mais distante que podemos extrapolar nossa teoria cldssica e 10760

¢ algo realmente préximo de zero. O problema aqui € que se por alguma razao QK ~ 107 na

- k . ) B
era de Planck, entao Q(() ) seria dez vezes maior e em completo desacordo com a observacao.
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Uma proposta que visa resolver o problema da planura foi apresentada por Alan Guth [9],
baseada na seguinte ideia: considere a equacdo (3.44) e H constante, ou seja, QK o a2,
Assim, se antes da era dominada pela radiacdo o Universo primitivo experimentou uma fase em
que H € constante, isso poderia explicar por que QWK ¢ tao pequeno. Esta fase primordial com
H constante, ou quase constante, € a inflacao.

A inflagdo deve ocorrer em uma fase primordial da evolucdo, antes da dominacdo da ra-
diacdo, para ndo conflitar com as previsdes bem-sucedidas do modelo do Big Bang quente.
Veremos quantitativamente como a inflacdo pode resolver o problema da planura. Suponha
que:

k k| _ _

2||2: |2|2e Nye™N | (3.55)
a fH ooap H;

onde o indice / denota o inicio da inflac@o e o indice f o final da inflagdo, com o fator de escala

crescendo por um fator eN. O niimero N é chamado nimero de e-folds. Portanto, temos:

H,\2 Hp\?
)Q(()k)‘_ k| K] (“f f) ~ o~ N (“f_f> _ (3.56)

CH}  &HZ\ Hy Ho

Portanto, para se ter \Q(()k)\ < 1, precisamos que

LN (3.57)

Para estimar a razio no lado esquerdo de (3.57), supomos que a inflacdo termine na época
de dominio da radiacao. Entdo, de acordo com (3.13), temos:

2 29(()r)

€ assim

(r))l/“ Hy

ar~ (@ i, (3.59)

Ap0s substituir (3.59) em (3.57), encontramos

N> (o) v \/g’: () 174 (%) e (3.60)

onde py € a densidade de energia no final da inflagdo, mas uma vez que H € constante durante a
fase de inflagdo, entdo py € denominado apenas de densidade de energia da inflagdo.

Para a escala de Planck, p = 5,1 x 10% kg/m3, Po 10’25kg/m3 e Q(()r) o 1072 [16], temos

N> 10% = N>68 . (3.61)

Conforme a equacdo (3.55), também podemos obter o nimero de e-folds pela relagao,

N=In (“—f) . (3.62)

aj

Usamos o fato que, H; = Hy = constante, durante a fase inflacionaria.
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Existe um efeito interessantes e importante que pode ter ocorrido no inicio do Universo,
apenas algumas ordens de magnitude depois do tempo de Planck e diz respeito a dindmica do
Universo primordial.

Alguns modelos da teoria quantica de campos que tentam unificar as interagdes eletrofracas
e fortes, prediz que em temperaturas muito altas, o estado do equilibrio térmico do campo quén-
tico ird submeter-se a uma transicao de fase. Nestes modelos, se ocorrer “super-resfriamento”,
pode haver uma importante contribui¢do do “véacuo”, da forma —Agyy, no qual A>> 1 € uma
constante positiva, para o tensor energia-momento 7y, do campo. Assim, o Universo pri-
mordial pode ter passado por uma fase em que a dindmica era a mesma que ocorreria em um
Universo vazio com uma constante cosmoldgica grande e positiva. Portanto, se esses modelos
estiverem corretos, entdo, como foi sugerido inicialmente por Alan Guth [9], poderia ter havido
um regime inflaciondrio no Universo primordial, onde o Universo era aproximadamente uma
solugdo de Sitter (deS) (que discutiremos no capitulo 4) e se expande muito rapidamente.
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4 O ESPACO-TEMPO DE DE SITTER

Neste capitulo abordaremos o espaco-tempo de de Sitter(deS). Uma descri¢do inicial da ge-
ometria cldssica, € apresentada na secdo 4.1, para o espaco-tempo d-dimensional. Em seguida,
na secdo 4.2 mostramos a relacdo da constante cosmoldgica com o comprimento de deS. Abor-
damos na secdo 4.3 as métricas para os espagos de deS: aberto, fechado e plano. Por ltimo, na
secdo 4.4 discutimos a termodinamica do espaco-tempo de deS.

4.1 A geometria classica do espaco-tempo de deS

A esfera d-dimensional §¢ de raio L é definida como o conjunto de todos os pontos (X I x2 ..
X d+1) no espaco euclidiano (d + 1)-dimensional, E d+1 com o elemento de linha ds* =

(dX1)2 4 (dXZ)Z 4y (dXd)2 + (dX(d“))z, satisfazendo

()4 () 4 (x9) o (x) =2 @.1)

De forma andloga, vamos definir o espago-tempo de deS d-dimensional (deS¢) com escala
de comprimento L, como o conjunto de todos os pontos (XO,X 1,~--7Xd) no espago-tempo
minkowskiano (d + 1)-dimensional, M%!, que corresponde ao espaco

ds2:—(dXO)2+(dX1)2+(dX2)2+---+(dXd>2 , 4.2)

satisfazendo

SO ) () e (x) =2 43)

Neste caso, renomeamos X¢*! por X e o tornamos coordenada temporal. Assim, o espago-
tempo de deS € uma espécie de versao minkowskiana da esfera imersa no espaco-tempo de
Minkowsk.

Esta mudanca de sinal faz toda a diferenca: em um dado X°, as coordenadas espaciais
(x',X2,---,X9) forma uma esfera (d — 1)-dimensional $*~! definida por (Xl)2 + (X2)2 +--
4 (Xd)2 =12+ (Xo)z. Topologicamente, o espago-tempo de deS é entdo R x S~ !: com a

coordenada temporal X° indo de (—eo) & (+e9), 0 raio \/L2 + (X°)* de 7! iniciando no infi-
nito, contraindo a um valor minimo L, e entdo expandindo novamente para o infinito. No plano
(X 0_ xd ) , temos uma hiperbola, e entdo deS¢ pode também ser considerado um hiperboloide
de rotacao.

4.2 Espacos maximamente simétricos

Conforme a teoria geral de espacos maximamente simétricos [124], o tensor de curvatura
de Riemann R4 deve ser dado por

Ravea = K (8ac8pd — 8ad8bc) 4.4)

onde K € uma constante (Aqui, os indices latinos tomam valores no intervaloa =0, 1,---,d —1).
Considerando que nossas coordenadas em deS? possuam dimensdes de comprimento, e que ggp
€ definido para ser sem dimensdo. Entdo, por andlise dimensional, devemos ter:
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1
Rubea = Iz (8ac8bd — 8ad8bc) - 4.5)

O tensor de Ricci, o escalar de curvatura e o tensor de Einstein, sdo obtidos pela contragao de
indices em (4.5). Assim, temos

8aeR%eq =17 (8ac8ba — 8aasve)
8 8aeRpca =17 (8" 8ac8ba — 8" aasie)
8 Ry eq = (8800~ 5%0t) 6
bed :é (dgba — 8va)
Ry =080
O escalar de curvatura serd
R=g""Rpq = uL;zl)gbdgbd = (dL_zl) 8 = —d(dL; b 4.7

Por fim, o tensor de Einstein

Gab = Rab - %gabR = (d 1)2(i2 2)gab

Observando que as equagdes (4.5)—(4.8) sdo igualdades entre tensores, eles sdo validos em
todos os sistemas de coordenadas.

Constatamos da equacao (4.8) que o espago-tempo de deS € uma solucdo das equagdes de

(4.8)

campo de Einstein G, = —A g, [16], com uma constante cosmoldgica positiva dada por
(d=2)(d-1)
A=—"T—+——= 4.9
L2 (4.9)

Para d =4, temos A = 3/L2.
Na presenca da constante cosmoldgica, a equacdo de Friedmann (3.9) passa a ser escrita
como:

H+—~—-=="—p . 4.1
t 573 3 P (4.10)

Na auséncia de matéria/energia ordindrias (p = 0), as solugdes de (4.10) dependem dos valores
de k, ou seja, k = 0,£1. Assim, temos

a(r) =€t ., para (k=0) (4.11)
a(t) =cosh (Ht) , para (k=+1) , (4.12)
a(t) =sinh (Hr) , para (k=-1) (4.13)

onde H = y/A/3 é o parAmetro de Hubble. Portanto, a métrica de FLRW (3.1) como solugio
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das equagdes de campo de Einstein na presenga de A, € escrita na forma:

ds? = — N%(t) dr* + ™ (do? + dy* + dZ?) , para  (k=0) , (4.14)

d 2
ds? :—Nz(t)dtz—i—coshz(Ht) {1 ! 5 —|—r2dQ%} , para  (k=+1) | (4.15)

d 2
ds? = — N?(t) dr? + sinh? (Hr) {_r2 +r? dQ%} ) para (k=-1) . (4.16)

1+7r

Podemos resumir estas trés métricas, com curvatura constante, na seguinte expressao:

ds®> = —N*(1)di* + d*(t) { +r? dQ%} : (4.17)

1 —kr?

onde k = +1,0,—1 para os casos fechado, plano e aberto, respectivamente. A forma de a(r) ird
depender do valor de k, como podemos verificar em (4.14)—(4.16).

Estas equacoes revelam que o modelo de deS € apenas um modelo obedecendo as equagdes
de Einstein (com A # 0) no qual expande continuamente [4].

4.3 Espaco-tempo de deS 5-dimensional

Vamos retornar ao espago-tempo de deS e escrever a métrica (4.2) em 4 + 1 dimensdes.
Assim, temos

ds? = — (ax%)7 + (dx")* + (dx?)* + (ax?) + (ax*)® (4.18)

Considerando os seguintes conjuntos de coordenadas planas (z,r, 0, @), definidas por

XY=L <sinh(t) + r22—et> :
(plano) =¢ X' =Lréw' , (4.19)

2t

X4=L (cosh(t) - %)
X% = Lsinh(¢) ,

(fechado) = X! = Lrcosh(t)w' , (4.20)
X* =L+v/1—r2cosh(t) :

([ X0 =Lv/1+2sinh(r) :

(aberto) = X! = Lrsinh(t) @' , (4.21)
X* = Lcosh(¢t)

\

onde i = 1,2,3, com w! = sin(0)cos(@), ®> = sin(0)sin(@) e w> = cos(O). Substituindo
(4.19)—(4.21) em (4.18), encontramos:

ds? = — di* +et { dr? +r? dQ%} ; paraaEq. (4.19) (4.22)
t dr?
ds? = — dr® + cosh? (—) { T dgg} . paraaEq. (420) ,  (4.23)
L 1-5
t dr?
ds> = — dr* + sinh® <E> { 1 S dgg} , paraaEq. (4.21) (4.24)
+ 1z
L
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onde fizemos amudangas — ¢ /L e r — r/L em (4.22) — (4.24). Comparando essas métricas com
(4.14)—(4.16), observamos que o Universo na presenca da constante cosmoldgica € descrito
por uma métrica de deS com o parametro de Hubble igual ao inverso do comprimento de deS,
H = 1/L. Portanto, constatamos, por exemplo, que o espago-tempo de deS plano descreve um
Universo expandindo exponencialmente induzido por uma constante cosmoldgica positiva.

Intuitivamente, um Universo formado por uma flutuacdo quantica deve ser extremamente
pequeno, tendo um tamanho linear de comprimento de Planck. Isso foi inicialmente um grande
desafio, pois ndo estava claro como criar o enorme Universo em que vivemos a partir do modelo
cosmoldgico de um pequeno Universo quantico compacto. Com o surgimento de teorias infla-
ciondrias nas quais o Universo passa por uma fase deS de crescimento exponencial, o dilema
desapareceu. Todas as escalas no Universo sdo expandidas por um fator gigantesco exp(Hr)
como resultado da inflacdo, onde H € a taxa de expansdo constante e ¢ € a duracdo da fase
inflaciondria.

4.4 Termodinamica do espaco-tempo de deS

A nogao de temperatura € bem definida no caso do espaco-tempo de deS pois o horizonte de
deS também irradia como um corpo negro [138]. Vamos nesta secdo escrever as equacdes de
Einstein em uma forma anéloga a equacdo 7°dS — dE = PdV, e assim obter a entropia e energia
para um espaco-tempo de deS. A partir de agora, usarei unidades com i =c = kp = 1.

Considerando a seguinte métrica para espacos-tempos simetricamente esféricos [16]

ds? = f(r)dt* — f(r)"'dr* — 1 (d6? +sin* 0de?) (4.25)

com um f(r) geral determinado pelas equacdes de Einstein.
Esta métrica ird satisfazer as equacdes de Einstein, desde que o tensor momento da fonte
tenha a forma:

e(r)

T! =T = 4.2

LT8G (4.26)

76 o _ K1) 4.27
o 8nG (4.27)

onde £(r) e u(r) sdo fungdes correlacionadas, que serdo definidas posteriormente. A igualdade
em (4.26) surge de nossa consideragdo goo = (—1/g11). A igualdade (4.27) surge da simetria
esférica. Para a métrica (4.25), as equacdes de Einstein reduzem-se as seguintes equacoes:

S(1—f)—==¢ (4.28)
Vif=—2u . (4.29)

Considerando algum €(r), a solugdo de (4.28) é

L 1/
f=1—=—— [ e(r)r*dr (4.30)
r LJL
com L sendo uma constante de integracdo e p(r) é fixado por £(r), fazendo

19* 1 0 8f} 1 9%f @30

2, 1 L9 lean?) ) _
Vf_’”a’”z (rf)+r289 [Smﬂae +(rsin@)zaﬁ')z

Portanto, encontramos
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uir)=e+ @ . (4.32)

Escolhemos a constante de integragdo L em (4.30), tal que f(r) = 0 em r = L, de forma que
esta superficie € um horizonte.

Podemos verificar que: (i) € =0 implica 4 = 0 e conduz ao espago-tempo de Schwarzschild
[16]; (ii) € = &) = constant implica que i = & e T oc diag (&9, o, o, Lo ), € consequentemente

L gL® g
) =1=s=5"5
Isto representa o espago-tempo de Schwarzschild-de Sitter [139] e quando L = 0, a métrica
reduz-se a do espaco-tempo de deS; (iii) € = (Q2 / r4) + & conduz U = — (Q2 / r4) + & que
corresponde a métrica de Reissner-Nordstron-de Sitter [16].
Considerando r = L na equagdo (4.28), temos
e(L)L?

f(LL 1

—=— . 4.34
2 2 2 (4.34)
Agora € possivel fazer uma interessante andlise desta equacdo que ird permitir encontrar a en-
tropia e a energia. Multiplicando a equacgado (4.34) por dL e usando € = 8x T}, temos:

(4.33)

(L)  [4rL? L )
d —d|=— ) =-T/(L)4rnL°]dL . 4.35
O primeiro e o segundo termo no lado esquerdo de (4.35) possuem as seguintes formas:
T dS e dE, respectivamente. O termo do lado direito tem a estrutura de PdV, com P = —T, e

dV = 4znL.2dL, com sua integral V = (47/3)L3, chamado de ‘volume’, é o volume relevante
para a andlise. Portanto, encontramos a expressao para a entropia Sg,s € a energia E.g (quando
f(L) > 0) por ser:

ATL?  Ages
1T Odes 436
Saes =45~ = 26 (4.36)
L Ages \ /2
E o¢c—=— = ) 4.37
95 796G (167rG> “437)

No caso do buraco negro de Schwarzschild com L = 2MG, a energia (4.37) serda E = M, como
¢ esperado.

Em 1977, Gibbons e Hawking [140] mostraram que a radiag¢do térmica emana do horizonte
deS, similar a radiacdo que emana do horizonte de Schwarzschild e a radiagdo vista por um ob-
servador acelerado. A fisica subjacente a cada um desses trés casos € bem similar: a flutuacao
quantica produz um par particula-antiparticula préximo ao horizonte (o horizonte de Schwarzs-
child, o horizonte de Rindler e o horizonte deS, conforme o caso), com um deles desaparecendo
sobre o horizonte, para nunca ser visto pelo observador. O outro membro do par € observado
como radiagdo térmica [124].

A nocao de temperatura € bem definida no caso do espaco-tempo deS, uma vez que o ho-
rizonte deS também irradia como um corpo negro; temos 7 = 1/27xL, onde L é o raio do
horizonte deS [138, 141]. Ao longo dos anos, fisicos tedricos se aprofundaram nesse contexto,
descobrindo uma rica variedade de relagdes que entrelagcam temperatura termodindmica, teoria
quantica de campos e as propriedades geométricas dos horizontes. Essas descobertas consolida-
ram o papel da termodinamica no estudo de sistemas gravitacionais e abriram novos caminhos
para explorar a natureza quantica do proprio espaco-tempo [142].
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5 QUANTIZACAO CANONICA DA RELATIVIDADE GERAL

Este capitulo € destinado ao processo de quantiza¢do candnica da RG. Demonstramos na
secdo 5.1 a importancia da escala de Planck na teoria quintica da gravitacdo e posteriormente
apresentamos, na se¢do 5.2, o caminho de quantizacdo do superespaco, seguindo o procedi-
mento de Dirac, que consiste em quantizar os vinculos associados a teoria. No mesmo caminho,
apresentamos na sec¢ao 5.3, a quantiza¢ao do minisuperespaco. Também discutiremos neste ca-
pitulo as interpretacdes e dificuldades que existem no processo de quantizacdo da gravidade.
Como uma alternativa para estas dificuldades, discutimos na se¢do 5.4 a aproximacio WKB
para a equacdo Wheeler-DeWitt.

5.1 Escala de Planck

Uma maneira de compreender a escala de Planck e sua importancia na gravitacdo quantica,
¢ através da comparacao entre as intensidades das for¢as gravitacional e forte, mais especifica-
mente, das suas constantes de estrutura fina &g € 0, respectivamente [143].

O valor da constante de estrutura fina da forga forte é aproximadamente igual a unidade,
o ~ 1. No entanto, a constante de estrutura fina gravitacional € muito menor, 0(g =~ 10738,
Este valor de o € obtido pela expressao:

Gm?
g = T”’ , (5.1)

onde m,, € a massa do préton [7], com energia da ordem de 1 GeV. Existe uma escala de energia
na qual g ~ 1, que € a escala de Planck.

A escala de Planck demostra ser importante para a consideracdo da gravitacdo quintica, e
vale a pena analisar brevemente seu significado fisico. Para isto, utilizaremos um resultado da
Mecanica Cléssica, que mostra a velocidade de escape para um corpo sujeito a gravidade, de

uma regido esférica é:
2Gm
=4/— . 52
v=1/ R (5.2)

Se consideramos em (5.2), a velocidade igual a velocidade da Luz, ou seja, v = ¢, temos que o
raio dessa regido sera

2Gm

R=—

(5.3)

c
Como nenhum corpo consegue viajar com velocidade maior que a velocidade da Luz, temos
que esse raio corresponde a uma regiio com um campo gravitacional que nem mesmo a luz
consegue escapar. Denominamos esse raio de, raio de Schwarzschild Iy = 2Gm/ c. A gravi-
tacdo € predominante e importante para a sua estrutura quando o raio é da ordem do raio de
Schwarzschild.

Por outro lado, a mesma regido se comporta segundo as leis da MQ em escala da ordem do
seu comprimento de Compton /. = /i/mc. Assim, vemos que existe uma massa no qual [y = [,
ou seja, onde a gravitacao serd tdo importante quanto a MQ para descrever a fisica dessa regido.
Denominamos essa massa, de massa de Planck mp, cuja expressao é:

mp = %:2,2x10_8kg . (5.4)
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Temos que para essa massa de Planck mp, a energia é da ordem de E ~ 10! Gev. Para essa
energia temos Qg ~ 1. Portanto, a intensidade da forca gravitacional € tdo necessdria, quanto a
intensidade da forca forte. Logo, devemos ter uma teoria quantica da gravitagdo para explicar
condizentemente todos os processos fisicos nessa escala de energia.

Para essa massa de Planck mp, definimos o comprimento de Planck /p. Substituindo o valor
de mp da equacgdo (5.4) no raio de Schwarzschild, encontramos:

)
= G _ —G21,6><10*35m . (5.5)
C2 C3

Considerando que o universo expande a uma velocidade igual a velocidade da luz ¢, temos o
tempo de Planck 7p, definido como:

) hG
p=" =15 ~54x107%s . (5.6)
c c
A Era de Planck corresponde ao intervalo de tempo do universo, que inicia no Big-Bang (t = 0)
e vai até t < tp = 10~*s. Neste intervalo de tempo, a teoria da RG deve ser substituida por uma

teoria quantica da gravitagc@o, onde as quatro interacdes fundamentais estio unificadas.

5.2 Quantizacao de Dirac do superespaco

Nosso ponto de partida € o formalismo candnico introduzido nas se¢des 2.2 e 2.3. Sua ca-
racteristica fundamental € a existéncia dos vinculos super-hamiltoniano (2.77) e supermomento
(2.78). A primeira pergunta que devemos responder é: como conduzir estes vinculos em uma
teoria quantica? Em geral, temos duas escolhas: podemos quantizar primeiro os vinculos e en-
tao impor aos vinculos condicdes sobre as funcdes de onda (quantizacdo de Dirac), ou podemos
primeiro eliminar os vinculos para obter um espacgo de fase classico (quantiza¢c@o do espaco de
fase reduzido). Os dois métodos foram aplicados a modelos simples e constatados por serem
ndo equivalentes [144-147]. Nao h4, infelizmente, nenhuma razido convincente para preferir
um ou outro para gravidade quantica.

De acordo com o procedimento de quantizacao de Dirac da gravidade, que corresponde em
realizar a quantizacdo dos vinculos (2.77) e (2.78), € necessdrio seguir os seis passos apresen-
tados adiante [148], para construir com €xito uma teoria quantica da gravitacao:

(1) Construir um espago de estado F, constituido de operadores hermitianos A e de uma
colecdo adequada de funcdes de onda. Este espago corresponde a uma representacio apropriada
para as varidveis dinamicas, no qual elas poderdo atuar como operadores. N6s consideramos a
representacdo de Schrodinger, no qual os operadores atuam em fun¢des de onda definidas em

.

(2) Identificar as varidveis dinamicas e seus momentos, de tal forma que os parénteses de Pois-
son sdo trocados por comutadores, da seguinte maneira:

vi={iva} = == [0.0] (5.7)

Os parénteses de Poisson s@o fundamentais, pois os vinculos (2.77) e (2.78) sé poderdo ser
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utilizados ap6s calcular todos os parénteses de Poisson em que estivermos interessados, ou seja,

{NG1) Ty (3,0)} =6 (x—y) (5.8)
{Na(x,1) Hb<y,r>}—6” Bx-y) | (5.9)
{hap (1), TT (y,1) } == (6‘6b+5d6b> §¥x—y) | (5.10)
{®(x,1),Ho(y,1)} = =50 . (5.11)

onde 6 (x —y) é a funcao delta. Os comutadores associados as equagdes (5.8)—(5.11), sdo:

[N (x,0), Tin(y,0)] =in8D (x—y) (5.12)
[Na(x,0), 1T (y,1)] =ind8P (x—y) (5.13)
[y (x,2), 1% (3, 1)] = §<5C5b+5d5b>5()(x—y) , (5.14)
[@(x,1), e (y,1)] =i8® (x—y) . (5.15)

Aqui, as varidveis dindmicas e os momentos conjugados s@o promovidos a operadores, como
segue:

A A 5
N :=N Iy ;= —i— 5.16
b N l6N ) ( )

. . 8
Ng:=N, , TII =—isn (5.17)

. . 5
h =h I .= —i 5.18
ab ab l6hab ) ( )
b= g := —zi (5.19)

= 5 P = 5D . .

(3) Definir os operadores .7, e .7, atuando no espaco F, que corresponde as quatro primeiras
classes de vinculos .77, ~ 0 e 7 ~ (0 da teoria cldssica.

(4) A implementacdo das relagdes (5.16) —(5.19) para que os estados fisicos sejam aniquilados
pelos seguintes operadores

. 0
[N [N, Ny, hyp, @] ——zﬁ‘P[NN hap, @] =0, (5.20)
. 8
I[N, Ny, hap, @] = —zW‘P[N,Na,hab,CD} =0 (5.21)
a
. ) )
% hab,q),—lm,—l% T[N,Na,hab,q)} =0 s (522)
a
. ) 0
H h“b’q)’_léhb —z% W[N,Ng, happ, @] =0 . (5.23)

As primeiras duas equacdes (5.20) e (5.21) indicam que o estado fisico ndo depende da funcdo
lapse N, e do vetor shift N,. Assim, a funcdo de onda fisica depende apenas da geometria
tridimensional e dos campos de matéria, ou seja,

¥ [h,®| = (h,®¥) . (5.24)
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A respeito disso, DeWitt seguiu a ideia de Wheeler que o funcional de onda deve ser determi-
nado sobre o superespaco de todas as geometrias tridimensionais possiveis. A equacdo (5.22),
ou vinculo momento, € interpretado como as condi¢des no qual um funcional de onda € invari-
ante sob transformacdes de coordenadas da geometria tridimensional.

(5) Construir o subespaco fisico Fgs do espago de estado F, que permite definir um produto
interno (‘P|¥’) sob o qual os estados |¥) podem ser normalizados e os observéveis sdo hermi-
tianos. Este espaco F constituido com o produto interno normalizado € um espago de Hilbert.

(6) Interpretar os estados fisicos resultantes, bem como os operadores.

Seguindo esses seis passos de quantizagdo candnica da gravidade, que consiste em quantizar
os vinculos (2.77) e (2.78), encontramos as seguintes equacdes [149]:

bed - R
5hab 5hcd 167G

AP Iy, P = [— 16nGh>49,

5.25
Vh( 1 & + 1V, OV, ® + 2V (P o
) A 5(1)2 b ab7 — ’
R Ylh,,, o S§P[h,y, @
APy, ] :2ithM—ihh“be<b har, @ _ (5.26)
Shap 5D

A equagdo (5.25) é a famosa equagdo de Wheeler-DeWitt (WDW) [8, 150]. De acordo com seu
proprio relato, DeWitt ja havia formulado essa equac¢do no inicio da década de 1960; veja [151].
Equagdes da forma HY =0, podem ser encontradas para a gravidade em [152, 153], mas sua
forma explicita ndo é fornecida.

A equacdo de WDW precisa de uma condi¢@o de contorno para ser resolvida, por exemplo,
o estado de W|h,p, P] em um instante inicial. Porém, ndo ha dependéncia temporal na equagao
de WDW, de fato ndo hd, nem deve haver, um “tempo”, ja que se W[hp, D] deve descrever todo
o conteido do Universo, entdo o tempo deve “emergir’ das solugdes, e ndo ser uma varidvel
independente. Este e outros aspectos proprios da descricdo quintica do Universo levaram a
uma longa discussao a respeito da condi¢do inicial. A proposta de Hartle-Hawking, aparente-
mente consistente com a abordagem geral, é que nao haja de fato “contorno” nenhum para o
Universo [154]. Por outra parte, outras propostas foram colocadas, por exemplo, a de Vilenkin
que contempla uma fun¢do de onda que se propaga para longe da origem [155].

5.3 Quantizacio de Dirac do minisuperespaco

Aplicaremos o procedimento de quantizacdo de Dirac para modelos de minisuperespaco
[107]. Adotando a representacdo de Schrondiger, temos:

&= > N:=N ; Na =Ny ; Yoo = Yab > (5.27)
0 0 0

A = — ih—— : Ay = —ih—: #%:=—ihi—: fY .= _in 5.28

o =z 5 ihogs & i N, i1 ih- ” (5.28)

com as seguintes relacdes de comutagdo candnicas:
(@, 0] =in 3 [N,y =ih ; [Ne,®Y]=in (5.29)
h : .
[?a,,, fer] —iz (5;5;1 48 55) = insd (5.30)
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Equivalentemente, no lugar de (}/ab, ®, 1, 717(1)) podemos usar as coordenadas ¢* e a correspon-
dente representagio para os momentos p* definido por

g =ty ) (5.31)
pr=utr, a,b=1,2,3,® , (5.32)
{qAapB}:ag ) AaB:l72737"'77 ) (533)

onde ¥y;, .= (Yab, @), 5 1= (M, M), Yoo (t) := P(2), Tpep := 7p ©

% . para A4#b#d |
pAb — Myupp = 1 , para a=b (5.34)
0 , se(d,b)ndo corresponder a A

Os valores de A acima correspondem aos pares

(L), (2,2), (3,3), (1L2), (1,3), (2,3) , (&) . (5.35)
Podemos reescrever o vinculo hamiltoniano (2.96) na seguinte forma
167G
= B 1(Z)U 5.36
vol(D) paps+vol(E)U(q") (5.36)
onde
Aab ;,Bcd 0
[ff‘ﬂ - ( IR Jabea /7 C ab=123 | (5.37)
0 327G

é a minisupermétrica nas coordenadas ¢, com a forma matricial de f.4 escrito como

1111 f1122 f1133 f1112 f1123 f1113
2211 f2222 f2233 f2212 f2223 f2213
[fabcd:| _ f3311 f3322 f3333 f3312 f3323 f3313 ‘ (5.38)
f1211 f1222 f1233 f1212 f1223 f1213
f231 1 f2322 f2333 f23 12 f2323 f23 13
fl311 f1322 f1333 f1312 f1323 f1313

Para calcular cada componente na matriz da minisupermétrica, utilizamos a equacao (2.89).
O segundo termo do lado direito de (5.36) € o potencial, dado por:

1

o ©) LI
€
abc _ 1
£ = det [f bd} =% (5.40)

onde ¥ é o determinante da métrica y“*. Para provar esta tltima relagdo (5.40), assumiremos
uma forma diagonal para a métrica de ¥ como

ab “ 92 0 b 1
[?’ };: 8 vo w92 ; V:Zdet[f]z(uvw)z (5.41)



CAPITULO 5. QUANTIZACAO CANONICA DA RELATIVIDADE GERAL 59

Entao
OW —% —% 0O 0 O
B o 0 o
fabcd] _ v T (5.42)
| 0 0 0 & 00
0 0 0 0 om 0
0 0 0 0 O %

que nos leva a relagdo (5.40). Também, se introduzirmos dois indices constantes como C;, =
€,4C%, entdo o vinculo momento (2.97) pode ser escrito da seguinte forma:

= 2YneCoyT™ = 2Eanaame W L Cpq pe (5.43)

onde definimos Cp := Up;;, C™".
Na representacdo de Schrodinger, temos:

d
P=q . =i [dp]=ind) (5.44)

Para obter a versdo quantica do vinculo hamiltoniano, vamos primeiro considerar a parte ciné-
tica de (5.36) e realizar a seguinte substitui¢ao
h2

B paps — —0 = —KV2, = —\/—_faA (fAB\/—_f8B> : (5.45)
onde [] € o d’alembertiano, V;p é a generalizacdo covariante do operador de Laplace e V%B éo
operador Laplace-Beltrami. E importante notar que a dependéncia da métrica do minisuperes-
paco nas coordenadas locais do minisuperespaco leva a um problema nao trivial de ordenagdo
de operadores na equacdo WDW resultante. No entanto, esta questdo pode ser resolvida de
alguma forma garantindo que o processo de quantizacdo seja covariante no minisuperespago.
Isto significa que nao deve ser afetado por transformacdes gerais de coordenadas no minisupe-
respago.

5.4 Aproximacio WKB

O método WKB (Wentzel, Kramers, Brillouin) é uma técnica para se obter solugdes apro-
ximadas em MQ [156]. Em um nivel formal, isso também pode ser realizado para as equagdes
(5.25) e (5.26). Primeiramente na auséncia de campos/matéria, consideramos o ansatz [7]:

Wlhyy] = Clhas|exp <%S[hab]) , (5.46)

onde C[h,] é uma amplitude de variac¢do lenta e S[h,p] € uma fase variando rapidamente. Isto
corresponde a,

oS
Shab ,

me (5.47)
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que € arelagdo classica para o momento candnico, e de (5.25) e (5.26) encontramos as equagdes
aproximadas

8S oS \/E (3)

167G _ R=0 5.48

"o abed S Shey 167G ’ (5.48)
5

D,2> _o | 5.49

a5hab ( )

A equacdo (5.48) é a equacdo Hamilton-Jacobi para o campo gravitacional. A equacao (5.49)
expressa novamente o fato que S[h,p] € invariante sob transformagdes de coordenadas. As
equagoes (5.48) e (5.49) sdo completamente equivalentes as equagdes de campo de Einstein
[157].

A aproximacdo semicldssica e também a funcdo de onda WKB sdo métodos importantes no
contexto da CQ, pois permitem obter solu¢des aproximadas das equagdes diferenciais, no qual
nao possuem solucdes analiticas. Além disso, a aproximagao semicldssica ¢ empregada para
evitar as ambiguidades decorrentes de problemas de ordenagdo de operadores na equagdo de
WDW, bem como problemas na formulacao da integral de caminho da fun¢do de onda. A fun¢do
de onda WKB € mais adequada para aproximar a func¢do de onda no regime semicldssico [158].

Na presenga de campo/matéria, a fun¢do de onda WKB ir4 ser, genericamente, da forma [6]

¥~ AP (5.50)

onde a amplitude A e a fase B sdo fungdes de (g, D, ...). Termos adicionais estardo presentes
em (5.48) e (5.49). Nestes casos, se ndo pudermos resolver as restricoes de Hamilton-Jacobi
exatamente, o método de expansdo de acoplamento fraco pode ser empregado [159].
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6 COSMOLOGIA QUANTICA

Neste capitulo abordaremos a Cosmologia Quantica (CQ), mais precisamente, a equacao de
WDW para alguns modelos cosmolégicos e suas possiveis solugdes. Iniciamos na sec¢do 6.1
com uma apresentacdo geral da construcao da equacdo WDW no minisuperespaco. Na secdo
6.3 abordaremos a quantizagcao candnica do Universo de deS e o processo de tunelamento da
funcdo de onda. Posteriormente, se¢do 6.5, aplicaremos a quantizagdo candnica do Universo
de FLRW na presenca de um campo escalar e sua solu¢cdo no regime ‘slow roll’. Na secdo 6.6
discutimos a quantiza¢do canodnica do Universo de FLRW para o modelo ACDM e o comporta-
mento da funcdo de onda. Na sub-se¢do 6.6.1 trataremos o caso de um Universo plano com um
unico fluido perfeito e na sub-sec¢do 6.6.2 consideramos um Universo dominado por matéria e
radiacgdo.

6.1 CQ e aequacio WDW

Na Cosmologia Classica (CC), assumimos que a métrica do espago-tempo e o(s) campo(s)
de matéria exibem homogeneidade e isotropia. Consequentemente, a funcao lapse € consi-
derada homogénea, denotada como N = N(t), enquanto a func¢do shift recebe um valor zero,
N% = 0. Como resultado, o elemento de linha espaco-tempo (2.84) se reduz a:

ds® = —N(2)?dr* 4+ y(t)hgp (x) dxdx” . (6.1)

Inserindo a forma restrita do elemento de linha (6.1) no funcional de agado ADM, obtém-se
a seguinte forma reduzida da acdo [6]:

S[g* (1), N(1)] = / {%fw(@qﬂqlg —vol (Z)N(I)U(q)} dt, A,B=1,2,---,n. (6.2)

Nesta equacdo, f4p denota a métrica de DeWitt reduzida do minisuperespago n-dimensional
com assinatura (—,+,...,+). Além disso, o potencial U(g), inclui o escalar de Ricci das hiper-
superficies tridimensionais t = const. e o potencial dos campos de matéria. As coordenadas do
minisuperespago ¢* podem incluir campos de matéria e componentes 3-métrica. Variag¢do na
acdo em relacdo a ¢ produz as equagdes de Euler-Lagrange

v ()L Jea o) 63
A
onde {CD} sdo os coeficientes de conexdo (simbolos de Christoffel) determinados a partir da
métrica do minisuperespaco f4p (ver equacao (2.89));
{A } = lfAE (fee,p+fpec—fepE) - (6.4)
CcD 2 ’ ’ ’

Além disso, numa variacdo em relagdo a fungado lapse N, obtém-se o vinculo hamiltoniano
(5.36) ou equivalentemente:

fapq q® +64TGN* (1)U (q) =0 . (6.5)

Para garantir a consisténcia, € necessario que as Equagdes (6.3) e (6.5) sejam iguais as
componentes (00) e (ij) das equacdes completas de Einstein, respectivamente.
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Para definir o hamiltoniano, primeiro precisamos definir os momentos canonicos da maneira

usual, que é

dL  vol ()

= = fana ) 6.6
PA= 558 = 300GN 484" (6.6)

Isso nos leva ao hamiltoniano ADM candnico no minisuperespago

l6nG
vol (¥)

Hapm = N ( 48(q) papp +vol (L) U(q)) =N# 6.7)

onde f48 ¢ a inversa da métrica no minisuperespaco. A funcio lapse N serve como um multi-
plicador de Lagrange visando satisfazer o vinculo hamiltoniano .7Z (5.36).

Na representacdo coordenada da quantizacdo canOnica, o processo envolve a incorporagao
de uma fungdo de onda, denotada como ¥(g), que é independente do tempo e necessita da
condicdo de que seja tornada nula pelo operador associado ao referido vinculo hamiltoniano.
Como resultado, a equacdo WDW ¢ obtida:

{_%D+ {2+ vol (Z)U(q)}‘l’(q) —0 6.8)

onde [J é o d’alembertiano (5.45), # € a curvatura da métrica do minisuperespago 45, €
¢ uma constante arbitrdria, diferente de zero apenas quando a dimensdao do minisuperespaco
€ maior que 2 [6]. O fator de ordenamento produzido € a origem do termo de curvatura do
minisuperespaco, denotado por Z.

6.2 Condicoes iniciais na equacio WDW

A equacdo WDW, assim como as equagdes diferenciais de problemas quanticos, possui
inimeras solugdes. Qualquer funcdo de onda W que satisfaca a equacio WDW descreve um
possivel estado quantico do universo. Para obter uma dnica solugdo, é preciso especificar al-
gumas condicdes de contorno (ou condi¢des iniciais) no superespaco. Isto significa dizer que
qualquer tentava de aplicar a mecanica quantica a todo o Universo € necessario especificar as
condig¢des iniciais e analisar algumas de suas solugdes [160].

Dentro deste contexto, um estado particular para a funcdo de onda € o estado fundamental
ou de excitacdo minima. Este estado pode ser obtido utilizando o formalismo de integrais de
trajetdrias (ou caminhos) de Feynman [161]. A importancia desse método consiste em que as
condicdes iniciais impostas as solu¢des da equacdio WDW sdo traduzidas em restri¢des a classe
de varidveis que compde a integral de trajetoria. Além disso, temos que a funcdo de onda do
Universo obtida através do formalismo de integral de trajetdria € solucao da equacaio WDW, ou
seja, os dois formalismo sdo equivalentes. O que observamos € que a equacao de WDW € muito
dificil de resolver de forma exata, e por isso recorre-se ao formalismo de integral de trajetdria.
Pode ocorrer também o uso em conjunto dos dois métodos, permitindo obter uma informacgao
mais precisa sobre a dindmica quantica do Universo.

Utilizando o formalismo de integral de trajetdria, a funcdo de onda do Universo do estado
de excitacdo minima € escrita como [162]:

Wihy) o) = [ 8leuSIG (uv. @) ©9)

A soma é realizada na classe de trajetorias do superespaco que consistem em métricas quadridi-
mensionais g, v € campos de matéria @ que correspondem aos argumentos da fung¢do de onda ‘P,
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ou seja, as trajetdrias sao limitadas pelos valores dos respectivos campos nas duas hipersuperfi-
cies inicial X; e uma final X . Na hipersuperficie inicial X; os campos g,y € ® devem satisfazer

certas condicOes iniciais, designadas de C, e devem também coincidir com os campos hg];) , o)
definidos na hipersuperficie final Xr. O termo G(guv,®) representa o propagador, ou seja, a

amplitude de probabilidade para uma transi¢ao até ao estado caracterizado por {hg) U )}.

6.3 CQemdeS

Nesta secdo, aplicaremos a quantiza¢do candnica do minisuperespaco para um Universo
fechado de FLRW com uma constante cosmoldgica positiva no vacuo. Lembrando que a acdo
de Einstein-Hilbert na presenca da constante cosmoldgica € escrita da seguinte maneira [7],

! 4
= — —o(R—2A 1
16M}/de 2(R—2A)+Sany (6.10)

onde Sgpy € o termo de contorno de Gibbons—Hawking—York (2.41). Esta acdo (6.10) conduz
a equacdo (4.8) para o espago-tempo 4-dimensional.

Aqui, o espaco-tempo é homogéneo e isotropico, com o elemento de linha dado por (4.17).
Portanto, podemos escrever (6.1) na forma:

SEH

d 2
ds? = —N*(1)d* + (1) ——— +2d3 s | (6.11)
1 —kr?
onde
hap(x,1) = a® () hap(x) . (6.12)
Do mesmo modo, a agdo ADM reduzida (6.2) serd
fapd*¢®
s :7// _NU(g) )t 6.13
ApM = T ( 6ATGN (9) (6.13)
onde ¥, é o volume espacial da hipersuperficie tipo-espaco (3.4) e
2A— GIR
u(g =2 R (6.14)
8nGv/—f

com f obtido através da relacdo (5.40). Seja qA e f4p determinados pelas equagdes (5.31) e
(5.37), respectivamente, no qual:

fap = MaapMpeaf (6.15)

onde f*< ¢ determinado por (2.89). Apés a substituicdo desses valores na agdo (6.13), encon-
tramos:

N F"UVa¥ea NVY (3)p
SapM _%‘/ ( 64TGN +167tG( k 2/\) dr (6.16)

Calculamos os escalar de curvatura G)R para o elemento de linha (4.17), obtendo

6k

a2

GR = WP (x,1)ORY , = (6.17)
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A forma da métrica de DeWitt do minisuperespaco (2.89), indica que 0s Unicos termos nao
nulos na agio (6.16) sdo: f1122, 2211 1133 - (3311 £2233 o 3322 T 600, obtemos

Ry 3
SADMZ“//k/( 24ad + Na <%—2A>> dr . (6.18)

647GN 167G \ a?

Para o caso de curvatura constante positiva (k = +1), o volume ¥;_; é igual a 272 [6]. Portanto,
podemos escrever a acdo ADM do minisuperespago para um Universo de deS no vicuo com
uma geometria de curvatura constante positiva, por [163]:

SaDM = i—g (— %a(:)z +a()N(r) — %N(t)a(t)g’) dr (6.19)

A hamiltoniana do minisuperespaco ADM para o Universo de deS com uma geometria de cur-
vatura constante positiva € entdo dado por [163]:

_ 1 ,  3mm} A,
Hapm = _N{mﬂa + 1 a(l) <1 —ga(t) )} , (6.20)

onde mp = 1/\/5 ¢ a massa de Planck’, e

B 3amd a(t)a(t)

2 N(1) ’
¢ o momento conjugado ao fator de escala a(r).

A equacdo WDW para a funcdo de onda do Universo de deS € obtida por conduzir o mo-

mento conjugado 7, a um operador, que de acordo com a equacgdo (5.45), possui o seguinte
ordenamento:

T, = (6.21)

2 d d
;=Y paps — e (fAA _faA) - _hzaip@ap@ ’ (022

onde f44 = 1 e \/—f = a”, com o pardmetro p representando a ambiguidade do fator de ordena-
mento [165]. Portanto, a equacdo WDW ¢é reescrita como [164]

d d 2 2 A
{_h2apd_apd_ + (37[2’711’) a’ (1 - §az) }‘P(a) =0 . (6.23)
a a

A 1mpossibilidade de obter solugdes analiticas da equagdo (6.23), nos leva a buscar uma
aproximacao semicléssica, no qual o parametro p ndo afeta a fun¢do de onda neste regime. Para
observar isto, escrevemos a funcdo de onda WKB (5.46) na forma:

W(a) = Cla) exp (—%S(a)) | (6.24)

com S(a) o funcional agdo. Calculando a primeira e a segunda derivada de ¥(a) em (6.24),
temos:

[ g ] e
2Y(q a iC(a iC'(a i (6.25)
d:;g ) - {—%(5’@))2—%(S”<a>)2—2ch( )S’(a)+C”(a)] L

1Usamos na defini¢do da massa de Planck as unidades naturais: i = ¢ = kg = 1.
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onde S’ = dS/da. Substituindo (6.25) na equagdio WDW (6.23) e aplicando o limite cldssico
S/h > 1 (h — 0), encontramos:

(&) (5 (15 o

Observamos que (6.26) € a equacdo de Hamilton-Jacobi na cosmologia classica, equivalente ao
vinculo hamiltoniano. Como sabemos, 0 momento na teoria classica de Hamilton-Jacobi é dado
por 7, = dS/da.

De forma mais direta, podemos assumir inicialmente p = 0 e fazer a seguinte substituicao
na aproximacao classica:

d®¥(a) (5")?
Entdo desprezamos o operador ordenamento, pois ao assumir (2 — 0) o termo contendo
A no numerador ird desaparecer. Logo, definimos p = 0 e reescrevemos (6.23) da seguinte

maneira

d*¥(a)
w2 U(a)¥(a)=0 (6.28)
onde

3m 2 ’ A,

Ua)=|——) a|l—=a . (6.29)

2 3
Figura 11 — Potencial da equacdo (6.29), assumindo 371:m,,2 =1,L=4/3/A=1.

U(a)

O.I2 O.I4 O.I6 O.IS 1 .I2

Fonte: O autor (2024)

A equacdo (6.28) tem a forma de uma Equacdo de Shrondinger (ES) unidimensional para uma
“particula” descrita por uma coordenada a(t), tendo energia zero e movendo-se em um potencial
U(a) (Figura 11). Observamos que existe uma regido classicamente permitida, para a > L, e
uma regido classicamente proibida, para 0 < a < L.

Na Figura 12 temos uma solucdo numérica para a equacdo (6.28), assumindo 37rmp2 =1,
L= 4/3/A =1 e que a fun¢do de onda desaparece na origem, ¥(0) = 0 (condi¢do de contorno
de DeWitt [6]). A func¢do de onda é amortecida para a/L < 1 correspondendo a auséncia de
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Figura 12 — Solucido numérica para a equacio (6.28), assumindo 37rmp2 =1,L=4/3/A=1e
que a funcdo de onda desaparecendo na origem.

2.0 1

1.5 A1

1.0

0.5 A

0.0 1

—0.5 A1

_1'0 .

Fonte: O autor (2024)

esferas de raios menores que L no espaco deS lorentziano. Ela oscila para a/L > 1 decaindo
apenas lentamente para a grande. Isto significa que o espaco deS se expande sem limite [154].

6.4 As funcoes de onda de Linde—Vilenkin e Hartle-Hawking

Todo o Universo visivel parece ndo ser determinado somente por leis dindmicas conhecidas.
Sendo mais especifico, ele contém uma pequena curvatura e exibe uma aproximada homogenei-
dade e isotropia da distribui¢do de matéria nas maiores escalas atuais. Assim, o Universo parece
exigir condicdes de contorno criteriosas para seu surgimento. Ou seja, um grau excepcional-
mente alto de ordem em seu estdgio inicial. A partir disso, ele estard evoluindo com entropia
crescente, alinhado com a segunda lei da termodindmica. A proposta de Hartle—Hawking “sem
contorno” [154, 162, 166] e a proposta de “tunelamento” Linde—Vilenkin [155, 167-173] sdo
duas propostas para estados quanticos dos modelos de Universos que acomodam essa perspec-
tiva.

A proposta de Linde—Vilenkin sugere um modelo cosmoldgico no qual o Universo € criado
por tunelamento quantico (ver potencial da Figura 11) do “nada” para o espaco de deS, onde
por “nada” significa sem espago-tempo cldssico. Neste modelo o estado inicial do Universo é
determinado pelas leis fisicas e nenhuma condi¢do de contorno € necessdria. Por outro lado,
a proposta de Hartle—Hawking [154] refere-se a Universos fechados, onde se assume que o
estado fundamental corresponde a uma nog¢do cldssica de uma geometria de elevada simetria,
como € o Universo em que vivemos. Nessa proposta as condigdes iniciais C correspondem
a assumir que a Unica fronteira existente € a hipersuperficie Xy o que implica que na integral
de trajetdria a sima seja feita sobre todas as geometrias em espago-tempos quadridimensionais

compactos. Isso significa que o Universo ndo tem fronteiras no espaco € no tempo. Assim a
funcdo de onda do Universo para uma dada geometria tridimensional, identificada com hg];) e
campos materiais ®!f), é fornecida pela expressdo (6.9), sendo a soma efetuada para a classe
de todas as métricas quadridimensionais g,y compactas e campos materiais ®, cujo limite final
corresponde ao estado caracterizado por hg),cb(f ). Nesse caso a funcdo de onda ‘P[hg),fb(f )]
pode ser interpretada como a amplitude de probabilidade para que o Universo possua uma geo-
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metria tridimensional caracterizada por hg];) € por campos materiais &) nela definidos, a partir

de uma situag@o em que a geometria tridimensional e a matéria sdo inexistentes, isto é, a criacdo
do Universo a partir do “nada”.
De acordo com a proposta de Hartle—-Hawking, as func¢des de onda W sdo definidas por

hap, @ / 8[g,v]81®]exp (iS[guy, @) (6.30)

onde S[guv,®P| € a agdo classica total para a gravidade acoplada com um campo escalar. Con-
siderando o modelo de minisuperespago e o caso da funcido de onda do estado fundamental,
a integral funcional gravitacional e campo/matéria (6.30), pode ser calculada separadamente
[154]. Sendo assim, a funcdo de onda ¥(a) para um espaco de deS, sem a presenca de cam-
pos/matéria, pode ser calculada pela expressao:

W(a) = N / dd'exp (~Sp(d)) 6.31)

onde ./ € um fator de normalizagdo e Sg é a acdo euclidiana com uma métrica que tem assina-
tura euclidiana.

A razdo para escolher esta solucdo particular da equacdo de WDW ¢ explicada como segue.
Considere a fung¢do de Green de uma particula que se move do ponto (0,') para (x,0):

(x,0]0,7") le 0)eifr’ = / 8x(1) exp{iS[x(t)]} (6.32)

onde ¥, (x) é uma autofun¢io independente do tempo do operador de energia com autovalor
E, > 1. Vamos agora realizar uma rota¢do t' — —it’ e considerar o limite 7/ — 0. O tnico
termo que sobrevive na soma (6.32) é aquele que corresponde ao menor autovalor E,, (normali-
zado para zero). Isso implica que

s / Sxexp(—Sg[x(7)]) . 6.33)

Hartle e Hawking argumentaram que a generalizacao deste resultado para a CQ na aproximagao
semicléssica produzira:

Y(a)~ N exp(—Sg(a)) . (6.34)

Portanto, a fun¢do de onda de Hartle-Hawking para a equacio WDW unidimensional (6.26),
desconsiderando o fator pré-exponencial, é [154]:

—Jy |n(d)|dd
Whn(a) =1 . oasks (6.35)
cos (! m(a')dd — ) : a>L |

onde L = 1/3/A é o raio do horizonte de deS. A func@o de onda (6.35) para a > L descreve
uma onda incidindo e uma onda refletida pelo potencial U(a) da Figura 11. Quando a < L
(ou seja, incidéncia abaixo da altura do potencial), a onda € amortecida exponencialmente,
como podemos observar na Figura 13. O significado fisico desta solu¢do pode ser facilmente
compreendido lembrando que um espago de deS fechado com A > 0 inicialmente se contrai e
depois se expande, com a(t) = cosh(z/L).

Uma possivel interpretacdo e construcao alternativa da fun¢do de onda (6.35), pode ser
obtida estudando o tunelamento da fun¢o de onda através do potencial U (a) da Figura 11, mas
na direcao de a pequeno em vez de a grande. A funcao de onda Linde—Vilenkin de tunelamento,
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na aproximagdao WKB, da equacdo WDW unidimensional (6.26), desconsiderando o fator pré-
exponencial, € [165]

[z 1n(d)\dd
ela , a<L
Wrv(a) = {ei (R +i% is L (6.36)

Y Y

A funcdo de onda decai exponencialmente em direcdo a a = L e depois disso oscila, descrevendo
um Universo de deS em expansdo, como podemos observar na Figura 13.

Figura 13 — O potencial U(a) da equagdo (6.29) e uma representagdo do comportamento das
funcoes de onda de Hartle—-Hawking (6.35) e Linde—Vilenkin (6.36).

Ula)] : Unn

Uy

Fonte: O autor (2024)

A taxa de tunelamento (nucleagdo) para a func¢do de onda de Linde—Vilenkin nesta aproxi-
macdo WKB ¢é dada por [170-173]

) L
()"

2
_ [run (L) | —e 0—e

B ‘lPTun(())’z

onde S4cs € a entropia do espaco-tempo de deS (ver equagao (4.36)):

20 |n(a) dd!

PLv e —mmpLt _ o=Ses (6.37)

ATL?  Ades
AG 4G

Sdes = (6.38)
no qual Ags € a drea do horizonte [138]. Conforme a abordagem de tunelamento da CQ,
acredita-se que nosso Universo tenha comecado em um evento de tunelamento. O Universo
inicia instantaneamente uma expansao inflaciondria de deS quando se nuclea [170]. Por outro
lado, a densidade de probabilidade ndo normalizada para a funcdo de onda Hartle-Hawking
pode ser calculada a partir de (6.35), trazendo

Wra(L)* ot iz ad s
Pyy = ———55 axce”/o = g"deS . 6.39
HH W (0) (6.39)

Lembramos que o artigo original de Vilenkin de 1982 [170] alegou que a probabilidade de
tunelamento P € obtida através da acdo euclidiana S (neste caso se torna equivalente a entropia
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de deS [174]) pela expressido: P ~ ¢35, portanto o resultado original de Vilenkin coincidiu com
o resultado subsequente de Hartle e Hawking de 1983 [154]. Linde obteve pela primeira vez
o resultado P ~ ¢ em uma série de artigos, comecando com seu primeiro artigo [169] e
continuando com seus artigos subsequentes [167, 168]. Foi declarado 14 que o resultado original
de Vilenkin estava incorreto. Vilenkin chegou a mesma conclusdo alguns meses depois. Assim,
o resultado P ~ ¢% obtido por Hartle e Hawking foi obtido pela primeira vez por Vilenkin, e o
resultado P ~ ¢S atribuido a Vilenkin foi obtido pela primeira vez por Linde.

De acordo com a densidade lagrangiana para um campo escalar (2.73), podemos mostrar
que no regime de menor energia deste campo € possivel associar o tensor energia-momentum
do campo a uma constante cosmoldgica [175]. Para encontrar este resultado, consideramos a
configuracdo de menor energia, que corresponde ao estado de viacuo de campo escalar, alcan-
cado quando as derivadas parciais s@o nulas, ou seja, quando ndo ha qualquer energia cinética
e gradiente. Assim, o tensor energia-momentum é: THY = —V(Pg)g"", onde Dy é o valor de
® que minimiza o potencial V(®). Podemos associar o minimo do potencial V(®) com uma
densidade de energia do vacuo, py = V(Pg) := Vp. Dessa forma, relacionamos uma constante
cosmoldgica com o potencial, A = 8nGVy = 8nV,/ ml%, e o comprimento de deS como:

3m3
L:= SEVPO . (6.40)

A partir das equagdes (6.38) e (6.39), fica claro que o tunelamento e os estados sem fron-
teira levam a diferentes implicacdes fisicas. Conforme a proposta de tunelamento, a maior
probabilidade é obtida para os menores valores de entropia. Assim, a fun¢do de onda de tu-
nelamento “prevé” que o Universo provavelmente ird nuclear com a menor entropia possivel.
Pelo contrario, a probabilidade Hartle—Hawking atinge o pico nos menores valores da constante
cosmoldgica e, portanto, a fun¢do de onda correspondente tende a prever as condi¢des iniciais
com a entropia maxima possivel. Ou, em outras palavras, a fun¢do de onda de Linde—Vilenkin
“prevé” que o Universo ird nuclear com uma grande energia de vacuo [170]. Devido ao sinal
negativo (6.39), o estado sem fronteira aumenta a contribui¢do de Universos vazios com Vp =0
em todo o estado quantico, levando a conclusdo aparentemente contraditéria de que Universos
indefinidamente enormes sao infinitamente provaveis do que Universos de tamanho finito. A
probabilidade na equacdo (6.38), por outro lado, promove grandes valores de V;) capazes de cau-
sar cendrios inflacionarios de deS. Como resultado, parece que a proposta de Linde—Vilenkin é
fisicamente mais atraente do que a proposta de Hartle—-Hawking, enquanto uma inflagdo de deS
¢ observada neste Ambito reduzido de discussao.

No entanto, suponha que estendemos o resultado acima para incluir um campo escalar in-
flaton explicito. Nesse caso, a situagdo muda drasticamente. Existe um dominio geral V) <
IO*Smj‘; derivado da restricdo de amplitude nas ondas gravitacionais geradas durante a inflacdo
em todos os modelos onde o potencial efetivo ndo muda significativamente durante os estagios
finais da inflagdo. Muitos modelos inflaciondrios, incluindo a nova inflagdo e a inflacao hibrida,
preveem que a inflagdo ocorrerd em Vjy < 10_8m4P. Posteriormente, o tamanho minimo de um
Universo inflaciondrio fechado é dado por 1/H = 82’\”/’;70 A probabilidade de criacdo quantica

01

de um Universo inflacionario é suprimida por um fator de e~ * emum exemplo especifico com
Vo = lO’lzmj‘, [176, 177]. Como notavelmente mostrado nas referéncias [176—179], a proposta
de tunelamento, permite a criagdo de um Universo aberto ou plano ndo trivial topologicamente
compacto. Além disso, parece provavel que ocorra do que o surgimento de um Universo fe-
chado. Como tais processos nao sdo afetados por fatores exponenciais, o Universo pode ser
criado mesmo que a densidade de energia durante a inflacdo seja muito inferior a densidade
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de Planck. Apds um longo periodo de inflagdo, tais Universos tornam-se indistinguiveis dos
Universos planos isotrépicos.

6.5 CQ em FLRW na presenca de campo escalar

Consideramos a métrica (3.1) de FLRW e investigar um novo cendrio referente a um Uni-
verso inflaciondrio, considerando a mesma acao correspondente as teorias inflaciondrias padrao:

1

S= /d“x\/_{m—igﬂvvquv@—v@)} , (6.41)

onde ¢ é um campo escalar minimamente acoplado ao escalar de Ricci R, e usamos as unidades
onde ¢ = 1 = i. Como apenas durante a inflagdo o inflaton ® domina a dindmica, a acdo ndo
contém nenhum outro campo de matéria. Portanto, a acio ADM do modelo €

3% 1 (a\? 1
SapM = g /dN a___<5> —”//k/dtNa [—2—N2<I>2+V(CI>)] ,  (6.42)

onde #; é dado por (3.4). Os momentos conjugados associados a a e P, respectivamente, sdo
dados por:

3% aa a> .
_ o — 6.43
7[(1 47_L_G N 9 ﬂq) N 9 ( )
pelo qual podemos obter facilmente o hamiltoniano ADM candnico:
27nG 2 1 n3  3kY% 3
H =N|— —— — YV.a’V (P . 6.44
ADM 3”//1(61 7243 87‘CGa+ Vv (®) (6.44)
O hamiltoniano ADM acima leva ao vinculo super-hamiltoniana
21G 1 2 3kW%
H = — 42 .a’V(®)=0 . 6.45
e T 72w gpgl V(@) (6.45)
Para obter a equacdo de WDW, aplicamos o mapa de quantizagao:
0 0 2?2
2 -p Y (D 2
T, — — T — — =5 6.46
—da a a ( & a) 9 D a (I)2 ) ( )

onde o parametro de ordenamento p € considerado o fator de ordenamento ambiguo [165]. Pela
acdo do operador super-hamiltoniano .7 em uma funcéo de onda W(a, ®), podemos, portanto,
escrever a equagcdo WDW:

W po¥ 3mi W 9Y7Pmp 2[

8T,
- D) ¥= 4
Era ta ada 4Ama? 0d? 1672 k a’V( )} U (6.47)

3mP

onde mp =1/ /G é a massa de Planck.

Agora investigamos a inflacdo estabelecida durante um regime ‘slow roll’, onde podemos
ignorar a dependéncia de ® na fun¢do de onda. Além disso, em tal regime, podemos assumir
que o potencial escalar desempenha o papel de uma constante cosmoldgica efetiva [180]. Mais
precisamente, definimos A = (87Vy)/m3 = constante e L = \/3/A. A seguir, estamos inte-
ressados na aproximagao semicldssica e, neste caso, a ordenacdo dos fatores nao desempenha
um papel crucial. De acordo com Linde [176], um Universo plano compacto, como o Universo
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toroidal (k=0,X=T3 =S! x S! xS!), é 0 caso mais simples para resolver o problema das con-
di¢des iniciais para inflagdo, em algum estdgio muito inicial de sua evolucdo [181]. Embora a
criacdo quantica de um Universo inflacionério fechado ou aberto infinito seja exponencialmente
inibida, o Universo toroidal ndo o é.

Portanto, substituindo p = 0 e k = 0 na equacdo WDW (6.47), obtemos

d? 97 2m,

Uma solucido para (6.48) em termos das funcdes de Bessel é:

_ Yomp 4
Y(a) = JV\/aJ% ( a7 ° , (6.49)

onde ./ € uma constante de normalizacdo. A forma assintdtica da fung¢do de Bessel, para
grandes valores do fator de escala, é:

Yoo’
473l

>1 (6.50)

produz a forma assintética da funcio de onda

— Yomp 51
‘P(a) = A cos (ma § . (651)

2 2
Esta funcdo de onda coleta tanto as fases de expansao exp(—i 72’:]1’3 a3) e contratagdo exp(i 7}’:]1” a3)
do modelo cosmoldgico, simultaneamente.

Discutiremos agora o limite semicldssico da funcdo de onda. Primeiro, consideramos a
funcdo de onda na forma da expressdo (6.24) e substituimos na equacdio WDW (6.48), para
obter

| 2 s
da 167212
Reconhecemos que (6.52) € a equacdo de Hamilton-Jacobi na CC, que € equivalente ao vinculo
hamiltoniano. Como sabemos, 0 momento na teoria cldssica de Hamilton-Jacobi é dado por
7, = —dS/da. Portanto, com esta defini¢do e a relagdo correspondente em (6.43), obtemos
a/a=1/Loua(t) =a(ty)exp((t —t9)/L).

Assim, mostramos que o fator de escala cresce exponencialmente durante a época inflacio-
naria, #; <t < ty, que se supde que ocorra em uma regido cldssica. Portanto, temos

alty) ty—ti
a(t) —exp< T ) . (6.53)

Esta solucdo implica a taxa de expansdo durante a expansdo deS. O chamado nimero de e-folds
N ¢ frequentemente apresentado como N = In(a(tf)/a(t;)). Se assumirmos que a inflagao ocor-
reu durante um intervalo de tempo muito pequeno fy —f; = 10737 s = 10%p, 0 ndmero minimo
de e-folds necessdrias para resolver os problemas padrdao do Big Bang € N ~ 60. Substituindo
esses valores na solug@o deS acima, obtemos L ~ 107Ip.

(6.52)
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6.6 CQ em FLRW para o modelo ACDM

Para o Universo de FLRW, a acdo € dada pela equacdo (3.3). Logo, escrevemos

2
Sapm = / [37/" (kNa—%) —%(Na3p(t)] . (6.54)

Para simplificar o funcional acdo (6.54), definamos uma nova coordenada temporal adimensi-
onal por N = Hot onde Hy é o pardmetro de Hubble no tempo presente. Substituindo p(z) =

Y pé’ (a(t)/ao)~ 3(14@) ¢ nomeando, M = 3%;Hpag® /(4nG), N = N/x (fungio lapse no refe-
rencial conformal), x := a/ay (fator de escala adimensional) e x = dx/dn, temos:

M lf ( 1=3 ;
Sapw == [ dn (—N—NQ x —NZQ ‘*’) , (6.55)
onde Q) = —k/aZH3 e Q = 87Gpy/(3H3). Portanto, a lagrangiana associada a (6.55) serd:
Liow = 2 £ 1 ol +NZQ e} (6.56)
2 \N
O momento conjugado ao fator de escala adimensional x, e a funcéo lapse N, sio dados por
< M ¥
=" =22 . my=2T=0 . (6.57)
ax N ON
A hamiltoniana ADM ira ser
2
Y M0 2 My o0 130
H =N| -5+ —) Q i . 6.58
ADM ( I, = 4 — 5 S > ; 0 X (6.58)
A liberdade de gauge na escolha da funcao lapse fornece o vinculo super-hamiltoniano
TC M 1 30;
= —— —Q Q OO0 . 6.5
H ==+ 4= Z (6.59)
No nivel quantico, as varidveis canonicas do super-hamiltoniano (6.59) é promovida a operado-
res, M, := —ihd/dx e £ := x, fornecendo a correspondente equagio WDW
PY) | an®) 2 2% o) 1-30;
2 TMQ XW(x)+M ;QO TPy =0 (6.60)

onde consideramos 1 = 1.

O uso do célculo numérico € necessario para obter solucdes da equagdo (6.60), quando
consideramos a contribui¢do de todas as componentes de energia. SolucOes para o caso £+
Q%) = 1 sdo semelhantes a Figura 12. Nas referéncias [182—184] o leito pode encontrar diversos
casos para a equagcdo WDW (6.60) e suas solugcdes como, por exemplo, mantendo o fator de
ordenamento e variando a curvatura do espago.

Em seguida, restringimos a equacgdo (6.60) para situacdes em que o Universo € plano e
preenchido com apenas uma componente do fluido perfeito e quando estd dominado por matéria
e radiagdo.
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6.6.1 Universo plano com apenas uma componente do fluido perfeito

Consideramos um modelo simples de curvatura k = 0 e composto por apenas uma com-
ponente do fluido. Para este caso, a solucdo classica das equacdes de campo (6.59) no gauge

N =1 é dada por:

/O 3o+T
x= <T°(3w+1)n> . (6.61)
Consequentemente, a equacdo WDW (6.60) sera:
d>W¥ (x _
dxg ) +M*Qux' 3P (x) =0 . (6.62)

Note que o dominio de defini¢éo do fator de escala adimensional é, x € (0,), aqui 0 operador
super-hamiltoniano .7#, é definido sobre um dominio denso D(.7”) = Cy'(0, o). Entdo, o super-
hamiltoniano € hermitiano (ou simétrico) se a funcao de onda satisfaz a condi¢do de contorno
de DeWitt, na forma

w(0)=0 . (6.63)

Para encontrar a solug¢do da equacéo (6.62), primeiro realizamos a transformagdo ¥(x) =
\/x9 (x), resultando em:

d? d 1
200 O a0 - o =0 (664

Agora, definimos

7= % (1— 0)M\/Qox31-® (6.65)

e substituimos na equagao (6.64), para obter

d?¢(z)  do(z) 47> 1
2
< de +z dz + |:9(1 — )2 — Z:| (P(X) =0 . (666)

Esta ¢ uma equacdo diferencial de Bessel cuja solucdo geral é dada em termos das fungdes de
Bessel de primeira e segunda espécie, J /» (2z/3(® — 1)) e ¥y (2z/3(®w — 1)), respectivamente
[185]. Podemos escrever a segunda solugdo em termos de J_; ; (2z/3(@ — 1)), da seguinte
maneira:

 AVai
()= 3((»—1)]‘/2 {3(&)—1)

27 BT 2z
hm"‘”[m} -0

onde A e B sdo constantes de normalizagdo. As fun¢des de Bessel de ordem semi-inteira estao
relacionadas as funcdes trigonométricas [185]. Temos a relagdo:

)\ /2

Jl/z<y>=(ﬂ—y) sin(y) . (6.69)
)\ /2

J_l/2<y>=(,[—y) cos(y) - (6.69)

Portanto, reescrevemos a solucdo (6.67) na forma:
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0(z) = fz_zisin(3(wzz_1)>+\/B;_Zcos(3(a)zz_l)) . (6.70)

Para satisfazer a condi¢do de contorno (6.63), temos que B = 0. Assim, apds substiuir o valor
de z (6.65) na solucdo (6.70), encontramos a solugdo analitica da equacao (6.62)

A sin (M\/Qox%(l_“’))
\/3(1 — ©)M/Qgx2(173@)

Para w < 1, a fungdo de onda (6.71) € real.

F(x)

(6.71)

6.6.2 Universo dominado por matéria e radiacao

Consideramos o caso que o Universo € formada por matéria p(’") e radiacdo p(’ ). Neste
caso, o vinculo super-hamiltoniano (6.59) é escrito como:

2 2
=20 g2 Mo (aﬁ> M <ng>ai+gg;>) ~0 (6.72)
0 0

Em ¢ =ty o vinculo super-hamiltoniano acima fornece a seguinte relacdo bem conhecida entre
os parametros densidades

(k) (m) (r) _
Q) +Qy +Qy =1 . (6.73)
Usando a seguinte defini¢do
(m)
a Q
x(t) i= —+ % : (6.74)
a  Q
reescrevemos (6.72) na forma
(m))?
2 Q
N Mmoo M <r>_< 0 > _
2M+ 290 x° 4+ > Q, 0 =0 . (6.75)
4Q,
Na representacdo coordenadas 7, := —ifid/dx e £ := x, a equacdo WDW (6.75) € escrita
como
(m))?
onde w? := —Q(()k) .
Investigamos o Universo fechado no qual #;—; = 272 [6]. Notamos ainda que o dominio da
defini¢do do fator de escala é x € R*. Consequentemente, o operador H := — (h2 /2M ) d? Jdx®+

(Mw*x?*) /2 no lado esquerdo de (6.76) € definido sobre um denso dominio C*(R™) e estd em
um limite de um ponto em +o< € no limite de um circulo em x = 0. Aqui, H ndo € essencialmente
um operador autoadjunto. Ele constitui um operador hermitiano simétrico se:

<‘P1|H\P2> = <H‘P1|\P2> , ¥, 7lP2 € ]D(H) , (6.77)
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ou equivalentemente

d¥7] d¥,
li by, —pi—=) =0 . 6.78
)cir(l)’1+ ( dx 2 ! dx ) ( )
Para garantir a validade desta condic¢@o, isto € necessdrio e suficiente que
d¥
( d)(CX) +y‘P(x)) —0 , V¥ eD®H) |, 6.79)
x=0%

onde Y € uma constante real arbitraria. Isto mostra que o parametro Y caracteriza uma familia
de um parametro de extensdes autoadjuntas de H.
Para obter a solucdo geral quadrado integravel da equagdo (6.76), realizamos a mudanca de

varidvel x = \/li/(2M®) &, encontrando a expressdo [186]

2 2
d:;(f) + (/1 —%) PE)=0 |, (6.80)

_ _ " _ (om\? (k) iy
onde A =E/hwe E=(M/2) |, Q, / (49, . Mudando novamente de varidvel,
agora fazendo 1 = £2/2, obtém-se:
> 1d¥ A
(Zn)+_ M, (A_1m\y
dn 2 dn 2 4
Finalmente, supondo W(n) = exp(—n/2)F(n), a expressdo (6.81) torna-se

(M =0 . (6.81)

2
e g-m ek =0 (6:82)

onde o« =1/4—A/2e B =1/2. A solugdo geral F(n) da equacdo (6.82) é dada por [185]

F(a,B:n) =AFy (0 B:n)+Bn' P\ Fi(a+1-B;2—B:m) | (6.83)

onde A e B sdo constantes de normaliza¢cao da fun¢ao de onda, e

ey o ala+1)n?  ala+1)(a+2)n?
’Fl(a’ﬁ’n)_1+3"+ﬁ(ﬁ+1)5+B(B+1)(ﬁ+2)§+'” , (6.84)

sdo fungdes hipergeométricas confluentes. A solugdo geral de (6.76) sera:

Maox? 1 E 1 Mox*
Y(x) = - AF | - — —
() eXp( on ){ ! 1(4 2he 2 h >+

Mo\'"? (3 E 3 Mox
B Fi(>———;2; . .
( h ) “(4 2h0° 2" R )} (6.:85)

Podemos definir, a partir das fungdes hipergeométricas confluentes, fungdes pares e impares
da seguinte forma:

Mox?
Fpar(ayﬁ;x) =1F (apar; Bpar; T) ) (6.86)
Mox? 1/2 Mox?
Fimpar(a>ﬁ;x) = ( ) 1Fy (Ocl’mpar; ﬁl’mpar; T) ) (6.87)
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onde
1 E 1
- _ = 6.88
apar 4 Zhw ) Bpar 2 9 ( )
3 E 3
Olimpar :Z - % ’ ﬁl’mpar = 5 . (689)

Desta forma, a solugdo geral (6.85) é escrita como:

Mox?
\P(x) = €Xp (_ 2% ) |:AFpar (apar; ﬁpar; x) +BFimpar (aimpar; ﬁl’mpar; x) ) (6.90)

com as constantes A e B escolhidas convenientemente para gerarem as solug¢des pares e impares
da equacdo (6.76) e normalizarem a fun¢do de onda. No nosso problema do tipo oscilador
harmonico isso consiste em fazer:

limP(x)=0 . (6.91)

X—¥o00

Analisando a solucdo (6.90), observamos que ela € o produto de uma exponencial decres-
cente e uma funcdo hipergeométrica confluente. Para que a condi¢do (6.91) seja satisfeita, a
série que representa a funcao hipergeométrica confluente tem que ter necessariamente um con-
junto finito de termos. Dessa forma, o parametro o da (6.84) deve ser um niimero inteiro € nao
positivo.

Esta condi¢do corresponde a impor, na solugdo (6.90), que ou B = 0 e 0, assuma um
valor inteiro ndo-positivo (solugdo par) ou A = 0 € Ofypar tamb€ém assuma um valor inteiro
nao-positivo (solugdo impar). A partir das equagdes (6.88) e (6.89) temos que:

e = - - — . 2

Opar n 4 2ho ) (6.92)
3 E

’ ——p=__— 6.93

Olimpar n 4 2ho ) ( )
onde n =0,1,2,3,---. Portanto, encontramos os autovalores possiveis:
1

E,=ho (n + 5) , (6.94)

onde n € par (ou zero) para as solugdes Of,ar € impar para as solugoes Qmp,r. Por outro lado,
a imposi¢do de que o deve assumir um valor inteiro ndo-positivo mostra que as fungoes Fp,, €
Fimpar (equagoes (6.86) e (6.87)) sdo diretamente relacionadas com os polindmios de Hermite
H, [187].
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7 COSMOLOGIA CLASSICA FRACIONARIA

Iniciamos neste capitulo a aplicagdo da quantizagdo candnica da RG na Cosmologia Cléssica
Fraciondria (CCF). Para melhor compreender a fracionabilidade da teoria, apresentamos na
secdo 7.1 as caracteristicas do espaco fraciondrio e na se¢ao 7.2 a derivada fraciondria de Riesz.
Em seguida, na sec@o 7.3, mostramos a forma da Equacdo de Schrodinger Fracionaria (ESF)
e algumas aplicacdes, como, por exemplo, para o oscilador harmonico. Por fim, mostramos
também na secdo 7.4, que é possivel obter uma equacdo WDW fraciondria e sua aproximagao
semicldssica. Por altimo, apresentamos na se¢do 7.5 um dos nossos resultados [3], relacionado
a CCF no Universo de FLRW.

7.1 Espaco fracionario

Embora frequentemente associados, existem diferengas entre sistemas fraciondrios e siste-
mas fractais [188]. Um sistema fraciondrio € bem descrito pelo célculo fraciondrio, sendo con-
venientemente composto pela definicdo de distancia, volumes, simetrias e calculo diferencial.
Desta forma, construimos um espago fracionario &2 como um novo objeto, onde a ferramenta
matematica do cdlculo fraciondrio estd bem estabelecida. Os sistemas fractais possuem caracte-
risticas particulares, como estrutura fina, estrutura irregular e autossimilaridade. A caracteristica
da estrutura fina estd no fato do fractal possuir detalhes em todas as escalas. Intuitivamente, isto
significa que sempre encontraremos pontos pertencentes ao fractal, sobre o qual, veremos sem-
pre detalhes ndo triviais. A estrutura irregular de um fractal ndo permite que seja descrito pelas
ferramentas geométricas tradicionais. Finalmente, a presen¢a de autossimilaridade em fractais
surge do fato de podermos fazer varias copias dos mesmos em diferentes escalas. Os sistemas
fractais podem exibir uma ou mais dessas caracteristicas. Exemplos sdo: conjuntos de Cantor
[189], curvas de von Koch e fractais aleatérios como o movimento browniano [190].

A conexdo entre cdlculo fraciondrio e fractais estd presente em algumas estruturas, por
exemplo, fractais aleatdrios e sistemas dindmicos em determinados regimes estaticos [35, 191].
O movimento browniano é um exemplo de sistema fractal aleatério sendo descrito pelo célculo
fraciondrio [192]. O processo de caminhada aleatéria no movimento browniano tem dimensao
de caminhada dy igual a dois. Existem varias defini¢des de dimensao em sistemas fractais, por
exemplo, a dimensao de contagem de caixas dp, dimensao de Hausdorff dy, dimensao espectral
dg, etc. Essas dimensdes podem ter valores inteiros como a dimensdo topoldgica do espago
fisico dr, mas, em geral, possuem niimeros nao inteiros.

A dimensdo espectral e a dimensdo de Hausdorff de um fractal estdo relacionadas entre si,
através da dimensdo do movimento browniano dy, da seguinte forma [188]: dy = 2dy /ds. Para
um processo de difusdo, temos ds = Bdy, com 0 < f < 1. A dimensdo Hausdorff do espaco
euclidiano fraciondrio isotrépico é dy = dr, onde 0 < u < 1. O espaco fraciondrio € fractal
apenas se dy > 2 ( < 1). Para difusao normal (§ = 1), temos ds = dy = dru e dy = 2. O caso
B > 1 ndo corresponde a um fractal, pois ds > dy. Em particular, para f = 1/u a dimensdo
espectral coincide com o espago de dimensdo topoldgica. Portanto, temos dy = 21 = o, onde
0 < a <2 ¢€ o chamado parametro fracionério de Lévy.

Como os operadores fraciondrios nao sao locais e t€ém ordem estendida como nimeros irraci-
onais, fraciondrios ou complexos, eles podem modelar fendmenos reais de uma maneira melhor
do que aqueles obtidos pelo cdlculo comum. Ao contrério do cdlculo comum, ndo existe uma
defini¢do unica de derivada no célculo fraciondrio. O leitor pode encontrar as varias defini¢des
de derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville, Caputo, Erdélyi—Kober, Griinwald-Letnikov,
Hadamard, Nishimoto, Riez e Weyl na referéncia [193].
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7.2 A derivada fracionaria de Riesz

A derivada fraciondria de Riesz (o Laplaciano fraciondrio), em geral, caracteriza um pro-
cesso de difusdo unico que surge a partir dos deslocamentos aleatérios de individuos que podem
se deslocar para locais proximos ou vizinhos e até mesmo se aventurar em locais distantes por
meio de voos de Lévy. Tanto os voos literais quanto os conceituais foram observados ou ale-
gados ocorrerem em vdarios cendrios, como movimento turbulento de fluidos e transporte de
materiais em meios fraturados. No campo da mecanica, o Laplaciano fracionério descreve o
movimento de uma cadeia ou grupo de particulas interligadas por molas elésticas que se conec-
tam nao apenas aos seus vizinhos imediatos, mas também a todas as outras particulas. A forca
das molas diminui a2 medida que as particulas se afastam, enquanto o arranjo das particulas
pode assumir um padrio regular ou fractal. Num sentido mais abstrato, o Laplaciano fracio-
ndrio representa a influéncia de um processo nao local sobre uma lei de conservagao, que nao
€ apenas influenciada pelas condic¢des locais, mas também pelo estado geral de um campo de
interesse num momento especifico. Sugerimos que o leitor consulte o livro excepcionalmente
bem escrito e abrangente de Pozrikidis [194] para obter explicagdes detalhadas e desenvolver
uma compreensao mais profunda do Laplaciano fracionério.

Matematicamente, a derivada fraciondria unidimensional de Riesz, sobre uma funggo f(x),
¢ definida na forma [193, 194]:

flx—v)=2f(x)+ f(x+v
—(—A)“/zf(x)zcl,a/o fx=v) V{ia) £ )dv , (7.1)
onde o coeficiente cy ¢ € dado por:
1 an
_ 92 .
cLa:ﬁLa:EF(l%—a)sm(T) , (7.2)
e
°°4sin2(ﬁ)
2 _ 2
o= [ s (13)

O primeiro indice de ¢ o designa o caso de uma funcdo de uma varidvel atualmente conside-
rada, e o segundo indice transmite a dependéncia da ordem fraciondria «.

Mais concretamente, uma série de argumentos e descobertas usando cdlculo fracionério na
fisica quantica foram recentemente apresentados [195]. A justificativa priméria é que se limitar-
mos a descri¢cdo da integral de caminho da MQ exclusivamente aos caminhos brownianos, expli-
car fendmenos quanticos essenciais concretos seria complicado [196]. Devido a essas questoes,
variantes estendidas da Equagdo de Schrodinger (ES) foram consideradas, onde derivadas de
ordem fraciondria, por exemplo, d%/dx%, 1 < @ < 2, o sendo um niimero racional, sdo usa-
das. Essa ferramenta do célculo fraciondrio auxilia a Mecanica Quantica Fraciondria (MQF),
onde variantes espaco-fraciondrias [197], tempo-fraciondrias [198] e espaco-tempo-fraciondrias
[199] da ES comum t€m sido objeto de aten¢do. Além disso, nos ultimos anos, a MQF tem sido
empregada como um meio de explorar caracteristicas na teoria quintica de campos e gravidade
para espaco-tempo fraciondrio [95, 96] e a teoria quantica de campos fraciondria em tempe-
ratura positiva [58, 200]. Ela apontou para oportunidades interessantes; consulte [60, 61, 95],
para uma pesquisa recente.
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7.3 A Equacao de Schrodinger Fracionaria

Em dois artigos seminais, Laskin [196, 197] introduziu uma formulacio inovadora conhe-
cido como Mecanica Quantica Fraciondria Espacial (MQFE) através da aplicagdo de uma abor-
dagem puramente baseada na fisica. O trabalho revoluciondrio de Laskin foi construido sobre
a base solida da MQ ndo relativistica formulada por Feynman e Hibbs, que utilizou extensiva-
mente uma representacao integral de trajetéria empregando trajetérias brownianos [161]. Além
disso, Naber obteve a ESF dependente do tempo, com base no movimento browniano fraciona-
rio [201, 202]. Inspirado nos trabalhos acima mencionados, a ES fracionaria generalizado foi
obtido onde as derivadas espaciais e temporais foram substituidas por correspondéncias fraci-
ondrias. No entanto, a contribui¢io inovadora de Laskin foi substituir estas trajetorias browni-
anos convencionais por trajetdrias caracterizados por trajetérias de Lévy, dando assim origem
a fascinante drea da MQFE e expandindo a nossa compreensiao dos fendmenos quanticos no
espaco.

A seguir, apresentaremos uma breve visdo geral da dindmica quantica fraciondria, gerada
pela fungdo hamiltoniana Hy (p,r) := Dg|p|* + V (r) (para uma revisdo detalhada, veja [203]),
onde D € um coeficiente de escala, e o parametro fracionario de Lévy « relevante para o con-
ceito de trajetéria de Lévy [195] estd definido como 1 < o < 2. Entdo, para construir o hamil-
toniano quantico correspondente do sistema, devemos aplicar o procedimento de quantizagdo
candnica padrio, ou seja, (r, p) — (r, —ihV). Portanto, obtemos H(®) = D (—H?A)%/2 +V (r).

No ambito do MQFE, pode-se iniciar a andlise considerando a ES convencional dependente
do tempo, sendo expressa da seguinte forma:

2
% = —%A‘P(r,t) +V(r,t)¥(r,t) . (7.4)
Esta equacdo serve como ponto de partida para futuras exploracdes, onde se pode apro-
fundar sua correspondéncia fraciondria, conforme proposto por Laskin [204]. A ES fraciona-
rio é obtido substituindo o operador Laplace tradicional A pela derivada fraciondria de Riesz

(—h2A)%/2, que pode ser expressa como:

ih

2
A Da (R (7.5)
m

Esta substitui¢do permite construir a ES no espaco fracionario [35]:

0¥ (r,t R
nZ0 Q) By, 1) = DAV () V(W (D), 1<@<2 | (76)
onde o € (1,2] é o indice de Lévy, e Dy, é, de acordo com Laskin, um “coeficiente de difu-
sdo quantico fraciondrio generalizado” de dimensdo J!=*m®%s~%. Como mencionado anteri-
ormente, (—th)O‘/ 2 ¢ uma generalizacdo da derivada fraciondria de Riesz, conhecida como
Laplaciano fraciondrio [194]:

. 1 o
(A1) = 7 DI P ) = s [@pe TR0 @)

onde p = 4/ p% + p% + p% e .7 representa a transformada de Fourier, que relaciona W(r,?) e

¢(p,t). Para o caso especial quando o = 2, Dy, reduz para D, = 1/2m, onde m é a massa da
particula.
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Aqui, € importante notar que H (“)(r,p,t) serve como extensdo fraciondria para o hamil-
toniano do sistema em consideracdo. Este hamiltoniano pode ser expresso matematicamente
como:

HY(p,r) =Dgulp|*+V(r,t) , l<a<2 . (7.8)

Vale ressaltar que no cendrio particular onde ¢ assume o valor 2, a equagdo (7.8) simplifica
para o hamiltoniano padrio, definido como H(p,r,t) = p?/2m+V (r,t).

7.3.1 A ESF independente do tempo

A seguir, estudaremos o caso especial [203] quando o hamiltoniano H (@) ngo depende expli-
citamente do tempo, ou seja, seu valor € igual a uma constante E do sistema. Embora o contetido
nesta subsecdo seja inteiramente ndo relativistico, este caso de estudo € de interesse (precisa-
mente em termos formais, enfatizamos) em CQ, através do qual a equagio WDW também
carrega uma expressido H = E = constante, embora muito diferente no contexto e significado.
Assim, existe a solucdo da forma (usamos o caso unidimensional para facilitar a notac¢ao)

v e (7)ot 19)
onde ¢ (x) satisfaz
HY¢(x) := =Dy (WV)*9(x) +V(x)p(x) =0 (7.10)

com, relembrando, 1 < o < 2.

A equacdo (7.10) é a ESF independente do tempo. Do mesmo modo, poderiamos atribuir,
neste contexto fraciondrio, a probabilidade de encontrar uma particula em x como o quadrado
absoluto da funcdo de onda [¥|? ou |¢|°.

7.3.2 O oscilador harmoénico fracionario
O oscilador harménico fraciondrio em uma dimensdo tem a seguinte fungdo de Hamilton
[203]
HY =Dy|p|*+xP ., 1<B<2 . (7.11)

Para o caso especial, quando o = 3, assumindo 1 < o < 2, a hamiltoniana (7.11) pode ser
considerado a generaliza¢do fraciondrio da hamiltoniana do oscilador harmdnico da MQ padrio.
Escolhemos a energia total igual a E, assim:

E=Dg|p|*+xP . (7.12)

1/a
Temos os seguintes valores possiveis para o momento, |p| = <DLQ(E — |x|P )) ,onde [p| =0¢

um ponto de retorno. Assim, o movimento cldssico é apenas possivel no intervalo |x| < (E)'/B.
Usando a regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld, temos

1 Xm Xm 1/06
2 (n-l——) :]{pdx:4/ pdx:4/ Do Ve (E—|x|ﬁ) e, (7.13)
2 0 0
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onde § indica que a integral é sobre um periodo completo do movimento cléssico; x,, = E 1/B ¢
o ponto de retorno do movimento cldssico. Para calcular a integral no lado direito da equacado
(7.13), introduzimos uma nova varidvel y = x(E )_1/ B. Entao, temos

Xim /o EV/B+1/o 1 /o
1o ([P _E/E B
/0 Dy (E x| ) dx C /O (1 y) dy . (7.14)

A integral sobre dy pode ser expressa em termos das fun¢des beta. Dessa forma, fazendo a
substituicdo z = y#, temos’

1 1/a 1 /! 1ol 1 11
1— ﬁ) d:—/ | —z)a P dz—B(—,—+1> : 7.16
/O(y yBO(Z)Z =58 5% (7.16)
Utilizando (7.16), podemos reescrever a equacao (7.13) como
2 h( 1) —4E1/ﬁ+l/aB(l ! 1) (7.17)
T n+ — = —, — + . .
] )
2 Da/aﬁ B’ o

A equacgdo (7.17) fornece os valores das energias dos estados estaciondrios para o oscilador
fracionario em uma dimensao,

op

a+f
nhBDy !/ @ "
11
2B(fk+1)
Esta equagdo generaliza o conhecido espectro de energias do oscilador harmonico da MQ e é
transformado nele quando o =2, 8 = 2.
Notamos que para

op
1) e+B
E,= (n+§) . (7.18)

1 1

—4+==1 7.19

o B (7.19)
a equagio (7.18) fornece um espectro de energias equidistante. Quando 1 < ax <2el <f <2
a condi¢do dada por (7.19) acontece apenas para oo = 2 ¢ § = 2. Isto significa que somente o
oscilador da MQ padrao possui espectro de energias equidistante. O leitor pode consultar mais

exemplos de sistemas quanticos fracionais na referéncia [203].

7.4 A equacao WDW fracionaria

Para adquirir o equivalente fraciondrio da equacio WDW (6.8), é necessdrio substituir o
operador d’Alembertiano tipico (5.45) pelo operador fraciondrio Riesz—d’ Alembertiano dado
por [205, 206]

(~O)i%(@) =77 (In"Z2(py) (7.20)
onde |py| = \/fABpapp, e .F representa uma transformacdo de Fourier. Portanto, o equivalente

fraciondrio da equagao WDW (6.8) pode ser expresso como [1, 6, 60, 61]

e RN AT LR (72

'A fungio beta é definida por:
1
B(u,v) :/ Y1 —y)ytdy (7.15)
0
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onde (—[)%/2 ¢ o d’alembertiano fraciondrio e D¢ (mp) é o coeficiente, dependendo da massa
de Planck mp = 1/vG VG, que se reduz a unidade no limite a = 2.
O vinculo hamiltoniano fraciondrio, equivalente a (5.36), € definido por

Da(mP)

5 48 papslf +U(q) =0 . (7.22)

A (g pa) =

Esta equacdo (7.22) nos d4 a extensdo fraciondria de (6.5). Além disso, pode-se obter a corres-
pondéncia fraciondria de Euler-Lagrange de (6.3) pelas equacdes de Hamilton:

(a) (o)
qu — aI_IADM % — aI{ADM (7 23)
dr dpa ’ dr dgh ’ '
onde H/gOI;)M € o hamiltoniano ADM fraciondrio definido por
D a
HY =N < a(mp ‘fAB ps| + U(q)) . (7.24)

Para uma anélise no minisuperespaco, com o elemento de linha dado por (6.1), o correspon-
dente vinculo hamiltoniano fracionario (7.22), tem a sua derivada fraciondria escrita na forma
(considerando o operador ordenamento p = 0):

D) - (rsz) W) (7.25)

Para obter solugdes semicldssicas desta equacdo WDW fraciondria, vamos utilizar a derivada
fraciondria de Riesz (7.1), na forma:

Va+1

2 06/2
( 24 ) a) = c1 o h* / W) +Platv) (7.26)
da?

onde ¢y ¢ € expresso em (7.2).
Consideramos a forma exponencial da fun¢do de onda:

PY(a) = exp(—%S(a)) . (7.27)
Com isso, expandimos a fun¢do de onda W¥(a+ v) em série de Taylor, em torno de a, para obter
1 1 1

1
—"P'(a)v + Va2V + =" ()’ + =" (a)v*+-.- . (7.28)

Wlatv)=W(a) £ 21 3] 41

ApOs substituir (7.28) no numerador da integral em (7.26), encontramos

2 2
= E‘P/'(a)v2 + E‘P””(a)v4 +-- (7.29)

Com a fungdo de onda (7.27) e suas derivadas, temos

Y(a—v)—2%¥(a)+¥(a+v)

P(a—v)—2%(a)+¥(a+v) = —%‘P(a) (%") + %lp( )(%")4 - %‘P(a) (%)Z .
(7.30)
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Desconsideramos derivadas de ordem superior de ' = dS/da em (7.30). Observando a forma
da expansao da fun¢do cosseno:

cos(y) =1l—"+"- == 4 . (7.31)

Escrevemos a expressao (7.30) como:

Y(a—v)—2%¥(a)+¥(a+v)= [—2+2cos (S/—V)] Y(a)

h
—2|1-eos (3] @ .

= —4sin? (g) Y(a)

onde ¥ = §'v/h. Substituindo (7.32) em (7.26), obtemos:

42\ ¥/2 YA * 4 sin? (Q)
2 _ o 2
200
Sabendo que ¢y ¢ = U, é e 1912’ o= fg" % dd [194], chegamos a relagdo fraciondria
2 d2 “/2 AN
(—h @) Y(a)=(5)"¥(@) , (7.34)

com S’ = 7,, sendo a relagdo cldssica para 0 momento candnico. Para @ = 2 obtemos a relagdo
ordindria (6.27). Assim, o vinculo hamiltoniano fraciondrio (7.22) na aproximagao WKB sera:

Da (mp)

M| % +U(a) =0 . (7.35)

A funcdo de onda (7.27) no espago fraciondrio passa a ser obtida por

1
2/(a) > /‘Xda

W(a) = et mlda _ o1 (o5t (7.36)

Aplicaremos este procedimento na CCF, discutida na préxima sec¢ao.

7.5 Cosmologia Classica Fracionaria no Universo de FLRW

O objetivo principal desta secdo € estabelecer uma estrutura cosmoldgica fraciondria apro-
priada para examinar a questdo da sincronicidade, entre outros enigmas ligados ao modelo
ACDM. Nossa investigacao se esforca para abordar o problema da sincronicidade, e para isso,
iniciamos com a abordagem da CQF [2, 34, 60, 61, 207]. A metodologia basica e preliminar
do CQF € usar a MQF [196, 203, 204] em CQ [208] para obter as consequéncias cosmoldgicas
correspondentes no minisuperespaco apropriado. Porém, aqui consideramos apenas o limite
(semi)cldssico desta teoria; para ver outros modelos semicldssicos estabelecidos aplicando va-
rias teorias gravitacionais como estruturas subjacentes, veja, por exemplo, [118]. Varios traba-
lhos abordaram a proposta de uma Cosmologia Cléssica Fracionaria (CCF) [71, 94, 209], uma
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vez que o uso do cdlculo fraciondrio em cosmologia estd atualmente produzindo resultados
encorajadores e promissores [70].

O minisuperespaco da cosmologia FLRW, correspondente ao vinculo hamiltoniano (3.8), €
unidimensional com f48p,pp = 72 /a. Em relacio s dimensdes de [x2/a] = 1/(comprim.)?
e [#¢] = 1/(comprim.), pode-se facilmente verificar que Dy (mp) = mg(z_a). Portanto, a ex-
tensdo fraciondria do hamiltoniano ADM (3.6) e dos vinculos hamiltonianos (3.8) sdo dadas
por:

213% 4 7212 3 ka
H/(AOIC))M:N[ W |a| Tame P 737
2B 2217 3 ka
35//,6 " s~ kaP=0 7:3%)

onde lp = VGéo comprimento de Planck.

No gauge comdvel N = 1, usando as equac¢des de Hamilton, ¢ = o'?HI(AO]C))M /dm,, e redimensi-
onando o tempo c4smico por:

a—2
39\ o
S (_k) - (7.39)
4% \ 2@

nos leva a seguinte extensdo fraciondria da equagdo de Friedmann

2
H3-D =

1 [SEG k} ’ (7.40)

oy 30

onde p € dado pela relacdo (3.10), e o parametro D estd relacionado ao pardmetro fraciondrio
de Lévy a, por

2
D:a—l—l, 2<D<3 . (7.41)

Substituindo ¢ = 2 (ou equivalentemente D = 2) na equagdo (7.40), obtemos o resultado
padrdo. Devemos observar que existem diversas variantes da equacdo fraciondria de Friedmann
na literatura; veja, por exemplo, [94, 209].

Semelhante ao modelo padrdao da cosmologia, pode-se definir a extensao fraciondria dos

. . . 8 (i)
parametros de densidade {Q(’) = TT’;,Q(I‘) = —#}, por
~ 1 8aGpl) 1 k
0 — B o e il (7.42)
() 7 3107 () a2

Deve-se notar que os parametros de densidade mencionados acima seguem as defini¢oes
padrdo em ACDM quando D = 2. Como resultado, a equacao de Friedmann fraciondria (7.40)
obedece a seguinte relacao padrao:

Qm L Qlrad) L 6N L 6W =1 (7.43)

que também € conhecida como relagcdo de fechamento.

A equacdo de Raychaudhuri, também conhecida como segunda equacao de Friedmann, pode
ser obtida tomando a derivada temporal da equagdo (7.40) e combinando-a com a equacao de
continuidade. Na cosmologia fraciondria, o tensor energia-momento de um fluido perfeito esta
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sujeito a mesma equacgdo de conservacdo covariante que na cosmologia padrdo. Esta equacao
pode ser expressa da seguinte forma:

p) 4+ 3H <p(i) +p(i)) —0 (7.44)

onde pl) = a)ip(i).
Esses dois nos levam a equacdo fraciondria de Raychaudhuri

d 4n(3—-D)G D-2_,
a 3(H211%a3)(%)772) (p+3p) 2

Para D =2 em (7.45), recuperamos a equacdo (3.11).
Além disso, a equagdo de Friedmann fraciondria (7.40) pode ser reescrita, utilizando a equa-
¢do de continuidade (7.44), como

gy =) AK
H\3D B 1 Q'() -QO
(H_o) =) {;asmwﬁ 2 } : (7.46)
k)

onde Q(()l) e Q(() denotam os pardmetros de densidade na época atual, (a = 1).

Usando-se o mesmo método pode-se obter o parametro de desaceleracdo g. Realizando
uma derivada temporal da equagdo de Friedmann (7.40), e utilizando também a equacgdo de
continuidade e os parametros de densidade fraciondria (7.42), encontramos:

i 3-D ~n D-2
4 Voo 2
g=——5="> ;(1+3a),)Q +—
_ 3(23) oy D— (7.47)
_(3=D)A+2)7P Z(l+3wi)(1+z)3<”“’f)98)+DTz :
3-D i
>(i)

onde, na segunda igualdade, utilizamos a defini¢ao do redshift 1+z=1/a.

Para observar o impacto geral do parametro fraciondario de Lévy na evolugao cdsmica, € ins-
trutivo examinar um modelo simples e plano (k = 0) do Universo, consistindo de poeira csmica
e a constante cosmoldgica. O comportamento do g em relacdo ao redshift z esta representado
nas Figuras 14(1 c;, 15. Na Figura 14, mantemos um valor constante de D = 2,2 e examinamos 0

m

impacto de Qo na varidvel g em termos de z. Nossa observagio revela que ¢(z) ndo responde
significativamente aos valores atuais de fl(()m). Porém, na Figura 15, fica aparente que ¢ ¢ alta-
mente sensivel ao parametro fraciondrio de Lévy. Ao analisar a Figura 15, podemos deduzir que
a medida que o aumenta, a transi¢do de uma fase de desaceleracdo para uma fase de aceleragao
ocorre em redshifts mais baixos.

Em seguida revisamos brevemente os conjuntos de dados cosmoldgicos disponiveis. De-
pois, consideramos os conjuntos de dados observacionais, como SNIa (Type Ia Supernova),
CMB (Cosmic Microwave Background), BAO (Baryon Acoustic Oscillations), BBN (Big Bang
Nucleosynthesis) e OHD (Observational Hubble Data), para estimar tanto a idade do Universo
quanto os parametros livres do modelo.
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Figura 14 — A evolucdo do parametro de desaceleracao ¢, como uma fungdo do redshift z, para
D=2,2e 0" =0,2 (linha sélida), O™ = 0,26 (tracejada), O™ = 0,3 (ponto-
tracejada), e Q(()m) = 0,4 (pontilhada).

Fonte: Costa et al. (2023, p.10)

Figura 15 — A evolucdo do parametro de desaceleragdo g, como uma funcdo do redshift z,

para Q") = 0,264 ¢ D = 2 (linha sélida), D = 2,1 (tracejada), D = 2,4 (ponto-

tracejada), e D = 2,8 (pontilhada).
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Fonte: Costa et al. (2023, p.10)

7.5.1 Parametros observacionais em CCF

Nesta secdo, comparamos nossos resultados tedricas com observacdes. Examinamos cinco
conjuntos de dados significativos, nomeadamente BAO, SNIa, CMB, BBN e OHD. Alguns arti-
gos sugerem que o Dados Observacionais do Hubble (OHD), obtido com base no redshift, pode
ser comparado com o conjunto de dados SNIa. Se o leitor estiver interessado, pode consultar a
referéncia [210] e outras fontes relevantes. A maior amostra combinada de SNIa, denominada
Amostra Pantheon, consiste em 1048 SNIa na faixa de redshift de 0,01, 2,3], conforme apre-
sentado por Scolnic et al. [126]. Nesta anélise, usamos o conjunto de dados Pantheon SNIa,
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que consiste em 40 pontos de dados no intervalo de 0,014 < z < 1,61. Na referéncia [211], a
introducdo de ng como

Si(p So
x3n(p) :Sz(p)—£+ln—+ln]27rSSN| : (7.48)
So 27
no qual
So=VSn.Vl , Si=WSg.V' | Si=wsSguwh o, (7.49)

onde temos a matriz de covariancia, denotada por S, calculada usando a amostra binned Pantheon,
considerando erros estatisticos e sistematicos. Além disso, V € um vetor linha que consiste em
elementos unitdrios, enquanto W; representa a diferenga entre os médulos de distancia, U, ; €
1 (z;). Vimos na sec¢do 3.4 que o médulo de distincia é definido em temos da magnitude apa-
rente, m(z), obtida pela equacéo (3.27).

As constantes de normalizacdo independentes do modelo cosmoldgico podem ser elimina-
das para este conjunto de dados especifico. Posteriormente, incorporamos os dados obtidos pela
observacdo de assinaturas acusticas no aglomerado de galdxias em grande escala. Ao utilizar
os dados BAO, ¢ possivel minimizar o xéAO definido como [212]

Xino =Y CgaoY . (7.50)

Como os dados SNIa e BAO contém informacdes valiosas sobre o Universo em redshifts
mais baixos, incorporamos as informagdes do deslocamento da CMB considerando a likelihood
da CMB. Esta likelihood € discutida na Tabela 1 da ref. [213]) e concentra-se na escala angular
do horizonte sonoro no ultimo espalhamento, denotado como /,, bem como no parametro de
densidade baridnica. Ao incluir esta informagdo, planejamos explorar toda a histdria da ex-
pansdo que conduz a ultima superficie de espalhamento. Para conseguir isso, nos referimos
as equagdes (22)—(33) na referéncia [214]. Além disso, a Nucleossintese do Big Bang (BBN)
oferece um ponto de dados que ajuda a restringir principalmente Q(()b), conforme mencionado
no trabalho de Serra et al. [215].

O x3zy € dado por:

(Qn2 —0,022)>

2
_ 51
XBBN 0,0022 (7.51)

Finalmente, incorporamos adicionalmente os dados obtidos a partir do parametro observaci-
onal de Hubble. Nesta investigacio especifica, utilizamos os 31 pontos de dados derivados das
estimativas recentes e precisas de H(z) na faixa de desvio para o vermelho de 0,07 < z < 1,965.
Esses pontos de dados especificos sdo independentes dos pontos de dados da Oscilacdo Actstica
Barionica (BAO) e foram apresentados inicialmente em [216]. Neste caso, podemos escrever:

(H(zi, p) —H;)?

X(%HD(P) = Z P

i i

(7.52)

onde o; € o erro gaussiano no valor medido de H;.

O modelo ACDM, também conhecido como Modelo de Concordancia, ¢ amplamente aceito
na cosmologia, pois se ajusta com precisdo as observacdes atuais. Foi extensivamente testado
usando vérias medi¢des cosmoldgicas. Nossos resultados de andlise estatistica sao apresentados
na Tabela 1. O modelo fraciondrio ACDM, por outro lado, introduz um parametro adicional
independente (¢ ou D) que representa a ndo localidade associada a derivada fraciondria. A
andlise estatistica deste modelo € apresentada na Tabela 2.
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Tabela 1 — Os parametros de melhor ajuste com niveis de confianga (CLs) 16 e 20 para o

modelo FLRW.
Parametro 68% CL 95% CL Valor de melhor ajuste
of ™06y | 0metm | 02600
Q) 0,04767 00013 | 0,0476700033 0,047610 003
o) | ol | oamti | ogh
o 10,052£0,045 | 0,052700% 0,05701]
Hy 68,9+1,2 68,9737 68,937
Xinin 68,6733 68,6739 692

Fonte: Costa et al. (2023, p.12)

Tabela 2 — Os parametros de melhor ajuste com niveis de confianga (CLs) 10 e 20 para o
modelo FLRW fracionério.

Parametro 68% CL 95% CL Valor de melhor ajuste
aF™ | 0,226+0,018 | 0,22670038 0,226 0es
Q)| 0,048040,0018 | 0,0480"0 003 0,048070 0052
o 0,27440,018 | 0,274 (03 0,27410 045
0| oo | oosth | sl
Hy 68,6717 68,6735 68,6733
p | 2o0eotie | oot | 2ol
Xonin 68,4733 68,4734 682

Fonte: Costa et al. (2023, p.13)

A Figura 16 mostra a evolucdo do pardmetro de desaceleragdo g(z) em relagdo ao redshift
para os modelos ACDM e fraciondrio ACDM. Como podemos ver nesta figura, o pardmetro
de desaceleracdo do modelo padrao da cosmologia € relativamente maior do que o parametro
de desaceleracdo fraciondria em todos os redshifts. A Figura 17 ilustra as regidoes de confianca
1o e 20 que sdo obtidas ajustando o modelo fraciondrio ACDM a um conjunto abrangente de
dados, incluindo Oscila¢des Acusticas Barionicas (BAO), Supernovas (SN), Fundo Césmico de
Microondas (CMB), Nucleossintese do Big Bang (BBN) e Dados Observacionais do Hubble
(OHD). Este processo de ajuste determina a melhor concordancia possivel entre o0 modelo e os
dados observados. A fim de avaliar melhor a precisao do modelo fraciondrio ACDM, a Tabela
2 foi preparada para mostrar a consisténcia entre os valores derivados de Q,, e Hy obtidos do
BAO+SN Conjuntos de dados +CMB+BBN+OHD e os valores correspondentes relatados pela
Colaboragao Planck 2018. Ao comparar os dois, podemos obter informagdes valiosas sobre a
confiabilidade dos nossos ajustes. Além disso, a Figura 18 foi incluida para fornecer uma repre-
sentacao visual do desempenho de nossos ajustes em comparagdo com o modelo ACDM bem
estabelecido. Vale ressaltar que tanto o modelo fracionario ACDM quanto o modelo ACDM
apresentam concordincia com as observagdes cosmoldgicas mais atualizadas no que diz res-
peito aos seus respectivos valores do parametro de desaceleragdo go € o redshift de transi¢ao
associada z; = 0,72. Isto confirma, ainda mais, os resultados obtidos nesta tese.
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Figura 16 — A evolugdo do pardmetro de desaceleracio g(z) é mostrada contra o redshift. A
linha pontilhada representa o0 modelo ACDM (D = 2), enquanto a linha tracejada
representa o modelo fraciondrio ACDM para os dados da Tabela 2 (D = 2,007).
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Fonte: Costa et al. (2023, p.12)

Figura 17 — Os contornos bidimensionais e as distribuicdes de probabilidades unidimensionais

representam os parametros fraciondrios do modelo ACDM com 68% CL e 95% CL,
respectivamente.
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Fonte: Costa et al. (2023, p.12)

Observagdes do Tipo SNIa fornecem dados cruciais para a compreensao da expansao do
Universo, como também servem como evidéncia primdria da sua expansdo acelerada. Para
obter os melhores resultados possiveis, comparamos a magnitude aparente, observada da detec-
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Figura 18 — Os contornos de restricdo 68% e 95% no parametro de densidade de matéria escura
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Figura 19 — A magnitude aparente das SN (pontos de dados) é comparado com a magnitude
aparente teoricamente prevista (linha sélida) em um modelo fraciondrio ACDM,
com os dados da Tabela 2.
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Fonte: Costa et al. (2023, p.14)

cdo de SNIa, com os valores tedrico da equagdo (3.27). Nesse sentido, utilizamos a amostra
Pantheon, sendo um conjunto de dados atualizado de SNIa com 1048 mdédulos de distancia (u)
em varios redshifts no intervalo de 0,01 < z < 2,26. Na Figura 19, ilustramos o comportamento
da magnitude aparente m em funcdo do redshift z, através das equacdes (3.27) e (7.46), com os
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dados da Tabela 2 e uma magnitude absoluta de M = —19,36 [127]. Podemos assim comparar
nosso modelo com o modelo ACDM, mostrando semelhangas significativas.

Figura 20 — O grifico mostra a evolu¢do do pardmetro Hubble, H(z), em unidades de
kms~!'Mpc~! em relagio ao redshift z, com barras de erro. A linha tracejada ver-
melha representa a dinAmica do pardmetro Hubble obtido da equacdo (7.46). A
linha pontilhada azul corresponde ao comportamento do pardmetro de Hubble para
D = 2. Os valores dos parametros de densidade, parametros de densidade fraciona-
ria e constante de Hubble na época atual s@o os valores mais adequados das Tabelas
1 e 2, respectivamente.
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Fonte: Costa et al. (2023, p.14)

O parametro Hubble plotado em relag@o ao redshift z € representado na Figura 20, utilizando
os dados extraidos das Tabelas 1 e 2. Torna-se evidente que o nosso modelo demonstra um
notavel grau de concordancia com a CC, substanciando assim a sua validade e confiabilidade.

7.5.2 O problema da sincronicidade

Revisaremos a propriedade critica do modelo ACDM relacionada ao problema de sincroni-
cidade. O caso limite de D = 2 na equagdo de Friedmann (7.46) nos d4 a equacdo de Friedmann
(3.13) no modelo padrao (ACDM) da cosmologia:

H > o) ol
(H_o) = Zi:a3(1+‘°i) t— (7.53)
. (i)
onde Qg) = 872?1%‘) , € Qék) = —HL%. As solugdes da equacdo acima mencionada para um Uni-

verso plano, quando a radiacdo, a poeira cosmica ou a constante cosmoldgica dominam, sdo



CAPITULO 7. COSMOLOGIA CLASSICA FRACIONARIA 92

dadas por

1

oo\’ |
|t , W=3

alt) = (z,/HOng>> ' o0 (7.54)

N

WIN

3

Cexp<\/§t> , o=-—1 ,

onde, na tiltima igualdade, C é uma constante de integracdo. E facil verificar que temos Hr = 1 /2
e Hr = 2/3 nos dois primeiros casos, respectivamente. No contexto da expansdo da lei de
poténcia, a razdo entre a idade do Universo e o tempo de Hubble é uma constante. Esta é
uma propriedade geral. No entanto, quando a constante cosmoldgica domina na cosmologia
tardia, temos a equagdo Hr = /A /3. Isto significa que na época atual, no que diz respeito as
observagdes cosmoldgicas, temos #y o< y/3/A. Esta equagdo, na verdade, é uma expressdo do
problema de sincronicidade da idade do Universo.

Analisemos o efeito do parametro fraciondrio de Lévy no problema de sincronicidade da
idade do Universo. Obtemos solucdes explicitas para o fator de escala em um Universo plano
com um fluido perfeito monocomponente. Assim, consideremos que a i-ésima componente €
dominada na equacdo de Friedmann (7.46). Em relacdo as Equagdes (7.46) e (7.47), o fator
de escala e o parametro de desaceleracdo para um fluido perfeito com a equacdo de estado
p(i) = a)l-p(i) Sao0

2
(2 A0\ 30+0;3-D))
a(t) = <3H0[1 +wl(23 D))<y > tm , (7.55)
14+3w;(3—D
qi = 2( ) (7.56)

Isso demonstra que no Universo dominado pela radiagdo (w = 1/3), a taxa de expansio

2 . .
¢ a(t) oct&D. Além disso, vale ressaltar que a natureza do fator de escala em um Universo
dominado pela matéria (@ = 0) permanece ndo afetada pelo pardmetro fracionario de Lévy e

¢ dada por a « t%. Por outro lado, para um Universo deS (w = —1) e D # 2, a forma de fator
2

de escala acima se reduz a a(t) oc 1302, Além disso, conforme a equagdo (7.56), pode-se
inferir que no contexto da cosmologia fraciondria, nosso universo experimentou um periodo de
desaceleracao durante as fases dominadas pela radiacao e pela matéria sem pressao. Resumindo,
ao considerar a presenca de radiacdo e matéria sem pressdo, a cosmologia fraciondria € incapaz
de elucidar a transi¢do de fase césmica da desaceleracdo para a aceleragdo que ocorreu ao
longo da histéria do Universo, a menos que a inclusio da energia escura (no nosso modelo, uma
constante cosmoldgica) seja considerada. Além disso, o parametro de desaceleracdo (7.56)
mostra que temos um Universo acelerado para D < 8/3 valores restritos de D.

A solucgdo (7.55) mostra que no modelo fraciondrio ACDM, o Universo segue uma expansao
acelerada pela lei de poténcia mesmo em tempos recentes, ao contrdrio do modelo padrdo,
onde a aceleragdo tardia é explicada pela expansdo exponencial de deS. No modelo fracionério
ACDM, para o i-ésimo componente do fluido césmico, temos:

2
Hr = 30+a(3-D)) (7.57)
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Assim, para um Universo de deS, encontramos:

2

Hr = 3D-2) (7.58)
A Figura 21 mostra a evolucdo de Hf em relagdo ao fator de escala tanto para o modelo
padrdao da cosmologia quanto para sua extensdo fraciondria. Observamos que na época atual,
ambos os modelos possuem valores muito préximo para Hotp. No entanto, no futuro, os seus
comportamentos irdo divergir. No modelo ACDM, Hr aumenta para a > 1, enquanto no caso
do ACDM fraciondrio, permanece constante, como observamos no referido fluido monocom-

ponente.

Figura 21 — A evolugdo de Hr com o fator de escala é representada para D = 2 (tracejado) e
D = 2,3 (linha). Os valores de melhor ajuste para os parametros de densidade e
parametros de densidade fraciondria sdo substituidos nas Tabelas 1 e 2, respectiva-
mente.

Ht

Fonte: Costa et al. (2023, p.16)

O contetido do Universo foi predominantemente composto de poeira césmica durante a
maioria de sua historia. Em relacio a este fato e ignorando os termos de radia¢ao e curvatura,
podemos calcular a idade do Universo através da equagdo (3.15) da seguinte maneira:

3D
() s
B a dx 30D 'Q‘O ~ (m)
Hr = H(a) /O dig 0 W= (S e-0f . (7.59)

Utilizando a equagdo acima, descobrimos que quando 2 < D < 3, a idade atual do Universo,
em unidades de tempo de Hubble, esta restrita a:

0,6667 < Hptp <0,9887 . (7.60)

A Figura 22 ilustra como a idade atual do Universo € restrita para diferentes valores de
parametros fraciondrios. Com base na desigualdade (7.60), podemos observar que quando o
parametro fraciondrio D se aproxima de 2, o valor de Hyfy torna-se quase igual a um. Porém,
no modelo padrao da cosmologia, onde D = 2, Hr tende ao infinito em um futuro distante. Para
outros valores de parametros fraciondrios, Hf permanece finito. Com base nas informacdes
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apresentadas na Tabela 2, o parametro fracionério tem um valor ajustado de D = 2,007. Para
este valor de D, obtemos:

Hoto =0,9858 , limHr=95,238 , 1o=13,8196Gyr . (7.61)

a—roo
Além disso, no limite superior do parametro fracionério, D — 3, temos:

lim H = 0,6667 . (7.62)

a—r

Figura 22 — A dependéncia de Hy#y com o parametro fraciondrio, D. O valor mais adequado
do parametro de densidade fraciondria de poeira csmica € substituido conforme a
Tabela 2.
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Fonte: Costa et al. (2023, p.16)

A anélise realizada mostra que no modelo fraciondrio ACDM, o valor de Hr € sempre finito
quando o Universo se expande para o infinito e, na época atual, seu valor é bem préximo da
unidade.

Vale ressaltar que a cosmologia fraciondria pode gerar consequéncias consideraveis numa
fase inflaciondria. Utilizar um campo escalar com um potencial apropriado e dominante em
comparacdo com a densidade de energia inicial do Universo € o método tipico empregado para
atingir a inflacdo. Esta abordagem inflaciondria desencadeia uma rdpida expansdo do fator de
escala do Universo. De acordo com as teorias para a inflacao, esta expansao se manifesta como
um crescimento exponencial, semelhante ao espaco deS, a medida que o campo escalar se move
gradualmente em dire¢do ao seu minimo global. Ao considerar que o potencial do campo es-
calar produz a inflagdo, podemos deduzir, com base no pardmetro de desaceleracao fracionéria,
que durante o inicio do Universo, a aceleragdo foi experimentada quando o valor de D estava
entre 2 e 2,667. Esta faixa especifica de valores D estabelece um modelo inflacionério de lei
de poténcia e, dentro deste modelo, o parametro fraciondrio & assume um papel significativo.
Se assumirmos que a época inflaciondria ocorreu em um intervalo de tempo de t; = 1073 s, e
ty= 10733 s, podemos calcular o niimero de e-foldings:

Nn(5h) - (F) - 5er (769

Obtemos D < 2,072 ou a > 1,866 se assumirmos um minimo de 64 e-foldings para resolver
problemas comuns do Big Bang.
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7.5.3 Conclusoes para CCF no Universo de FLRW

O conceito de sincronicidade € intrigante porque o tempo césmico adimensional, represen-
tado como Hy#o, pode variar significativamente no modelo padrdo da cosmologia. Este modelo
explica a expansdo acelerada tardia como um Universo deS. Neste modelo, a coincidéncia atual
do tempo césmico e do tempo de Hubble é vilida apenas para o momento presente. No entanto,
a idade do Universo ndo estard tdo préxima do tempo de Hubble no passado ou no futuro, e Ht
poderd até ser infinito no futuro.

Neste trabalho, observamos que no modelo fraciondrio ACDM, durante tempos recentes,
quando a constante cosmologica é dominada, o Universo exibe um fendmeno notdvel e intri-
gante caracterizado por uma expansdo acelerada pela lei de poténcia. Isto confronta fortemente
com o modelo padrdo, no qual uma expansao exponencial deS € obtida para explicar a acele-
racdo tardia. Portanto, a idade do Universo estd continuamente ligada ao tempo de Hubble em
qualquer momento, criando uma relacdo proporcional entre os dois fendmenos. Isto contrapde
com a estrutura cosmoldgica tradicional, onde a época atual na vasta extensdo do Universo €
percebida como um instante especifico no tempo.

Nossa andlise estatistica revelou que o parametro fracionério proposto por Lévy, que carac-
teriza o grau de ndo localidade em um sistema, € determinado como tendo o melhor valor de
a = 1,986. Também determinamos a idade do Universo através do estudo minucioso de va-
rios fendmenos cosmoldgicos e do uso de técnicas sofisticadas. Nossos calculos mostram que
a idade do Universo é da ordem de 7y = 13,8196 bilhdes de anos. Além disso, ao calcular a
idade adimensional do Universo, obtivemos que Hoty = 0,9858, e Hf = 95,238 para um futuro
distante. Estes resultados indicam que o nosso modelo é um modelo cosmolégico plausivel.
Abrange com sucesso um estdgio inicial crucial de dominio da matéria, essencial para a forma-
cdo e surgimento de estruturas intrincadas no Universo. Além disso, o0 nosso modelo incorpora
também uma fase de aceleracdo mais recente que corresponde harmoniosamente as observacoes
feitas no campo da cosmologia.
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8 COSMOLOGIA QUANTICA FRACIONARIA

Resultados recentes da gravidade quantica, como a mudanca da dimensdo do espago-tempo
com a variagdo da escala de comprimento, deram um impulso significativo ao uso crescente
do célculo fraciondrio na CQ [40, 44, 48, 51, 53]. Como os operadores integro-diferenciais
fraciondrios podem descrever esses processos, o uso de processos fractais na fisica quantica é
um precursor da incorporacao do célculo fraciondrio na teoria quantica [217].

O principal objetivo deste capitulo € reexaminar o Universo de deS no contexto da Cosmo-
logia Quantica Fraciondria (CQF) como uma nova ferramenta para estudar o estado inicial do
Universo [1]. Estamos cientes das dificuldades matemadticas e interpretativas presentes. No en-
tanto, aspectos novos podem ser encontrados. Na secdo 6.3, apresentamos uma revisdao do mo-
delo no contexto da CQ candnica e obtemos as fungdes de onda semicldssicas. Neste capitulo,
foquemos na extensdo fraciondria do espago-tempo de deS. Entdo, ao analisar as implicacdes
da CQF, examinamos por que elas podem ser mais gerais do que aquelas alcancadas na se¢ao
6.3.

8.1 Espaco fechado em CQF

Vamos agora focalizar nossa discussdo na formulagdo quantica fraciondria do espago-tempo
de deS. Portanto, partindo da equacdo (6.23), nossa equacio WDW fraciondria de um espago-
tempo de deS é

A2\ ? omm*? [, A,
(_ﬁ) ‘P(a)—i—T(a — 34 )‘P(a)—O : (8.1)

Na aproximacao WKB, reescrevemos a funciao de onda como em (7.27) para obter:

2 2
yna|“+9%ml%+“a2 (1—%) =0 . (8.2)
onde L é dado por (6.40).

Dentro do nosso procedimento de aproximagdo WKB escolhido, podemos mostrar que as
fungdes de onda WKB fraciondria correspondentes, no caso das propostas de Hartle—Hawking
e Linde—Vilenkin, ainda carregam a estrutura formal como em (6.36) ou (6.35). Vamos ob-
servar que a presenca explicita do parametro & introduzido pelo uso da derivada de Riesz traz
modificacOes significativas.

A funcdo de onda WKB Linde—Vilenkin da equacdo WDW fraciondria unidimensional
acima, € obtida isolando o momento 7, em (8.2), ou seja,

D—1
3\ P! at\1 %
70| = (7) mp {az (1 - ﬁ)} ; (8.3)
onde D € a dimensao que depende do pardmetro fracionério de Lévy, o,

24+ o
D:% , 2<D<3 . (8.4)

Considerando a func¢ao de onda WKB Linde—Vilenkin (6.36) e o valor de 7,, obtido da equacgao
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(8.3). Realizando a integragdo e desconsiderando o fator pré-exponencial, encontramos:

oCaPF (5,521 55(1)%) a<L
Yrv(a) ~ (8.5)
o—iCPFR LI BT s
onde C := (%)D*Img, e F(a,b;c;z) é a fungdo hipergeométrica.
Semelhantemente, é possivel escrever a funcdo de onda de Hartle—Hawking em termos de
funcdes hipergeométricas.
Consideremos agora as distribuicdes de probabilidade de Linde—Vilenkin e Hartle—Hawking.
De acordo com (6.37) e (6.39), elas sao escritas como:

/

ENY

D —
—2Cd""F(§, 521+ 2:5(4)?)

ol

Bk O] Ry AT

Py =~ V)L _, -
YL (0)2
—2CLDM ,(M)D*IﬁF(D)( 3 >L2) (8.6)
=e r(3+p) —e 4 r(p+1) \ 8762V, ,
Waa(L)*
Pypy=———"7__P
() ~ W

Comparando as equacdes (6.37) e (6.38) com o resultado acima, podemos definir uma entropia

fraciondria! como

A
SFrac := 41_:2(: s (8.7)
onde Dol b
3z\~ " TI(MD) ,/(L
Afrac =4VT | =) B~ 8.8
Frac ﬁ(4) F(D—f—l/Z) P<lP) 5 ( )

é a drea fractal do horizonte deS, D é a dimenséo fractal do horizonte e Ip = 1/mp é 0 com-
primento de Planck. Especificamente, na expressdo acima a superficie do horizonte € uma
superficie fractal cuja dimensdo D é dado por (8.4). Observe que para & = 2 (ou equivalen-
temente, D = 2) a drea fractal do horizonte reduzird a drea suave original do espago de deS.
As equacdes (8.7) e (8.8) mostram que aumentar o parametro fraciondrio de Lévy a, também
aumenta a fractalidade da area do horizonte, o que por sua vez causa a mudanca da entropia
efetiva de Gibbons—Hawking, tornando-a maior do que no caso padrdo suave.

Vamos elaborar mais sobre as implicacdes de (8.2), e estabelecer como a situa¢io na pro-
posta fraciondria, os casos tornam-se bastante diferentes. A equacdo (8.2) permite extrair e
escrever que o hamiltoniano ADM fraciondrio efetivo € dado por:

(@ _ |Ta|*
Y, = N{—3nmga(t)+U(a)} , (8.9)

INa referéncia [207] uma formulagio espago-fraciondria para o buraco negro de Schwarzschild permitiu for-

mular que o horizonte revelou uma estrutura fractal e dependente de o. A entropia fraciondria proposta do buraco
2+a

negro é: Spy = (A%‘) = %, por meio do qual € definido Aprc. No espaco-tempo de deS apresentado,

foi proposto uma defini¢do de entropia que € semelhante: Sges = Afgs. Achamos que ¢ aceitdvel perguntar se os
resultados para a estrutura fractal do horizonte de eventos (e a entropia correspondente) sdo um comportamento
geral.
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onde 5
3 8V
Ula) =00 (1- 00002) . (8.10)
4 3mP
Entdo, as equagﬁes de Hamilton, ¢ = dH AO]C)M /0m,, ;= —dH AO]C)M /da com o vinculo hamil-
toniano J#(%) = ADM /N = 0 nos leve as equacdes fraciondrias de Friedmann em referencial
comoével (N =1):
. 2 3-D
a a
- ——1 8.11
O ) R S
i (5-2D)(-U) D—-2
- 8.12
a (D )(37:)D2D< 2 50 2D> ’ (612

onde L € definido por (6.40).

Observe também que para D = 2 as equacdes de campo acima sdo reduzidas as equagdes
originais usuais de Friedmann. Além disso, como mostram as equa¢des de campo acima, para
D # 2 (ou equivalentemente o # 2; ver Figura 23), nosso Universo modelo deS ndo se ex-
pande exponencialmente. O Universo nuclea do nada sendo acelerado apenas para D < 2,5,
aumentando como uma expansao da lei de poténcia:

1

a(t) cct3 (8.13)

Figura 23 — Grafico do fator de escala para trés valores de dimensao fractal, D = 2,1 (trago-
ponto), D =2,5 (trago) e D =2,9 (ponto). O comportamento assintdtico dos fatores
de escala correspondentes também € indicado no grifico. Usamos unidades em que,

mp = L=1.
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Fonte: Jalalzadeh, Costa e Moniz (2022, p.5)

O ndmero de e-foldings antes do # de um periodo de inflacdo e a partir de um momento
t. torna-se Ny = In(tenq/tx)/(2(D — 1)). Por exemplo, para D = 2,001, encontramos N, =
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501n(tena/t<) > 50; a escala que observamos a partir dos dados césmicos de fundo em micro-
ondas estd conforme o e-folding no intervalo 50 < N, < 60 [218]. Normalmente, este tipo de
expansao da lei de poténcia pode ser realizada se um campo escalar com potencial exponencial
dominar a densidade de energia do Universo num estdgio inicial [219]. Como vimos na equagao
(8.13), na extensdo fracionaria da CQ, para D # 2, a probabilidade de haver uma expansao da
lei de poténcia € real e sem tal potencial exponencial. Isto permite levantar a possibilidade de
que a inflacdo, um estdgio inicial acelerado de expansido, possa ocorrer da perspectiva da MQF.
Isto € interessante e a forma usual de inflacao de deS ocorrerd apenas para D = 2.

Acrescentemos que devido ao sinal negativo em (8.6), o estado sem contorno aumenta nao
apenas a contribui¢cdo de Universos vazios com Vj = 0 em todo o estado quantico, mas também
horizontes altamente fractais com dimensao préxima a trés, D — 3. Esses dois efeitos levam a
conclusdo aparentemente contraditéria de que Universos bastante grandes e em desaceleracdo
sdo infinitamente provaveis do que Universos de tamanho finito. A probabilidade da funcao
de onda de tunelamento como na equacao (8.6), por outro lado, promove grandes valores de V)
simultaneamente com horizonte fractal com dimensao préxima a dois, D — 2, e capaz de induzir
uma lei de poténcia acelerada a cendrios de expansao. Como resultado, parece que a férmula de
tunelamento se torna mais atraente dentro da CQF aqui apresentada, quando contrastada com a
férmula sem contornos.

Similarmente ao pardgrafo final da subsecio 6.4, abordemos novamente os pontos ali intro-
duzidos. No entanto, estendendo o contexto em direcao a CQF. Mais precisamente, lembre-se
o intervalo geral, V < IO*Smf,;, derivado da restricdo de amplitude nas ondas gravitacionais
geradas durante a inflagdo. De V) = 10_12m§‘3, a distribuicdo de probabilidade (8.6), produz

17 10 . . . . . o . . .
107107 < Prv < 107197, onde o limite inferior é obtido para D ~ 3 e o limite superior € calcu-
lado para D = 2. Assim, o Universo fraciondrio aqui fechado pode nio ser favorecido.

8.2 Espaco aberto em CQF

Na verdade, se considerarmos, em vez disso, a criacdo de Universos compactos, topolo-
gicamente ndo triviais, abertos ou planos (ver referéncias [176—179]), entdo a equacio WDW
fraciondria de um espago-tempo de deS (8.1) torna-se:

i\ * OEmg 2 (o, A

onde k= —1,0, e 7} denota o volume finito das hipersuperficies espaciais compactas nio triviais
[6]. Além disso, o hamiltoniano ADM fraciondrio efetivo (8.9) serd generalizado para:

H/QOQM:—N{%W%M;‘:% (k—%az)} . (8.15)
A equacdo fracionaria de Friedmann obtida para tal Universo sera:
(g)z _ a0-D) (37/kmp>2(D2) (a_z _k)3—D a0
a (D—1)2\ 4=n L2 ' '
A solugdo semiclassica de (8.14) para Universo aberto, (k = —1), é obtida isolando o0 momento

|7, em (8.15), ou seja,

D—1

39\ P! 2\ 2
|”“’:<4_7zk> mb {az (1+§)1 . (8.17)
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Portanto, a funcéo de onda W(a) é encontrada através da integrag@o:

W(a) ~ exp+ l / ’ |7r(a')|da’} , (8.18)
0

onde |7(a)| corresponde a equagdo (8.17). Desconsiderando o fator pré-exponencial, a fun¢do
de onda €

D1-D D /a\2
W(a) ~exp+ |iCa’F [ =, —=:1 —;—(—) : 8.19
(a) ~exp {z a (2, 5 il+ > 3 )} (8.19)

2\ D—1
onde C = (%) mf.? , € um sinal positivo corresponde a um Universo em expansao.

O fator pré-exponencial é uma amplitude que corresponde a A/+/|7,|, com A uma constante
[156]. A aproximacdo WKB serd valida quando esta amplitude variar lentamente, ou seja, para
grandes valores do fator de escala.

8.3 Espaco plano em CQF

Fazendo uso da equacdo (8.16), identificamos que para CQF plana, (k = 0), a evolugdo do
fator de escala (8.16) e a fungdo de onda semiclassica fraciondria sdo dadas por:

1 1

1
L [2(D=2)|2@2 [ 4nL \2 /t\20
a(t)—:l:{—(D_l)} <3%mp> (E) , (8.20)
D-1
o imp  (3YVo 2D-1
Y(a)~a exp:l:[zD_l( " a ) (8.21)

onde um sinal positivo em (8.21) corresponde a um Universo em expansao. Observe que para
D =2 aexpressao acima se reduz a funcao de onda semicldssica obtida por Linde em [176]. Esta
aproximacao se divide em a < (mpVO(D_l)/z)l/(l’zD), onde para a > (mpVO(D_])/Z)l/(I*ZD) 0
Universo pode ser descrito em termos do espaco-tempo cldssico. A nossa proposta de um
modelo CQF deS para o Universo plano, demonstra ser vidvel, comparada com as propostas
nas referéncias [168, 177].

Relembrando que durante a inflagdo, o parametro de desaceleracdo é ¢ = —1. Porém, na

modificag¢do fraciondria do mesmo modelo, obtemos:
q=——">=2D-5 | (8.22)

onde usamos (8.20). Conforme a equagao (8.22), o Universo inicial € acelerado se 2 < D < 2.5,
e para esses valores de D, temos um modelo inflaciondrio de lei de poténcia. Aqui, o parametro
fraciondrio de Lévy, o, desempenha um papel crucial neste modelo.

Supondo que a €poca inflacionaria ocorreu durante um intervalo de tempo 7y —1; = 10737 s =
103¢p ap6s o tempo de Planck, obtemos o nimero de e-foldings como

N=1In (a(tf)) - 2(D1— Ik C-{) - 21(111)(1_0;) ~ D1_2 : (8.23)

onde usamos a forma fraciondria do fator de escala (8.20). Observe que esta expressao (8.23)
difere da equacdo do numero de e-foldings (7.63), porque os fatores de escalas forma obtidos
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com métodos diferentes. No caso da CCF, ndo utilizamos a aproximacdo WKB para construir
a equacdo fraciondria de Friedmann.

Por exemplo, assumindo na equagdo (8.23) o valor D = 2,019, obtemos N ~ 60, sendo o
nimero minimo de e-foldings necessarios para resolver os problemas padrdao da cosmologia do
Big Bang.

8.4 Conclusoes para CQF

Na CQF no espago de deS, o objetivo foi, portanto, empregar uma equacio WDW fra-
ciondria particular do espago deS, adotando-a como um modelo de prova. Estamos cientes
do escopo restritivo, mas caracteristicas fascinantes puderam ser recuperadas. Mais concreta-
mente, para uma geometria deS fechada, obtemos a fun¢do de onda fraciondria de tunelamento
(Linde—Vilenkin) e a extensao fraciondria da funcdo de onda sem contorno (Hartle—-Hawking),
seguido pelo célculo das distribui¢des de probabilidade correspondentes. Comparando posteri-
ormente essas expressoes com as taxas de nucleagdo usuais correspondentes da fun¢do de onda
de Linde—Vilenkin e para a fun¢do de onda de Hartle-Hawking deS, nossos resultados sugerem
que um comportamento fraciondrio para o horizonte deS pode ser estimado: a funcdo de onda
de tunelamento (Linde—Vilenkin) favorece dimensdes fracciondrias menores que 2,5; enquanto
no caso da proposta sem limite (Hartle-Hawking), a fun¢do de onda correspondente seleciona
um horizonte fracionario com dimensdes proximas a 3. Além disso, apds a nucleacdo, o Uni-
verso pode entrar em uma fase acelerada de lei de poténcia (fun¢do de onda Linde—Vilenkin)
ou pode, em vez disso, prosseguir para uma fase desacelerada (caso Hartle-Hawking). Mesmo
diante disso, nossa andlise permitiu discutir cendrios planos e abertos (compactos nio triviais).
Como a probabilidade de criagao de um Universo inflaciondrio fechado na proposta de tunela-
mento é exponencialmente suprimida, um Universo plano ou aberto emerge, sendo favorecido
no Universo quantico inflaciondrio fracionario.

Nosso modelo simples traz uma nova perspectiva, segundo a qual as caracteristicas da MQF
poderiam ter influenciado os estigios iniciais da inflacdio do Universo. As propriedades de
um campo inflaton sdo restringidas por observacdes de flutuagdes na CMB e na distribui¢ao
de matéria do Universo. Apesar de a massa desse inflaton e sua interacdo com os campos de
matéria ndo serem determinadas, argumentos bem conhecidos favorecem um campo pesado
(escalar) com massa de 10'3 GeV [220], proximo a escala GUT (Grand Unification Theory),
sendo frequentemente usada como evidéncia da presenga de uma nova fisica na juncio das es-
calas eletrofraca e Planck. Nossas descobertas sugerem que a inflacdo na CQF pode emergir
por meio de uma perspectiva diferente. Ou seja, considerando o horizonte de eventos do Uni-
verso nucleado como uma superficie fractal com dimensdo D. Como a proposta de tunelamento
indica uma supressdo exponencial da probabilidade de criagdo quantica de um Universo inflaci-
ondrio fechado, os resultados sugerem que um Universo quantico inflaciondrio fraciondrio pode
favorecer, em vez disso, Universos planos ou abertos.

Vale ressaltar que o modelo padrao e sua correspondéncia fraciondria produzem resultados
completamente diferentes para a evolucdo do fator de escala: para o caso padrdo, o fator de
escala a(f) ndo apenas acelera com a lei exponencial do tempo, mas também tal evolucao é
afetada apenas pela matéria (ou seja, o potencial constante; equagdo (6.53)) e, portanto, o nu-
mero de e-folding depende apenas da constante L. No caso fraciondrio, o fator de escala € uma
func¢ado de lei de poténcia do tempo, sendo completamente independente da matéria; mas em
vez disso, apenas o parametro fraciondrio de Lévy & e o volume do espaco 3-compacto X, %,
determinam como o fator de escala evolui (relagdo (8.20)). Isso nos da outra dependéncia para
o nimero de e-folding. Tais consequéncias sdo interpretadas como caracteristicas distintas da



CAPITULO 8. COSMOLOGIA QUANTICA FRACIONARIA 102

gravidade quantica fraciondria.

Como mencionado, ao contrdrio da soluciao usual de deS (6.53), a evolucdo do fator de
escala associado ao caso fraciondrio (8.20), depende da geometria global que afeta a topologia
do Universo na totalidade. A geometria global do Universo, ou seja, a curvatura espacial e a
topologia e consequentemente a forma de todo o Universo, ndo sdo determinadas pelas equagdes
do campo gravitacional de Einstein, uma vez que sdo equagdes diferenciais que determinam
apenas as caracteristicas locais do espaco-tempo. Portanto, a dependéncia de 3-volumes do fator
de escala € inteiramente um efeito de gravidade quantica fraciondria. Como vemos em (8.20),
o valor do fator de escala no tempo inicial + = L € proporcional a inversa da raiz quadrada de
%0, de modo que quanto menor o valor do 3-volume, maior serd o fator de escala inicial.

Curiosamente, os autores da referéncia [221] (para uma andlise recente, ver [222-224])
mostraram que os dados de 3 anos do WMAP (Wilkinson Microwaves Anisotropy Probe) sdao
consistentes com a possibilidade de vivermos em um ‘pequeno Universo’ em forma de um toro
plano de 3-toros T3 cujo dominio fundamental é um cubo com um volume de 5 x 10° Gpc?.
Acontece que o modelo torus descreve os dados com excelente resultados do que o modelo
ACDM de melhor ajuste, ao mostrar a supressdao da anisotropia CMB em grandes escalas ob-
servada pela primeira vez pelo COBE.

Na referéncia [207], os autores mostram que o parametro fracionario &, de Lévy, representa
a dimensao fractal (denotada por D) do horizonte do buraco negro. Semelhantemente, mostra-
mos na se¢do 8.1 que D denota a dimensao fractal do horizonte cosmolégico. Além disso, como
vimos em (8.20), como resultado de grandes saltos no minisuperespago, o valor inicial do fator
de escala cldssico emergido, depende da geometria global (ou topologia) do Universo. Mesmo
diante disso, a equacdo (8.23) mostra que a aceleracdo do Universo e o e-folding da época da
inflacdo s@o consequéncias diretas de sua topologia.
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9 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Esta tese teve como objetivo principal analisar as consequéncias do espago fraciondrio na
CQ. Para isto, apresentamos o processo de quantizacdo candnica da RG, que consiste em ela-
borar uma formulacido hamiltoniana para o campo gravitacional. Dessa forma, consideramos
uma hipersuperficie, imersa em uma variedade quadridimensional na qual a 4-métrica € g,v. A
hipersuperficie € definida pela 3-métrica h,p, na qual uma configuracdo de campo de matéria
pode ser definida. Essa incorporagdo € descrita pela decomposi¢do (3 4 1) da 4-métrica. O
hamiltoniano é uma soma dos vinculos hamiltoniano e supermomento, com multiplicadores de
Lagrange a funcdo lapse N e o vetor shift N,, respectivamente, que surgem devido a escolha da
divisdo do espago-tempo.

Na abordagem de quantizacdo candnica, esses vinculos desempenham um papel central.
O vinculo supermomento implica na invariancia da teoria sob difeomorfismos tridimensionais.
Além disso, a equagdo de WDW denota a invariancia de reparametrizacdo da teoria. A descri¢dao
cldssica ocorre no superespaco, o espaco de todas as configuracdes de 3-métricas e campo de
matéria (h,p(x),P(x)) em uma hipersuperficie. A dindmica para o caso da RG ¢ inteiramente
determinada pelos vinculos. Seguindo Dirac, a quantizagao de sistemas vinculados é obtida
com o vinculo clédssico se tornando um vinculo nas fun¢des de onda fisicamente permitidas
Y(hyp, D] no superespago. A equagdo de WDW descreve a dindmica da fungdo de onda no
superespaco e ¢ uma equagdo diferencial funcional hiperbdlica de segunda ordem. Em geral, a
equacdao de WDW tem muitas solucdes, entdo, para ter uma solucao unica, algumas condi¢des
de contorno sdo necessarias.

Nesta tese, abordamos a CQ e suas aplicacOes para o Universo fechado de deS e o Uni-
verso de FLRW, seja na presencga de campo escalar ou para o modelo ACDM. Nos trés casos a
equacao WDW possui papel importante, gerando as fungdes de onda que trazem informacgdes
valiosas da dinamica do Universo. Considerar uma condi¢do de contorno apropriada para a fun-
cdo de onda do Universo tem sido um objetivo primordial da QC. Duas abordagens diferentes
foram apresentadas no decorrer do texto, sendo a proposta sem contorno de Hartle-Hawking
e a proposta de tunelamento de Linde—Vilenkin. E crucial mencionar que essas condi¢des de
contorno foram escolhidas ad hoc, em uma perspectiva fisica particular.

Investigamos também um Universo FLRW com todos os trés indices de curvatura, uma ener-
gia cinética canoOnica associada a um campo escalar minimamente acoplado a gravidade e um
potencial escalar. Entdo, considerando um parametro de ordenacdo diferente de zero, construi-
mos a equagcdo WDW padrdo. Para explorar os objetivos do nosso trabalho, nos concentramos
em estudar o estado inicial do Universo. Com isto em mente, nos limitamos a um caso semi-
cldssico, onde o regime de rolagem lenta e um parametro de ordenacdo desaparecendo foram
assumidos para um Universo plano compacto, representando o estudo de caso mais simples
para o problema de condig¢des iniciais. Mostramos entdo que a solu¢cdo da equacdo diferencial
simplificada pode ser expressa pela funcdo de Bessel. Concretamente, o modelo foi estudado
assumindo a condi¢do WKB. Para tal regime semicldssico, mostramos que o fator de escala
do Universo evolui exponencialmente nos primeiros tempos, correspondendo a expansao ace-
lerada de deS. Além disso, mostramos que L = /3 /A deve assumir um valor 1071 » para obter
um numero e-folding suficiente necessario para resolver os problemas da cosmologia padrao.

Nossa consideracdo do Universo de FLRW para o modelo ACDM, permitiu obter solucdes
analiticas (fungdes de onda) para os casos de um Universo plano preenchido apenas com uma
componente do fluido perfeito e quando temos a contribuicio de matéria e radiacdo. Neste
segundo caso, a equacdo WDW ¢ do tipo oscilador harmonico e os pardmetros densidades
satisfazem uma equacdo de autovalores.
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O estudo da quantizacdo candnica nesta tese nao se limitou apenas a CQ, mas se expandiu
para CCF e CQF. Inicialmente, apresentamos as aplicagdes do espago fraciondrio na mecanica
quantica, sua correspondente ESF e derivamos a equacdo WDW fraciondria e o hamiltoniano
ADM fraciondrio. Para resolver a equagdo WDW fraciondria, aplicamos novamente a aproxi-
macdo WKB e definimos N = 1. Apesar do caso padrdo, mostramos que o fator de escala do
Universo assume a forma de uma func¢do de lei de poténcia do tempo. Vé-se que niao depende
apenas do parametro fraciondrio de Lévy o, mas também do volume compacto da hipersu-
perficie tridimensional, 7;. Em seguida, mostramos nossos resultados ao construir a CCF no
Universo de FLRW e estimar a idade do Universo. Além disso, investigamos a CQF no espago
de deS, como também no processo de inflagado.

Reforcamos que o nosso modelo cosmoldgico quantico fraciondrio, com essas simples ca-
racteristicas, influenciou efetivamente a fase inflaciondria inicial do Universo. As observacodes
das flutuagdes da CMB e da distribuicao da matéria no Universo restringem as propriedades do
campo do fnflaton. Um campo escalar pesado com uma massa de 103 GeV, préximo a escala
da grande teoria unificada, € preferido por argumentos bem conhecidos, embora a massa de tal
inflaton e sua interacdo com campos de matéria sejam desconhecidas. Este campo é ampla-
mente citado como evidéncia de que hd uma nova fisica na intersec@o das escalas eletrofraca e
de Planck. Nossos resultados implicam que a inflagdo da lei de poténcia dentro da CQF pode
emergir de um novo angulo, contabilizando os efeitos da gravidade quantica através da derivada
fraciondria. Concluindo, € essencial enfatizar que nosso modelo fraciondrio, que serve como
uma teoria da gravidade modificada, estd atualmente em seu estdgio inicial e necessita de maior
exploracdo e desenvolvimento.

Mesmo conhecendo as dificuldades de interpretacdes e de ferramentas matematicas na re-
solucdo de problemas na CQF, temos as seguintes perspectivas futuras:

* Estudar o comportamento da funcio de onda, com o parametro de ordenamento diferente
de zero, e sua implicagdo na CQF.

Analisar a CQF para o Universo de deS com pertubacao.

Discutir como a extensdo fraciondria afeta a simetria presente nestas teorias.

Investigar a CQF com a presenga do tempo.

* Aplicar o procedimento de quantizagdo candnica em teorias escalares-tensoriais para D-
dimensdes e expandi-las para o caso fraciondrio.
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A TEMPO PARAMETRIZADO E VINCULOS CLASSICOS

Neste apéndice, consideraremos alguns modelos que exibem certas caracteristicas da relati-
vidade geral, mas que sdo menos complexos para discutir. Neste sentido, eles constituem uma
importante preparacio conceitual para quantizaciao candnica da RG.

Os vinculos que surgem na formulac@o hamiltoniana da RG (ver o capitulo 2), ndo sdo uma
caracteristica apenas desta teoria, mas uma caracteristica de sistemas parametrizados [106]. De
modo geral, se uma lagrangiana ¢ homogénea de primeiro grau das velocidades, a hamiltoniana
do sistema é zero. Isto é uma consequéncia imediata das equagdes: p = dL/dq, H(p,q) =
pq — L e do teorema de Euler das fungdes homogéneas [185]. Portanto, com uma lagrangiana
homogénea, € possivel parametrizar o parametro de evolucdo do sistema, mantendo a agdo
invariante e as equagdes de movimento independem do pardmetro de evolucao. Trataremos estes
sistemas por invariantes por reparametrizacdo. Para exemplificar nossa discussdo, proponho
considerarmos na se¢@o A.l a parametriza¢do de uma particula nio relativistica. O caso de uma
particula relativistica serd abordado na secio A.2.

A.1 Parametrizacio do tempo na mecénica classica nao relativistica

Um fendmeno interessante ocorre quando tentamos incluir o tempo como uma coordenada
generalizada com o emprego de um parametro auxiliar 8 capaz de descrever a evolugdo do
sistema [7]. No caso de uma particula, 6 poderia ser a distancia percorrida ao longo de sua
trajetéria no espago. A unica restri¢do sobre 6 é d0/dr > 0, isto é, ¢ deve ser uma fungéo
crescente de 6. Facamos, portanto, t = #(0) e escrevemos a agdo de uma particula pontual na
Mecanica Classica,

t d
sia) = [“a (aF) A

na seguinte forma,

6 dg d6

6, . )

onde derivadas com relagdo a 8 é denotado por um ponto e L = 7L(q,§/f). A lagrangiana L
possui a importante propriedade que € homogénea de primeiro grau nas velocidades [185], ou
seja,

L(q,Aq,Af)=AL(q,4,i) (A.3)

onde A # 0 pode ser uma fungéo arbitrdria de 6.

Lagrangianas homogéneas conduz a acdes que sdo invariantes sob reparametrizacdes, 6 —
T = f(0), sob a mesma lagrangiana, dependendo agora em dg/dt. Assumindo, f > 0, encon-
tramos

0 B 7 d dg . T d
s= [ d6L(q,q) = 2—.TL(q,—qf> :/zer<q,—q> . (A4)
0, u f 7| dr

O momento candnico para g é

oL oL % oL A5

Pa=2¢ = 9/~
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isso coincide com o0 momento correspondente a (A.1). Mas agora existe também um momento
canonicamente conjugado a t,

JL (q Q/ﬁ dg\ | .dL(g,dq/dt)d(dgq/dt)
p=sf ~Lla.a/n+i _L(q dt)+t I(dg/d) o

s dg n L ( ,dq/dt tdq/dt dqg 0f
T ar 9 (dg/dr) dr 9i A6
1 (. 94 +aL(¢m/m (mﬂw dg '
A\ 9 (dg/dr) T dr
d dL(q,dq/dr) dg d d
—1(,9) - 2Lt dar ) Ir-Llag))=—H
dr "~ 9(dg/dt) &~ \ar? dr
A hamiltoniana correspondente a L é encontrada como:
~ .. , . dg
H=pyg+pi—L=peg+pi—ilL= pq—t—|—ptl‘ —iL=i(H+p;) . (A7)

dr

Mas, devido a (A.6), isto € um vinculo que desaparece. Logo, € apropriado introduzir uma nova
quantidade chamada super-hamiltoniana. Isto € definido como:

Hy=H+p (A.8)

e encontramos o seguinte vinculo

Hy~0 . (A9)

O simbolo nestas equacdes irdo significar “para desaparecer como vinculo” ou “igualdade
fraca” no sentido de Dirac [107]. Isto define um subespaco no espaco de fase e pode ser um
conjunto igual a zero somente apos todos os brackets de Poisson serem calculados.

Podemos agora usar no lugar de (A.1) o novo principio de acao

6‘ 2

)
S:ié d6 (pgg+ pit —NHy) (A.10)
1

onde todas as quantidades (incluindo N) devem ser variadas. N é um multiplicador de Lagrange,
e a variacdo com relacdo a ele fornece o vinculo (A.9).
As equagdes de movimento decorrentes de 8S = 0 sdo

d oL JL d dL L
— =0 ; —=——=—=0 (A.11)
d6 dg Jdq dédp, dp,
d oL JL d dL OL
—=0 ; —=——-=—=0 (A.12)
d oL oL
T A.13
BN aN &.-13)
onde L é fornecido de (A.10). Logo, as equagdes de movimento (A.11), (A.12) e (A.13) serdo:
d JH. J0H,
dq Ipg
dPt JH; . J0H,
N =0 ; =0 , A.15
a0 TV I, (A.15)

Hy,=0 . (A.16)
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De acordo com a segunda equacio em (A.15), temos:

., OH;
i=N
dpr
Portanto, N é chamado a fung¢ao lapse, porque fornece a taxa de mudanca do tempo ¢ de Newton
com relag@o ao parametro 6.

A existéncia do vinculo (A.9) € uma consequéncia da invariancia por reparametrizacao com
relacdo a 6. Para ver isto explicitamente, observamos que tendo uma lagrangiana homogénea
nas velocidades L, é equivalente a uma hamiltoniana candnica H(c) igual a zero. Vimos que
homogeneidade é equivalente a invariancia por reparametrizagao.

Em suma, pode-se tratar o tempo em igualdade de condi¢des com as coordenadas generali-
zadas desde que se esteja disposto a lidar com um espago de fase estendido (p,q) = (pg, 1, q.1),
no qual hd um vinculo, isto €, as varidveis candnicas nao sdo mutuamente independentes.

Um sub-produto formal desse tratamento é que o tempo e a hamiltoniana aparecem como
varidveis canonicamente conjugadas. Podemos resolver o vinculo (A.9), fixando o gauge, ou
seja, escolhendo 6 = ¢, para encontrar da acao (A.10)

&:/w(m%g—H> , (A.18)

que é, justamente a acdo padrdo (a hamiltoniana de (A.1)). Este processo é chamado de depa-
rametrizacao.

A parametrizacdo pode levar o sistema a ser transformado artificialmente de uma forma
geralmente covariante. Isto leva a elementos absolutos, ndo dinAmicos, permanecerem classi-
cos no processo de quantizagdo. Contudo, a RG possui naturalmente a covariancia geral, no
sentido que a métrica é completamente dinamica, ou seja, estdo presentes apenas os elementos
dindmicos.

Um vinculo classico € implementado na teoria quantica como uma restri¢cao nas funcdes de
ondas permitidas [107]. Assim, (A.9) € substituido por:

=N . (A.17)

HY=0 |, (A.19)

onde H, denota o operador super-hamiltoniano associado com a super-hamiltoniana cléssica
H;. Na representa¢io posicdo, o g sdo representados por multiplicagdes por g € 0 momento p
séo representados por derivadas (7/i) d /dq. Para a particula parametrizada, isto inclui também
p: = (/i) d/dt. Portanto, a versdo quéntica do vinculo (A.9) é

o~ 0
<H—mg>w@ﬂ:o : (A.20)

que € justamente a Equacdo de Schrodinger (ES). Contudo, o tempo # em Mecéanica Quantica
(MQ) ndo é uma varidvel dindmica e ndo podemos representar por um operador. Isto é uma con-
sequéncia de ter uma estrutura absoluta disfarcada, ela permanece como uma estrutura absoluta
na teoria quantica, apesar de sua aparéncia formal como uma varidvel quantica.

O vinculo da equacdo (A.9) é chamado de vinculo primdrio, porque é decorrente unicamente
da forma da lagrangiana. Também podem surgir no sistema vinculos secunddrios, que sao
decorrentes das equacdes de movimento.

Conforme a teoria dos sistemas hamiltonianos com vinculos [106], as equacdes de vinculo
na forma ¢,,(p,q) =~ 0, sdo restritas a valer zero, mas ndo identicamente nula como fungéo
sobre todo o espaco de fase. Em particular, os ¢, tem parénteses de Poisson ndo nulos com as
variaveis canOnicas. De modo mais geral, duas fun¢des F e G, que coincidem na hipersuperficie
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do espaco de fase definido pelos vinculos ¢, ~ 0 sdo ditas fracamente iguais, e escrevemos
F =~ G. Por outro lado, uma igualdade que vale em todo o espaco de fase, e ndo apenas na
hipersuperficie ¢, ~ 0, € dita forte e o simbolo usual de igualdade é usado neste caso.

A.2 Parametrizacao do tempo na mecéanica classica relativistica

Vimos na secio A.1 que para a hamiltoniana de um sistema seja zero, a condi¢io necessdria
e suficiente € que a lagrangiana seja uma fungao homogénea de primeiro grau das velocidades.
Defini um sistema com o tempo parametrizado como aquele cujas equagdes de movimento in-
dependem do parametro de evolugdo escolhido ou, equivalentemente, cuja acdo € invariante sob
transformacodes do parametro de evolucdo temporal. Um sistema com o tempo parametrizado
¢ necessariamente descrito por uma lagrangiana que € funcdo homogénea de primeiro grau das
velocidades generalizadas [225].

Consideramos agora a parametriza¢do de uma particula livre relativistica com uma massa
m # 0 [6]. A agdo € escrita na forma:

$2
S = —mc/ ds = —mc/ Ve2d2 —dx2 — dy2—dz22 . (A.21)
S

Em unidades onde ¢ = 1, a a¢do torna-se

dxz  dy? dz? -
S:—I’I’I/dt I—W—W—F:—M/dt\/—nuvu ut , (A.22)

onde u# = dx/dt e nyy = (—1,+1,41,+1). No lugar do tempo ¢, a agdo serd parametrizada
por um pardmetro arbitrdrio 0, ou seja, r =(0). Assim, escrevemos

0 dt \/ dxV d6 dx* d6 6
S=- d0—\/ NMyv—F———— = — de/—nuyVvvH | A23
Mo Y6V ™ a0 @ de ar - e, M (A.23)
onde V# = dx* /d6. Podemos imediatamente reconhecer que a lagrangiana é homogénea nas
velocidades e que, portanto, a a¢do é invariante sob 6 — f(6).
De acordo com (A.23), a lagrangiana covariante €

L=—m/=V,VF | (A.24)

e o quadrimomento candnico é

L —VH— gV &), M
Pﬂzg_:_g( §8 V) mv , (A.25)

Vy VWVuVE /W, VE

e satisfaz a equagao

PP +m* =0 | (A.26)
que constitui um vinculo no espaco de fase estendido e pode ser mais propriamente escrito
como P*P, + m? ~ 0. Devido 2 invaridncia por reparametriza¢io, a hamiltoniana canénica
desaparece:

VhY,
He=PVF —L=""""E Ly [V VA= —m\/=VVE+m\/—V,VE=0 . (A27)

/—VuVE
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Podemos também escrever

0v/0 | BE 0y,0 P2yo 2 o
H.=—PV +PV—-L=—-PV° +——+m\/(V0) —V2
m VO
- (A.28)
o0 PPV° N2 3
=—PV'+ W -+ (P ) —P
De acordo com (A.26), temos:
PP=+VP2im? . (A.29)
Substituindo (A.29) em (A.28), encontramos
P2y P2
He == PVt e tm=V" (‘P()*T*%)
P P
+m +m (A.30)

VO POy — o =V <—P—|— P+m>%0 ,
VB em? P ym?

onde a raiz quadrada positiva foi escolhida, PO =/ P2+ m?2, com o intuito de manter a energia
positiva. Portanto, a hamiltoniana total do sistema serd

H=P,V*—L+NH, (A.31)
onde

Hy=P,P* +m*~0 | (A.32)

corresponde ao super-hamiltoniano, ou seja, um vinculo primdrio no sistema. De acordo com
(A.27),H. =0, e escrevemos H = NH,.
Se aplicarmos a regra de quantizac¢do de Dirac ao vinculo cldssico (A.32), encontramos:

HY(H) = (—120uo* +m*) () =0 . (A.33)

Isto € a equacdo de Klein-Gordon para uma particula relativistica da MQ (particula sem spin).
Enfatizamos que o parametro cldssico 6, ndo aparece, pois as trajetorias de particulas ndo exis-
tem na teoria quantica.

A acdo passa a ser escrita da seguinte forma:

6, - 6,
S = / de (P,V* —H) = / dé (P,V* —NHy) . (A.34)
91 91
As equagdes de movimento decorrentes de S = 0 sdo
d oL OL d oL OL d oL JL
—_— = ;e = ; ——=—=—=—=0 (A.35)
dedv, dxy d6 P, JPy d6 ON OJN
onde L é dado por (A.34). Assim, encontramos
dPy JHj JHj
=—N . VH=N  Hy=0 . A.36
a0~ Vox, P, S (A.36)

A interpretacdo do multiplicador de Lagrange N pode ser obtido de (A.36),
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VH VP, VP, 1 Vv
N = = =y E e, (A.37)
2PH  2PHP, 2m 2m \/-V,VH
onde usamos em (A.37), o momento candnico (A.25) e o vinculo (A.26), para obter
LIS v 7 Y (O
~ 2m K om - 2m
(A.38)

1 d(WVTR)
2m do 2mde

onde 7 € o tempo proprio. A funcdo lapse N € proporcional a taxa de mudanca do tempo
proprio com relacdo ao parametro tempo 6. Observamos, por exemplo, que a escolha N =
1/2m corresponde a tomar 6 como o tempo préprio T, pois neste caso V# = U* onde U* é
a quadrivelocidade. Com essa escolha, encontramos dP*/dt = 0 com P* = mU*, sendo o
esperado para uma particula livre.

Em problemas invariantes sob transformacgdes do parametro de evolug¢do temporal, o pro-
cedimento para se passar do espaco de fase estendido, onde ha o vinculo super-hamiltoniano
Hs(p,q) = 0, para o espago de fase reduzido, no qual as varidveis candnicas sio mutuamente
independentes, consiste em percorrer o caminho inverso do que conduziu a (A.34). Dada uma
acdo da forma (A.34), escolhe-se uma varidvel canonica para desempenhar o papel do tempo
e resolve-se a equacdo H(p,q) = 0 para a varidvel canonicamente conjugada correspondente.
Esta varidvel conjugada ao tempo, agora expressa em funcdo das demais varidveis canoOnicas,
deve ser introduzida na a¢do. A coordenada escolhida como tempo e o seu momento conjugado
ndo mais aparecem na acao reduzida resultante, que tem a forma:

15}
S= (pg—H)dt (A.39)
h
a qual permite identificar a hamiltoniana ndo-nula H(p, g,t) no espago de fase reduzido.

A passagem ao espaco de fase reduzido pode ser realizada escolhendo 8 = x” = ¢ e resol-

vendo a equacgdo de vinculo (A.26) para a varidvel canonicamente conjugada Fy:

PP=P=VP+m? . (A.40)

A solugio negativa para P° deve ser descartada porque a energia E = P° de uma particula livre
€ positiva. Levando este resultado na acdo (A.34) resulta:

72 dxg = d7F 2 - d7 =
S= [ dt (—P0—0+P~—r>:/ dt (P-E:—\/P2+m2) , (A41)
151 1

dr dr

que € da forma (A.39) com a seguinte hamiltoniana

H=VP +m?> |, (A.42)

exatamente igual a energia de uma particula livre relativistica.

No caso de uma parametrizacdo de uma teoria de campo escalar relativistica no espaco
de Minkowski [7], temos a presenca de uma densidade super-hamiltoniana. Dessa forma, as
equagdes de Hamilton devem ser obtidas mediante uma integracdo, no espaco-tempo, desta
densidade. Para manter o conceito de covariancia, o espago-tempo de Minkowski deve ser
dividido em partes espacial e temporal [226].
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