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Resumo

A abordagem de cadastro duplo envolve um levantamento amostral onde dois cadastros são

utilizados com o propósito de fornecer maior cobertura e identificar elementos de uma única

população-alvo. Tal abordagem tem sido vastamente utilizada na literatura em situações onde

um único cadastro não consegue fornecer cobertura completa da população-alvo, ou ainda,

quando há diferenças de custo de amostragem realizada em cada um dos cadastros disponí-

veis. Esta tese estuda estratégias de inferência assistida por modelos aplicadas à abordagem

de cadastro duplo, propondo estimadores do tipo regressão generalizado. Variáveis auxiliares

são consideradas disponíveis em ambos os cadastros e utilizadas no processo de estimação

para aumentar a precisão de estimativas. As propriedades de consistência, centralidade assin-

tótica e erro quadrático médio assintótico dos novos estimadores propostos são apresentadas

e uma simulação é realizada para analisar sua eficiência relativa a estimadores já propostos

na literatura, sob a situação em que um plano de amostragem aleatória simples é aplicado em

cada um dos cadastros. Os estimadores propostos têm potencialidade de aplicação direta em

diversas áreas, como a de pesquisa agropecuária.

Palavras-chave: Cadastro duplo, estimador regressão, consistência, centralidade assintótica.



Abstract

A dual frame sampling approach is defined as a survey sample design with two sample fra-

mes providing coverage for the same target population. Under this context, we propose several

generalized regression estimators are proposed and we proved that they are asymptotically

design-unbiased, design-consistent and have an asymptotic mean square error under some

conditions. Their performance is compared with estimators found in literature and investigated

for several dual frame scenarios in a Monte Carlo study for simple random sampling design.

The proposed estimators are motivated by their potential application to many areas, such as

agricultural research, health and ecology.

key words: Dual frame, generalized regression estimator, design consistency, agricultural re-

search, asymptotic design unbiased, asymptotic mean square error.
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CAPÍTULO 1

Introdução

1 A abordagem de cadastro duplo

A abordagem de cadastro duplo é definida como um levantamento onde dois cadas-

tros, denotados por A e B, são utilizados simultaneamente para identificar elementos de uma

população-alvo. Nesta abordagem, amostras aleatórias independentes, denotadas por SA e

SB, são obtidas de cada cadastro, respectivamente, através de planos amostrais com probabi-

lidades p(SA) e p(SB) possivelmente diferentes. Hartley (1962) provavelmente foi o primeiro a

apresentar uma estratégia de estimação que trouxe vantagens na relação custo-benefício em

favor da abordagem de cadastro duplo. Motivados por esta contribuição inicial, vários auto-

res contribuíram para o desenvolvimento e para a melhoria de estratégias de estimação sob

essa abordagem, como Bankier, Lepkowski & Groves (1986), Lund (1968), Fuller & Burmeis-

ter (1972), Skinner (1991), Skinner & Rao (1996), Bosecker & Ford (1976), Haines & Pollock

(1998), Carfagna (2004), Alpizar-Jara, Pollock & Haines (2005), Lohr (2007) e Lu (2007). No

contexto de estratégias de estimação assistida por modelos, a lista de autores parece ser mais

reduzida. Singh & Wu (2003) propuseram estimadores do tipo regressão modificados, basea-

dos em métodos de calibração, e Coelho (2007) apresentou estratégias de estimação assistida

por modelos baseadas em estimadores do tipo razão.

Existem inúmeras situações em que é possível utilizar a abordagem de cadastro duplo.

Por exemplo, quando um dos cadastros não tem um grau de cobertura desejável da população-

alvo, porém existe um segundo cadastro, que em conjunto com o primeiro, fornece cobertura

completa. Esta situação é representada pela figura 1.1.
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População

Cadastro A Cadastro B

Figura 1.1: Cadastro duplo fornecendo cobertura completa para a população-alvo

Outro exemplo está na situação em que um cadastro cobre por completo a população-

alvo, mas tem alto custo de seleção da amostra. Nesse caso, se houver um outro cadastro

disponível e de abrangência menor que o primeiro, é possível utilizar ambos os cadastros de

modo a tornar vantajosa a relação custo-benefício de seleção de elementos. Esta situação é

representada pela figura 1.2.

População

Cadastro A

Cadastro B

Figura 1.2: Cadastro duplo para melhorar a relação custo-benefício

na seleção de elementos da população-alvo

Denote por A o conjunto de elementos pertencentes ao cadastro A e B o conjunto de elemen-

tos pertencentes ao cadastro B. O uso de dois cadastros induz a existência de no máximo três

domínios disjuntos, a, b e ab, tais que a = A ∩Bc, b = A c ∩B e ab = A ∩B. Quando B ⊂ A

apenas dois domínios são gerados, como ilustra a figura 1.3.(b).
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População

Cadastro A Cadastro B

a ab b

População

(b)(a)

Cadastro A

Cadastro B

aab = B

Figura 1.3: Domínios a, b e ab induzidos pela abordagem de cadastro duplo

A abordagem de cadastro duplo é um caso particular da abordagem de cadastros múltiplos

em que F cadastros são utilizados (F ≥ 2). Em geral, tal abordagem implica a existência de

2F −1 domínios possíveis de serem identificados.

2 Aplicações

Situações reais em que a abordagem de cadastro duplo pode ser aplicada são encon-

tradas na literatura, abrangendo diversas áreas de aplicação. A seguir, serão apresentados

estudos que utilizaram a abordagem com sucesso ou que ainda estudam as suas potenciali-

dades.

2.1 Agricultura

1. Pesquisa Agropecuária Nacional - Canadá

Armstrong (1979) estudou o uso da abordagem de cadastro duplo na Divisão de Agrope-

cuária e Estatística do Canadá na condução da Pesquisa Agropecuária Nacional, baseada em

um cadastro do tipo área. Devido a problemas neste tipo de cadastro, como a vulnerabilidade

a altas taxas de não-resposta e a não-atualização ao longo dos anos, era necessário verificar

se outras técnicas poderiam ser mais eficientes na produção de estimativas agropecuárias.

Para isto, uma das províncias ligadas à produção agrícola, a de New Brunswick no ano de

1978 foi escolhida para a realização de um estudo piloto através da abordagem de cadastro

duplo. Foram considerados dois cadastros:

• Um cadastro do tipo área (listagem de segmentos de área cobrindo um determinado

território), que fornece total cobertura da população-alvo;

• e um cadastro do tipo específico (listagem de elementos pertencentes a população da

província).
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A complexidade encontrada no uso da abordagem neste cenário estava na forma de trata-

mento do cadastro do tipo área. Por ser um cadastro que contemplava grandes áreas, garantia

a total cobertura da população-alvo. Neste cadastro, as grandes fazendas (que possuíam a

maioria das informações de interesse) identificadas em censos anteriores sempre eram incluí-

das na pesquisa com probabilidade 1, para que e na amostra obtida não se corresse o risco das

informações destas fazendas gerarem superestimativas dos parâmetros de interesse. Além

disso, uma eventual exclusão de uma destas grandes fazendas poderia comprometer seria-

mente a qualidade das estimativas de interesse. Os demais elementos do cadastro de área

eram selecionados com base em planos amostrais complexos, como o de conglomerado em

dois estágios.

No estudo, o chamado estimador screening foi empregado, e tem este nome porque para

ser utilizado, é necessário identificar quais elementos da amostra obtida do cadastro de área

estão no cadastro de lista. Após a identificação, os elementos em duplicata são desprezados.

Considerando A como sendo o cadastro do tipo área e B o cadastro do tipo específico, tem-se

que B ⊂ A (ver figura 1.3.(b)). Considerando uma amostragem aleatória simples em ambos

os cadastros, o estimador screening para o total populacional ty = tya + tyB é dado por:

t̂y = Naya +NByB,

onde tya é o total populacional do domínio a, tyB é o total populacional do cadastro B, Na é

o tamanho populacional do domínio a, NB é o tamanho populacional do cadastro B, ya é a

média amostral do domínio a e yB é a média amostral do cadastro B. A variância do estimador

screening é dada por

Var(t̂y) = (Na)
2Var(ya)+ (NB)

2 Var(yB)

onde Var(ya) e Var(yB) são as variâncias dos estimadores para a média no domínio a e ca-

dastro B, respectivamente. Foram obtidos resultados satisfatórios na produção de estimativas

agropecuárias em New Brunswick quando estes foram comparados aos da pesquisa realizada

apenas com o cadastro de área. Esta experiência foi uma das primeiras a apresentar potencial

de aplicação da abordagem de cadastro duplo em pesquisas agropecuárias.

2. National Agricultural Statistics Service (NASS-USA)

As pesquisas do setor agropecuário nos Estados Unidos são desenvolvidas pelo United

States Department of Agriculture (USDA) através do National Agritcultural Statistics Service

(NASS), que fornece oficialmente toda a informação estatística referente à agricultura. O NASS

utiliza métodos de pesquisa baseados em múltiplos cadastros. Desde 1950, abordagens como

a de cadastro duplo fornecem grande contribuição para as pesquisas agropecuárias do país.
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O programa desenvolvido pelo NASS, intitulado Multiple Frame Agricultural Survey, foi ini-

ciado em 1986 em 27 estados daquele país e conduzido nos meses de junho, julho, agosto,

setembro, janeiro e março, com o intuito de obter estimativas referentes a áreas produtivas,

número de unidades agrícolas em atividade, área total ocupada por unidades agrícolas, pro-

dução total das unidades agrícolas, dentre outros. São considerados os seguintes tipos de

cadastros:

• Cadastro de área;

• Cadastros específicos (listagens de elementos da população-alvo).

O cadastro do tipo área é resultante da combinação dos cadastros de área construídos

para cada estado, independentemente. A cada 10 ou 20 anos o cadastro é atualizado. Já

os cadastros específicos são regularmente atualizados, e utilizados em combinação com o

cadastro de área. Existem aproximadamente 2 milhões de unidades agrícolas nos Estados

Unidos, e os cadastros específicos, quando construídos em grande escala, conseguem uma

cobertura de aproximadamente 1,1 milhões de unidades agrícolas.

As informações coletadas para composição do cadastro específico são divididas em duas

partes. A primeira é referente aos dados para identificar, localizar e contactar fazendeiros e

empresários do setor: nome, endereço, telefone, estado, distrito, município, razão social, nú-

mero de identificação de empregador, etc. A segunda parte contém dados sobre a fazenda

e/ou negócio. Uma vez construído, o cadastro é constantemente atualizado através de pes-

quisas feitas ao longo do ano, e através do censo agropecuário. O cadastro específico é

construído com múltiplos propósitos, dentre os quais é possível citar os seguintes:

i. identificação e classificação de fazendeiros e/ou empresários do setor que estão direta-

mente ligados a determinados produtos de interesse;

ii. estratificação para identificar grupos de fazendeiros e produtores que possuem determi-

nado produto em comum, para que se possa coletar amostras em cada grupo;

iii. pesquisas específicas, ou seja a coleta de dados é feita de forma a atender uma popula-

ção-alvo em particular.

iv. possibilidade de se atribuir probabilidades de seleção para cada elemento do cadastro

O cadastro do tipo área do NASS é construído a partir de toda a área dos Estados Unidos,

que é dividida em segmentos de terra através de delimitações, associando fazendas, produ-

ção, animais, etc. com a área pertencente a cada segmento. Imagens de satélite, mapas

topográficos, sistemas de informação geográfico e fotos aéreas também são utilizados para

construção dos cadastros de área. A vantagem desse cadastro está na cobertura completa de
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todas as unidades agrícolas em atividade. As figuras (1.4) e (1.5) ilustram um exemplo de seg-

mento de área selecionado pelo NASS. Com o passar dos anos, novas tecnologias ajudaram

a construção dos cadastros do tipo área.

Figura 1.4: Exemplo de seleção de segmento de área

Fonte: National Agritcultural Statistics Service (NASS)

Figura 1.5: Segmento escolhido e subdivisão do segmento em estratos

Fonte: National Agritcultural Statistics Service (NASS)
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3. Pesquisas Agropecuárias do Departamento Administrativ o Nacional de Estatística

(Colômbia)

As pesquisas do setor agropecuário na Colômbia são desenvolvidas pelo Departamento

Administrativo Nacional de Estadística (DANE) em função de seu papel como coordenador

do Sistema Estadístico Nacional (SEN) daquele país. O DANE trabalha atualmente com o

objetivo de fortalecer e consolidar o SEN através das chamadas “estatísticas estratégicas”,

na consolidação das informações obtidas através das pesquisas agropecuárias e adoção de

instrumentos de coleta e iniciativas mais eficientes no sentido de melhorar a qualidade da infor-

mação, sua disponibilidade e acessabilidade. Tudo isto é focado na necessidade de obtenção

de informações estatísticas que atendam à demanda e aos múltiplos propósitos das pesquisas

implementadas na região.

A abordagem de cadastro duplo não está sendo utilizada no momento nas pesquisas

colombianas. Porém está sendo considerada como possível alternativa para melhorar a re-

lação custo-benefício. López (2010) talvez seja o primeiro a apresentar um estudo sobre a

abordagem naquele país, pois utilizou os dados provenientes da chamada Encuesta Nacional

Agropecuria (ENA), pesquisa realizada anualmente para analisar a eficiência de estimadores

propostos na literatura diante dos múltiplos propósitos das pesquisas agropecuárias realizadas

na Colômbia, como:

• Estimar a área cultivada para os principais produtos de caráter permanente ou temporá-

rio;

• Determinar a implantação de políticas voltadas para o meio-ambiente;

• Estabelecer as situações em que será necessária uma intervenção técnica;

• Determinar o uso e aproveitamento do solo;

• Conhecer a tecnologia utilizada nos sistemas produtivos dos principais produtos agríco-

las (provisório ou permanentes)

• Manejo tecnológico do gado e controle da produção de leite.
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2.2 Ecologia

1. Estimação de ninhos de águias norte-americanas

Haines & Pollock (1998), interessados no monitoramento de animais silvestres, conside-

raram a abordagem de cadastro duplo para estimar o total de ninhos bem-sucedidos (ou seja,

que contém pelo menos um casal com um filhote) da ave símbolo e uma das mais conheci-

das dos Estados Unidos, a águia norte-americana, que se encontra ameaçada de extinção.

O monitoramento da espécie é importante pois a quantidade de ninhos serve como indicador

para a qualidade do ecossistema, e até mesmo para a qualidade da água da região de es-

tudo, uma vez que a espécie constrói ninhos em regiões com grande quantidade de água de

boa qualidade. A águia norte-americana é muito sensível a toxinas e a presença destas no

habitat da espécie é prejudicial dependendo do tipo de presa que capturam. Por outro lado, os

filhotes que ainda não estão prontos para deixar os ninhos são bastante prejudicados. Em re-

giões onde são encontrados ninhos vazios, análises foram feitas e infelizmente nestes ninhos

foram encontrados resíduos destas toxinas. Ovos mais frágeis e baixa produção de ovos são

exemplos de informações obtidas a partir da análise dos ninhos desta espécie de ave.

O conhecimento de informações sobre a qualidade do ecossistema utilizando essa espé-

cie de águia é baseado necesseriamente em várias variáveis, como mortalidade, quantidade

de determinado tipo de toxina e número de ovos por ninho por exemplo. A necessidade de

uso da abordagem de cadastro duplo neste caso foi importante porque dois tipos de cadastros

estavam disponíveis:

• Um cadastro específico, que continha informações como a localização dos ninhos, por

exemplo. Apesar de bastante eficiente, este tipo de cadastro pode ser desatualizado com

facilidade, principalmente se forem levadas em consideração variáveis como tempo, uma

vez que novos ninhos podem vir a ser construídos em épocas distintas.

• Um cadastro de área, que continha informações sobre os limites geográficos das regiões

da espécie, possuindo a vantagem de fornecer completa cobertura da população de

interesse e a desvantagem de proporcionar alto custo de seleção de elementos para

amostras a serem coletadas.

Com o intuito de minimizar as deficiências individuais destes cadastros, a abordagem de

cadastro duplo foi utilizada com o objetivo de estimar o total de ninhos de águia, e apresentou

resultados satisfatórios. Neste estudo, sempre foi assumido que o cadastro de área estava

completo, e o que era sempre atualizado era o cadastro tipo específico. Além disso, o uso desta

abordagem revelou outra regra importante no comportamento da espécie: a desconsideração

da teoria que estabelecia a permanência de um casal de aves em um ninho construído. Ficou

comprovado que um casal de aves mantêm vários ninhos em seu território, revelando que a
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variável número de territórios ocupados se tornou mais efetiva do que o número de ninhos

bem-sucedidos.

2.3 Saúde

1. Pesquisa Nacional de Idosos (EUA)

Choudhry, Park & Li (2002) consideraram a abordagem de cadastro duplo a partir de infor-

mações da Pesquisa Nacional de Idosos realizada em 2000, conduzida para obter estimativas

da população de idosos. A pesquisa foca, em especial, grupos populacionais de interesse do

Departamento de Assistência ao Idoso (Departament of Veteran Affairs - DVA) dos Estados

Unidos, de modo a estruturar o planejamento de programas destinados à serviços de assis-

tência geral para idosos.

O DVA tinha interesse em obter estimativas dos grupos populacionais em questão (mulhe-

res, afro-americanos, e latino-americanos). A população-alvo considerada na pesquisa foi todo

o conjunto de idosos residentes nos Estados Unidos e em Porto Rico, e com base em critérios

determinados pelo DVA, a população é então estratificada com base nos grupos populacionais

de interesse. Existiam dois cadastros disponíveis:

• Um cadastro específico, com números de telefones de idosos identificados de acordo

com Casady & Lepkowski (1991); Casady & Lepkowski (1993) e Potter et al. (1991).

• Um cadastro específico constituído pela combinação de duas fontes administrativas, a

primeira com informações de idosos cadastrados nos serviços de assistência à saúde e

a segunda com informações do registro nacional de seguridade social e pensões.

O primeiro cadastro, apesar de conter a quase totalidade das informações, em geral apre-

sentava grande taxa de não-resposta ou de não-conclusão de uma entrevista, e alto custo para

obtenção das informações, uma vez que se faz necessário um tempo elevado ao telefone para

realização das entrevistas. Já o segundo cadastro, apesar de incompleto, não apresentava as

deficiências do primeiro. Com isso, a ideia dos autores foi combinar ambos os cadastros de

modo a alcançar uma maior precisão nas estimativas de interesse, com custo o mais reduzido

possível. Ao utilizar a abordagem de cadastro duplo, foi verificada uma redução significativa do

custo quando se comparou a abordagem com um plano amostral aplicado apenas no primeiro

cadastro.
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2. Pesquisa Nacional de Imunização (EUA)

Shin, Molinari & Wolter (2008) consideraram a abordagem de cadastro duplo na Pesquisa

Nacional de Imunização (National Immunization Survey - NIS) realizada pelo Centro de Pesqui-

sas de Opiniões Nacionais (National Opinion Research Center - NORC), de modo a fornecer

informações para os centros de Controle e Prevensão de Doenças (Center for Disease Control

and Prevention - CDC). Este tipo de pesquisa monitora a campanha de vacinação em crianças

de 19 a 35 meses de vida. A cada ano, esta pesquisa realiza uma série de aproximadamente

24000 entrevistas em domícilios selecionados. Nesta pesquisa dois cadastros foram utilizados:

• Um cadastro de telefones registrados em um ou mais bancos de telefones do país;

• Um cadastro específico de domícilios que continham pelo menos uma criança.

De todos os telefones cadastrados, menos de 25% destes eram associados a domícilios

e aproximadamente 68% dos telefones em funcionamento estavam presentes neste cadastro.

Os autores encontraram evidência de que a aplicação da abordagem de cadastro duplo na

pesquisa NIS representa uma alternativa de baixo custo quando comparada à pesquisa feita

apenas no cadastro A, principalmente em situações em que é necessário utilizar um plano

de amostragem estratificada com base no custo de seleção de unidades amostrais em cada

estrato.

3 Contribuições desta tese

Quando uma ou mais variáveis auxiliares estão disponíveis em uma abordagem com um

único cadastro, seu uso pode melhorar consideravelmente as estimativas dos parâmetros,

através de estimadores do tipo regressão. Coelho (2007) mostrou que, como era de se esperar,

o uso de estimadores do tipo regressão também pode melhorar consideravelmente estimativas

em uma abordagem de cadastro duplo.

O objetivo desta tese de doutorado é apresentar estratégias de inferência utilizando for-

mas gerais de estimadores do tipo regressão, adaptados à abordagem de cadastro duplo e

compará-las de modo a informar qual destas estratégias tem melhor desempenho em situa-

ções onde a informação de uma ou mais variáveis auxiliares está disponível. Estas estratégias

permitem propor diferentes tipos de estimadores de regressão, dentre os quais os propostos

por Coelho (2007) são casos particulares. A investigação conduzida contempla a proposição

de novos estimadores, bem como o estudo de suas propriedades estatísticas, com respeito a

variância, consistência com respeito ao plano amostral, centralidade assintótica e erro quadrá-

tico médio assintótico, e distribuição assintótica. Um estudo de simulação foi realizado para

avaliar os estimadores sob o caso específico de amostragem aleatória simples empregada nos

dois cadastros, através do método de simulação de Monte Carlo.
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4 Organização da tese

A presente tese está dividida em sete capítulos. Neste primeiro capítulo foi apresentada

uma introdução sobre a abordagem de cadastro duplo. O capítulo 2 apresenta uma revisão

das principais estratégias de estimação sob a abordagem de cadastro duplo já propostas na

literatura, as quais não utilizam a informação de variáveis auxiliares no processo de estima-

ção. O capítulo 3 apresenta, como contribuição original, estimadores do tipo regressão para a

abordagem de cadastro duplo e suas propriedades de variância. O capítulo 4 apresenta, ainda

como contribuição original desta tese, o estudo da consistência, centralidade assintótica, erro

quadrático médio assintótico e distribuição assintótica dos estimadores propostos. O capítulo

5 apresenta casos particulares dos estimadores apresentados no capítulo 3 e suas proprieda-

des de variância sob os planos de amostragem aleatória simples e estratificada. O capítulo

6 apresenta a avaliação computacional dos estimadores propostos, através do método de si-

mulação de Monte Carlo. O ambiente de programação, análise de dados e gráficos R em sua

versão 2.12.0 foi a plataforma computacional escolhida para a avaliação computacional. Por

fim, no capítulo 7 são apresentadas as considerações finais deste trabalho.
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CAPÍTULO 2

Inferência em uma abordagem de cadastro duplo

1 Estratégia de Hartley(1962)

Hartley (1962) avaliou a eficiência de uso da abordagem de cadastro duplo em um estudo

realizado no Statistical Laboratory da Iowa State University sobre efeitos da industrialização na

agricultura, sob a perspectiva de um plano de amostragem aleatória simples aplicado em cada

cadastro. Os responsáveis pela pesquisa eram do Departamento de Economia e Sociologia

da mesma universidade. Os cadastros utilizados nessa pesquisa foram os seguintes:

• Um cadastro do tipo área rural, utilizado para seleção de produtores rurais;

• Um cadastro do tipo específico, constituído por empregados de um empresa automotiva

e que também eram produtores rurais.

O uso simultâneo destes cadastros para a cobertura da população-alvo forneceu uma ex-

periência bem sucedida no que diz respeito ao custo-benefício na seleção de elementos. De

modo a facilitar a compreensão do leitor a respeito do processo de inferência sob a aborda-

gem de cadastro duplo, a descrição do estimador de Hartley (1962) será realizada de forma

detalhada. Considere que dois cadastros A e B estejam disponíveis e que juntos forneçam

completa cobertura para a população-alvo, ilustrado pela figura 1.3(a). Para a implementação

da abordagem, duas condições são necessárias:

1. Todos os elementos da população-alvo devem ser identificados pela união dos cadastros;

2. Pode-se verificar se qualquer elemento de um cadastro pertence ou não ao outro.
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Denotando por U = A ∪B o conjunto de elementos da população-alvo e considerando a

notação de domínios apresentada na figura 1.3(a), Hartley (1962) faz uma descrição dos pos-

síveis cenários gerados por um levantamento amostral realizado sob a abordagem de cadastro

duplo. Estes cenários dependem basicamente da disponibilidade de informações populacio-

nais, como mostra a tabela (2.1) a seguir.

Tabela 2.1: Situações possíveis para uso da abordagem de Cadastro Duplo

Tipo de Informação
CENÁRIOS

Disponível 1 2 3 4

Tamanhos dos Tamanhos dos Apenas os Apenas as
Tamanho dos domínios domínios tamanhos dos magnitudes

domínios e dos e cadastros e cadastros cadastros relativas dos
cadastros conhecidos conhecidos conhecidos cadastros

conhecidas

Possibilidade Alocação de Alocação de Alocação de Alocação de
de alocação da amostra amostra amostra aos amostra aos

amostra aos domínios aos cadastros cadastros cadastros

É possível notar que U = a ∪ b ∪ ab, como mostra a figura 1.3(a). Os cenários 1 e 2

ilustram a situação em que os tamanhos dos domínios são conhecidos, o que implica que os

tamanhos populacionais nos cadastros também o são. O cenário 1 permite que a amostra seja

alocada a cada domínio, o que ilustra o caso de um plano sob estratificação, enquanto que o

cenário 2 admite a alocação da amostra apenas aos cadastros. Os cenários 3 e 4 só permitem

que a alocação da amostra seja feita nos cadastros. No cenário 3, apenas os tamanhos

populacionais nos cadastros são conhecidos, enquanto o cenário 4 apresenta como única

informação disponível o tamanho relativo dos cadastros, fornecendo informações bastante

restritivas, tornando possível apenas a estimação de médias populacionais. Assim, todo o

desenvolvimento nesta tese será referente aos cenários 2 e 3. A tabela (2.2) fornece a notação

utilizada para cálculos feitos a partir das amostras obtidas dos cadastros A e B. Nela, as

quantidades nab(A), t̂yab(A) e ỹab(A) são funções de elementos na amostra que pertencem ao

domínio ab e que foram selecionados do cadastro A. As quantidades nab(B), t̂B
yab, e ỹB

ab são

definidas analogamente e estão relacionadas ao cadastro B.
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Tabela 2.2: Notação utilizada na estratégia de Hartley

Quantidades de
CADASTRO Domínio

Interesse A B a b ab

População A B A B A∩B
Tamanho da População NA NB Na Nb Nab

Total populacional tyA tyB tya tyb tyab

Média populacional µyA µyB µya µyb µyab

Amostra SA SB SA SB Sab

Tamanho da amostra nA nB na nb nab(A) nab(B)

Estimador do Total t̂yA t̂yB t̂ya t̂yb t̂A
yab t̂B

yab

Média amostral yA yB ỹa ỹb ỹA
ab ỹB

ab

Considerando a implementação de um plano de amostragem aleatória simples em cada ca-

dastro, por exemplo, a ideia de Hartley pode ser representada pela figura a seguir.

Figura 2.1: Quantidades amostrais geradas pela estratégia de Hartley

Nesta tese, a menos que seja dito o contrário, yk será sempre considerado como o valor da

variável de interesse y associada ao elemento k na população-alvo. O método de estimação

desenvolvido por Hartley (1962), que considera o cenário 2, é proposto com base em uma

variável y∗k definida da seguinte forma:

y∗k =





yk, se k ∈ a ou k ∈ b

pyk, se k ∈ ab e k ∈ A

(1− p)yk, se k ∈ ab e k ∈ B,

onde p é uma constante de ponderação para identificação dos elementos de cada cadastro na

população, tal que 0≤ p ≤ 1. Dessa forma , é possível reescrever o total populacional, ty, da
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seguinte maneira:

ty = tya + tyb + tyab

= tya + tyb +(p+1− p)tyab

= tya + ptyab + tyb +(1− p)tyab

= ∑
k∈A

y∗kA + ∑
k∈B

y∗kB

= t∗yA + t∗yB. (2.1)

Observando a estrutura da expressão (2.1), Hartley enfatiza o fato de que ty pode ser

estimado utilizando estimadores para cada um dos domínios a, b e ab. É possível também

representar ty ou a média populacional, µ , da seguinte forma:

ty = tyA + tyB − tyab

= tyA + tyB −
(

ptyab +(1− p)tyab
)

(2.2)

µ = N−1ty = N−1(tyA + tyB − tyab
)
, (2.3)

onde N = NA +NB −Nab. Nesta tese, o estimador de Hartley será motivado pelas expressões

(2.2) e (2.3). Dessa forma, considerando t̂yA, t̂yB e t̂yab como estimadores do total para os

cadastros A, B e para o domínio ab, respectivamente, e denotando por yH o estimador de

Hartley para µ , tem-se que

yH = N−1(t̂yA + t̂yB − t̂yab
)
. (2.4)

Quando um plano de amostragem aleatória simples é empregado em cada cadastro (caso

originalmente considerado em Hartley (1962)),

t̂yA = NAyA , t̂yB = NByB e t̂yab = pNabyab(A)+(1− p)Nabyab(B).

Ao substituir estas quantidades em (2.4), a expressão do estimador de Hartley é

yH = N−1
[
NAyA +NByB −

(
pNabyab(A)+(1− p)Nabyab(B)

)]
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= wAyA +wByB −
(

pwabyab(A)+(1− p)wabyab(B)

)
, (2.5)

onde wA = NA/N, wB = NB/N e wab = Nab/N. Em uma situação onde estimadores de Horvitz-

Thompson são utilizados para estimar as quantidades populacionais nos cadastros e domínios,

tem-se que

t̂yA = ∑
k∈SA

yk

πk
, t̂yB = ∑

k∈SB

yk

πk
e t̂yab = p ∑

k∈SA∩ab

yk

πk
+(1− p) ∑

k∈SB∩ab

yk

πk
.

Substituindo estes valores em (2.4), obtém-se

yH = N−1


∑

k∈SA

yk

πA
k

+ ∑
k∈SB

yk

πB
k

−


p ∑

k∈ab
k∈SA

yk

πA
k

+(1− p) ∑
k∈ab
k∈SB

yk

πB
k







= N−1


NA ∑

k∈SA

yk

NAπk
+NB ∑

k∈SB

yk

NBπk
−


pNab ∑

k∈ab
k∈SA

yk

Nabπk
+(1− p) ∑

k∈ab
k∈SB

yk

Nabπk







= wAyHT (A)+wByHT (B)−
(

pwabyA
HT (ab)+(1− p)wabyB

HT (ab)

)
, (2.6)

onde

• πA
k é a probabilidade de inclusão do elemento k do cadastro A na amostra;

• πB
k é a probabilidade de inclusão do elemento k do cadastro B na amostra;

• yHT (A) é o estimador de Horvitz-Thompson para a média populacional do cadastro A;

• yHT (B) é o estimador de Horvitz-Thompson para a média populacional do cadastro B;

• yA
HT (ab) é o estimador de Horvitz-Thompson para a média populacional do domínio ab, no

cadastro A e

• yB
HT (ab) é o estimador de Horvitz-Thompson para a média populacional do domínio ab, no

cadastro B.

Nota-se que o estimador de Hartley para a média populacional µ é uma média ponderada

entre os estimadores de Horvitz-Thompson para a média em cada cadastro e também para a

interseção entre eles.
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As variância aproximadas de yH e dos outros estimadores que serão apresentados nesta tese

podem ser expressas em termos matriciais na forma

AVar
(
θ̂
)
= dT Σd, (2.7)

onde dT é vetor coluna e Σ é a matriz de variâncias e covariâncias do estimador θ̂ , diagonal

em blocos, pois planos amostrais são aplicados independentemente em cada cadastro. Os

elementos de Σ são representados pelas variâncias dos estimadores referentes a cadastros e

domínios para cada estimador. Para o estimador de Hartley, tem-se que

d =




wA

pwab

wB

(1− p)wab




e ΣH =


 ΣA 0

0 ΣB


=




σ2
A σA;ab(A) 0 0

σA;ab(A) σ2
ab(A) 0 0

0 0 σ2
B σB;ab(B)

0 0 σB;ab(B) σ2
ab(B)



.

Os termos σ2
A e σ2

B representam as variâncias dos estimadores de Horvitz-Thompson para a

média populacional nos cadastros A e B. Por exemplo,

σ2
A =

1

N2
A

∑
k∈A

∑
l∈A

∆A
kl

yk

πA
k

yl

πA
l

,

com ∆A
kl = πA

kl −πA
k πA

l , sendo πA
kl a probabilidade de inclusão de segunda ordem dos elementos

k e l do cadastro A. σ2
ab(A) e σ2

ab(B) representam as variâncias dos estimadores para a média po-

pulacional do domínio ab nos cadastros A e B respectivamente, e σA;ab(A) σB;ab(B) representam

as covariâncias entre os estimadores calculados dentro dos cadastros A e B respectivamente.

Por exemplo,

σA;ab(A) = Cov
(

yHT (A);yA
HT (ab)

)
=

1
NA

1
Nab

∑
k∈A

∑
l∈ab

∆A
kl

yk

πA
k

yl

πA
l

.

ΣH é uma matriz diagonal em blocos, pois planos amostrais são aplicados independentemente

em cada cadastro. Hartley mostrou ainda que o valor de p que minimiza a expressão (2.7) é

dado por

p =
Nb
(

f B
)−1

wab
B σ2

ab(B)

Na ( f A)
−1wab

A σ2
ab(A)+Nb ( f B)−1wab

B σ2
ab(B)

, (2.8)

onde wab
A = Nab/NA, wab

B = Nab/NB, fA = nA/NA e fB = nB/NB. Quando o valor de ao menos

uma das covariâncias apresentadas for muito alto, o valor ótimo de p (2.8) pode ficar fora

do intervalo [0,1]. Um estimador não-viesado para Var(yH) pode ser obtido ao substituir as
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quantidades populacionais pelos respectivos estimadores de Horvitz-Thompson.

Hartley (1962) mostrou que a abordagem de cadastro duplo é mais eficiente do que a

abordagem de selecionar uma amostra de um único cadastro, para o caso em que B ⊂ A. O

critério escolhido para a comparação foi a razão

Var(yH)/Var
(
y′
)

onde y′ é o estimador para a média populacional do cadastro A e yH é o estimador de Hartley

para µ sob a abordagem de cadastro duplo. Considerando cA e cB como os custos de seleção

de elementos dos cadastros A e B respectivamente, e σ2
B e σ2

a como as variâncias dos estima-

dores obtidos no cadastro B e domínio a respectivamente, as tabelas a seguir apresentam a

redução da variância do estimador de Hartley em função de cB/cA e NB/NA, para valores fixos

de σ2
B/σ2

a .

Tabela 2.3: Valores da razão Var (yH)/Var(y′) quando σ2
B/σ2

a = 16

cB/cA
NB/N

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 1
0.01 0.096 0.076 0.059 0.045 0.031 0.024 0.010
0.05 0.154 0.134 0.118 0.102 0.086 0.075 0.050
0.10 0.206 0.188 0.174 0.160 0.143 0.131 0.100
0.20 0.288 0.278 0.269 0.261 0.248 0.237 0.200
0.30 0.359 0.356 0.355 0.353 0.347 0.338 0.300
0.40 0.423 0.428 0.435 0.440 0.441 0.436 0.400
0.50 0.483 0.496 0.510 0.524 0.533 0.532 0.500
1.00 0.096 0.784 0.836 0.889 0.944 0.972 1.000

Tabela 2.4: Valores da razão Var (yH)/Var(y′) quando σ2
B/σ2

a = 4

cB/cA
NB/N

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 1
0.01 0.259 0.201 0.152 0.108 0.066 0.044 0.010
0.05 0.340 0.284 0.234 0.186 0.137 0.107 0.050
0.10 0.404 0.352 0.304 0.257 0.205 0.172 0.100
0.20 0.500 0.456 0.415 0.372 0.322 0.287 0.200
0.30 0.576 0.540 0.507 0.472 0.426 0.393 0.300
0.40 0.640 0.613 0.588 0.561 0.523 0.493 0.400
0.50 0.696 0.678 0.661 0.642 0.614 0.589 0.500
1.00 0.900 0.914 0.932 0.953 0.976 0.988 1.000

Por exemplo, para σ2
B/σ2

a = 4, na situação em que cB/cA = 0.30 e NB/N = 0.7, observa-se que o

uso da abordagem de cadastro duplo comparada à abordagem de uso de apenas um cadastro

apresenta um valor da razão igual a 0.507.
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Exemplo de aplicação da abordagem de Hartley

Nesta seção será apresentado um exemplo de estimação através da estratégia de Hartley.

Considere uma população com N = 169587elementos gerados aleatoriamente. De modo a

exemplificar o uso da abordagem, foram considerados cadastros A e B, de acordo com a

situação descrita pela figura 1.3(a), da seguinte forma:

1. Cadastro A: constituído do elemento 1 ao elemento 84793, com NA = 84793;

2. Cadastro B: constituído do elemento 74793 ao elemento 169587, com NB = 84794.

3. Domínio ab: constituído por Nab = 10000elementos, comuns aos cadastros gerados.

O parâmetro de interesse é a média populacional µ = 21.1. Através do plano de amostra-

gem aleatória simples, duas amostras independentes, de tamanho 1000 (cadastro A) e 800

(cadastro B) foram selecionadas, obtendo-se

yA = 22.56 , ya = 21.35 , yab(A) = 31.91

yB = 22.57 , yb = 24.04 , yab(B) = 12.67

wab = 10000/169587= 0.0589

Logo, basta substituir estas quantidades na forma do estimador de Hartley, bem como na forma

do valor ótimo de p, para se obter um estimador para a média populacional.

2 Estratégia de Fuller & Burmeister(1972)

A estratégia de Hartley é utilizada nas situações em que Nab é conhecido (cenário 2, tabela

2.1.). Quando isto não acontece, o seguinte estimador proposto por Fuller & Burmeister (1972)

pode ser utilizado. De uma forma geral, utilizando estimadores do tipo Horvitz-Thompson, tem-

se

yFB = N−1{t̂ya + t̂yb +β1t̂A
yab +(1−β1)t̂

B
yab +β2

(
N̂A

ab − N̂B
ab

)}

= ŵayHT (a)+ ŵbyHT (b)+β1ŵab(A)yHTab(A)+ ŵab(B) (1−β1)yHTab(B)+

+ N−1β2
(
N̂A

ab−N̂B
ab

)
, (2.9)
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em que

• ŵa =
N̂a

N
, ŵb =

N̂b

N
, ŵab(A) =

N̂A
ab

N
e ŵab(B) =

N̂B
ab

N
, em que, por exemplo, N̂a = ∑

k∈Sa

(1/πA
k );

• t̂ya é o estimador de Horvitz-Thompson para o total populacional do domínio a;

• t̂yb é o estimador de Horvitz-Thompson para o total populacional do domínio b;

• t̂A
yab é o estimador de Horvitz-Thompson para o total populacional do domínio ab no ca-

dastro A;

• t̂B
yab é o estimador de Horvitz-Thompson para o total populacional do domínio ab no ca-

dastro B;

• N̂A
ab e N̂B

ab são estimadores para o tamanho populacional do domínio ab em cada cadastro,

respectivamente.

• β1 e β2 são constantes de ponderação, escolhidas como os valores que minimizam a

variância do estimador de Fuller & Burmeister, que será apresentada mais adiante.

O estimador de Fuller & Burmeister (1972) é função de estimadores da forma Q̂=ŵdyd . Através

do método de linearização de Taylor é possível obter um pseudo-estimador para que seja

possível o cálculo da variância aproximada de Q̂. Tem-se que

QL = wµ +
2

∑
i=1

bi(θ̂i −θi), onde:

Q = wdµd , θ̂1 = ŵd θ̂2 = µ̂d

b1 =
∂ Q̂
∂ ŵ

∣∣∣∣
(ŵ,µ̂)=(w,µ)

= µ e

b2 =
∂ Q̂
∂ µ̂

∣∣∣∣
(ŵ,µ̂)=(w,µ)

= w.

Assim,

Q̂(L) = Q+µd(ŵd −wd)+wd(µ̂d −µd)

= Q+µdŵd −µwd +wd µ̂d −wdµd

= µdŵd +wdµ̂d −wdµd ,
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onde wd = Nd/N e µd é a média populacional do domínio d. O resultado obtido implica um

pseudo-estimador para yFB, dado por

yFB(L) = (µaŵa +waµ̂a −waµa)+ (µbŵb +wbµ̂b −wbµb)

+ β1(µab(A)ŵab(A)+wab(A)µ̂ab(A)−wab(A)µab(A))

+ (1−β1)(µab(B)ŵab(B)+wab(B)µ̂ab(B)−wab(B)µab(B))+N−1β2
(
N̂A

ab−N̂B
ab

)
,

Considerando a expressão (2.7), a variância do estimador de Fuller & Burmeister é dada em

função de

d =




wa

wab(A)β1

wb

wab(B)(1−β1)

N−1β2

N−1β2




(2.10)

e

ΣFB =




σ2
a σa;ab(A) 0 0 0 0

σa;ab(A) σ2
ab(A) 0 0 0 0

0 0 σ2
b σb;ab(B) 0 0

0 0 σb;ab(B) σ2
ab(B) 0 0

0 0 0 0 σ2
NA(ab)

0

0 0 0 0 0 σ2
NB(ab)




(2.11)

Na matriz ΣFB, por exemplo, σ2
A(a) = Var(yHT (a)), e os demais termos são definidos como anteri-

ormente. Sob um plano de amostragem aleatória simples, por exemplo, o estimador de Fuller

& Burmeister (1972) é dado por

yFB = ŵaya + ŵbyb + ŵab,syab, (2.12)

onde

yab =
[
nab(A) (1− fB)+nab(B) (1− fA)

]−1
[
(1− fB)nab(B)yab(A)+(1− fA)yab(B)

]
,
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wab,s = N̂ab,s/N, fA = nA/NA e fB = nB/NB

Na expressão, N̂ab,s é definida como a menor raiz da seguinte equação quadrática em x

(nAgB +nBgA)x2−
(
nANBgB +nBNAgA +nab(A)NAgB +nab(B)NBgA

)
x

+
(
nab(A)gB +nab(B)gA

)
NANB = 0.

(2.13)

Fuller & Burmeister provaram que a variância de N̂ab,s é dada por

Var
(
N̂ab,s

)
=

NaNbNabgAgB

nANbgB +nBNagA
+O(1) e E(N̂ab,s) = Nab +O

(
1
n

)
,

onde O(.) indica ordem de magnitude, como usado em análise real1.

3 Estratégia de Bankier, Lepkowski & Groves(1986)

A estratégia de estimação sob a abordagem de cadastro duplo adotada por Bankier, Lepkowski

& Groves (1986), descrita aqui simplesmente por estratégia BLG, atribui pesos, às unidades

amostrais de A e B. A ideia dos autores foi adotar uma abordagem que envolvesse apenas

quantidades amostrais referentes aos cadastros A e B, como mostra a figura (2.2) a seguir.

Figura 2.2: Quantidades amostrais geradas pela estratégia BLG

1Para um maior aprofundamento, o leitor pode consultar Fuller (1996). Uma breve revisão sobre o tema é
apresentada no apêndice A.
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Denotando por ωC
k o peso associado a um cadastro C, tem-se que

ωC
k =





1

πA
k

, k ∈ a

1
πB

k

, k ∈ b

1

πA
k +πB

k

, k ∈ ab

Quando há o interesse em estimar por exemplo uma média populacional denotada por µ , tem-

se que o estimador BLG é dado por

yBLG = N−1

(

∑
k∈SA

ωA
k yk + ∑

k∈SB

ωB
k yk

)
= wA

∑
k∈SA

ωA
k yk

NA
+wB

∑
k∈SB

ωB
k yk

NB

= N−1

(

∑
k∈a

ωkyk + ∑
k∈b

ωkyk + ∑
k∈ab

ωkyk

)
= waya +wbyb +wabyab (2.14)

com wA = NA/N, wB = NB/N, wa = Na/N, wb = Nb/N e wab = Nab/N. A variância de yBLG é obtida

a partir da expressão (2.7), onde

d =


 1

1


 e ΣBLG =


 σ2

yA 0

0 σ2
yB




Na matriz ΣBLG, σ2
yA = Var

(

∑
k∈A

ωA
k yk

)
e σ2

yB = Var

(

∑
k∈B

ωB
k yk

)
. É possível obter um estimador

não-viesado para a variância do estimador de Bankier, substituindo em ΣBLG as quantidades

populacionais pelos seus respectivos estimadores de Horvitz-Thompson.

A partir de (2.14) Bankier, Lepkowski & Groves (1986) propuseram ainda um estimador

iterativo chamado raking ratio estimator, dado por

yBLG(r) = N−1

(

∑
k∈SA

ω(r)
ka yk + ∑

k∈SB

ω(r)
kb yk + ∑

k∈ab

ω(r)
kabyk

)
. (2.15)

A ideia é que se façam r ajustes à constante ωk, onde
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ω(r)
ka =

Na

N̂A(r−1)
ω(r−1)

ka , ω(r)
kb = ω(r−1)

kb , ω(r)
kab =

Na

N̂A(r−1)
ω(r−1)

kab para r = 1,3,5, . . .

ω(r)
ka = ω(r−1)

ka , ω(r)
kb =

Nb

N̂B(r−1)
ν

ω(r−1)
kb , ω(r)

kab =
Nb

N̂B(r−1)
ν

ω(r−1)
kab para r = 2,4,6, . . .

ω(0)
ka =

1

πA
k

, ω(0)
kb =

1
πB

k

, ω(0)
kab =

1(
πA

k +πB
k

) ,

N̂A(r) = ω(r)
ka Na +ω(r)

kabNab e N̂B(r) = ω(r)
kb Nb +ω(r)

kabnab.

O estimador yBLG(r) é obtido fazendo yBLG(0) = yBLG e aplicando r ajustes com respeito aos

domínios, alternadamente. Como para um determinado valor de r as expressões para a va-

riância do estimador yBLG(r) são bastante complexas (Bankier, Lepkowski & Groves (1986) ;

Brackstone & Rao (1979)), Skinner (1991) provou que quando o número de ajustes é suficien-

temente grande, ou seja, quando r → ∞, tem-se que

yBLG(∞) = N−1{(NA − Ñab
)

ya + Ñabyab +
(
NB− Ñab

)
yb

}
, (2.16)

Logo, a variância aproximada do estimador raking é dada por

AVar
(

yBLG(∞)

)
=

(
1

πA
k

)−1

Naσ2
a +

(
1

πB
k

)−1

Nbσ2
b +
(
πA

k +πB
k

)−1
Nabσ2

ab

+ (µa +µb −µab)
2 NabNaNb

nANb +nBNa

(
1+λ 2) , (2.17)

onde µa, µb e µab são as médias populacionais de cada domínio e σ2
a , σ2

b e σ2
ab são as variâncias

populacionais de cada domínio, e

λ 2 =
NaNb(Nab)

2
[(

πA
k

)2
NA −

(
πB

k

)2
NB

]2

NANBπA
k πB

k

(
πA

k +πB
k

)2
((Nab)2−NANB)

2
.
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4 Estratégia de Máxima Pseudo-Verossimilhança

Skinner & Rao (1996) apresentaram o estimador de máxima pseudo-verossimilhança (pseudo

maximum likelihood - PML), considerando a situação descrita pelo cenário 3. Esta estratégia

é considerada pois o estimador de Fuller & Burmeister não pode ser aplicado diretamente em

planos amostrais complexos, por não ser consistente para o parâmetro de interesse. Dessa

forma, a estratégia de máxima pseudo-verossimilhança considera uma modificação no esti-

mador de Fuller & Burmeister, de modo a validar a propriedade de consistência. De um modo

geral, utilizando novamente estimadores do tipo Horvitz-Thompson para obter estimadores nos

domínios, tem-se que:

yPML = N−1
[(

NA − N̂ab,PML
)

yHT (a)+ N̂ab,PMLyab(∗)+
(
NB − N̂ab,PML

)
yHT (b)

]

= wa(∗)yHT (a)+wab(∗)yab(∗)+wb(∗)yHT (b) (2.18)

onde

yab(∗) =

[
πAN̂A

abyab(A)+πBN̂B
abyab(B)

]

[
πAN̂A

ab +πBN̂B
ab

]

wa(∗) =
(
NA − N̂ab,PML

)
/N wb(∗) =

(
NB − N̂ab,PML

)
/N

wab(∗) = N̂ab,PML/N

N̂A
ab = ∑

k∈ab

1
πA N̂B

ab = ∑
k∈ab

1
πB .

Com πA = πA
k e πB = πB

k , para todo k ∈ A e k ∈ B respectivamente. N̂ab,PML é a menor raiz da

equação quadrática

ax2+bx+ c = 0, (2.19)

com

a = nA +nB ,

b = nANB +nBNA +nAN̂A
ab +nBN̂B

ab; ,
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c = nAN̂A
abNB +nBN̂B

abNA.

Como b2−4ac =
(
nANB +nBNA +nAN̂A

ab +nBN̂B
ab

)2
+4nAnB

(
NA − N̂A

ab

)(
NB− N̂B

ab

)
, (2.19) não pos-

sui raízes complexas, pois N̂A
ab ≤ NA e N̂B

ab ≤ NB. Além disso, Skinner & Rao (1996) mostraram

que

AVar
(
N̂ab,PML

)
=

(
N2

n

)[
α2σ2

ab(A)+(1−α)2σ2
ab(B)

]
,

onde N = NA +NB −Nab, N = nA + nB − nab, nab = nab(A) + nab(B) e α é uma constante tal que

0≤ α ≤ 1, cujo valor que minimiza AVar
(
N̂ab,PML

)
é dado por

α =
σ2

ab(B)

σ2
ab(A)+σ2

ab(B)

.

Para cálculo da variância do estimador PML utilizando o método de linearização de Taylor,

são necessários desenvolvimentos apresentados anteriormente para o estimador de Fuller &

Burmeister. Além destes desenvolvimentos é necessário utilizar o método de linearização de

Taylor em yab(∗). Logo,

yab∗ ≈ πANabµab +πBNabµab

πAN̂A
ab +πBN̂B

ab

+
1

πANab +πBNab

{
πAN̂A

abyab(A)+πBN̂B
abyab(B)

−
(

πANabµab +πBNabµab

πANab +πBNab

)(
πAN̂A

ab +πBN̂B
ab

)}

= µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
πAN̂A

abyab(A)+πBN̂B
abyab(B)−µab

(
πAN̂A

ab +πBN̂B
ab

)}

≈ µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
πA
(

N̂A
abµab +Nabyab(A)−Nabµab

)
+πB

(
N̂B

abµab +Nabyab(B)−Nabµab

)
−

− µabπAN̂A
ab −µabN̂B

abπB}

= µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
NabπAyab(A)−πANabµab +NabπByab(B)−πBNabµab

}

= µab +

(
πA

πA +πB

)
yab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yab(B)−

(
πA +πB

πA +πB

)
µab

=

(
πA

πA +πB

)
yab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yab(B)
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Logo, um pseudo-estimador para o estimador PML é dado por

yPML(L) ≈ waya +wa∗µa −waµa +wbyb +wb∗µb −wbµb+

+ wab

{(
πA

πA +πB

)
yab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yab(B)

}

+ wab∗µab −wabµab. (2.20)

Dessa forma, baseando-se na expressão (2.7), a variância aproximada do estimador PML é

dada em função das quantidades

dT = [wa wb wab wab µa/N µb/N µab/N] e

ΣPML =




σ2
yA σyA;yab(A) 0 0 0 0 0

σyA;yab(A) σ2
yab(A) 0 0 0 0 0

0 0 σ2
yB σyB;yab(B) 0 0 0

0 0 σyB;yab(B) σ2
yab(B) 0 0 0

0 0 0 0 σ2
Na,PML

0 0

0 0 0 0 0 σ2
Nb,PML

0

0 0 0 0 0 0 σ2
Nab,PML




(2.21)

Foram revisadas quatro estratégias de estimação sob a abordagem de cadastro duplo, sob os

cenários 2 e 3. A partir da forma dos estimadores e de suas respectivas variâncias, é possível

tirar as seguintes conclusões:

1. A partir da forma da variância do estimador yFB, quando β1 = γ e β2 = (α − γ)µab +(1−
α)µa +αµb, onde α = NaNab/(NaNb +NbNa) e γ = NaNB/(NaNb +NbNa), dT será equiva-

lente à forma apresentada para o estimador PML;

2. Sob a condição comentada no item 1, tem-se que Var(yPML)≥ Var(yFB);

3. Considerando as condições 1 e 2 e o estimador yFB, quando β2 = 0, tem-se que yFB ≈ yH ,

e portanto Var(yFB)≥ Var(yH). Dessa forma, tem-se que Var(yPML)≥ Var(yH);

4. Caso os valores de β1 e β2 sejam escolhidos de outra forma, o estimador sob a estraté-

gia PML não será necessariamente mais eficiente que o estimador sob a estratégia de

Hartley.
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As estratégias revisadas não utilizam informações de possíveis variáveis auxiliares no

processo de estimação. A estratégia apresentada a seguir representa uma forma de fazer uso

de informações auxiliares.

5 Estratégia de Singh & Wu (2003)

No contexto de estimadores do tipo regressão, Singh & Wu (2003) apresentaram uma estraté-

gia de estimação sob abordagem de cadastro duplo baseada em um estimador intuitivo, dado

por

y = wayRa +wbyRb +
1
2

(
wabyRab(A)+wabyRab(B)

)
, (2.22)

onde yRa, yRb, yRab(A) e yRab(B) são os estimadores regressão para as médias dos domínios a,

b e ab e que serão apresentados no próximo capítulo, wa = Na/N, wb = Nb/N, wab = Nab/N e

N = NA +NB −Nab. Este estimador foi proposto para situações em que pode ocorrer nab(A) =

nab(B) = 0, não sendo necessário o cálculo de valores ótimos para minimização da sua variân-

cia. Esta estratégia não envolve obtenção de estimativas por mínimos quadrados, pois calcula

os coeficientes de regressão através de métodos de calibração, e portanto não será explorada

no desenvolvimento desta tese. A partir deste estimador, foi proposto o estimador regressão

de calibração (RC), dado por

yRC = wayRCa +wbyRCb +ζA

(
wabyRCab(A)

)
+ζB

(
wabyRCab(B)

)
, (2.23)

onde ζA e ζB são coeficientes de ajuste.
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CAPÍTULO 3

Estimadores do tipo regressão em uma abordagem de cadastro duplo

1 Introdução

O estimador regressão para o caso em que q variáveis auxiliares estão disponíveis é visto em

várias referências. Para um maior aprofundamento, o leitor pode consultar Särndal, Swensson

& Wretman (2003). Neste tipo de situação, admite-se que o vetor de informações auxiliares,

associado ao elemento k da população, é conhecido e denotado

xk =
(
x1k,x2k, . . . ,xqk

)
.

Considere, por exemplo, a estimação de um total populacional

ty = ∑
k∈U

yk. (3.1)

Defina as seguintes quantidades:

y̌k =
yk

πk
, t̂yπ = ∑

k∈S

y̌k T̂ = ∑
k∈S

xkxT
k

σ2
k πk

t̂ = ∑
k∈S

xky̌k

σ2
k

,

x̌ jk =
x jk

π jk
( j = 1,2, . . . ,q), t̂xπ =

(
t̂x1π , t̂x2π , . . . , t̂xqπ

)
, onde t̂x jπ = ∑

k∈S

x̌ jk

O estimador regressão generalizado para ty, utilizando q variáveis auxiliares pode ser expresso

da seguinte forma:
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t̂yR = t̂yπ +
q

∑
j=1

β̂ν j
(
tx j − t̂x jπ

)
= t̂yπ +

(
tx − t̂x

)T β̂
˜

= ∑
k∈S

y̌k +
(
tx − t̂xπ

)T (T̂
)−1 ∑

k∈S

σ−2
k xk y̌k

= ∑
k∈S

[
1+
(
tx − t̂xπ

)T (T̂
)−1σ−2

k xk

]
y̌k = ∑

k∈S

gksy̌k

= f
(
t̂yπ , t̂xπ , T̂, t̂

)
, (3.2)

onde f (.) é uma função não-linear dos estimadores t̂yπ , t̂xπ , T̂ e t̂. A variância aproximada

deste estimador (Särndal, 2003) é dada por

AVar(t̂yR) = ∑
k∈U

∑
l∈U

∆k
Ek

πk

El

πl
, onde Ek = yk −xT

k β
˜

(3.3)

A seguir, serão apresentadas estratégias de estimação para a abordagem de cadastro du-

plo que fazem uso de estimadores do tipo regressão, e que foram inspiradas nas estratégias

apresentadas no capítulo 2. Tais estratégias constituem a contribuição original desta tese.

2 Estimador regressão sob a estratégia de Hartley

Considere a situação de uso de uma abordagem de cadastro duplo sob o cenário 2, e que as

seguintes condições são satisfeitas:

• O vetor de q informações auxiliares, denotado por xkA =
(
x1k,x2k, . . . ,xqk

)
é conhecido

para todo k ∈ A ;

• O vetor de m informações auxiliares, denotado por xkB = (x1k,x2k, . . . ,xmk) é conhecido

para todo k ∈ B. É importante notar que as informações de variáveis auxiliares dis-

poníveis em um cadastro não precisam necessariamente coincidir com as informações

auxiliares disponíveis no outro.

Nos capítulos anteriores foi apresentada a seguinte partição da média populacional

ty = ∑
k∈A

yk + ∑
k∈B

yk − ∑
k∈ab

yk.

Dessa forma, o seguinte estimador regressão para a média populacional é proposto e deno-

minado estimador regressão sob a estratégia de Hartley.
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Estimador regressão sob a estratégia de Hartley

yRH = N−1
{

t̂A
yR + t̂B

yR − pt̂ab(A)
yR − (1− p)t̂ab(B)

yR

}

= N−1
{

NAyRA+NByRB −NabpyRab(A)− (1− p)NabyRab(B)

}

= wAyRA +wByRB −wab

(
pyRab(A)+(1− p)yRab(B)

)

= wA
f
(
t̂A
yπ , t̂

A
xπ , T̂

A, t̂A
)

NA
+wB

f
(
t̂B
yπ , t̂

B
xπ , T̂

B, t̂B
)

NB

− wab

{
p

f
(

t̂ab(A)
yπ , t̂ab(A)

xπ , T̂ab(A), t̂ab(A)
)

Nab
+(1− p)

f
(

t̂ab(B)
yπ , t̂ab(B)

xπ , T̂ab(B), t̂ab(B)
)

Nab

}
, (3.4)

onde t̂A
yR e t̂B

yR são os estimadores do tipo regressão para o total dos cadastros A e B e t̂ab(A)
yR e

t̂ab(B)
yR são os estimadores do tipo regressão para o total do domínio ab. yRA e yRB são estimado-

res do tipo regressão para a média dos cadastros A e B e yRab(A) e yRab(B) são estimadores do

tipo regressão para a média do domínio ab. t̂ab(A)
yπ , t̂ab(A)

xπ , T̂ab(A) e t̂ab(A) são definidas de forma

análoga às quantidades apresentadas em (3.2). Da mesma forma que a vista para a estratégia

de Hartley sem considerar variáveis auxiliares, 0≤ p ≤ 1.

Resultado 1 A variância aproximada do estimador yRH é função de variâncias aproximadas e

covariâncias aproximadas para cada estimador regressão obtido nos cadastros e domínios:

AVar(yRH) = (wA)
2AVar(yRA)+ (wB)

2AVar(yRB)+ (wab)
2p2AVar

(
yRab(A)

)

+ (wab)
2p2AVar

(
yRab(A)

)
+(wab)

2(1− p)2AVar
(

yRab(B)

)

− 2pwAwabACov
(

yRA ; yRab(A)

)
−2(1− p)wBwabACov

(
yRB ; yRab(B)

)
(3.5)

A partir da expressão (2.7), a variância aproximada de yRH é função de

d =




wA

pwab

wB

(1− p)wab




e ΣRH =




σ2
A σA;ab(A) 0 0

σA;ab(A) σ2
ab(A) 0 0

0 0 σ2
B σB;ab(B)

0 0 σB;ab(B) σ2
ab(B)



.
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Os elementos de ΣRH representam respectivamente as variâncias e covariâncias com base

em estimadores regressão para cadastros e domínios respectivamente, como apresentado

por Särndal, Swensson & Wretman (2003). Por exemplo,

σ2
A = AVar(yRA) = ∑

k∈A

∑
l∈A

∆A
kl

EA
k

πA
k

EA
l

πA
l

, onde EA
k = yk −xT

kAβ
˜

A

σ2
B = AVar(yRB) = ∑

k∈B

∑
l∈B

∆B
kl

EB
k

πB
k

EB
l

πB
l

, onde EB
k = yk −xT

kBβ
˜

B

3 Estimador regressão sob a estratégia de Fuller & Burmeiste r

Na situação em que os tamanhos populacionais dos domínios são desconhecidos (cenário 3),

a estratégia de Fuller & Burmeister (1972) é considerada como alternativa à abordagem de

Hartley (1962). Neste caso, o estimador regressão para a abordagem de cadastro duplo é

denominado estimador regressão sob a estratégia de Fuller & Burmeister, e dado por

yRFB = wayRa +wbyRb +β1wabyRab(A)+wab (1−β1)yRab(B)+N−1β2
(
N̂A

ab − N̂B
ab

)
, (3.6)

onde β1 e β2 são constantes de ponderação escolhidas de modo a minimizar a variância apro-

ximada do estimador yRFB.

Resultado 2 Admitindo a expressão (2.7), a expressão em termos matriciais da variância do

estimador regressão sob a estratégia de Fuller & Burmeister é dada em função das quantida-

des

d=




wa

wa p1

wb

wb(1− p1)

N−1p2

N−1p2




e ΣRFB =




σ2
A(a) σA(a);A(ab) 0 0 0 0

σA(a);A(ab) σ2
A(ab) 0 0 0 0

0 0 σ2
B(b) σB(b);B(ab) 0 0

0 0 σB(b);B(ab) σ2
B(ab) 0 0

0 0 0 0 σ2
NA(ab)

0

0 0 0 0 0 σ2
NB(ab)




.
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Os elementos de ΣRFB representam as variâncias aproximadas dos estimadores do tipo re-

gressão para quantidades nos cadastros e domínios, os quais estão presentes no estimador

sob a estratégia. Da mesma forma que a vista para o estimador regressão sob a estratégia de

Hartley (1962), um estimador para a variância deste estimador pode ser obtido substituindo-

se as respectivas quantidades populacionais pelos seus respectivos estimadores de Horvitz-

Thompson.

4 Estimador regressão sob a estratégia BLG

Esta estratégia de estimação no contexto de estimadores regressão é inspirada em Ban-

kier, Lepkowski & Groves (1986), e também utiliza a mesma ponderação nos elementos dos

cadastros apresentada anteriormente, e dada por

ωk =





1

πA
k

, k ∈ a

1
πB

k

, k ∈ b

1

πA∪B
k

=
1

πA
k +πB

k

, k ∈ ab

(3.7)

Dessa forma, é natural conceber um estimador regressão generalizado a partir desta estraté-

gia. Considerando o problema de estimar, por exemplo, uma média populacional dada por

µ = N−1(tyA + tyB) , onde N = NA +NB,

tem-se que o estimador regressão BLG é dado por

yRBLG = N−1

(

∑
k∈SA

g∗ks(A)ωkyk + ∑
k∈SB

g∗ks(B)ωkyk

)

= N−1


∑

k∈Sa

gksaωkyk + ∑
k∈Sb

gksbωkyk + ∑
k∈Sab(A)

gksab(A)ωkyk + ∑
k∈Sab(B)

gksab(B)ωkyk




= N−1


∑

k∈Sa

gksa
yk

πA
k

+ ∑
k∈Sb

gksb
yk

πB
k

+ ∑
k∈Sab(A)

gksab(A)
yk

πA∪B
k

+ ∑
k∈Sab(B)

gksab(B)
yk

πA∪B
k




= N−1

(

∑
k∈Sa

gksa
yk

πA + ∑
k∈Sb

gksb
yk

πB
k

+ ∑
k∈Sab

gksab
yk

πA∪B
k

)

= wayRa +wbyRb +wabyRab , (3.8)
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onde wa =
Na

N
, wb =

Nb

N
e wab =

Nab

N
. Sa, Sb e Sab representam os elementos da amostra nos

domínios a, b e ab. Dessa forma, a variância aproximada do estimador yRBLG é dada de modo

mais simples que a apresentada para a estratégia de Hartley:

AVar(yRBLG) = (wa)
2AVar(yRa)+ (wb)

2AVar(yRb)+ (wab(A))
2AVar

(
yRab(A)

)

+ (wab(B))
2AVar

(
yRab(B)

)
+2wawab(A)ACov

(
yRa ; yRab(A)

)

+ 2wbwab(B)ACov
(

yRb ; yRab(B)

)
(3.9)

Resultado 3 Admitindo a expressão (2.7), a variância do estimador BLG expressa em termos

matriciais é dada em função de

d =




wa

wb

wab(A)

wab(B)




e ΣRBLG =




σ2
a σa;ab(A) 0 0

σa;ab(A) σ2
ab(A) 0 0

0 0 σ2
b σb;ab(B)

0 0 σb;ab(B) σ2
ab(B)



,

Na expressão da variância, σ2
a = AVar(yRa), σa;ab(A) = ACov

(
yRa;yRab(A)

)
são estimadores re-

gressão para os domínios apresentadas na expressão (3.9). Os elementos de ΣRBLG represen-

tam as variâncias e covariâncias aproximadas dos estimadores regressão para os domínios,

respectivamente. É possível obter um estimador para esta matriz. Basta substituir as respec-

tivas quantidades populacionais pelos respectivos estimadores de Horvitz-Thompson. Ainda,

com base na estratégia, é possível também propor uma versão raking do estimador regressão.

Neste caso, considerando novamente a mesma estrutura proposta por Skinner (1991), com

ω(r)
ka =

NA

N̂A(r−1)
ω(r−1)

ka , ω(r)
kb = ω(r−1)

kb ω(r)
kab =

NA

N̂A(r−1)
ω(r−1)

kab para r = 1,3,5, . . .

ω(r)
ka = ω(r−1)

ka , ω(r)
kb =

NB

N̂B(r−1)
ω(r−1)

kb ω(r)
kab =

NB

N̂B(r−1)
ω(r−1)

kab para r = 2,4,6, . . .

ω(0)
ka =

1

πA
k

, ω(0)
kb =

1
πB

k

, ω(0)
kab =

1(
πA

k +πB
k

)

N̂A(r) = ω(r)
ka na +ω(r)

kabnab

N̂B(r) = ω(r)
kb nb +ω(r)

kabnab
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tem-se que

yRBLG(r) = N−1

(

∑
k∈Sa

gksaω(r)
ka yk + ∑

k∈Sb

gksaω(r)
kb yk + ∑

k∈Sab

gksaω(r)
kabyk

)
, (3.10)

No caso em que r −→ ∞, tem-se que

yRBLG(∞) = ŵa∗yRa∗+ ŵb∗yRb∗+ ŵab∗yRab∗, (3.11)

onde

ŵa∗ = NA − Ñab , ŵb∗ = NB − Ñab , ŵab∗ = Ñab

yRa∗ =

∑
k∈Sa

gksayk

na
, yRb∗ =

∑
k∈Sb

gksbyk

nb
, yRab∗ =

∑
k∈Sab

gksabyk

nab
e

Ñab é a menor raiz da equação quadrática em x,

(
nab(A)+nab(B)

)
x2−

{(
nab(A)+nab(B)

)
(NA +NB)+

[(
1

πA
k

)
+

(
1

πB
k

)]
nanb

}
x+
(
nab(A)+nab(B)

)
NANB = 0.

Resultado 4 A variância aproximada do estimador raking-regressão para a abordagem de

cadastro duplo é dada por:

AVar
(

yRBLG(∞)

)
= (wa∗)

2 AVar(yRa∗)+ (wb∗)
2AVar(yRb∗)+ (wab∗)

2AVar(yRab∗)

+ (µa +µb −µab)
2 NabNaNb

nANb +nBNa

(
1+λ 2) , (3.12)

com

λ 2 =
NaNbN2

ab

[(
πA

k

)2
NA −

(
πB

k

)2
NB

]2

NANBπA
k πB

k

(
πA

k +πB
k

)2(
N2

ab −NANB
)2 .

A partir de (2.7), esta variância é dada em função de
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d =




w∗
a

w∗
b

w∗
ab

1




e ΣRBLG(∞) =




σ2
a 0 0 0

0 σ2
b 0 0

0 0 σ2
ab 0

0 0 0 σ2
Nab




Na matriz ΣRBLG(∞), os valores de σ2
a , σ2

b e σ2
ab são obtidos da expressão (3.12). Por exemplo,

σ2
a = AVar(yRa∗).

5 Estimador regressão sob a estratégia de Máxima Pseudo-
Verossimilhança

Considere a situação de uso de uma abordagem de cadastro duplo sob o cenário 3, e que as

informações sobre as variáveis auxiliares são conhecidas, conforme descrito anteriormente.

Tem-se que o estimador regressão para a estratégia de máxima pseudo-verossimilhança é

dado por

yRPML =

(
NA− N̂ab,PML

)
yRa + N̂ab,PMLyab∗+

(
NB − N̂ab,PML

)
yRb

N

yRPML = ŵa∗yRa + ŵab∗yab∗+ ŵb∗yRb (3.13)

yab∗ =

[
πAN̂A

abyRab(A)+πBN̂B
abyab(B)

R

]

[
πAN̂A

ab +πBN̂B
ab

]

As demais quantidades deste estimador são as mesmas apresentadas para a expressão

(2.18).

Resultado 5 Admitindo a expressão (2.7), a variância aproximada do estimador regressão

sob a estratégia PML é dada em função de

dT =

[
wa wab

(
πA

πA +πB

)
wb wab

(
πB

πA +πB

)
µa

N
µb

N
µab

N

]
e
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ΣRPML =




σ2
a σ(a;ab(A)) 0 0 0 0 0

σ(a;ab(A)) σ2
ab(A) 0 0 0 0 0

0 0 σ2
b σ(b;ab(B)) 0 0 0

0 0 σ(b;ab(B)) σ2
ab(B) 0 0 0

0 0 0 0 σ2
N̂a

PML
0 0

0 0 0 0 0 σ2
N̂b

PML
0

0 0 0 0 0 0 σ2
N̂ab

PML




Prova: Através de procedimentos já descritos anteriormente, tem-se que um pseudo-estimador

para o estimador PML é dado por

yRPMLL
≈ wayRa + ŵa∗µa −waµa +wbyRb + ŵb∗µb −wbµb

+ wab

{(
πA

πA +πB

)
yRab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yRab(B)

}

+ ŵab∗µab −wabµab (3.14)

Além dos procedimentos anteriores, é preciso linearizar o estimador yab∗. Tem-se que

yab∗ ≈
πANabµab +πBN(B)µab

πAN̂ab(A)+πBN̂ab(B)
+

1
πANab +πBNab

{
πAN̂A

abyRab(A)+πBN̂B
abyRab(B)

−
(

πANabµab +πBNabµab

πANab +πBNab

)(
πAN̂ab(A)+πBN̂ab(B)

)}

= µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
πAN̂ab(A)yRab(A)+πBN̂ab(B)yRab(B)−µab

(
πAN̂ab(A)+πBN̂ab(B)

)}

≈ µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
πA
(

N̂ab(A)µab +NabyRab(A)−Nabµab

)
+πB

(
N̂ab(B)µab +NabyRab(B)−Nabµab

)

− µabπAN̂ab(A)−µabN̂ab(B)πB}

= µab +
(Nab)

−1

πA +πB

{
NabπAyRab(A)−πANabµab +NabπByRab(B)−πBNabµab

}

= µab +

(
πA

πA +πB

)
yRab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yRab(B)−

(
πA +πB

πA +πB

)
µab
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=

(
πA

πA +πB

)
yRab(A)+

(
πB

πA +πB

)
yRab(B).

Logo, obtendo a variância no estimador yPMLL
, temos o resultado 5. �

Sobre os estimadores propostos originalmente nesta tese é possível observar o seguinte:

1. Na forma da variância do estimador regressão sob a estratégia PML, se p = πA/(πA+πB)

e 1− p = πB/(πA +πB), a variância do estimador regressão sob a estratégia de Hartley

tende a se aproximar da variância do estimador regressão sob a estratégia PML, desde

que σ2
N̂a,PML

, σ2
N̂b,PML

e σ2
N̂ab,PML

sejam negligíveis. Se esta condição não ocorrer, e wa∗ ≈ wa,

wb∗ ≈ wb e wab∗ ≈ wab, a variância do estimador regressão sob a estratégia PML tende a

se aproximar da variância do estimador regressão sob a estratégia BLG;

2. As variâncias dos estimadores regressão generalizados sob as estratégias PML e Fuller

& Burmeister terão o mesmo vetor dT quando β1 = θ e β2 = (φ −θ)µab +(1−φ)µa +φ µb,

onde φ = nANab/(nANb +nBNa) e θ = nANB/(nANB +nBNA);

3. A partir da condição 2, AVar(yRPML)≥ AVar(yFB);

4. Dadas as condições 2 e 3, quando β2 = 0, tem-se que yRFB = yRH , e portanto, analoga-

mente aos estimadores já conhecidos, conclui-se que A Var(yRFB)≥ AVar(yRH);

5. É possível notar que para as estratégias propostas, AVar(yRPML)≥ AVar(yRH).
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CAPÍTULO 4

Propriedades Estatísticas dos Estimadores

1 Introdução

Conceitos sobre sequências de populações finitas são importantes para investigar o com-

portamento assintótico dos estimadores propostos nesta tese. Neste capítulo, tais conceitos

são apresentados no contexto da abordagem de cadastro duplo. Para uma revisão da teo-

ria considerando um cadastro apenas, o leitor pode consultar Särndal, Swensson & Wretman

(2003), Park (2002) e Fuller (2009).

Considere uma sequência infinita de elementos identificáveis por k = 1,2,3, . . ., associada

a uma sequência infinita de valores y1,y2,y3, . . ., onde yk é o valor associado ao elemento k.

Uma sequência de populações U1,U2,U3, . . . é definida de modo que Uν contém os Nν primeiros

elementos da sequência infinita, isto é, Uν = {1,2, . . . ,Nν}. Dessa forma,

U1 ⊂U2 ⊂U3 ⊂ ·· · e N1 < N2 < N3 < · · ·

θν é o valor de um parâmetro de interesse na população Uν , que é função do vetor Yν =

{y1,y2, . . . ,yNν }. Considere a situação em que Uν = Aν ∪Bν , onde Aν e Bν representam os

conjuntos de elementos da sequência pertencentes aos cadastros A e B respectivamente.

Neste caso, Nν = NAν +NBν −Nabν . O cenário que define a relação entre as sequências Aν e

B é descrito pela figura (4.1) a seguir para ν = 2. Outros cenários podem ser verificados no

apêndice D.



Capítulo 4 - Propriedades Estatísticas dos Estimadores____________________________________________________________________________________________________________________________40

B2A2 B1A1

Figura 4.1: Cenário (a) A1 ⊂ A2 , B1 ⊂ B2 e A1∩B1 ⊂ A2∩B2

A figura ilustra populações com sequências para cada cadastro encaixadas. Isto também

acontece com a união e a interseção entre os cadastros. Todos os estimadores apresentados

nesta tese são baseados neste cenário.

São considerados planos amostrais probabilísticos denotados por pAν(.) e pBν(.) para Aν

e Bν , que associam probabilidades pAν(SAν) e pBν(SBν) para as amostras SAν e SBν em cada

cadastro. Os tamanhos das amostras obtidas de Aν e Bν são denotados por nAν e nBν , e

será admitido que nA1 < nA2 < .. . e nB1 < nB2 < .. .. As probabilidades de inclusão de primeira

ordem dos elementos de Aν e Bν são denotadas por πA
νk e πB

νk. As probabilidades de inclusão

de segunda ordem dos elementos de Aν e Bν são denotadas por πA
νkl e πB

νkl. Dessa forma,

tem-se uma sequência de populações finitas sob a abordagem de cadastro duplo indexadas

por ν , tal que, quando ν → ∞, observa-se que nAν → ∞, NAν → ∞, nBν → ∞ e NBν → ∞

simultaneamente.

Considere θν como um parâmetro de interesse. Sob a abordagem de cadastro duplo, é

possível escrever θν = θAν +θBν −θabν , onde

• θAν é um parâmetro de interesse em Aν ;

• θBν é um parâmetro de interesse em Bν ;

• θabν é um parâmetro de interesse em em Aν ∩Bν .

Por exemplo, quando θν é uma média populacional,

θν = µν = N−1
ν ∑

k∈Uν

yk = N−1
ν

(

∑
k∈Aν

yk + ∑
k∈Bν

yk − ∑
k∈abν

yk

)

= N−1
ν (NAν µAν +NBνµBν −Nabµabν)

= wAν µAν +wBνµBν −wabν µabν

= θAν +θBν −θabν (4.1)
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onde wAν = NAν/Nν , wBν = NBν/Nν e wabν = Nabν/Nν . Um estimador centrado para θ̂ν é dado

por θ̂ν = θ̂Aν + θ̂Bν − θ̂abν . Para o caso da média populacional,

θ̂Aν = wA ∑
k∈SAν

(
yk/πA

νk

)

θ̂Bν = wB ∑
k∈SBν

(
yk/πB

νk

)

θ̂abν = wab ∑
k∈SAν∩ab

(
yk/πA

νk

)
+wab ∑

k∈SBν∩ab

(
yk/πB

νk

)

2 Centralidade assintótica e consistência do estimador sob a abor-
dagem de cadastro duplo

A partir da sequência de populações descrita anteriormente, é possível apresentar as seguin-

tes definições:

Definição 1 Um estimador θ̂ν é assintoticamente centrado para θν se

lim
ν→∞

[
E
(
θ̂ν −θν

)]
= 0,

Sob a abordagem de cadastro duplo, tem-se a condição quando

lim
ν→∞

[
E
(
θ̂Aν −θAν

)]
= 0,

lim
ν→∞

[
E
(
θ̂Bν −θBν

)]
= 0,

lim
ν→∞

[
E
(
θ̂abν −θabν

)]
= 0.

Definição 2 Um estimador θ̂ν é consistente de acordo com o plano para θν se, para qual-

quer constante ε > 0,

lim
ν→∞

P
(∣∣θ̂ν −θν

∣∣> ε
)
= 0

Sob a abordagem de cadastro duplo, tem-se a condição quando

lim
ν→∞

P
(∣∣θ̂Aν −θAν

∣∣> ε
)
= 0,

lim
ν→∞

P
(∣∣θ̂Bν −θBν

∣∣> ε
)
= 0,

lim
ν→∞

P
(∣∣θ̂abν −θabν

∣∣> ε
)
= 0.
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Condições necessárias para verificação de consistência do e stimador de Horvitz-Thompson

Para o caso em que é considerado apenas um cadastro, Isaki & Fuller (1982) provaram que

as condições a seguir são suficientes para garantir a propriedade de consistência do estima-

dor de Horvitz-Thompson. Estas condições serão necessárias para o desenvolvimento dos

resultados nesta tese.

C1. A forma do estimador de Horvitz-Thompson é dada por

yHT =
1

Nν
∑

k∈Sν

yk

πνk
,

C2. As probabilidades de inclusão de primeira e segunda ordem são dadas respectivamente

por:

πνk = P(k ∈ Sν) = nν

(

∑
k∈Sν

ωk

)−1

ωk, k = 1, . . . ,Nν

πνkl = P(k ∈ Sν , l ∈ Sν) , k, l = 1, . . . ,Nν

C3. Seja

gνkl =





πνkπν l −πνkl, se πνkπν l −πνkl > 0

0, c.c.

C4. A sequência {yk,ωk} é tal que

i.
1

N2
ν

∑
k 6=l=1

gr
νkl = O

(
n−2rδ

ν

)

ii.
1

Nν
∑

i∈Uν

[
Nν

nν
(yk − y)

]2s

< M < ∞

C5. Para δ > 0 e para todo Nν e µν é a média populacional da variável de interesse Y , as

probabilidades de inclusão satisfazem:

N−2
ν ∑

k 6=l
∑
∈Uν

gr
νkl = O

(
n−2rδ

ν

)
,

onde para r = 1,

∣∣∣∣
yk

πνk

∣∣∣∣ é limitado. Se s = 1, então n2
ν gνkl é limitado para todo k, l.
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Para o caso em que o parâmetro de interesse é uma média populacional, estas condições

condições garantem que

yHT −µν = Op

(
n−1/2

ν

)
.

onde δ = 1/2 e Op(.) indica ordem em probabilidade, como usado em teoria da probabilidade2.

Sobre as amostras obtidas de cada cadastro e seus estimadores, ainda é necessário estabe-

lecer as seguintes condições:

A1. Denotando por SAν e SBν as amostras obtidas de A e B, respectivamente, tem-se que,

para qualquer variável de interesse y,

1. max
k∈SAν

yk = op

{
(nAν)

1/2
}

e

2. max
k∈SBν

yk = op

{(
nB

ν
)1/2

}
,

Esta condição é satisfeita para qualquer plano amostral em que πA
k 6= 0 e πB

k 6= 0. O uso

simultâneo dos dois cadastros induz à obtenção do vetor que representa a união entre

as amostras obtidas de cada cadastro, dado por

Sν = SAν ∪SBν = Saν ∪Sbν ∪Sabν , onde Sabν = SAν ∩SBν

Tem-se que nAν = naν +nabν , nBν = nbν +nabν . O conjunto Sν é apenas uma das possíveis

amostras obtidas através do uso simultâneo de dois cadastros. De modo geral, Sν é um

conjunto aleatório definido da seguinte forma:

Sν = SA
ν ∪SB

ν =
{

k ∈ Aν , l ∈ Bν | IA
νk = 1, IB

ν l = 1, 1≤ k ≤ NA
ν ; 1≤ l ≤ NB

ν
}
.

Sν é uma das
(

NA
ν

nA
ν

)
×
(

NB
ν

nB
ν

)
amostras resultantes do processo de seleção utilizando

cadastro duplo .

A2. Assintoticamente, o estimador de Horvitz-Thompson possui distribuição normal para

qualquer variável de interesse y e satisfaz a condição A1, conforme descrito por Wu

& Rao (2006).

A3. Sobre o tamanho populacional dos domínios, supondo que Na > 0 e Nb > 0 e admitindo

que ν → ∞, tem-se que

2Para um maior aprofundamento, o leitor pode consultar Sen, Singer & Lima (2010) e Fuller (2009). Uma breve
revisão sobre o tema é apresentado no apêndice A. A prova das propriedades para o estimador de Hartley podem
ser consultadas no apêndice B, página 106.
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nAν

nAν +nB
ν

→ c1 ∈ (0,1)
Naν

NAν
→ c2 ∈ (0,1)

Nb
ν

NB
ν

→ c3 ∈ (0,1)

Naν

Nν
→ wa ∈ (0,1)

Nb
ν

Nν
→ wb ∈ (0,1)

É possível estender os resultados para um contexto mais amplo, quando F cadastros

estão disponíveis. Neste caso, a sequência U1,U2,U3, . . . é considerada de tal forma que

Uν =U1
ν ∪U2

ν ∪U3
ν · · ·∪UF

ν =
F⋃

f=1

U f
ν , onde f = 1, . . . ,F.

Lohr (2007, 2010) apresenta resultados para F = 3. Tem-se ainda que

Nν =
F

∑
i=1

NU i

ν −∑
i< j

NU i
ν∩U j

ν
ν + ∑

i< j<k

NU i
ν∩U j

ν∩Uk
ν

ν + · · ·+(−1)F+1N

F⋂
i=1

U i
ν

ν .

Logo,

(
F⋃

f=1

U f
1

)
⊂
(

F⋃

f=1

U f
2

)
⊂
(

F⋃

f=1

U f
3

)
⊂ ·· · (4.2)

3 Centralidade assintótica e consistência do estimador reg ressão
generalizado

No contexto de populações finitas, ao considerar a situação em que é de interesse estimar

uma média populacional µν = N−1
ν ∑

k∈Uν

yk, o estimador regressão generalizado é dado por

µ̂yRν = N−1
ν t̂yR = N−1

ν

[
t̂yπν +

q

∑
j=1

β̂ν j
(
tx jν − t̂x jπν

)
]
,

onde t̂yR é o estimador regressão para o total populacional. Tem-se ainda que o estimador

original de Horvitz-Thompson é obtido na situação particular em que β̂ν j = 0, ∀ j. Seguindo a

descrição de Robinson & Särndal (1983), sob a situação em que é considerado um modelo

de superpopulação, β̂ν j é função dos vetores aleatórios Yν e Iν , onde Yν = {Y1,Y2, . . . ,YNν } e

Iν = {Ik1, Ik2, . . . , IkNν }, onde Iνk é uma variável indicadora de inclusão do elemento k na amostra,

onde

Iνk =





1, se k ∈ Sν

0, c.c.
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Robinson & Särndal (1983) mostraram que o estimador regressão generalizado é consistente

de acordo com o plano amostral e assintoticamente centrado, considerando válidas as condi-

ções a seguir:

A1. limsup
ν→∞





∑
k∈Uν

x2
k j

Nν





< ∞ para j = 0,1, . . . ,q

A2. limsup
ν→∞





∑
k∈Uν

Y 2
k

Nν





< ∞, com probabilidade 1.

A3. limsup
ν→∞

{
E

(
q

∑
j=0

β̂ 2
ν j

∣∣∣∣Yν

)}
< ∞, com probabilidade 1.

A4. lim inf
ν→∞

{
Nν

[
min

1≤k≤Nν
πνk

]}
= ∞.

A5. lim
ν→∞

{
max

1≤k 6=l≤Nν

[
πνkl

πνkπν l
−1

]}
= 0.

A partir destas considerações, são apresentados os seguintes resultados para o estimadores

regressão propostos no capítulo 3:

Resultado 6 O estimador yRH é assintoticamente centrado e consistente de acordo com o

plano amostral sob as condições A1-A5.

Resultado 7 O estimador yRFB é assintoticamente centrado e consistente de acordo com o

plano amostral sob as condições A1-A5.

Resultado 8 Os estimadores yRBLG e yRBLG(∞) são assintoticamente centrados e consistentes

de acordo com o plano amostral sob as condições A1-A5.

Resultado 9 O estimador yRPML é assintoticamente centrado e consistente de acordo com o

plano amostral sob as condições A1-A5.

Prova: Apêndice B.
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4 Erro quadrático médio assintótico dos estimadores regres são
sob a abordagem de cadastro duplo

A seguir serão apresentadas condições necessárias para a minimização do erro quadrático

médio, definido como E
{
(yRν − yν)

2 |Y
}

, dos estimadores regressão propostos. Para o caso

em que apenas um cadastro é considerado,

µk = E(Yk) σ2
k = Var(Yk)

Dessa forma, em cada cadastro, adicionalmente são assumidas as seguintes condições sobre

a estrutura das observações da variável de interesse:

A6. Os Yk ’s são não-correlacionados e

limsup
ν→∞

∑
k∈Uν

µ2
k

N
< ∞, e limsup

ν→∞

∑
k∈Ud

ν

µ2
k

Nν
< ∞ ; σ2

k < ∞

A7. Para um conjunto de q variáveis auxiliares no cadastro, existem constantes β j tal que

para todo ν suficientemente grande,

nν

q

∑
j=0

E

[(
β̂ν j −β j

)2
]
< ∞,

A8. lim inf
ν→∞

Nν

nν

{
min

1≤k≤Nν
πνk

}
> 0

A9. limsup
ν→∞

(Nν)
2

nν

{
max

1≤k 6=≤Nν
|πνkl −πνkπν l|

}
< ∞

A10. Existe uma constante γ tal que

µk = γπνk +
q

∑
j=0

β jx jk , 1≤ k ≤ Nν

A partir destas condições para cadastros, as quais também podem ser admitidas para os

domínios, serão apresentadas expressões para os EQM’s dos estimadores propostos para

cada uma das estratégias de estimadores regressão propostas nesta tese.
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Resultado 10 Dada uma sequência de de populações finitas Uν , tem-se que para cada um

dos cadastros, sob as condições A1, A2, A5, A6−A9 o erro quadrático médio assintótico do

estimador regressão é dado por

nν E (yRν − yν)
2 = Dν +Wν +Qν < ∞, quando ν → ∞

onde

Dν =
nν

(Nν)
2 ∑

k∈Uν

σ2
k

(
1

πνk −1

)
,

Wν =
nν

(Nν)
2 ∑

k∈Uν

∑
l∈Uν
k 6=l

σ2
k (πkl −πνkπl)

(
gk

πνk
− gl

πl

)2

, com gk = µk −
q

∑
j=0

β jxk j

Qν =
nν

(Nν)
2E

{[
q

∑
j=0

(
β̂ν j −β j

)] 1
Nν

∑
k∈Uν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)}2

+

+ 2E

{[√
nν

Nν
∑

k∈Uν

(yk −µk)

(
Iνk

πνk
−1

)][√
nν

Nν

q

∑
j=0

(
β̂ν j −β j

) 1
Nν

∑
k∈Uν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)]}

+ 2E

{[√
nν

Nν
∑

k∈Uν

(yk −µk)

(
Iνk

πνk
−1

)]√
nν

Nν
∑

k∈Uν

gk

(
Iνk

πνk
−1

)}

+ 2E

{[√
nν

Nν

q

∑
j=0

(
β̂ν j −β j

) 1
Nν

∑
k∈Uν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)]√
nν

Nν
∑

k∈Uν

gk

(
Iνk

πνk
−1

)}

com Qν −→ 0, quando ν → ∞.

Prova: Seja

√
n(yRν − yν) = m1+m2+m3,

onde

m1 =

√
nν

Nν
∑

k∈U

(yk −µk)

(
Iνk

πνk
−1

)
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m2 =

√
nν

Nν

q

∑
j=0

(
β̂ν j −β j

) 1
N ∑

k∈U

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)

m3 =

√
nν

Nν
∑

k∈U

gk

(
Iνk

πνk
−1

)

Logo,

nνE (yRν − yν)
2 = E(m2

1)+E(m2
2)+E(m2

3)+E(m1m2)+E(m1m3)+E(m2m3)

É possível notar que,

E(m2) = E{E(m2
1|I)} = E

{
nν

Nν
∑
k∈U

σ2
k

(
Iνk

πνk
−1

)2
}

= Dν .

Sob A6 e A8 tem-se que

limsup
ν→∞

Dν ≤ limsup
ν→∞

(
nν

Nν minπνk

)
1

Nν
∑

k∈Uν

σ2
k < ∞ (4.3)

Ainda, sob A1, A4, A5 e A7,

E(m2
2)≤ E

{
nν

(Nν)
2

q

∑
j=0

E

[(
β̂ν j −β j

)2
|I
] q

∑
j=0

(
β̂ν j −β j

) 1
Nν

∑
k∈Uν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)}
−→ 0, (4.4)

quando ν → ∞.

E(m2
3) =

nν

(Nν)
2 ∑

k∈Uν

g2
k

(
Iνk

πνk
−1

)

+
nν

(Nν)
2 ∑

k∈Uν

∑
l∈Uν
k 6=l

gkgl

(
Iνkl

πνkπν l
−1

)
=Wν , (4.5)

onde

limsup
ν→∞

Wν ≤ limsup
ν→∞

{(
N2

ν
nν

max
ν

|πνkl −πνkπν l|
)(

n2
ν

N2
ν max{π2

νk}

)
8

Nν

(

∑
k∈Uν

µ2
k +2

q

∑
j=0

β 2
j ∑

k∈Uν

x2
k j

)}

< ∞. (4.6)
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Ainda, sob A1, A7, A9 e A10:

E(m1m2) ≤
[
E(m1)

2E(m2)
2]1/2 → 0,

E(m1m3) = E [E(m1|Iν)m2]
1/2 = 0,

E(m2m3) ≤
[
E(m2)

2E(m3)
2]1/2 → 0,

o que leva ao resultado 2. �

Todas as condições apresentadas são utilizadas sob a suposição de que nν cresça com

mesma taxa de Nν . Se isso não acontecer, tem-se que Dν −→ 0 e Wν −→ 0, o que ilustra a

consistência do estimador, mas que não leva a um resultado interessante por não apresentar

uma forma geral para o EQM.

Considerando C15, πνk precisa ser constante para todo ν , se γ 6= 0. Sob a perspectiva de

um plano amostral de amostragem aleatória simples, por exemplo, Dν é mínimo quando

πνk =
nσk

∑
k∈Uν

σk
.

Dessa forma, tem-se que

EQM(yRν) =

[
(Nν)

−1 ∑
k∈Uν

σk

]2

−
(

nν

(Nν)
2

)

∑
k∈Uν

σ2
k

nν

A seguir, serão apresentadas expressões para o erro quadrático médio assintótico de cada um

dos estimadores regressão propostos.

4.1 Estratégia de Hartley

Sob a estratégia de Hartley, o erro quadrático médio do estimador yRH é dado pela expressão:

EQM(yRH) = E (yRH −µ)2 = (wA)
2E (yRA −µA)

2+(wB)
2E (yRB −µB)

2

+ 2wAwBE {(yRa −µA)(yRb −µB)}

− 2wAwab pE
[
(yRa −µA)

(
yRab(A)−µab

)]
−
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− 2wAwab(1− p)E
[
(yRa −µA)

(
yRab(B)−µab

)]

− 2wBwab pE
[
(yRb −µB)

(
yRab(A)−µab

)]

− 2wBwab(1− p)E
[
(yRb −µB)

(
yRab(B)−µab

)]

+ p2 (wab)
2 E
(

yRab(A)−µab

)2

+ 2p(1− p)(wab)
2E
[(

yRab(A)−µab

)(
yRab(B)−µab

)]

+ (wab)
2(1− p)2E

[(
yRab(B)−µab

)2
]

(4.7)

Quando ν → ∞, tem-se que

E {(yRAν −µAν) (yRBν −µBν)} = 0;

E
{(

yRab(A)ν −µabν

)(
yRab(B)ν −µabν

)}
= 0;

E
{
(yRAν −µAν)

(
yRab(B)ν −µabν

)}
= 0;

E
{(

yRab(A)ν −µabν

)(
yRab(B)ν −µabν

)}
= 0,

pois planos independentes são aplicados em A e B. Além disso, tem-se que,

E
{
(yRAν −µAν)

(
yRab(A)ν −µνab

)}
−→ C(A,ab(A));

E
{
(yRBν −µBν)

(
yRab(B)ν −µab

)}
−→ C(B,ab(B));

E
{
(yRAν −µAν)

2
}

= DA
ν +W A

ν < ∞;

E
{
(yRBν −µBν)

2
}

= DB
ν +W B

ν < ∞;

E

{(
yRab(A)−µab

)2
}

= Dab(A)
ν +W ab(A)

ν < ∞;

E

{(
yRab(B)ν −µab

)2
}

= Dab(B)
ν +W ab(B)

ν < ∞,
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C(s1,s2) indica a covariância entre as quantidades provenientes dos conjuntos s1 e s2, conforme

descrito por Särndal (1992). Logo,

EQM(yRHν) = E (yRHν −µν)
2 = (wνA)

2(DA
ν +W A

ν
)
+(wνB)

2(DB
ν +W B

ν
)

− 2wνAwνabpC(A,ab(A))−2wνBwνab(1− p)C(A,ab(A))

+ p2
(

Dab(A)
ν +W ab(A)

ν

)

+ (wνab)
2(1− p)2E

(
Dab(B)

ν +W ab(B)
ν

)

≤ (wνA)
2(DA

ν +W A
ν
)
+(wνB)

2(DB
ν +W B

ν
)

+ p2
(

Dab(A)
ν +W ab(A)

ν

)

+ (wνab)
2(1− p)2E

(
Dab(B)

ν +W ab(B)
ν

)
(4.8)

Resultado 11 Admitindo que wA = τA, wB = τB e wνab = τab, tem-se então que o erro quadrático

médio assintótico do estimador regressão sob a estratégia de Hartley é dado por

EQM(yRHν) ≤ τ2
AEQM(yRAν)+ τ2

BEQM(yRBν)

+ p2EQM(yRab(A)ν)+ (1− p)2τ2
abEQM(yRab(B)ν)< ∞.

4.2 Estratégia de Fuller & Burmeister

Sob a estratégia em que a magnitude dos domínios é desconhecida tem-se(apêndice B),

yRFB −µν ≈ wa (yRaν −µνa)+wνb (yRbν −µb)+ p1wνab

(
yνRab(A)−µνab

)
+(1− p1)wνab

(
yRab(B)ν −µνab

)

+ N−1(N̂aµνa + N̂bµνb + p1N̂ab(A)µνab +(1− p1)N̂νab(B)µνab + p2N̂ab(A)− p2N̂ab(B)

)
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= wa (yRaν −µνa)+ p1wνab

(
yRab(A)−µνab

)

+ wb (yRbν −µνb)+ (1− p1)wνab

(
yRab(B)ν −µνab

)
+O(1).

Dessa forma,

(yRFBν −µν)
2 ≈ (wνa)

2(yRaν −µνa)
2+2p1wνawνab (yRaν −µνa)

(
yRab(A)ν −µνab

)

+ p2
1 (wνab)

2
(

yRab(A)ν −µνab

)2
+2wνawνb (yRaν −µνa)(yRbν −µνb)

+ 2(1− p1)wνawνab (yRaν −µνa)
(

yRab(B)ν −µνab

)

+ 2p1wνbwνab (yRbν −µνb)
(

yRab(A)ν −µνab

)

+ 2p1(1− p1)(wνab)
2
(

yRab(A)ν −µνab

)(
yRab(B)ν −µνab

)

+ (wνb)
2(yRbν −µνb)

2+2(1− p1)wνbwνab (yRbν −µνb)
(

yRab(B)ν −µνab

)

+ (1− p1)
2 (wνab)

2
(

yRab(B)ν −µνab

)2
+O

(
N−1

ν
)

Calculando o valor esperado, ou seja, E (yRFBν −µν)
2 e admitindo ν → ∞, tem-se

E (yRaν −µνa)
2 = Da

ν +W a
ν < ∞

E (yRbν −µνb)
2 = Db

ν +W b
ν < ∞

E
(

yRab(A)ν −µνab

)2
= Dab(A)

ν +W ab(A)
ν < ∞

E
(

yRab(B)ν −µνab

)2
= Dab(B)

ν +W ab(B)
ν < ∞

E
{
(yRaν −µνa)

(
yRb −µb

)}
= 0

E
{(

yRab(A)−µνab

)(
yRab(B)ν −µνab

)}
= 0

E
{
(yRaν −µνa)

(
yRab(B)ν −µνab

)}
= 0
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E
{
(yRbν −µνb)

(
yRab(A)ν −µνab

)}
= 0

E
{
(yRaν −µνa)

(
yRab(A)ν −µνab

)}
= C(a;ab(A)) < ∞

E
{
(yRbν −µbν)

(
yRab(B)ν −µνab

)}
= C(b;ab(A)) < ∞

Resultado 12 O erro quadrático médio assintótico do estimador regressão sob a estratégia

de Fuller & Burmeister é dado por

EQM (yRFB) ≈ (wνa)
2 (Da

ν +W a
ν )

2+ p2
1(wνab)

2
(

Dab(A)
ν +W ab(A)

ν

)

+ (wνb)
2
(

Db
ν +W b

ν

)
+(1− p1)

2 (wνab)
2
(

Dab(B)
ν +W ab(B)

ν

)

+ 2p1wνawνabC(a;ab(A))+2(1− p1)wνbwνabCb;ab(B)

4.3 Estratégia BLG

Sob a estratégia adotada por Bankier, Lepkowski & Groves (1986), é possível notar que a

forma do estimador apresentada em (3.8) é inicialmente escrita da seguinte forma:

yRBLGν =

∑
k∈SAν

g∗ks(A)ωkyk + ∑
k∈SBν

g∗ks(B)ωkyk

N
= wAνyRAν +wBνyRν ,

onde

ωk =





1

πA
νk

, k ∈ a

1
πB

νk

, k ∈ b

1

πA∪B
νk

=
1

πA
νk +πB

νk

, k ∈ ab

Dessa forma, tem-se que

yRBLGν −µ = wA
ν
(
yA

Rν −µA
ν
)
+wB

ν
(
yB

Rν −µB
ν
)
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(yRBLGν −µν)
2 =

(
wA

ν
)2(

yA
Rν −µA

ν
)2

+
(
wB

ν
)2(

yB
Rν −µB

ν
)2

+ 2wA
ν wB

ν
(
yA

Rν −µA
ν
)(

yB
Rν −µB

ν
)

E (yRBLGν −µν)
2 =

(
wA

ν
)2

E
(
yA

Rν −µA
ν
)2

+
(
wB

ν
)2

E
(
yB

Rν −µB
ν
)2

(4.9)

Resultado 13 Para wA
ν → τA e wB

ν → τB, tem-se que o erro quadrático médio do estimador

regressão sob a estratégia BLG é dado por

EQM(yRBLG) = τ2
AEQM(yA

Rν)+ τ2
BEQM(yB

Rν)

A partir da estratégia de Hartley, é possível notar que EQM(yRBLG) < EQM(yRHν). Os

EQM’s serão aproximadamente iguais quando os EQM’s dos estimadores referentes aos do-

mínios são aproximadamente nulos.

Para a versão raking o estimador regressão apresentado em (3.11) também temos resul-

tado similar, basta notar que existem constantes αA, αB que satisfazem:

ω(∞)
ka =

1

πA
νk

[

∏
r par

(
NAν

N̂A(r−1)

)]
=

1

πA
νk

αA

ω(∞)
kb =

1
πB

νk

[

∏
r ímpar

(
NB

ν
N̂B(r−1)

)]
=

1
πB

νk

αB

ω(∞)
kab =

1

πA
νk +πB

νk

[

∏
r par

(
NAν

N̂A(r−1)

)
∏

r ímpar

(
NB

ν
N̂B(r−1)

)]
=

(
1

πA
νk +πB

νk

)
αAαB (4.10)

4.4 Estratégia de Máxima Pseudo-Verossimilhança

Com base na estratégia de Máxima Pseudo-Verossimilhança, é possível notar que

yRPML = wνaya
Rν +wνbyb

Rν +wνab

(
πA

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(A)+wνab

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
yab(B)

Rν

+ ŵaµνa + ŵbµνb + ŵabµνab −wνaµνa −wνbµνb −wνabµνab

Logo,
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yRPMLν −µν ≈ wνa (y
a
Rν −µνa)+wνb

(
yb

Rν −µνb

)

+ wνab

(
πA

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(A)ν +wνab

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(B)ν +O(1)

No caso em que
(

πA
νk

πA
νk +πB

νk

)
= p1 e

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
= (1− p1), onde p1 é uma constante de

ponderação, tal que 0≤ p1 ≤ 1, o estimador yRPML assume forma similar à do estimador yRFB.

Dessa forma, EQM (yRPMLν) terá forma similar à EQM (yRFBν).

5 Distribuições assintóticas dos estimadores propostos

Skinner & Rao (1996), mostraram que é possível representar os estimadores yH , yFB e yPML

como funções do vetor

η̂ =
(

yHTa yHTab(A) N̂ab(A)/N yHT b yHTab(B) N̂ab(B)/N
)
,

que é estimador de

η = ( µa µab Nab/N µb µab Nab/N ) .

O estimador yBLG também pode ser representado de forma análoga, como função de

η̂ =
(

yHT (A) yHT (B)

)

sendo mais simples que a forma apresentada para os outros estimadores. Para todas as

estratégias, η̂ é consistente para η . Logo,

n1/2 (η̂ −η)
d−→ N (0,Σ)

onde n = nA +nB −nab. Σ é uma matriz bloco diagonal da forma

Σ =


 ΣA 0

0 ΣB



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onde

ΣA =




σ2
a σa;ab(A) 0

σa;ab(A) σ2
ab(A) 0

0 0 σNA
ab


 ΣB =




σ2
b σb;ab(B) 0

σb;ab(B) σ2
ab(B) 0

0 0 σNB
ab




Os estimadores do tipo regressão propostos também podem ser escritos como funções

de um vetor denotado por

ϕ̂ =
(

yRa yRab(A) N̂ab(A)/N yRb yab(B)
Rν N̂ab(B)/N

)
,

Foram apresentadas condições no capítulo 3 que tornam ϕ̂ consistente para ϕ . Logo,

n1/2 (ϕ̂ −ϕ)
d−→ N (0,Σ∗) .

onde, de acordo com a estratégia utilizada, Σ∗ é dada por ΣRH , ΣRFB, ΣRBLG ou ΣRPML. Todos os

estimadores propostos podem ser dados na forma θ̂ = f (ϕ̂), onde f (.) é uma função contínua,

não linear e diferenciável em relação aos componentes de ϕ̂. Por exemplo, sob a estratégia

de Hartley, f (φ̂ ) = yRH . Logo, pelo método método delta, tem-se que

n1/2 ( f (ϕ̂)− f (ϕ))
d−→ N

(
0, [ f ′(ϕ)]T Σ∗[ f

′(ϕ)]
)
. (4.11)

onde f ′(ϕ) é vetor de derivadas parciais. Ao substituir quantidades populacionais pelas suas

respectivas quantidades amostrais, é razoável considerar que um intervalo de confiança apro-

ximado para f (ϕ) é dado por

f (ϕ̂)± z1−α/2

√
[ f ′(ϕ)]T Σ̂∗[ f ′(ϕ)]/n1/2 (4.12)
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CAPÍTULO 5

Inferência para casos particulares do estimador regressão generalizado

Nos capítulos anteriores foram apresentados vários estimadores do tipo regressão para

cadastro duplo. Neste capítulo são ilustrados casos particulares destes estimadores, conside-

rando que um plano de amostragem aleatória simples é aplicado em cada um dos cadastros.

1 Estimadores do tipo razão sob a estratégia de Hartley

Considerando-se o estimador regressão sob a estratégia de Hartley apresentado pela

expressão (3.4), e considerando o cenário em que o estimador regressão reduz-se ao caso de

estimadores do tipo razão, é possível obter os estimadores apresentados a seguir.

1.1 Estimador razão RH1

Sob a situação particular em que uma variável auxiliar está disponível em ambos os ca-

dastros, e considerando que um plano de amostragem aleatória simples é empregado em cada

cadastro, o estimador RH1 do tipo razão para µ , sob a estratégia de Hartley, é considerado

para situações em que o total das variáveis auxiliares é conhecido para os domínios. Tem-se

que

yRH1 = wa
ỹa

x̃a
µXa +wb

ỹb

x̃b
µXb +wabp

ỹab(A)

x̃ab(A)
µXab +wab(1− p)

ỹab(B)

x̃ab(B)
µXab , (5.1)

onde

• wa = Na/N;
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• wb = Nb/N;

• wab = Nab/N;

• µXb é a média populacional da variável auxiliar no domínio b;

• µXa é a média populacional da variável auxiliar no domínio a;

• µXb é a média populacional da variável auxiliar no domínio b;

• ỹa é a média amostral da variável de interesse no domínio a;

• ỹb é a média amostral da variável de interesse no domínio b;

• ỹab(A) é a média amostral das informações da variável de interesse no cadastro A e que

pertencem ao domínio ab;

• ỹab(B) é a média amostral das informações da variável de interesse no cadastro B e que

pertencem ao domínio ab.

• x̃a é a média amostral da variável auxiliar no domínio a;

• x̃b é a média amostral da variável auxiliar no domínio b;

• x̃ab(A) é a média amostral das informações da variável auxiliar no cadastro A e que per-

tencem ao domínio ab;

• x̃ab(B) é a média amostral das informações da variável auxiliar no cadastro B e que per-

tencem ao domínio ab.

ỹa, ỹb, e ỹab(B) representam as médias amostrais dos valores pertencentes aos domínios a,

b e ab e identificados nas amostras de tamanho nA e nB obtidas de cada um dos cadas-

tros. A variância aproximada deste estimador, expressa em termos matriciais, é dada por

AVar(yRH1) = dT ΣRH1d, onde

d =




1

p

−Ra

−pRab(A)

1

1− p

−Rb

−(1− p)Rab(B)




e ΣRH1 =


 ΣA 0

0 ΣB


,
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onde

ΣA =


 Σy(a;ab(A)) Σxy(a;ab(A))

Σxy(a;ab(A)) Σx(a;ab(A))


=




σ2
ya σ(ya;yab(A)) σ(ya;xa) σ(ya;xab(A))

σ(ya;yab(A)) σ2
yab(A) σ(xa;yab(A)) σ(yab(A);xab(A))

σ(ya;xa) σ(xa;yab(A)) σ2
xa σ(xa;xab(A))

σ(ya;xab(A)) σ(xab(A);yab(A)) σ(xa;xab(A)) σ2
xab(A)




ΣB =


 Σy(b;ab(B)) Σxy(b;ab(B))

Σxy(b;ab(B)) Σx(b;ab(B))


=




σ2
yb σ(yb;yab(B)) σ(yb;xb) σ(yb;xab(B))

σ(yb;yab(B)) σ2
yab(B) σ(xa;yab(B)) σ(yab(B);xab(B))

σ(yb;xb) σ(xb;yab(B)) σ2
xb σ(xb;xab(B))

σ(yb;xab(B)) σ(xab(B);yab(B)) σ(xb;xab(B)) σ2
xab(B)




A forma da variância aproximada deste estimador é dada por

AVar(yRH1) = N−2σ2
RH1,

em que σ2
RH1 = (NA)

2
(

1− fA

nA

)
waσ2

ya + p2(NA)
2
(

1− fA

nA

)
wab(A)σ2

yab(A)

+ R2
a (NA)

2
(

1− fA

nA

)
waσ2

xa + p2R2
ab(A) (NA)

2
(

1− fA

nA

)
wab(A)σ2

xab(A)

− 2R2
a

(
Na

na

)2

nA (1− fA)ρxyaσyaσxa

− 2p2Rab(A)

(
Nab

nab(A)

)2

nA (1− fA)ρxyab(A)σyab(A)σxab(A)

+
(
NB)2

(
1− fB

nB

)
wbσ2

yb +(1− p)2(NB)2
(

1− fB

nB

)
wab(B)σ2

yab(B)

+ R2
b

(
NB)2

(
1− fB

nB

)
wbσ2

xb +(1− p)2R2
ab(B) (NA)

2
(

1− fB

nB

)
wab(B)σ2

xab(B)

− 2R2
b

(
Nb

nb

)2

nB (1− fB)ρxybσyabσxb

− 2(1− p)2Rab(B)

(
Nab

nab(B)

)2

nA (1− fA)ρxyab(B)σyab(B)σxab(B),

onde
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• wab(A) = Nab/NA, wab(B) = Nab/NB;

• Ra =
µya

µxa
, Rab(A) =

µyab(A)

µxab(A)
;

• Rb =
µyb

µxb
, Rab(B) =

µyab(B)

µxab(B)
;

• σ2
ya, σ2

yb, σ2
yab(A), σ2

yab(B) são as variâncias populacionais referentes aos domínios;

• ρxya, ρxyab(A), ρxyb e ρxyab(B) representam os coeficientes de correlação linear entre as

variáveis auxiliares e as variáveis de interesse nos domínios.

Ao substituir as quantidades populacionais pelas suas respectivas quantidades amostrais, tem-

se um estimador para a variância do estimador RH1. Na situação em que apenas um cadastro

contém informação auxiliar disponível, A por exemplo, este estimador reduz-se à forma apre-

sentada e analisada por Coelho (2007), onde

yRH1 = wa
ỹa

x̃a
µXa +wab p

ỹab(A)

x̃ab(A)
µXab +wbỹb +wab(1− p)ỹab(B). (5.2)

1.2 Estimador razão RH2

O estimador RH2 do tipo razão para µ , sob a estratégia de Hartley, é considerado para a

situação em que existe informação apenas para o total da variável auxiliar nos cadastros. Con-

siderando novamente o caso em que um plano de amostragem aleatória simples é utilizado,

tem-se que

yRH2 =

(
waỹa + pwabỹab(A)

wax̃a + pwabx̃ab(A)

)
µXA +

(
wbỹb +(1− p)wabỹab(B)

wbx̃b +(1− p)wabx̃ab(A)

)
µXB , (5.3)

onde wa, wb, wab, ỹa, ỹb, ỹab(A), ỹab(B), x̃a, x̃b, x̃ab(A) e x̃ab(B) são definidos de maneira análoga à

apresentada para o estimador RH1. µXA e µXB são as médias populacionais da variável auxiliar

nos cadastros A e B. A variância aproximada deste estimador, expressa em termos matriciais,

é dada por

AVar(yRH2) = dT ΣRH2d,

onde

dT =

[ µXA

µ∗
x(A)

,
pµXA

µ∗
x(A)

, −GAµXA

µ∗
x(A)

, − pGAµXA

µ∗
x(A)

,
µXB

µ∗
x(B)

,
(1− p)µXB

µ∗
x(B)

, −GBµXB

µ∗
x(B)

, −GB(1− p)µXB

µ∗
x(B)

.

]
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Na expressão da variância aproximada, ΣRH2 = ΣRH1. Tem-se ainda que

µ∗
y(A) =

Naµya + pNabµyab(A)

NA
µ∗

x(A) =
Naµxa + pNabµxab(A)

NA

µ∗
y(B) =

Nbµyb + pNabµyab(B)

NB
µ∗

x(B) =
Nbµxb + pNabµxab(B)

NB

GA =
µ∗

y(A)

µ∗
x(A)

GB =
µ∗

y(B)

µ∗
x(B)

Ao substituir as quantidades populacionais pelas suas respectivas quantidades amostrais, tem-

se um estimador para a variância do estimador RH2. Considerando novamente a situação em

que apenas o cadastro A possui informação auxiliar disponível, este estimador reduz-se à outra

forma de estimador razão apresentada por Coelho (2007), onde

yRH2 =

(
waỹa + pwabỹab(A)

wax̃a + pwabx̃ab(A)

)
µXA +wbỹb +(1− p)wabỹab(B), (5.4)

2 Estimadores do tipo razão sob a estratégia de Fuller &
Burmeister

Os estimadores do tipo razão sob a estratégia de Hartley são propostos para o caso em

que Na, Nb e Nab são conhecidos. Quando isto não acontecer, e admitindo o uso de um plano de

amostragem aleatória simples nos cadastros, e considerando o cenário em que o estimador

regressão sob a abordagem de Fuller & Burmeister reduz-se ao estimador do tipo razão, é

possível obter os estimadores apresentados a seguir.

2.1 Estimador razão FB1

O estimador RFB1 do tipo razão para µ , sob a estratégia de Fuller & Burmeister, é dado por

yRFB1 = ŵa
ỹa

x̃a
µXa + ŵb

ỹb

x̃b
µXb + ŵabβ1

ỹab(A)

x̃ab(A)
µXab + ŵab(1−β1)

ỹab(B)

x̃ab(B)
µXab , (5.5)

onde

• ŵa = (NA − N̂ab,s)/N = N̂a/N, ŵb = (NB − N̂ab,s)/N = N̂b/N e ŵab = N̂ab,s/N são estimadores

de wa, wb e wab. N̂ab,s é definido como a menor raiz de (2.13), e os demais termos são

definidos de maneira análoga à apresentada para o estimador razão sob a estratégia de

Hartley.
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Aplicando o método de linearização de Taylor em cada um dos termos do estimador apre-

sentado em (5.5), é possível obter um pseudo-estimador de yRFB1, para que seja possível a

obtenção de uma variância aproximada do estimador. Tem-se

AVar(yRFB1) = N−2dT ΣRFB1d+O(1), (5.6)

onde

d =




1

β1

−Ra

−β1Rab(A)

1

1−β1

−Rb

−(1−β1)Rab(B)

1

1




com Ra = µya/µxa, Ra = µyab(A)/µxab(A), Rb = µyb/µxb e Rab(B) = µyab(B)/µxab(B). A matriz de variân-

cias e covariâncias do estimador é dada por

ΣRFB1 =




Σy(a;ab(A)) Σxy(a;ab(A)) 0 0 0

Σxy(a;ab(A)) Σx(a;ab(A)) 0 0 0

0 0 Σy(b;ab(B)) Σxy(b;ab(B)) 0

0 0 Σxy(b;ab(B)) Σx(b;ab(B)) 0

0 0 0 0 ΣNab
(A,B)




as submatrizes de ΣRFB1 com exceção de ΣNab
(A,B)

são iguais às submatrizes de ΣRH1. Tem-se

ainda que

ΣNab
(A,B)

=


 Var

(
N̂A

ab

)
0

0 Var
(
N̂B

ab

)




Ao substituir as quantidades populacionais pelas suas respectivas quantidades amostrais, tem-

se um estimador para a variância do estimador RFB1. Considerando novamente a situação em
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que apenas o cadastro A possui informação auxiliar disponível, este estimador reduz-se à outra

forma de estimador razão apresentada e analisada por Coelho (2007), onde

yRFB1 = ŵa
ỹa

x̃a
µXa + ŵabβ1

ỹab(A)

x̃ab(A)
µXab + ŵbỹb + ŵab(1−β1)ỹab(B). (5.7)

2.2 Estimador razão RFB2

O estimador RFB2 do tipo razão para µ , sob a estratégia de Fuller & Burmeister, é consi-

derado para a situação em que existe informação apenas para o total da variável auxiliar nos

cadastros. Considerando-se novamente o caso em que um plano de amostragem aleatória

simples é utilizado em ambos os cadastros, tem-se que

yRFB2 =

(
ŵaỹa +β1ŵabỹab(A)

ŵax̃a +β1ŵabx̃ab(A)

)
µXA +

(
ŵbỹb +(1−β1)ŵabỹab(B)

wbx̃b +(1−β1)ŵabx̃ab(A)

)
µXB , (5.8)

onde µXA e µXB são as médias populacionais para as únicas variáveis auxiliares nos cadastros

A e B, e as demais quantidades são definidas de forma análoga às quantidades apresentadas

para o estimador RFB1. Sob a situação em que apenas uma variável está disponível para um

dos cadastro, A por exemplo, tem-se que

yRFB2 =

(
ŵaỹa +β1ŵabỹab(A)

ŵax̃a +β1ŵabx̃ab(A)

)
µXA + ŵbỹb + ŵab(1− p)ỹab(B), (5.9)

com variância aproximada igual a

AVar(yRFB2) = N−2
ν
[
t2
XA

AVar(ĜA)+AVar(ĜB)
]
,

onde tXA representa o total populacional da variável auxiliar no cadastro A. Tem-se que

AVar(ĜA) =

(
1

t∗xA

)2{(
µ2

ya +β 2
1 µyab(A)+G2

Aµ2
xa + p2G2

Aµ2
xab(A)

) NaNbNabgAgB

nANbgB +nBNagA

+ N2
a

(
1− fA

nAPa

)
σ2

ya +β 2
1 N2

ab

(
1− fA

nA Pab(A)

)
σ2

yab(A)+G2
AN2

a

(
1− fA

nAPa

)
σ2

xa

+ β 2
1 G2

AN2
ab

(
1− fA

nAPab(A)

)
σ2

xab(A)−2GAN2
a

nA

n2
a

(
1− nA

NA

)
ρxyaσxaσya
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− 2β 2
1 GAN2

ab
nA

n2
ab(A)

(
1− nA

NA

)
ρxyab(A)σxab(A)σyab(A)

}
,

onde GA =
t∗yA
t∗xA

, com t∗yA = Naµya + pNabµyab(A) , t∗xA = Naµxa + pNabµxab(A) e σ2
xa, σ2

xab(A), σ2
ya e

σ2
yab(A) representam as variâncias das variáveis nos domínios. Tem-se ainda que

AVar(ĜB) = GB +
{
(1−β1)

2(µ2
yab(B))+ (µ2

yb)
} NaNbNabgAgB

nANbgB +nBNagA

+ (1−β1)
2N2

ab

(
1− fB

nBPab(B)

)
σ2

yab(B)+N2
b

(
1− fB
nBPb

)
σ2

yb

onde GB = Nbµyb + (1− p)Nabµyab(B), Pa = na/nA, Pab(A) = nab(A)/nA, Pb = n)b/nB e Pab(B) =

nab(B)/nB. A derivação da variância do estimador RFB2, bem como a obtenção do valor de

β1 que minimiza sua variância pode ser consultada em Coelho (2007).

3 Estimadores do tipo razão sob a estratégia BLG

Sob a estratégia adotada por Bankier, Lepkowski & Groves (1986), e considerando que existe

informação de uma variável auxiliar em ambos os cadastros, o estimador RBLG do tipo razão

para µ , sob a estratégia BLG é dado por

yRBLG =

∑
k∈SA

ωkyk

∑
k∈SA

ωkxk
tXA +

∑
k∈SB

ωkyk

∑
k∈SB

ωkxk
tXB

N
(5.10)

em que ỹa, x̃a, ỹb e x̃b representam as médias amostrais das variáveis de interesse e das

variáveis auxiliares em cada cadastro, respectivamente. Através do método de linearização de

Taylor, tem-se que a variância aproximada do estimador de Bankier é dada por

AVar(yRBLG) = (wA)
2Var(ỹa)+

(
wA

µYA

µXA

)2

Var(x̃a)

+ (wB)
2Var(ỹb)+

(
wB

µYB

µXB

)2

Var(x̃b)

− 2(wA)
2 µYA

µXA

Cov(ỹa, x̃a)−2(wB)
2 µYB

µXB

Cov(ỹb, x̃b) . (5.11)
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Em termos matriciais, a variância aproximada do estimador RBLG é dada por

AVar(yRBLG) = dT ΣRBLGd,

em que

d =




wA

wA
µYA

µXA

wB

wB
µYB

µXB




e ΣRBLG =




σ2
yA σxyA 0 0

σxyA σ2
xA 0 0

0 0 σ2
yB σxyB

0 0 σxyB σ2
xB




Da mesma forma que a vista para o estimador regressão, é possível propor uma versão raking

para este estimador, da seguinte forma:

yRBLG =

∑
k∈SA

ω(r)
k yk

∑
k∈SA

ω(r)
k xk

tXA +

∑
k∈SB

ω(r)
k yk

∑
k∈SB

ω(r)
k xk

tXB

N

= wA
ỹ(r)A
x̃(r)A

µXA +wB
ỹ(r)B
x̃(r)B

µXB , (5.12)

em que a variância aproximada é similar à apresentada em (5.11).

4 Estimadores do tipo razão sob a estratégia de Máxima-Pseud o
Verossimilhança

Sob esta estratégia, a proposta de estimador razão se torna simples. Sob a situação em que

é de interesse a estimação de uma média populacional sob a abordagem de cadastro duplo,

tem-se que

yRPML = N−1

{(
NA − N̂ab,PML

)
ỹa(

NA − N̂ab,PML
)

x̃a
tXa +

N̂ab,PMLỹab(∗)
N̂ab,PMLx̃ab(∗)

tXab +

(
NB− N̂ab,PML

)
ỹb(

NB− N̂ab,PML
)

x̃b
tXb

}



Capítulo 5 - Inferência para casos particulares do estimador regressão generalizado____________________________________________________________________________________________________________________________66

= N−1
{

ỹa

x̃a
tXa +

ỹab(∗)
x̃ab(∗)

tXab +
ỹb

x̃b
tXb

}

Como visto anteriormente, através do método de linearização de Taylor, um pseudo-estimador

para ỹab(∗) é dado por

ỹab(∗) ≈
(

πA

πA +πB

)
ỹab(A)+

(
πB

πA +πB

)
ỹab(B)

= pAỹab(A)+ pBỹab(B) = pAỹab(A)+(1− pA)ỹab(B) = pA
(
ỹab(A)− ỹab(B)

)
+ ỹab(B) = g(ỹab(A), ỹab(B))

Dessa forma, tem-se então que

g(ỹab(A), ỹab(B))

g(x̃ab(A), x̃ab(B))
≈ g(µyab,µyab)

g(µxab,µxab)
+

1
g(µxab,µxab)

(
g(ỹab(A), ỹab(B))−

g(µyab,µyab)

g(µxab,µxab)
g(x̃ab(A), x̃ab(B))

)

É possível notar que g(µyab,µyab) = µyab e g(µxab,µxab) = µxab. Dessa forma,

ỹab(∗)
x̃ab(∗)

=
g(ỹab(A), ỹab(B))

g(x̃ab(A), x̃ab(B))
≈ µyab

µxab
+

1
µxab

(
g(ỹab(A), ỹab(B))−

µyab

µxab
g(x̃ab(A), x̃ab(B))

)

Logo,

yRPML ≈ N−1
{[

µya

µxa
+

1
µxa

(
ỹa −

µya

µxa
x̃a

)]
tXa +

[
µyb

µxb
+

1
µb

x

(
ỹb −

µyb

µxb
x̃b

)]
tXb

+

[
µyab

µxab
+

1
µxab

(
g(ỹab(A), ỹab(B))−

µyab

µxab
g(x̃ab(A), x̃ab(B))

)]
tXab

}

AVar(yRPML) =

(
tXa

µxa

)2

Var(ỹa)+

(
µya

µxa
tXa

)2

Var(x̃a)−2µya

(
tXa

µxa

)2

Cov(ỹa; x̃a)

+

(
tXb

µb
x

)2

Var(ỹb)+

(
µyb

µxb
tXb

)2

Var(x̃b)−2µya

(
tXb

µb
x

)2

Cov(ỹb; x̃b)

+ p2
A

(
tXab

µxab

)2

Var
(
ỹab(A)

)
+ p2

A

(
µyab

µxab

)2

Var
(
x̃ab(A)

)
−2p2

Aµyab

(
tXab

µxab

)2

Cov
(
ỹab(A); x̃ab(A)

)
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+ p2
B

(
tXab

µxab

)2

Var
(
ỹab(B)

)
+ p2

B

(
µyab

µxab

)2

Var
(
x̃ab(B)

)
−2p2

Bµyab

(
tXab

µxab

)2

Cov
(
ỹab(B); x̃ab(B)

)

= dT ΣRPMLd,

em que dT e ΣRPML são dados por

dT = [dT
1 dT

2 ]

dT
1 =

[
tXa

µxa

µya

µxa
tXa

√µya
tXa

µxa
pA

tXab

µxab
pA

µyab

µxab
pA
√µyab

tXab

µxab

]

dT
2 =

[
tXb

µb
x

µyb

µxb
tXb

√
µb

y
tXb

µb
x

pB
tXab

µxab
pB

µyab

µxab
pB
√µyab

tXab

µxab

]

ΣRPML =


 ΣA 0

0 ΣB




em que

ΣA =




σ2
ya σy(a;ab(A)) σxya σxy(a;ab(A))

σy(a;ab(A)) σ2
yab σxy(a;ab(A)) σxy(a;ab(A))

σxya σxy(a;ab(A)) σ2
xa σx(a;ab(A))

σxy(a;ab(A)) σ2
xa σx(a;ab(A)) σ2

xab(A)




ΣB =




σ2
yb σy(b;ab(B)) σxyb σxy(b;ab(B))

σy(b;ab(B)) σ2
yab σxy(b;ab(B)) σxy(b;ab(B))

σxyb σxy(b;ab(B)) σ2
xb σx(b;ab(B))

σxy(b;ab(B)) σ2
xb σx(b;ab(B)) σ2

xab(B)




Sob um plano de amostragem aleatória simples, é possível observar que a variância

aproximada da estratégia PML coincide com a variância do estimador razão R1 de Hartley.

Como visto, a informação de uma variável auxiliar pode ser alocada no processo de estimação

sob cada estratégia proposta. Qual das estratégias será a melhor vai depender do cenário

em questão. Se os cadastros estiverem sob o cenário 2 (NA, NB, Na, Nb e Nab conhecidos),

os estimadores de Hartley e Bankier podem ser utilizados, sendo a estratégia de Bankier uma

estratégia mais simples de implementação, caso exista grande quantidade de informação no
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domínio ab. Já se o interesse for obter uma maior precisão, a estratégia de Hartley deve ser

considerada, uma vez que a constante p é escolhida de modo a minimizar a variância do esti-

mador utilizado. Caso a situação seja a do cenário 3 (NA, NB, Na, Nb e Nab desconhecidos), os

estimadores de Fuller & Burmeister e PML podem ser utilizados, sendo a estratégia de Fuller &

Burmeister mais eficiente que a PML pela mesma justificativa apresentada para a estratégia de

Hartley. Para ambos os cenários, as estratégias de Bankier e PML surgem como alternativas

mais direcionadas à agilidade de obtenção de resultados do que eficiência.
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CAPÍTULO 6

Avaliação Numérica

1 Discussão metodológica

Os desempenhos dos estimadores propostos nesta tese foram avaliados através do méto-

do de simulação de Monte Carlo. Admitindo-se que em ambos os cadastros exista informação

de duas variáveis auxiliares disponíveis, o cenário considerado foi que a relação entre a variá-

vel de interesse e as variáveis auxiliares é descrita pelo modelo

ξ : yk = β0+β1xk1+ · · ·+βqxkq + εk = β0+
q

∑
r=1

xkr + εk = xT
k β
˜
+ εk, (6.1)

onde foi fixado q = 2 em ambos os cadastros. Os estimadores apresentados nos capítulos 2 e

os estimadores regressão propostos no capítulo 3 foram avaliados de acordo com o plano de

amostragem aleatória simples aplicado em cada cadastro.

Foi admitido que NA +NB −Nab = 4500, conforme descrição na tabela (6.1) a seguir. Para

cada tamanho populacional, foram consideradas amostras de tamanho nA = nB = 125, 250, 500,

750, 1000, 1250.

Tabela 6.1: Tamanhos populacionais utilizados para a, b e ab

POPULAÇÃO Na Nb Nab NA = NB

1 2000 2000 500 2500
2 1750 1750 1000 2750
3 1500 1500 1500 3000

Para a avaliação dos estimadores foram considerados o viés relativo, desvio padrão e
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erro quadrático médio dos estimadores para a média populacional. O viés de um estimador θ̂

é dado por

B(θ̂ ) = E(θ̂ −θ) = E(θ̂ )−θ

e o erro quadrático médio por

EQM(θ̂) = Var(θ̂ )+{B(θ̂)}2.

O viés relativo é dado por

V R(θ̂ ) =
E(θ̂ −θ)

θ

onde θ é o parâmetro de interesse e θ̂ é estimador de θ . O esquema de geração de dados foi

conduzido da seguinte forma:

Passo 1. Gerar pares (i, j) referentes às observações das variáveis auxiliares para o domínio

a, onde i, j = 1, . . . ,Na, considerando uma distribuição N (µxaq,σ2
xaq), com q = 1,2 e µax1 =

4 e µax2 = 8. Foram ainda considerados dois cenários para a variância das variáveis

auxiliares:

1. σ2
xa1 = 1 e σ2

xa2 = 1;

2. σ2
xa1 = 10 e σ2

xa2 = 4.

Passo 2. Gerar pares (i, j) para as variáveis auxiliares no domínio ab, onde i, j = 1, . . . ,Nab,

a partir de valores de uma distribuição N (µxabq,σ2
xabq), q=1,2. Analogamente ao item

anterior, tem-se que µxab1 = 2, µxab1 = 1, e dois cenários para as variâncias das variáveis

auxiliares neste domínio:

1. σ2
xab1 = 1 e σ2

xab2 = 1;

2. σ2
xab1 = 10 e σ2

xab2 = 4.

Passo 3. Gerar Na observações da variável de interesse y para o domínio a, onde i = 1, . . . ,Na,

seguindo distribuição N (β0+β a
1x1kA +β a

2 x2kA,σ2
k ), onde β a

i = 1 e σ2
k = σ2

ya = 1;

Passo 4. Gerar Nab observações da variável de interesse para o domínio ab, a partir de uma

distribuição N (β0+β ab
1 x1kA +β ab

2 x2kA,σ2
k ), onde β ab

i = 1 e σ2
k = σ2

yab = 1.

Passo 5. Repetir os passos 1, 2, 3 e 4 para o domínio b e cadastro B. No passos 1, os

cenários para as variâncias foram os seguintes:

1. σ2
xb1 = 1, σ2

xb2 = 1;
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2. σ2
xb1 = 8 e σ2

xb2 = 12.

Passo 6. Na estrutura de populações geradas nos passos de 1 a 5 para os cadastros A e B,

coletar uma amostra de tamanho especificado através do plano de amostragem aleatória

simples e obter estimativas para a média populacional utilizando os estimadores dos

capítulos 2 e 3;

Passo 7. Obter estimativas de desvio padrão (DP), Viés Relativo (VR), Erro Quadrático Médio

(EQM). Além disso, para cada estimador θ̂ é construído um intervalo do tipo

θ̂ ±1.96
√

Var(θ̂ ).

Este intervalo foi considerado para cálculo da proporção de vezes em que o intervalo de

confiança dos estimadores propostos cobre o verdadeiro valor do parâmetro para cada

caso. Esta proporção será chamada de Proporção de Cobertura do Intervalo (PCI).

As populações geradas nos passos de 1 a 5 permaneceram fixas no estudo de simulação.

Utilizando o método de Monte Carlo, os passos 6 e 7 foram repetidos r = 1000 vezes, para

cada tamanho de amostra especificado. Os resultados são apresentados nas tabelas 6.2 a

6.13 e pelas figuras 6.1 a 6.15. Além dos estimadores para a variável de interesse, foram

considerados também no estudo de simulação os estimadores para Nab sob as estratégias de

Fuller & Burmeister (1972) e Skinner & Rao (1996), denotados por N̂ab,s e N̂ab,PML.

2 Resultados da Simulação

2.1 Desempenho dos estimadores propostos sob o plano de amos tragem ale-
atória simples

O desempenho dos estimadores propostos sob o plano de amostragem aleatória simples,

sob os cenários 2 e 3, é apresentado a seguir pelas tabelas (6.2) a (6.13) e figuras (6.1) a

(6.6).

De modo geral, é possível observar que os estimadores já propostos na literatura tive-

ram desempenho similar tanto em relação à proporção de cobertura do intervalo de confi-

ança quanto na redução da variância à medida em que o tamanho de amostra nos cadastros

aumenta. Observando-se os cenários tem-se que, sob o cenário 2, o estimador de Hartley

apresentou evidência de melhor desempenho em relação ao estimador BLG, como mostram

os valores de desvio padrão e EQM. Sob o cenário 3, tem-se evidência de melhor desempe-

nho do estimador PML em relação ao estimador de Fuller & Burmeister, quando observados

também os valores de desvio padrão e EQM. Isto foi verificado para todos os valores populaci-

onais de Nab, o que fornece evidência de que em situações onde a variabilidade é idêntica para
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todos os cadastros, basta que o cenário em questão seja determinado e utilizado o estimador

apropriado para este cenário.

Comparados aos estimadores de Hartley, Fuller, Bankier e PML quando o tamanho de

amostra nos cadastros aumenta, as versões propostas no contexto de estimadores regressão

apresentaram considerável redução em relação à variância e erro quadrático médio, apre-

sentando um viés relativo maior. Além disso, há evidência de que os estimadores regressão

propostos são mais confiáveis para se estimar o parâmetro populacional de interesse, como

mostra as PCI’s para cada estimador, bem próximas dos níveis nominais de um intervalo de

confiança calculado com z1−α/2 = 1.96. Este desempenho foi o mesmo para todos os valores

de Nab apresentados.

Os resultados mostraram também que cada um dos estimadores regressão propostos

apresentou viés relativo maior que sua respectiva versão simples apresentada no capítulo 2.

Porém, os resultados forneceram evidência de que esse viés tende a diminuir com o aumento

do tamanho da amostra em ambos os cadastros.

Na situação em que as variâncias em domínios e cadastros são diferentes, os estimado-

res regressão considerados sob as estratégias de Hartley (cenário 2) e Fuller & Burmeister

(cenário 3) ainda continuaram a apresentar considerável redução da variância em relação aos

estimadores já propostos quando o tamanho da amostra aumenta nos cadastros. Os estima-

dores de Bankier (cenário 2) e PML (cenário 3) apresentaram redução nas PCI’s quando o

tamanho de Nab aumenta. Isto fornece evidência de que estes estimadores são sensíveis ao

aumento da quantidade de informações do domínio ab, pois à medida em que Nab aumenta,

é maior a chance de selecionar mais elementos deste domínio, e constatou-se que os esti-

madores mencionados apresentaram problemas devido a esse fato. Ainda, é possível notar

que se for considerada a quantidade wab = Nab/N, onde N = NA +NB −Nab (total populacio-

nal), tem-se que os estimadores foram avaliados nas situações em que wab = 500/4500= 0.11,

wab = 1000/4500= 0.22 e wab = 1500/4500= 0.33. Como mostram as tabelas (6.8.) a (6.12), a

PCI para estes estimadores diminuiu quando wab ficou acima de 0.10 (10%) do total populaci-

onal.

A distribuição empírica de cada um dos estimadores propostos foi obtida, como mostram

as figuras (6.7) a (6.9), e fornece evidência de que a distribuição assintótica de todos os esti-

madores propostos é centrada no real valor do parâmetro, que no estudo de simulação foi a

média populacional. Para todos os casos, há evidência de que os estimadores obtidos seguem

distribuição normal, como apresentado no capítulo 4.

Os gráficos referentes aos desvios padrões dos estimadores revelam que sob o cenário 2,

os estimadores regressão sob as estratégias de Hartley e Bankier apresentaram desempenho

similar na redução da variância, com pequena vantagem para o estimador regressão sob a

estratégia BLG. Sob o cenário 3, o estimador regressão sob a estratégia de Fuller & Burmeis-

ter apresentou melhor desempenho para todos os casos. Desconsiderando-se os cenários,
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os estimadores regressão sob as estratégias PML e Fuller & Burmeister foram os que apre-

sentaram menor variância em comparação aos demais estimadores, bem como apresentaram

também maior redução com o aumento do tamanho da amostra em cada cadastro.

2.2 Estudo sobre a distribuição de N̂ab,s e N̂ab,PML

Os estimadores de Nab propostos por Fuller & Burmeister (1972) e Skinner & Rao (1996),

e denotados por N̂ab,s e N̂ab,PML, são definidos como a solução de equações quadráticas e

utilizados nos casos em que não é possível identificar duplicatas nas amostras obtidas de A

e B. Além disso, não estão em função dos valores das variáveis utilizadas no processo de

estimação. As figuras (6.10) a (6.12) ilustram a distribuição empírica de N̂ab,s e as figuras

(6.13) a (6.15) ilustram a distribuição empírica de N̂ab,PML. Para cada uma das populações

geradas na tabela (6.10), foram obtidas 1000 estimativas de Nab de acordo com as estratégias

mencionadas e construídos gráficos de densidade estimada.

É possível verificar que, para Nab = 500 por exemplo, à medida em que os tamanhos

de amostra aumentam, a distribuição empírica das estimativas fornece evidência de que as

distribuições de N̂ab,s e N̂ab,PML convergem para uma distribuição centrada no real valor de

Nab, o que sugere distribuição normal. Além disso, verifica-se também que há evidência de

redução da variância do estimador para tamanhos de amostra elevados, como o observado

para nA = nB = 1250 em ambos os casos. Para os demais valores de referência para Nab

analisados no estudo de simulação, o comportamento observado foi o mesmo, o que evidencia

que N̂ab,s e N̂ab,PML são estimadores que garantem uma boa aproximação para Nab, e essa

aproximação se torna ainda melhor à medida em que os tamanhos de amostra nos cadastros

aumentam.
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Tabela 6.2: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 500 e
desvios unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.1111 -0.0191 0.0123 0.953
250 0.0768 0.0386 0.0059 0.940
500 0.0493 0.0059 0.0024 0.955
750 0.0384 0.0189 0.0014 0.952

1000 0.0298 0.0201 0.0008 0.952
1250 0.0249 0.0255 0.0006 0.957

2

yBLG

125 0.3311 -0.0453 0.0042 0.948
250 0.2223 0.0915 0.0496 0.946
500 0.1477 0.0740 0.0219 0.947
750 0.1139 -0.0208 0.0219 0.944

1000 0.0976 0.0446 0.0095 0.959
1250 0.0804 0.0034 0.0064 0.948

yFB

125 0.1108 -0.0224 0.0122 0.953
250 0.0861 0.0374 0.0059 0.942
500 0.0692 0.0058 0.0024 0.953
750 0.0393 0.0019 0.0014 0.952

1000 0.0303 0.0019 0.0008 0.951
1250 0.0278 0.0025 0.0006 0.956

3

yPML

125 0.1108 -0.0002 0.0117 0.950
250 0.0767 0.0003 0.0045 0.948
500 0.0491 0.0005 0.0020 0.951
750 0.0384 0.0001 0.0010 0.951

1000 0.0298 0.0001 0.0006 0.952
1250 0.0248 0.0025 0.0005 0.953
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Tabela 6.3: Avaliação das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 500 e desvios
unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0649 0.0034 0.0042 0.948
250 0.0454 0.0044 0.0021 0.939
500 0.0297 0.0240 0.0009 0.956
750 0.0221 0.0192 0.0004 0.949

1000 0.0180 0.0204 0.0003 0.950
1250 0.0143 0.0194 0.0002 0.947

2

yRBLG

125 0.0687 0.0511 0.0047 0.956
250 0.0488 0.0629 0.0024 0.939
500 0.0315 0.0400 0.0010 0.954
750 0.0235 0.0342 0.0005 0.940

1000 0.0191 0.0375 0.0004 0.943
1250 0.0151 0.0392 0.0002 0.942

yRFB

125 0.1108 -0.0224 0.0123 0.953
250 0.0442 0.0420 0.0020 0.944
500 0.0287 0.0230 0.0008 0.952
750 0.0215 0.0189 0.0005 0.940

1000 0.0176 0.0184 0.0003 0.956
1250 0.0138 0.0203 0.0001 0.950

3

yRPML

125 0.0821 0.0218 0.0067 0.952
250 0.0544 0.0394 0.0029 0.951
500 0.0358 0.0258 0.0013 0.949
750 0.0280 0.0142 0.0008 0.955

1000 0.0229 0.0116 0.0005 0.943
1250 0.0184 0.0053 0.0003 0.947
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Figura 6.1: Desvio Padrão dos estimadores propostos para N = 4500, Nab = 500e desvios unitários.
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Tabela 6.4: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 1000e
desvios unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.1151 0.0559 0.0133 0.945
250 0.0793 0.0470 0.0063 0.947
500 0.0524 0.0414 0.0028 0.949
750 0.0409 0.0385 0.0017 0.950

1000 0.0320 0.0219 0.0010 0.950
1250 0.0274 0.0267 0.0007 0.949

2

yBLG

125 0.4540 0.0938 0.2062 0.951
250 0.2924 0.0149 0.0855 0.951
500 0.2018 0.0967 0.0409 0.947
750 0.1538 0.0647 0.0237 0.940

1000 0.1278 0.0578 0.0163 0.942
1250 0.1023 0.0679 0.0105 0.942

yFB

125 0.1154 0.0570 0.0133 0.943
250 0.0792 0.0112 0.0063 0.946
500 0.0525 0.0405 0.0028 0.950
750 0.0410 0.0384 0.0017 0.950

1000 0.0320 0.0219 0.0010 0.949
1250 0.0274 0.0266 0.0008 0.947

3

yPML

125 0.1125 0.0112 0.0126 0.940
250 0.0761 0.0123 0.0058 0.949
500 0.0518 0.0590 0.0026 0.953
750 0.0399 0.0189 0.0016 0.955

1000 0.0321 0.0002 0.0010 0.949
1250 0.0274 0.0003 0.0008 0.947
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Tabela 6.5: Avaliação das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1000 e desvios
unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0798 0.0138 0.0056 0.948
250 0.0762 0.0118 0.0058 0.953
500 0.0336 0.0656 0.0011 0.941
750 0.0255 0.0121 0.0006 0.950

1000 0.0212 0.0034 0.0004 0.945
1250 0.0186 0.0032 0.0003 0.946

2

yRBLG

125 0.0693 0.1228 0.0051 0.938
250 0.0469 0.1304 0.0025 0.934
500 0.0314 0.1258 0.0012 0.921
750 0.0229 0.1197 0.0008 0.908

1000 0.0188 0.1128 0.0006 0.910
1250 0.0152 0.1143 0.0004 0.900

yRFB

125 0.0674 0.0188 0.0045 0.946
250 0.0446 0.0155 0.0019 0.946
500 0.0308 0.0045 0.0009 0.944
750 0.0234 0.0059 0.0005 0.949

1000 0.0189 0.0044 0.0004 0.939
1250 0.0162 0.0029 0.0003 0.947

3

yRPML

125 0.0817 0.1120 0.0069 0.950
250 0.0539 0.0790 0.0030 0.946
500 0.0357 0.0008 0.0014 0.942
750 0.0267 0.1006 0.0008 0.919

1000 0.0210 0.1033 0.0006 0.913
1250 0.0177 0.0991 0.0004 0.915
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Figura 6.2: Desvio Padrão das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1000e desvios
unitários.
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Tabela 6.6: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 1500e
desvios unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.1169 0.0430 0.0137 0.952
250 0.0792 0.0341 0.0063 0.952
500 0.0541 0.0056 0.0029 0.950
750 0.0428 0.0014 0.0018 0.953

1000 0.0358 0.0012 0.0013 0.950
1250 0.0283 0.0012 0.0008 0.950

2

yBLG

125 0.5182 0.1671 0.2688 0.949
250 0.3474 0.0975 0.1207 0.954
500 0.2496 0.0448 0.0623 0.949
750 0.1940 0.0676 0.0376 0.958

1000 0.1628 0.0228 0.0265 0.956
1250 0.1328 0.0149 0.0176 0.950

yFB

125 0.1164 0.0388 0.0135 0.946
250 0.0792 0.0324 0.0062 0.953
500 0.0541 0.0499 0.0029 0.947
750 0.0427 0.0116 0.0018 0.953

1000 0.0358 0.0133 0.0013 0.950
1250 0.0284 0.0014 0.0008 0.950

3

yPML

125 0.1194 0.0458 0.0195 0.946
250 0.0892 0.0344 0.0082 0.951
500 0.0642 0.0399 0.0059 0.949
750 0.0527 0.0316 0.0019 0.950

1000 0.0378 0.0233 0.0017 0.950
1250 0.0289 0.0230 0.0009 0.939



Capítulo 6 - Avaliação Numérica____________________________________________________________________________________________________________________________81

Tabela 6.7: Avaliação das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1500 e desvios
unitários.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0789 0.0261 0.0062 0.955
250 0.0541 0.0153 0.0029 0.948
500 0.0373 0.0158 0.0013 0.953
750 0.0358 0.0023 0.0008 0.954

1000 0.0285 0.0134 0.0013 0.950
1250 0.0197 0.0008 0.0004 0.952

2

yRBLG

125 0.0703 0.1547 0.0053 0.940
250 0.0465 0.1221 0.0024 0.943
500 0.0316 0.1296 0.0012 0.904
750 0.0237 0.1289 0.0008 0.901

1000 0.0177 0.1327 0.0006 0.931
1250 0.0140 0.1410 0.0005 0.899

yRFB

125 0.0684 0.0189 0.0047 0.941
250 0.0461 0.0083 0.0021 0.951
500 0.0311 0.0150 0.0009 0.949
750 0.0240 0.0035 0.0006 0.947

1000 0.0235 0.0133 0.0013 0.950
1250 0.0165 0.0046 0.0003 0.943

3

yRPML

125 0.0843 0.1165 0.0073 0.946
250 0.0535 0.1326 0.0031 0.938
500 0.0372 0.1387 0.0016 0.943
750 0.0282 0.1271 0.0010 0.919

1000 0.0209 0.1325 0.0007 0.937
1250 0.0160 0.1255 0.0005 0.899
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Figura 6.3: Desvio Padrão das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1500e desvios
unitários.
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Tabela 6.8: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 500 e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.2719 0.1317 0.0742 0.948
250 0.1863 0.0351 0.0347 0.946
500 0.1212 0.0268 0.0147 0.953
750 0.0928 0.0190 0.0100 0.937

1000 0.0751 0.0236 0.0056 0.953
1250 0.0614 0.0274 0.0037 0.961

2

yBLG

125 0.4062 0.1653 0.1655 0.950
250 0.2795 0.0856 0.0782 0.945
500 0.1866 0.0409 0.0349 0.944
750 0.1423 0.0215 0.0203 0.946

1000 0.1220 0.0481 0.0149 0.957
1250 0.1004 0.0191 0.0101 0.953

yFB

125 0.2714 0.1389 0.0740 0.940
250 0.1859 0.0322 0.0346 0.947
500 0.1209 0.0273 0.0146 0.955
750 0.0928 0.0185 0.0086 0.939

1000 0.0751 0.0232 0.0056 0.953
1250 0.0614 0.0272 0.0037 0.961

3

yPML

125 0.2818 0.1400 0.0741 0.947
250 0.1944 0.0325 0.0350 0.947
500 0.1218 0.0276 0.0147 0.960
750 0.1032 0.0190 0.0090 0.940

1000 0.0842 0.0233 0.0056 0.949
1250 0.0745 0.0235 0.0038 0.959
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Tabela 6.9: Avaliação das estratégias de estimador regressão propostos para N = 4500, Nab = 500 e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0649 0.029 0.0042 0.948
250 0.0454 0.0396 0.0021 0.939
500 0.0298 0.0193 0.0009 0.956
750 0.0221 0.0144 0.0004 0.948

1000 0.0181 0.0156 0.0003 0.953
1250 0.0143 0.0146 0.0002 0.949

2

yRBLG

125 0.0687 0.1056 0.0049 0.945
250 0.0488 0.0398 0.0025 0.935
500 0.0315 0.1166 0.0012 0.927
750 0.0235 0.1224 0.0008 0.902

1000 0.0191 0.1911 0.0006 0.880
1250 0.0151 0.1518 0.0005 0.811

yRFB

125 0.0617 0.0275 0.0038 0.951
250 0.0442 0.0371 0.0020 0.945
500 0.0287 0.0182 0.0008 0.953
750 0.0215 0.0135 0.0005 0.940

1000 0.0176 0.0136 0.0003 0.956
1250 0.0138 0.0155 0.0002 0.954

3

yRPML

125 0.0815 0.1680 0.0071 0.938
250 0.0550 0.1861 0.0036 0.936
500 0.0360 0.1728 0.0018 0.911
750 0.0281 0.1509 0.0012 0.881

1000 0.0232 0.1586 0.0010 0.863
1250 0.0185 0.1518 0.0007 0.818
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Figura 6.4: Desvio Padrão das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 500e desvios
diferentes.
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Tabela 6.10: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 1000e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.2187 0.0714 0.0479 0.954
250 0.1445 0.0417 0.0209 0.954
500 0.0994 0.0919 0.0098 0.953
750 0.0740 0.0853 0.5485 0.955

1000 0.0638 0.0207 0.0041 0.951
1250 0.0514 0.0667 0.0027 0.955

2

yBLG

125 0.4822 0.2200 0.2332 0.955
250 0.3281 0.1280 0.1079 0.948
500 0.2137 0.0159 0.0456 0.957
750 0.1693 0.0261 0.0287 0.950

1000 0.1418 0.0726 0.0202 0.949
1250 0.1116 0.0228 0.0124 0.954

yFB

125 0.2184 0.0676 0.0478 0.953
250 0.1446 0.0430 0.0209 0.953
500 0.0994 0.0097 0.0100 0.953
750 0.0741 0.0086 0.0054 0.955

1000 0.0638 0.0207 0.0041 0.951
1250 0.0514 0.0668 0.0027 0.955

3

yPML

125 0.2203 0.0678 0.0490 0.953
250 0.1354 0.0425 0.0210 0.953
500 0.1042 0.0101 0.0115 0.953
750 0.0839 0.0088 0.0060 0.955

1000 0.0745 0.0210 0.0043 0.951
1250 0.0516 0.0670 0.0030 0.955
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Tabela 6.11: Avaliação das estratégias de estimador regressão propostos para N = 4500, Nab = 1000e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0690 0.0311 0.0047 0.945
250 0.0478 0.0419 0.0023 0.947
500 0.0315 0.0338 0.0010 0.956
750 0.0240 0.0330 0.0005 0.940

1000 0.0196 0.0350 0.0004 0.945
1250 0.0163 0.0340 0.0003 0.939

2

yRBLG

125 0.0759 0.0539 0.0057 0.887
250 0.0544 0.0174 0.0029 0.852
500 0.0349 0.0294 0.0012 0.856
750 0.0267 0.0369 0.0007 0.906

1000 0.0216 0.0292 0.0005 0.909
1250 0.0183 0.0286 0.0003 0.912

yRFB

125 0.0647 0.0261 0.0042 0.955
250 0.0461 0.0432 0.0022 0.952
500 0.0296 0.0361 0.0010 0.949
750 0.0227 0.0299 0.0005 0.945

1000 0.0186 0.0341 0.0004 0.948
1250 0.0155 0.0344 0.0002 0.940

3

yRPML

125 0.0933 0.0923 0.0088 0.806
250 0.0640 0.1247 0.0043 0.901
500 0.0398 0.1113 0.0018 0.912
750 0.0325 0.0993 0.0012 0.901

1000 0.0259 0.1149 0.0010 0.909
1250 0.0205 0.1000 0.0005 0.888
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Figura 6.5: Desvio Padrão das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1000e desvios
diferentes.
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Tabela 6.12: Avaliação das estratégias de Hartley, Fuller, Bankier e PML para N = 4500, Nab = 1500e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yH

125 0.1985 0.0724 0.0395 0.948
250 0.1391 0.0109 0.0194 0.952
500 0.0976 0.0023 0.0095 0.951
750 0.0760 0.0031 0.0058 0.952

1000 0.0593 0.0014 0.0035 0.955
1250 0.0491 0.0085 0.0024 0.955

2

yBLG

125 0.5062 0.0260 0.2562 0.945
250 0.3405 0.0549 0.1159 0.943
500 0.2384 0.0088 0.0568 0.944
750 0.1869 0.0479 0.0349 0.942

1000 0.1577 0.0174 0.0249 0.948
1250 0.1259 0.0448 0.0159 0.941

yFB

125 0.1983 0.0694 0.0394 0.949
250 0.1391 0.0117 0.0193 0.951
500 0.0977 0.0029 0.0095 0.951
750 0.0760 0.0031 0.0058 0.951

1000 0.0593 0.0014 0.0035 0.954
1250 0.0491 0.0083 0.0024 0.957

3

yPML

125 0.1900 0.0702 0.0400 0.939
250 0.1404 0.0120 0.0198 0.941
500 0.0880 0.0032 0.0095 0.941
750 0.0776 0.0035 0.0056 0.939

1000 0.0590 0.0019 0.0037 0.950
1250 0.0479 0.0081 0.0028 0.957
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Tabela 6.13: Avaliação das estratégias de estimador regressão propostos para N = 4500, Nab = 1500e
desvios diferentes.

Cenário Estimador nA = nB
Estatística

Desvio Padrão 100×VR EQM PCI

yRH

125 0.0748 0.0303 0.0056 0.954
250 0.0503 0.0264 0.0025 0.954
500 0.0331 0.0158 0.0011 0.956
750 0.0254 0.0087 0.0006 0.952

1000 0.0212 0.0375 0.0005 0.940
1250 0.0183 0.0123 0.0003 0.944

2

yRBLG

125 0.0886 0.5346 0.0113 0.788
250 0.0587 0.5340 0.0069 0.721
500 0.0376 0.5283 0.0048 0.670
750 0.0286 0.5191 0.0041 0.763

1000 0.0246 0.5499 0.0043 0.799
1250 0.0211 0.5249 0.0038 0.709

yRFB

125 0.0692 0.0231 0.0048 0.952
250 0.0458 0.0177 0.0021 0.951
500 0.0298 0.0142 0.0010 0.945
750 0.0226 0.0114 0.0005 0.951

1000 0.0196 0.0332 0.0004 0.945
1250 0.0167 0.0134 0.0003 0.954

3

yRPML

125 0.1097 0.4907 0.0149 0.786
250 0.0716 0.5027 0.0082 0.785
500 0.0495 0.4918 0.0054 0.797
750 0.0379 0.4948 0.0044 0.701

1000 0.0324 0.4768 0.0038 0.731
1250 0.0262 0.4950 0.0037 0.751
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Figura 6.6: Desvio Padrão das estratégias de estimador regressão para N = 4500, Nab = 1500e desvios
diferentes.
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Figura 6.7: Densidade estimada dos estimadores propostos para N = 4500e Nab = 500
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Figura 6.8: Densidade estimada dos estimadores propostos para N = 4500e Nab = 1000
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Figura 6.9: Densidade estimada dos estimadores propostos para N = 4500e Nab = 1500
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Figura 6.10: Densidade Estimada de N̂ab,s, com valor de referência Nab = 500
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Figura 6.11: Densidade Estimada de N̂ab,s, com valor de referência Nab = 1000

700 800 900 1000 1100 1200

0
.0

0
0

0
.0

0
3

Estimativas de Nab

700 800 900 1000 1100 1200
0

.0
0

0
0

.0
0

8

Estimativas de Nab

700 800 900 1000 1100 1200

0
.0

0
0

0
.0

0
4

Estimativas de Nab

700 800 900 1000 1100 1200

0
.0

0
0

0
.0

1
0

Estimativas de Nab

700 800 900 1000 1100 1200

0
.0

0
0

0
.0

0
6

Estimativas de Nab

700 800 900 1000 1100 1200

0
.0

0
0

0
.0

1
0

Estimativas de Nab

nA = nB = 125

nA = nB = 250

nA = nB = 500

nA = nB = 750

nA = nB = 1000

nA = nB = 1250



Capítulo 6 - Avaliação Numérica____________________________________________________________________________________________________________________________96

Figura 6.12: Densidade Estimada de N̂ab,s, com valor de referência Nab = 1500
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Figura 6.13: Densidade Estimada de N̂ab,PML, com valor de referência Nab = 500
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Figura 6.14: Densidade Estimada de N̂ab,PML, com valor de referência Nab = 1000
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Figura 6.15: Densidade Estimada de N̂ab,PML, com valor de referência Nab = 1500
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CAPÍTULO 7

Considerações Finais

No desenvolvimento desta tese, foram apresentados quatro novos estimadores do tipo

regressão generalizados para uso na abordagem de cadastro duplo. Estes estimadores foram

propostos a partir das estratégias apresentadas por Hartley (1962), Fuller & Burmeister (1972),

Bankier, Lepkowski & Groves (1986) e Skinner & Rao (1996). A forma da variância aproximada

de todos os estimadores propostos foi derivada e apresentada em termos matriciais na forma

dT Σd, onde d e Σ são dadas de acordo com cada uma das estratégias apresentadas. Além

disso, as propriedades de consistência, centralidade assintótica e expressões para o erro qua-

drático médio destes estimadores foram apresentadas de forma rigorosa com o intuito de mo-

tivar o uso de variáveis auxiliares na abordagem de cadastro duplo, uma vez que é esperado

que informações auxiliares forneçam uma melhora no processo de estimação de uma parâ-

metro populacional. Além disso, foi provado através do método delta que, assintoticamente,

os estimadores propostos possuem distribuição normal, e que forneceu suporte para cálculo

das variâncias aproximadas dos estimadores propostos.

Os resultados obtidos nesta tese generalizam todos os resultados para o estimador do

tipo razão propostos por Coelho (2007), que considerou informação de apenas uma variável

auxiliar em apenas um dos cadastros, além de fornecer novas formas de estimador do tipo

razão sob as estratégias propostas por Bankier, Lepkowski & Groves (1986) e Skinner & Rao

(1996).

O desempenho dos novos estimadores regressão para a abordagem de cadastro duplo foi

avaliado através de um estudo de simulação sob os planos de amostragem aleatória simples,

comparando-os com os estimadores já disponíveis na literatura. Os resultados das simulações

mostraram que os estimadores regressão propostos apresentaram melhor desempenho em

comparação aos estimadores propostos na literatura, apresentando considerável redução de
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variância e erro quadrático médio, como era esperado.

Os estimadores propostos sob as versões de Hartley (1962) e Fuller & Burmeister (1972)

apresentaram menor sensibilidade à heterogeneidade das observações dentro dos cadastros

e domínios e ao aumento do tamanho populacional no domínio Nab, quando comparados aos

estimadores de Bankier, Lepkowski & Groves (1986) e Skinner & Rao (1996), que só apresen-

taram desempenho equivalente quando Nab/N ≈ 0.10, valor este que pode servir como uma

recomendação exigida para uso destes estimadores quando se desejar facilidade de imple-

mentação do método.

Os estimadores regressão propostos sob as estratégias de Hartley (1962) e Fuller (2009)

são mais eficientes do que os demais estimadores apresentados sob o cenário 2. Porém, para

tamanhos de amostras elevados na situação descrita pelo cenário 2, é verificada vantagem de

uso do estimador RBLG.

Os estimadores regressão sob as estratégias de Fuller & Burmeister e PML apresentaram

melhor desempenho que os demais estimadores apresentados sob o cenário 3. O estimador

regressão sob a estratégia de Fuller & Burmeister foi o que teve maior destaque por apresentar

maior redução de sua variância quando o tamanho da amostra aumenta.

De um modo geral, ao desconsiderar os cenários os estimadores regressão propostos

sob as estratégias de Fuller & Burmeister e PML foram os estimadores que apresentaram

melhor desempenho, por apresentar maior redução da variância quando o tamanho da amostra

aumenta em ambos os cadastros. Dessa forma, em um cenário de aplicação onde o tamanho

populacional dos domínios é conhecido (cenário 2), recomenda-se o uso do estimador de

Bankier, por ser mais eficiente que a estratégia de Hartley, além de ser relativamente simples

de ser implementado. Se a situação envolver o não conhecimento do tamanho populacional

dos domínios (cenário 3), recomenda-se o uso do estimador de Fuller & Burmeister.

Esta tese dá abertura para várias pesquisas sobre estratégias de inferência assistida por

modelos sob a abordagem de cadastro duplo. Dentre as propostas de pesquisas futuras, por

exemplo, podemos citar as seguintes:

• Apresentar os estimadores propostos sob o contexto da estratificação, considerando-se

estimadores regressão nas versões separado e combinado, de modo a generalizar os

resultados apresentados por Coelho & Ferraz (2007);

• Estender toda a teoria desenvolvida nesta tese para o estimador regressão logístico

generalizado, utilizado para estimação em populações assistida por modelos variáveis

dicotômicas, discutido por Poveda (2007);

• Apresentar os estimadores propostos para diversos planos amostrais e realizar estudos

de alocação ótima de amostras aos cadastros sob estes planos;

• Analisar o desempenho dos estimadores propostos sob planos amostrais complexos;
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• Analisar o desempenho dos estimadores sob técnicas de imputação de dados para tra-

tamento da não-resposta.



Apêndice A

Resumo de conceitos importantes

A seguir, será apresenta uma revisão de alguns conceitos utilizados ao longo desta tese.

1 Ordens de Magnitude de sequências de números reais ( O e o)

Sejam an e bn sequências de números reais. Dizemos que

1. an = O(bn) se existirem M > 0 e n0 = n(M) tal que

∣∣∣∣
an

bn

∣∣∣∣≤ M, ∀ n ≥ n0;

2. an = o(bn) se para todo ε > 0 existir um número positivo n0 = n0(ε) tal que

∣∣∣∣
an

bn

∣∣∣∣< ε , ∀ n≥ n0

1.1 Teorema 1

Sejam an, bn, cn e dn sequências de números reais. Então:

1. Se an = o(bn), então an = O(bn);

2. Se an = O(bn) e cn = O(dn), então:

(a) ancn = O(bndn);

(b) |an|s = O(|bn|s), para todo s > 0;

(c) an + cn = O(max{|bn| , |dn|})

3. Se an = o(bn) e cn = o(dn), então:

(a) ancn = o(bndn);

(b) |an|s = o(|bn|s), para todo s > 0;

(c) an + cn = o(max{|bn| , |dn|})
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2 Desigualdade de Markov

Seja X uma variável aleatória qualquer. Então para todo t > 0, temos:

P(|X | ≥ ε)≤ E (|X |)t
ε t

3 Convergência Estocástica

3.1 Ordens de Magnitude de sequências de números reais ( Op(.) e op(.))

Sejam {Xn}n≥1 sequência de variáveis aleatórias e {bn}n≥1 uma sequência de números reais

(ou variáveis aleatórias). Dessa forma, temos que:

1. Xn = Op(bn) se para todo ε > 0 existir M tal que M = M(ε) e um número inteiro positivo n0

onde n0 = n0(ε) tais que

P

(∣∣∣∣
Xn

bn

∣∣∣∣≥ M

)
≤ ε , ∀n ≥ n0

ou seja, a sequência
{

Xn

bn

}

n≥1
é limitada em probabilidade para todo n suficientemente

grande.

2. Xn = op(bn) se para todo ε > 0 e para todo λ > 0 existir n0 tal que n0 = n0(ε ,λ ) tais que

P

(∣∣∣∣
Xn

bn

∣∣∣∣≥ ε
)
< λ , ∀n ≥ n0,

ou seja, Xn = op(bn) se para todo ε > 0, P

(∣∣∣∣
Xn

bn

∣∣∣∣≥ ε
)
→ 0, quando n → ∞.

3.2 Teorema 2

Sejam {Xn}n≥1, {Yn}n≥1 sequência de variáveis aleatórias e {an}n≥1 {bn}n≥1 sequências de

números reais (ou variáveis aleatórias). Temos então que:

1. Se Xn = op (an), então Xn = Op (an);

2. Se Xn = Op (an) e Yn = Op (bn), então:

(a) XnYn = Op (anbn);

(b) |Xn|s = Op (|an|s), para todo s > 0;

(c) Xn +Yn = Op (max{|bn| , |dn|})
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3. Se Xn = op (an) e Yn = op (bn), então:

(a) XnYn = op (anbn);

(b) |Xn|s = op (|an|s), para todo s > 0;

(c) Xn +Yn = op (max{|bn| , |dn|})

(d) Se Xn = Op (an) e Yn = op(bn), então: XnYn = op(anbn)

4 Tipos de convergência estocástica

1. Se Xn
q.c−→ X , então Xn

P−→ X ;

2. Sejam {Xn;n ≥ 1} e {Yn;n ≥ 1} sequências de variáveis aleatórias. Se |Xn −Yn| P−→ 0 e

Yn
d−→ X , então Xn

d−→ X ;

3. Se Xn
P−→ X , então Xn

d−→ X ;

4. Seja c uma constante. Se Se Xn
d−→ c, então Xn

P−→ c ;

5. Se Xn
d−→ X , então Xn

P−→ 0, então, XnYn
P−→ 0 ;

6. Teorema de Slutsky:

• Se Xn
d−→ X e Yn

P−→ 0, então XnYn
P−→ 0 ;

• Seja c uma constante. Se Xn
d−→ X e Yn

P−→ c, então

Xn +Yn
d−→ X + c, XnYn

d−→ Xc,
Xn

Yn

d−→ X
c

;

7. Seja g : IR → IR uma função contínua. Então,

• Se Xn
q.c−→ X , então g(Xn)

q.c.−→ g(X) ;

• Se Xn
P−→ X , então g(Xn)

P−→ g(X) ;

• Se Xn
d−→ X , então g(Xn)

d−→ g(X) ;

8. (Método Delta ) Suponha que
√

n(Xn −µ) d−→ N
(
0,σ2

)
. Se g é uma função diferenciável

em µ , então:

√
n(g(Xn)−g(µ)) d−→ N

(
0,σ2[g′(µ)

]2)
.



Apêndice B

Demonstrações de resultados propostos

A seguir serão apresentadas as demonstrações dos resultados enunciados nesta tese de dou-

torado.

Consistência do estimador de Hartley

Resultado: O estimador yA∪B é consistente, ou seja:

P
(∣∣yA∪B

H − yν
∣∣> ε |Fν

)
−→ 0, quando ν → ∞

Prova: A prova deste resultado é construtiva, e depende das condições a seguir:

C1. Dado Nν = NAν +NBν −Nabν , seja θA∪B
ν o parâmetro de interesse. Então, existe sequência

de estimadores de θA∪B
ν , denotada por

{
θ̂ν ; ν ≥ 1

}
que satisfaz a seguinte propriedade:

∀ε > 0, existe δε ∈ (0,∞) tal que

P
(∣∣θ̂A∪B

ν −θA∪B
ν
∣∣> δε

)
< ε

C2. No cadastro A, ∀NAν , ∀k ∈ Aν , min
k∈Aν

πA
νk ≥ π∗

ν > 0, onde NAνπ∗
ν → ∞ e existe s > 0 tal que

(NAν)
1/2+s

(
πA

νk

)
→ ∞ e

max
k∈UA

ν
∑

l∈UA
ν :k 6=l

(
πνkl −πA

νkπA
ν l

)2
= O

(
(NAν)

−2s) , NAν → ∞.

C3. As observações da variável de interesse no cadastro A, {yk}k∈UA
ν

satisfazem:

limsup
NAν→∞

∑
k∈SA

ν

y2
k < ∞,

C4. As mesmas condições C2 e C3 são admitidas ao se considerar as correspondentes

quantidades no cadastro B.
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Breidt & Opsomer (2008) mostraram que a condição suficiente para garantiar a consis-

tência de acordo com o plano é a convergência em média quadrática, ou seja, basta

provar que

yA∪B (2)−→ µA∪B
ν

Logo,

yHν −µν = wAνyA
HT ν +wBνyB

HT ν −wabνyA∩B
HT ν

−
(
wAν µAν +wBν µBν −wabν µ(A∩B)ν

)

= wAν (yAν −µAν)+wBν (yBν −µBν)−wabν
(
yA∩B −µAν

)

= wAν (yAν −µAν)+wBν (yBν −µBν)−wabν

(
y(A∩B)−µ(A∩B)ν

)

(yHν −µν)
2 = (wAν)

2 (yAν −µAν)
2+(wBν)

2 (yBν −µBν)
2

+ 2wAνwBν (yAν −µAν)(yBν −µBν)

− 2wAνwabν

(
y(A∩B)−µ(A∩B)ν

)
(yAν −µAν)

− 2wBνwabν

(
y(A∩B)−µ(A∩B)ν

)
(yBν −µBν)

E (yHν −µν)
2 = (wAν)

2E (yAν −µAν)
2+(wBν)

2E (yBν −µBν)
2

+ 2wAνwBνE (yAν −µAν)E (yBν −µBν)

− 2wAνwabν E[
(

y(A∩B)ν −µ(A∩B)ν

)
(yAν −µAν)]

− 2wBνwabν E[
(

y(A∩B)ν −µ(A∩B)ν

)
(yBν −µBν)]

Para as quantidades referentes ao cadastro A, tem-se que

E((yAν −µAν))
2 = E (yAν −µAν)

2 =
1

(NAν)2 ∑
k,l∈UA

ν

(πνkl −πνkπν l)
ykyl

πνkπν l

≤ 1
NAνπ∗

ν
∑

k∈UA
ν

y2
k

NAν
+

1

(NAν)2 (π∗
ν)

2

(

∑
k,l∈UA

ν : k 6=l

(
πνkl −π2

νkπ2
ν l

)2

)1/2(

∑
k,l∈UA

ν : k 6=l

y2
ky2

l

)1/2

≤ 1
NAνπ∗

ν
∑

k∈UA
ν

y2
k

NAν
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+
π2

NAν

(NAν)1/2+s




NAν max
k∈Aν

∑
l∈Aν : k 6=l

(πνkl −πνkπν l)
2

(NAν)1−2s




1/2



(

∑
k∈UA

ν

y2
k

NAν

)2




1/2

,

que converge para zero quando ν → ∞. Analogamente, E [(yBν −µBν)]
2 −→ 0, ν → ∞.

Admitindo que

E
[
(yAν −µAν)

(
y(A∩B)−µ(A∩B)ν

)]
< ∞

E
[
(yBν −µBν)

(
y(A∩B)−µ(A∩B)ν

)]
< ∞

é possível notar que uma vez que NAν e NBν convergem para infinito com magnitudes

diferentes, então a quantidade Nν = NAν +NBν −N(A∩B)ν (onde N(A∩B)ν é finita) converge

para infinito a uma taxa maior que as de NAν e NBν . Logo, wAν → 0, wBν → 0 e wabν → 0,

quando ν → ∞. Logo,

E
(
yA∪B −µν

)2 → 0, quando ν → ∞

Pela desigualdade de Markov, tem-se que

P
(∣∣yA∪B

ν − yN

∣∣> ε
)
≤ E

(
yA∪B − yN

)r

ε r

Quando r = 2 e ν → ∞, temos o resultado. �

Resultados 6, 7, 8 e 9 - página 46

(i) Estimador yRH : Prova: Para quantidades nos cadastros e nos domínios, admite-se as

condições apresentadas por Isaki & Fuller (1982). É possível notar que

yRH(ν)−µν = wAνyRAν +wBνyRBν −wabν

(
pyRab(A)ν +(1− p)yRab(B)ν

)

− wAν µAν +wBν µBν −wabν
(

pµab(A)ν +(1− p)µab(B)ν
)

yRH(ν)−µν = wAν (yRAν −µAν)+wB (yRBν −µBν)

− wA∩B

{
p
(

yRab(A)ν −µab(A)ν

)
+(1− p)

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)}
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Tem-se que para A:

yA
R −µAν =

1
NAν

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)
− 1

NAν

q

∑
j=0

∑
k∈Aν

β̂ A
ν jxk j

(
Iνk

πνk
−1

)

Através do método de linearização de Taylor aplicado no segundo termo da expressão acima,

tem-se que:

yRA −µAν ≈ 1
NAν

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)
−

q

∑
j=0

β A
j

(
xA

jt − xNAν

)

A variância aproximada de yRAν −muAν é dada por:

AVar(yRAν −µAν) = Var

{

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)}
+Var

{
q

∑
j=0

β A
j

(
xA

jν − xNAν

)
}

− Cov

[
1

NAν
∑

k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)
;

q

∑
j=0

β A
j

(
xA

jν − xNAν

)
]

Logo,

AVar(yRAν −µAν) ≤ Var

{

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)}
+Var

{
q

∑
j=0

β A
ν j

(
xA

jt − xNAν

)
}

= Var

{

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)}
+

q

∑
j=0

(
β A

ν j

)2
Var

(
xA

jt − xNAν

)

+ ∑
j 6= j′

β A
j β A

j′Cov
[(

xA
ν j − xNAν

)
;
(
xA

ν j′ − xNAν

)]

= α1+α2+α3

Pelos resultados obtidos por Isaki & Fuller (1982), tem-se que

1. α1 = Var
{

∑
k∈Aν

yk

(
Iνk
πνk

−1
)}

= O
(
(nA

ν)
−2δ );

2. α2 =
q

∑
j=0

(
β A

ν j

)2
Var

(
xA

jt − xNAν

)
= O

(
(nA

ν )
−2δ)

Além disso, tem-se que
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α3 = ∑
j 6= j′

β A
j β A

j′Cov
[(

xA
ν j − xNAν

)
;
(
xA

ν j′ − xNAν

)]

≤ ∑
j 6= j′

β A
ν jβ A

ν j′
{

Cov
[(

xA
ν j − xNAν

)
;
(
xA

ν j′ − xNAν

)]}2

≤ ∑
j 6= j′

β A
ν jβ A

ν j′Var
[(

xA
ν j − xNAν

)]
Var

[(
xA

ν j′ − xNAν

)]
= O

(
(nA

ν )
−4δ
)

Portanto, AVar(yRAν −µAν) = α1+α2+α3 = O
(

max
{

n−2δ
t(A) , (n

A
ν )

−4δ
})

= O
(
(nA

ν )
−2δ)

Analogamente, é possível mostrar que

• AVar(yRBν −µBν) = O
(
(nB

ν)
−2δ )

• AVar
(

yRab(A)ν −µab(A)ν

)
= O

[(
nab(A)

ν

)−2δ
]

• AVar
(

yRab(B)ν −µab(B)ν

)
= O

[(
nab(B)

ν

)−2δ
]

É possível mostrar ainda que

AVar
(

yRH(ν)−µν

)
= (wAν)

2 [AVar(yRAν −µAν)]+ (wBν)
2 [AVar(yRBν −µBν)]

+ (wabν)
2p2
[
AVar

(
yRab(A)ν −µab(A)ν

)]
+w2

abν(1− p)2
[
AVar

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)]

+ 2pwAνwabνACov
[
(yRAν −µAν) ;

(
yRab(A)ν −µab(A)ν

)]

+ 2(1− p)wBνwabνACov
[
(yRB −µBν) ;

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)]

≤ (wAν)
2 [AVar(yRAν −µAν)]+ (wBν)

2 [AVar(yRBν −µBν)]

+ (wabν)
2p2
[
AVar

(
yRab(A)ν −µab(A)ν

)]
+w2

abν(1− p)2
[
AVar

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)]

+ pwAνwabν

{
ACov

[
(yRAν −µAν) ;

(
yRab(A)ν −µab(A)ν

)]}2

+ (1− p)wBνwabν

{
ACov

[
(yRB −µBν) ;

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)]}2

≤ (wAν)
2 [AVar(yRAν −µAν)]+w2

B [AVar(yRBν −µBν)]

+ (wabν)
2p2
[
AVar

(
yRab(A)ν −µab(A)ν

)]
+w2

abν(1− p)2
[
AVar

(
yRab(B)ν −µab(B)ν

)]
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+ pwAνwabνAVar [(yRAν −µAν)]AVar
[(

yRab(A)ν −µab(A)ν

)]

+ (1− p)wBνwabνAVar [(yRBν −µBν)]AVar
[(

yRab(B)ν −µab(B)ν

)]

= O
{

max
(
(nAν)

−2δ , (nBν)
−2δ
)}

.

Com este resultado e conforme condições descritas para a situação de apenas um cadastro,

apresentadas por Isaki & Fuller (1982), tem-se finalmente que

yRH(ν)−µν = Op

(
max

{
(nAν)

−δ ;(nBν)
−δ
})

.

Robinson & Särndal (1983) mostraram que os estimadores regressão para cadastros e domí-

nios são assintoticamente centrados, ou seja:

lim
ν→∞

{
E(yC

R|Yν)−µν
}
= 0 e lim

ν→∞

{
E(yd

R|Yν)−µν

}
= 0

Estes resultados são garantidos pela desigualdade de Markov, que fornece condições sufici-

entes para mostrar que

lim
ν→∞

E
{

yC
GREG(ν)− yν |Yν

}
= 0,

da seguinte forma: seja

yC
R −µν =

1

NC
ν

∑
k∈UC

ν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)
−

q

∑
j=1

β̂ jν
1

Nν
∑

k∈UC
ν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)

Logo,

E
{

yC
R −µν |Yν

}
≤





E





 1

NC
ν

∑
k∈UC

ν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)


2 ∣∣∣∣Yν








1/2

+





E

[
q

∑
j=0

β̂ 2
ν j|Yν

]
q

∑
j=0

E






 ∑

k∈UC
ν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)


2








1/2

= Q1/2
1 +Q1/2

2 .
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Tem-se que

Q1 = E





 1

NC
ν

∑
k∈UC

ν

yk

(
Iνk

πνk
−1

)


2 ∣∣∣∣Yν




=
1

N2
ν

E



 ∑

k∈UC
ν

y2
k

(
Iνk

πνk
−1

)2

+2∑
k

∑
l

k 6=l

ykyl

(
IνkIν l

πνkπν l
− Iνk

πνk
− Iν l

πν l
−1

)




=
1

N2
ν

∑
k∈UC

ν

y2
k

(
1

πνk
−1

)2

+
2

N2
ν
∑
k

∑
l

k 6=l

ykyl

(
πνkl

πνkπν l
−1

)
.

Dessa forma,

1
N2

ν
∑

k∈UC
ν

y2
k

(
1

πνk
−1

)2

≤
N−1

ν ∑
k∈UC

ν

y2
k

Nν min1≤k≤Nν πνk
−→ 0, quando ν → ∞

2
N2

ν
∑
k

∑
l

k 6=l

ykyl

(
πνkl

πνkπν l
−1

)
≤ max

1≤k 6=l≤Nν

∣∣∣∣
πνkl

πνkπν l
−1

∣∣∣∣




∑
k∈UC

ν

|yk|

Nν




2

≤ max
1≤k 6=l≤Nν

∣∣∣∣
πνkl

πνkπν l
−1

∣∣∣∣

∑
k∈UC

ν

y2
k

Nν
−→ 0, quando ν → ∞

Analogamente, Q2 → 0, quando ν → ∞, pois

E






 ∑

k∈UC
ν

xk j

(
Iνk

πνk
−1

)


2




−→ 0, quando ν → ∞,

o que é garantido pelas condições C6, C8, C9 e C10. Portanto, o estimador yRH(ν), dado em

função de estimadores regressão para cadastros e domínios é assintoticamente centrado e

consistente. �
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(ii) Estimador yRFB: É possível notar que através do método de linearização de Taylor, tem-se

que

yRFB(ν) ≈ (ŵaν µa +waνyRAν −waν µa)+ (ŵbν µb +wbνyRBν −wbν µb)

+ p1

(
ŵab(A)ν µabν +wabνyRab(A)ν −wabν µabν

)
+(1− p1)(ŵabν µabν +wabν µabν)

+ N−1
ν p2

(
N̂ab(A)ν − N̂ab(B)ν

)

= waν yRaν +wbνyRbν + p1wabνyRab(A)ν +(1− p1)wabν yRab(B)ν

+ ŵaν µaν + ŵbν µbν + p1ŵabν µabν +(1− p1)ŵabν µabν +N−1
ν p2

(
N̂ab(A)− N̂ab(B)

)

− waν µaν −wbν µbν −wabν µabν

Admitindo que µν = waν µaν +wbν µbν + pwabν µabν +(1− p)wabν µabν , tem-se que

yRFB(ν)−µν ≈ wa (yRaν −µaν)+wb (yRbν −µbν)+ p1wabν

(
yRab(A)ν −µabν

)
+(1− p1)wabν

(
yRab(B)ν −µabν

)

+ N−1
ν
(
N̂aµaν + N̂bµbν + p1N̂A

abµabν +(1− p1)N̂
B
abµabν + p2N̂A

ab − p2N̂B
ab

)

= waν (yRAν −µaν)+ p1wabν

(
yRab(A)ν −µabν

)

+ wbν (yRBν −µbν)+ (1− p1)wabν

(
yRab(B)ν −µabν

)
+O(1).

Logo, a variância aproximada dessa diferença é dada por

AVar
(

yRFB(ν)−µν

)
= (waν)

2AVar(yRaν −µaν)+ (wbν)
2AVar(yRbν −µbν)

+ (p1wabν)
2AVar

(
yRab(A)ν −µabν

)
+(1− p1)

2(wabν)
2AVar

(
yRab(B)ν −µabν

)

+ 2p1waνwabνACov
{
(yRAν −µaν)

(
yRab(A)ν −µabν

)}
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+ 2(1− p1)wbνwabνACov
{
(yRBν −µbν)

(
yRab(B)ν −µabν

)}

+ O(N−1
ν )

≤ (waν)
2AVar(yRAν −µaν)+ (wbν)

2AVar(yRBν −µbν)

+ (p1wabν)
2AVar

(
yRab(A)ν −µabν

)
+(1− p1)

2(wabν)
2AVar

(
yRab(B)ν −µabν

)

+ 2p1waνwabνAVar(yRAν −µaν)AVar
(

yRab(A)ν −µabν

)

+ 2(1− p1)wbνwabνAVar(yRBν −µbν)AVar
(

yRab(B)ν −µabν

)
+O(N−1

ν )

= O
{

max
[
(naν)

−2δ , (nbν)
−2δ , (nab(A)

ν )−2δ , (nab(B)
ν )−2δ

]}
= O

{
(n∗ν)

−2δ
}

Além disso, para cadastros e domínios individualmente vale também os resultados apre-

sentados Robinson & Särndal (1983), da mesma forma que a feita para o estimador yRH(ν).

Portanto, sob a abordagem de cadastro duplo, o estimador yRFB(ν), função de estimadores

regressão para cadastros e domínios também é assintoticamente centrado e consistente.

(iii) Estimador yRBLG:

Da mesma forma que as apresentadas para o teorema 3, são admitidas para os domí-

nios as condições apresentadas por Isaki & Fuller (1982). Como a estratégia de Bankier é

uma adaptação da estratégia de Horvitz-Thompson a partir da identificação dos elementos

pertencentes aos domínios a, b e ab, tem-se que

yRBa(ν) = (waν)yRaν +(wbν)yRbν +wabνyRabν

µν =
tyA + tyB

Nν
=

tya + tyab(A)+ tyb + tyab(B)

N
=

tya + tyb + tyab

N
, onde tyab = tyab(A)+ tyab(B)

µν = (waν)µaν +(wbν)µbν +wabν µabν

Dessa forma, tem-se que
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yRBa(ν)−µν = (waν)(yRaν −µaν)+ (wbν)(yRBν −µbν)+wabν (yRabν −µabν)

AVar
(

yRBa(ν)−µν

)
= (waν)

2AVar(yRaν −µaν)+ (wbν)
2AVar(yRbν −µbν)

+ (wabν)
2AVar(yRabν −µabν)

+ 2(waν)wabνACov [(yRaν −µaν) ; (yRabν −µabν)]

+ 2(wbν)wabνACov [(yRbν −µbν) ; (yRabν −µabν)]

≤ (waν)
2AVar(yRaν −µaν)+ (wbν)

2AVar(yRbν −µbν)

+ (wabν)
2AVar(yRabν −µabν)

+ 2(waν)wabν {ACov [(yRaν −µaν) ; (yRabν −µabν)]}2

+ 2(wbν)wabν {ACov [(yRbν −µbν) ; (yRabν −µabν)]}2

≤ (waν)
2AVar(yRaν −µaν)+ (wbν)

2AVar(yRbν −µbν)

+ (wabν)
2AVar(yRabν −µabν)

+ 2(waν)wabν {AVar(yRaν −µaν)AVar(yRabν −µabν)}

+ 2(wbν)wabν {AVar(yRbν −µbν)AVar(yRabν −µabν)}

= O
(

n−2δ
a(ν)

)
+O

(
(nbν)

−2δ
)
+O

(
(nab

ν )−2δ
)
+O

(
(naν)

−2δ (nab
ν )−2δ

)

+ O
(
(nbν)

−2δ (nab
ν )−2δ

)
= O

(
max

{
(naν)

−2δ ,(nbν)
−2δ ,(nab

ν )−2δ
})

,

Adaptando os resultados apresentados por Isaki & Fuller (1982) e Robinson & Särndal (1983)

para as quantidades referentes à cadastros e domínios, da mesma forma que a feita para o

estimador yRH(ν), tem-se que o estimador yRBa(ν) é assintoticamente centrado e consistente.
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(iv) Estimador yRBLG|(∞):

Inicialmente, sejam ω(∞)
ka , ω(∞)

kb , ω(∞)
kab dados da mesma forma que a apresentada por Skinner

(1991):

ω(∞)
ka =

1

πA
νk

[

∏
r par

(
NAν

N̂A(r−1)

)]
=

1

πA
νk

αA

ω(∞)
kb =

1
πB

νk

[

∏
r ímpar

(
NBν

N̂B(r−1)

)]
=

1
πB

νk

αB

ω(∞)
kab =

1

πA
νk +πB

νk

[

∏
r par

(
NAν

N̂A(r−1)

)
∏

r ímpar

(
NBν

N̂B(r−1)

)]
=

(
1

πA
νk +πB

νk

)
αAαB

αA e αB convergem para valores fixos quanto r → ∞. Dessa forma, basta substituir as quantida-

des apresentadas em (3.10) e temos o resultado, da mesma forma que a feita para o estimador

yRBa(ν).
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(v) Estimador yRPML:

É possível notar que

yRPML(ν) ≈ waν yRa(ν)+wa(∗)µaν −waν µaν +wbνyRb(ν)+wabν(∗)µBν −wb
ν µBν

+ wabν

{(
πA

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(A)ν +

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(B)ν

}

+ wab(∗)µabν −wabν µabν

= waν yRa(ν)+wbνyRb(ν)

+ wabν

{(
πA

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(A)ν +

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(B)ν

}
+O(1)

Dessa forma, admitindo que µν = waν µaν +wbν µb +wabν µabν , e que

wabν

(
πA

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(A)ν +wabν

(
πB

νk

πA
νk +πB

νk

)
yRab(B)ν =

wabν

πA
νk +πB

νk

(
πA

νkyRab(A)ν +πB
νkyRab(B)ν

)

= wab(∗)
ν yab(∗),

tem-se que

yRPML(ν)−µν ≈ waν

(
yRa(ν)−µaν

)
+wbν

(
yRb(ν)−µbν

)
+wabν(∗)

(
yRab(ν)−µabν

)
+O(1)

Dessa forma, a variância aproximada dessa diferença é dada por

AVar
(

yRPML(ν)−µν

)
= (waν)

2AVar
(

yRa(ν)−µaν

)
+(wbν)

2 AVar
(

yRb(ν)−µbν

)

+
(
wabν(∗)

)
AVar

(
yRab(ν)−µabν

)
+O(1)

= O
(

max
{
(naν )

−2δ ,(nbν)
−2δ ,(nab(A)

ν )−2δ ,(nab(B)
ν )−2δ

})
= O

(
(n∗ν)

−2δ
)
,

de acordo com os resultados obtidos Isaki & Fuller (1982) e Robinson & Särndal (1983) e

apresentados anteriormente para os outros estimadores propostos.
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Programas utilizados

As avaliações computacionais realizadas ao longo desta tese foram feitas utilizando o ambi-

ente de programação, análise de dados e gráficos R em sua versão 2.12.0, e que se encontra

gratuitamente disponível em http://www.r-proje
t.org. A opção por esta linguagem foi de-

vido ao compromisso entre a flexibilidade oferecida por algumas linguagens compiladas e a

conveniência dos tradicionais pacotes estatísticos, além da facilidade de implementação dos

estimadores propostos. A seguir será apresentado o programa utilizado para a avaliação dos

estimadores sob o plano de amostragem aleatória simples.##################################################################################UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO#CENTRO DE CIÊNCIAS EXATAS E DA NATUREZA#PROGRAMA DE PÓS-GRADUAÇ�O EM ESTATÍSTICA#DOUTORADO EM ESTATÍSTICA##################################################################################INFERÊNCIA SOB PLANOS AMOSTRAIS DE CADASTROS DUPLOS##################################################################################HEMÍLIO FERNANDES CAMPOS COELHO###################################################################################################################################################################O PROGRAMA A SEGUIR FOI UTILIZADO PARA A APLICAÇ�O APRESENTADA NO CAPÍTULO 2###################################################################################################################################################################Função para 
riar uma população artifi
ial de tamanho N baseada em dados de uma#amostra de tamanho n.################################################################################## name -> Nome que a variável re
eberá#################################################################################artipop<-fun
tion(N,y,name){y<-as.ve
tor(unlist(y))n<-length(y)nv<-log(N/n)/(log(2))nvr<-floor(nv+1)
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(name)return(var)}##################################################################################Função para 
ál
ulo do p-otimo do estimador de Hartley 
aso normal.################################################################################## N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# Nab -> Tamanho da população do domínio "ab"# yabC -> Variável resposta na amostra para o domínio ab do 
adastro C#################################################################################pH=fun
tion(N_A,NB,Nab,yabA,yabB){var1=var(yabA)var2=var(yabB)fAinv=N_A/nAfBinv=NB/nBwabA=Nab/N_AwabB=Nab/NBa=(2*NB*fBinv*wabB*var2)/(2*N_A*fAinv*wabA*var1+2*NB*fBinv*wabB*var2)return(a)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Hartley################################################################################## p -> Função "pH" apli
ada anteriormente# Na -> Tamanho da população do domínio "a"# Nb -> Tamanho da população do domínio "b"# yd -> Variável de interesse para o domínio d# ydC -> Variável de interesse para o domínio d, 
adastro C#################################################################################esthart=fun
tion(p,Na,Nb,ya,yb,yabA,yabB){est=Na*mean(ya)+Nb*mean(yb)+Nab*p*mean(yabA)+Nab*(1-p)*mean(yabB)return(est)}########################### CONSTRUÇ�O DO BANCO DE DADOS ##################################library(Tea
hingSampling)#Cadastro de Hortaliças (Cadastro B)
adhor<- read.table("mar
o hortalizas.tab", header=TRUE, sep="", na.strings="NA", de
=".", strip.white=TRUE)#Dados de área 
ultivada, área 
olhida e produção (variáveis de interesse)a
ult<- read.table("asemh.tab", header=TRUE, sep="", na.strings="NA", de
=".", strip.white=TRUE)a
olhi<- read.table("a
osh.tab", header=TRUE, sep="", na.strings="NA", de
=".", strip.white=TRUE)
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ao<- read.table("prodh.tab", header=TRUE, sep="", na.strings="NA", de
=".", strip.white=TRUE)#Cadastro do DANE (Cadastro A)
adENA <- read.table("universo1.tab", header=TRUE, sep="", na.strings="NA", de
=".", strip.white=TRUE)#Criação de um 
adastro geralN=nrow(
adENA)Nab= 10000Na=trun
(nrow(
adENA)/2)-NabNb=trun
(nrow(
adENA)/2+1)-NabN_A=Na+NabN_B=Nb+NabdomA=append(matrix(1,Na),matrix(0,Nab))domB=append(matrix(0,Nab),matrix(1,Nb))
ult= artipop(N,a
ult,"area 
ultivada")
olhi=artipop(N,a
olhi,"area 
olhida")prod=artipop(N,produ
ao,"produção")
adgeral=data.frame(
adENA,
ult,
olhi,prod)####CADASTROS
adA=data.frame(
adgeral[1:N_A,℄,domA)
adB=data.frame(
adgeral[(N_A+1-Nab):(N_A+N_B-Nab),℄,domB)domab=subset(
adA,domA==0)####PARÂMETROS DE INTERESSEmedia_tot=(sum(
adA\$produção)+sum(
adB\$produção)-sum(domab\$produção))/N####COLETA DAS INFORMAÇÕES DA AMOSTRAnA=1000nB=800selA=S.SI(N_A,nA)amoA=
adA[selA,℄nabA=nrow(domabA)selB=S.SI(N_B,nB)amoB=
adB[selB,℄####DOMÍNIOSdoma=subset(amoA,domA==1)domabA=subset(amoA,domA==0)domb=subset(amoB,domB==1)domabB=subset(amoB,domB==0)#####CÁLCULO DO ESTIMADOR DE HARTLEYphart=pH(N_A,N_B,Nab,domabA\$produção,domabB\$produção)hartley=esthart(phart,Na,Nb,doma\$produção,domb\$produção,domabA\$produção,domabB$produção)/Nmean(doma\$produção)mean(domb\$produção)mean(domabA\$produção)mean(domabB\$produção)
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################################################################################## SIMULAÇ�O:#O PROGRAMA A SEGUIR AVALIA OS ESTIMADORES DE HARTLEY, FULLER, BANKIER,#PML, E OS ESTIMADORES PROPOSTOS ATRAVÉS DO USO DE ESTIMADORES GREG###################################################################################################################################################################Função para 
ál
ulo do p-otimo do estimador de Hartley 
aso normal.################################################################################## nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# Nab -> Tamanho da população do domínio "ab"# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################pH=fun
tion(nA,N_A,nB,NB,sA,sB,Nab,dab){domabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))var1=var(domabA[,1℄)var2=var(domabB[,1℄)fAinv=N_A/nAfBinv=NB/nBwabA=Nab/N_AwabB=Nab/NBa=(2*NB*fBinv*wabB*var2)/(2*N_A*fAinv*wabA*var1+2*NB*fBinv*wabB*var2)return(a)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Hartley################################################################################## p -> Função "pH" apli
ada anteriormente# nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# Nab -> Tamanho da população do domínio "ab"# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################
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tion(p,n_A,nB,N_A,NB,sA,sB,Nab,dab){domabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))Na=N_A-NabNb=NB-Nabest=Na*mean(doma[,4℄)+Nb*mean(domb[,4℄)+Nab*p*mean(domabA[,4℄)+Nab*(1-p)*mean(domabB[,4℄)return(est)}##################################################################################Função que estima Nab para o estimador de Fuller-Burmeister################################################################################## N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# dA -> Variável indi
adora de domínios (1 se perten
e a "a"; 0 se perten
e a "ab")# dB -> Variável indi
adora de domínios (1 se perten
e a "b"; 0 se perten
e a "ab")# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################Nabful<- fun
tion(N_A,NB,sA,sB,dA,dB,dab){domabA<-subset(sA,dA==dab)domabB<-subset(sB,dB==dab)nabA<-length(domabA[,1℄)nabB<-length(domabB[,1℄)nA<-length(sA[,1℄)nB<-length(sB[,1℄)gA<-(N_A - nA)/(N_A - 1)gB<-(NB - nB)/(NB - 1)z3 <-(nA*gB)+(nB*gA)z2 <-nA*NB*gB+nB*N_A*gA+nabA*N_A*gB+nabB*NB*gAz1 <-(nabA*gB+nabB*gA)*N_A*NBif(missing(z1) || is.null(z1) || is.na(z1) || !is.numeri
(z1)){z1<-0}if(missing(z2) || is.null(z2) || is.na(z2) || !is.numeri
(z2)){z2<-0}if(missing(z3) || is.null(z3) || is.na(z3) || !is.numeri
(z3)){z3<-0}roots<-polyroot(
(z1,-z2,z3))NabFB <- min(Re(roots))return(NabFB)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Fuller & Burmeister##################################################################################Pre
isa da função "Nabful"################################################################################## nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A
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adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# Nabf -> Tamanho da população do domínio "ab", estimada pela função "Nabful"# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################estful=fun
tion(n_A,nB,N_A,NB,sA,sB,Nabf,dab){domabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))nabA=length(domabA[,1℄)nabB=length(domabB[,1℄)fA=n_A/N_AfB=nB/NBw=nabA*(1-fB)/(nabA*(1-fB)+nabB*(1-fA))yabest=w*mean(domabA[,4℄)+(1-w)*mean(domabB[,4℄)Naest=(N_A-Nabf)Nbest=(NB-Nabf)estful=Naest*mean(doma[,4℄)+Nbest*mean(domb[,4℄)+Nabf*yabestreturn(estful)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Bankier################################################################################## nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################estbank=fun
tion(n_A,nB,N_A,NB,sA,sB,dab){domabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))fA=n_A/N_AfB=nB/NBsomapondA=(1/fA)*sum(doma[,4℄)somapondabA=(1/(fA+fB))*sum(domabA[,4℄)soma1=somapondA+somapondabAsomapondB=(1/fB)*sum(domb[,4℄)somapondabB=(1/(fA+fB))*sum(domabB[,4℄)soma2=somapondB+somapondabBest=soma1+soma2return(est)



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________124}################################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Horvitz-Thompson para o 
aso do estimador Bankier Combinado#################################################################################################Esta função é uma alteração da função "E.SI" do pa
ote "Tea
hingSampling"################################################################################################E.SImod=fun
tion(N_A,NB, n_A,nB,nd,y){y <- as.data.frame(y)val1=n_A/N_Aval2=nB/NBpik <- rep(1/(val1+val2),nd)dk <- 1/pikty <- sum(y * dk)return(ty)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador de Nab para a estratégia PML################################################################################## nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################NabPML = fun
tion(n_A,nB,N_A,NB,sA,sB,dab){domabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))fA=n_A/N_AfB=nB/NBvetor1=rep(1,length(domabA[,4℄))vetor2=rep(1,length(domabB[,4℄))nabA=sum(vetor1)nabB=sum(vetor2)NabA=(1/fA)*nabANabB=(1/fB)*nabBz1=z2=z3=0z1 = n_A*NabA*NB+nB*NabB*N_Az2 = n_A*NB+nB*N_A+n_A*NabA+nB*NabBz3 = n_A+nBif(missing(z1) || is.null(z1) || is.na(z1) || !is.numeri
(z1)){z1<-0}if(missing(z2) || is.null(z2) || is.na(z2) || !is.numeri
(z2)){z2<-0}if(missing(z3) || is.null(z3) || is.na(z3) || !is.numeri
(z3)){z3<-0}roots<-polyroot(
(z1,-z2,z3))



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________125NabPML = min(Re(roots))return(NabPML)}##################################################################################Função que 
al
ula o estimador para o total via PML################################################################################## nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# sA -> Amostra obtida do 
adastro A# sB -> Amostra obtida do 
adastro B# dab -> Indi
ador numérido do domínio "ab"#################################################################################estPML = fun
tion(n_A,nB,N_A,NB,Nab,sA,sB,dab){fA=n_A/N_AfB=nB/NBdomabA=subset(sA,sA[,2℄==dab)doma=subset(sA,sA[,2℄==(1-dab))domabB=subset(sB,sB[,2℄==dab)domb=subset(sB,sB[,2℄==(1-dab))vetor1=rep(1,length(domabA[,1℄))vetor2=rep(1,length(domabB[,1℄))NabA=(1/fA)*sum(vetor1)NabB=(1/fB)*sum(vetor2)valor1=fA*NabA*mean(domabA[,4℄)+fB*NabB*mean(domabB[,4℄)valor2=fA*NabA+fB*NabBmuabest=valor1/valor2est=(N_A-Nab)*mean(doma[,4℄)+(NB-Nab)*mean(domb[,4℄)+Nab*muabestreturn(est)}#################################################################################################Função que disponibiliza o vetor de resíduos e Função que 
al
ula a 
ovariân
ia estimada entre#estimadores GREG################################################################################################# n -> Tamanho da amostra no 
adastro de interesse# N -> Tamanho da população no 
adastro de interesse# y -> Vetor 
om as informações da variável de interesse# x -> Vetor ou matriz 
om informações das variáveis auxiliares# tx -> Vetor 
om os totais para as variáveis auxiliares# 
k -> Por default, igual a 1. Vetor de pesos referente à variân
ia do modelo################################################################################################residuo=fun
tion (N, n, y, x, tx, b, b0 = FALSE){y <- as.data.frame(y)x <- as.matrix(x)pik <- rep(n/N, n)dk <- 1/pikif (b0 == TRUE) {
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bind(1, x))}for (k in 1:dim(y)[2℄) {e <- y[, k℄ - (x %*% as.matrix(b[, k℄))}return(e)}
ovarg=fun
tion(n,N,e1,e2){a=n/(N^2)b=n/N
=(n-1)/(N-1)V1=1-a/(b*
)
ovar=V1*sum(e1%*%t(e2))return(
ovar)}#################################################################################################Função que 
al
ula o p-ótimo para o estimador regressão 
om base na estratégia de Hartley#################################################################################################-> Pre
isa da função "
ovarg"#-> Pre
isa da função "residuo"################################################################################################# N -> Total popula
ional referente a toda população# N_A -> Total popula
ional referente a A# NB -> Total popula
ional referente a B# nA -> Tamanho da amostra referente ao 
adastro A# nB -> Tamanho da amostra referente ao 
adastro B# Nab -> Total popula
ional referente ao domínio ab# nabA -> Tamanho da amastro em ab, 
oletada de A# nabB -> Tamanho da amastro em ab, 
oletada de B# eA -> Vetor de resíduos para o estimador regressão referente a A# eB -> Vetor de resíduos para o estimador regressão referente a B# eabA -> Vetor de resíduos para o estimador regressão referente a ab(
adastro A)# eabB -> Vetor de resíduos para o estimador regressãoo referente a ab(
adastro B)# vabA -> Variân
ia estimada do estimador regressão para ab (
adastro A)# vabB -> Variân
ia estimada do estimador regressão para ab (
adastro B)# 
ovabA-> Covariân
ia estimada entre o estimador para A e o estimador para ab(
adastro A)# 
ovabB-> Covariân
ia estimada entre o estimador para B e o estimador para ab(
adastro B)################################################################################################preghart=fun
tion(N,nA,nB, N_A,NB,nabA,nabB,Nab,eA,eB,eabA,eabB){wab=Nab/NwA=N_A/NwB=NB/Nq1=(Nab^2)*(1-(nabA/Nab))*var(eabA)/(nabA)q2=(Nab^2)*(1-(nabB/Nab))*var(eabB)/(nabB)q3=
ovarg(nA,N_A,eA,eabA)q4=
ovarg(nB,NB,eB,eabB)num=wA*q3-wB*q4den=wab*(q1-q2)p=num/den
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al
ula o estimador greg para um domínio#################################################################################################obs: Desempenha o mesmo papel que a função GREG.SI, apenas foi modifi
ada para 
ál
ulo 
orreto#dentro dos domínios################################################################################################GREG.SIESPd=fun
tion (N, n, nd, y, x, tx, b, b0 = FALSE){y <- as.data.frame(y)x <- as.matrix(x)pik <- rep(n/N, nd)dk <- 1/pikif (b0 == TRUE) {x <- as.matrix(
bind(1, x))}Total <- matrix(NA, nrow = 3, n
ol = dim(y)[2℄)rownames(Total) = 
("Estimation", "Varian
e", "CVE")
olnames(Total) <- names(y)for (k in 1:dim(y)[2℄) {xHT <- t(x) %*% dkyHT <- sum(y[, k℄ * dk)ty <- yHT + (tx - t(xHT)) %*% as.matrix(b[, k℄)e <- y[, k℄ - (x %*% as.matrix(b[, k℄))Vty <- (N^2) * (1 - (n/N)) * var(e)/(n)CVe <- 100 * sqrt(Vty)/tyTotal[, k℄ <- 
(ty, Vty, CVe)}return(Total)}#################################################################################################Função que 
al
ula o estimador regressão de a
ordo 
om a estratégia de Hartley#################################################################################################Pre
isa da função "preghart"################################################################################################# p -> Valor de "p" obtido pela função "preghart"# amo1 -> Amostra de A# amo2 -> Amostra de B# pop1 -> População do 
adastro A# pop2 -> População do 
adastro B# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# Nab -> Tamanho da população do domínio "ab"# dab -> Identifi
ador do domínio ab# name1 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de A# ("TRUE" ou "FALSE")
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ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de B# ("TRUE" ou "FALSE")################################################################################################GREG.SIH=fun
tion(p,pop1,pop2,amo1,amo2,N_A, nA, NB,nB,Nab,dab,name1,name2){amo1 <- as.data.frame(amo1)amo2 <- as.data.frame(amo2)popxA=data.frame(pop1[,1℄,pop1[,3℄)txA=
(length(popxA[,1℄),sum(pop1[,1℄),sum(pop1[,3℄))popa=subset(pop1,pop1[,2℄==(1-dab))popxa=data.frame(popa[,1℄,popa[,3℄)txa=
(length(popa[,1℄),sum(popa[,1℄),sum(popa[,3℄))popxB=data.frame(pop2[,1℄,pop2[,3℄)txB=
(length(popxB[,1℄),sum(pop2[,1℄),sum(pop2[,3℄))popb=subset(pop2,pop2[,2℄==(1-dab))popxb=data.frame(popb[,1℄,popb[,3℄)txb=
(length(popb[,1℄),sum(popb[,1℄),sum(popb[,3℄))xA=data.frame(amo1[,1℄,amo1[,3℄)xB=data.frame(amo2[,1℄,amo2[,3℄)Na=length(popa[,1℄)Nb=length(popb[,1℄)fA=nA/N_AfB=nB/NBpikA=rep(fA,nA)pikB=rep(fB,nB)popabA=subset(pop1,pop1[,2℄==dab)popabB=subset(pop2,pop2[,2℄==dab)popxabA=data.frame(popabA[,1℄,popabA[,3℄)popxabB=data.frame(popabB[,1℄,popabB[,3℄)domabA=subset(amo1,amo1[,2℄==dab)xabA=data.frame(domabA[,1℄,domabA[,3℄)txabA=
(Nab,sum(popabA[,1℄),sum(popabA[,3℄))doma=subset(amo1,amo1[,2℄==(1-dab))xa=data.frame(doma[,1℄,doma[,3℄)domabB=subset(amo2,amo2[,2℄==dab)xabB=data.frame(domabB[,1℄,domabB[,3℄)txabB=
(Nab,sum(popabB[,1℄),sum(popabB[,3℄))domb=subset(amo2,amo2[,2℄==(1-dab))xb=data.frame(domb[,1℄,domb[,3℄)pika=rep(fA,length(doma[,1℄))pikb=rep(fB,length(domb[,1℄))pikabA=rep(fA,length(domabA[,1℄))pikabB=rep(fB,length(domabB[,1℄))na=length(doma[,1℄)nb=length(domb[,1℄)ba=E.Beta(doma[,4℄,xa,pika,1,b0=name1)bb=E.Beta(domb[,4℄,xb,pikb,1,b0=name2)babA=E.Beta(domabA[,4℄,xabA,pikabA,1,b0=name1)babB=E.Beta(domabB[,4℄,xabB,pikabB,1,b0=name2)somapondA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(doma[,4℄),doma[,4℄,xa,txa,ba,b0=name1)somapondabA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(domabA[,1℄),domabA[,4℄,xabA,txabA,babA,b0=name2)somapondB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domb[,4℄),domb[,4℄,xb,txb,bb,b0=name2)somapondabB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domabB[,1℄),domabB[,4℄,xabB,txabB,babB,b0=name2)



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________129esthart=somapondA[1℄+p*somapondabA[1℄+somapondB[1℄ + (1-p)*somapondabB[1℄return(esthart[1℄)}#################################################################################################Função que 
al
ula o estimador regressão de a
ordo 
om a estratégia de Bankier################################################################################################# Desempenha mesmo papel que a função GREG.SI. Aqui, a função foi modifi
ada para poder# re
eber os pesos 
onforme determina a estratégia de Bankier. Pre
isa da função "GREG.SIESPab"################################################################################################# amo1 -> Amostra de A# amo2 -> Amostra de B# pop1 -> População do 
adastro A# pop2 -> População do 
adastro B# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# Nab -> Tamanho da população do domínio "ab"# dab -> Identifi
ador do domínio ab# name1 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de A ("TRUE" ou "FALSE")# name2 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de B ("TRUE" ou "FALSE")#################################################################################################-> Utiliza a primeira função a ser apresentada, a "GREG.SIESPab" (Função que 
al
ula o# estimador greg para o domínio ab sob a estratégia de bankier)#-> Pre
isa da função "GREG.SIESPd" para os domínios################################################################################################GREG.SIESPab=fun
tion (N, n, N1,n1, nab,y, x, tx, b, b0 = FALSE){y <- as.data.frame(y)x <- as.matrix(x)val1=n1/N1val2=n/Npik <- rep(1/(val1+val2), nab)dk <- 1/pikif (b0 == TRUE) {x <- as.matrix(
bind(1, x))}Total <- matrix(NA, nrow = 3, n
ol = dim(y)[2℄)rownames(Total) = 
("Estimation", "Varian
e", "CVE")
olnames(Total) <- names(y)for (k in 1:dim(y)[2℄) {xHT <- t(x) %*% dkyHT <- sum(y[, k℄ * dk)ty <- yHT + (tx - t(xHT)) %*% as.matrix(b[, k℄)e <- y[, k℄ - (x %*% as.matrix(b[, k℄))Vty <- (N^2) * (1 - (n/N)) * var(e)/(n)CVe <- 100 * sqrt(Vty)/tyTotal[, k℄ <- 
(ty, Vty, CVe)}return(Total)}
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tion(pop1,pop2,amo1,amo2,N_A, nA, NB, nB,Nab,dab,name1,name2){amo1 <- as.data.frame(amo1)amo2 <- as.data.frame(amo2)popxA=data.frame(pop1[,1℄,pop1[,3℄)txA=
(length(popxA[,1℄),sum(pop1[,1℄),sum(pop1[,3℄))popa=subset(pop1,pop1[,2℄==(1-dab))popxa=data.frame(popa[,1℄,popa[,3℄)txa=
(length(popa[,1℄),sum(popa[,1℄),sum(popa[,3℄))popxB=data.frame(pop2[,1℄,pop2[,3℄)txB=
(length(popxB[,1℄),sum(pop2[,1℄),sum(pop2[,3℄))popb=subset(pop2,pop2[,2℄==(1-dab))popxb=data.frame(popb[,1℄,popb[,3℄)txb=
(length(popb[,1℄),sum(popb[,1℄),sum(popb[,3℄))xA=data.frame(amo1[,1℄,amo1[,3℄)xB=data.frame(amo2[,1℄,amo2[,3℄)Na=length(popa[,1℄)Nb=length(popb[,1℄)fA=nA/N_AfB=nB/NBpikA=rep(fA,nA)pikB=rep(fB,nB)popabA=subset(pop1,pop1[,2℄==dab)popabB=subset(pop2,pop2[,2℄==dab)popxabA=data.frame(popabA[,1℄,popabA[,3℄)popxabB=data.frame(popabB[,1℄,popabB[,3℄)domabA=subset(amo1,amo1[,2℄==dab)xabA=data.frame(domabA[,1℄,domabA[,3℄)txabA=
(Nab,sum(popabA[,1℄),sum(popabA[,3℄))doma=subset(amo1,amo1[,2℄==(1-dab))xa=data.frame(doma[,1℄,doma[,3℄)domabB=subset(amo2,amo2[,2℄==dab)xabB=data.frame(domabB[,1℄,domabB[,3℄)txabB=
(Nab,sum(popabB[,1℄),sum(popabB[,3℄))domb=subset(amo2,amo2[,2℄==(1-dab))xb=data.frame(domb[,1℄,domb[,3℄)pika=rep(fA,length(doma[,1℄))pikb=rep(fB,length(domb[,1℄))pikabA=rep(1/(fA+fB),length(domabA[,1℄))pikabB=rep(1/(fA+fB),length(domabB[,1℄))na=length(doma[,1℄)nb=length(domb[,1℄)ba=E.Beta(doma[,4℄,xa,pika,1,b0=name1)bb=E.Beta(domb[,4℄,xb,pikb,1,b0=name2)babA=E.Beta(domabA[,4℄,xabA,pikabA,1,b0=name1)babB=E.Beta(domabB[,4℄,xabB,pikabB,1,b0=name2)somapondA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(doma[,4℄),doma[,4℄,xa,txa,ba,b0=name1)somapondabA=GREG.SIESPab(N_A,nA,NB,nB,length(domabA[,1℄),domabA[,4℄,xabA,txabA,babA,b0=name2)soma1=somapondA[1℄+somapondabA[1℄somapondB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domb[,4℄),domb[,4℄,xb,txb,bb,b0=name2)somapondabB=GREG.SIESPab(N_A,nA,NB,nB,length(domabB[,1℄),domabB[,4℄,xabB,txabB,babB,b0=name2)soma2=somapondB[1℄+somapondabB[1℄est=soma1+soma2
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al
ula o estimador regressão de a
ordo 
om a estratégia de Fuller#################################################################################################-> Pre
isa da função "GREG.SIESPd" para os domínios################################################################################################# amo1 -> Amostra de A# amo2 -> Amostra de B# pop1 -> População do 
adastro A# pop2 -> População do 
adastro B# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# Nabf -> Tamanho da população do domínio "ab"# dab -> Identifi
ador do domínio ab# name1 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de A# ("TRUE" ou "FALSE")# name2 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de B# ("TRUE" ou "FALSE")################################################################################################GREG.SIFUL=fun
tion(pop1,pop2,amo1,amo2,N_A, nA, NB,nB,Nabf,dab,name1,name2){amo1 <- as.data.frame(amo1)amo2 <- as.data.frame(amo2)popxA=data.frame(pop1[,1℄,pop1[,3℄)txA=
(length(popxA[,1℄),sum(pop1[,1℄),sum(pop1[,3℄))popa=subset(pop1,pop1[,2℄==(1-dab))popxa=data.frame(popa[,1℄,popa[,3℄)txa=
(length(popa[,1℄),sum(popa[,1℄),sum(popa[,3℄))popxB=data.frame(pop2[,1℄,pop2[,3℄)txB=
(length(popxB[,1℄),sum(pop2[,1℄),sum(pop2[,3℄))popb=subset(pop2,pop2[,2℄==(1-dab))popxb=data.frame(popb[,1℄,popb[,3℄)txb=
(length(popb[,1℄),sum(popb[,1℄),sum(popb[,3℄))xA=data.frame(amo1[,1℄,amo1[,3℄)xB=data.frame(amo2[,1℄,amo2[,3℄)Na=length(popa[,1℄)Nb=length(popb[,1℄)fA=nA/N_AfB=nB/NBpikA=rep(fA,nA)pikB=rep(fB,nB)popabA=subset(pop1,pop1[,2℄==dab)popabB=subset(pop2,pop2[,2℄==dab)popxabA=data.frame(popabA[,1℄,popabA[,3℄)popxabB=data.frame(popabB[,1℄,popabB[,3℄)domabA=subset(amo1,amo1[,2℄==dab)xabA=data.frame(domabA[,1℄,domabA[,3℄)txabA=
(length(popabA[,1℄),sum(popabA[,1℄),sum(popabA[,3℄))
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(length(popabB[,1℄),sum(popabB[,1℄),sum(popabB[,3℄))domb=subset(amo2,amo2[,2℄==(1-dab))xb=data.frame(domb[,1℄,domb[,3℄)pika=rep(fA,length(doma[,1℄))pikb=rep(fB,length(domb[,1℄))pikabA=rep(fA,length(domabA[,1℄))pikabB=rep(fB,length(domabB[,1℄))na=length(doma[,1℄)nb=length(domb[,1℄)nabA=length(domabA[,1℄)nabB=length(domabB[,1℄)ba=E.Beta(doma[,4℄,xa,pika,1,b0=name1)bb=E.Beta(domb[,4℄,xb,pikb,1,b0=name2)babA=E.Beta(domabA[,4℄,xabA,pikabA,1,b0=name1)babB=E.Beta(domabB[,4℄,xabB,pikabB,1,b0=name2)somapondA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(doma[,4℄),doma[,4℄,xa,txa,ba,b0=name1)somapondabA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(domabA[,1℄),domabA[,4℄,xabA,txabA,babA,b0=name2)somapondB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domb[,4℄),domb[,4℄,xb,txb,bb,b0=name2)somapondabB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domabB[,1℄),domabB[,4℄,xabB,txabB,babB,b0=name2)w=(nabA*(1-fB)/(nabA*(1-fB)+nabB*(1-fA)))estful=somapondA[1℄+somapondB[1℄+w*somapondabA[1℄+(1-w)*somapondabB[1℄return(estful)}
#################################################################################################Função que 
al
ula o estimador regressão de a
ordo 
om a estratégia PML#################################################################################################-> Pre
isa da função "GREG.SIESPd" para os domínios#-> Pre
isa da função "NabPML" para estimar Nab################################################################################################# amo1 -> Amostra de A# amo2 -> Amostra de B# pop1 -> População do 
adastro A# pop2 -> População do 
adastro B# N_A -> Tamanho da população do 
adastro A# nA -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro A# NB -> Tamanho da população do 
adastro B# nB -> Tamanho da amostra obtida do 
adastro B# Nabpml -> Estimador PML para Nab# dab -> Identifi
ador do domínio ab# name1 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de A# ("TRUE" ou "FALSE")# name2 -> Identifi
ador para a existên
ia de inter
epto no modelo para a pop. de B# ("TRUE" ou "FALSE")



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________133################################################################################################GREG.SIPML=fun
tion(pop1,pop2,amo1,amo2,N_A, nA, NB, nB,Nabpml,dab,name1,name2){amo1 <- as.data.frame(amo1)amo2 <- as.data.frame(amo2)popxA=data.frame(pop1[,1℄,pop1[,3℄)txA=
(length(popxA[,1℄),sum(pop1[,1℄),sum(pop1[,3℄))popa=subset(pop1,pop1[,2℄==(1-dab))popxa=data.frame(popa[,1℄,popa[,3℄)txa=
((N_A-Nabpml),sum(popa[,1℄),sum(popa[,3℄))popxB=data.frame(pop2[,1℄,pop2[,3℄)txB=
(length(popxB[,1℄),sum(pop2[,1℄),sum(pop2[,3℄))popb=subset(pop2,pop2[,2℄==(1-dab))popxb=data.frame(popb[,1℄,popb[,3℄)txb=
((NB-Nabpml),sum(popb[,1℄),sum(popb[,3℄))xA=data.frame(amo1[,1℄,amo1[,3℄)xB=data.frame(amo2[,1℄,amo2[,3℄)Na=length(popa[,1℄)Nb=length(popb[,1℄)fA=nA/N_AfB=nB/NBpikA=rep(fA,nA)pikAu=pikA[1℄pikB=rep(fB,nB)pikBu=pikB[1℄popabA=subset(pop1,pop1[,2℄==dab)popabB=subset(pop2,pop2[,2℄==dab)popxabA=data.frame(popabA[,1℄,popabA[,3℄)popxabB=data.frame(popabB[,1℄,popabB[,3℄)domabA=subset(amo1,amo1[,2℄==dab)xabA=data.frame(domabA[,1℄,domabA[,3℄)doma=subset(amo1,amo1[,2℄==(1-dab))xa=data.frame(doma[,1℄,doma[,3℄)domabB=subset(amo2,amo2[,2℄==dab)xabB=data.frame(domabB[,1℄,domabB[,3℄)domb=subset(amo2,amo2[,2℄==(1-dab))xb=data.frame(domb[,1℄,domb[,3℄)pika=rep(fA,length(doma[,1℄))pikb=rep(fB,length(domb[,1℄))pikabA=rep(1/pikAu,length(domabA[,1℄))pikabB=rep(1/pikBu,length(domabB[,1℄))NabestabA=sum(pikabA)NabestabB=sum(pikabB)txabA=
(NabestabA,sum(popabA[,1℄),sum(popabA[,3℄))txabB=
(NabestabB,sum(popabB[,1℄),sum(popabB[,3℄))na=length(doma[,1℄)nb=length(domb[,1℄)ba=E.Beta(doma[,4℄,xa,pika,1,b0=name1)bb=E.Beta(domb[,4℄,xb,pikb,1,b0=name2)babA=E.Beta(domabA[,4℄,xabA,pikabA,1,b0=name1)babB=E.Beta(domabB[,4℄,xabB,pikabB,1,b0=name2)somapondA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(doma[,4℄),doma[,4℄,xa,txa,ba,b0=name1)



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________134somapondabA=GREG.SIESPd(N_A,nA,length(domabA[,1℄),domabA[,4℄,xabA,txabA,babA,b0=name2)somapondB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domb[,4℄),domb[,4℄,xb,txb,bb,b0=name2)somapondabB=GREG.SIESPd(NB,nB,length(domabB[,1℄),domabB[,4℄,xabB,txabB,babB,b0=name2)tgregabpml=(pikAu*somapondabA[1℄+pikBu*somapondabB[1℄)/(pikAu*NabestabA+pikBu*NabestabB)pmlgreg=somapondA[1℄+tgregabpml+somapondB[1℄return(pmlgreg)}#######################INÍCIO DO PROGRAMA###########################library(Tea
hingSampling)RNGkind("Marsaglia-Multi
arry")seed=.Random.seedset.seed(seed)######################################################################ARMAZENANDO VALORES POPULACIONAIS E##TAMANHOS DE AMOSTRA####################################################################N=
(2000,1750,1500,1250,1000,750)Nab=
(500,1000,1500,2000,2500,3000)nA=
(125,250,500,750,1000,1250)nB=
(125,250,500,750,1000,1250)###############################################################################################################################################INÍCIO DO LOOP PARA OS TAMANHOS DE "N"for(i in 1:length(N)){Total=matrix(NA,nrow=2,n
ol=3)
olnames(Total)=
("NC","Nab","Soma")Total[2,℄=
(N[i℄,Nab[i℄,N[i℄+Nab[i℄)print(Total[2,℄)print("������������������������������������������������������������������������������")#####Carregando o ban
o de dadosxA11=4+rnorm(N[i℄)xA21=8+rnorm(N[i℄)xA31=2+rnorm(Nab[i℄)xA32=1+rnorm(Nab[i℄)xA1=append(xA11,xA31)xA2=append(xA21,xA32)yAae=2+xA1[1:N[i℄℄+xA2[1:N[i℄℄+rnorm(N[i℄)yabA=2+xA31+xA32+rnorm(Nab[i℄)yA=append(yAae,yabA)domA=
(append(matrix(1,N[i℄),matrix(0,Nab[i℄)))N_A=length(domA)dadosA=data.frame(XA1=xA1,DA=domA,XA2=xA2,YA=yA)xB11=4+rnorm(N[i℄)xB21=8+rnorm(N[i℄)xB31=xA31xB32=xA32xB1=append(xB11,xB31)xB2=append(xB21,xB32)



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________135yBe=2+xB1[1:N[i℄℄+xB2[1:N[i℄℄+rnorm(N[i℄)yB=append(yBe,yabA)domB=
(append(matrix(1,N[i℄),matrix(0,Nab[i℄)))NB=length(domB)dadosB=data.frame(XB1=xB1,DB=domB,XB2=xB2,YB=yB)a=sum(yA)b=sum(yB)
=sum(yabA)soma=a + b - 
total=length(yA)+length(yB)-length(yabA)par=soma/totalpar=round(par,2)#######Ini
iando o loop para os tamanhos de amostrafor(j in 1:length(nA)){print("-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#-#")Total=matrix(NA,nrow=2,n
ol=2)
olnames(Total)=
("nA","nB")Total[2,℄=
(nA[j℄,nB[j℄)print(Total[2,℄)print("----------------------------------------------------------------")########Iní
io do loop de Monte Carlonrep=100hartley=matrix(0,nrep)greghart=matrix(0,nrep)Nab_fuller=
()fuller=matrix(0,nrep)gregfuller=matrix(0,nrep)bankier=matrix(0,nrep)gregbankier=matrix(0,nrep)Nab_PML=matrix(0,nrep)estpml=matrix(0,nrep)gregestpml=matrix(0,nrep)for(r in 1:nrep){selA=S.SI(N_A,nA[j℄)amoA=dadosA[selA,℄domabA=subset(amoA,amoA[,2℄==0)nabA=length(domabA[,4℄)###nA=length(amoA[,1℄)selB=S.SI(NB,nB[j℄)amoB=dadosB[selB,℄###nB=length(amoB[,1℄)domabB=subset(amoB,amoB[,2℄==0)nabB=length(domabB[,4℄)phart=pH(nA[j℄,N_A,nB[j℄,NB,amoA,amoB,Nab[i℄,0)hartley[r℄=esthart(phart,nA[j℄,nB[j℄,N_A,NB,amoA,amoB,Nab[i℄,0)/totalfuller[r℄=estful(nA[j℄,nB[j℄,N_A,NB,amoA,amoB,Nab_fuller[i℄,0)/totalbankier[r℄=estbank(nA[j℄,nB[j℄,N_A,NB,amoA,amoB,0)/totalNab_PML[r℄=NabPML(nA[j℄,nB[j℄,N_A,NB,amoA,amoB,0)estpml[r℄=estPML(nA[j℄,nB[j℄,N_A,NB,Nab[i℄,amoA,amoB,0)/total



Apêndice C____________________________________________________________________________________________________________________________136dataA=data.frame(amoA[,1℄,amoA[,3℄)pikA=rep(nA[j℄/N_A,nA[j℄)bA=E.Beta(amoA[,4℄,dataA,pikA,1,b0=TRUE)resA=residuo(N_A, nA[j℄, amoA[,4℄, dataA, totalA, bA, b0 = TRUE)dataB=data.frame(amoB[,1℄,amoB[,3℄)totalB=
(sum(amoB[,1℄),sum(amoB[,3℄))pikB=rep(nB[j℄/NB,nB[j℄)bB=E.Beta(amoB[,4℄,dataB,pikB,1,b0=TRUE)resB=residuo(NB, nB[j℄, amoB[,4℄, dataB, totalB, bB, b0 = TRUE)
ovg=
ovarg(nA[j℄+nB[j℄,N_A+NB,resA,resB)domabA=subset(amoA,amoA[,2℄==0)domabB=subset(amoB,amoB[,2℄==0)nabA=length(domabA[,1℄)nabB=length(domabB[,1℄)dataabA=data.frame(domabA[,1℄,domabA[,3℄)dataabB=data.frame(domabB[,1℄,domabB[,3℄)babA=E.Beta(domabA[,4℄,dataabA,rep(nA[j℄/N_A,nabA),1,b0=TRUE)babB=E.Beta(domabB[,4℄,dataabB,rep(nB[j℄/NB,nabB),1,b0=TRUE)dadosabA=subset(dadosA,dadosA[,2℄==0)#Nab=length(dadosabA[,1℄)dadosabB=subset(dadosB,dadosB[,2℄==0)totalabA=
(sum(dadosabA[,1℄),sum(dadosabA[,3℄))totalabB=
(sum(dadosabB[,1℄),sum(dadosabB[,3℄))resabA=residuo(Nab[i℄,nabA,domabA[,4℄,dataabA,totalabA,babA,b0=TRUE)resabB=residuo(Nab[i℄,nabB,domabB[,4℄,dataabB,totalabB,babB,b0=TRUE)pgh=preghart(N_A+NB-Nab[i℄,nA[j℄,nB[j℄, N_A,NB,nabA,nabB,Nab[i℄,resA,resB,resabA,resabB)greghart[r℄=GREG.SIH(pgh,dadosA,dadosB,amoA,amoB,N_A, nA[j℄, NB,nB[j℄,Nab[i℄,0,"TRUE","TRUE")/totalgregbankier[r℄=GREG.SIBA(dadosA,dadosB,amoA,amoB,N_A, nA[j℄, NB,nB[j℄,Nab[i℄,0,"TRUE","TRUE")/totalgregfuller[r℄=GREG.SIFUL(dadosA,dadosB,amoA,amoB,N_A, nA[j℄, NB,nB[j℄,Nab[i℄,0,"TRUE","TRUE")/totalgregestpml[r℄=GREG.SIPML(dadosA,dadosB,amoA,amoB,N_A, nA[j℄, NB,nB[j℄,Nab_PML[r℄,0,"TRUE","TRUE")/total}print(
("ESTIMADORES NORMAIS","valor do parâmetro:",par))Total=matrix(NA,nrow=4,n
ol=4)
olnames(Total)=
("Média","Desvio Padrão", "V.R.", "EQMR")Total[1,℄=
(mean(hartley),sd(hartley),(mean(hartley)-par)/par,var(hartley)+(mean(hartley)-par)^2)Total[2,℄=
(mean(fuller),sd(fuller),(mean(fuller)-par)/par,var(fuller)+(mean(fuller)-par)^2)Total[3,℄=
(mean(bankier),sd(bankier),(mean(bankier)-par)/par,var(bankier)+(mean(bankier)-par)^2)Total[4,℄=
(mean(estpml),sd(estpml),(mean(estpml)-par)/par,var(estpml)+(mean(estpml)-par)^2)print(Nab_fuller)print(Total)print(
("ESTIMADORES GREG","valor do parâmetro:",par))Total=matrix(NA,nrow=4,n
ol=4)
olnames(Total)=
("Média","Desvio Padrão", "V.R.", "EQMR")
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(mean(greghart),sd(greghart),(mean(greghart)-par)/par,var(greghart)+(mean(greghart)-par)^2)Total[2,℄=
(mean(gregfuller),sd(gregfuller),(mean(gregfuller)-par)/par,var(gregfuller)+(mean(gregfuller)-par)^2)Total[3,℄=
(mean(gregbankier),sd(gregbankier),(mean(gregbankier)-par)/par,var(gregbankier)+(mean(gregbankier)-par)^2)Total[4,℄=
(mean(gregestpml),sd(gregestpml),(mean(gregestpml)-par)/par,var(gregestpml)+(mean(gregestpml)-par)^2)M=par(mfrow=
(2,4))M[1℄=hist(hartley,main=
("Hartley",N[i℄,Nab[i℄,nA[j℄,nB[j℄))M[2℄=hist(fuller,main=
("Fuller"))M[3℄=hist(bankier,main=
("Bankier") )M[4℄=hist(estpml,main=
("PML"))M[5℄=hist(greghart,main=
("Hartley-GREG"))M[6℄=hist(gregfuller,main=
("Fuller-GREG"))M[7℄=hist(gregbankier,main=
("Bankier-GREG"))M[8℄=hist(gregestpml,main=
("PML-GREG"))x11()print(Total)print(
("fim","para","indsamp",j))j=j+1}final=matrix(NA,nrow=1,n
ol=3)final[1,℄=
("FIM","PASSO",i)print(final)print("----------------------------------------------------------")i=i+1print("������������������������������������������������������������������������������")}############FIM DO LOOP PARA OS TAMANHOS DE N##############################FIM DO PROGRAMA###########################



Apêndice D

Cenários de sequências de populações finitas sob a abordagem de

cadastro duplo

É possível apresentar exemplos das estruturas das populações finitas que podem ser

consideradas sob a abordagem de cadastro duplo. Estes exemplos estão apresentados nas

figuras a seguir para ν = 2.

B2A2 B1A1

Figura 1: Cenário (b) A1 ⊂ A2 e B1 ⊂ A2, e A1∪B1 ⊂ A2

O cenário (b) ilustra a união entre os primeiros elementos de cada sequência encaixados no

segundo elemento da sequência referente ao cadastro A.

B2A1 B1

A2

Figura 2: Cenário (c) A1 ⊂ A2 e A1∪B1 ⊂ A2, com (A1∪B1)∩B2 = /0
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O cenário (c) ilustra situação equivalente ao cenário (b), mas com o detalhe de que a união

dos cadastros não contemplar elementos da interseção entre os elementos das sequências.

A1

B1

A2

B2

Figura 3: Cenário (d) A1 ⊂ A2 ⊂ B1 ⊂ B2

No cenário (d) é possível observar a situação em que o cadastro A está contido no cadastro B,

e vice-versa.

B1A1

A2

B2

Figura 4: Cenário (e) (A1∪A2)⊂ A2 e A2 ⊂ B2

O cenário (e) apresenta como característica a não existência de interseção entre os primeiros

elementos das sequências referentes a A e B. Porém, a união destes elementos é embutida

nos demais elementos das sequências.
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A1

B1

A2 B1

Figura 5: Cenário (f) (A1∪B1)⊂ A2∩B2

O cenários (f) e (g) apresentam situação similar ao apresentado anteriormente, apenas com o

fato de que a interseção entre os primeiros elementos das sequências existe.

B1

A1A2 B1

Figura 6: Cenário (g) A1 ⊂ B1 e (A1∪B1)⊂ A2∩B2
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