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Resumo

Grande parte dos trabalhos desenvolvidos na érea da Teoria dos Jogos assume que os jo-
gadores conhecem toda a estrutura do jogo. Nesta dissertacao, nés suprimimos esta suposicao
e modelamos situagoes onde os agentes podem ser inconscientes de toda a estrutura do jogo.
Mais precisamente, nés modelamos jogos em forma normal onde os jogadores podem nao ser
conscientes de todas as agoes disponiveis para eles e para os outros jogadores. Além de mostrar-
mos como representar tais jogos, noés também propomos um conceito de equilibrio, para esses
jogos, que generaliza o conceito de equilibrio de Nash para jogos em forma normal, e provamos
um resultado de existéncia de tal equilibrio. Esses resultados também foram estendidos para os
jogos com consciéncia sobre inconsciéncia.

Por fim, apresentamos um modelo que permite que os jogadores sejam incapazes de realizar
comparagoes entre alguns possiveis cenérios (perfis de estratégias), e além disso permite que
os jogadores possam nao ter conhecimento comum sobre como os demais jogadores avaliam os
possiveis cenarios do jogo. Para este modelo nés também apresentamos um novo conceito de
equilibrio e generalizamos um resultado obtido por Bade (Bade, S. (2005), ‘Nash equilibrium in
games with incomplete preferences’, Economic Theory 26, 309-332) que proporciona um método

para o calculo de tais equilibrios.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos, Consciéncia, Equilibrio de Nash, Preferéncia Incompletas.



Abstract

Most of the work in the field of Game Theory assumes that players know the whole game
structure. In this Master Thesis, we remove this assumption and model situations where agents
may be unaware of the whole game structure. More precisely, we model games in normal form
where players may be unaware of some actions available for them and for the other players.
Besides showing how to represent such games, we propose a new equilibrium concept for these
games that generalizes the concept of Nash equilibrium for games in normal form, and we prove
an existence result of such a concept of equilibrium. These results were also extended to games
with awareness of unawareness.

Finally, we present a model that allows players to be unable of making comparisons between
some possible scenarios (strategies profiles), and moreover allows that players don’t have common
knowledge about how the other players evaluate the possible scenarios of the game. For this
model, we also present a new concept of equilibrium and generalize a result obtained by Bade
(Bade, S. (2005), ‘Nash equilibrium in games with incomplete preferences’, Economic Theory 26,

309-332) that provides a method to calculate such equilibria.

Keywords: Game Theory, Awareness, Nash Equilibrium, Incomplete Preferences.
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CAPITULO 1

Introducio

1.1 Introducao

Histéria da Teoria dos Jogos

Registros antigos sobre Teoria dos Jogos remontam ao século XV III. Em correspondéncia
dirigida a Nicolas Bernoulli, James Waldegrave analisa um jogo de cartas chamado “le Her” e
fornece uma solugao que é um equilibrio em estratégia mista (conceito que nos familiarizaremos
posteriormente). No inicio do século XIX, temos o famoso trabalho de Augustin Cournot sobre
duopélio (ver Cournot (1838)). Em meados do século X X, entre os anos de 1928 e 1942, o
matematico John Von Neumann publicou varios artigos abordando o tema de Teoria dos Jogos.
Porém, s6 foi no ano de 1944, com a publicacao do livro The Theory of Games and FEconomic
Behavior' (Neumann & Morgenstern (1944)), que a Teoria dos Jogos invadiu a economia e a
matemética aplicada, pois outros especialistas decidiram contribuir para o desenvolvimento da
teoria, que tinha por objetivo inicial estabelecer uma base matemaética para a Teoria Economica.
Em 1950, o matemético John Forbes Nash Janior publicou quatro artigos muito importantes
na area de teoria dos jogos. Em “FEquilibrium Points in n-Person Games’ (Nash Jr. (19500))
e “Non-cooperative Games” (Nash Jr. (1951)), Nash provou a existéncia de um equilibrio em

estratégias mistas para jogos nao-cooperativos e sugeriu uma abordagem de estudos de jogos

!No ano de 2004 foi langada a sexagésima edigao de aniversario do livro (ver Neumann & Morgenstern (2004)).
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cooperativos baseada na reducao desses jogos para a forma nao-cooperativa. Nos artigos “The
Bargaining Problem” (Nash Jr. (1950a)) e “Two Person Cooperative Games” (Nash Jr. (1953)),
Nash criou a Teoria da Barganha e provou que o problema da barganha de Nash tinha solugao.

A principal contribuicdo desses autores, nesta época, foi mostrar a importancia de se usar
modelos matemaéticos para formular hipéteses nas mais diferentes situagoes que o mundo econdémico
possa apresentar.

Contudo, a Teoria dos Jogos, com o passar dos anos, deixou de ser aplicada somente no mundo
das relacoes econdmicas; ela passou a ser aplicada nas mais diversas areas do conhecimento, como

por exemplo:

e na Biologia: para prever a sobrevivéncia de determinada espécie (ver Maynard Smith &

Price (1973) e Maynard Smith (1976));

e na Politica: para saber até que ponto uma determinada alianga de partidos é estavel (ver

Ordeshook (1986) e Aliprantis & Chakrabarti (2000));

e na Sociologia: para identificar situagoes de conflito entre o individuo e o coletivo (ver Souza

(2003)):
e 1o direito: para interpretar e aplicar algumas leis (ver Chung & Fortnow (2007));
dentre outras.

O que é a Teoria dos Jogos

A Teoria dos Jogos é uma ferramenta matemaética criada para melhor entender ou interpretar
a maneira com que agentes que tomam decisoes interagem entre si. Um jogo pode ser pensado
como um cenario onde os jogadores interagem entre si e cada um deles tem um conjunto de
decisoes passiveis de serem tomadas. Essa tomada de decisao se baseia nas preferéncias de cada
jogador e na sua expectativa sobre as acoes dos outros jogadores. E justamente nessa dinamica
que a Teoria dos Jogos foca seu estudo. Ela parte da premissa de equacionar, por meio do
raciocinio l6gico, os conflitos de interesse que ocorrem freqiientemente na sociedade, verificando

as tendéncias entre os jogadores de maximizar o ganho individual.
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1.2 Objetivo

Em geral, a Teoria dos Jogos (Padrao) nos “obriga” a assumir que qualquer modelo utilizado
para representar situacoes onde a Teoria dos Jogos é aplicada deve ser de conhecimento comum?
entre os jogadores, ou seja, devemos assumir que todos os aspectos significantes de um jogo
(utilidades, agbes disponiveis, quantidade de jogadores, etc) sdo de conhecimento comum entre
os jogadores.

Existem, na literatura, alguns métodos que sao utilizados para se modelar jogos onde alguns
aspectos nao sao de conhecimento comum entre os jogadores; como exemplo, podemos citar os
Jogos Bayesianos (ver Myerson (1997)). Entretanto, todos esses métodos de modelagem supdem
que os jogadores sao, no minimo, conscientes de todas as possiveis agoes do jogo, ou seja, cada
jogador deve ser capaz de descrever as acoes disponiveis para ele e para cada jogador no jogo.
Porém, infelizmente, esta suposi¢ao nem sempre se aplica as situagdes do mundo real. Como
exemplo de uma situagao real em que essa suposi¢do nao se aplica, podemos citar o caso dos
mercados financeiros, onde alguns investidores podem nao ser conscientes de algumas estratégias
de investimentos (por exemplo, complicadas estratégias de prote¢ao ao risco ou estratégias para
evitar impostos).

A Teoria dos Jogos usa varias formas para se representar um jogo, das quais as mais impor-

tantes sao:

e Forma extensa: é a forma mais detalhada para se representar um jogo. Os jogos em forma
extensa sdo apresentados como arvores, onde cada nd representa um ponto de decisao
para um jogador. Um jogo é constituido basicamente por um conjunto de jogadores, uma
arvore, e um ganho (utilidade) associado a cada possivel maneira do jogo se realizar para

cada jogador.

e Forma normal (ou estratégica): é uma das maneiras mais simples de se representar um

jogo. O jogo em forma normal pode ser apresentado como uma matriz, na qual temos

2Segundo Aumann (1976), dizemos que um fato é de conhecimento comum entre os jogadores se todo jogador
sabe este fato, todo jogador sabe que todo jogador sabe este fato, e assim por diante; assim toda afirmacdo da
forma “(todo jogador sabe que)k todo jogador sabe este fato” é verdadeira para k =0,1,2,....
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apresentados os jogadores, as estratégias e os ganhos de cada jogador. Em um jogo em
forma normal, nés assumimos que os jogadores atuam simultaneamente ou, ao menos, sem

saber as acoes que os outros jogadores escolheram.

A seguir, no Capitulo 2 apresentamos uma defini¢do mais formal das formas extensa e normal
de um jogo.

Recentemente, Halpern e Régo publicaram um trabalho (Halpern & Régo (2006)) no qual
eles apresentam um maneira apropriada de se representar jogos em forma extensa onde alguns
aspectos nao sao de conhecimento comum entre os jogadores (jogos com consciéncia em forma
extensa).

Nossos principais objetivos nesta dissertagao sao:

e Fornecer um modelo para representar jogos em forma normal onde alguns jogadores podem
nao ter consciéncia de todas as possiveis agoes de um jogo. Esse nosso modelo levara em
conta possiveis correlagbes nos jogos que os adversarios consideram possiveis, fato que
nao era necessario no jogo em forma extensa, pois cada jogador se movia sozinho em um
dado instante. Esse modelo também sera ttil para representar jogos com consciéncia sobre
inconsciéncia onde permitimos que os jogadores possam ser conscientes de sua falta de
consciéncia, isto é, um jogador pode ser consciente que existem movimentos que um outro

jogador pode fazer, embora ele nao saiba exatamente que movimentos sao esses.

e Fornecer um modelo para jogos em forma normal com falta de conhecimento comum sobre
preferéncias. Nosso interesse em modelar este tipo de situacao vem do fato de que na
vida pratica existem muitas situagoes onde certos elementos do conjunto de escolhas sao
incomparéveis. Como exemplo de situagao onde isto acontece podemos citar o caso onde
o agente que toma uma decisao é na verdade um conjunto de agentes, onde cada um tem
uma fungao objetivo diferente; neste caso seria complicado exigir que o tomador de decisao

ordene todas as suas preferéncias.

Todos os modelos que apresentaremos nesta dissertacao se baseiam na idéia de jogos com

consciéncia em forma extensa apresentada em Halpern & Régo (2006).
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1.3 Organizacao da Dissertagao

A presente dissertagao esté dividida em 5 capitulos, contando com este capitulo introdutorio.
No Capitulo 2, intitulado “Representagdo de Jogos”’, concentramos na apresentacao de vérias
maneiras de se representar jogos, proporcionando ao leitor uma rapida, porém detalhada, revisao
sobre as representagoes de jogos mais utilizadas. Mais precisamente, mostramos nesse capitulo
como representar um jogo nas formas extensa, normal e Bayesiana; e apresentamos também a
defini¢do de jogos com consciéncia. No Capitulo 3, intitulado “Falta de Consciéncia em Jogos
em Forma Normal”, apresentamos um modelo para a representacao de jogos com consciéncia em
forma normal. Também introduzimos o conceito de consciéncia sobre inconsciéncia em jogos na
forma normal e apresentamos um método para se modelar tal situacao. Nesse capitulo, propomos
um conceito de equilibrio, que generaliza o conceito de equilibrio de Nash para jogos em forma
normal, e provamos um resultado de existéncia de tal equilibrio. No Capitulo 4, intitulado “Falta
de Conhecimento Comum sobre Preferéncias em Jogos na Forma Normal”, apresentamos modelos
criados para representar situacoes onde tanto permitimos que os jogadores sejam incapazes de
realizar comparagoes entre alguns possiveis cenarios (perfis de estratégias), como permitimos que
os jogadores possam nao ter conhecimento comum sobre como os demais jogadores avaliam os
possiveis cenérios do jogo. Assim como no capitulo anterior, nés propomos um novo conceito de
equilibrio para tais modelos, e generalizamos um resultado obtido por Bade (Bade (2005)) que
proporciona um método para o calculo de tais equilibrios. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos

as conclusoes extraidas do presente trabalho e apontamos dire¢oes para trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Representacdo de Jogos

2.1 Introducao

O primeiro passo a ser dado na anélise de um jogo é a escolha de um modelo para descrever
tal jogo. Esta escolha deve ser feita de modo que aspectos relevantes do jogo sejam levados em
consideragao, sem que para isso seja necessario um modelo muito complicado. Existem hoje, na
literatura, varias formas de se representar um jogo. Neste capitulo apresentaremos trés formas,
sao elas: forma extensa, forma normal (ou estratégica) e forma Bayesiana.

Com o intuito de facilitar a compreensao do leitor em relagao as defini¢ées que serdo apresen-
tadas nas secOes abaixo, utilizaremos um tnico jogo para exemplificar as defini¢oes apresentadas.

O jogo, mostrado a seguir, pode ser encontrado em Myerson (1997).
Jogo

Jogado por duas pessoas a quem denominamos jogador 1 e jogador 2, o jogo em questao se
procede da seguinte maneira: no inicio do jogo, ambos os jogadores depositam uma nota de 1
doélar em um pote. Depois disso, o jogador 1 retira uma carta de um baralho, onde metade das
cartas sao vermelhas e metade sao pretas, e olha a carta sem mostra-la para o jogador 2. Depois
de olhar a carta o jogador 1 decide se aumenta sua aposta ou se sai do jogo. Se o jogador 1

escolhe sair do jogo entao ele mostra a carta para o jogador 2 e o jogo termina. Neste caso, o
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jogador 1 ganha o dinheiro, que esta no pote, se sua carta for vermelha, mas se sua carta for
preta quem ganha o dinheiro é o jogador 2. Se, ao invés de sair do jogo, o jogador 1 escolhe
a opcao de aumentar sua aposta, entdo ele deposita 1 délar no pote e o jogo continua. Agora
é o jogador 2 que deve decidir se enfrenta a aposta do jogador 1 ou se passa sua vez. Se ele
escolhe enfrentar a aposta, entao ele deposita 1 délar no pote e o jogo termina com o jogador 1
mostrando sua carta. Neste caso, como no caso anterior, o jogador 1 ganha o dinheiro se a carta
for vermelha e se a carta for preta quem ganha é o jogador 2. Porém, se ao invés de enfrentar a
aposta o jogador 2 decide passar sua vez, entao o jogo termina e quem ganha o dinheiro do pote
é o jogador 1.

No final deste capitulo, mais precisamente na Segao 2.5, apresentaremos a defini¢cao de jogos

com consciéncia.

2.2 Forma Extensa

A representacao em forma extensa de um jogo é a mais adequada quando desejamos levar
em consideracao o fator tempo no desenrolar do jogo. Ela possui uma estrutura mais apropriada
para se analisar certas situa¢oes (como por exemplo no mundo do negdcios ou na politica e em
alguns jogos de cartas) em que os jogadores tomam suas decisoes de forma seqiiencial, depois
de observar a agdo que um outro jogador realizou, especificando assim quem se move, quando,
com qual informacao e o payoff ou ganho de cada jogador para cada possivel maneira que o jogo
possa se desenvolver. Nesta representacao, também podemos exibir as conseqiiéncias que alguns
fenémenos aleatérios podem ter no resultado do jogo. Tais fendmenos sdo representados por um
outro jogador usualmente chamado chance ou natureza cuja estratégia é de conhecimento comum
entre os demais jogadores.

Um jogo em forma extensa pode ser representado por um diagrama de arvore, o qual consiste
de um conjunto de ramos que tém a fungao de conectar os pontos da arvore, esses pontos sao
conhecidos como nds. O noé onde se inicia a arvore é chamado de no6 raiz. Nao existe na arvore
nenhum ramo chegando nesse no, existem apenas ramos saindo dele. Quanto aos outros nos,

temos que apenas um ramo pode chegar em cada nd, mas a quantidade de ramos que saem pode
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ser ilimitada. Se em um dado nd, ndo existe nenhum ramo saindo dele, dizemos que este é um
nd terminal do jogo. Intuitivamente, em cada n6 nao terminal da arvore um jogador (ou chance)
se move, e cada uma das possiveis acoes que este jogador pode tomar neste né é representada
por um ramo que sai deste n6. Portanto, cada n6 terminal descreve uma possivel maneira de
como o jogo pode se desenrolar ao longo do tempo. A cada um destes nés terminais, associa-se
um ganho para cada jogador.

A seguir apresentamos a descrigao formal de um jogo em forma extensa conforme descrito em
Osborne & Rubinstein (1994). Um jogo na forma extensa é um vetor I' = (N, M, H, P, fo,{Z :

i€ N},{u;:i€ N}), onde

e N é o conjunto de jogadores com excecao do jogador chance. O jogador chance é sim-

bolizado aqui pelo ntimero 0.

e M é um conjunto cujos elementos sdo os movimentos (ou agoes) disponiveis para os jo-

gadores (ou para a chance) durante o jogo.

e H éum conjunto formado por seqiiéncias de movimentos (elementos de M). O conjunto H
¢ fechado com relacdo a prefixos', ou seja, se h € H e h/ é um prefixo de h, entdo h/ € H.
Cada elemento de H é chamado de historia e cada ndé do jogo é caracterizado por uma
historia (seqiiéncia de agoes necessarias para se alcangar o n6). Defina M} o conjunto de
agoes que podem ser tomadas apos a historia h, ou seja, M = {m € M : h-(m) € H}, onde
- denota a concatenacao de seqiiéncias. Uma historia terminal, isto é, uma histéria que
nao é um prefixo estrito de nenhuma outra histéria em H é chamada trajetdria completa.

O conjunto de trajetoérias completas de H é representado por Z.

o P:(H—-Z)— NU{0} é uma fungao que designa para cada elemento de H — Z (conjunto

de historias nao terminais) um elemento de N U {0}. P(h) representa o jogador que se

'Um prefixo de uma seqiiéncia (z1,x2,...,z%) é qualquer subseqiiéncia de (x1,x2,...,zr) que consiste dos
primeiros ! < k termos de (x1,x2,...,2r). Por exemplo considere a seqiiéncia h = (a2, ar,as) entdo o conjunto
de prefixos de h, que denotamos por X (h), é dado por X (h) = {(), (a2), (a2, ar), (a2, ar,as)}. Temos que cada
histéria é um prefixo dela mesma, de forma que quando um prefixo de uma histéria nao é a propria histéria
dizemos que este prefixo é estrito.
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move apos a historia h, assim, se P(h) =i o jogador i se move ap6s h e se P(h) = 0 quem
se move é o jogador chance apés essa historia. O conjunto de todas as historias apos as

quais o jogador i faz seu movimento sera representado por H; = {h : P(h) =i}.

e fp ¢ uma fungao tal que para cada historia h, em que P(h) = 0, associa uma medida de
probabilidade fo(:|h) em Mj,. Intuitivamente, fo determina a distribui¢do de probabilidade
dos fendémenos aleatérios que podem influenciar no resultado do jogo, pode-se também
enxergar esta funcao como sendo a estratégia do jogador chance que é fixa e de conhecimento

comum entre os demais jogadores.

e 7, ¢ uma particdo do conjunto de histérias onde o jogador i se move, ou seja, Z; é uma
particao do conjunto H; = {h : P(h) = i¢}. Um subconjunto de histérias onde o jogador i
se move que faz parte desta particao é chamado de um conjunto de informagao do jogador
7. A intuicao que se tem é que se h e h' pertencem ao mesmo conjunto de informacao
I € I;, entao h e h' sao indistinguiveis do ponto de vista do jogador i, portanto, temos
que se as historias h, h’ € H; estdo em um mesmo conjunto de informagao, entao as agoes
disponiveis em h e h’ devem ser as mesmas , ou seja, se I € Z; e se h e h' € I, entao

My, = Mp.

e u; : Z — R é uma fun¢do que associa para cada trajetoéria completa do jogo um ntmero
real que representa o quao desejavel para o jogador i é este possivel resultado do jogo. Em
comparagao com modelos de Teoria da Decisao, onde a fungao de utilidade de Von Neu-
mann e Morgenstern representa preferéncias sobre distribuicoes sobre conseqiiéncias que
sao induzidas pelas agoes do decisor, temos que u; jé representa o valor esperado da fungao
de utilidade de Von Neumann e Morgenstern, onde a distribui¢ao sobre conseqiiéncias é
determinada pelas ag¢oes escolhidas pelos jogadores ao longo do jogo e pelas probabilidades
que definem os movimentos do jogador chance. Portanto, apesar de saber-se que utilidades
representam preferéncias sobre distribui¢ées sobre conseqiiéncias, quando estudamos Teo-
ria dos Jogos, por simplicidade utilizamos o termo que utilidade representa preferéncias

sobre perfis de estratégias, tendo em mente que o que se quer dizer é preferéncias sobre as
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distribuigbes sobre conseqiiéncias induzidas por tais perfis.

Um jogo em forma extensa é dito ser finito se os conjuntos N, M, e H forem finitos.
A seguir, apresentamos um exemplo que ilustra a relagao entre o jogo definido na Secao 2.1

e as definigdes mostradas na Segao 2.2.

1 aunetntar

0.2 gait
(vetthellio)
0 .’\
0.5 (1.-1)
(preto) 1 aumentar
g ait

(-1.1)

Figura 2.1: Representacao em forma extensa do jogo definido na Secao 2.1.

Exemplo 2.2.1. Baseado na figura acima, temos

N={1,2}

e M ={vermelho, preto, aumentar, sair, enfrentar, passar}

H = {( ), (vermelho), (preto), (vermelho, aumentar), (vermelho, sair), (preto, aumentar),
(preto, sair), (vermelho, aumentar, enfrentar), (vermelho, aumentar, passar),

(preto, aumentar, passar), (preto, aumentar, enfrentar)}

e P(()) = chance; P({vermelho)) = P({preto)) =1

P({vermelho, aumentar)) = P((preto, aumentar)) = 2

fo(vermelho | () = fo(preto| () = %

o 7, = {{(vermelho)},{{(preto)}} e o = {{{vermelho,aumentar), (preto, aumentar)}}

10
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o uj((vermelho, sair)) = uj((vermelho, aumentar, passar)) = ui({preto, aumentar, passar)) =
= uy((preto, sair)) =1
ug({vermelho, sair)) = ua((vermelho, aumentar, passar)) = uz({preto, aumentar, passar)) =
= uy ((preto, sair)) = —1
uy ({vermelho, aumentar, enfrentar) = ua((preto, aumentar, enfrentar)) = 2

ug({vermelho, aumentar, enfrentar) = uy({preto, aumentar, enfrentar)) = —2

Para este exemplo, nos utilizamos os valores dos pagamentos para representar os u,s. Em
geral, quando se vai aplicar na prética modelos de Teoria dos Jogos ainda é necessario que tais
utilidades sejam eduzidas dos jogadores envolvidos, pois ganhos monetarios iguais podem ter
impactos diferentes para pessoas distintas.

Uma observagao muito importante a se fazer quando falamos de jogos na forma extensa é
que em toda esta dissertacao, estamos trabalhando com a suposi¢dao que todos os jogares tém
memoria perfeita, ou seja, os jogadores se lembram de todos os conjuntos de informagao por
onde eles passaram bem como as agoes que usaram em cada um deles. Mais formalmente, temos
que para I' ser um jogo com informacao perfeita ¢ preciso que: se as historias h e h' estao no
mesmo conjunto de informagao I € Z; e h possui um prefixo hy onde P(hy) = i, entdo h’ possui
um prefixo A tal que hy e h} estdo no mesmo conjunto de informagao; além disso, se hy - (m)
for um prefixo de h (de forma que m foi a ac¢do realizada quando h; foi atingida na historia h),

entao hj - (m) é um prefixo de b’ (portanto, 7 lembra que ele realizou a¢ao m).
2.2.1 Estratégias

Uma estratégia para um jogador ¢ pode ser vista como um plano que descreve todas as agoes
que o jogador ¢ tomara em cada possivel situagdo que possa vir a ocorrer no jogo. Apresentaremos

agora trés tipos de estratégias:
Estratégia Pura
Definicao 2.2.1. Uma estratégia pura ¢; para um jogador i em um jogo I' na forma extensa €

uma funcao que associa a cada conjunto de informacao I € I; um elemento do conjunto My,

11
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onde My € o conjunto de movimentos disponiveis para o jogadori quando ele se move no conjunto
de informacao I. O conjunto formado por todas as estratégias puras disponiveis para o jogador

i em um jogo I' é dado por C;.

Definigao 2.2.2. Um perfil de estratégias puras ¢ € um vetor onde cada coordenada representa

uma estratégia pura de um jogador, ou seja, um perfil ¢ € um elemento do conjunto C' = X;enC;.

Quando queremos representar um perfil de estratégias puras ¢ € C' sem a estratégia do jogador
i, usamos a notagao c_;; ja a notagao (c_;,d;) é usada para representar um perfil de estratégias
puras onde todos os jogadores menos o jogador i, escolhem as estratégias puras que estao em
c € C e apenas o jogador ¢ escolhe a estratégia d; € C;, que pode ser diferente da estratégia c;.

Podemos notar que um perfil de estratégias puras, em um jogo em forma extensa, induz a
uma distribuicdo de probabilidade sobre possiveis histérias do jogo. Mais precisamente, temos
que dado um perfil de estratégias puras ¢ podemos calcular a probabilidade do jogo atingir
uma histoéria h, visto que os jogadores seguem esse perfil de estratégias c. Essa probabilidade é

representada por Pr.(h) cujo valor é calculado da seguinte forma:

o Pre(())=1;
e sc h="n-(m), P(h') =0 e q é a probabilidade com que chance escolhera a a¢ao m, entéo
Pr.(h) = qPr.(h');
e se h =h - (m)e P(h') =i, entdo Pr.(h) = Pr.(h') se ¢;(h') = m ou Pr.(h) = 0 se
ci(h') # m.
Estratégia Mista

Definigcao 2.2.3. Uma estratégia mista para o jogador i em um jogo em forma extensa € uma
distribui¢ao de probabilidade 6; em C;, ou seja, uma estratégia mista 0; é um elemento de A(C;),
onde A(C;) ={q: Ci = R [ cc,a(y) =1 e qly) >0, Vy € Ci}, ou seja, A(C;) € o conjunto

de todas as distribuicoes de probabilidade que tem suporte contido em Cj.

12
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A defini¢ao de perfil de estratégias mistas é semelhante a Definicdo 2.2.2, a unica diferenca
é que o perfil de estratégias mistas § é um elemento do conjunto A = X;enyA(C;). Note que
ao definir-se um perfil de estratégia desta forma estamos assumindo que os jogadores podem

escolher suas estratégias de forma aleatéria e que o fazem de maneira independente.

Estratégia Comportamental

Definigao 2.2.4. Uma estratégia comportamental para o jogador i em um jogo em forma extensa
€ representada pela funcao o; que associa cada conjunto de informacao I € Z; um elemento de

A(M).

Definicao 2.2.5. Um perfil de estratégias comportamentais o € um vetor onde cada coordenada
representa uma estratégia comportamental de um jogador, ou seja, um perfil o € um elemento do

conjunto XieN Xrez, A, -
2.2.2 Equilibrio de Nash

Dizemos que um perfil de estratégias puras (ou mistas) é um equilibrio de Nash, se e somente
se, nenhum jogador se sente motivado a mudar sua estratégia se os demais nao o fizerem, isto é,
se todos mantiverem as estratégias descritas pelo equilibrio de Nash em questao e um jogador
apenas resolver mudar sua estratégia, o payoff desse jogador nao aumentaré, sendo isso valido
para todos os jogadores. Podemos definir, mais formalmente, um equilibrio de Nash de duas

maneiras, uma usando estratégias puras e outra usando estratégias mistas.
Definigao 2.2.6. Dizemos que um perfil de estratégias puras ¢* € C, de um jogoT' = (N, M, H, P,
f0,{Z :1 € N},{v; :i € N}), é um equilibrio de Nash, em estratégias puras, se
ui(c*) = Z Pres(2)vi(2) > ui(cl;, d;) = Z Prie a)(2)vi(2)
para todo i € N e para todo d; € C;.

Definicao 2.2.7. Dizemos que um perfil de estratégias mistas 6* € A é um equilibrio de Nash,

em estratégias mistas, se

(%) = Y6 (0 Pro()uilz) = w6, 50) = 3 6% (e-)Be) Y Pre(2)ui(2)

ceC z2€Z ceC z2€Z
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para todo i € N e para toda estratégia mista 5; € A(C;), onde §*; representa o perfil generalizado

0% sem a estratégia pertencente ao jogador i.

Exemplo 2.2.2. Aplicando as definicoes de estratégia e equilibrio de Nash, vistas acima, ao jogo

apresentado em 2.1 temos os sequintes resultados:

e O conjunto de estratégias puras para os jogadores 1 e 2 sao: C1 = {aa, as, sa, ss} e
Cy = {e, p}, onde as letras a,s,e e p representam, respectivamente, as agoes aumentar,

sair, enfrentar e passar;

e O jogo nao possui equilibrio de Nash em estratégias puras;
2.3 Forma Normal

A forma normal é uma das maneiras mais simples de se representar um jogo. Para represen-
tarmos um jogo na forma normal basta sabermos, apenas, o conjunto de jogadores do jogo, o
conjunto de estratégias para cada jogador e a maneira como essas estratégias estao relacionadas
com o payoffs dos jogadores.

Formalmente, definimos um jogo em forma normal como sendo uma tripla ¥ = (N, (C;)ien,

(ui)ien), onde
e N é o conjunto de jogadores;
e (; é o conjunto de estratégias disponiveis para o jogador i € N;

e u; ¢ uma funcao que leva um perfil de estratégias ¢ € X;enyC; em um ntmero real, ou
seja, para um dado perfil de estratégias ¢ € X;enyC; o numero real wu;(c) representa o
payoff esperado que o jogador i receberia neste jogo, se ¢ fosse a combinacao de estratégias

implementada pelos jogadores.

Um jogo em forma normal ¥ é dito ser um jogo finito se o conjunto de jogadores N e os

conjuntos de estratégias C; sao ambos finitos.

14
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Ao contrario do que acontece com os jogos em forma extensa, onde temos o fator tempo
presente no modelo, temos que na analise dos jogos em forma normal nao existe nenhum elemento
de tempo, pois para jogos em forma normal assumimos que os jogadores escolhem suas estratégias
simultaneamente e uma tinica vez, ou seja, cada jogador escolhe a estratégia que iré usar durante o
jogo, sem que ele tenha alguma informagao a respeito das escolhas dos outros jogadores antes das
suas escolhas. Também assumimos que os jogadores fazem sua escolha de modo independente,
ou seja, os jogadores nao podem escolher estratégias que dependem das escolhas dos outros

jogadores.
2.3.1 Estratégias

As estratégias utilizadas pelos jogadores em um jogo em forma normal ¥ = (N, (C;)en, (ui)ien)
podem ser do tipo pura ou mista. Apresentamos, a seguir, a definicdo de cada um desses tipos

de estratégia.
Estratégia Pura

Definicao 2.3.1. Uma estratégia pura para um jogador i em um jogo em forma normal

U = (N, (Cy)ien, (ui)ien) € qualquer estratégia c¢; € C;.
Estratégia Mista

Definicao 2.3.2. Uma estratégia mista para um jogador i em um jogo em forma normal
U = (N, (Cy)ien, (ui)ien) € uma distribuicao de probabilidade 6; em C;, ou seja, uma
estratégia mista 9; € um elemento do conjunto A(C;), onde A(C;) € o conjunto de todas as

distribuicoes de probabilidade que tem suporte contido em C;.

Um perfil de estratégias mistas § é qualquer vetor que especifica uma estratégia mista para
cada jogador. Assim, definimos o conjunto de todos os perfis de estratégias mistas como sendo
A = x;eNA(C)).

Para qualquer perfil de estratégias mistas § € A, temos que u;(d) denota o payoff esperado

que o jogador 7 receberia se os jogadores escolhessem suas estratégias segundo o perfil §. Logo,
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u;(9) é calculado da seguinte forma:
w(8) =3 (H 5j(cj))u,~(c), Vi € N.
ceC jeEN
Considere agora, o perfil de estratégias mistas (d_;, 7;), onde a i—ésima componente é 7;, tal que
7 € A(C;), e as demais componentes sao como em 0; para este perfil temos o seguinte payoff

esperado:

w0 i)=Y ( 11 5j(0j))7i(0i)ui(0)-

ceC jeN—i
2.3.2 Equilibrio de Nash

Um perfil de estratégias é um equilibrio de Nash se mesmo que um jogador saiba as estratégias
que estao sendo usadas pelos demais, ele ndo tem incentivo a mudar sua estratégia porque sua

estratégia é uma melhor resposta para estratégias dos demais jogadores.

Definicao 2.3.3. Um perfil de estratégias puras ¢ € um equilibrio de Nash de ¥ = (N, (C;)ien,

(ui)ien), se e somente se, u;(c) > ui(c—;,d;), Vi € N e Vd; € C;.

Definigao 2.3.4. Um perfil de estratégias mistas 6 é um equilibrio de Nash de W = (N, (C;)ien,

(ui)ien), se e somente se, u;(0) > u;(0—;,7;), Vi € N e Vr; € A(C}).
2.3.3 Exemplos Famosos

Antes de apresentarmos os exemplos de jogos em forma normal, é importante ressaltarmos que
quando temos um jogo com apenas 2 jogadores, uma maneira mais conveniente de se representar

este jogo seria utilizando uma matriz, tal como apresentada a seguir.

jogador 2

L k.
(z1,22)| (y1.2)
B [(wq, ua)| (21, 22)

jogador 1
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Nesta matriz, as linhas correspondem as estratégias do jogador 1 e as colunas correspondem
as estratégias do jogador 2. Cada célula da matriz possui um par ordenado, onde o primeiro
(segundo) ntimero corresponde ao payoff esperado para o jogador 1 (jogador 2) quando o perfil
de estratégias, representado pela linha e pela coluna que deu origem aquela célula, é escolhido
pelos jogadores.

Apresentaremos, agora, alguns exemplos de jogos em forma normal que sdo bastante comen-

tados quando falamos em teoria dos jogos.
Batalha dos Sexos

Um homem e sua mulher desejam sair para passear. O homem prefere assistir a um jogo de
futebol enquanto que sua mulher prefere ir ao cinema. Se eles forem juntos para o futebol, entao
0 homem tem satisfacdo maior do que a mulher. Por outro lado, se eles forem juntos ao cinema,
entao a mulher tem satisfacdo maior do que o homem. Finalmente, se eles sairem sozinhos, entao
ambos ficam igualmente insatisfeitos. Esta situacao pode ser modelada como um jogo em forma

normal da seguinte maneira:
e N = {homem, mulher};
e Chomem = {futebol, cinema}, Ciuner = {futebol, cinema};
As fungoes utilidade tnomem : C — R € Umuner : C — R s@o descritas pela seguinte matriz de

payoffs:

IMulher
fatebiol  cinema
fitehol | (10,5) (0,07
cinema | (0,00 (5,10%

Hotnetn

Podemos perceber através desta matriz que os tnicos equilibrios de Nash, em estratégias

puras, deste jogo sao os perfis (futebol, futebol) e (cinema, cinema), pois tupomem (futebol, futebol) =
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10 > 0 = Unhomem (cinema, futebol) e umyiner (futebol, futebol) = 5 > 0 = upyner (futebol, cinema),
e similarmente para o outro equilibrio. Podemos perceber também que o perfil de estratégias

mistas (%, %; %, %) é equilibrio de Nash, em estratégias mistas, do jogo, pois

21 1 2 2 1 2 2 1 1 1 10
— ==y ) ==X =X10+ =X =-X0+-X=-Xx04+-X=-Xd=—
uhomem(3’3’3’3) 3 3 +3 3 +3 3 +3 3 3’
21 1 2 2 1 2 2 1 1 1 2 10
— ==, =) ==X =Xb+-X=X04+=X=-x0+=-X%x=x10= —,
ttber (353330 3) = 3 X 3 X5+ 3 X3 x 043X 04 9xg 3
1 2 1 2 1 10
Uhomem(pal_p;éag):px§X10+px§X0+(1_p)xgxo+(1_p>X§X5:§7
21 2 2 1 1 10
Umulher(g)g;%l_q}:gqu5+§x(1_Q)X0+§qu0+gx(1_Q)X10:§a
logo, como
1 2 21 12
uhomem(p7 1 —P; g: g) = uhomem(ga § 5 gy g)a V(pa 1 _p) € A(C’homem)
e
21 2112
umulher(§7 g y 4, (1 - Q)) = umulher(g» g ) ga g)a v(% 1- Q) € A(Cmulher)

temos, pela defini¢ao de equilibrio de Nash, que o perfil (%, %; %, %) é realmente um equilibrio de

Nash, em estratégias mistas, do jogo.
Combinando Moedas

Neste jogo, conhecido como matching pennies, dois jogadores exibem, ao mesmo tempo, a
moeda que cada um esconde em sua mao. Se ambas as moedas apresentam cara ou coroa, o
segundo jogador da sua moeda para o primeiro. Se uma das moedas apresenta cara, enquanto a
outra apresenta coroa, é a vez do primeiro jogador dar sua moeda para o segundo. Modelamos

esta situagao do seguinte modo:
e N={1,2}
e () = {cara , coroa}, Cy = {cara, coroa}

Esse jogo se encontra representado pela seguinte matriz de payoffs:
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jogador 2

cara  coroa

cara | (1,-1) {-1,13
coroa | (-1,1) (1,-1)

jogador 1

Podemos perceber, através da matriz de payoffs, que este jogo nao possui equilibrio de Nash
em estratégias puras. Porém, temos que o perfil misto (5, 5;5,5) € um equilibrio de Nash, em

estratégias mistas, do jogo, pois

1111 1 1 1 1 1 1 1
1111 1 1 1 1 1 1 1 1
——i— =) ==X = -1 — X =X14+=-xXx=-x14+=x= -1)=0
uzrgigp) Ty X g X (PN Fgx g x Iy x g xl+gxgx(=1)=0,
11 1 1 1
u(pl=pig,5) =px g x14pxox (=) +(1-p)xg5x(-1)+1-p)x5x1=0,
11 1 1 1 1
U2(§,§;q71—Q):§qu(—1)+§x(1—Q)><1+§><Q><1+§X(1—Q)X(—1):0,
logo, como
11 1111
l—p;=, =)= — —:=, =), VY(p,1— A
Ul(p, p7272) U1(2,2,2,2), (p7 p)e (Cl)
e
11 1111
— —:q,(1— = — ==, =), Y(g,1— A(C:
U2(272aQ7( Q)) u2(272’2’2)7 (Qv Q)E (2)

temos, pela defini¢cdo de equilibrio de Nash, que o perfil (%, %; %, %) ¢é realmente um equilibrio de

Nash, em estratégias mistas, do jogo.
Dilema do Prisioneiro

Possivelmente o exemplo mais conhecido na teoria dos jogos é o dilema do prisioneiro. Ele foi
formulado por Albert W. Tucker (Tucker 1950), em um semindrio para psicologos na Universidade
de Stanford, para ilustrar a dificuldade de se analisar certos tipos de jogos. A situagdo é a
seguinte: dois ladroes, Al e Bob, sao capturados e acusados de um mesmo crime. Presos em selas
separadas e sem poderem se comunicar entre si, o delegado de plantdo a faz seguinte proposta:

cada um pode escolher entre delatar o companheiro ou negar o crime. Se os dois negarem o crime,
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ambos serdo submetidos a uma pena de 1 ano. Se os dois delatarem um ao outro, entdo ambos
terao pena de 5 anos. Mas se um delatar e o outro negar, entao o que delatou seré libertado e o
outro sera condenado a 10 anos de prisao. Esta situagao também pode ser modelada como um

jogo em forma normal da seguinte maneira:
e N = {Al, Bob};
o () = {delatar, negar}, Cpop = {delatar, negar};

As fungoes utilidade ua; : C' — R e upop : C' — R sdo descritas pela seguinte matriz de payoffs:

Baoh

delatar  negar
delatar | (-5-5) | (0,-10
negar | {-100% | {-1,-1)

Al

Notemos que o perfil de estratégias puras (delatar, delatar) é o tnico equilibrio de Nash deste
jogo, pois uaj(delatar, delatar) = —5 > —10 = uaj(negar, delatar) e upep(delatar, delatar) =
—5 > —10 = upep(delatar, negar). O perfil de estratégias puras (delatar, delatar) corresponde
ao perfil de estratégias mista (1,0;1,0).

A seguir apresentamos um exemplo, da vida real, onde o dilema do prisioneiro pode surgir.

o Corrida Armamentista: Suponha que dois paises entrem em uma corrida armamentista.
O desejo de ambos é investir o seu dinheiro no sistema de satide do seu pais, mas existe ai
um “dilema”; pois se um deles gastar seu dinheiro com o sistema de satide e o outro gastar

em armas, entao o pais que investiu o seu dinheiro no sistema de saiide sera invadido.
2.3.4 Conversao entre as Formas Normal e Extensa

Todo jogo em forma extensa I' pode ser visto como um jogo em forma normal ¥. A conversao

de um jogo em forma extensa I' para um jogo na forma normal ¥ é feita da seguinte maneira:

1. O conjunto de jogadores N para o jogo ¥ é o mesmo conjunto N do jogo I’
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2. As estratégias puras para os jogadores no jogo ¥ sao as mesmas estratégias para os jo-

gadores no jogo I', definidas no comego da Subsegao 2.2.1;

3. O payoff esperado para o jogador ¢ em ¥ quando todos os jogadores implementam as
estratégias que estao em c ¢ dado por u;(c) = >, ., Pre(z)w;(z), onde w;(z) é o payoff do
jogador i para a trajetoria z no jogo I' e Pr.(z) é a probabilidade induzida pelo perfil de

estratégias ¢ na trajetoria z como definido na Subsecao 2.2.1.

Note que se o jogo em forma extensa é finito, ou seja se arvore é finita, entao o jogo na forma
normal, baseado neste jogo em forma extensa, também é finito.

Quando um jogo ¥ = (N, (C)ien, (u;)ien) € derivado de um jogo na forma extensa I', desta
maneira apresentada acima, dizemos que W é a representacdo em forma normal de I'. A seguir

apresentamos a representagao em forma normal do jogo definido na Segao 2.1.

Exemplo 2.3.1. O jogo definido na Segcio 2.1 é representado na forma normal através da

sequinte matriz:

jogador 2
1 B
aa | (0,0} (1,-1)
iogador 1 2 |(05-0.5)] (@)
sa |(-0.5,05)] (1,-13
gz | (0,0} (0,0

E importante ressaltar que ao convertermos um jogo da forma normal para a forma extensa
podemos encontrar varias formas extensas que representam este jogo, pois a forma normal nao
apresenta todas as informacgoes do jogo, o que torna dificil a realizacao desta conversao. Assim
para encontrarmos a forma extensa procurada sé a matriz nao é o bastante, é preciso que se

tenha informagGes a mais sobre o jogo.
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2.4 Forma Bayesiana

A forma Bayesiana, sugerida em Harsanyi (1967-68), surgiu da necessidade de se modelar
jogos onde, no comego do jogo quando os jogadores comegam a planejar suas ag¢oes, alguns jo-
gadores ja possuem informagoes privadas sobre o jogo que os outros jogadores nao sabem. Sempre
que isso acontece em um jogo dizemos que se trata de um jogo com informacao incompleta. Jogos
desse tipo sao freqiientemente encontrados em situagoes praticas. Estamos muitas vezes inter-
essados em estudar situacoes onde os jogadores geralmente tém diferentes informagoes privadas
que eles adquiriram hé um longo tempo, e é estranho definir o comeco do jogo em algum ponto do
passado antes dos jogadores terem adquirido suas informacgoes privadas. As informagoes privadas
que os jogadores possuem no comeco do jogo definem os tipos dos jogadores.

A seguir, apresentamos uma definicdo formal de um jogo em forma Bayesiana seguindo a
notagao encontrada em Myerson (1997). Segundo este autor um jogo em forma Bayesiana é um

vetor E = (N, (Ci)ien, (Ti)ien, (pi)ien, (ui)ien) onde
e N é o conjunto de jogadores;

e (; é o conjunto de agbes disponiveis para o jogador i. O conjunto de todas as possiveis

combinagoes de agoes que os jogadores podem usar no jogo é representado por C' = X;enC}

e T; ¢ o conjunto de possiveis tipos do jogador i. O conjunto de todas as possiveis combinagoes
de tipos que os jogadores podem ter no jogo é representado por T = X;enT;. JaT_; =
X jen—ilj representa o conjunto de todas as possiveis combinacoes de tipos dos jogadores

exceto 1.

e p; ¢ uma funcao que associa para cada tipo t; € T; uma distribuicdo de probabilidade
pi(- | t;) sobre o conjunto T_;, representando assim a incerteza de cada tipo do jogador
1 em relacao aos tipos dos outros jogadores. Logo temos que para qualquer t_; € T_;,
pi(t_; | t;) designa a probabilidade subjetiva que o jogador i associa ao evento que t_; é o

verdadeiro perfil de tipos dos outros jogadores, se o seu proprio tipo é t;.
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e u; é uma funcdo que associa a cada par (¢, t) € C'x T um ntmero u;(c, t) € R, ou seja, para
cada perfil de estratégias ¢ € C e perfil de tipos ¢ € T a funcao u; determina um nimero
u;i(c,t) € R que representa o payoff que o jogador i ganharia se os tipos dos jogadores

fossem t e eles escolhessem as estratégias especificadas em c.

—

No jogo em forma Bayesiana Z assumimos que é de conhecimento comum entre todos os
jogadores o fato que cada jogador ¢ conhece a estrutura completa do jogo, bem como o seu
préprio tipo em T;. Note que isto implica que é de conhecimento comum entre os jogadores que
todos os tipos de um jogador possuem as mesmas estratégias disponiveis. Dizemos que o jogo =
é finito, se e somente se, o conjunto de jogadores N, o conjunto de agoes C' e o conjunto de tipos
T sao finitos.

A seguir, apresentamos um exemplo de jogo em forma Bayesiana que ilustra as defini¢oes

mostradas acima.

Exemplo 2.4.1. Considere, neste exemplo, o jogo de cartas apresentado na Se¢do 2.1 acrescen-
tando apenas o fato que o jogador 1 sabe a cor da carta antes do jogo comecar. Modelamos esse

jogo como um jogo em forma Bayesiana do sequinte modo:

N ={1,2}

o T ={lu,Lp} e T = {2}

o C1 ={a,s} e Cy = {e,p}

o p1(2|1.0) =1=py(2] 1.p) e pa(l.v | 2) = 0.5 = po(l.p| 2)

o ui(s,e,1.0,2) =ui(a,p,1.0,2) = ui(s,p, 1.v,2) = ua(s,e,1.p,2) =
=wuy(a,p,1.p,2) = ua(s,p, 1.p,2) =1
ua(s, e, 1.v,2) = uz(a,p,1.v,2) = us(s,p,1.v,2) = ui(s,e, 1.p,2) =
= ug(a,p,1.p,2) = uy(s,p,1.p,2) = —1
ui(a,e,1.v,2) = us(a,e,1.p,2) =2

ug(a, e, 1.v,2) = uy(a,e,1.p,2) = =2
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2.4.1 Estratégias

Definicao 2.4.1. Uma estratégia pura para um jogador i em um jogo Bayesiano € uma fungdo

que associa para cada tipo t; € T; uma acao ¢; € C;.

Definigao 2.4.2. Uma estratégia mista para um jogador i em um jogo Bayesiano é uma fun¢ao

que associa para cada tipo t; € T; uma distribuicao de probabilidade sobre as agoes em C;.
2.4.2 Conversao para Forma Normal

Uma maneira de se representar um jogo em forma Bayesiana por um jogo em forma normal é
fazendo o uso de uma representagao conhecida na literatura como representagao tipo-agente. Na
representacao tipo-agente existe um jogador para cada tipo de cada jogador do jogo Bayesiano.
Assim o conjunto de jogadores da representacao tipo-agente é igual a T* = U;cnT;, visto que
podemos assumir sem perda de generalidade que T; N Tj; = () se i # j. Paratodoi € N et; € T;
temos que o conjunto de estratégias disponiveis para o jogador ¢; na representagao tipo-agente é
Dy, = Cj, ou seja, as estratégias disponiveis para o jogador ¢; na representacao tipo agente sao
as mesmas estratégias disponiveis para o jogador ¢ no jogo Bayesiano. Agora podemos definir
a utilidade para cada jogador t; € T; como sendo igual a utilidade esperada condicional para o
jogador ¢ € = dado que t; é o verdadeiro tipo do jogador i¢. Mais formalmente, temos que para
todo jogador i € N e todo tipo t; € T}, a funcao utilidade vy, = X4e7+Ds — R na representagao
tipo-agente esta definida de modo que para todo d € X e+ Dy,

v (d) = Y pilt-i | ti)uilds, t),
t_€T_;
onde t é um perfil de tipos da forma (¢;,t_;) e d; sdo as estratégias em d que sao adotadas pelo
perfil de tipos t dos jogadores.

Dadas as definigoes acima, podemos agora concluir que, de fato, a representacao tipo-agente
(T, (Ds) ser* (vy),cq) € um jogo em forma normal e que ela pode representar um dado jogo em
forma Bayesiana.

Podemos agora representar o jogo Bayesiano, mostrado no Exemplo 2.4.1, na forma normal

usando a representacao tipo-agente definida acima.
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Exemplo 2.4.2. A representacao tipo-agente do jogo € dada por:
o T ={lw,1.p,2}

e D, = Dl.p = {a, S} € D2{€>p}

o vip(a,a,e) =vip(s,a,e) =1xui(a,e l.p2)=—-2
vip(a,a,p) =vip(s,a,p) =1xui(a,p,1.p,2) =1
vipla,s,e) =vip(s,s,e) = ui(s,e,1.p,2) = —1
v1p(a; s,p) = v1p(s,5,p) =1 X ui(s,p,1.p,2) = -1
v1.p(a,a,p) = vi4(a,s,p) = ui(a,p,l.v,2) =1
viv(a,a,e) =viy(a,s,e) =1 xui(a,e lu,2)=2
v1.0(8,a,€) =v14(8,8,€) =1 X ui(s,e, 1v,2) =1
V14(S,a,p) = v14(8,8,p) =1 X ui(s,p,1.0,2) = —
Ug(a,a,e):%xuﬂaelp,)+lxu2(aelv2)—0
va(a,a,p) = % X ug(a,p, 1.p, )—1—l X ug(a,p,1.v,2) = -1
va(a, s,e) = % X uz(s,e,1.p,2) + 2 X ug(a,e, 1.v,2) = —%
va(a, s,p) = % X ug2(s,p, 1.p,2) + 5 X ug(a,p,l.v,2) =
va(s,a,e) = % X ug(a,e, 1.p,2) + 5 X uz(s,e,1l.v,2) = 5
va(s,a,p) = % X ug(a,p,1.p,2) + 5 X ua(s,p, l.v,2) = —
vg(s,s,e):%XUQ(selp,)+lxu2(5611)2)—0
vg(s,s,p):%qu(sp,lp, )—i—lxug(sp,lv 2)=0

2.4.3 Equilibrio Bayesiano

Um equilibrio de um jogo em forma Bayesiana, chamado equilibrio Bayesiano, é definido
como sendo um equilibrio de Nash da representagdo tipo-agente deste jogo. Assim, podemos
dizer que um equilibrio Bayesiano especifica uma estratégia pura ou uma estratégia mista para
cada tipo de cada jogador, tal que cada um desses tipos maximiza sua utilidade esperada quando
ele sabe seu tipo mas nao sabe o tipo dos outros jogadores.

Podemos observar que, em um equilibrio Bayesiano, a estratégia de um jogador nao depende
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do verdadeiro tipo dos demais jogadores, mas sim do seu proprio tipo. Conforme visto na
Subsegao 2.4.1, uma estratégia para o jogador ¢ deve nao s especificar uma agao para o seu
verdadeiro tipo, mas também uma acao para todos os demais tipos, pois caso contrario nao
poderiamos determinar a utilidade esperada para um jogador que nao conhece o verdadeiro tipo
dos outros jogadores.

Formalmente, definimos um equilibrio Bayesiano de seguinte forma:

Definicao 2.4.3. Dado um jogo Bayesiano = definimos um equilibrio Bayesiano em estratégias
mistas, deste jogo, como sendo qualquer perfil de estratégias o € Xien Xt,er; A(C;) tal que para
todoi € N et; €T;,
oi(- | ti) € argmaz, cn(cy) Z pi(t—i | ti) Z ( H oj(c; | tj))Ti(Ci)Ui(Ca t),
t_i€T—; c€C jeN—{i}
onde o nimero oj(c; | t;) representa a probabilidade condicional com que o jogador j escolheria

a agao c;j se seu tipo fosse t;.
2.5 Jogos com Consciéncia

Mostraremos, nesta se¢do, uma maneira apropriada de se representar jogos com consciéncia
que, conforme visto no capitulo 1, sado jogos onde os jogadores podem nao ter plena consciéncia
de toda estrutura do jogo. Este modelo que sera apresentado foi desenvolvido por Halpern e
Régo (Halpern & Régo 2006) e é usado para modelar consciéncia em jogos extensivos (em forma
extensa).

O primeiro passo para a modelagem de tais jogos é representar o que os jogadores tém
consciéncia em cada né do jogo. Isto é feito usando os jogos aumentados. A intuigdo que se tem
de um jogo aumentado é que ele descreve o jogo do ponto de vista de um analista omnisciente
(modelador) ou de algum jogador em alguma situacao do jogo.

Dado um jogo finito em forma extensa I' = (N, M, H, P,fo,{Z : i € N},{u; : i € N}) que
descreve as agoes disponiveis aos jogadores na realidade, Halpern e Régo (Halpern & Régo 2006)

definem um jogo aumentado baseado em I' como sendo essencialmente um jogo em forma extensa
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que também determina, para cada histéria ndo terminal, o nivel de consciéncia® do jogador que
se move ap0s esta historia. Este nivel de consciéncia do jogador pode mudar ao longo do tempo,
conforme ele se torne consciente de mais a¢oes. Formalmente, dado um jogo em forma extensa
I'=(N,M,H,Pf0,{Z:i€ N} {u;:i€ N}) dizemos que 't = (N*, M, HT P+ i {ITF:
i€ Nth{uf:ie Nt} {Af:ie N*t}), onde Af : H" — 2 descreve o nivel de consciéncia
do jogador ¢ em cada histéria que ele se movimenta, é um jogo aumentado baseado em I' se
sao satisfeitas algumas condigbes de consisténcia. Estas condi¢oes podem ser encontradas, na

integra, em Halpern & Régo (2006); elas basicamente asseguram que:

e 0 nivel de consciéncia de um jogador depende somente das informagoes que ele capturou

através de seus conjuntos de informagao;
e 0s jogadores nao esquecem as historias das quais eles ja foram conscientes;

e existe conhecimento comum sobre os payoffs e os conjuntos de informagao do jogo bésico.

Em um jogo aumentado, temos tanto agoes do jogo béasico como agoes de chance que modi-
ficam o nivel de consciéncia do jogador.
A seguir, apresentamos um exemplo de como representar um jogo em forma extensa usando

os jogos aumentados baseados neste jogo.

Exemplo 2.5.1. Considere o sequinte jogo em forma extensa:

I £ actnad B acimaB

s (0,2

aharod ahato B

(1,13 (2,3

Agora, suponha que:

20 nivel de consciéncia de um jogador i apés uma histéria h é essencialmente um conjunto de histérias
completas de I' (jogo basico) que o jogador i tem consciéncia apds a historia h.
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e 0s jogadores A e B sao conscientes de todas as histdrias do jogo;

e 0 jogador A tem incerteza se o jogador B € consciente da trajetoria (acimaA, abaizoB) e

acredita que ele (B) é inconsciente desta trajetoria com probabilidade p;

e 0 tipo do jogador B que é consciente da trajetoria (acimaA, abaizoB) é consciente que o
jogador A é consciente de todas as historias, e sabe que A tem incerteza sobre o seu (B)

nivel de consciéncia e sabe a probabilidade p.

Como os jogadores A e B sdo conscientes de todas as historias do jogo bdsico, do ponto de
vista do modelador, entdo o jogo aumentado do modelador I'™ € igual ao jogo I' mostrado
acima. Entretanto, quando o jogador A se move no né A do jogo do modelador, ele acredita
que o verdadeiro jogo € o jogo aumentado T descrito na Figura 2.2. No jogo T4, a agio
inicial do jogador natureza captura a incerteza do jogador A sobre o nivel de consciéncia
do jogador B. No conjunto de informacao A.1, do jogo T, o jogador A tem consciéncia
de todas as trajetorias do jogo bdsico e acredita que o verdadeiro jogo é mesmo I'A. No
nd B.1, o jogador B tem consciéncia de todas as trajetorias do jogo bdsico e acredita que
o verdadeiro jogo € o jogo do modelador (I'™); mas no né B.2, o jogador B ndo tem
consciéncia que ele pode jogar abaizoB, e portanto acredita que o verdadeiro jogo € o jogo
aumentado T'B descrito na Figura 2.3. Nos nds A.3 e B.3 do jogo T'B, nem o jogador A nem
o jogador B sdo conscientes da acao abaixoB. Além disso, ambos os jogadores acreditam

que o verdadeiro jogo é T'B.

Portanto, como visto no exemplo acima, temos que para representarmos completamente um
jogo com consciéncia nés precisamos de um conjunto de jogos aumentados. Formalmente, um
jogo com consciéncia baseado em I' = (N, M, H, P,fo,{Z : i € N},{u; : i € N}) ¢ uma tripla da

forma I'* = (G,T"™, F), onde

e G é um conjunto enumerével de jogos aumentados, baseados no jogo basico I', no qual um

deles é o jogo do modelador T'".

e F ¢é uma funcido que leva um jogo aumentado I'™ € G e uma histéria h € H™, tal que
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P*(h) =i, para um par (I'"*, I), onde I'* € G e I é um conjunto de informacao do jogador

i no jogo I'".

Intuitivamente, temos que se o jogador i se move na histéria h no jogo I't € G e F(I'" h) =
(", I), entdao I' ¢ o jogo que o jogador i acredita ser o verdadeiro quando a histéria é he I é o

conjunto de historias em I que ele (i) considera possivel.

Bl acimal

& (0,2)
miconsciente
()
A
k 0 <
consciente
(1-p E.l -
= acimaP ® (0.2)
abarzod aharoB
(L1 (2,3

Figura 2.2: Jogo aumentado que representa a visao do jogador A sobre o jogo.

IR A3 acimad B‘-F acitnalb . (12

gharzn s

(1,1}

Figura 2.3: Jogo aumentado que representa a visao de A sobre a visdo de B do jogo.

Exemplo 2.5.2. No jogo com consciéncia apresentado no Exemplo 2.5.1 temos:
e § = {Fm,PA,FB};
o F(I™ () = (I'4, {(consciente) , (inconsciente)});
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F(T4, (inconsciente, acimaA)) = (DB, {(acimaA)});

F(T4, (consciente, acimaA)) = (I'™, {{acimaA)}).

Apesar da funcao F ser uma funcdo deterministica, pode-se capturar a incerteza de um
jogador sobre o jogo que estd sendo jogado através de acgdo inicial, feita pelo jogador chance.
Por exemplo, podemos citar o Exemplo 2.5.1, onde capturamos a incerteza do jogador A em
relacdo a consciéncia do jogador B, no jogo I'4 (Figura 2.2), através das acoes (consciente e
inconsciente) pertencentes ao jogador chance. Observe que as probabilidades relacionadas com
a incerteza do jogador sao, na verdade, probabilidades subjetivas. De agora em diante, todas as
vezes que falarmos em distribuicdo de probabilidades, deve-se assumir que estamos falando de
probabilidades subjetivas.

O jogo do modelador (I') deve satisfazer algumas condigdes de consisténcia (vide Halpern
& Reégo (2006)). Essas condigoes asseguram que o modelador é consciente de todos os jogadores
e movimentos do jogo basico I'. O jogo do modelador pode ser pensado como o jogo objetivo
que descreve a ‘realidade” e o nivel de consciéncia real dos jogadores.

Assim como acontece com o jogo do modelador, a fun¢ao F também deve satisfazer algumas
condicoes de consisténcia. Essas condigoes capturam nossa intuicao sobre consciéncia e asse-
guram que os jogadores se lembram dos jogos que eles consideraram possiveis e das agoes que
eles realizaram. Maiores detalhes sobre as condigoes de consisténcia da fungdo F podem ser
encontrados em Halpern & Régo (2006).

Um jogo em forma extensa padrao I' pode ser representado pelo jogo ({I'"™}, '™, F), onde
(abusando um pouco da notagao) I'™ = (I', A; : i € N) e, para todas as historias h pertencentes
a I (conjunto de informagao do jogador i em I'), A;(h) = H e F(I'™,h) = (I'"™,I). Logo, todos
os jogadores sao conscientes de todas as trajetérias em I', e concordam uns com os outros e com
o modelador que o jogo é I'. Esta representagao do jogo I' é conhecida como a representagao

canodnica de I' como um jogo com consciéncia.
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Estratégia Local

Em um jogo com consciéncia I'* = (G,T"™, F), Halpern e Régo nao consideram mais uma
Unica estratégia para o jogador ; agora eles levam em consideragdao um conjunto de estratégias
para o jogador i, uma para cada jogo aumentado que ele (i) considera ser o verdadeiro em alguma
situac@o, ou seja, eles levam em consideracao o conjunto {o; : I' € G;}, onde G; é o conjunto
de jogos aumentados, pertencentes a G, que algum jogador acredita que ¢ considera possivel.

Intuitivamente, uma estratégia local o; v € a estratégia que o jogador i usaria se ele fosse

chamado a jogar e ele pensasse que o verdadeiro jogo fosse T".
Equilibrio de Nash Generalizado

Dado um jogo com consciéncia I'* = (G, T, F), Halpern e Régo definem um perfil de es-
tratégias generalizado & como sendo um vetor cujas coordenadas representam uma estratégia
local para cada jogador em cada jogo que ele ¢ consciente, ou seja, & = {o; 1 : i € N, I' € G;}

Intuitivamente temos que um perfil de estratégias generalizado & é um equilibrio de Nash
generalizado se para todo jogador i, se 7 acredita que ele estd jogando I, entao sua estratégia
local o; v ¢ sua melhor resposta as estratégias locais dos outros jogadores em I que fazem parte

de &.
2.5.1 Trabalhos Relacionados

Apresentaremos, nesta se¢do, alguns trabalhos publicados recentemente que abrangem, de
certa forma, temas relacionados a jogos com consciéncia. A seguir mostramos uma relacao com

alguns trabalhos.

e Régo & Halpern (2007): Mostraram como generalizar um niimero de conceitos de solucdes®
para jogos com consciéncia; também propuseram técnicas para provar que estes conceitos

sempre existem.

3Por exemplo o conceito de equilibrio seqiiencial, que é um conceito que pode ser considerado o mais apropriado
para jogos extensivos
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e Ozbay (2006): Propds um modelo para jogos com informagao imperfeita, onde os jogadores
podem ter diferentes niveis de consciéncia com respeito a um movimento de chance (ou
natureza). Neste cenario, um dos jogadores esta completamente consciente e pode avisar ao
outro jogador sobre esses movimentos antes de o segundo jogador se mover. O interessante,
aqui, é que a crenca do segundo jogador sobre a probabilidade desses movimentos revelados

sao formadas como parte da definicao de equilibrio.

e Li (2006): Forneceu um modelo de inconsciéncia em jogos em forma extensa. Embora
sua representacao de jogos com consciéncia seja bastante similar a representacao apresen-
tada por Halpern & Régo (2006), ela fornece uma noc¢ao diferente de equilibrio de Nash

generalizado.

e Feinberg (2005): Forneceu uma definigdo de equilibrio de Nash estendido para jogos em
forma normal. Contudo sua defini¢ao, apesar de originar-se das mesmas intuigbes apresen-

tadas em (Halpern & Régo 2006), é representada sintaticamente.
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CAPITULO 3

Falta de Consciéncia em Jogos em Forma Normal

3.1 Introducao

Neste capitulo serd apresentado um modelo relevante para representarmos situagoes que
ocorrem no nosso dia-a-dia e que podem ser analisadas através da Teoria dos jogos.

Na Secao 3.2 é apresentado o modelo para a representagao de jogos com consciéncia em
forma normal, o qual se baseia na idéia da defini¢ao de jogos com consciéncia em forma extensa
apresentada em Halpern & Régo (2006). Intuitivamente, um jogo com consciéncia é um jogo no
qual alguns jogadores podem nao ter consciéncia de agoes que outros jogadores (ou eles mesmos)
podem realizar, isto é, quando estes jogadores estao participando do jogo eles nao conseguem
imaginar ou descrever todas as possiveis a¢oes do jogo. Como exemplo de situagao que acontece

no nosso dia-a-dia e que é interessante de se modelar podemos citar:

e Na éarea financeira: alguns investidores podem néo ter consciéncia de algumas estratégias

de investimento, tal como uma estratégia complexa para driblar os impostos.

e Na érea do Direito: para este caso pode-se tomar como exemplo a seguinte situagao: E
sabido que a Constituicdo Americana, hoje, é formada por um nimero muito reduzido de
leis. A questao aqui é que até que ponto ¢ melhor que o legislador (que nao esta certo se

existe, ainda, alguns direitos dos quais ele é inconsciente) escreva todos os direitos que ele
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é consciente em uma lei. Chung e Fortnow (Chung & Fortnow 2007) utilizou um modelo
de jogos com consciéncia para formalizar o argumento dos fundadores da Constituigao
Americana que eram contrarios a inclusao da “Bill of Rights"dentro da Constituicao. A
teoria desenvolvida por Chung e Fortnow (Chung & Fortnow 2007) mostra porque muitas
explicagbes podem, de fato, prejudicar na interpretagdo da lei, utilizando o fato que os
legisladores sao conscientes de sua falta de consciéncia sobre futuras situagoes que podem

ocorrer.

Na Secao 3.3, é introduzido o conceito de consciéncia sobre inconsciéncia em jogos na forma
normal e é apresentado um método para se modelar tal situagdo. A intuicdo que se tem a
respeito de um jogo com consciéncia sobre inconsciéncia é que, neste jogo, os jogadores podem
ser conscientes de sua falta de consciéncia, isto é, um jogador pode ser consciente que existem
movimentos que um outro jogador pode fazer, embora ele nao saiba exatamente que movimentos
sao esses. Como exemplo de uma situagao real, onde ocorre consciéncia sobre inconsciéncia, que

é interessante para se modelar podemos citar:

e um jogador pode atrasar a tomada de uma decisdo porque ele considera possivel que ele
descobrira novas agoes disponiveis, mesmo que ele no presente nao saiba quais agoes sao

estas.

Nossa principal motivacao, para esta nova definicdo de jogos com consciéncia, é que com
algumas pequenas modificagoes nos modelos propostos, seremos capazes de modelar jogos com

preferéncias possivelmente incompletas, que serao apresentados no préximo capitulo.
3.2 Representacao de Jogos com Consciéncia em Forma Normal

Com o intuito de facilitar a compreensao do leitor, dividimos essa secao em duas subse¢oes:
na primeira subsegao, apresentamos um modelo para o caso mais bésico, onde temos apenas dois
jogadores; enquanto que na segunda subsec¢ao, apresentamos um modelo mais geral que é valido

para o caso onde temos n jogadores.
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O primeiro passo para representar jogos com consciéncia é representar explicitamente quais
perfis de estratégias os jogadores tem consciéncia e quais eles acreditam que os outros jogadores
tém consciéncia. Para tanto, utilizaremos o que chamamos de um jogo normal aumentado.
Intuitivamente, um jogo normal aumentado nao é nada mais que um jogo normal, com a diferenca
que agora temos uma componente extra na defini¢do do jogo que determina o nivel de consciéncia
dos jogadores a respeito dos perfis de estratégias disponiveis aos demais. Como um jogador pode
ter incerteza a respeito de quais perfis de estratégias seu oponente é consciente, definimos o nivel

de consciéncia de um jogador como sendo probabilistico. Formalmente,

Definigao 3.2.1. Um jogo normal aumentado baseado no jogo normal W = (N, (C;)ien, (ui)ien)

é um vetor ¥ = (N, (C)ien, (W,)ien, (A})ien) tal que

Al. T = (N, (Chienr, (U))ien’) € um jogo em forma normal;
A2. N'={ie N:C! #0};

A3. C/ C C;,Vie N';

Ad. ui(c) =ui(c),Vie N ece C’;

A5. Para todo i € N', A, € A29) de forma que se Ai(D) > 0, entio D = xjen'Dj, onde

D;j C C},vje N1

Um jogo em forma normal aumentado pode ser utilizado para descrever o jogo do ponto
de vista de algum dos jogadores ou do modelador que consideramos ser omnisciente, ou seja, é
consciente de todos os perfis de estratégias disponiveis e sabe o nivel de consciéncia dos jogadores.
Portanto, para definir completamente um jogo com consciéncia precisamos de um conjunto de

jogos aumentados.
3.2.1 Caso de 2 jogadores

Definimos um jogo com consciéncia para dois jogadores baseado em um jogo em forma normal

U = (N, (Cy)ien, (u;)ien), onde ||[N|| = 2, como sendo ¥* = (G, U™, F), onde

No que se segue adotamos sempre a convencio que § x A = A x ) = A para qualquer conjunto A.
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e G é um conjunto contavel de jogos normais aumentados baseados em W.
e U™ ¢ G é o jogo do modelador, que assumimos ser omnisciente.

e F ¢ uma fungao que leva um jogo normal aumentado ¥’ € G e um jogador ¢« € N’ para uma
distribuicao de probabilidade sobre a classe de jogos aumentados baseados em @/, ou seja,
F(¥' i) e A(ngx), onde P g/ é o conjunto formado pelos jogos aumentados baseados em

\IJ/, que pertencem a G.

Dizemos que um jogo ¥” pertence ao suporte de F(¥’ i) = p se U” recebe probabilidade
positiva de acordo com a distribuicao de probabilidade p. Quando um jogo ¥” recebe proba-
bilidade 1 de acordo com a distribuicao de probabilidade p, iremos representar esta distribuicao
por [¥”].

Suponha que j acredita que o verdadeiro jogo ¢ ¥’ e que o jogador i # j se movimenta neste
jogo, e F(¥' i) = p, onde p é uma distribui¢ao de probabilidade sobre o conjunto Pg@, entao o
jogador j esta incerto quanto ao jogo que 7 acredita ser o verdadeiro quando ele se move em W',
Os jogos que fazem parte da incerteza do jogador j sdo os jogos que estao no suporte de p.

E importante explicar porque nio é adequado definir F como sendo uma distribuicao de
probabilidade em G. O problema é que se um dado jogador j acredita em ¥’, como sendo
o verdadeiro jogo, ndo podemos permitir que F (¥’ i) seja um distribui¢do de probabilidade
sobre G, pois ao permitirmos isso estariamos afirmando que o jogador j seria capaz de descrever
estratégias que nao fariam parte de C’, o que nao é verdade pois C’ contém todas as estratégias
que o jogador j é capaz de imaginar, se ele acredita que o verdadeiro jogo ¢ ¥'. Portanto, j nao
pode sequer dar probabilidade zero a jogos que envolvam estratégias que nao estao em C’, pois
tais jogos estao fora de seu espago amostral. Como os jogos em Pg@r s6 contém estratégias em
C' a definigao esta adequada.

O jogo normal aumentado U™, que representa a visao do modelador, deve ser tal que "=,
Assim, garantimos que o modelador esta consciente de todas as estratégias e jogadores do jogo

béasico W. Pode-se interpretar Y™ como o jogo objetivo que esta realmente sendo jogado e que

36



3.2. REPRESENTACAO DE JOGOS COM CONSCIENCIA EM FORMA NORMAL

descreve os verdadeiros niveis de consciéncia dos jogadores. Os demais jogos em G sdo jogos
subjetivos, que algum jogador acredita ser o verdadeiro em alguma situagao do jogo.

No que se segue, o sobrescrito ’ nas componentes C, u e A indicam que elas pertencem ao
jogo ¥’ e a mesma relagao vale para quaisquer outros sobrescritos; quando as componentes nao
apresentam sobrescritos estd implicito que elas pertencem ao jogo basico, V.

A fungdo F possui duas restrigdes que capturam desejaveis propriedades de consciéncia. Sao

elas:
RO. Z‘I’”EPQ\I/,C”:D f(\IJ/7Z)(\I’”) == A;(D), para todo ¥’ S g, 1€ Nl, eD - Cl.

R1. Se, para algum ¥’ € G e i € N, temos que ¥” pertence ao suporte de F (¥’ i), entao

FU", i) = [07].

Note que RO e R1 implicam que se para algum ¥ € G e ¢ € N’ U” pertencer ao suporte de
F(V',i), entao A(C") = 1.

A restrigdo RO exige que a soma das probabilidades de todos os jogos normais aumentados
que o jogador 7 considera possivel em ¥’ que possuem conjunto de possiveis perfis de estratégias
igual a D deve ser igual a probabilidade de D segundo o nivel de consciéncia de ¢ em W',

A intuicdo que se tem a respeito da restriggo R1 é que os jogadores sdo capazes de realizar
introspecgao com respeito aos jogos que eles acreditam ser possiveis e que isto é de conhecimento
comum entre os jogadores. Em outras palavras, se um jogador ¢ acredita que o verdadeiro jogo
¢ ¥, entao ele deve acreditar que ele acredita que o verdadeiro jogo é ¥, de modo que se o
verdadeiro jogo fosse W', entao i deveria saber deste fato. Como esta capacidade de introspecgao
dos jogadores, é de conhecimento comum entre eles, se o jogador j que acredita que o verdadeiro
jogo é ¥ acredita com probabilidade positiva que o jogador i considera que o verdadeiro jogo é
U” entao se o verdadeiro jogo fosse ¥, o jogador i deveria acreditar com probabilidade 1 que

este era realmente o jogo.
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Dizemos que um jogo com consciéncia em forma normal W* baseado em W é localmente finito
se W for finito e F(¥™,14) tiver suporte finito para todo ¥* € Geie NT.

Dado um jogo ¥ em forma normal podemos representa-lo como um jogo com consciéncia
em forma normal da seguinte maneira: U* = ({¥™}, ¥ F), onde ¥ = ¥ ¢ A™ = [C] para
todo i € N. Chamamos esta representacao de representacdo candénica de ¥ como um jogo com

consciéncia.
Estratégia Local

E sabido que a tomada de decisdo é baseada nas preferéncias de cada jogador e na sua
expectativa sobre as estratégias dos outros jogadores.

Em jogos com consciéncia, cada jogador i pode ter uma percepcao limitada das estratégias
sendo utilizadas pelos demais jogadores, tendo em vista que estes podem possuir estratégias
que nao fazem parte do jogo segundo a percepc¢ao de ¢, ou seja, ¢ pode nao ser consciente de
algumas agoes disponiveis para seus oponentes. Além disso, o jogador ¢ pode estar incerto com
respeito ao conjunto de estratégias disponiveis aos demais jogadores, e deve ter uma expectativa
diferente para estratégia utilizada pelos outros em cada cenario que ele considera possivel. Assim,
para jogos deste tipo, faz-se necessario o uso de um conjunto de estratégias para cada jogador,
ou seja, em um jogo com consciéncia em forma normal para cada possivel jogo ¥’ que algum
jogador acredite que i possa considerar ser o verdadeiro em alguma situacao, ¢ deve ter uma
estratégia local §; g neste jogo. A intuicao é que d; yv € a estratégia que seria utilizada por 7 se 4
fosse chamado a jogar e acreditasse que o verdadeiro jogo fosse W',

Seja G; = {¥’' € G : para algum ¥* € G, F(¥* 7)(¥') > 0}, o conjunto de jogos que algum
jogador acredita que % considera ser o verdadeiro em alguma situagao do jogo. Formalmente,

temos que a definigao de estratégia local é a seguinte:

Definicao 3.2.2. Uma estratégia local para o jogador i em um jogo W' € G; é uma distribuicao

de probabilidade sobre as estratégias puras de i em V', assim podemos dizer que 0; g € A(CY).
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Equilibrio de Nash Generalizado

Antes de definirmos equilibrio de Nash generalizado, permita-nos recordar a intuigdo por tréas
do equilibrio de Nash propriamente dito. Em jogos padroes, com conhecimento comum, temos
que um perfil de estratégias ¢ é um equilibrio de Nash, se para cada jogador ¢ sua estratégia em c é
sua melhor opcao, dentre todas as suas estratégias, contra as estratégias dos outros jogadores em
c. Esta defini¢ao implicitamente assume que cada jogador é consciente do conjunto de estratégias
disponiveis para os demais e que isso é de conhecimento comum entre os jogadores. Contudo,
para o caso onde trabalhamos com jogos com consciéncia nao podemos mais usar esta defini¢dao
de equilibrio de Nash, pois um jogador pode nao ser consciente de uma estratégia disponivel
para um outro jogador, logo sendo impossivel que ele possa escolher uma melhor resposta a
esta estratégia que ele nao consegue nem imaginar qual seja. Além disso, temos que o jogo
nao é mais de conhecimento comum, além do jogo objetivo (jogo do modelador), temos agora
que cada jogador possui o seu proprio jogo subjetivo, que descreve o jogo objetivo dentro das
limitacoes de percepgao que o jogador possui da realidade. Portanto, em um equilibrio de um
jogo com consciéncia deve-se descrever nao somente as estratégias utilizadas pelos jogadores no
jogo objetivo, como também as estratégias utilizadas pelos jogadores em algum jogo subjetivo
que algum jogador acredite ser o verdadeiro em alguma situacao; e essas estratégias nao sao
necessariamente iguais. Por isso, somos levados a construir uma nova definigdo de equilibrio de
Nash para tais jogos.

Considere um perfil de estratégia generalizado como sendo um vetor cujas coordenadas sao
estratégias locais, isto é, 5= {0iw : i€ N,¥ € G;}. Assim temos que, dado 5,0 payoff esperado
para o jogador i no jogo ¥ ¢ representado por w; g/ (4). Observe que para calcularmos o valor
uiv\pz(q) precisamos apenas das estratégias de d; g e da estratégia local do oponente de i nos jogos
em que 7 acredita que seu oponente considera ser o verdadeiro com probabilidade positiva, isto é,
precisamos saber as seguintes estratégias locais {0 g : j # i, F(V', j)(¥”) > 0}. Note que pela
defini¢ao da fungao F e defini¢ao de jogos aumentados, todas essas estratégias locais tém suporte

contido em C;-, portanto se i acredita que o jogo é W', ele é consciente de todas essas estratégias
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locais e portanto pode calcular o valor esperado deste perfil generalizado de estratégias. O payoff
esperado para um jogador i em um jogo ¥t € G;, dado um perfil generalizado de estratégias 5é

calculado da seguinte forma:

wig(0) = > FU ) (80, 0500).

Dado um perfil de estratégia generalizado g*, definimos um equilibrio de Nash generalizado

€cOomo a seguir.

Definicao 3.2.3. Um perfil de estratégia generalizado 5 6 um equilibrio de Nash generalizado
de um jogo normal com consciéncia ¥* = (G, W™ F) se para todo jogador i, jogo V' € G; e
estratégia local & pertencente ao jogador i em W', o payoff esperado para o jogador i em W’
quando os demais jogadores sequem as estratégias locais em §* € maior ou tgual quando ele usa

5;]1,, do que quando ele usa §, ou seja,
uiwr (6%) = wiw (02 ; g1y, 9))
onde gi(i w) € o conjunto de todas as estratégias locais em §* menos a estratégia d; y.

E facil ver que 5* ¢ um equilibrio de Nash de W, se e somente se, 5* for um equilibrio de Nash

generalizado da representacao candnica de ¥ como um jogo com consciéncia em forma normal.
Existéncia do Equilibrio de Nash Generalizado

Mostraremos, nesta segao, que para todo jogo com consciéncia U* = (G, ¥, F) baseado em
U, onde ||N|| = 2, localmente finito existe pelo menos um equilibrio de Nash generalizado. A
idéia é definir um jogo em forma normal padrao de tal forma que exista uma correspondéncia
entre os equilibrios de Nash deste jogo e os equilibrios de Nash generalizados de U* para entao
podermos utilizar resultados conhecidos sobre existéncia de equilibrios de Nash.

Para isto, precisamos primeiro construir um jogo na forma normal WY, cujas propriedades

S20:
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o NV ={(i,¥"): ¥ €G;,i e N}

. C(emp,) =Cl

J u(i,\Iﬁ)(_} = we Py FUT, ) (9 ui (6,04, 0¢,01))

Podemos observar que o jogo ¥?, definido acima, possui algumas propriedades interessantes
que devem ser levadas em consideracao na prova da existéncia do equilibrio de Nash generalizado.
Primeiro note que existe uma correspondéncia 1-1 entre os perfis de estratégia generalizados de
U* ¢ os perfis de estratégia mistos de ¥?, pois podemos associar uma estratégia local para i em
U’ € G com a estratégia do jogador (i, ¥’) em ¥, Temos entdo as seguintes propriedades: (a)
se 0 for o perfil de estratégias de U¥ que corresponde ao perfil de estratégias generalizado 5 de
U™ entao u(i7@+)(5') = U, g+ (8") e (b) a utilidade esperada de um jogador (i, ¥+) depende apenas
das estratégias de um subconjunto finito de jogadores de N?, pois como ¥* é localmente finito

por definigao F(¥™, j) tem suporte finito. Essas propriedades sdo suficientes para demonstrar o

teorema e o corolario que sao apresentados seguir.

Teorema 3.2.1. § 6 um equilibrio de Nash de U, se e somente se, 5 for um equilibrio de Nash

generalizado de V*, onde &; g = d(; g1y parai € N e V' € G;.

Corolario 3.2.1. Todo jogo com consciéncia em forma normal, com 2 jogadores, localmente

finito tem um equilibrio de Nash generalizado.

Para demonstragao do Teorema 3.2.1 utilizamos as defini¢oes de equilibrio de Nash e equilibrio
de Nash generalizado bem como a propriedade u(i,\pﬂ(g’) = U; y+ (c?) Enquanto que na demons-
tragao do Corolario 3.2.1 utilizamos um resultado mostrado em Salonen (2005) que implica que
U possui pelo menos um equilibrio de Nash. Maiores detalhes sobre essas demonstracées podem
ser encontrados no apéndice.

A seguir apresentamos um exemplo de um jogo com consciéncia em forma normal e a repre-

sentaciao de WY para esse jogo.
Exemplo 3.2.1. Considere o jogo bdsico ¥ apresentado na figura abaizo.
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I jogador B
acithal abaixoB

acimad | {0, 2) (2,3
ahaiross | (11} | (L1}

jogador A

Agora suponha que para este jogo
e 0s jogadores A e B sdo conscientes de todas as estratégias do jogo;
e 0 jogador A tem incerteza a respeito da consciéncia de B, ou seja, o jogador A acredita que

B € inconsciente da estratégia “abaixoy, com probabilidade p;

9

e 0 tipo do jogador B que € consciente de “abaixop” € consciente que o jogador A € consciente

de todas as estratégias do jogo e ele sabe da incerteza do jogador A a respeito do seu nivel

de consciéncia e sabe a probabilidade p.

A partir dessas informagoes construimos o jogo normal com consciéncia V* baseado em W, onde:
o G={Um v UB};
o Pygm = Pga = {um w4 B ¢ P o = {wh}
o AR(CH) =AB(C™) =1;
AG(CH) =1, AZ(C™) = (1 —p) e AZ(CP) =p;
AB(CP) = AB(CP) = 1.
o F(U™, B)(¥™) = F(¥™, A)(VA) =1;
FUA,B)(VP) = p
F(UA, B)(¥™) =1—p;
F(UB, A)(WP) = F(¥5, B)(¥F) = 1.
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i+ i jogador B
arithabl ahaixoB

acimast| (0.2) | (2.3
abaixod| (1,17 | (1,1}

jogador A

11;.4
acitmal abaixoB

acimad | (0 2) [2.5)
waian| (L1 | (LD

A B \B

P l_p

N
acimaBb

acimad | (0,2}

aba:xX:A (1,1)

A representacio VP do jogo com consciéncia W* é a sequinte:

\I;H
(B BT

acumah abaizod | acimaB

acimad | (0,0,2,7) (0,1,2,1)

abaxod | (1.0.12) (LL1,1}

(&, 04)

(x.a.‘l,'lll' Ej I::E,“Ifr?:-:_)
actnad abatzos | abasoB BTy

acmmad | {2-2p,03,2) | (2-2p,1,3.1)

(A, TA) _
ahamos | (L01,2) (1,1,1.1) acimalb

onde:
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o« N = {(A7 \IlA)v (A7 \IJB)v (B7 \Ijm)ﬂ (B7 \IlB)};

° C(HA,\IJA) = {acimaA, abaizoA} = C?A&B)’
C(QBJ,m) = {acimaB, abairoB} e C(GB’WB) = {acimaB};

e as utilidades dos jogadores, sequndo cada perfil de estratégias, sdo mostradas na figura.

Essas utilidades foram calculadas usando a férmula

ugun () = > FUT, )W)l (5w, 00,0,
VEP o
da sequinte maneira:

Up wa(0(a,w4y; 0(a,wB), O(Bwm), O(BwB)) = Ua wa([acimaA], [acimaA], [abaizoB], [acimaB]) =

=(1—-p)x2+px0=2—2p, onde (1—p) = F(¥4, B)(¥™), 2 = u4([acimaA], [abaizoB]),
p=F (U4, B)(¥P) e 0= ul([acimaA], [acimaD]).

Para o jogo com consciéncia ¥*, do exemplo mostrado acima, encontramos os seguintes

equilibrios de Nash generalizado:

e Se p < % entdo o perfil onde d4wa = |acimaA], 64 g5 = [abaixoA], dp ym = [abaixoB| e
dpws = [acimaB| é um equilibrio de Nash generalizado do jogo;

e Se p > 3 entdo o perfil onde d4wa = [abaixoA|, §4 y5 = [abaixoAl, 0p ym = [abaixoB| e
dpws = [acimaB| ¢ um equilibrio de Nash generalizado do jogo;

e Sep= % entdo os dois perfis apresentados acima sao equilibrios de Nash generalizado do
Jogo;

e Independente do valor que p assume, o perfil onde 6,4 g4 = [abaixoA|, § 4 y5 = [abaixoA],
dp,wm = |acimaB| e 0 y5 = [acimaB| é um equilibrio de Nash generalizado do jogo.

3.2.2 Caso de n jogadores

Para o caso mais geral, onde temos n > 2 jogadores, a defini¢gdo de um jogo com consciéncia
é praticamente a mesma usada no caso onde temos apenas dois jogadores; precisamos mudar

apenas a definicao da funcao F.

44



3.2. REPRESENTACAO DE JOGOS COM CONSCIENCIA EM FORMA NORMAL

A necessidade de se redefinir a fungao F surge do fato de que para o caso mais geral, onde
temos n > 2 jogadores, é importante analisarmos a correlagao entre os jogos que os jogadores
consideram possiveis, ou seja, dado um jogador i que acredita em ¥’ como sendo o verdadeiro jogo
é necessario analisar as correlagoes entre os jogos que o jogador ¢ acredita que os outros jogadores
acreditam serem os verdadeiros quando estao jogando em ¥’. Com isso, se nos utilizassemos
a fungao F anterior, s6 terfamos informagoes sobre as distribuigoes marginais dos jogos que os
jogadores consideram possiveis, sem que pudéssemos saber como estao correlacionados esses jogos.
Nos casos em que tinhamos jogos com consciéncia em forma extensa e jogos com consciéncia em
forma normal (com apenas 2 jogadores) nao precisavamos desta correlagdo, pois para o caso
dos jogos com consciéncia em forma extensa a fungao F era deterministica e para o caso dos
jogos com consciéncia em forma normal (com apenas 2 jogadores) nao era necesséario analisar as
correlacoes entre os jogos, visto que como tinhamos apenas 2 jogadores somente existia um tnico
jogador diferente de i.?

Agora, definimos § como uma funcao que leva um jogo normal aumentado ¥™, pertencente
a G, em uma distribui¢ao de probabilidade sobre x ;¢ N+(Pg§+). Note que F(¥’) agora descreve
a incerteza conjunta dos jogadores com respeito ao verdadeiro jogo sendo jogado quando o ver-
dadeiro jogo ¢ ¥’. Para analisarmos a incerteza do ponto de vista de um tnico jogador 7, podemos
a partir de F(¥’) determinar a distribui¢do marginal com respeito a coordenada que corresponde
ao jogador j, denotaremos tal distribui¢ao por §;(¥’).

Essa nova fungao §, do mesmo modo como a fungao F definida na Subsegao 3.2.1, apresenta

duas restrigoes:

R*0. Y yiep , crop Si(¥V)(VU+) = Ai(D), para todo W' € G, D C C' eiec N
g’

R*1. Se §;(UT)(¥) > 0, entao §;(¥')(¥’') =1 para todo i € N .

2Vale ressaltar que mesmo no caso de 2 jogadores se quiséssemos modelar o fato que os jogos que os dois
jogadores consideram possiveis fossem correlacionados no jogo do modelador, teriamos que utilizar o modelo mais
geral descrito nesta segao.
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Estratégia Local e Equilibrio de Nash generalizado

As definigbes de estratégia local e equilibrio de Nash generalizado sao similares as definiges
apresentadas na Segao 3.2.1, a unica diferenga é que agora utilizamos uma nova fungao § e
conseqiientemente uma nova definicdo para o grupo de jogos que o jogador ¢ pode acreditar ser
o verdadeiro em alguma situagdo, ou seja, G; passa agora a ser igual ao conjunto {¥’ € G : para
algum Ut € G, §(U1)(V') > 0}. O calculo de u; g+ também é modificado para levar em conta

a nova definicao de § e é dado por:

—

Ui, p+(0) FU)(E)ui (xjen+dje,)-

56X16N+(PQE+)
Note que £ é um vetor cujas componentes sao jogos aumentados e que §; € Pg3+ para todo
j € NT e além disso como ¥T € G;, temos que para todo & tal que F(¥T)(£) > 0, R*0 e R*1

implicam que devemos ter & = U,
Existéncia do equilibrio de Nash generalizado

Agora mostraremos que todo jogo com consciéncia localmente finito possui pelo menos um
equilibrio de Nash generalizado. Para isso usaremos o mesmo raciocinio aplicado para a prova
no caso onde temos apenas dois jogadores. Primeiro construimos o jogo normal ¥¥ de tal forma

que

e NV e Ca. w) sao definidos como em 3.2.1

-

° U(z‘,\w)( ) = dex (PQTF)g(qﬁ)(g)uﬂXj€N+5(j,£j))'

ieN+

Podemos observar que o jogo ¥, definido acima, possui as mesmas propriedades apresentadas
no jogo ¥¥ do caso onde tinhamos apenas dois jogadores. Assim, podemos utilizar as mesmas
técnicas aplicadas para demonstrar o Teorema 3.2.1 e o Corolario 3.2.1 para demonstrar o seguinte

resultado:

Teorema 3.2.2. Todo jogo com consciéncia em forma normal localmente finito tem um equilibrio

de Nash generalizado.
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Notemos que este teorema nao faz restricio quanto ao nimero de jogadores, desde que este
nimero seja finito.
A seguir apresentamos um exemplo de um jogo com consciéncia em forma normal, com trés

jogadores, e a representacao de N para esse jogo.

Exemplo 3.2.2. Considere o jogo bdsico I' apresentado na figura abaizo.

jogador B jogador C
acitnaP abatzoB| acimaC acitnaB abaixoB| ahatzal
_ acimad | (1,2,3) | (2,0,0) acimad [(1,2,3) [ (2,0,0)
jogador A : 01-1 : - =
ahaizod | (0,1,-13](0,1,-1) ahaizod | (1,200 | (1,20

Agora suponha que para este jogo
e 0s jogadores A, B e C sao conscientes de todas as estratégias do jogo;

e 0 jogador A tem incerteza a respeito da consciéncia de B e C, ou seja, o jogador A acredita
que B é inconsciente da estratégia “abaixoc” e que o jogador C € inconsciente da estratégia

)

“abaizop” com probabilidade p; além disso A acredita que B € inconsciente de “abaixoc”,

se e somente se, C for inconsciente de “abaixop”.

" € consciente que o jogador A € consciente

® 0 tipo do jogador B que é consciente de “abaixoc’
de todas as estratégias do jogo e ele sabe da incerteza do jogador A a respeito do seu nivel

de consciéncia e do nivel de consciéncia de C; e sabe as probabilidades.

i

e 0 tipo do jogador C que é consciente de “abairog” é consciente que o jogador A é consciente

de todas as estratégias do jogo e ele sabe da incerteza do jogador A a respeito do seu nivel

de consciéncia e do nivel de consciéncia de B; e sabe as probabilidades.

A partir dessas informagoes construimos o sequinte jogo normal com consciéncia baseado em V:
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3.2. REPRESENTACAO DE JOGOS COM CONSCIENCIA EM FORMA NORMAL

o+ e jogador B jogador C
acinaP abaizoB| acimalC acimal abatzoB| ahamar
. acmad | (1,2,3) | (2,0,0) acimad [(1,2.3) | (2,0.0)
ogador & o [ (0,1,-1)] (01-1) ahaizd | (L2.0) | (L20)
x
g \
/ B,C
Jrd
acimab abaoB) acimaC acinaB abaxoB| abaaC
acimad | (1,2,3) | (2,0,0) acimad [ (1,2,3) | (2,0,0)
abaixod | (0,1,-1)] (0,1-1) ahaizod | (1,200 [ (1,200
k:j AN \
Fay B c
/ E.C
N2E \., (1-p)
acitnal abaixoB| acimaC ve
acitnad | (1,23 | (2,000 _ acimab) acimaC acimab | ahaizoC
abaizo [ (0,L,-1) [ (0.1-1) acumati| (1,2,3) acima [1,2,3)
abatzod | (0,1,-1) abaizod | (L2.0)

h

ABLC

L.

)

ABLC

onde:

° g — {\I/m,‘I/A,\I/B,\I/C};

o Pggm = Pga = {um A o8 v Pgn = {8} e P go = {w};

g

o AR(CH) = AB(C™) = AZ(C™) =1;

AL = 1, AB(C) = AJ(C) = p e AJ(C™) = AB(C™) =

AR(CB) = AB(CP) = APCP) = 1;
AG(CC) = AG(CC) = AS(CO) = 1.
o FA(T™)(TA) = F(U™)(T™) = Fo (T (T™) = 1

FA(E) () =1, Fp(TH)(¥F) = Fo(¥4)(¥°) =
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3.2. REPRESENTACAO DE JOGOS COM CONSCIENCIA EM FORMA NORMAL

F(T)(™) = Fo (T (™) = (1 -p);
Fa(UP)(0F) = Fp(¥P)(PF) = Fe(¥P)(PF) = 1;

Fa(T9)(TC) = Fp(¥)(TY) = Fc(¥)(TC) = 1;
A representacio VP do jogo com consciéncia W* é a sequinte:
i Ne = {(A7 \IJA)7 (A7 \I}B)7 <A7 \ch)7 (B7 \I}m)7 (B7 \I/B)’ (B7 \I]C)7 (07 \Ilm)7 (07 \110)7 (Cﬂ \IJB)}

o Cipauay = Caun) = Cawoy = {acimaA, abaizoA}
C(gumy = C(p ysy = {acimaB, abaizoB}
Cicumy = Ccwoy = {acimaC, abaizoC}
C(pwoy = {acimaB} e Ccyny = {acimaC}

o As utilidades podem ser calculadas de acordo com a definicao de W9, a sequir apresentamos

alguns exemplos:

— uA,w4)(0(a,04): 0(4,0B), 04,0, (B wm), 6w, O(B,wCY, O(Cum), 6(cwey, O(cus)) =
= u(a,w4)([acimaAl], [acimaAl, [acimaAl, [acimaB], [acimaB, [acimaB|, [acima(],
[acimaC), [acimaC]) = p x 1 + (1 — p) x 1, onde p = F(TA)(¥4, U8 ¥),

1 = u4([acimaA], [acimaB], [acima(]) e (1 — p) = F(TA)(TA, T™ §m),

— w,wB) (64,4, 0(a,w8): 6(4,5¢), 6(Bwm), O(B,wBY, O(B.wC), 6(C,um): §(C,wC), O(C,uB)) =
= u(p,u5)(lacimad], [acimaAl, [acimaA], [acimaB|, [acimaB], [acimaB], [acimaCl,
[acimaC), [acimaC]) = 1 x 2, onde 1 = F(VB) (B, B WP) ¢ 2 = uB([acimaA],

[acimaB], [acima()).

Omitimos a representacio grifica do jogo WY, pois seria invidvel e desinteressante fazé-la aqui.

Em todos os equilibrios de Nash generalizado deste jogo temos que d4 y5 = [acimaA],
dpus = [acimaB], 6c ys = [acimaC], e 65 yo = [acimaB]. Além disso, encontramos os seguintes

equilibrios de Nash generalizados em estratégias puras:
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3.3. CONSCIENCIA SOBRE INCONSCIENCIA

® 64 ya = [acimaA], 04 yc = [acimaA], dpym = [acimaB], dcym = [abaixoC], e d¢ gyo =

[abaixoC];

® dyqpa = [abaixoA], d4wc = lacimaA], 0pym = [acimaB], dcym = [abaixoC], e dowe =

[abaixoC];

® 64 ya = [acimaA], 64 yo = [abaixoA], dpym = [acimaB], dcym = [abaixoC], e 0¢ yo =

[abaixoC];

® 64 ya = [abaixoA], §,4 yc = [abaixoA], 0p.gm = [acimaB], dc,ym = [abaixoC], e d¢ yc =

[abaixoC];

® Jyqpa = [acimaA], dppc = [acimaA], dp gm = [acimaB], dcgm = [acimaC], e dcwe =

[abaixoC];

® 64 ya = [acimaA], 04 yc = [abaixoA], dpym = [acimaB], ocym = [acimaCl, e §¢ go =

[abaixoC];

® Jypa = [acimaA], dppc = [acimaA], dp gm = [acimaB], dcgm = [acimaC], e dcwe =

[acimaCl];

® 04 g4 = [acimaA], 04 yc = [acimaA], dpym = [acimaB], dcym = [abaixoC], e d¢ gc =

[acimaCl;

Esses equilibrios independem do valor que p assume no intervalo (0, 1).
3.3 Consciéncia sobre Inconsciéncia

Nesta secao, focaremos nossos estudos em jogos onde um jogador pode ser consciente que
existem no jogo estratégias, de outros jogadores, que ele nao sabe quais sao. Este tipo de
situacao, o qual chamamos de consciéncia sobre inconsciéncia, é bastante relevante na pratica.
Como exemplo da necessidade de se modelar tal situacao, citamos o caso onde em um cenério
de guerra um dos lados nao sabe qual a arma disponivel para o inimigo, mas sabe que ele possui

alguma. Esta situagdao pode até estimular propostas de paz.

50



3.3. CONSCIENCIA SOBRE INCONSCIENCIA

Mostraremos, aqui, uma maneira de extender nossa representagao de jogos com consciéncia
em forma normal para lidar com situagoes onde hé consciéncia sobre inconsciéncia. Seguindo
a mesma idéia utilizada por Halpern e Régo (Halpern & Régo 2006), modelamos esta situagao
permitindo que o jogador j possa realizar acoes “virtuais” no jogo em que i acredita ser o ver-
dadeiro, intuitivamente, esta agao virtual permite que ¢ descreva o que ele acredita que ir& ocorrer
se esta agao que ele nao conhece for tomada pelo jogador j. Se uma estratégia mista contém uma
acao virtual em seu suporte ela é chamada de estratégia virtual. Estas estratégias virtuais nao
correspondem obrigatoriamente a estratégias do jogo bésico, pois o jogador ¢ pode erroneamente
acreditar que o jogador j possua uma estratégia que ele ¢ nao é consciente. Devemos admitir que
o jogador j possa ter varias estratégias virtuais no jogo do ponto de vista de 7, mas nao devemos
incluir estratégias virtuais para i. Uma explicagdo para esta ultima afirmacao é que o fato do
jogador ¢ ter uma estratégia virtual no jogo do seu ponto da vista significa que ele é consciente
que tem uma estratégia mas nao sabe qual é essa estratégia, isso implica que ele nunca jogara
tal estratégia. Por isso nao faz sentido ter essa estratégia no jogo que ele (i) acredita.

Formalmente, definimos um jogo com consciéncia sobre inconsciéncia baseado no jogo basico
¥ como ¥* = (G,¥™ §). Existem, agora, algumas diferengas entre a tripla (G,¥™,§) da
definigao de jogos com consciéncia e a tripla (G, ¥, §) da definigdo de jogos com consciéncia
sobre inconsciéncia. O conjunto dos jogos que podem aparecer em G, por exemplo, é diferente
para o caso onde temos consciéncia sobre inconsciéncia, anteriormente s6 poderiamos ter jogos
que continham perfis de estratégias em W, agora isto nao é mais verdade ja que podemos per-
mitir as estratégias virtuais. Para definir quais os jogos que fazem parte deste novo conjunto G
precisaremos primeiro redefinir o que é um jogo normal aumentado ¥’ baseado em W; neste caso
a defini¢gao é como anteriormente s6 que as restrigoes sao Al e as seguintes variagoes das demais

restrigoes:

A2, N' = {i:C]#0};

A’4. Ui(c) =ui(c),Vie NNNeceC' NC,

A’5. Para todo i € N', A, € A(2¢'7¢) de forma que se A}(D) > 0, entdo D = X jen'Dj, onde
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3.3. CONSCIENCIA SOBRE INCONSCIENCIA

D; C Cj’-,Vj e N".
Intuitivamente, agora permitimos que existam tanto agoes virtuais como jogadores virtuais. O
nivel de consciéncia dos jogadores continua sendo uma distribuicao de probabilidade sobre pos-
siveis perfis de estratégias que nao incluam estratégias virtuais.

Feito isto, podemos definir agora o conjunto G como sendo um conjunto formado por jogos
normais aumentados baseados em W. Neste caso § é definida como sendo uma funcao que leva
um jogo normal aumentado ¥T, pertencente a G, em um distribuicdo de probabilidade sobre
XieN+ (Pg§+), onde Pg§+ é o conjunto formado pelos jogos normais aumentados baseados em
@Jr, que pertencem a G, seguindo a nova definigdo de jogos normais aumentados apresentada

anteriormente.

Para um jogo com consciéncia sobre inconsciéncia, a fungao § além da restrigao R*1 satisfaz:
R0. Y yicp ., crnoep Si(P)(¥1) = Ai(D), para todo ' € G, D C C' ei e N'.
g’
R’2. Se §;(¥T) (V') > 0, entdao C} C C;".

Neste cenério, precisamos definir como seriam as utilidades para os jogadores quando o perfil
de estratégias possui uma estratégia virtual.

Dizemos que uma utilidade para um jogador é uma utilidade virtual quando o perfil de
estratégias relacionado a ela possui uma estratégia virtual. O valor da utilidade virtual é dado
pelo jogador que acredita que esse perfil pode ser realmente jogado, ou seja, se estamos em um
jogo onde o jogador ¢ acredita ser o verdadeiro jogo entao as utilidades virtuais deste jogo sao
fornecidas pelo jogador i. E importante lembrar que essas utilidades ndo sdo necessariamente
iguais as utilidades do jogo béasico. Intuitivamente, essa utilidade virtual representa a percepcao
subjetiva do jogador 7 do que ocorrerd se uma estratégia que ele nao é consciente for jogada.

No que diz respeito ao jogo do modelador (¥™), nada é mudado; o modelador continua
consciente de todas as estratégias do jogo bésico, ou seja, nao existem estratégias virtuais no
jogo U™,

Dizemos que um jogo com consciéncia sobre inconsciéncia em forma normal U* baseado em

U ¢ localmente finito se todo ¥t € G for finito e F(¥T) tiver suporte finito para todo ¥+ € G.
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3.3. CONSCIENCIA SOBRE INCONSCIENCIA

Agora, da mesma maneira como fizemos para jogos com consciéncia, podemos definir estraté-
gias locais, perfil de estratégias generalizadas e equilibrio de Nash generalizado para jogos com
consciéncia sobre inconsciéncia. Podemos também, a partir das técnicas utilizadas para mostrar

o Corolario 3.2.1, mostrar o seguinte resultado:

Teorema 3.3.1. Todo jogo com consciéncia sobre inconsciéncia localmente finito tem um equi-

librio de Nash generalizado.
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CAPITULO 4

Falta de Conhecimento Comum sobre Preferéncias em Jogos na Forma Normal

4.1 Introducao

Nos modelos de jogos discutidos até agora, os jogadores sempre sao capazes de comparar dois
perfis de estratégias quaisquer, utilizando por exemplo o valor esperado de sua fun¢ao utilidade.
Como veremos a seguir, quando ao utilizarmos, uma tnica fungao utilidade para descrever como
o jogador avalia um perfil de estratégia, estamos assumindo que suas preferéncias entre esses
perfis sao completas, ou seja, ele é capaz de ordenar todos os perfis de estratégias de acordo
com suas preferéncias. Contudo, em vérias situagoes préticas, € comum que o jogador possa nao
saber comparar alguns pares de perfis de estratégias, quando isto ocorre diz-se que a preferéncia
do jogador é incompleta.

A teoria das preferéncias incompletas tem sido muito discutida na recente literatura. Entre
os artigos publicados recentemente que discutem a teoria das preferéncias incompletas estao Ok
(2002), Sagi (2003), Dubra et al. (2004), Bade (2005), dentre outros. Destes artigos citados
destacamos o artigo publicado por Bade (Bade 2005), onde ela investiga equilibrio de Nash sobre
a possibilidade de que as preferéncias, em um jogo, podem ser incompletas. Um dos resultados
apresentados por Bade, neste artigo, é que o conjunto de equilibrios de Nash de jogos com
preferéncias incompletas pode ser caracterizado como a uniao de conjuntos de equilibrios de

Nash de jogos com preferéncias completas, derivados deste jogo com preferéncias incompletas.
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4.2. RELACAO DE PREFERENCIA COMPLETA

Nossa contribuicao, neste capitulo, é generalizar este resultado apresentado por Bade, visto
que ele nao pode ser utilizado para situacoes onde os jogadores sao igualmente ignorantes sobre
as preferéncias de outros jogadores; no resultado obtido por Bade apenas o modelador pode ser
ignorante a respeito das preferéncias dos jogadores e modela-as de acordo com uma relacao de
preferéncia incompleta.

A importancia desta teoria torna-se mais evidente quando levamos em consideracio os casos
econdmicos onde o tomador de decisao é na verdade um grupo de agentes, cada um com uma
funcao objetivo possivelmente diferente. Neste caso exigir que a preferéncia do tomador de
decisao seja completa seria exigir demais, pois neste caso o grupo deve concordar com uma
mesma decisao, o que é de fato muito complicado, visto que seus ideais sao diferentes; para que
as preferéncias sejam completas, neste caso, sempre alguém tera que ceder.

Neste capitulo mostraremos como modelar jogos onde os jogadores podem possuir preferén-
cias incompletas. Porém, antes de apresentarmos nosso modelo, precisamos introduzir algumas
defini¢des que serao muito tteis para uma boa compreensao do modelo. Nas segoes 4.2, 4.3, que
se seguem, serao apresentadas algumas definigoes, tais como relagao binéria, relagdo de preferén-
cia completa e preferéncia incompleta; ja na tdltima secdo apresentaremos alguns modelos para

representar situacoes onde as preferéncias de um agente podem ser incompletas.
4.2 Relacao de Preferéncia Completa

Antes de definirmos o que é uma relacao de preferéncia completa é preciso primeiro apresentar

a definicdo de relagdo binaria.

Definicao 4.2.1. Dizemos que B € uma relagio bindria no conjunto X se B € um subconjunto
de X x X onde os pares (x,y) € B satisfazem a relagao B. Um outro modo de se representar

(z,y) € B € usando a notag¢ao xBy, jd para representarmos (x,y) ¢ B usamos —xBy.

Dependendo da relacao entre objetos do conjunto X que se queira modelar através de uma
relagao binéaria B, é natural requerer que B satisfaga algumas propriedades. Dentre as varias pro-

priedades, existentes na literatura, destacamos algumas que julgamos tteis para a compreensao
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4.2. RELACAO DE PREFERENCIA COMPLETA

das defini¢oes posteriores. Segundo estas propriedades uma relagao binéria pode ser:

e reflexiva se zBx, Vo € X;

e assimétrica se xBy implica —yBux;

e antissimétrica se xBy e yBx implica x = y;
e transitiva se xBy e yBz implica xBz;

e completa se Vz,y € X, xBy ou yBx.

Enfim, podemos definir agora o que é uma relagao de preferéncia completa. Intuitivamente,
queremos utilizar uma relagao de preferéncia para representar como um decisor compara dois
objetos quaisquer de um dado conjunto X. Mais formalmente, uma relagdo de preferéncia com-
pleta > é uma relacdo binaria onde dizemos que x > ¥, se o objeto x é preferivel ao objeto y
para um determinado decisor.

Formalmente, define-se uma relacao de preferéncia completa da seguinte forma:

Definicao 4.2.2. Uma relacao de preferéncia completa = em um conjunto X é uma relagio

bindria completa, transitiva e reflexiva.

Intuitivamente, temos que estas trés propriedades sao bastante razoaveis para se definir tal
relagdo pois, i) como o proprio nome ja diz a relagdo tem que ser completa, ii) a propriedade
da transitividade veta comportamentos irracionais do tipo péssego>laranja, laranja=maca e
maga=péssego e iii) o fato de ser reflexiva garante que somos sempre indiferentes quando com-
paramos duas coisas idénticas, que de fato é um comportamento sensato.

A seguir apresentamos um exemplo de relacdo de preferéncia completa.
Exemplo 4.2.1. Seja o conjunto X = {1,2,3}. Temos entao que > em X é uma relagao bindria
e completa: 2>1,3>1e3>2;

e transitiva: 3> 2 e 2> 1 implica 3 > 1;
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4.2. RELACAO DE PREFERENCIA COMPLETA

o reflexiva: 1 >1,2>2 e3> 3;

logo podemos dizer que > é uma relagao de preferéncia completa no conjunto X = {1,2,3}.
Dada uma relacao de preferéncia completa >, podemos definir duas outras relagoes binarias:
e >y a-yeytx, - & freqiientemente chamada de relagao de preferéncia estrita.
e x~y&sSaxr-yey = x, ~ ¢ freqlientemente chamada de relagao de indiferenca.

Note que assumimos que o agente ou decisor é apenas capaz de expressar relagoes de preferéncia
entre objetos. As nocoes de preferéncia estrita e indiferenca sdo na verdade derivadas da relagao
de preferéncia devida a auséncia de preferéncia entre um dado par ordenado de objetos, e o proprio
decisor pode considerar equivocada esta interpretagao utilizada para as relagdes de preferéncia

estrita e de indiferenca.
4.2.1 Representagao Ordinal

Desde que o conjunto X seja um conjunto contével, pode-se mostrar que qualquer relagao de
preferéncia completa > pode ser representada por uma funcao utilidade u : X — R no seguinte
sentido:

v =y & ulz) > u(y), Yo,y € X,

(vide Kreps (1988)).
Apresentamos, a seguir, um teorema o qual afirma que a fun¢éao utilidade u, mostrada acima,

¢ tnica, exceto por uma transformagao estritamente crescente (vide Kreps (1988)).

Teorema 4.2.1. Dado um conjunto X, uma relagio de preferéncia = e fungoes u e u' que
representam >, entao existe uma fungao f : R — R tal que: i) f é estritamente crescente no
congunto {r : Jx € X,r = u(z)} eii) v'(z) = f(u(x)), YV € X. Além disso, para qualquer

fungao estritamente crescente g : R — R, u"(z) = g(u(z)), Vo € X também representa .

Por esta afirmacao, feita no teorema, é que n6s chamamos tais fung¢oes de utilidade de ordinais.
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4.2. RELACAO DE PREFERENCIA COMPLETA

4.2.2 Representacao Cardinal

Considere um conjunto finito Z de prémios e um conjunto P de loterias, onde as loterias sao
distribui¢des de probabilidade em Z da forma p: Z — [0,1] tal que > ., p(z) = 1.

von Neumann e Morgestern (Neumann & Morgenstern 1944) investigaram sobre que condigoes
uma relagao de preferéncia em um conjunto de loterias P pode ser representada pelo valor es-
perado de uma fungao real (fungao utilidade) u : Z — R de forma que

prqeUp) = plulz) =Y qlz)u(z) = Ulg),

z2€Z z€Z

para todo p,q € P.
Pode-se mostrar que para que = possa ser representada desta maneira é necessério e suficiente
que ela satisfaga os axiomas apresentados seguir.

Sejam p,q,r € P.
Axioma 1. Completeza: p = q ou q = p, isto é, p = g, ou ¢ > p, ou q ~ p.
Axioma 2. Transitividade: i) Sep = qe q > rentdo p > r;ii) se p~ qe g~ 1 entdo p ~ r;

Axioma 3. Domindncia: i) Se p = g e 0 < A < 1, entdo para todo r € P tem-se A\p +
(I=XNr = A+ (1 —=XNr;i)sep~qgeld < XA <1, entdo para todo r € P tem-se

Ap+ (1 —=XN)r~Ag+ (1 —N)r.

Axioma 4. Arquimediano: Se p = q > r, entdo existem nimeros A e p com 0 < pu < A < 1 tais

que A\p+ (1= N)r>=q>pup+ (1 —p)r.

Para uma descri¢ao mais detalhada e comentarios sobre os axiomas citados acima ver Campello de
Souza (2007).

Um grande ntmero de autores®, na literatura, dizem ndo estar evidente se o axioma da
completeza é um principio de racionalidade fundamental do mesmo modo que é o axioma da
transitividade. Os autores sugerem que uma relacao de preferéncia deve, de fato, ser considerada

como incompleta, pois assim permitird uma eventual indecisao do agente. Por exemplo, Campello

!Efe Ok, Fabio Maccheroni, Fernando Campello, Juan Dubra, Robert Aumann, Sophie Bade, dentre outros.
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(Campello de Souza 2007) diz que: “Nao € dificil imaginar-se situagées nas quais nao faz sentido
existir uma ordem total. E exigir demais. O mais adequado seria admitir o existéncia de uma
ordem parcial”. Nas se¢Oes que se seguem, apresentamos o conceito de preferéncias incompletas

e mostramos como lidar com situacoes onde existem tais preferéncias.
4.3 Preferéncias Incompletas

Intuitivamente, temos que quando um jogador é incapaz de comparar todos os elementos de
um conjunto X, par a par, usando as afirmagoes “Eu prefiro x a y” ou “Eu estou indiferente
entre x e 3y’ dizemos que a relacao utilizada para a comparagao é uma relacao de preferéncia
incompleta. Formalmente, dizemos que > é uma relagao de preferéncia incompleta se ela for

uma relacao binéaria reflexiva e transitiva.

Exemplo 4.3.1. Seja o conjunto X = {a,b,c,d}. Considere a relagao bindria C em X como
sendo o conjunto C = {(a,a), (b,b),(c,c),(d,d), (a,b),(b,d),(a,d),(a,c)}, temos assim que a

relacdo C €
e simétrica: aCa, bCbh, cCc e dCd;
o transitiva: aCb e bCd implica aCd;

porém nao € completa pois os elementos b e d nao se relacionam com o elemento c. Logo podemos

afirmar que C € uma relacao de preferéncia incompleta.

Visto que para preferéncias incompletas o axioma da completeza nao é satisfeito, entao nao
poderemos utilizar, para este caso, o resultado desenvolvido por von Neumann e Morgestern
(Neumann & Morgenstern 1944), ou seja, em geral, pode nao ser possivel representar uma re-
lagdo de preferéncia incompleta > pelo valor esperado de uma tnica funcao utilidade de von
Neumann-Morgenstern. Para a representagao desta relagao de preferéncia sugerimos os resulta-
dos apresentados em Dubra et al. (2004), onde eles modificam o teorema da utilidade esperada,
enunciado por von Neumann e Morgestern (Neumann & Morgenstern 1944), para permitir prefer-

éncias incompletas dentro da sua cobertura. A nova versdo do teorema da utilidade esperada,
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enunciada por eles, diz que quando o espago de prémios é um espago métrico compacto, uma re-
lagao de preferéncia incompleta admite uma representagao “multiutilidade” desde que esta relagao
satisfaga os axiomas padrao da continuidade e independéncia.

Dizemos que uma relagao binaria = em C' é um completamento de uma relagao de preferéncia

incompleta > em C se
1. >¢ é uma relacao de preferéncia completa;
2. se a = b implica a =€ b;
3. se a > b implica a >=°b.

Exemplo 4.3.2. Seja X o mesmo conjunto apresentado no exemplo 4.3.1. Considere agora a
relagao bindria D em X como sendo o conjunto D = {(a,a), (b,b), (¢, ¢), (d,d), (a,b), (b,d), (d,c),

(b,0),(a,d),(a,c)}, temos assim que a relagao D é
o simétrica: aCa, bCbh, cCc e dCd;
o transitiva:

— aCb e bCd implica aCd,
— bCd e dCc implica bCc,

— aCd e dCc implica aCc;
e completa: aDb, bDd, dDc, bDc, aDd e aDc.

Logo podemos afirmar que D é uma relagdo de preferéncia completa. Além disso, podemos con-
cluir, através da defini¢do de completamento apresentada acima, que a relacdo D € um completa-
mento da relacao C apresentada no exemplo 4.5.1, pois D é uma relacao de preferéncia completa

e as sequintes implicacoes sao verdadeiras:
e aCb implica aDb;

e bCd implica bDd;
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e aCd tmplica aDa;

e aCc implica aDc.
4.4 Jogos em Forma Normal x Relacao de Preferéncia

Na Segao 2.3, foi apresentada uma defini¢ao de jogo na forma normal que faz uso de fungoes
utilidade para representar as preferéncias dos jogadores sobre os diversos perfis de estratégias
que podem ser jogados em um dado jogo. Conforme vimos na Segao 4.2.1, ao trabalharmos
com uma func¢ao utilidade estamos implicitamente assumindo que as relagoes de preferéncias dos
jogadores sao reflexivas, transitivas e completas. Como nosso objetivo neste capitulo é modelar
jogos em forma normal onde os jogadores podem possuir preferéncias incompletas, tal modelo
nao é adequado. Portanto, de agora em diante, ao descrever um jogo em forma normal iremos
descrever explicitamente as relagoes de preferéncias dos jogadores. A seguir apresentamos a
descricao formal de um jogo em forma normal usando relacoes de preferéncia completas, que
pode ser encontrada em Osborne & Rubinstein (1994).

Um jogo na forma normal é um vetor ¥ = (N, (C;)ien, (=i)ien), onde

e N & um conjunto (finito) de jogadores;

e (; é um conjunto de estratégias disponiveis para o jogador i;

e ~; ¢ arelacao de preferéncia completa do jogador i em C' = x;enCj.

Um conceito de solugao para este jogo é o equilibrio de Nash. A idéia por tras do equilibrio
de Nash é a mesma mostrada na Segao 2.3, a tnica diferenga é que agora estamos trabalhando

com relagao de preferéncia completa ao invés de funcgao utilidade.

Definicao 4.4.1. Um perfil de estratégias c* € C' € um equilibrio de Nash de um jogo em forma

normal ¥ = (N, (C;)ien, (=i)ien) se para todo i € N temos

c* = (c*_i,ci), Ve; € Cj.
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Assim temos que para ¢* ser um equilibrio de Nash é preciso que nenhum jogador ¢ tenha
uma estratégia que produza um resultado que ele prefere do que um resultado produzido quando
ele escolhe a estratégia c;, dado que todos os outros jogadores escolhem suas estratégias em c*.

Pode-se agora definir um jogo em forma normal com preferéncias incompletas apenas per-
mitindo que as relagoes binérias {>;: i € N} que representam as preferéncias dos jogadores com
respeito aos perfis de estratégia C sejam relagoes de preferéncias incompletas. Quando temos
um jogo onde as preferéncias sdo incompletas a defini¢ao de equilibrio de Nash muda um pouco.

Para esses casos, define-se equilibrio de Nash da seguinte forma:

Definicao 4.4.2. Um perfil de estratégias c* € C € um equilibrio de Nash de um jogo com
preferéncias incompletas em forma normal ¥ = (N, (C))ien, (=i)ien) se para nenhum jogador

i1 € N existir uma acao ¢; € C; tal que
(¢, ¢) =i "
Denotamos o conjunto de equilibrios de Nash do jogo ¥ por N (V).

Definicao 4.4.3. Dizemos que um jogo ¥¢ = (N,C;, =%) € um completamento de um jogo com

preferéncias incompletas ¥ = (N, C;, =;) se =§ € um completamento de =; para todo i € N.

Bade (Bade 2005) demonstrou o seguinte teorema que propoe um método para encontrar os

equilibrios de Nash em jogos com preferéncias incompletas.

Teorema 4.4.1. Para qualquer jogo com preferéncias incompletas ¥ = (N, (C;)ien, (=i)ien)
temos que o conjunto de equilibrios de Nash deste jogo € igual a unido dos conjuntos de equi-
librios de Nash de cada possivel completamento de ¥, ou seja, N(W¥) = [J{N(¥) : U € um

completamento de V}.

Este teorema reduz o problema de encontrar equilibrios de Nash em um jogo com preferéncias
incompletas para um problema mais comum que é o de encontrar equilibrios de Nash em um

conjunto de jogos com preferéncias completas.
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4.5 Representagao de Jogos em Forma Normal com Falta de Conhe-
cimento Comum sobre Preferéncias

Antes de definirmos um jogo em forma normal com falta de conhecimento comum sobre
preferéncias é preciso reformular a definigdo de jogo normal aumentado, para que, desta maneira,
ela possa ser utilizada dentro do contexto de relagoes de preferéncia. Chamaremos esse jogo

normal aumentado reformulado de jogo estendido.

Definicao 4.5.1. Um jogo estendido baseado em um jogo normal ¥ = (N, (C;)ien, (=i)ien) €

um vetor W' = (N, (Client, (=})ients (=})ijyen2) tal que

Al T = (N, (Client, (%h)ient) € um jogo em forma normal;

A2 N' = N;
A3 C! = Ci;

oo/
Ad =7

Intuitivamente, a diferenca entre um jogo em forma normal e um jogo estendido é que em um
jogo estendido temos a presenca de uma componente extra na definicdo do jogo, que representa
a crenga de cada um dos jogadores a respeito das preferéncias dos demais jogadores. Deste
modo, t;j é uma relacao de preferéncia que o jogador ¢ acredita que o jogador j possui quando
o verdadeiro jogo ¢ ¥’.

A seguir, apresentamos a definicdo de completamento de um jogo estendido.

Definicdo 4.5.2. Dizemos que U'¢ é um completamento de um jogo estendido W' se W' ¢ um

completamento de T e EZ for um completamento de iéj para todo (i,7) € N2.

Representamos um jogo em forma normal com falta de conhecimento comum sobre prefe-
réncias, baseado em um jogo em forma normal ¥ = (N, (C;)ien, (>=i)ien), através da tripla

T2 = (G, ™ F) onde

e G é um conjunto formado por jogos estendidos baseados em W. Pela definicao de jogo

estendido temos que todos os jogos em G possuem os mesmos jogadores, 0 mesmo conjunto

63



4.5. REPRESENTACAO DE JOGOS EM FORMA NORMAL COM FALTA DE
CONHECIMENTO COMUM SOBRE PREFERENCIAS

de estratégias para os jogadores, mas as relagoes de preferéncias incompletas e as crencas

dos jogadores a respeito das preferéncias dos demais em cada jogo podem ser diferentes.

e U™ &0 jogo do modelador. Como o modelador é omnisciente, exigimos que U = ¥. Pode-
se pensar em U™ como sendo o jogo objetivo que descreve as verdadeiras preferéncias dos
jogadores. Os demais jogos em G descrevem jogos do ponto de vista de algum jogador do

jogo, sao jogos subjetivos.

e F ¢ uma fungao que leva um jogo normal estendido ¥’ € G e um jogador i € N em um

jogo normal estendido ¥’ € G, isto &, F : (G,N) — G.

A intuicao que se tem a respeito da fungdo F é que se estamos em alguma situagdo onde um
jogador j acredita que o verdadeiro jogo ¢ ¥/ e que o jogador i se movimenta neste jogo, entao
F(¥, i) = U” significa que o jogador j acredita que o jogador i acredita que U” é o verdadeiro
jogo quando ele se move em ¥’ .2

A fungao F possui algumas restrigbes que capturam propriedades desejaveis para que pos-
samos modelar a falta de conhecimento comum sobre as preferéncias dos jogadores. As restrigoes

da funcao F sao apresentadas a seguir:

R1 Se F(V',i) = ¥" entdo =7=~]., Vj € N”, ou seja, se o jogador, que acredita que o ver-
dadeiro jogo ¢ W', acredita que o jogador ¢ acredita que ¥” ¢é o verdadeiro jogo quando
ele esta jogando em W’ entao as preferéncias para os jogadores em ¥’ devem ser iguais as

preferéncias que representam a crenca do jogador i, no jogo ¥’, em relagao as preferéncias

dos outros jogadores. Particularmente, temos que se F(U', i) = ¥” entao »=;=>".

R2 Se F(V' i) = ¥ entao F(V” i) = U”, ou seja, esta condigdo garante que se o jogador i
acredita que o verdadeiro jogo é ¥, entao ele acredita que ele acredita que o verdadeiro

jogo é ¥ e que além disto este fato é de conhecimento comum entre os jogadores.

2Note que com esta definicio nio podemos modelar a situacio que o jogador j tenha incerteza sobre o jogo
que o jogador ¢ acredita ser o verdadeiro, pois estamos assumindo que a funcao F é deterministica. Na Secao 4.6,
eliminaremos esta hipotese.
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O completamento de um jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias é definido

da seguinte forma:

Definicao 4.5.3. Dizemos que UA¢ = (G, w™e  F€) é um completamento de um jogo com falta

de conhecimento comum, sobre preferéncias ¥ = (G, 0™ F) se
(a) WA for um jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias;
(b) G¢={W'°: W' ¢ um completamento de ¥’ € G};
(c) WM = (P™)<; e
(d) F¢: (G, N)— G° tal que F(V' i) = (F(V,7))°.
Estratégia Local Pura

A defini¢ao de estratégia local pura é baseada na definicdo de estratégia local apresentada
na Subsecao 3.2.1, a tnica diferenca é que aqui, como os jogadores possuem preferéncias sobre
perfis de estratégias puras, nés nao permitiremos que os jogadores randomizem ao escolherem
suas agoes, ou seja, excluiremos, por enquanto, o uso de estratégias mistas.

Seja G; = {V’' € G : para algum ¥T € G, F(¥', i) = ¥} o conjunto de jogos que algum
jogador (ou o modelador) acredita que i considera ser o verdadeiro em alguma situagao do jogo.

Formalmente, definimos estratégia local pura como:

Defini¢ao 4.5.4. Uma estratégia local pura c; g para um jogador i em um jogo ¥' € G; nada
mais € do que uma estratégia pura para i em V. Assumiremos que o jogador i, utilizard a

estratégia local ¢; g em todo jogo ¥ € G tal que F(¥T,i) = 0.

Dada a definicdo de estratégia local pura, definimos um perfil de estratégia generalizado, c¢®,

como sendo um vetor cujas coordenadas sao estratégias locais puras, ou seja, ¢® = {ciw i€

. , ’ . -
N, ¥ € G;}. Definimos também o vetor ¢ como sendo um vetor cujo as coordenadas sio as

estratégias locais puras, pertencentes ao perfil ¢2, que os jogadores escolhem no jogo ¥/, ou seja,

/ - / / L.
A = (Cff(\p/ﬂ'))iGN' A notacao (cA )_; representa o vetor c® sem a estratégia local pura que o

jogador 7 escolhe em W',
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Equilibrio de Nash Generalizado

Dado um perfil de estratégia generalizado ¢® definimos um equilibrio de Nash generalizado

como a seguir.

Definicio 4.5.5. Um perfil de estratégia generalizado ¢® é um equilibrio de Nash generalizado

de um jogo W2 se para todoi € N e W' € G;, ndo existir nenhuma estratégia local d; € C! tal que

Encontrando Equilibrio de Nash Generalizado

Mostraremos, agora, como generalizar o Teorema 4.4.1 apresentado na Secdo 4.4. Aqui o
termo generalizagao é aplicado no seguinte sentido: o teorema apresentado por Bade (Bade 2005)
é utilizado para situacoes em que apenas o modelador nao conheca em detalhes as preferéncias dos
jogadores, conforme afirma Bade (Bade 2005), pagina 313, “Este método pressupoe que apenas o
modelador nao sabe as preferéncias dos jogadores. Se assumirmos que os jogadores sdo igualmente
ignorantes sobre as preferéncias dos outros jogadores o resultado de robustez do Teorema 4.4.1
€ violado...”. Nosso modelo vem, portanto, generalizar o método proposto por Bade, de forma
que os jogadores também possam ser ignorantes a respeito das preferéncias dos demais. Ainda
assim, somos capazes de provar um resultado anélogo ao Teorema 4.4.1.

Para fazermos esta generalizagdo precisamos primeiro construir um jogo com preferéncias
incompletas em forma normal (¥2)” = (NV, (CE{L-’\I,,))(L\I//)ENV,(i’(ji7\lj,))(i7\11/)€Nu), baseado no

jogo U2 = (G, U™, F), cujas propriedades sdo :
e NV ={(;,¥'):i€ N,V € G;};
o Cliyy =04
e Va,b e C? temos que a E(VM,,) bead =LY
Podemos notar que existe uma correspondéncia 1—1 entre os perfis de estratégia generalizados

de U2 e os perfis de estratégia puras de (\IIA)V, pois podemos associar uma estratégia local pura
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para o jogador i em ¥/ € G; com a estratégia pura do jogador (i, ¥’) em (U2)”. A existéncia
dessa correspondéncia é um ponto muito importante, e juntamente com as propriedades do jogo

v . . .
(\IIA) , apresentadas acima, nos ajuda a demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5.1. ¢¥ € um equilibrio de Nash do jogo (\I/A)y, se e somente se, ¢ € um equilibrio

v

de Nash generalizado de \I/A, onde Chiwy = ciA\I,/, para todo i € N, e ¥' € G;.

Para a demonstracao deste teorema utilizamos as defini¢oes de equilibrio de Nash e equilibrio

de Nash generalizado, bem como as propriedades do jogo (‘IIA)V.
14

Denotaremos por (¥2)”“ um completamento do jogo (U4)

O lema apresentado a seguir mostra que existe uma relacéo entre os completamentos de ¥4

e (T2,

Lema 4.5.1. Ezxiste uma correspondéncia entre os completamentos de U2 e (\I/A)V, tal que

(\I/Ac)u — (\IIA)VC'

Para a demonstracao deste lema utilizamos as defini¢oes de completamento para jogos e para
preferéncias. Maiores detalhes sobre a demonstragao do Teorema 4.5.1 e do Lema 4.5.1 podem
ser encontrados no apéndice.

Nosso principal interesse aqui é mostrar que podemos encontrar equilibrios de Nash generali-
zado, para o nosso modelo de jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias, uti-
lizando um resultado que é uma “generalizagao” do resultado apresentado por Bade (Bade 2005).
O resultado apresentado em Bade (2005) é o Teorema 4.4.1, apresentado na Segao 4.4, ja o

resultado que noés obtivemos é o seguinte teorema:

Teorema 4.5.2. Para todo jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias U2 temos
que o conjunto de equilibrios de Nash generalizado desse jogo € igual a uniao dos conjuntos de
equilibrios de Nash generalizado de cada completamento de U, ou seja, N(¥2) = U{N(T4°) :

TAC ¢ um completamento de U™},

Para a demonstracao deste teorema usamos o Teorema 4.4.1 apresentado e demonstrado por

Bade (Bade 2005), o Teorema 4.5.1 e o Lema 4.5.1. A demonstragao deste teorema por completo
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se encontra no apéndice.
4.5.1 Restrigcao: Conhecimento Parcial sobre Preferéncias

No jogo que definimos na secdo anterior, além dos jogadores poderem nao saber sobre as
preferéncias dos demais, permitimos que um jogador tivesse falsas crencas sobre as preferéncias
dos demais, isto é, poderia acontecer um caso que o jogador i preferisse estritamente ¢ a ¢/, mas
o jogador j acreditasse (falsamente) que i preferisse ¢’ a c¢. Nesta subse¢ao vamos mostrar como
ficam os resultados apresentados acima para o caso onde nao permitiremos que os jogadores
possuam falsas crengas com respeito as preferéncias dos demais, somente permitiremos que os
jogadores possam nao saber como os demais jogadores comparam dois perfis de estratégias.

Para este caso nés iremos manter a mesma definicao de jogo estendido, apresentada no comego

desta secao, mas acrescentaremos a ela uma das duas condigoes a seguir:
A5 =.Cr Ve N,
A6 Sea t;j b entdo a t;- be

!/ 5 !/
Se a >;; b entao a > b.

Ao adicionarmos A5, entao todo jogador i s6 pode acreditar que um perfil ¢ é preferivel a
um perfil ¢’ de acordo com as preferéncias de qualquer outro jogador j, se j realmente tem uma
preferéncia por ¢ em relagao a ¢’. Contudo, A5 nao ¢ forte o suficiente para excluir a seguinte
possibilidade. Suponha que o jogador j seja indiferente entre c e ¢/, logo temos ¢ = decd =ie
no jogo U™ suponha ainda que um outro jogador 7 nao saiba que ¢’ =7 ¢, mas saiba que ¢ =7 c,
ou seja, se F (U™, i) = W', entdo c = ¢, e ¢ ?f; ¢, portanto ¢ = ¢/, o que implica que o jogador
1 acredita falsamente que j tem uma preferéncia estrita por ¢ quando comparado com ¢’. Para
eliminarmos este caso, precisamos da condigdo A6 que garante que tal situagdo nao pode ocorrer.

A representacdo do jogo ¢ a mesma utilizada na secio anterior, U2 = (G, U™, F), com a
diferenca que adicionaremos uma das condi¢oes acima na defini¢ao de jogo estendido.

E facil observar que ao adicionarmos uma nova condicao a definicdo de jogo estendido, este

novo jogo U2 continua satisfazendo as hipoteses do Teorema 4.5.2, portanto o mesmo continua
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valido desde que nao requeiramos que os completamentos de W2 satisfacam A5 ou A6. Uma
pergunta natural é saber se o Teorema 4.5.2 permanece valido se restringirmos a classe de com-
pletamentos de um dado jogo também exigindo que se um jogo ¥4 satisfaz A5 ou A6 o seu com-
pletamento também satisfara as respectivas condigbes. Mostramos a seguir um contra-exemplo

que comprova que com estas novas restrigoes o Teorema 4.5.2 nao é mais vélido.
contra-exemplo

Considere o seguinte jogo W2 = ({T™, ¥}, U™ F), onde:

N ={1,2};

C1 ={A, B}, Cy ={a,b};

FU™ 1) =W, F(U™,2) = 0", F(W 1) = F(V,2) =

(4, a) -1" (A,0) =1" (B, a) »1" (B, b);

(B,b) =5 (B,a) »5" (A,b) =1" (4, a);

(4,a) -1 (A,0) - (B,a) > (B, b);

(B,b) =4 (A,b) e (B,a) ~5 (A4, a).

Assuma ainda que U2 satisfaz as restricoes A4 e R1. Note que isto implica que ela satisfaz A5
e A6. Note ainda que existe um equilibrio de Nash generalizado ¢* tal que Cik,\p/ = A, 037\1”“ =b
e 037\1,, =a.

O tnico completamento de pA que satisfaz A5 ou A6 é PAC tal que imc:t/f:iin e
ig“::ilfzigl. Podemos observar que este jogo tem apenas um equilibrio de Nash generalizado

d*, onde d* , = A, dygme =bed) ,, =D

1,0'e 2,0c
Assim, mostramos que os equilibrios de Nash generalizados de U2 néo podem ser obtidos

olhando apenas os equilibrios de Nash generalizados dos completamentos de U2 que satisfazem

A5 ou A6. Assim, temos entao o seguinte resultado:
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Teorema 4.5.3. Sejam os conjuntos C(U2) = {UAC : UAE um completamento de U2} e D(VA) =
{\I/Ad : UA ¢ ym completamento de U que satisfaz as restri¢oes A5 ou A6}; entao para todo

jogo com conhecimento parcial sobre preferéncias U2 temos que
U{N(29) : T2 € D(TA)} € U{N(T2°) : U2 € C(T2)} = N(T2).

A igualdade do teorema ja foi demonstrada anteriormente e a expressao U{N(¥2%)} C

U{N(T2)} & facil verificar, visto que D(T2) C C(T2).
4.6 Incerteza sobre Preferéncias

Por facilidade de exposi¢ao, na segao anterior ndo permitimos que os jogadores tivessem
incerteza sobre as preferéncias dos demais, exigindo sempre que a fungao F fosse deterministica.
Mostraremos, nesta segao, como ficam os resultados (Teorema 4.5.1, Lema 4.5.1 e Teorema 4.5.2)
apresentados acima, para o caso onde um jogador possa ter duvidas a respeito dos jogos que os
outros jogadores estao jogando, ou seja, noés permitiremos que um jogador 7, jogando em um jogo
U’, tenha davidas sobre quais os jogos que os outros jogadores, que estao jogando com ele, acham
que estao jogando. Mais precisamente, temos que se i acredita que esta jogando W', queremos
agora modelar a incerteza que 7 pode ter com respeito a crenca que os demais jogadores em W’
tém sobre as relagoes de preferéncias uns dos outros.

Para que possamos modelar incerteza sobre preferéncias, os jogadores agora tém que ser
capazes de expressar preferéncias sobre distribuigoes sobre perfis de estratégias, ou seja, as prefe-
réncias =; em um jogo em forma normal ¥ = (N, (C;)ien, (=i)icn) agora sdo entre elementos
de A(x;enC;). Considere, agora, R’ como sendo o conjunto de todas as relagoes de preferéncia,
assimétricas e transitivas, em A(x;en'C}). Seja Bj; € A(R') uma distribuicdo de probabilidade
sobre o conjunto de possiveis relagoes de preferéncias incompletas que representam a incerteza
que o jogador i tem a respeito das preferéncias do jogador 7 no jogo ¥’. Agora podemos redefinir

um jogo estendido da seguinte forma:

Definigao 4.6.1. Um jogo estendido baseado em um jogo normal ¥ = (N, (C;)ien, (>i)ien) €

um vetor W' = (N, (C})ien', (=})ient, (Bi;) (i, j)en?) que satisfaz A1-A3 e
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4.6. INCERTEZA SOBRE PREFERENCIAS

* !/ !/ - /
A*4 Bj, =[], Vje N

Para representarmos esse novo jogo, onde permitimos a incerteza dos jogadores, usaremos
a notacao ¥ = (G, ¥™, F) onde o conjunto G e o jogo U™ sdo iguais aos da definicao de U4,
apresentada na se¢ao anterior, mas agora usando a nova definicao para jogo normal estendido.
A diferenca entre esta nova representacao TAea representagao VZ que agora a funcao § nao
¢ mais uma funcéo deterministica como era em ¥2. A funcdo § é agora uma funcio que leva
um jogo normal aumentado W', pertencente a G, em uma distribuicido de probabilidade sobre
Xien'G. Dada uma funcao §, seja §; a distribuicdo marginal de § correspondente ao i-ésimo

jogador. Essa nova funcdo § apresenta as seguintes restri¢oes:

RO > yic g wr_p8i(¥)(¥") = Bj;(B), VB € Re (i,j) € N
’=J

R*1 Se §;(¥T)(¥') > 0, entao §;(¥')(¥') = 1;

Uma explicagao mais intuitiva sobre a fungao § é a seguinte: se estamos em alguma situagao
onde um jogador j acredita que o verdadeiro jogo ¢ ¥’ e que o jogador i # j se movimenta neste
jogo, e Fi(¥')(V”) = 1 entdo o jogador j acredita com probabilidade 3 que o jogador i acredita
que o verdadeiro jogo ¢ ¥ quando ele esta jogando em W',

Definimos o completamento de um jogo com incerteza sobre preferéncias do tipo ¥A =

(G, U™, §) como a seguir.

Definigao 4.6.2. Dizemos que ¢ = (G¢, U™ F°) é um completamento de U™ = (G, U™, F) se
ge = {\II/C :U'C 6 um completamento de ' € G}, onde U™€ ¢ o completamento de U™ e F© € tal
que FE(T')(€) = F(T')(p), onde £ € X:en'GS @ € Xien'G, e & = ¢f para todo i € N'.

Estratégia Local

A definicdo que nds usaremos para estratégia local, neste caso, é a mesma apresentada na
Subsecao 3.2.1.

Seja G; = {V¥’' € G : para algum ¥ € G, F;(¥T)(¥’') > 0}, o conjunto de jogos que algum
jogador acredita que ¢ considera ser o verdadeiro em alguma situagdao do jogo. Formalmente,

temos que a definicao de estratégia local é a seguinte:
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Definicao 4.6.3. Uma estratégia local 6;w para o jogador i em um jogo V' € G; é uma
distribuiciao de probabilidade sobre as estratégias puras de i em W', assim podemos dizer que

di,w € A(C)).

Dada a definicio de estratégia local, definimos um perfil de estratégia generalizado 6* como
sendo um vetor cuja as coordenadas sio estratégias locais, ou seja, 6 = {0iw i€ N,V € G}
O conjunto de todos os perfis de estratégia generalizados é representado por C*. Definimos
também 6% que é uma distribuicao de probabilidade em €’ tal que para todo d € C”:

May= D FENO]] die(d)) (4.1)
E€EXenr§ =N
Para qualquer estratégia local d; g para o jogador ¢ em W¥’, denotamos por ((5A/)_Z~,di,\p/) a
distribui¢ao de probabilidade em C’ que se obtém utilizando a Equagao 4.1 quando o perfil de
estratégia generalizado utilizado é (5&’\1,,, diw).

Conforme foi dito no comego desta segao, os jogadores agora sao capazes de expressar suas
preferéncias sobre distribui¢oes de probabilidade sobre perfis de estratégias. Note que 6 6 uma
distribuicdo em C’; intuitivamente, se um jogador i acredita que o verdadeiro jogo é ¥/, entdo 6%
¢ a distribuicao sobre os possiveis perfis de estratégia C’ que i acredita se os jogadores seguem

as estratégias em 6.
Equilibrio de Nash generalizado

Dado um perfil de estratégia generalizado 6, definimos um equilibrio de Nash generalizado

como a seguir.

Definicao 4.6.4. Um perfil de estratégia generalizado 6 é um equilibrio de Nash generalizado

de um jogo W™ se para todo i € N e W' € G;, nio existir nenhuma estratégia local 0w tal que

/

(™) i, 65.0) =) ()

Note que tanto ((6)_;,d;.4/) como (62 sdo distribuigoes de probabilidade em C’. Intuiti-

vamente, esta definicao afirma que para qualquer jogador 7, se ¢ acredita que o jogo é ¥/, entao i
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nao pode unilateralmente conseguir obter uma melhor distribui¢ao sobre C’ dado que os demais

jogadores seguem as estratégias de acordo com 6.
Encontrando Equilibrio de Nash Generalizado

Mostraremos, agora, que o Teorema 4.5.2 também pode ser usado para encontrar equilibrios
de Nash generalizado em jogos com incerteza sobre preferéncias ¥, Os passos para mostrarmos
este resultado sdao basicamente os mesmos usados para a demonstragao do Teorema 4.5.2.

v

Primeiro construimos um jogo em forma normal ()" = (NV,( G W/))(L\I}/)GNV,(EI(; o)

)(Z'y\Ijl)eNu)’ baseado no jogo ¥4 = (G, 9™, ), com as seguintes propriedades:
o NV ={(;,¥'):ie N,V € G,};

° CE/@\IJ/) — C/.

'Rl

e Va,b e CN temos que a (o b a =ty

Baseado na defini¢ao do jogo (\I/A)” , podemos associar uma estratégia local para o jogador
em ¥ € G; com a estratégia mista do jogador (7, ¥’) em (¥*)”, evidenciando assim a existéncia
de uma correspondéncia 1 — 1 entre os perfis de estratégia generalizados de U e os perfis de

estratégias mistas de (U4)”,

Teorema 4.6.1. " é um equilibrio de Nash do jogo (\IIA)V, se e somente se, 6™ € um equilibrio

de Nash generalizado de U, onde §¥ e 8™ sdo tais que (5(”1. vy = 5{\1,,, para todo (i, ') € N".

A demonstragao deste teorema é anédloga a demonstragao do Teorema 4.5.1, com a diferenga
que agora estamos trabalhando com estratégias mistas.
A seguir apresentamos um lema que mostra a existéncia de uma relagao entre os completa-

mentos de UA e (UA)”,

Lema 4.6.1. Existe uma correspondéncia entre os completamentos de U e (\IIA)V, tal que

\IJAC —_ (\I,A)l’c
A demonstragdo deste lema é andloga a demonstragao do Lema 4.5.1.
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Devemos atentar para o fato que nas demonstragoes do Teorema 4.6.1 e do Lema 4.6.1 a
defini¢do do vetor o’ € CA ¢ diferente da definicio de o’ € C2'.

Através do Teorema, enunciado a seguir, mostramos que um equilibrio de Nash generalizado
de um jogo com incerteza sobre preferéncias ¥ pode ser encontrado da mesma forma que um

equilibrio de Nash generalizado de um jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias

UA,

Teorema 4.6.2. Para todo jogo com incerteza sobre preferéncias U™ temos que o conjunto
de equilibrios de Nash generalizado desse jogo € igual a unido dos conjuntos de equilibrios de
Nash generalizados de cada completamento de U™, ou seja, N(¥N) = U{N(TA) : TA¢ ¢ um

completamento de U}

A demonstragao deste teorema é anéloga a demonstracao do Teorema 4.5.2, com a diferenca
que para esta demonstragao usaremos o Teorema 4.6.1 e o Lema 4.6.1 ao invés do Teorema 4.5.1

e do Lema 4.5.1.
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CAPITULO B

Conclusdes e DirecGes para Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

No desenvolvimento deste trabalho, foram apresentados alguns modelos capazes de represen-
tar situagoes onde o conhecimento comum nao é mais uma hipotese obrigatéria. Esses resultados
sao de suma importéncia, visto a dificuldade que se tem em aplicar os modelos existentes de Teo-
ria dos Jogos (Padrao) em situagoes do nosso cotidiano, onde a hipotese de conhecimento comum,
geralmente, nao é satisfeita. Os modelos desenvolvidos neste trabalho ajudarao a prever com
mais eficiéncia a escolha 6tima de um agente diante de situagoes que ocorrem no nosso dia-a-dia.

Um dos pontos abordados, neste trabalho, foi a representacao de jogos com consciéncia em

forma normal. Para este caso, nés obtivemos os seguintes resultados

e Propusemos um modelo em que se permite que os jogadores possam ser inconscientes das
acoes disponiveis para eles e para os outros jogadores. Este modelo se baseou no modelo
proposto por Halpern e Régo (Halpern & Régo 2006) para jogos com consciéncia em forma

extensa.

e A flexibilidade do modelo proposto por Halpern e Régo (Halpern & Régo 2006), no que
diz respeito ao caso de lidar com consciéncia sobre inconsciéncia, foi também encontrada

no nosso modelo.
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e Para esses dois casos (jogos com consciéncia e consciéncia sobre inconsciéncia), n6s mostramos
como generalizar o conceito de equilibrio de Nash e também provamos a sua existéncia em

jogos localmente finitos.

Outro ponto abordado nesta dissertacao foi a modelagem de jogos com preferéncias incom-

pletas. Para este caso, nds obtivemos os seguintes resultados:

e Propusemos um modelo em que se permite que os jogadores sejam incapazes de realizar
comparagoes entre alguns possiveis cendrios (perfis de estratégias), e também que os jo-
gadores possam nao ter conhecimento comum sobre como os demais jogadores avaliavam

os possiveis cenarios do jogo.
e Para esses jogos foi também apresentado o conceito de equilibrio de Nash generalizado.

e Por fim, apresentamos um teorema que generalizou o resultado obtido por Bade (Bade
2005), no qual ela apresenta uma maneira de se encontrar o equilibrios de Nash de um
jogo com preferéncias incompletas. Esse termo generalizacao vem do fato de que no nosso
teorema foi permitido que nao apenas o modelador, mas também os jogadores pudessem

ser ignorantes a respeito das preferéncias dos demais.

5.2 Diregoes para Trabalhos Futuros

Listamos a seguir algumas questoes que permanecem ainda em aberto. Esperamos que algu-

mas dessas questoes possam ser bem exploradas e que resultem em bons trabalhos.

e Estudar a existéncia de novos conceitos de solugao para jogos com consciéncia em forma

normal;

e Investigar a existéncia de técnicas computacionais eficientes para computar equilibrio de

Nash generalizado;

e Estudar o conceito de consciéncia em jogos cooperativos;
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5.2. DIRECOES PARA TRABALHOS FUTUROS

e Verificar se o resultado apresentado por Bade (Bade 2005), para o caso restrito onde as
relaces de preferéncia para os jogadores sio relacdes de preferéncia representaveis', con-

tinua valido para o nosso modelo para Falta de Conhecimento Comum sobre Preferéncias

em Jogos na Forma Normal.

LA relagdo = ¢é dita ser representével se existe uma fungéo u : C — R" tal que a = b < u(a) > u(b), onde a
expressao u(a) > u(b) significa que u;(a) > u;(b), Vi =1,2,...,n.
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APENDICE A

Demonstracdes

Teorema 3.2.1. 5 ¢ um equilibrio de Nash de U, se e somente se, 5 for um equilibrio de Nash
generalizado de ¥*, onde 0, g, = d¢i,uy parai € N e U e g;.

Demonstracao: Seja § um equilibrio de Nash de W?. Por definicio temos entdo que

-

Uity (0) = ugu+y (0 (i p+), 5),

V(i,¥F) e N? s ¢ A(C&w)).

Agora, utilizando os seguintes fatos:

L. d(;,w+) = 0; ¢+ Para todo (4, ot) e NY,

—

2. ugpy(0) = Ui,\lﬂr(g/);
3. C(Hmw) =C;

temos

=

i g+ (8) = (i u+y (0) > wgiu+y (0 u+), ) = ui,\I/+(‘§7_(z‘,\1:+)a s).

Assim, temos que u; g+ (&) > U gt (&

0 \1/+)73)7 Vi e N,UT € G e estratégia local s para i
em U'. Portanto, & & um equilibrio de Nash generalizado de ¥*. A demonstragao da volta é

analoga.
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Corolario 3.2.1. Todo jogo com consciéncia em forma normal, com 2 jogadores, localmente
finito tem um equilibrio de Nash generalizado.

Demonstragao: Para esta demonstracao utilizaremos o seguinte resultado apresentado em
Salonen (2005): Um jogo em forma normal possui um equilibrio de Nash em estratégias mistas
se, para cada jogador i € N, o conjunto de estratégias puras S; € um espag¢o métrico compacto e
as fungoes utilidade u; : S — R sdo continuas para todo i € N.

Podemos observar que no jogo ¥? todos os jogadores tem um ntimero finito de estratégias
puras; isso nos permite afirmar que S; é um espago métrico compacto. Além disso, temos que
a utilidade de cada jogador em UY depende somente das estratégias de um namero finito de
jogadores, assim é facil ver que u; : S — R é continua para cada jogador ¢ € N. Logo, aplicando
o resultado apresentado acima, temos que o jogo Y tem um equilibrio de Nash em estratégias
mistas. Entao, o Teorema 3.2.1 implica que todo jogo com consciéncia em forma normal, com 2

jogadores, localmente finito tem um equilibrio de Nash generalizado.

Obervacao: Note que em nenhum momento nas demonstragoes do Teorema 3.2.1 ou do
Corolario 3.2.1, utilizamos o fato que ||N|| = 2, portanto, como mencionamos no Capitulo 3, a

prova do resultado para o caso de n jogadores é idéntica.

Teorema 4.5.1. ¢V € um equilibrio de Nash do jogo (\IIA)V, se e somente se, ¢ € um equilibrio

de Nash generalizado de U2, onde c(”l. vy = Cz‘A\l/" para todoi € N e ¥' € G;.

Demonstragao: Seja ¢ um equilibrio de Nash do jogo (\I/A)V. Entao, por defini¢ao, temos que
V(i,¥’) € N”, 390(2-7\1,/) € C'(”Z.,\I,,) tal que
()= wrys cwny) =(ory €
Agora, utilizando as propriedades
Cliwy = Clea Zliuny b a =
e também o fato que o perfil de estratégias puras ¢’ corresponde ao perfil de estratégia genera-
lizado ¢®, temos que Vi € N® W' € G;, B¢, € O/ tal que
((®) i ) =5 ().
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Assim, por definicdo temos que ¢® é um equilibrio de Nash generalizado de 2. A demons-

tragao da volta é analoga.

Lema 4.5.1 Ezxiste uma correspondéncia entre os completamentos de U2 e (\I/A)V, tal que
(DAY = (FA)e,

Demonstragio: Primeiro mostraremos que um completamento em W2 corresponde a um com-
pletamento em (U4)”.

Seja UA¢ um completamento de U2, entdo VU’ € G existe um v'e e ge, tal que T'C 6 um
completamento de W'. Assim temos que Vi € N e ¥’ € G, a relacao t;c é um completamento de
-

Defina agora um jogo (U2)"" tal que N¥* = NV, C** =C% e a i b d =V, Como
Vie NeU'ceGea relacao tlf é completa entdo podemos afirmar que i'(ifq,/) é também uma
relagdo completa V(i, ¥') € N”. Precisamos mostrar agora que t(”i‘fq,,) é um completamento de
=Gy V(i,¥’) € NY; para isso vamos mostrar que:

i) a il(’“p,) b=a i’(’;f\l,,) b

i) a = gn b= a (g b

Parte i) Seja a =(;.wry b logo, pela defini¢ao de (¥2)”, temos que a =G b= a =iV e como
>3 & um completamento de >} entdo, pela definigio de completamento a’ =/ b = a’ = ¥/, logo
a t'(’i’q,,) b= d t;c b. Assim, usando a definicio de (¥2)" onde a tl(’zf’fq,,) bed i;c b, temos
que a il(/i,\lﬂ) b=a t(”fqﬂ) b. A prova da parte ii) é aniloga.

Com isso mostramos que tl(’lf’f ) é um completamento de t’(’i’\p,), V(i, ¥') € N”, logo podemos
concluir que um completamento em % corresponde a um completamento em (¥2).

Agora mostraremos a reciproca que um completamento em (¥2)” corresponde a um comple-
tamento em U4,

Seja (T2)” um completamento de (¥2)”. Entdo temos que = (ioyry ¢ um completamento
de ={; y1), V(i,9') € NY. Defina agora um jogo ¥A% = (G% U™ F*) onde G* = {¥'* =
(N, Cl,=%) - W' = (N',Cl,>)) € Ged =V < a =(rery b, Vi € N}. Agora precisamos

/ , . .
mostrar que >,% é um completamento de =/, Vi € N; para isto vamos mostrar que:

80



i) d =LV =d t;x 4
i) o =Y =d =Y.

Parte i) Seja o’ = V' logo, pela defini¢do de ¥”, temos que o’ =,V = a =0y b e como =(Fy,

l(/i,\I/’) entao, pela defini¢cao de completamento a =¥ b=a i(”i‘fq,,) b,

é um completamento de > (6,07

logo temos que @’ > b = a = (i b Assim, usando a definigio de UA* temos que a’ =} b =
a' =, A prova da parte i) é anloga.

Com isso podemos afirmar que i;m ¢ um completamento de >}, Vi € N e ¥ € G. Logo

podemos concluir que um completamento em (\IJA)V corresponde a um completamento em U2,

Teorema 4.5.2 Para todo jogo com falta de conhecimento comum sobre preferéncias U= temos
que o conjunto de equilibrios de Nash generalizado desse jogo € igual a uniao dos conjuntos de
equilibrios de Nash generalizado de cada completamento de W2, ou seja, N(¥2) = [J{N(TA) :
TAC ¢ um completamento de U™}

Demonstragao: Temos que mostrar que
(1) N(T2) C U{N(TA2¢) : U2¢ sqo completamentos de WA}
(2) N(T2) > U{N(T2°) : A€ sao completamentos de U2}

Parte (1): Seja a® um equilibrio de Nash generalizado de U2, Assim pelo Teorema 4.5.1
temos que a”, tal que a(”iy\lj/) = af\l,, para todo (i,¥’) € N¥, é um equilibrio de Nash de
(U2)”. Aplicando o Teorema 4.4.1 para o jogo (¥2)” temos o seguinte resultado: N((T4)")
U{N((T2)7) : (I2)” sao completamentos de (¥2)”}. Assim temos que a” € [J{N((T2)") :
(U2)” sao completamentos de (¥2)"}; logo temos que a” € N((¥?)”) para ao menos um
completamento de (¥2)”. Pelo Lema 4.5.1, sabemos que existe um completamento ¥A¢ de W4
tal que (U2°)” = (T2)¥¢, logo a” € N((TA¢)¥). Aplicando mais uma vez o Teorema 4.5.1, temos
que a® € N(T2°), logo a® € | J{N(T2°) : TA° sao completamentos de U2}, Assim mostramos
(1).

Parte (2): Seja b™ € J{N(T2°) : U2€ sdo completamentos de U2} ; entdo b> € N(U4°) para

ao menos um completamento de 2. Pelo Teorema 4.5.1, temos que b”, tal que b’(’i vy = biA\I,,
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para todo (i, ¥') € N¥, é um equilibrio de Nash de (¥2€). Pelo Lema 4.5.1, sabemos que existe
um completamento (F2)¢ de (T2)¥ tal que (TA)¥¢ = (UA)Y logo b” € N((¥4)¥¢). Portanto,
pelo Teorema 4.4.1 obtemos b € N((¥2)"). Assim aplicando novamente o Teorema 4.5.1, temos
que b> € N(¥?). Com isso, mostramos que N (¥2) D |J{N(¥2) : U2 sao completamentos de

TAY
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APENDICE B

Plataforma Computacional

O sistema de tipografia utilizado na digitagdo desta dissertacao foi o KTEX. O sistema
KTEX, desenvolvido por Leslie Lamport em 1985, consiste em uma série de macros ou rotinas
do sistema TEX (criado por Donald Knuth na Universidade de Stanford em 1983) que facili-
tam o desenvolvimento da edi¢ao do texto. O KITEX possui comandos muito comodos e ele-
gantes para a criagdo de tabelas, indices, bibliografia, referéncias cruzadas, etc., permitindo ao
usuario concentrar-se no contetido do documento em vez de detalhes puramente técnicos. Para
maiores detalhes sobre o sistema de tipografia IWTEX ver De Castro (2003) ou através do site

http://www.tex.ac.uk/CTAN/latex.
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