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Resumo

Neste trabalho, tratamos de refinamento de testes de hipóteses nos mo-

delos de regressão não-lineares simétricos heteroscedásticos com função de

ligação quaisquer para a média e para o parâmetro de escala. Desenvolvemos

e apresentamos, em notação matricial, um fator de correção de Bartlett para

a estatística da razão de verossimilhanças nesta classe de modelos. Apre-

sentamos também um teste de razão de verossimilhanças. Apresentamos, em

notação matricial, fatores de correção de Bartlett para melhorar as estatísticas

da razão de verossimilhanças nesta classe de modelos.

Palavras-chave: Correção de Bartlett, Modelos não-lineares simétricos he-

teroscedásticos, Estatística da razão de verossimilhanças.
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Abstract

In this work, we treated of refinement of tests of hypotheses in symmetric

nonlinear regression heteroskedastic models with link function any for the lo-

cation and for the scale parameter. We developed, in matrix form, a Bartlett’s

corrections factor to the likelihood ratio statistic in this class of models. We

present, in matrix form, closed-form expressions for Bartlett factors for likeli-

hood location.

Keywords: Bartlett correction, likelihood ratio test, symmetric nonlinear

models.
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Os modelos de regressão são amplamente utilizados em aplicações práticas

com o objetivo de relacionar uma variável resposta a uma ou mais variáveis

explicativas. Esses modelos supõe que os erros, que representam seu com-

ponente aleatório, têm variância constante, propriedade conhecida como ho-

moscedasticidade. A suposição de normalidade sempre foi muito atrativa para

os modelos de regressão com resposta contínua e, mesmo quando não era

alcançada, tentava-se algum tipo de transformação no sentido de obter a

normalidade procurada. Percebemos que a modelagem sob a suposição de

erros normalmente distribuídos pode ser altamente influenciada por obser-

vações extremas, chamadas também de observações aberrantes. Em muitas

situações da modelagem estatística há a necessidade da procura de modelos

menos sensíveis a observações aberrantes, incentivando o desenvolvimento de

metodologias robustas (menos sensíveis) à presença de tais observações. Na

linha de modelos robustos ou menos sensíveis, alternativas à suposição de er-

ros normais têm sido propostas em diversas literaturas. Uma dessas alterna-

tivas é assumir para os erros distribuições com caudas mais pesadas do que a

normal, a fim de reduzir a influência de pontos aberrantes. Nos últimos anos,

diversos resultados de natureza teórica e aplicada surgiram como alternativa

à modelagem com erros normais como, por exemplo, o uso de distribuições

simétricas. Grande parte desses resultados também podem ser encontrados

em Fang, Kotz e Ng (1990) e Fang e Anderson (1990).

A idéia e objetivo desta dissertação é a obtenção da expressão do fator de

correção Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças nos mode-

3
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los não-lineares simétricos heteroscedásticos com parâmetro de escala des-

conhecido. No decorrer do estudo, pudemos perceber que havia necessidade

de generalizar os modelos não-lineares simétricos homoscedásticos causando-

nos uma grande motivação para estudo desta generalização e, em contato com

a orientadora, a mesma sugeriu que esta fosse feita para a classe de modelos

não-lineares simétricos heteroscedásticos.

1.2 Organização da Dissertação

A presente dissertação está dividida em quatro capítulos e sete apêndices. O

primeiro capítulo contém uma breve introdução, a organização da disserta-

ção, em seguida entramos nos assuntos básicos para esta dissertação, como

a estimação por máxima verossimilhança, otimização não-linear, a identidade

Bartlett, encontramos um resumo do assunto essencial para esta disserta-

ção: a Álgebra matricial e, por fim o suporte computacional utilizado nesta

dissertação. Ainda neste capítulo, veremos alguns tópicos que contribuirão

para entendimento dos cálculos do fator de correção de Bartlett e base para

os mesmos e, ainda, para o desenvolvimento desta pesquisa. O segundo capí-

tulo é dedicado à inferência estatística em modelos de regressão não-lineares

com erros tendo distribuição simétrica no qual apresentaremos uma breve

introdução, definiremos os modelos não-lineares simétricos heteroscedásti-

cos. Apresentaremos ainda alguns modelos não-lineares simétricos heteros-

cedásticos contidos nas diversas literaturas, tais como a Distribuição Normal,

Logística tipo I e II, Distribuição de Cauchy, Exponencial Dupla, Exponencial

Potência, Distribuição t-Student, t-Student Generalizada e algumas general-

izações e extensões de algumas distribuições simétricas, bem como algumas

propriedades e resultados para modelos simétricos em geral. Em particular,

mostraremos como fica o teste da razão de verossimilhanças nesta classe de

modelos.

No terceiro capítulo, apresentaremos as fórmulas em notação matricial do

fator de correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças

para três testes de hipóteses associados ao vetor de parâmetros β, γ e (β, γ).

O capítulo quatro foi reservado para a conclusão.

Nos apêndices A, B e C apresentamos a obtenção de alguns cumulantes

conjuntos de derivadas do logaritmo da função verossimilhança do modelo

não-linear simétrico heteroscedástico necessários aos cálculos do termo que
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define a correção de Bartlett para a estatística RV em relação ao vetor de

parâmetro β, ao vetor de parâmetros γ, β e γ conjuntamente e suas derivadas,

respectivamente.

Nos apêndices D, E e F apresentamos a obtenção do fator de correção de

Bartlett referentes a três testes de hipóteses no modelo não-linear simétrico

heteroscedástico.

No apêndice G temos os valores de algumas esperanças associadas à cor-

reção de Bartlett para cada distribuição pertencente a classe dos modelos

simétricos heteroscedásticos, a saber: distribuições Normal, t-Student, t-

Student generalizada, Cauchy,Logística I e Logística II, entre outras.

1.3 Estimação por Máxima Verossimilhança

Seja y = (y1, . . . , yn)⊤ o valor observado de uma variável aleatória Y = (Y1, . . . , Yn)

caracterizada por uma função de probabilidade ou densidade com forma ana-

lítica f(y; θ) conhecida mas envolvendo um vetor de parâmetros desconhecidos

θ = (θ1, . . . , θp)
⊤. Seja Θ ⊆ IR

p o espaço paramétrico representando o conjunto

de valores possíveis do vetor θ. A função f(y; θ) é denominada função do mo-

delo estatístico e define alguma família F de distribuições de probabilidade.

A função de verossimilhança L(θ) é definida como sendo igual à função do

modelo, embora seja interpretada diferentemente como a função de θ para y

conhecido. Isto é, a função de verossimilhança para θ baseada na observação

Y = y é dada por L(θ) = L(θ, y) = f(y, θ), θ ∈ Θ.
Muito frequentemente, as componentes de Y são mutuamente indepen-

dentes para todas as distribuições em F e a função de verossimilhança de θ

pode ser escrita como

L(θ) =

n∏

l=1

fl(yl, θ)

em que fl corresponde à densidade individual da l-ésima observação. Usual-

mente, trabalha-se com o logaritmo da função de verossimilhança:

ℓ(θ) = ℓ(θ, y) = log(L(θ)) =

n∑

l=1

log{fl(yl; θ)}.

Dada a função L(·), a estimativa de máxima verossimilhança (EMV) θ̂ de θ é

o valor que maximiza L(θ) em Θ, isto é, L(θ̂) ≥ L(θ) para todo θ ∈ Θ. Como
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a função logaritmo é monótona crescente, maximizar L(θ) e ℓ(θ) em Θ são

processos equivalentes. Então, a EMV é definida de modo que, para todo

θ ∈ Θ, ℓ(θ̂) ≥ ℓ(θ).
A função escore U(θ) = (U(θ1), . . . , U(θp))

⊤ é definida como

Ur(θ) =
∂ℓ(θ)

∂θr

, r = 1, . . . , p,

e descreve como o logaritmo da função de verossimilhança varia em Θ.

Se θ é um conjunto discreto, calcula-se ℓ(θ) para os diversos valores de θ’s

e escolhe-se θ̂ como aquele valor de θ correspondente ao máximo ℓ(θ). Quando

ℓ(θ) é contínua e diferenciável em Θ, a EMV θ̂ pode ser obtida resolvendo-se

o sistema de equações simultâneas ∂ℓ(θ)

∂θr
para r = 1, . . . , p, desde que θ não se

encontre na fronteira do espaço paramétrico.

A matriz de primeiras derivadas da função escore com sinal negativo

J(θ) = −
∂U(θ)⊤

∂θ
= −

∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤

é denominada matriz de informação observada (Fisher, 1925). A matriz hes-

siana é simplesmente −J(θ) e sob condições gerais de regularidade, ver Cox e

Hinkley (1974, Cap. 9) e Lehmann (1999, Cap. 7), temos que Eθ[J(θ)] = K(θ),

em que o subescrito θ indica que a esperança matemática é calculada supondo

que θ é o verdadeiro valor do parâmetro. A K(θ) é chamada de matriz de in-

formação (esperada) de Fisher para θ. Para θ̂ ser o máximo local as condições

Û = U(θ̂) = 0 e Ĵ = J(θ̂) ≥ 0 (̂J positiva semi-definida) são necessárias, enquanto

que Û = 0 e Ĵ ≥ 0 (̂J positiva definida) são suficientes.

Lehmann e Casela (1998, Cap. 6) mostram que, sob condições de regular-

idade, o estimador de máxima verossimilhança θ̂, obtido como raiz única da

equação, apresenta as seguintes propriedades:

(i) É consistente;

(ii) É assintoticamente eficiente, isto é, dentre todos os estimadores consis-

tentes de θ, o estimador de máxima verossimilhança possui variância

assintótica mínima;

(iii) É invariante sob transformação biunívoca, ou seja, se θ̂ é estimador de

máxima verossimilhança de θ e g é função bijetora, então g(θ̂) é estimador

de máxima verossimilhança de g(θ);
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(iv) Tem distribuição assintótica normal p-variada, onde p é a dimensão do

vetor θ, da forma

θ̂ ∼ Np

(
θ, K(θ)−1

)
;

(v) É, em geral, viesado, embora seja assintoticamente não-viesado.

1.4 Otimização Não-Linear em Estatística

Um dos problemas mais freqüentes na inferência estatística é encontrar o

estimador de máxima verossimilhança de algum parâmetro desconhecido. Em

geral, o estimador de máxima verossimilhança θ̂ de θ não apresenta forma

analítica fechada e as estimativas devem ser encontradas através da maxi-

mizaçao numérica do logaritmo da função de verossimilhança. Para isto uti-

lizamos algum procedimento iterativo.

1.4.1 Algoritmo de Newton-Raphson

Este procedimento de maximização é obtido expandindo a função escore U(θ)

em série de Taylor até a primeira ordem em torno de um valor inicial θ(0),

tem-se aproximadamente

U(θ)) = U(θ(0)) +H(θ(0))(θ− θ(0))

em que

H(θ(0)) =
∂2ℓ(θ)

∂θ∂θ⊤

∣∣∣∣
θ=θ(0)

é a matriz de segundas derivadas do logaritmo da função de verossimilhança.

A seguir, fazendo-se U(θ) = 0 e repetindo o procedimento acima, chega-se à

seguinte equação:

θ(k+1) = θ(k) − λ(k)H(θ(k))−1U(θ(k)),

podendo ser generalizado da forma

θ(k+1) = θ(k) − λ(k)H(θ(k))−1U(θ(k)), k = 0, 1, 2, . . . (1.1)

em que o termo λ(k) é um escalar determinado por algum procedimento de

busca linear a partir de θ(k) na direção −H(θ(k))1U(θ(k)), normalmente tomase
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λ(k) = 1. Este processo é repetido até se obter uma distância entre θ(k+1) e θ(k)

que seja menor que a tolerância especificada.

1.4.2 Algoritmo Escore de Fisher

Este procedimento foi sugerido por Sir Ronald Fisher e baseia-se em substi-

tuir a matriz −H por seu valor esperado E(−H) = K, a matriz de informação

esperada. Assim, a equação (1.1) é reescrita na forma

θ(k+1) = θ(k) − λ(k)K(θ(k))−1U(θ(k)),

em que o termo λ(k) é um escalar determinado por algum procedimento de

busca linear a partir de θ(k) na direção K(θ(k))−1U(θ(k)).

1.4.3 Método BFGS

Este algoritmo foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno.

Este método se assemelha ao método de Newton-Raphson, diferenciando-se

pelo fato de substituir a matriz −H−1 por uma sequência de matrizes simétricas

e positivas definidas por B(k) tal que limk−→∞ B
(k) = −H−1.

A forma recursiva para se obter tais matrizes é dada pela expressão

B(k+1) = B(k) −
B(k)(g(k))⊤B(k)

(g(k))⊤B(k)g(k)
+
h(k)(h(k))⊤

(h(k))⊤g(k)

para k = 0, 1, . . . , em que g(k) = θ(k+1) − θ(k) e h(k) = U(θ(k+1)) −U(θ(k)).

Comumente, toma-se como matriz inicial, B(0), a matriz identidade de mesma

ordem, pois ela é positiva definida e simétrica, conduzindo assim a aproxi-

mações B(k) positivas definidas e simétricas. Assim, a equação (1.1) fica

θ(k+1) = θ(k) − λ(k)B(k)U(θ(k)), k = 0, 1, . . . ,

em que o termo λ(k) é um escalar determinado por algum procedimento de

busca linear a partir de θ(k) na direção −B(k)U(θ(k)).
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1.5 Identidades de Bartlett

Nesta seção, apresentaremos algumas definições de cumulantes, e algumas

identidades de Bartlett. Utilizaremos a notação de Lawley (1956) para as de-

rivadas do logaritmo da função de verossimilhança, em que todos os índices

variam de 1, . . . , p, para o vetor β de dimensão p e de 1, . . . , q, para o vetor γ de

dimensão q, sendo (p+ q) a dimensão do vetor θ.

1.5.1 Derivadas do log-verossimilhança

Veremos nesta subseção as derivadas até a quarta ordem do logaritmo da

função de verossimilhança, em que todos os índices minúsculos r, s, t e u,

variam de 1 a p para o vetor β de dimensão p que é um subvetor do vetor θ e

da mesma forma os índices maiúsculos R, S, T e U, para o vetor γ de dimensão

q, ou seja, θ = (βT, γT)T. Logo por definição temos:

Ur =
∂ℓ(θ)

∂βr

, Urs =
∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

, Ur,s = UrUs =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂ℓ(θ)

∂βs

, Urst =
∂3ℓ(θ)

∂βr∂βs∂βt

,

Urs,t = UrsUt =
∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

∂ℓ(θ)

∂βt

, Ur,st = UrUst =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂2ℓ(θ)

∂βs∂βt

,

Ur,s,t = UrUsUs =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂ℓ(θ)

∂βs

∂ℓ(θ)

∂βt

, Urstu =
∂4ℓ(θ)

∂βr∂βs∂βt∂βu

,

Urst,u = UrstUu =
∂3ℓ(θ)

∂βr∂βs∂βt

∂ℓ(θ)

∂βu

, Urs,tu = UrsUtu =
∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

,

Ur,stu = UrUstu =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂3ℓ(θ)

∂βs∂βt∂βu

, Urs,t,u = UrsUtUu =
∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

∂ℓ(θ)

∂βt

∂ℓ(θ)

∂βu

,

Ur,st,u = UrUstUu =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂2ℓ(θ)

∂βs∂βt

∂ℓ(θ)

∂βu

, Ur,s,tu = UrUsUtu =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂ℓ(θ)

∂βs

∂2ℓ(θ)

∂βt∂βu

,

Ur,s,t,u = UrUsUtUu =
∂ℓ(θ)

∂βr

∂ℓ(θ)

∂βs

∂ℓ(θ)

∂βt

∂ℓ(θ)

∂βu

.

e de maneira inteiramente análoga obtemos as mesmas expressões para o

vetor γ, trocando os índices minúsculos por maiúsculos e para o vetor (βT, γT)T
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aparecem conjuntamente os índices maiúculos e minúsculos.

1.5.2 Momentos das derivadas de ℓ(θ)

Veremos nesta subseção os momentos dos conjuntos de derivadas de ℓ(θ), ou

seja, as esperanças das derivadas do logaritmo da função verossimilhança, e

que serão denotados por: µr = E[Ur], µrs = E[Urs], µr,s = E[Ur, s] = E[UrUr], µr,st =

E[Ur,st] = E[UrUst],µrs,t = E[Urs,t] = E[UrsUt], µr,s,t = E[Ur,s,t] = E[UrUsUt], µrst =

E[Urst], µrstu = E[Urstu], µrst,u = E[Urst,u] = E[UrstUu], µrs,tu = E[Urs,tu] = E[UrsUtu],

µr,stu = E[Ur,stu] = E[UrUstu], µrs,t,u = E[Urs,t,u] = E[UrsUtUu], µr,st,u = E[Ur,st,u] =

E[UrUstUu], µr,s,tu = E[Ur,s,tu] = E[UrUsUtu] e µr,s,t,u = E[Ur,s,t,u] = E[UrUsUtUt],

sendo por exemplo E[Ur] representando a esperança ou valor esperado de Ur,

e assim por diante.

1.5.3 Cálculo dos Cumulantes

Veremos aseguir como se calcula os cumulantes a partir dos momentos. Então

vejamos:

kr,s = µr,s − µrµr, krs = µrs, krs,t = µrs,t − µrsµt, kr,st = µr,st − µrµst,

kr,s,t = µr,s,t − µr,sµt − µrµs,t − µr,tµs + µrµsµt, krs,tu = µrs,tu − µrsµtu,

kr,s,t,u = µr,s,t,u −
∑

(3)

µr,sµt,u −
∑

(3)

µr,s,tµu +
∑

(3)

µr,sµtµu − µrµsµtµu,

kr,s,tu = µr,s,tu − µr,sµtu − µrµs,tu − µr,tuµs + µrµsµtu,

krs,t,u = µrs,t,u − µrsµt,u − µrs,tµu − µrs,uµt + µrsµtµu,

kr,st,u = µr,st,u − µrµstµu + µr,uµst + µrµst,u + µr,stµu,

kr,stu = µr,stu − µrµstu e krst,u = µrst,u − µrstµu.

Como µr = µs = µt = µu = 0, logo substituindo e efetuando os cálculos obtemos:

kr,s = µr,s, krs = µrs, krs,t = µrs,t, kr,st = µr,st, kr,s,t = µr,s,t,

krs,tu = µrs,tu − µrsµtu, kr,s,t = µr,s,t, kr,s,t,u = µr,s,t,u −
∑

(3)

µr,sµt,u,

kr,s,tu = µr,s,tu − µr,sµtu, krs,t,u = µrs,t,u − µrsµt,u,
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kr,st,u = µr,st,u − µr,uµst, kr,stu = µr,stu e krst,u = µrst,u,

em que
∑

(k) representa o somatório sobre todas as k combinações de índices.

1.5.4 Relações de Bartlett

Veremos nesta subseção as demonstrações de algumas Identidades de Bartlett

para cálculos dos cumulantes a partir dos momentos. As derivadas dos cu-

mulantes são representadas com notação: k(t)
rs = ∂krs/∂θt, k

(tu)
rs = ∂2krs/∂θt∂θu,

k
(u)
rst = ∂krst/∂θu, etc.

A idéia central na dedução das identidades de Bartlett é a validade em

problemas regulares da fórmula

∂

∂θ
E[T(Y)] =

∫

T(Y)
∂

∂θ
f(y; θ)dy (1.2)

para qualquer estatística T(Y), isto é, pode-se inverter a ordem das operações

de diferenciação em relação a θ e integração com respeito a y. As identi-

dades de Bartlett são obtidas expressando a equação (1.2) em termos de mo-

mentos e diferenciando-a sucessivamente com relação às componentes de θ.

Da definição da função escore tem-se Ur = Lr/L, onde Lr = ∂L/∂θr. Difer-

enciando
∫
Ldy = 1 em relação a θr vem

∫
Lrdy = 0,temos ainda

∫
UrLdy =

0 e, então, kr = E(Ur) = 0. Diferenciando a última integral em relação a

θs,
∫
(UrsL +UrLs)dy = 0, encontra-se

∫
(UrsL+ UrUsL)dy = 0, ou seja, krs + kr,s =

0. Diferenciando a integral
∫
(UrsL + UrUsL)dy = 0 em relação a θt, encon-

tramos
∫
(UrstL + UrsLt + UrtUsL + UrUstL + UrUsLt)dy = 0, que substituindo Lt

por UtL temos
∫
(UrstL + UrsUtL + UrtUsL + UrUstL + UrUsUtL)dy = 0, ou seja,

krst +
∑

(3)krs,t + kr,s,t = 0.
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Outras identidades são deduzidas de forma análoga. Temos

kr,st + krst − k
(r)
st = 0;

kr,s,t − 2krst +
∑

(3)

k(t)
rs = 0;

k
(u)
r,s,t = krst,u;

kr,stu + krstu − k
(r)
stu = 0;

krstu +
∑

(4)

kr,stu +
∑

(3)

krs,tu +
∑

(6)

kr,s,tu + kr,s,t,u = 0;

kr,s,t,u = −3krstu + 2
∑

(4)

k
(u)
rst +

∑

(6)

k(tu)
rs +

∑

(3)

krs,tu;

kr,s,tu = krstu − 2k
(s)
rtu + k

(rs)
tu − krs,tu; etc.

Os momentos e cumulantes acima não são independentes, tendo em vista

que os cumulantes são calculados a partir desses momentos, porém satisfa-

zem certas equações que facilitam seus cálculos. Estas equações, que repre-

sentam condições de regularidade, são denominadas de identidades de Bartlett.

As mais importantes são kr = 0 e krs + kr,s = 0. Os cumulantes k ′s referem-

se a um total sobre a amostra e, em geral, são de ordem O(n−1)1. Ainda,

−krs = kr,s representa o elemento (r, s) da inversa da matriz de informação

esperada K(θ)−1.

A grande vantagem das identidades de Bartlett é facilitar a obtenção dos

cumulantes k ′s, já que sob determinada parametrização pode conduzir a um

cálculo simples de alguns cumulantes, sendo os demais feitos indiretamente

através destas identidades. Esses cumulantes têm grande aplicabilidade no

cálculo de correções de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhan-

ças que será visto adiante.

1.6 Álgebra matricial

Utilizaremos a notação matricial, além das operações e algumas propriedades

das matrizes planas, para representar de uma forma elegante e simplificada

1Se {an}n ≥ 1 e {bn}n ≥ 1 são duas sequências de números reais, dizemos que an é de
ordem menor que bn e escrevemos an = o(bn) se limn→∞

an

bn

= 0. Dizemos que an é de ordem
no máximo igual a bn, denotado por an = O(bn), se existe um número real M > 0 tal que
|an

bn

| ≤ M. Isto é, a razão |an

bn

| é limitada. Observamos que se an = o(bn), então an = O(bn) e
que quando bn → 0 a ordem fornece noção de taxa de correspondência de an para zero
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as expressões que serão calculadas mais adiante. As operações que serão uti-

lizadas são: adição, subtração, multiplicação e inversas de matrizes, também

serão ultilizadas algumas definições, como traço e transpostas, e algumas

propriedades envolvendo essas definições e as operações. Utilizaremos tam-

bém a fórmula para o cálculo da matriz inversa por partição de uma matriz

não-singular.

1.7 Suporte computacional

Para a elaboração do texto desta dissertação utilizamos o sistema de tipografia

(Plain) LATEX. A opção por esta linguagem fundamenta-se principalmente em

dois pontos: flexibilidade e qualidade da apresentação. A versão mais at-

ual do LATEX para a plataforma Windows pode ser obtida gratuitamente em

http://www.miktex.org. Para maiores detalhes, ver Knuth (1986).

Os gráficos apresentados foram produzidos utilizando o ambiente de pro-

gramação R em sua versão 2.4.1 para o sistema operacional Windows. Esta

linguagem foi criada por Ross Ihaka e Robert Gentleman na Universidade

de Auckland com o objetivo de produzir um ambiente de programação pare-

cido com o S. O R se encontra disponível gratuitamente em http:/ www.r-

project.org. Para maiores detalhes, ver Ihaka e Gentleman (1996).

Todas as simulações apresentadas na disseração foram desenvolvidas a

partir de programas construídos usando a linguagem de programação ma-

tricial Ox em sua versão 4.02 para sistema operacional Windows. Esta lin-

guagem de programação foi criada por Jurgen Doornik em 1994 na Uni-

versidade de Oxford, Inglaterra. Esta é uma linguagem bastante flexível,

tendo sido desenvolvida com base na linguagem de programação C. Ox é

distribuída gratuitamente para uso acadêmico e se encontra disponível em

http://www.doornik.com. Maiores detalhes sobre esta linguagem de progra-

mação podem ser encontradas em Doornik (2001).
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Capítulo 2

Modelo de regressão não-linear

usando distribuição simétrica

2.1 Introdução

Em nosso trabalho, nos concentramos na família de distribuições simétricas

com suporte na reta real. Esta família forma uma classe geral de distribuições

com a mesma simetria que a distribuição normal padrão. As distribuições

t-Student, Cauchy, t−Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, Expo-

nencial potência, Logística tipos I e II, e generalizações e extenções de algumas

distribuições simétricas, entre outras, pertencente a esta classe como veremos

a seguir.

A classe de distribuições simétricas tem recebido crescente atenção na lit-

eratura estatística nos últimos anos pois ela assume para os erros, distri-

buições com caudas mais pesadas do que a normal, afim de reduzir a in-

fluência de pontos aberrantes. Uma revisão de diferentes áreas em que dis-

tribuições simétricas são aplicadas pode ser encontrada em Chmielewski (1981),

Fang, Kotz e Ng(1990), Fang e Zhang (1990), Fang e Anderson (1990) e Gupta

e Varga, (1993). Nessa linha podemos citar Lange, Little e Taylor (1989), que

propõem o modelo baseado na suposição de erros t-Student enquanto Little

(1988) e Yamaguchi (1990) utilizam a distribuição normal contaminada. Em

ambos os modelos incorporam-se parâmetros adicionais, os quais permitem

ajustar a curtose da distribuição dos dados. No caso da t-Student, os graus

de liberdade são usados para controlar a curtose. Taylor (1992) propõe o

ajuste de um modelo de regressão linear supondo erros distribuídos como ex-

ponencial potência com um parâmetro extra de forma. Arellano-Valle (1994)

15
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apresenta vários resultados sobre regressão usando a distribuição t-Student.

Ferrari e Uribe-Opazo(2001) estendem esses resultados para modelos de re-

gressão lineares simétricos. Cordeiro, Ferrari, Uribe-Opazo e Vasconcellos

(2000) obtiveram a correção do viés do estimador de máxima verossimilhança

na classe de modelos não-lineares simétricos. Cordeiro (2004) desenvolveu

correção de Bartlett para os modelos de regressão não-lineares simétricos,

generalizando assim os resultados de Ferrari e Uribe-Opazo (2001). Cys-

neiros, Cordeiro e Cysneiros (2009) obtiveram a correção de máxima veros-

similhança em modelos não-lineares heteroscedásticos. Cordeiro, Cysneiros

e Cysneiros (2009) obtiveram a correção de viés de estimadores de máxima

verossimilhança em modelos não-lineares heteroscedásticos.

Neste capítulo, apresentamos a classe de modelos de regressão não-lineares

simétricos e testes de hipóteses são apresentados: da razão de verossimi-

lhança. Na Subseção 2.2, apresentamos a definição, propriedades destes

modelos e características de algumas distribuições simétricas. Posteriormente,

na Subseção 2.3, apresentamos o método de estimação dos parâmetros desco-

nhecidos. Na Subseção 2.4, apresentamos os testes baseados nas estatísticas

da razão de verossimilhanças supondo que os vetores de parâmetros β e γ

desconhecidos.

2.2 Definição

Dizemos que a variável aleatória Y tem distribuição simétrica, com suporte

em R, com parâmetros de locação µ ∈ R e de escala φ > 0, se sua função

densidade é da forma

π(yl;µl, φl) =
1√
φl

g

((
yl − µl√
φl

)2
)
, yl ∈ R (2.1)

para alguma função g(·) denominada função geradora de densidade, com

g(u) > 0, para u > 0 e
∫∞

0
u−1/2g(u)du = 1. Essa condição é necessária

para que f(y;µ,φ) seja uma função densidade de probabilidade. Denotamos

Yl ∼ S(µl, φl) e denominamos Yl de variável aleatória simétrica. As distribuições

mais comuns encontradas na literatura pertencentes a esta família de dis-

tribuições não-lineares simétricas são: As distribuições normal, t-Student,

Cauchy, t−Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, Exponencial potên-

cia, Logística tipos I e II, Laplace, e generalizações e extenções de algumas
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distribuições simétricas, entre outras, pertencente a esta classe.

Vale ressaltar que algumas propriedades da distribuição normal podem

ser estendidas para a classe simétrica de distribuições. Podemos ver que, se

Yl ∼ S(µl, φl), então a sua função característica tem a forma

ψy(t) = eitµlϕ(t2φl), t ∈ R;

para alguma função ϕ, com ϕ(u) ∈ R, para u > 0. Quando existem, E(Yi) = µi

e Var(Yi) = ξφ, em que ξ > 0 é uma constante dada por ξ = −2ϕ ′(0), com

ϕ ′(0) =
dϕ(u)

du

∣∣∣
u=0

e que não depende dos parâmetros µ e φ (Fang, Kotz e Ng,

1990, pg.43). Kelker (1970) nota que, se u
1
2
(k+1)g(u) é integrável, então o k-

ésimo momento de Y existe. Temos também, que se Y ∼ S(µ,φ) então a + bY ∼

S(a+bµ, b2φ), em que a e b ∈ R, com b 6= 0, ou seja, a distribuição de qualquer

transformação linear de uma variável aleatória com distribuição simétrica é

também simétrica. Como exemplo, se Y ∼ S(µ,φ), então Z =
(Y−µ)√

φ
∼ S(0, 1) com

função densidade f(z) = f(z; 0, 1) = g(z2), z ∈ R; e chamaremos Z de simétrica

padrão.

Considerando o caso em que Z ∼ S(0, 1) e assumindo que seus momentos

existem, Berkane e Bentler (1986) mostram que a função característica de z

pode ser expandida como

ψz(t) =

∞∑

i=0

ikµ ′
k

tk

k!
,

em que µ ′
k = E(yk) = i−kψ

(k)
z (0), sendo que ψ(k)

z (0) é a k-ésima derivada de ψz(t)

avaliada em t = 0. Então,

µ ′
k =






0, para k ímpar

(2m)!

2mm!
(µ ′

2)
m(k(m) + 1), para k = 2m, m = 1, 2,

em que

k(m) =
ϕ(m)(0)

(ϕ(1)(0))m
− 1

sendo ϕ(r)(0) a r-ésima derivada da função ϕ avaliada em zero. Os coeficientes

k(m),m = 1, 2, . . . , são conhecidos como parâmetros de momentos e general-

izam o coeficiente de curtose Cc = 3(k(2)+1) de uma distribuição S(µ,φ) (Muir-

head, 1982). Cambanis, Huang e Simons (1981) observaram que a família de

distribuições simétricas coincide com a classe de distribuições elípticas uni-
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variadas. A partir dos trabalhos de Kelker (1970) vários artigos foram publica-

dos sobre distribuições elípticas univariadas e multivariadas. Podemos citar

alguns trabalhos que discutem propriedades dessas distribuições: Berkane e

Bertler (1986), Muirhead (1980, 1982), Rao (1990), Cambanis, Huang e Si-

mons (1981) e Anderson e Fang (1987). A classe de distribuições simétricas

tem recebido crescente atenção na literatura estatística nos últimos anos, ver

por exemplo, os livros de Fang, Kotz e Ng (1990), Fang e Anderson (1990),

Fang e Zhang (1990).

Sejam Y1, Y2, . . . , Yn variáveis aleatórias independentes, mas não necessa-

riamente identicamente distribuídas, tais que Yl ∼ S(µl, φl), para l = 1, 2, . . .n.

Assumimos que cada Yl tem função densidade na forma dada por (2.1) em

que o parâmetro de escala φl não é necessariamente comum para todas as

variáveis, e o parâmetro de locação µl não é necessariamente igual à média de

Yi, por exemplo podemos citar a distribuição Cauchy. Considere a estrutura de

regressão não-linear que relaciona o parâmetro de locação µl com as variáveis

xl de interesse, o parâmetro de escala φl com as variáveis τl e Q(l) em que

µl = f(xl;β) (2.2)

φl = h(τl) (2.3)

τl = Q⊤
(l)γ (2.4)

respectivamente, em que xl = (xl1, . . . , xlm)⊤ é um vetor de valores conhecidos

de variáveis explicativas associadas à l-ésima observação e, Q(l) = (Ql1, . . . , Qlq)
⊤

é um vetor de valores conhecidos das covariadas associadas à l-ésima obser-

vação, β = (β1, . . . , βp)
⊤ p× 1 e γ = (γ1, . . . , γq)

⊤ q× 1 de parâmetros desconhe-

cidos a serem estimados, tais que β ∈ Ωβ ⊂ R
p e γ ∈ Ωγ ⊂ R

q, f(·; ·) e h(·) são

funções, possivelmente não-lineares no segundo argumento e no argumento

respectivamente, contínua, diferenciável com respeito aos componentes de β

e de γ, tais que as matrizes n × p de derivadas X̃ = ∂µ/∂β⊤ = [∂µl/∂βj]nxp com

µ = (µ1, . . . , µn)⊤ tenha posto p para todo β e n× q de derivadas Q̃ = ∂τ/∂γ⊤ =

[∂τl/∂γj]nxq com τ = (τ1, . . . , τn)⊤ tenha posto q para todo γ. As matrizes X̃

e Q̃ tem elementos que são em geral, respectivamente funções do vetor de

parâmetros β e funções do vetor de parâmetros γ desconhecidos.

O modelo de regressão não-linear simétrico heteroscedástico é, então, de-

finido por (2.1) a (2.4). Esta classe de modelos de regressão estende a classe

dos modelos não-lineares em duas direções. Primeiro, inclui importantes
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distribuições não-normais e, segundo, permite, uma estrutura possivelmente

não-linear no parâmetro de locação µ e no parâmetro de escala φ. Expres-

sando a componente sistemática na forma de uma função, ou seja µl = f(xl;β)

e, φ = h(Q⊤
(l)γ) temos um modelo de regressão não-linear simétrico.

A seguir, descrevemos algumas distribuições especiais de (2.1), extenções

e generalizações, que são de grande importância para aplicações práticas em

diversas áreas do conhecimento: ver Fang, Kotz e Ng (1990).

2.2.1 Distribuição Normal

A normal é a distribuição pertencente à classe simétrica mais utilizada, de-

vido a todo desenvolvimento teórico e aplicado estabelecido no decorrer dos

anos. Os primeiros trabalhos consideram a distribuição somente como uma

aproximação conveniente para a distribuição binomial. No ínicio do século

XIX, o reconhecimento da sua importância teórica foi propagado por Laplace

e por Gauss. A distribuição normal possui várias propriedades que permitem

caracterizá-la dentro da classe das distribuições simétricas nas chamadas dis-

tribuições normais compostas. Alguns resultados nesse sentido podem ser

vistos em Muirhead (1982) e Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1976). Se

Y ∼ S(µ,φ) e a função geradora de densidade g(·) é da forma

g(u) =
1

c(0)
exp

{
−u

2

}

;u > 0 e c(0) =
√
2π,

então Y tem distribuição normal denotada por Y ∼ N(µ,φ), e sua função car-

acterística é dada por

ψy(t) = eitu exp

{

−
1

2
t2φ

}

, t ∈ R e

sua função densidade é dada por

π(y;µ,φ) =
1

c(0)
√
φ

exp

{
−(y−µ√

φ
)2

2

}

e c(0) =
√
2π.
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Se Y ∼ N(µ,φ), então E(Y) = µ, Var(Y) = φ
c(2)

c(0)
= φ, e os momentos centrais de

ordem r são

E{(Y − µ)r} =






φr/2c(r)

c(0)
= 0, r ímpar

φr/2c(r)

c(0)
= φr/2 r!

2r/2(r/2)!
, r par,

em que c(r) =
∫+∞

−∞
xr exp

(
−x2

2

)
dx. Considere a seguinte expressão Cg(r) =

E{(Y−µ)r}

E{(Y−µ)2}R/2 , ou ainda, podemos escrever Cg(r) =
C(r)C(0)r/2

C(0)C(2)r/2 , assim para r=4, temos

o coeficiente de curtose dada pela expressão Cc = Cg(4) =
E{(Y−µ)4}

E{(Y−µ)2}2
e portan-

to, o coeficiente de curtose é Cc = Cg(4) =
C(4)C(0)

C(2)C(2)
= 3. Já para r=3, temos

o coeficiente de assimetria dada pela expressão Ca = Cg(3) =
E{(Y−µ)3}

E{(Y−µ)2}3/2 , e

portanto Ca = Cg(3) = 0.

2.2.2 Distribuição Logística I

Dizemos que a variável aleatória Y ∼ S(µ,φ) tem distribuição logística I se a

função geradora de densidade g(·) tem a forma

g(u) =
1

c(0, 2, 1)

e−u

[1+ e−u]2
; u > 0,

em que c(0, 2, 1) é a constante normalizadora da distribuição, obtida da re-

lação
∫∞

0
u1/2g(u)du = 1; logo c(0, 2, 1) ≈ 0, 673718238 e é denotada por Yl ∼

LI(µl, φl, 2, 1). E sua função densidade é dada por

π(yl;µl, φl, 2, 1) =
1

C(0, 2, 1)
√
φl

exp(−(yl−µl√
φl

)2)

[1+ exp(−(yl−µl√
φl

)2)]2
, e

C(0, 2, 1) =

∫+∞

−∞

exp(−x2)

[1+ exp(−x2)]2
dx.

Temos que E(Yl) = µl, Var(Yl) ≈ 0.79569φl , o coeficiente de curtose Cc ≈
2, 385165 e o coeficiente de assimetria Ca = 0. Note que o coeficiente de cur-

tose desta distribuição é menor do que o coeficiente de curtose da distribuição

normal. Na Figura 2.1, temos os gráficos das densidades normal e logística

I. Podemos observar a forma achatada no patamar da distribuição logística I

que difere da distribuição normal.
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Figura 2.1: Gráficos de funções densidade logística I e normal

2.2.3 Distribuição Logística II

Dizemos que a variável aleatória Yl ∼ S(µl, φl, 2, 2) tem distribuição logística II

se a função geradora de densidade g(·) tem a forma

g(u) =
1

c(0, 2, 2)

exp(−u1/2)

[1+ exp(−u1/2)]2
, u > 0,

e a denotamos por Yl ∼ LII(µl, φl, 2, 2) . A função característica é dada por

ψy(t) =
2(eitµπφt)

eπφt − e−πφt
, t ∈ R,

e sua função densidade é dada por

π(yl;µl, φl, 2, 2) =
1

c(0, 2, 2)
√
φl

exp(−{(yl−µl√
φl

)2}1/2)

[1+ exp(−{(yl−µl√
φl

)2}1/2)]2
, u > 0,

C(0, 2, 2) =

∫+∞

−∞

exp(−{x2}1/2)

[1+ exp(−{x2}1/2)]2
dx.

Temos que E(Yl) = µl, Var(Yl) = π2φl/3, o coeficiente de assimetria é Ca = 0 e o

coeficiente de curtose é Cc = 4, 2, que é maior que as curtoses das distribuições

normal e logística I. Adicionalmente, a mediana e a moda são iguais à média.

Uma relação muito útil para gerar amostras aleatórias é dada por Has-tings
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e Peacock (1975). Seja u ∼ U(0, 1) e Y = µ+
√
φ log( u

1−u
), então Y ∼ LII(µ,φ).

Esta distribuição foi utilizada por Verhulst (1838, 1845) para o ajuste de

curvas de crescimento demográfico. Pearl e Reed (1920, 1924), Pearl, Reed

e Kish (1940) e Schultz (1930) aplicaram o modelo logístico como modelo

de crescimento em populações humanas e em alguns organismos biológicos.

Para aplicação em análise de sobrevivência, ver Plackett (1959) e para apli-

cação em modelagem de distribuição de renda, ver Fisk (1961).

Na Figura 2.2 observamos a forma da distribuição logística II e constatamos

que ela tem caudas mais pesadas do que a distribuição normal.

Figura 2.2: Gráficos de funções densidade logística II e normal
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2.2.4 Distribuição Cauchy

Dizemos que a variável aleatória Y ∼ S(µ,φ) tem distribuição de Cauchy se sua

função geradora da densidade g(·) tem a forma

g(u) =
1

π
(1+ u)−1, u > 0.

Essa distribuição também é conhecida como distribuição de Pearson tipo

VII. Nós a denotamos por Y ∼ C(µ,φ). A sua função característica é da forma

ψy(t) = exp{itµ− |t|
√
φ}; t ∈ R

A distribuição é simétrica em torno de µ e os pontos de inflexão da função

densidade são µ ±
√
3φ, os valores da função de distribuição acumulada nos

pontos de inflexão são 0, 273 e 0, 723, que podem ser comparados com os cor-

respondentes valores, 0, 159 e 0, 841, da distribuição normal. Em particular,

a distribuição não tem momentos finitos e, portanto, não tem valor esperado

nem desvio-padrão. Ela tem mediana e moda iguais a µ e os quartis superior

e inferior são µ ±
√
φ. Note que a distribuição Cauchy possui caudas mais

pesadas do que a distribuição normal; ver Figura 2.3.

Se Y1, Y2, . . . , Yn são variáveis aleatórias independentes em que cada Yl pos-

sui distribuição Cauchy, então S =
∑n

l=1Yl tem distribuição de Cauchy com

parâmetros de locação µ =
∑n

l=1µl e de escala φ =
∑n

l=1a
2
lφl. Um resultado

interessante é que para al 6= 0,
∑n

l=1alYl tem distribuição de Cauchy com

parâmetros de locação
∑n

l=1alµl e de escala
∑n

l=1a
2
lφl. Em particular, se os

Yl são i.i.d (independentes identicamente distribuídos) com Yl ∼ C(µ,φ), então

Y = 1
n

∑n
l=1Yl ∼ C(µ,φ). Quando os valores dos parâmetros de locação e de

escala são iguais a 0 e 1, respectivamente, a distribuição Cauchy passa a ser

chamada como Cauchy padrão ou t-Student central com um grau de liber-

dade. Temos, ainda, a relação Y = µ +
√
φN1/N2 em que Ni ∼ N(0, 1) para

i = 1, 2, sendo N1 e N2 independentes, que pode ser usada para definir um

gerador de números aleatórios para a distribuição de Cauchy com parâmetros

(µ,φ). E sua função densidade é dada por

π(yl;µl, φl, 1) =
1

C(0, 1, 1)
√
φl

[1+ (
yl − µl√
φl

)2]−1, em que C(0, 1, 1) = π.
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Figura 2.3: Gráficos de funções densidade cauchy e normal

2.2.5 Distribuição t-Student

A variável aleatória yl ∼ t(µl, φl, v) tem distribuição t-Student com ν graus de

liberdade se sua função geradora de densidade g(·) é dada por

g(u) =
νν/2

B(1/2, ν/2)
[ν+ u]−(ν+1)/2, u > 0 e ν > 0,

em que B(·, ·) é a função Beta; denotamos por yl ∼ t(µl, φl, ν). Podemos encon-

trar a função característica definida em Fang, Kotz e Ng (1990). E sua função

densidade é dada por

π(yl;µl, φl, ν) =
νν/2

B(1/2, ν/2)
√
φl

[ν+ (
yl − µl√
φl

)2]−(ν+1)/2, ν > 0,

A distribuição t é simétrica em torno de µ. Quando ν −→ ∞, a distribuição

de y tende para a distribuição normal com média µ e variância φ. Quando

ν = 1, a distribuição reduz-se à distribuição Cauchy com parâmetros µ e

φ. A distribuição t com ν graus de liberdade foi originada através da razão

tν = U(
χ2

ν

ν
)−1/2, em que U é a variável aleatória normal padrão e χ2

ν é uma
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variável aleatória qui-quadrado com ν graus de liberdade, sendo ambas inde-

pendentes.

Todos os momentos ordinários são da forma

E{(Yl − µl)
r} =






νr/2Γ((r+ 1)/2)Γ((ν− r)/2)

Γ(1/2)Γ(ν/2)
φl = 0, r ímpar

νr/2Γ((r+ 1)/2)Γ((ν− r)/2)

Γ(1/2)Γ(ν/2)
φl, r par

em que Γ(·) denota a função gama. Assim, E(Yl) = µl, se ν > 1 e Var(Yl) =

φlν/(ν − 2), se ν > 2. Se ν ≤ r e r é par, o momento de ordem r é infinito. O

desvio médio é dado por

E[|Y|] =
ν1/2Γ((ν− 1)/2)

Γ(1/2)Γ(ν/2)
.

O coeficiente de assimetria é Ca = 0 e o coeficiente de curtose é Cc = 3+6/(ν−4)

para ν > 4, sendo este coeficiente maior do que o coeficiente de curtose da

distribuição normal. A função densidade de Y tem pontos de inflexão em

y = ±
√
ν/(ν+ 2).

A distribuição t-Student é utilizada para modelar o comportamento de da-

dos que provêm de uma distribuição com caudas mais pesadas que a normal,

permitindo reduzir a influência de observações aberrantes. Lange, Little e

Taylor (1989) propõem o modelo t-Student como uma extensão paramétrica

robusta do modelo normal, já que a t-Student é uma distribuição que permite

ajustar a curtose da distribuição dos dados através do parâmetro ν. Na Figura

2.4, observamos a forma da distribuição t-Student para alguns valores de ν.
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Figura 2.4: Gráficos de funções densidade t−Student e normal

2.2.6 Distribuição t-Student generalizada

Se uma variável aleatória Y ∼ S(µ,φ) e a função geradora de densidade g(·) tem

a forma

g(u) =
sr/2

B(1/2, r/2)
(s+ u)−(r+1)/2, u > 0 e s, r > 0,

então, Y possui uma distribuição t-Student generalizada, o que denotamos

por Y ∼ tG(µ,φ, s, r).

Na Figura 2.5, observamos a forma da t-Student generalizada para vários

valores de r, s. Quando r = s = ν, a distribuição t-Student generalizada coin-

cide com a distribuição t-Student com parâmetros µ,φ e r graus de liberdade.

Quando r = s = 1, temos a distribuição Cauchy.

Supondo que (Y|v = ν) ∼ N(µ, νφ) em que v ∼ GI(r/2, s/2), independentes

com s > 0 e r > 0 podendo ser não inteiros. Temos as seguintes propriedades:

Y ∼ tG(µ,φ, s, r); E(Y) = µ, para r > 1, Var(Y) = (s/(r − 2))φ, para r > 2, e

o coeficiente de curtose é Cc = 3 + 6/(r − 4), para r > 4, que é maior que

o coeficiente de curtose da distribuição normal, e não depende do valor do

parâmetro s e o coeficiente de assimetria é Ca = 0.

Se definimos y = v−1/2z, com z e v variáveis aleatórias independentes, em
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Figura 2.5: Gráficos de funções densidade t−Student generalizada e normal

que z ∼ N(0, 1) e v ∼ GI(r/2, s/2), então y ∼ tG(0, 1, s, r). Esta propriedade é im-

portante para gerar observações de uma distribuição t-Student genera-lizada.

2.2.7 Distribuição de Laplace

Se Y tem uma função densidade de uma distribuição de Laplace ou Exponen-

cial dupla, então a função geradora de densidades g(·) é da forma

g(u) =
1

2
exp{−

√
u}, u > 0.

e escrevemos Y ∼ ED(µ,φ). Sua função característica tem a forma

Ψy(t) =
eitµ

1+ t2φ
, t ∈ R.

A mediana, a moda e a média da variável y são iguais a µ, Var(y) = 2φ e o

coeficiente de curtose é Cc = 6 e o coeficiente de assimetria é Ca = 0. Os

quartis superior e inferior são µ± 0.534
√
φ. Esta distribuição surge a partir da

diferença entre duas variáveis independentes com distribuição exponencial.
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2.2.8 Distribuição Exponencial Potência

Se uma variável aleatória Y ∼ S(µ,φ) e sua função geradora de densidade tem

a forma distribuição exponencial potência é dada por

g(u) = C(k) exp{−u1/(1+k)/2},−1 < k ≤ 1, u > 0,

em que C(k)−1 = Γ(1 + (1 + k)/2)21+(1+k)/2, então Y possui uma distribuição

exponencial potência e denotamos por Y ∼ EP(µ,φ, k). Temos ainda que E[Y] =

µ e Var(Y) = 2(1+k){Γ(
3(1+k)

2
)/Γ(1+k

2
)}φ. Podemos ver o parâmetro k como uma

medida de curtose, ou mesmo, como uma medida de não normalidade pois

quando k = 0 temos a distribuição normal. Em particular, quando k = 1 temos

a distribuição exponencial dupla. Se k tende a −1, a distribuição tende a uma

uniforme no intervalo (µ−
√
3φ, µ+

√
3φ).

2.2.9 Distribuição de Kotz

Uma variável aleatória Y tem distribuição de Kotz se a função geradora de

densidade g(·) tem a forma

g(u) =
r(2N−1)/2

Γ((2N− 1)/2)
uN−1 exp (−ru), r > 0, N > 1, u > 0.

e denotamos por Y ∼ k(µ,φ,N, r). Se Y tem distribuição de Kotz, então a média

de Y é igual a µ e a variância é {(2n-1)/2 }. O coeficiente de curtose é dado por

γ2 = (2n+ 1)/(2n− 1) e os momentos centrais de ordem 2m são da forma

E[(y− µ)2m] =
Γ((2m+ 2n− 1)/2)

rmΓ((2n− 1)/2)
φm.

Quando N = 1, a distribuição de Kotz se reduz à distribuição normal de

parâmetros µ e φ/(2r). Ainda se N > 1, adistribuição é bimodal com modas

em y = µ ±
√

(N− 1)/rφ. Temos que E(Y) = µ e Var(Y) = {(2N − 1)/(2r)}φ.

Além disto, a variável Z2 = (Y−µ)2/φ tem distribuição Gama((2N− 1)/2, r). Em

particular, se N = 1 e r = 1/2, então Z2 ∼ χ2
1.

2.2.10 Estatísticas de Algumas Distribuições Simétricas

A Tabela 2.1, a seguir, apresenta as variâncias e os coeficientes de curtose

para algumas distribuições simétricas.
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Tabela 2.1: Valores das variâncias e do coefiente de curtose para algumas
distribuições simétricas.

Distribuição variância curtose
Normal φl 3

t-Student {ν(ν− 2)}φl 3+ 6/(ν− 4)

t-Student generalizada (s/(r− 2))φl 3+ 6/(r− 4)

Logística I 0.79569φl 2, 385165

Logística II π2φl/3 4, 2

Cauchy não existe não existe
Laplace 2φl 6

2.3 Estimação por Máxima Verossimilhança

Considere n variáveis aleatórias independentes Y1, Y2, . . . , Yn, em que cada Yl

tem função densidade contínua na forma (2.1). Seja y = (y1, . . . , yn)T uma

amostra aleatória de tamanho n da família de distribuições simétricas, em

que os y ′
ls são valores observados de cada Yl. Seja L(θ), em que θ = (βT, γT)T, a

função de verossimilhança do modelo definido em (2.1) e (2.2), dados y1, . . . , yn.

Temos

L(y; θ) =

n∏

l=1

π(yl;µl, φl)

L(y; θ) =

n∏

l=1

1√
φl

g

((
yl − µl√
φl

)2
)
.

Seja ℓ(θ) o logaritmo da função de verossimilhança, definido como

ℓ(y; θ) = −
1

2

n∑

l=1

log(φl) +

n∑

l=1

logg

((
yl − µl√
φl

)2
)

ℓ(y; θ) = −
1

2

n∑

l=1

log(φl) +

n∑

l=1

logg(z2
l), (2.5)

em que t(zl) = log[g(z2
l)], zl = yl−µl√

φl
, µl = f(xl;β), φl = h(τl) e τl = QT

(l)γ .

Assumimos que ℓ(θ) é regular com respeito às derivadas dos componentes

de β e γ até a quarta ordem.

Para a obtenção de estimadores de máxima verossimilhança, bem como

para a obtenção das estatísticas de teste e de suas respectivas correções de

Bartlett será necessário obter as derivadas do logaritmo da função de veros-
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similhança com relação aos parâmetros desconhecidos e também alguns mo-

mentos destas derivadas. Assumimos, portanto, no que segue, tais derivadas

e momentos existem.

Nós usaremos a notação proposta por Cordeiro e Paula (1989): (r)l =

∂µl/∂βr, (rs)l = ∂2µl/∂βr∂βs, (rs, t)l = ∂2µl/∂βr∂βs∂µl/∂βt, etc, em relação aos

parâmetros β e

(R)l = ∂τl/∂γR, (R, S)l = ∂τl/∂γR∂τl/∂γS, (R, S, T)l = ∂τl/∂γR∂τl/∂γS∂τl/∂γT,

etc, para os parâmetros γ.

As primeiras derivadas do logaritmo da função de verossimilhança dada em

(2.5) são:

Ur =
∂ℓ(θ)

∂βr
= −

∑n
l=1[t

(1)

(zl)
1√
φl

(r)l] , com r=1,. . . , p, para os β ′s

UR =
∂ℓ(θ)

∂γR
= −1

2

∑n
l=1

h′

l

φl
(R)l − 1

2

∑n
l=1 t

(1)

(zl)
zl

h′

l

φl
(R)l, com R=1,. . . , q, para os γ ′s

em que

t
(m)

(zl)
=
∂(m)t(zl)

∂z
(m)

l

, m = 0, 1, 2, . . . e l = 1, . . . , n.

Assumimos que esta derivada existe para todo zl ∈ R. Podemos escrever t(1)

(zl)

como t(1)

(zl)
= −zlwl, em que

wl = −
2d logg(z2

l)

dzl

.

A tabela 2.2 apresenta os pesos wl para algumas distribuições. A função

Tabela 2.2: Valor de ω para algumas distribuições simétricas.
Distribuição ω

Normal 1
Cauchy 2/(1+ z2)

t-Student (ν+ 1)/(ν+ z2)

t-Student generalizada (r+ 1)/(s+ z2)

Logística I 2(1− e−z2

)/(1+ e−z2

)

Logística II (e|z| − 1)/(|z|e|z| + 1)

escore total de θ tem a forma U(θ) = (UT
β(θ), UT

γ(θ))
T, tal que

UT
β(θ) = (∂ℓ(θ)/∂β1, ∂ℓ(θ)/∂β2, . . . , ∂ℓ(θ)/∂βp)

T

UT
γ(θ) = (∂ℓ(θ)/∂γ1, ∂ℓ(θ)/∂γ2, . . . , ∂ℓ(θ)/∂γq)

T
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com

Uβ(θ) = X̃TΛ1W(Y − µ)

e

Uγ(θ) = −
1

2
ι̃TΛ

1/2

3 ι −
1

2
Q̃TΛ

1/2

4 (Y − µ)dW(Y − µ),

sendo W = diag(w1, . . . , wn) e X̃ como já definidos na Subseção 2.2 e as

matrizes diagonais Λ1 = diag(1/φ1, . . . , 1/φn), Λ3 = diag(h ′2
1/φ

2
1, . . . , h

′2
n/φ

2
n),

Λ4 = diag(h ′2
1/φ

3
1, . . . , h

′2
n/φ

3
n) e ι̃ e ι representam a matriz de nxq de 1’s e o

vetor nx1 de 1’s respectivamente. O estimador de máxima verossimilhança de

θ é obtido da solução do sistema de equações dado por

∂ℓ(θ)

∂βr

∣∣∣∣
θ=θ̂

= 0 e
∂ℓ(θ)

∂γR

∣∣∣∣
θ=θ̂

= 0, r = 1, . . . , p e R = 1, . . . , q.

As equações dadas acima são não-lineares e não podem ser resolvidas ex-

plicitamente. Elas devem ser resolvidas iterativamente usando, por exemplo,

o algoritmo de Newton-Raphson ou escore de Fisher, que envolvem, respec-

tivamente, as matrizes de informação observada e esperada que definimos a

seguir.

As segundas derivadas do logaritmo da função da verossimilhança têm as

formas

∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

=

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

(r, s)l −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(rs)l,

∂2ℓ(θ)

∂βr∂γS

=
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l

3
√
φ2

l

(r, S)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l

3
√
φ2

l

(r, S)l,

∂2ℓ(θ)

∂γR∂βs

=
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l

3
√
φ2

l

(R, s)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l

3
√
φ2

l

(R, s)l,

∂2ℓ(θ)

∂γRγS

= −
1

2

n∑

l=1

h ′′
lφl − h ′2

l

φ2
l

(R, S)l +
1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

l

h ′2
l

φ2
l

(R, S)l−

1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zl

2h ′′
lφl − 3h ′2

l

φ2
l

(R, S)l.

Assim, a matriz de informação total de Fisher para θ na classe dos modelos
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simétricos é dada por

K(θ) = −


E
[

∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

]
E
[

∂2ℓ(θ)

∂βr∂γS

]

E
[

∂2ℓ(θ)

∂γR∂βs

]
E
[

∂2ℓ(θ)

∂γR∂γS

]

 ,

em que

E

[
∂2ℓ(θ)

∂βr∂βs

]
= −E

[
∂ℓ(θ)

∂βr

∂ℓ(θ)

∂βs

]
= −δ(0,1,0,0,0)X̃

TΛ1X̃,

E

[
∂2ℓ(θ)

∂γR∂γS

]
= −E

[
∂ℓ(θ)

∂γ

∂ℓ(θ)

∂γ

]
= −

δ(0,1,0,0,2) − 1

4
Q̃TΛ3Q̃,

E

[
∂2ℓ(θ)

∂βr∂γS

]
= E

[
∂2ℓ(θ)

∂γR∂θs

]
= 0,

ou seja,

K(θ) = −

[
δ(0,1,0,0,0)X̃

TΛ1X̃ 0

0
δ(0,1,0,0,2)−1

4
Q̃TΛ3Q̃

]
,

em que usamos a notação

δ(a,b,c,d,e) = E{t
(1)a

(zl)
t
(2)b

(zl)
t
(3)c

(zl)
t
(4)d

(zl)
ze

l}, (2.6)

αp1,p2,...,pk,q = E{t
(p1)

(zl)
t
(p2)

(zl)
...t

(pk)

(zl)
z

q
l }, (2.7)

βp1,p2,...,pk
= E{t

(p1)

(zl)
t
(p2)

(zl)
...t

(pk)

(zl)
}, (2.8)

com a, b, c, d, e = 0, 1, 2, 3, 4, t(m)

(zl)
=

∂mt(zl)

∂zm
l

, m = 0, 1, 2, ... e l = 1, 2, ..., n (no

Apêndice H são dados os δ’s necessários aos algoritmos para algumas dis-

tribuições).

O fato de que β e γ, são globalmente ortogonais (Cox e Reid, 1987), no

sentido de que a matriz de informação K é bloco diagonal, implica que os

estimadores de máxima verossimilhança de β e γ são assintoticamente não-

correlacionados. Temos que

β̂ ∼ ANp(β, K
−1
β,β), γ̂ ∼ ANq(γ, K

−1
γ,γ)

e β̂ e γ̂ são assintoticamente independentes.

É fácil ver, usando o algoritmo escore de Fisher definido na Seção 1.4, que a
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estimação de θ por máxima verossimilhança pode ser feita através do seguinte

esquema iterativo

β̂(m+1) = β̂(m) + K̂ββ(m)Ûβ(θ)(m) e γ̂(m+1) = γ̂(m) + K̂γγ(m)Ûγ(θ)(m),

logo substituindo as expressões de Kββ, Kγγ, Ûβ(θ) e Ûγ(θ) nas equações acima

temos que

β̂(m+1) = β̂(m) + δ−1
(0,1,0,0,0)(

^̃X(m)TΛ̂
(m)

1
^̃X(m))−1 ^̃X(m)TΛ̂

(m)

1 Ŵ(m)(Y − µ̂(m)) e

γ(m+1) = γ(m) +
4

δ(0,1,0,0,2) − 1
( ^̃Q(m)TΛ̂

(m)

3
^̃Q(m))−1{−

1

2
ι̃TΛ̂

1/2(m)

3 ι

−
1

2
^̃Q(m)TΛ̂

1/2(m)

4 (Y − µ̂(m))dŴ
(m)(Y − µ̂(m))},

em que W = diag(w1, . . . , wn) com wl = −z−1
l

dlog g(z2
l )

dzl
, m = 0, 1, 2, . . . e l = 1, . . . , n

e as matrizes diagonais Λ1 = diag(1/φ1, . . . , 1/φn),

Λ3 = diag(h ′2
1/φ

2
1, . . . , h

′2
n/φ

2
n), e Λ4 = diag(h ′2

1/φ
3
1, . . . , h

′2
n/φ

3
n).

Vale salientar que, quando existem outros parâmetros desconhecidos no mo-

delo, tais como, graus de liberdade, é necessário obter a matriz de informação

para todos os parâmetros desconhecidos e estimá-los. Outra alternativa, mais

simples, é repetir o processo iterativo para um conjunto de valores para o(s)

parâmetro(s) extra(s) e escolher aquele(s) que produz(em) o maior valor para a

verossimilhança.

2.4 Teste da Razão de Verossimilhanças em Mo-

delos Não-Lineares Simétricos Heteroscedás-

ticos

2.4.1 Testes de hipóteses de interesse

Testes de hipóteses sobre os parâmetros com β e γ desconhecidos

Sejam as partições β = (βT
1, β

T
2)T e γ = (γT

1, γ
T
2)

T, sendo β1 = (β1, β2, . . . , βp1
)T,

β2 = (βp1+1, . . . , βp)
T, γ1 = (γ1, γ2, . . . , γq1

)T e γ2 = (γq1+1, . . . , γq)
T, com p1 ≤ p

e q1 ≤ q. Para o modelo em (2.1 a 2.4), estamos interessados no teste de
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hipóteses H1 : β1 = β
(0)

1 , γ1 = γ
(0)

1 contra H: pelo menos uma das igualdades

é violada, em que β(0)

1 e γ(0)

1 são vetores especificados de dimensões p1 e q1,

respectivamente. Em particular podemos também testar a hipótese H
′

1 : β1 =

0, γ1 = 0, p1 = p − 1 e q1 = q − 1. O caso p1 = 0 torna possível o teste de

hipótese H2 : β1 = β
(0)

1 . Supondo p1 = 0 e q1 = q − 1, temos em particular, um

teste de hipótese H
′

2 : β1 = 0. O caso q1 = 0 torna possível o teste de hipótese

H3 : γ1 = γ
(0)

1 . Supondo q1 = 0 e p1 = p − 1, temos em particular, um teste

de hipótese H
′

3 : γ1 = 0. Observemos que as hipóteses H2, H3, H
′

1, H
′

2 e H
′

3,

devem ser testadas contra a hipótese alternativa H definida anteriormente. O

teste H
′

1 equivale a testar se as variáveis aleatórias Y1, . . . , Yn são identicamente

distribuidos. Já o teste de H
′

2 equivale a verificar se Y1, . . . , Yn têm a mesma

média, isto é, se µl = f(xl;β) é constante para qualquer l = 1, . . . , n. Finalmente,

o teste H
′

3 se reduz ao teste de homoscedasticidade, ou seja, equivale testar se

Y1, . . . , Yn têm a mesma variância.

2.4.2 Testes de hipóteses simultâneos sobre a média e o

parâmetro de escala com β e γ desconhecidos

Nesta seção obtemos correções de Bartlett para estatística da razão de veros-

similhança em testes de hipóteses simultâneos sobre a média e o parâmetro

de escala, ou seja, sobre (βT, γT)T, nos modelos não-lineares simétricos hete-

roscedásticos definidos em (2.1) a (2.4).

Consideremos as funções de ligação f(x;µl) e h(τl) definidas na Seção 2.1

e as partições βT = (βT
1, β

T
2)

T para o vetor β e γT = (γT
1, γ

T
2)

T para o vetor γ,

em que β1 = (β1, β2, . . . , βp1
)T, β2 = (βp1+1, . . . , βp)

T, γ1 = (γ1, γ2, . . . , γq1
)T e

γ2 = (γq1+1, . . . , γq)
T, com p1 ≤ p e q1 ≤ q. Essas decomposições induzem

as correspondentes partições

X̃ = (X̃1, X̃2), Q̃ = (Q̃1, Q̃2),

Kββ =

[
Kβ1β1

Kβ1β2

Kβ2β1
Kβ2β2

]
e Kγγ =

[
Kγ1γ1

Kγ1γ2

Kγ2γ1
Kγ2γ2

]
,

em que X̃1, X̃2, Q̃1 e Q̃2 são matrizes conhecidas de posto completo e dimensões

nxp1, nx(p− p1), nxq1, nx(q − q1), respectivamente,
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Kβ1β1
= δ(0,1,0,0,0)X̃

T
1Λ1X̃1,

Kβ2β2
= δ(0,1,0,0,0)X̃

T
2Λ1X̃2,

Kβ1β2
= δ(0,1,0,0,0)X̃

T
1Λ1X̃2,

Kβ2β1
= δ(0,1,0,0,0)X̃

T
2Λ1X̃1,

Kγ1γ1
=
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
Q̃T

1Λ3Q̃1,

Kγ2γ2
=
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
Q̃T

2Λ3Q̃2,

Kγ1γ2
=
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
Q̃T

1Λ3Q̃2,

Kγ2γ1
=
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
Q̃T

2Λ3Q̃1,

em que

Λ1 = diag(1/φ1, . . . , 1/φn), e Λ3 = diag(h ′2
1/φ

2
1, . . . , h

′2
n/φ

2
n).

Estamos interessados em testar a hipótese H1 : β1 = β
(0)

1 , γ1 = γ
(0)

1 contra

H: pelo menos uma das igualdades é violada, em que β(0)

1 e γ(0)

1 são vetores

especificados de dimensões p1 e q1, respectivamente. A estatística da razão de

verossimilhanças para o teste de H1 é dada por

RV1 = 2{ℓ(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2) − ℓ(β
(0)

1 , β̃2, γ
(0)

1 , γ̃2)}

que, sob a hipótese nula H1, tem distribuição assintótica χ2
p1+q1

. Para obtermos

a correção de Bartlett para RV1, escrevemos

E(2{ℓ(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2) − ℓ(β̃1, β̃2, γ̃1, γ̃2)}) = p+ q+ ǫp+q,βγ +O(n−2) e

E(2{ℓ(β
(0)

1 , β̂2, γ
(0)

1 , γ̂2) − ℓ(β̃1, β̃2, γ̃1, γ̃2)}) = (p− p1) + (q − q1)+

+ǫ[(p−p1)+(q−q1),βγ] +O(n−2)

portanto, E(RV1) = p1+q1+ǫ[p+q,βγ]−ǫ[(p+q)−(p1+q1),βγ]+O(n−2). Assintoticamente

e sob a hipótese nula H1, já sabemos que

RV1
D−→ χ2

(p1+q1).
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Assim rejeitamos a hipótese H1 se RV1 > χ2
(p1+q1,1−α), em que χ2

(p1+q1,1−α) re-

presenta o quantil 1 − α da distribuição qui-quadrado com (p1 + q1) graus de

liberdade e α é o nível de significância adotado, com 0 < α < 1.

2.4.3 Testes de hipóteses sobre a média com β e γ desco-

nhecidos

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipóteses apenas sobre a

média em um modelo não-linear simétrico heteroscedástico dado por (2.1 a

2.4), isto é, sobre componentes do vetor β. Consideremos a partiçãos βT =

(βT
1, β

T
2)T para o vetor β em que β1 = (β1, β2, . . . , βp1

)T e β2 = (βp1+1, . . . , βp)
T,

com p1 ≤ p. Essa partição induz as correspondentes partições

X̃ = (X̃1, X̃2),

Kββ =

[
Kβ1β1

Kβ1β2

Kβ2β1
Kβ2β2

]
,

em que X̃1 e X̃2 são matrizes conhecidas de posto completo e dimensões nxp1,

nx(p− p1).

Estamos interessados em testar a hipótese H2 : β1 = β
(0)

1 contra H:β1 6= β
(0)

1

em que β(0)

1 é um vetor especificado de dimensão p1 e β1 e γ são vetores de

parâmetros de pertubação. A estatística de verossimilhança para o teste de H2

é dada por

RV2 = 2{ℓ(β̂1, β̂2, γ̂) − ℓ(β
(0)

1 , β̂2, γ̂)}

que, sob H2, tem distribuição assintótica χ2
p1

. Para obtermos a correção de

Bartlett para RV2, escrevemos

E(2{ℓ(β̂1, β̂2, γ̂) − ℓ(β̃1, β̃2, γ̃)}) = p+ ǫp,βγ +O(n−2) e

E(2{ℓ(β
(0)

1 , β̂2, γ̂) − ℓ(β̃1, β̃2, γ̃)}) = (p− p1) + ǫ[(p−p1),βγ] +O(n−2)

ou seja, E(RV2) = p1 + ǫp,βγ − ǫ[(p−p1),βγ] + O(n−2). Assintoticamente e sob a

hipótese nula H2, já sabemos que

RV2
D−→ χ2

p1
.
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Assim rejeitamos a hipótese H2 se RV2 > χ
2
(p1 ,1−α), em que χ2

(p1 ,1−α) representa o

quantil 1 − α da distribuição qui-quadrado com p1 graus de liberdade e α é o

nível de significância adotado, com 0 < α < 1.

2.4.4 Testes de hipóteses sobre o parâmetro de escala com

β e γ desconhecidos

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipóteses apenas sobre a

média em um modelo normal heteroscedástico dado por (2.1) a (2.4), isto é,

sobre componentes do vetor γ. Consideremos a partiçãos γT = (γT
1, γ

T
2)

T para

o vetor γ em que γ1 = (γ1, γ2, . . . , γp1
)T e γ2 = (γp1+1, . . . , γp)

T, com q1 ≤ q. Essa

partição induz as correspondentes partições

Q̃ = (Q̃1, Q̃2),

Kγγ =

[
Kγ1γ1

Kγ1γ2

Kγ2γ1
Kγ2γ2

]
,

em que Q̃1 e Q̃2 são matrizes conhecidas de posto completo e dimensões nxq1,

nx(q − q1). Estamos interessados em testar a hipótese H3 : γ1 = γ
(0)

1 contra

H:γ1 6= γ
(0)

1 em que γ(0)

1 é um vetor especificado de dimensão q1 e γ1 e β são

vetores de parâmetros de pertubação. A estatística de verossimilhança para o

teste de H3 é dada por

RV3 = 2{ℓ(β̂, γ̂1, γ̂2) − ℓ(β̃, γ
(0)

1 , γ̃2)}

que, sob H3, tem distribuição assintótica χ2
q1

. Para obtermos a correção de

Bartlett para RV3, escrevemos

E(2{ℓ(β̂1, γ̂1, γ̂2) − ℓ(β̃, γ̃1, γ̃2)}) = q+ ǫq,βγ +O(n−2) e

E(2{ℓ(β̃, γ
(0)

1 , γ̃2) − ℓ(β̂, γ̂1, γ̂2)}) = (q− q1) + ǫ[(q−q1),βγ] +O(n−2)

portanto, E(VR3) = q1 + ǫq,βγ − ǫ[(q−q1),βγ] + O(n−2). Assintoticamente e sob a

hipótese 3, já sabemos que

RV3
D−→ χ2

q1
.
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Assim rejeitamos a hipótese H3 se RV3 > χ
2
(q1,1−α), em que χ2

(q1,1−α) representa o

quantil 1 − α da distribuição qui-quadrado com q1 graus de liberdade e α é o

nível de significância adotado, com 0 < α < 1.



Capítulo 3

Ajuste para o Teste da Razão de

Verossimilhança

3.1 Introdução

Em problemas de testes de hipóteses envolvendo grandes amostras, é muito

comum o uso do teste da razão de verossimilhanças (RV). Em geral, há grande

dificuldade em se determinar as distribuições nulas exatas das estatísticas

destes testes, razão pela qual os testes têm sido construídos com base em

resultados assintóticos. Em problemas regulares, a estatística da razão de

verossimilhanças (RV ) tem, sob a hipótese nula, distribuição χ2
q aproximada-

mente, em amostras grandes, ou seja, χ2 com q graus de liberdade, onde q

é a diferença entre as dimensões dos espaços paramétricos sob as hipóteses

alternativa e nula. Os testes são comumente baseados na comparação das

estatísticas com valores críticos obtidos da distribuição χ2 de referência para

níveis de significância nominal fixado. Em pequenas amostras ou mesmo em

amostras de tamanho moderado, a aproximação pode não ser satisfatória, po-

dendo conduzir a taxas de rejeição sob a hipótese nula bastante distorcidas.

Para melhorar a qualidade da aproximação da distribuição da estatística RV

pela distribuição qui-quadrado utiliza-se a correção de Bartlett.

A primeira proposta de melhoria de testes estatísticos foi feita por Bartlett

(1937). O autor modificou a estatística da razão de verossimilhanças por

um fator de correção, visando a produzir uma estatística modificada com o

primeiro momento igual ao da distribuição χ2 de referência. Sob H0, o valor

esperado desta estatística pode ser expandido, em problemas regulares, como

E(RV) = p1 + dp1,β +O(n−2), onde dp1 ,β é uma constante de ordem n−1 que pode

39
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ser consistentemente estimada sob H0 e n é o tamanho da amostra. Assim,

o valor esperado da estatística modificada RV∗ = RV/(1 + dp1,β) ou, equiva-

lentemente, RV∗∗ = RV(1 − dp1 ,β), é dada por p1 + O(n−2), estando ’mais pró-

ximo’ daquele da distribuição χ2
q do que o valor esperado de RV . Os fatores

1/(1 + dp1,β) e (1 − dp1,β) ficaram conhecidos como correções de Bartlett. Vale

ressaltar que tais fatores não dependem do valor da estatística da razão de

verossimilhanças, mas podem depender de parâmetros desconhecidos; neste

caso, estes devem ser substituídos por suas respectivas estimativas de má-

xima verossimilhança, sob H0, o que não afeta a ordem da aproximação resul-

tante.

Hayakawa (1977) desenvolveu, sob a hipótese nula, uma expansão assin-

tótica para a distribuição de RV e mostrou que, se a hipótese nula for sim-

ples, a estatística de RV∗ tem distribuição χ2
q até ordem n−1. Os resultados

de Hayakawa (1977) apresentam um erro que foi, posteriormente, corrigido

por Chesher e Smith (1995) (ver também Harris, 1986; Cordeiro, 1987; e

Hayakawa, 1987).

Diversos trabalhos foram desenvolvidos nos últimos anos apresentando

correções de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças em prob-

lemas específicos e em modelos amplos. Em particular, correções de Bartlett

para os modelos lineares generalizados quando o termo de escala é conhecido

e desconhecido, respectivamente, foram obtidas por Cordeiro (1983, 1987),

que mostrou que o uso do fator de correção representa um grande aperfeiçoa-

mento nos testes de adequação dos modelos lineares generalizados. Para os

modelos não-lineares da família exponencial com parâmetro de dispersão con-

hecido correções de Bartlett foram obtidas por Cordeiro e Paula (1989). DiCic-

cio (1986) estudou um aperfeiçoamento da estatística da razão de verossimi-

lhanças para os modelos de locação baseado em inferência condicional. Cor-

reções de Bartlett na família exponencial uniparamétrica foram obtidas por

Cordeiro, Cribari-Neto, Aubin e Ferrari (1995) e em modelos de regressão com

erros t-Student foram obtidos por Ferrari e Arellano-Valle (1996). Correções

similares para modelos lineares normais heteroscedásticos e em alguns mode-

los de regressão multivariada foram obtidas por Cribari-Neto e Ferrari (1995a)

e Cribari-Neto e Zarkos (1995). Ferrari e Uribe-Opazo (2001) obtiveram a cor-

reção de Bartlett para os modelos lineares simétricos. Correções de Bartlett

para os modelos não-lineares de locação e escala supondo que o parâmetro

de escala é conhecido foram obtidos por Montenegro e Cordeiro (2002). Os
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resultados de Ferrari e Uribe-Opazo (2001) foram generalizados por Cordeiro

(2004) que obteve uma correção de Bartlett para a estatística da razão de

verossimilhanças nos modelos não-lineares simétricos. Ferrari, Cysneiros e

Cribari-Neto (2004) obtiveram correção de Bartlett para a estatística da razão

de verossimilhança perfilada modificada no modelo de regressão normal lin-

ear heteroscedástico, generalizando assim o artigo de Ferrari e Cribari-Neto

(2002). A correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças

perfilada modificada em modelos de regressão não-lineares da família expo-

nencial foi obtida por Cysneiros e Ferrari (2006).

Boas revisões sobre correções de Bartlett para as estatísticas da razão de

verossimilhanças, podem ser encontradas em Cribari-Neto e Cordeiro (1997)

e em Cordeiro (1999).

Neste capítulo, apresentamos as correções de Bartlett para as estatísticas

da razão de verossimilhanças nos modelos de regressões não-lineares simétri-

cos heroscedásticos.

3.2 Correção de Bartlett para a estatística da ra-

zão de verossimilhanças para modelos não-

lineares simétricos heteroscedásticos

No Capítulo 2, definimos a classe de modelos simétricos heterocedásticos as-

sumindo que os parâmetros de locação, bem como os parâmetros de escala es-

tão relacionados com um vetor de parâmetros desconhecidos e/ou conhecidos

(Subseções 2.4.1 a 2.4.6) através da relação dada por (2.2) e (2.3). Veremos a

seguir cinco subseções com as correções de Bartlett para estatísticas de razões

de verossimilhanças para modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos.

3.2.1 Correção de Bartlett para a estatística da razão de ve-

rossimilhanças sobre a locação e o parâmetro de es-

cala com β e γ desconhecidos

Nesta seção obtemos correções de bartlett para estatísticas da razão de veros-

similhança em testes de hipóteses simultâneos sobre a média e o parâmetro de

precisão, ou seja, sobre (βT
1, β

T
2, γ

T
1, γ

T
2)

T, nos modelos não-lineares simétricos

heteroscedásticos definidos em (2.1).
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Consideremos as funções de ligação µl = f(xl;β) e φl = h(τl), com τl =

QT
(l)γ, sendo Q(l) = (Ql1, . . . , Ql1)

T definidos na seção 2.2 e as partições β =

(βT
1, β

T
2)T e γ = (γT

1, γ
T
2)

T, sendo β1 = (β1, β2, . . . , βp1
)T, β2 = (βp1+1, . . . , βp)

T,

γ1 = (γ1, γ2, . . . , γq1
)T e γ2 = (γq1+1, . . . , γq)

T, com p1 ≤ p e q1 ≤ q. Essas

partições induzem as correspondentes partições X̃ = (X̃1, X̃2), Q̃ = (Q̃1, Q̃2),

U = (UT
β1

(β1, β2, γ1, γ2), U
T
β2

(β1, β2, γ1, γ2), U
T
γ1

(β1, β2, γ1, γ2), U
T
γ2

(β1, β2, γ1, γ2)),

Kββ =

[
Kβ1β1

Kβ1β2

Kβ2β1
Kβ2β2

]
, Kγγ =

[
Kγ1γ1

Kγ1γ2

Kγ2γ1
Kγ2γ2

]
,

K−1
ββ = Kββ =

[
Kβ1β1 Kβ1β2

Kβ2β1 Kβ2β2

]
e K−1

γγ = Kγγ =

[
Kγ1γ1 Kγ1γ2

Kγ2γ1 Kγ2γ2

]
,

apresentamos agora os testes da razão de verossimilhanças da hipótese H1 :

β1 = β
(0)

1 , γ1 = γ
(0)

1 contra H: pelo menos uma das igualdades é violada, em

que β(0)

1 e γ(0)

1 são vetores especificados de dimensões p1 e q1, respectivamente.

Lawley (1956) obteve, sob condições de regularidade, uma expansão de

L(β̂1; β̂2) em série de Taylor sob a hipótese nula até termos de ordem n−1 en-

volvendo derivadas até a quarta ordem do logaritmo da função de verossimi-

lhança. Ele mostrou, após longos cálculos, que

2E{ℓ[(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} = p+ q+ ǫp+q,βγ +O(n−2),

em que o termo ǫp+q,βγ é de ordem n−1 e é escrito na forma

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λRStu − λRStuVW). (3.1)

Também temos

2E{ℓ[(β
(0)

1 , β̃2, γ
(0)

1 , γ̃2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} =

(p+ q) − (p1 + q1) + ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ +O(n−2),

sendo

ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ =
∑

βγ

′′(λRSTU − λRSTUVW), (3.2)

em que
∑ ′′ denota o somatório apenas sobre os componentes dos vetores β2

e γ2, isto é, sobre p − p1 e q − q1 parâmetros de pertubação, uma vez que β1 e
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γ1 estão fixados em β
(0)

1 e γ(0)

1 .

E[RV1] = 2E{{ℓ[(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]}−

{ℓ[(β
(0)

1 , β̃2, γ
(0)

1 , γ̃2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]}} =

= (p+ q + ǫp+q,βγ) − [(p+ q) − (p1 + q1) + ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ] +O(n−2)

= (p1 + q1) + ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ +O(n−2)

= (p1 + q1)

(
1+

ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ

p1 + q1

)
+O(n−2)

= (p1 + q1) (1+ dp1+q1 ,βγ) +O(n−2).

Podemos melhorar a aproximação da média da estatística da razão de verossi-

milhanças pela média da distribuição χ2
p1+q1

substituindo RV1 pela estatística

modificada RV∗
1 dada por

RV∗
1 =

RV1

1+ dp1+q1,βγ

,

onde o fator de correção de Bartlett é determinado através de

c = 1+ dp1+q1,βγ,

em que

dp1+q1 ,βγ =
ǫp+q,γ − ǫ[(p+q(−(p1+q1)],βγ

p1 + q1

. (3.3)

Os fatores de correção de Bartlett dependem da quantidade ǫp,β, que é uma

função aparentemente complicada dos cumulantes conjuntos de derivadas do

logaritmo da função de verossimilhança (que são valores esperados de produ-

tos de derivadas do logaritmo da função de verossimilhança) e suas deriva-

das. Nesta Subseção, apresentaremos ǫp,β em forma simples, para os testes

da razão de verossimilhanças em modelos de regressão não-lineares simétri-

cos heteroscedásticos. Uma propriedade fundamental dos modelos simétricos

heteroscedásticos é que os cumulantes são invariantes sob a permutação de

parâmetros de regressão. Isto facilita os cálculos na obtenção de dp1+q1 ,βγ

e, consequentemente, na estatística da razão de verossimilhanças corrigida.

A obtenção do aperfeiçoamento do teste da razão de verossimilhanças para
testar as hipóteses H1 contra H é baseada no desenvolvimento das fórmulas

definidas em (3.1) e (3.2) para o cálculo da constante dp1+q1,βγ, definida em
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(3.3). Usamos a notação

(r)l = ∂µl/∂βr, (rs)l = ∂2µl/∂βr∂βs, (r, s)l = ∂µl/∂βr∂µl/∂βs etc

para os β,

(R)l = ∂µl/∂γR, (R, S)l = ∂µl/∂γR∂µl/∂γS, etc

para os γ e assumimos que o logaritmo da função de verossimilhança é regular

com respeito às derivadas até a quarta ordem sob H1. Temos os seguintes

cumulantes para modelos não-lineares simétricos (ver Apêndice B):

κrs = δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

(r, s)l,

κr,s = δ(2,0,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

(r, s)l,

κ(t)
rs = δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

[(rt, s) + (r, ts)]l,

κ(tu)
rs = δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

[(rtu, s) + (rs, tu) + (tsu, r) + (ts, ru)]l,

κrst = δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

[(rt, s) + (r, st) + (rs, t)]l,

κ
(u)
rst = δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

[(rtu, s) + (ru, st) + (rs, tu) + (rt, su) + (r, stu) + (rsu, t)]l,

κrstu = δ(0,0,0,1,0)

l=1∑

n

1

φ2
l

(r, s, t, u)l + δ(0,1,0,0,0)

l=1∑

n

1

φl

[(rtu, s) + (rt, su) + (r, stu)

+ (rs, tu) + (rst, u) + (rsu, t) + (ru, st)]l,
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(ver Apêndice C):

KRS =
α2,2 − 1

4

n∑

l=1

h
′2
l

φ2
l

(R, S)l,

K
(T)

RS =
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

h ′
lh

′′
lφl − h ′3

l

φ3
l

(R, S, T)l,

K
(TU)

RS =
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

h ′′2
lφ

2
l − 5h ′2

lh
′′
lφl + h ′

lh
′′′

lφ
2
l + 3h ′4

l

φ4
l

(R, T, U, S)l,

KRST =
1

2

n∑

l=1

3h
′

lh
′′

lφl − 2h ′3
l − h ′′′

lφ
2
l

φ3
l

(R, S, T)l,

−
1

8
α3,3

n∑

l=1

h
′3
l

φ3
l

(R, S, T)l +
1

4
α2,2

n∑

l=1

2h
′

lh
′′

lφl − 3h ′3
l

φ3
l

(R, S, T)l

+
1

4
α1,1

n∑

l=1

7h
′

lh
′′

lφl − 5h ′3
l − h

′′′

l φ
2
l

φ3
l

(R, S, T)l,

K
(U)

RST =
1

2

n∑

l=1

3h ′′2
lφ

2
l − 12h ′2

lh
′′

lφl + 6h ′4
l + 4h ′

lh
′′′

l φ
2
l − h

′′′′

l φ
2
l

φ4
l

(R, S, T, U)l

−
3

8
α3,3

n∑

l=1

h ′2
1h

′′
lφl − h ′4

l

φ4
l

(R, S, T, U)l

+
1

4
α2,2

n∑

l=1

2h ′′2
lφ

2
l − 13h ′2

lh
′′

lφl + 9h ′4
l + 2h ′

lh
′′′

l φ
2
l

φ4
l

(R, S, T, U)l

+
1

4
α1,1

n∑

l=1

7h
′′2
l φ

2
l − 29h

′2
l h

′′

lφl + 15h
′4
l + 7hl

′h
′′′

l φ
2
l − h

′′′′

l φ
2
l + 2h

′

lh
′′′

l φl

φ4
l

(R, S, T, U)l

KRSTU =

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l +
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(R, S, T, U)l−

−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ11l(R, S, T, U)l +
α2,2

8

n∑

l=1

Λ29l(R, S, T, U)l +
α1,1

8

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l
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(ver Apêndice D):

KRs = 0, K
(T)

Rs = 0, K
(t)

Rs = 0, K
(TU)

Rs = 0, K
(Tu)

Rs = 0, K
(tu)

Rs = 0,

K
(t)

RS = 0, K
(tu)

RS = 0, K
(Tu)

RS = 0, K(T)
rs = −α2,0

n∑

l=1

h ′

φ2
l

(r, s, T)l,

K(Tu)
rs = −α2,0

n∑

l=1

h ′

φ2
l

[(ru, s, T) + (r, su, T)]l,

K(TU)
rs = −α2,0

n∑

l=1

h ′′φl − 2h ′2

φ3
l

(r, s, T, U)l,

KRst = −
α3,1 + α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l,

K
(u)

Rst = −
α3,1 + α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, s, tu)]l,

K
(U)

Rst = −
α3,1 + α2,0

2

n∑

l=1

h ′′
lφl − 2h ′2

φ3
l

(R, s, t, U)l,

K
(u)

RSt = 0, K
(U)

RSt = 0, K
(u)

RST = 0,

K
(U)
rst = −α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(rs, t, U) + (r, st, U) + (rt, s, U)]l,

KRstu = −
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l,

KRStu =
α4,2 + 6α3,1 + 6α2,0

4

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l

−
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l,

KRSTu = 0

em que δ(a,b,c,d,e), αp,q são definidos na seção 2.3. Definimos as matrizes de

dimensão n× n positivas semi-definidas

Zβ = X̃(X̃TΛ1X̃)−1X̃T, Z2β = X̃2(X̃
T
2Λ1X̃2)

−1X̃T
2 (3.4)

Zγ = Q̃(Q̃TΛ3Q̃)−1Q̃T, Z2γ = Q̃2(Q̃
T
2Λ3Q̃2)

−1Q̃T
2 (3.5)

de postos p e p − p1, respectivamente para as matrizes relacionadas com o

vetor de parâmetro β. Se p = p1, define-se Z2β = 0, e as matrizes relacionadas
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com o vetor de parâmetros β que denota uma matriz nula n×n. É importante

observar que as matrizes δ(0,1,0,0,0)Zβ e δ(0,1,0,0,0)Z2β são estruturas de covariância

assintóticas de µ̂ e µ̃. Definimos, ainda, Zβd = diag{zβd11
, . . . , zβdnn

}, Z2βd =

diag{z2βd11
, . . . , z2βdnn

}, Zγd = diag{zγd11
, . . . , zγdnn

}, Z2γd = diag{z2γd11
, . . . ez2γdnn

}

, representando as matrizes com elementos diagonais de Zβ, Z2β,Zγ e Z2γ ,

respectivamente, X̃m uma matriz p× p cujo (r, s)-ésimo elemento é (rs)m, para

m = 1, . . . , n, as matrizes B, C, A, AT, G e F de dimensão n × n com os (l,m)-

ésimos elementos dados por

blm = tr((X̃TΛ1X̃)−1X̃l(X̃
TΛ1X̃)−1X̃m),

clm = x̃l(X̃
TΛ1X̃)−1X̃m(X̃TΛ1X̃)−1x̃l,

alm = x̃l(X̃
TΛ1X̃)−1X̃l(X̃

TΛ1X̃)−1x̃m,

aml = x̃m(X̃TΛ1X̃)−1X̃m(X̃TΛ1X̃)−1x̃l,

glm = x̃l(X̃
TΛ1X̃)−1X̃l(X̃

TΛ1X̃)−1X̃m(X̃TΛ1X̃)−1x̃m e

flm = x̃l(X̃
TΛ1X̃)−1X̃m(X̃TΛ1X̃)−1X̃l(X̃

TΛ1X̃)−1x̃m, respectivamente, x̃T
l sendo a

l-ésima linha da matriz X̃, e D uma matriz diagonal de dimensão n × n, onde

o (l, l)-ésimo elemento definido como dll = tr(X̃l(X̃
TΛ1X̃)−1), em que tr denota

traço. Todas as matrizes acima escritas podem ser obtidas da componente

sistemática µl, definida em (2.2), e requerem somente as duas primeiras deri-

vadas do modelo com respeito às componentes de β.

A obtenção das constantes dp1,β, dq1,γ, dp1+q1,βγ, dp1,βγ e dq1,βγ, definida em

(3.3) são feitas substituindo os valores de κ’s na expressão dada em (3.2) e

efetuando as somas sobre a amostra depois de avaliar as somas sobre os

parâmetros. Desta maneira, aparecerão termos da forma
∑ ′(r)lK

rs(s)l,
∑ ′(rs)lK

rs ,
∑ ′(r)lK

rs(s)m ,
∑ ′(R)lK

RS(S)l ,
∑ ′(R)lK

RS(S)m ,
∑ ′(rt)lK

rsKtu(su)m ,
∑ ′(rt)lK

rsKtu(su)l ,
∑ ′(rst)lK

rsKtu(u)l ,
∑ ′(r)lK

rs(su)mK
tu(t)l ,

∑ ′(r)lK
rs(su)lK

tu(t)m ,
∑ ′(r)mK

rs(su)mK
tu(t)l ,

∑ ′(u)lK
tu(rt)lK

rs(sv)mK
vw(w)m ,

∑ ′(r)lK
rs(su)mK

tu(tv)lK
vw(w)m , onde −κij é

o (i, j)-ésimo elemento da matriz K−1
ββ, i, j = 1, . . . , p ou é o (i, j)-ésimo elemento

da matriz K−1
γγ, i, j = 1, . . . , q. É fácil observar que estes somatórios representam

os elementos das matrizes

δ(0,1,0,0,0)Zβd, δ(0,1,0,0,0)D, δ(0,1,0,0,0)Zβ,
δ(0,1,0,0,2)−1

4
Zγd,

δ(0,1,0,0,2)−1

4
Zγ,

δ2
(0,1,0,0,0)Bβ, δ2

(0,1,0,0,0)Bβd, δ2
(0,1,0,0,0)∆βd, δ2

(0,1,0,0,0)Cβ, δ2
(0,1,0,0,0)Aβ, δ2

(0,1,0,0,0)A
T
β,

δ3
(0,1,0,0,0)Gβ e δ3

(0,1,0,0,0)Fβ, respectivamente. De igual modo aparecerão termos

no desenvolvimento dos cálculos dos cumulantes, dos λ ′s, dos ǫ ′s e dos d’s
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que sendo necessário definir Λkl em que k = 1, 2, ... e l = 1, ..., n, sendo eles:

Λ1l =
1

φl

, Λ2l =
h ′

φ2
l

, Λ3l =
h ′2

φ2
l

, Λ4l =
h ′2

φ3
l

, Λ5l =
h ′3

φ3
l

, Λ6l =
h ′4

φ4
l

,

Λ7l =
h ′

lh
′′
lφl − h ′3

l

φ3
l

, Λ8l =
2h ′

1h
′′
lφl − 3h ′3

l

φ3
l

, Λ9l =
h ′2

1h
′′
lφl − h ′4

l

φ4
l

,

Λ10l =
h ′′

lφl − 2h ′2
l

φ3
l

, Λ11l =
10h ′2

lh
′′
lφl − 15h ′4

l

φ4
l

, Λ12l =
6h ′

lh
′′
lφl − 5h ′3

l

φ3
l

,

Λ13l =
3h ′

lh
′′
lφl − 2h ′3

l − h ′′′
lφ

2
l

φ3
l

, Λ14l =
7h ′

lh
′′
lφl − 5h ′3

l − h ′′′
lφ

2
l

φ3
l

,

Λ15l =
−5h ′′2

lφ
2
l + 22h ′2

lh
′′
lφl − 5h ′

lh
′′′

lφ
2
l − 12h ′4

l + h ′′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ16l =
4h ′′2

lφ
2
l − 13h ′2

lh
′′
lφl − 12h ′

lh
′′
lφ

2
l + 5h ′4

l − 15h ′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ17l =
−42h′′2

l φ2
l +167h′2

l h′′
lφl+16h′

lh
′′

lφ
2
l −85h′4

l −41h′
lh

′′′
lφ

2
l −16h′

lh
′′′

lφl+6h′′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ18l =
4h ′

lh
′′
lφl − 3h ′3

l − h ′′′
lφ

2
l

φ3
l

, Λ19l =
h ′′

lφl − h ′2
l

φ2
l

,

Λ20l =
−2h ′′

lφl + 3h ′2
l

φ2
l

, Λ21l =
h ′′2

lφ
2
l − 5h ′2

lh
′′
lφl + h ′

lh
′′′

lφ
2
l + 3h ′4

l

φ4
l

,

Λ22l =
3h ′′2

lφ
2
l − 12h ′2

lh
′′
lφl + 6h ′4

l + 4h ′
lh

′′′
lφ

2
l − h ′′′′

lφ
3
l

φ4
l

,

Λ23l =
2h ′′2

lφ
2
l − 13h ′2

lh
′′
lφl + 9h ′4

l + 2h ′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ24l =
7h ′′2

lφ
2
l − 29h ′2

lh
′′
lφl + 15h ′4

l + 8h ′
lh

′′′
lφ

2
l − h ′′′′

lφ
3
l

φ4
l

,

Λ25l =
4h ′′2

lφ
2
l − 23h ′2

lh
′′
lφl + 15h ′4

l + 4h ′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ26l =
2h ′′2

lφ
2
l − 13h ′2

lh
′′
lφl + 9h ′4

l + 2h ′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

,
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Λ27l =
4h ′′2

lφ
2
l − 17h ′2

lh
′′
lφl + 9h ′4

l + 4h ′
lh

′′′
lφ

2
l − h ′′′′

lφ
2
l + 5h ′

lh
′′′

lφl

φ4
l

,

Λ28l =
7h ′2

lh
′′
lφl − 5h ′4

l − h ′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ29l =
4h ′′2

lφ
2
l + 4h ′

lh
′′
lφ

2
l − 37h ′2

lh
′′
lφl + h ′

lh
′′′

lφ
2
l + 29h ′4

l

φ4
l

,

Λ30l =
7h ′

lh
′′
lφl − 6h ′3

l − h
′′′

l φ
2
l

φ3
l

,

Λ31l =
5h ′′2

lφ
2
l − 22h ′2

lh
′′

lφl + 12h ′4 + 6h ′
lh

′′′

l φ
2
l − h

′′′′

l φ
3
l

φ4
l

,

Λ32l =
4h ′2

1h
′′
lφl − 9h ′4

l

φ4
l

,

Λ33l =
−11h ′2

lh
′′
lφl + 11h ′4

l − 3h ′
lh

′′′
lφ

2
l + 4h ′

lh
′′
lφ

2
l

φ4
l

,

Λ34l =
9h ′

lh
′′
lφl − 8h ′3

l − h ′′′
lφ

2
l

φ3
l

, Λ14l =
7h ′

lh
′′
lφl − 5h ′3

l − h ′′′
lφ

2
l

φ3
l

,

Λ35l =
10h ′

lh
′′
lφl − 9h ′3

l

φ3
l

,

e a matriz diagonal Λk = diag(Λk1, . . . , Λkn), sendo os elementos da forma Λkl,

onde k = 1, 2, 3, ... e l = 1, 2, ..., n. Para obter ǫp1,β, substituímos κrstu, κu
rst e κu

rs

na expressão de λrstu dada em (3.2) e efetuando os cálculos algébricos obtemos

a parcela (Ver apêndice E). Substituindo os cumulantes nas expressões

λrstu = κrsκtu
(κrstu

4
− κ

(u)
rst + κ

(su)
rt

)
,

λrstuvw = κrsκtuκvw
{
κrtv

(κsuw

6
− κ(u)

sw

)

+ κrtu

(κsvw

4
− κ(v)

sw

)
+ κ

(v)
rt κ

(u)
sw + κ

(u)
rt κ

(v)
sw

}
(3.6)

efetuando os cálculos e, em seguida, aplicando os
∑ ′ e

∑ ′′ encontraremos

(Ver apêndice F):
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∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγdι

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

∑
′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ13ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ5ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ8lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ14ι

∑
′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ14ι

∑ ′
λrsTUVW = 0

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι]

∑
′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]
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∑
′′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)Z2βdZ2γdι

∑
′′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZ2γdι

∑
′′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ13lι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ5l1̃

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
1̃TΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ8lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ14lι

∑
′′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ14ι

∑ ′′λrsTUVW = 0

∑
′′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2βdΛ2ι]
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∑
′′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

Aplicando a expressão

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:

ǫp+q,βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZβdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

Aplicando de maneira inteiramente análoga para a expressão

ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ =
∑

βγ

′′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:

ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2
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+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZ2γdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)Z2γdZ2γZ2βdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2βdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T].

Finalmente, substituindo em dp1+q1,βγ =
ǫ[p+q,βγ]−ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ

p1+q1

obtemos:

dp1+q1 ,βγ =
1

p1 + q1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − Z2βdZ2γd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − Z2γdZ2γZ2βd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − Z2βdZ2γZ2βd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T

−Z2γ(Z
(2)

2βΛ2)
T)]}
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3.2.2 Correção de Bartlett para a estatística da razão de ve-

rossimilhanças sobre a locação com β e γ desconheci-

dos

Apresentamos os testes da razão de verossimilhanças da hipótese H2 : β1 = β
(0)

1

contra H : β1 6= β
(0)

1 , em que β(0)

1 é vetor especificado de dimensões p1.

Considere

2E{ℓ[(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} = p+ q+ ǫp+q,βγ +O(n−2),

em que o termo ǫp+q,βγ é de ordem n−1 e é escrito na forma

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λRStu − λRStuVW), (3.7)

Também temos

2E{ℓ[(β
(0)

1 , β̃2, γ1, γ̃2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} =

(p+ q − p1) + ǫ[p+q−p1 ],βγ +O(n−2),

sendo

ǫ[p+q−p1 ],βγ =
∑

βγ

′′(λRSTU − λRSTUVW), (3.8)

em que
∑ ′′ denota o somatório apenas sobre os componentes dos vetores β2

e γ2, isto é, sobre p − p1 e q parâmetros de pertubação, uma vez que β1 está

fixado em β
(0)

1 .

E[RV2] = 2E{[ℓ(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2) − ℓ(β1, β2, γ1, γ2)]−

[ℓ(β
(0)

1 , β̃2, γ1, γ̃2) − ℓ(β1, β2, γ1, γ2)]} =

= (p+ q + ǫp+q,βγ) − [(p+ q − p1) + ǫ[(p+q−p1)],βγ] +O(n−2)

= p1 + ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q−p1)],βγ +O(n−2)

= p1

(
1+

ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q−p1)],βγ

p1

)
+O(n−2)

= p1 (1+ dp1 ,βγ) +O(n−2).

Podemos melhorar a aproximação da média da estatística da razão de veros-

similhanças pela média da distribuição χ2
p1

substituindo RV2 pela estatística
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modificada RV∗
2 dada por

RV∗
2 =

RV2

1+ dp1,βγ

,

sendo o fator de correção de Bartlett determinado através de

c = 1+ dp1,βγ,

em que

dp1,βγ =
ǫp+q,γ − ǫ[(p+q−p1)],βγ

p1

. (3.9)

Para obter ǫp1,βγ, substituímos κrstu, κu
rst e κu

rs na expressão de λrstu dada em

(3.2) e efetuando os cálculos algébricos obtemos a parcela (Ver apêndice E).

Substituindo os cumulantes nas expressões

λrstu = κrsκtu
(κrstu

4
− κ

(u)
rst + κ

(su)
rt

)
,

λrstuvw = κrsκtuκvw
{
κrtv

(κsuw

6
− κ(u)

sw

)

+ κrtu

(κsvw

4
− κ(v)

sw

)
+ κ

(v)
rt κ

(u)
sw + κ

(u)
rt κ

(v)
sw

}
(3.10)

efetuando os cálculos e, em seguida, aplicando os
∑ ′ e

∑ ′′ encontraremos:

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγdι

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

∑
′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ13ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ5ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ8l1̃

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
1̃TΛ2ZγdZγZγdΛ14ι



56 CAPÍTULO 3. AJUSTE PARA O TESTE DA RAZÃO DE VEROSSIMILHANÇA

∑
′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ14ι

∑ ′
λrsTUVW = 0

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι]

∑
′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

∑
′′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)Z2βdZγdι

∑
′′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZγdι

∑
′′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ13lι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ5lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ8lι
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−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ14lι

∑
′′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2Z2βdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2Z2βdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZγZγdΛ14ι

∑ ′′λrsTUVW = 0

∑
′′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2Z2βdZγZ2βdΛ2ι]

∑
′′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

Aplicando a expressão

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:

ǫp+q,βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι
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+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZβdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

Aplicando de maneira inteiramente análoga para a expressão

ǫ[(p+q−p1)],βγ =
∑

βγ

′′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:

ǫ[(p+q−p1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZγdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZ2βdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2Z2βdZγZ2βdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

Finalmente, substituindo as expressões ǫ[p+q,βγ] e ǫ[(p+q−p1),βγ] em dp1 ,βγ =
ǫ[p+q,βγ]−ǫ[(p+q−p1),βγ]

p1

obtemos:
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dp1,βγ =
1

p1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − Z2βdZγd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − ZγdZγZ2βd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − Z2βdZγZ2βd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T

−Zγ(Z
(2)

2βΛ2)
T)]}.

3.2.3 Correção de Bartlett para a estatística da razão de ve-

rossimilhanças sobre o parâmetro de escala com β e γ

desconhecidos

Apresentamos os testes da razão de verossimilhanças da hipótese H3 : γ1 = γ
(0)

1

contra H : γ1 6= γ
(0)

1 , em que γ(0)

1 é vetor especificado de dimensão q1.

Considere

2E{ℓ[(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} = p+ q + ǫp+q,βγ +O(n−2),

em que o termo ǫp+q,βγ é de ordem n−1 e é escrito na forma

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λRStu − λRStuVW), (3.11)

Também temos

2E{ℓ[(β1, β̃2, γ
(0)

1 , γ̃2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]} =

(p+ q − q1) + ǫ[(p+q−q1)],βγ +O(n−2),
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sendo

ǫ[(p+q−q1)],βγ =
∑

βγ

′′(λRSTU − λRSTUVW), (3.12)

em que
∑ ′′ denota o somatório apenas sobre os componentes dos vetores β2

e γ2, isto é, sobre p e q − q1 parâmetros de pertubação, uma vez que β1 e γ1

estão fixados em γ
(0)

1 .

E[RV3] = 2E{{ℓ[(β̂1, β̂2, γ̂1, γ̂2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]}−

{ℓ[(β1, β̃2, γ
(0)

1 , γ̃2)] − ℓ[(β1, β2, γ1, γ2)]}} =

= (p+ q+ ǫp+q,βγ) − [(p+ q− q1) + ǫ[(p+q−q1)],βγ] +O(n−2)

= q1 + ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q−q1)],βγ +O(n−2)

= q1

(
1+

ǫp+q,βγ − ǫ[(p+q−q1)],βγ

q1

)
+O(n−2)

= q1 (1+ dq1,βγ) +O(n−2).

Podemos melhorar a aproximação da média da estatística da razão de verossi-

milhanças pela média da distribuição χ2
p1+q1

substituindo RV3 pela estatística

modificada RV∗
3 dada por

RV∗
3 =

RV3

1+ dq1,βγ

,

onde o fator de correção de Bartlett é determinado através de

c = 1+ dq1,βγ,

em que

dq1,βγ =
ǫp+q,γ − ǫ[p+q−q1 ],βγ

q1

. (3.13)

Para obter ǫq1,βγ, substituímos κrstu, κ(u)
rst, κ

(t)
rs e κrst nas expressões de λrstu

dada em (3.2) e efetuando os cálculos algébricos obtemos as parcelas (Ver

apêndice E). Substituindo os cumulantes nas expressões

λrstu = κrsκtu
(κrstu

4
− κ

(u)
rst + κ

(su)
rt

)
,

λrstuvw = κrsκtuκvw
{
κrtv

(κsuw

6
− κ(u)

sw

)

+ κrtu

(κsvw

4
− κ(v)

sw

)
+ κ

(v)
rt κ

(u)
sw + κ

(u)
rt κ

(v)
sw

}
(3.14)
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efetuando os cálculos e, em seguida, aplicando os
∑ ′ e

∑ ′′ encontraremos

(Ver apêndice F):

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγdι

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

∑
′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ13ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ5ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ8lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ14ι

∑
′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ14ι

∑ ′
λrsTUVW = 0

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι]

∑
′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]
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∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

∑
′′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZ2γdι

∑
′′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZ2γdι

∑
′′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ13lι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ5lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ8lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZ2γdZ2γZ2γdΛ14lι

∑
′′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZ2γZ2γdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZ2γZ2γdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZ2γZ2γdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZ2γZ2γdΛ14ι

∑ ′′λrsTUVW = 0

∑
′′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T)
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+
3

2
ιTΛ2ZβdZ2γZβdΛ2ι]

∑
′′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

β Λ2)
T]

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

β Λ2)
T]

Aplicando a expressão

ǫp+q,βγ =
∑

βγ

′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:

ǫp+q,βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZβdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

Aplicando de maneira inteiramente análoga para a expressão

ǫ[(p+q−q1)],βγ =
∑

βγ

′′(λrstu − λrstuvw)

e efetuando os cálculos, obtemos:
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ǫ[(p+q−q1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZ2γdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)Z2γdZ2γZβdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZ2γZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

β Λ2)
T].

Finalmente, substituindo as expressões de ǫ[p+q,βγ] e ǫ[(p+q−q1)],βγ em dq1,βγ =
ǫ[p+q,βγ]−ǫ[(p+q−q1)],βγ

q1

obtemos:

dq1,βγ =
1

q1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − ZβdZ2γd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − Z2γdZ2γZβd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − ZβdZ2γZβd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T
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−Z2γ(Z
(2)

β Λ2)
T)]}.
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Capítulo 4

Conclusão

A principal contribuição teórica desta dissertação, consiste na obtenção de

uma expressão em notação matricial do fator de correção de Bartlett para a es-

tatística da razão de verossimilhanças de testes sobre a média e/ou parâmetro

de precisão em modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos. Vale salien-

tar que consideramos quaisquer funções de ligação para a média e para o

parâmetro de precisão.

Como trabalho futuro, podem ser feitas simulações de tamanho e poder

do teste com o objetivo de comparar a eficácia da correção em pequenas

amostras.
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Apêndice A

Cálculos dos cumulantes em

relação ao parâmetro β.

Neste apêndice apresentamos a obtenção de alguns cumulantes conjuntos

com derivadas do logaritmo da função verossimilhança do modelo não-linear

heteroscedásticos necessários aos cálculos do termo que define a correção de

Bartlett para a estatística RV os cumulantes em relação ao parâmetro β, e

suas derivadas.

A.1 Cálculo de Kr

Como

Ur =
∂ℓ(θ)

∂θr
, logo temos que: Ur =

∂ℓ(θ)

∂βr
=

∂(−1
2

∑n
l=1 log(φl)+

∑n
l=1 log g(z2

l ))

∂βr
, com

r=1,. . . , p. Portanto,

Ur = −
∑n

l=1[t
(1)

(zl)
1√
φl

(r)l] .

Como Kr = µr = E(Ur), logo temos que: Kr = −
∑n

l=1E(t
(1)

(zl)
) 1√

φl
(r)l ou seja

Kr = −α1,0

∑n

l=1
1√
φl

(r)l. Como α1,0 = 0, logo temos que Kr = 0.

A.2 Cálculo de Krs

Como

Urs = ∂2ℓ
∂βr∂βs

, logo temos que: Urs =
∑n

l=1 t
(2)

(zl)
1

φl
(r, s)l −

∑n

l=1 t
(2)

(zl)
1√
φl

(rs)l.

Como Krs = µrs = E(Urs), logo temos que: krs = −
∑n

l=1E(t
(1)

(zl)
) 1√

φl
(rs)l ou seja

Krs = α2,0

∑n
l=1

1
φl

(r, s)l − α1,0

∑n
l=1

1√
φl

(r, s)l.

Como α1,0 = 0, logo temos que: Krs = α2,0

∑n
l=1

1
φl

(r, s)l.
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A.3 Cálculo de Kr,s

Como

Ur,s = ∂ℓ
∂βr

∂ℓ
∂βs

Ur,s = (−
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
1√
φl

(r)l)(−
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
1√
φl

(s)l).

Portanto Ur,s =
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
1

φl
(r, s)l.

Como Kr,s = µr,s = E(Ur,s), logo temos que: Kr,s = β1,1

∑n
l=1

1
φl

(r, s)l.

A.4 Cálculo de K(t)
rs

Como K(t)
rs =

∂(Krs)

∂βt
, logo temos que: K(t)

rs = ∂
∂βt

(α2,0

∑n

l=1
1

φl
(r, s)l).

Portanto, K(t)
rs = α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(rt, s) + (r, st)]l

A.5 Cálculo de K(t)
r,s

Como K(t)
r,s =

∂(Kr,s)

∂βt
=

∂(−Krs)

∂βt
, logo temos que: K(t)

r,s = ∂
∂βt

(−α2,0

∑n
l=1

1
φl

(r, s)l). Por-

tanto, K(t)
r,s = −α2,0

∑n
l=1

1
φl

[(rt, s) + (r, st)]l.

A.6 Cálculo de K(tu)
rs

Como K(tu)
rs =

∂2(Krs)

∂βt∂βu
= ∂

∂βu
(

∂(Krs)

∂βt
) =

∂(K
(t)
rs )

∂βu
, logo temos que:

K
(tu)
rs = ∂

∂βu
(α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(rt, s) + (r, st)]l),

K
(tu)
rs = α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(rtu, s) + (rt, su) + (ru, st) + (r, stu)]l.

A.7 Cálculo de K(tu)
r,s

Como K(tu)
r,s =

∂2(Kr,s)

∂βt∂βu
=

∂(−K
(t)
rs )

∂βu
, logo temos que:

K
(tu)
r,s = ∂

∂βu
(−α2,0

∑n
l=1

1
φl

[(rt, s) + (r, st)]l),

K
(tu)
r,s = −α2,0

∑n
l=1

1
φl

[(rtu, s) + (rt, su) + (ru, st) + (r, stu)]l.

A.8 Cálculo de Krst

Como

Urs =
∂3ℓ

∂βr∂βs∂βt

=

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

(r, s)l −

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1√
φl

(rs)l.
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Assim

Urst = −

n∑

l=1

t
(3)

(zl)

1√
φ3

l

(r, s, t)l+

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

[(rs, t)+(r, st)+(rt, s)]l−

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(rst)l.

Como Krst = µrst = E(Urst), logo temos que:

Krst = −α3,0

n∑

l=1

1
3
√
φ2

l

(r, s, t)l+α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rs, t)+(r, st)+(rt, s)]l−α1,0

n∑

l=1

1√
φl

(rst)l.

Como α3,0 = 0 e α1,0 = 0,

logo temos que:

Krst = α2,0

∑n
l=1

1
φl

[(rs, t) + (r, st) + (rt, s)]l.

A.9 Cálculo de Kr,s,t

Como

Ur,s,t = ∂ℓ
∂βr

∂ℓ
∂βs

∂ℓ
∂βt

= UrUsUt

logo temos:

Ur,s,t = (−
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
1√
φl

(r)l)(−
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
1√
φl

(s)l)(−
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
1√
φl

(t)l).

Portanto Ur,s,t = −
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
1√
φ3

l

(r, s, t)l.

Como Kr,s,t = µr,s,t = E(Ur,s,t), logo temos que:

Kr,s,t = −β1,1,1

∑n

l=1
1√
φ3

l

(r, s, t)l.

Como β1,1,1 = 0, logo temos que: Kr,s,t = 0.

A.10 Cálculo de Krs,t

Como

Urs,t = ∂2ℓ
∂βr∂βs

∂ℓ
∂βt

= UrsUt logo temos:

Urs,t = −
∑n

l=1 t
(2)

(zl)
t
(1)

(zl)
1√
φ3

l

(r, s, t)l) +
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
1√
φl

(rs, t)l).

Como Krs,t = µrs,t = E(Urs,t), logo temos que:

Krs,t = −β2,1

∑n
l=1

1√
φ3

l

(r, s, t)l + β1,1

∑n
l=1

1√
φl

(rs, t)l.

Como β2,1 = 0, logo temos que:Krs,t = β1,1

∑n
l=1

1√
φl

(rs, t)l.
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A.11 Cálculo de Kr,st

Como Kr,st + Krst − K
(r)
st = 0, logo temos que:

Kr,st = K
(r)
st − Krst

Kr,st = α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(rt, s) + (rs, t)]l − α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(r, st) + (rs, t) + (rt, s)]l.

Portanto

Kr,st = −α2,0

∑n

l=1
1

φl
(r, st)l.

A.12 Cálculo de K(u)
rst

Como K(u)
rst =

∂(Krst)

∂βu
, logo temos que: K(u)

rst = ∂
∂βu

(α2,0

∑n
l=1

1
φl

[(rs, t)+(r, st)+(rt, s)]l).

Portanto, K(u)
rst = α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(rsu, t)+(rs, tu)+(ru, ts)+(r, stu)+(rtu, s)+(rt, su)]l.

A.13 Cálculo de K(u)
r,s,t

Como K(u)
r,s,t =

∂(Kr,s,t)

∂βu
, logo temos que: K(u)

r,s,t =
∂(0)

∂βu
. Portanto, K(u)

r,s,t = 0.

A.14 Cálculo de K(u)
rs,t

Como K(u)
rs,t =

∂(Krs,t)

∂βu
, logo temos que: K(u)

rs,t =
∂(Krs,t)

∂βu
(β1,1

∑n
l=1

1
φl

(rs, t)l). Portanto,

K
(u)
rs,t = β1,1

∑n

l=1
1

φl
[(rsu, t) + (rs, tu)]l.

A.15 Cálculo de K(u)
r,st

Como K(u)
r,st =

∂(Kr,st)

∂βu
, logo temos que: K(u)

r,st =
∂(Kr,st)

∂βu
(−α2,0

∑n

l=1
1

φl
(r, st)l). Por-

tanto, K(u)
r,st = −α2,0

∑n

l=1
1

φl
[(ru, st) + (r, stu)]l.

A.16 Cálculo de Krstu

Como

Urstu =
∂4ℓ

∂βr∂βs∂βt∂βu

=
∂

∂βu

(

n∑

l=1

t
(3)

(zl)

1√
φ3

l

(r, s, t)l+

+

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

[(rs, t) + (r, st) + (rt, s)]l −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(rst)l
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Portanto

Urstu =

n∑

l=1

t
(4)

(zl)

1

φ2
l

(r, s, t, u)l+

+

n∑

l=1

t
(3)

(zl)

1√
φ3

l

[(ru, s, t) + (r, su, t) + (r, s, tu)]l

−

n∑

l=1

t
(3)

(zl)

1√
φ3

l

[(rs, t, u) + (r, st, u) + (rt, s, u)]l

+

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)]l+

+

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

1

φl

(rst, u)l) −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(rsut)l

Como Krstu = µrstu = E(Urstu), logo temos que:

Krstu = α4,0

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l+

+α3,0

n∑

l=1

1√
φ3

l

[(ru, s, t) + (r, su, t) + (r, s, tu)]l

−α3,0

n∑

l=1

1√
φ3

l

[(rs, t, u) + (r, st, u) + (rt, s, u)]l

+α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)]l+

+α2,0

n∑

l=1

1

φl

(rst, u)l) − α1,0

n∑

l=1

1√
φl

(rsut)l

Como α3,0 = 0 e α1,0 = 0, logo temos que:

Krstu = α4,0

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l + α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu)+

(ru, st) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su) + (rst, u)]l

A.17 Cálculo de Kr,s,t,u

Como
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Ur,s,t,u = ∂ℓ
∂βr

∂ℓ
∂βs

∂ℓ
∂βt
∂βu = UrUsUtUu

logo temos:

Ur,s,t,u = (−

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(r)l)(−

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(s)l)

(−

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(t)l)(−

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

1√
φl

(u)l)

.

Portanto Ur,s,t,u = −
∑n

l=1 t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
1

φ2
l

(r, s, t, u)l.

Como µr,s,t,u = E(Ur,s,t,u), logo temos que:

µr,s,t,u = −β1,1,1,1

∑n
l=1

1
φ2

l

(r, s, t, u)l.

Como Kr,s,t,u = µr,s,t,u − µr,sµt,u − µr,tµs,u − µr,uµs,t, logo temos que:

Kr,s,t,u = β1,1,1,1

∑ 1

φ2
l

(r, s, t, u)l − 3(−α2,0

∑ 1

φl

(r, s)l)(−α2,0

∑ 1

φl

(t, u)l).

Portanto temos que: Kr,s,t,u = (β1,1,1,1 − 3α2
2,0)

∑
1

φ2
l

(r, s, t, u)l

A.18 Cálculo de Krs,tu

Como

Urs,tu = ∂2ℓ
∂βr∂βs

∂2ℓ
∂βt∂βu

= UrsUtu logo temos:

Urs,tu =

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
t
(2)

(zl)

1

φ2
l

(r, s, t, u)l −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(2)

(zl)

1√
φ3

l

(rs, t, u)l−

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
t
(1)

(zl)

1√
φ3

l

(r, s, tu)l +

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)

1

φl

(rs, tu)l.

Como µrs,tu = E(Urs,tu), logo temos que:

µrs,tu = β2,2

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l − β1,2

n∑

l=1

1√
φ3

l

(rs, t, u)l−

β2,1

n∑

l=1

1√
φ3

l

(r, s, tu)l + β1,1

n∑

l=1

1

φl

(rs, tu)l.
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Como β1,2 = 0 e β2,1 = 0, logo temos que:

µrs,tu = β2,2

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l + β1,1

n∑

l=1

1

φl

(rs, tu)l.

Como Krs,tu = µrs,tu − µrsµtu logo temos que:

Krs,tu = (β2,2 − α2
2,0)

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l + β1,1

n∑

l=1

1

φl

(rs, tu)l.

A.19 Cálculo de Krst,u

Como Krst,u = K
(u)
rst =

∂(Krst)

∂βu
, logo temos que:

Krst,u =
∂

∂βu

(α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rs, t) + (r, st) + (rt, s)]l).

Portanto,

Krst,u = α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, ts) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)]l.

A.20 Cálculo de Kr,stu

Como Kr,stu + Krstu − K
(r)
stu = 0, logo temos que: Kr,stu = K

(r)
stu − Krstu.

Portanto temos que:

Kr,stu = −α4,0

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l − α2,0

n∑

l=1

1

φl

(r, stu)l.

A.21 Cálculo de Kr,s,tu

Como Kr,s,tu = Krstu − K
(s)
rtu − K

(r)
stu + K

(rs)
tu logo temos que:

Kr,s,tu = α4,0

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l − α2,0

n∑

l=1

1

φl

(rs, tu)l.
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A.22 Cálculo de Krs,t,u

Como

Urs,t,u = UrsUtUt =

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)

1

φ2
l

(r, s, t, u)l −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)

1√
φ3

l

(rs, t, u)l.

Como µrs,t,u = E(Urs,t,u), logo temos que:

µrs,t,u = β2,1,1

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l − β1,1,1

n∑

l=1

1√
φ3

l

(rs, t, u)l).

Como β1,1,1 = 0, logo temos que:µrs,t,u = β2,1,1

∑n

l=1
1

φ2
l

(r, s, t, u)l. Como Krs,t,u =

µrs,t,u − µrsµt,u, logo temos que:

Krs,t,u = (β2,1,1 − α2
2,0)

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l.

A.23 Cálculo de Kr,st,u

Como Ur,st,u = UrUstUu logo temos

Ur,st,u =

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)

1

φ2
l

(r, s, t, u)l −

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)

1√
φ3

l

(r, st, u)l.

Como µr,st,u = E(Ur,st,u), logo temos que:

µr,st,u = β2,1,1

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l − β1,1,1

n∑

l=1

1√
φ3

l

(r, st, u)l.

Como β1,1,1 = 0, logo temos que:µr,st,u = β2,1,1

∑n

l=1
1

φ2
l

(r, s, t, u)l. Como Kr,st,u =

µr,st,u + µr,uµst, finalmente temos que:

Kr,st,u = (β2,1,1 + α2
2,0)

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l.



Apêndice B

Cálculos dos cumulantes em

relação ao parâmetro γ.

Neste apêndice apresentamos a obtenção de alguns cumulantes conjuntos

com derivadas do logaritmo da função verossimilhança do modelo não-linear

heteroscedásticos necessários aos cálculos do termo que define a correção de

Bartlett para a estatística RV os cumulantes em relação ao parâmetro γ, e

suas derivadas.

B.1 Cálculo de KR

Como

UR =
∂ℓ(θ)

∂γR
, logo temos que:

UR =
∂ℓ(θ)

∂γR
=

∂(−1
2

∑n
l=1 log(φl)+

∑n
l=1 log g(z2

l ))

∂γR
, com R=1,. . . , q,

UR = −1
2

∑n

l=1

h′

l

φl
(R)l − 1

2

∑n

l=1 t
(1)

(zl)
zl

h′

l

φl
(R)l.

Como KR = µR = E(UR), logo temos que:

KR = −
1

2

n∑

l=1

h ′
l

φl

(R)l −
1

2
α1,1

n∑

l=1

h ′
l

φl

(R)l.

Como KR = 0, logo temos que α1,1 = −1.

B.2 Cálculo de KRS

Como

77
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URS = ∂2ℓ
∂γR∂γS

, logo

URS = −
1

2

n∑

l=1

Λ19l(R, S)l +
1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
Z2

lΛ3l(R, S)l +
1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
ZlΛ20l(R, S)l

Como KRS = µRS = E(URS), logo temos que:

KRS = −
1

2

n∑

l=1

Λ19l(R, S)l +
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ3l(R, S)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ20l(R, S)l.

Como α1,1 = −1, logo temos que:

KRS =
α2,2 − 1

4

n∑

l=1

Λ3l(R, S)l,

em que Λ3l = h′2

φ2
l

, Λ19l =
h′′

lφl−h′2
l

φ2
l

, Λ20l =
−2h′′

lφl+3h′2
l

φ2
l

.

B.3 Cálculo de KR,S

Como

KR,S = −KRS , logo temos que

KR,S = −
α2,2 − 1

4

n∑

l=1

Λ3l(R, S)l.

B.4 Cálculo de K(T)

RS

Como K(T)

RS =
∂(KRS)

∂γT
, logo temos que:

K
(T)

RS =
∂

∂γt

(
α2,2 − 1

4

n∑

l=1

Λ3l(R, S)l).

Portanto, K(T)

RS = α2,2−1
2

∑n
l=1Λ7l(R, S, T)l, em que Λ7l =

h′

lh
′′

lφl−h′3
l

φ3
l
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B.5 Cálculo de K(T)

R,S

Como K(T)

R,S =
∂(KR,S)

∂γt
=

∂(−KRS)

∂γT
, logo temos que:

K
(T)

R,S =
∂

∂γt

(−
α2,2 − 1

4

n∑

l=1

Λ3l(R, S)l).

Portanto, K(T)

R,S = −α2,2−1
2

∑n

l=1Λ7l(R, S)l

B.6 Cálculo de K(TU)

RS

Como K(TU)

RS =
∂2(KRS)

∂γT ∂γU
= ∂

∂γU
(

∂(KRS)

∂γT
) =

∂(K
(T )

RS )

∂γU
, logo temos que:

K
(TU)

RS =
∂

∂γU

(
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(R, S)l),

Portanto K(TU)

RS = α2,0−1
2

∑n

l=1Λ21l(R, T, U, S)l, em que

Λ21l =
h′′2

l φ2
l −5h′2

l h′′
lφl+h′

lh
′′′

lφ
2
l +3h′4

l

φ4
l

B.7 Cálculo de K(TU)

R,S

Como K(TU)

R,S =
∂2(KR,S)

∂γT ∂γU
= ∂

∂γU
(

∂(KR,S)

∂γT
) =

∂(−K
(T )

R,S
)

∂γU
, logo temos que:

K
(TU)

R,S =
∂

∂γU

(−
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(R, S)l),

Portanto K(TU)

R,S = −α2,0−1
2

∑n

l=1Λ21l(R, T, U, S)l.

B.8 Cálculo de KRST

Como URST = ∂3ℓ
∂γR∂γS∂γT

então

URST =
1

2

n∑

l=1

Λ13l(R, S, T)l −
1

8

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z3

lΛ5l(R, S, T)l+

1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ8l(R, S, T)l +
1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ14l(R, S, T)l.
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Como KRST = µRST = E(URST), logo temos que:

KRST =
1

2

n∑

l=1

Λ13l(R, S, T)l −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(R, S, T)l,

em que Λ5l = h′3

φ3
l

, Λ8l =
2h′

1h′′
lφl−3h′3

l

φ3
l

, Λ13l =
3h′

lh
′′

lφl−2h′3
l −h′′′

lφ
2
l

φ3
l

, Λ14l =

7h′

lh
′′

lφl−5h′3
l −h′′′

lφ
2
l

φ3
l

.

B.9 Cálculo de KR,S,T

Como

UR,S,T = ∂ℓ
∂γR

∂ℓ
∂γS

∂ℓ
∂γT

= URUSUT

logo temos:

UR,S,T = −
1

8

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
3

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ5l(R, S, T)l−

3

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
z2

lΛ5l(R, S, T)l −
3

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
z3

lΛ5l(R, S, T)l.

Como KR,S,T = µR,S,T = E(UR,S,T), logo temos que:

KR,S,T = −
1

8

n∑

l=1

Λ5L(R, S, T)l −
3

8
α1,1

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l−

3

8
α1,1,2

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
3

8
α1,1,1,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l.

Assim temos:

KR,S,T = −
1+ 3α1,1 + 3α1,1,2 + α1,1,1,3

8

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l

B.10 Cálculo de KRS,T

Como

URS,T = ∂2ℓ
∂βR∂γS

∂ℓ
∂γT

= URSUT logo temos:
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URS,T =
1

4

n∑

l=1

Λ7L(R, S, T)l +
1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ7l(R, S, T)l−

−
1

8

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ5l(R, S, T)l −
1

8

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
t
(1)

(zl)
z3

lΛ5l(R, S, T)l+

+
1

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ8l(R, S, T)l +

1

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
t
(1)

(zl)
z2

lΛ8l(R, S, T)l.

Como KRS,T = µRS,T = E(URS,T), logo temos que:

KRS,T =
1

4

n∑

l=1

Λ7L(R, S, T)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ7l(R, S, T)l−

−
1

8
α2,2

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
1

8
α2,1,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+

+
1

8
α1,1

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l +
1

8
α1,1,2

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l.

B.11 Cálculo de KR,ST

Como KR,ST + KRST − K
(R)

ST = 0, logo temos que:

KR,ST = K
(R)

ST − KRST, assim

KR,ST = −
1

2

n∑

l=1

Λ18L(R, S, T)l +
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+

+
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(R, S, T)l,

em que Λ18l =
4h′

lh
′′

lφl−3h′3
l −h′′′

lφ
2
l

φ3
l

B.12 Cálculo de K(U)

RST

Como K(U)

RST =
∂(KRST )

∂γU
, logo temos que:

K
(U)

RST =
∂

∂γU

(
1

2

n∑

l=1

Λ13l(R, S, T)l −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+
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+
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(R, S, T)l).

Assim

K
(U)

RST =
1

2

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l −
3

8
α3,3

n∑

l=1

Λ9l(R, S, T, U)l+

+
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ23l(R, S, T, U)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l,

em que Λ9l =
h′2

1h′′
lφl−h′4

l

φ4
l

, Λ22l =
3h′′2

l φ2
l −12h′2

l h′′

lφl+6h′4
l +4h′

lh
′′′

lφ
2
l −h′′′′

lφ
3
l

φ4
l

, Λ23l =

2h′′2
l φ2

l −13h′2
l h′′

lφl+9h′4
l +2h′

lh
′′′

lφ
2
l

φ4
l

, Λ24l =
7h′′2

l φ2
l −29h′2

l h′′

lφl+15h′4
l +8h′

lh
′′′

lφ
2
l −h′′′′

lφ
3
l

φ4
l

.

B.13 Cálculo de K(U)

R,S,T

Como K(U)

R,S,T =
∂(KR,S,T )

∂γU
, logo temos que:

K
(U)

R,S,T =
∂

∂γU

(−
1+ 3α1,1 + 3α1,1,2 + α1,1,1,3

8

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l).

Assim

K
(U)

R,S,T = −
3+ 9α1,1 + 9α1,1,2 + 3α1,1,1,3

8

n∑

l=1

Λ9l(R, S, T, U)l

B.14 Cálculo de K(U)

RS,T

Como K(U)

RS,T =
∂(KRS,T )

∂γU
, logo temos que:

K
(U)

RS,T =
∂

∂γU

(
1

4

n∑

l=1

Λ7L(R, S, T)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ7l(R, S, T)l−

−
1

8
α2,2

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
1

8
α2,1,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+

+
1

8
α1,1

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l +
1

8
α1,1,2

n∑

l=1

Λ8l(R, S, T)l).

Assim

K
(U)

RS,T =
1

4

n∑

l=1

Λ21l(R, S, T, U)l −
3(α2,2α2,1,3)

8

n∑

l=1

Λ9l(R, S, T, U)l+
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+
1

8
α1,1

n∑

l=1

Λ25l(R, S, T, U)l +
1

8
α1,1,2

n∑

l=1

Λ26l(R, S, T, U)l,

em que Λ25l =
4h′′2

l φ2
l −23h′2

l h′′
lφl+15h′4

l +4h′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

e

Λ26l =
2h′′2

l φ2
l −13h′2

l h′′
lφl+9h′4

l +2h′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

.

B.15 Cálculo de K(U)

R,ST

Como K(U)

R,S,T =
∂(KRS,T )

∂γU
, logo temos que:

K
(U)

RS,T =
∂

∂γU

(−
1

2

n∑

l=1

Λ18l(R, S, T)l +
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l+

+
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ5l(R, S, T)l −
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(R, S, T)l).

Assim

K
(U)

R,S,T = −
3+ 9α1,1 + 9α1,1,2 + 3α1,1,1,3

8

n∑

l=1

Λ9l(R, S, T, U)l

B.16 Cálculo de KRSTU

Como URSTU = ∂4ℓ
∂γR∂γS∂γT ∂γU

= ∂
∂γU

(URST)

logo temos que:

URSTU =
∂

∂γU

(

n∑

l=1

Λ13l(R, S, T)l −
1

8

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z3

lΛ5l(R, S, T)l+

1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ8l(R, S, T)l +
1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ14l(R, S, T)l)

Assim

URSTU =

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l +
1

16

n∑

l=1

t
(4)

(zl)
z4

lΛ6l(R, S, T, U)l+

+
3

16

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z3

lΛ6l(R, S, T, U)l −
3

8

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z3

lΛ9l(R, S, T, U)l−
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−
1

8

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z3

lΛ8l(R, S, T, U)l −
2

8

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ8l(R, S, T, U)l+

+
1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ23l(R, S, T, U)l −
1

8

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

lΛ28l(R, S, T, U)l−

−
1

8

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ28l(R, S, T, U)l +

1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zlΛ24l(R, S, T, U)l

Como KRSTU = µRSTU = E(URSTU), logo temos que:

KRSTU =

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l +
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(R, S, T, U)l−

−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ11l(R, S, T, U)l +
α2,2

8

n∑

l=1

Λ29l(R, S, T, U)l +
α1,1

8

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l,

em que Λ6l = h′4

φ4
l

, Λ11l =
10h′2

l h′′
lφl−15h′4

l

φ4
l

, Λ28l =
7h′2

l h′′
lφl−5h′4

l −h′
lh

′′′
lφ

2
l

φ4
l

, Λ29l =

4h′′2
l φ2

l +4h′
lh

′′
lφ

2
l −37h′2

l h′′
lφl+h′

lh
′′′

lφ
2
l +29h′4

l

φ4
l

.



Apêndice C

Cálculos dos cumulantes em

relação aos parâmetros β e γ.

Neste apêndice apresentamos a obtenção de alguns cumulantes conjuntos

com derivadas do logaritmo da função verossimilhança do modelo não-linear

heteroscedásticos necessários aos cálculos do termo que define a correção de

Bartlett para a estatística RV os cumulantes em relação aos parâmetros β e γ,

e suas derivadas.

C.1 Cálculo de KRs

Como URs =
∂2ℓ(θ)

∂γR∂βs
, logo temos

URs =
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l√
φ3

l

(R, s)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l√
φ3

l

(R, s)l.

Como KRs = µRs = E(URs), logo temos que:

KRs =
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, s)l +
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, s)l.

Como α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos KRs = 0

C.2 Cálculo de K(T)

Rs

Como U(T)

Rs =
∂(KRs)

∂γT
, logo temos K(T)

Rs =
∂(0)

∂γT
= 0

85
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C.3 Cálculo de K(t)

Rs

Como U(t)

Rs =
∂(KRs)

∂βt
, logo temos K(t)

Rs =
∂(0)

∂βt
= 0

C.4 Cálculo de K(TU)

Rs

Como U(TU)

Rs =
∂2(KRs)

∂γT ∂γU
, logo temos K(TU)

Rs =
∂2(0)

∂γT ∂γU
= 0

C.5 Cálculo de K(Tu)

Rs

Como U(Tu)

Rs =
∂2(KRs)

∂γT ∂βu
, logo temos K(Tu)

Rs =
∂2(0)

∂γT ∂βu
= 0

C.6 Cálculo de K(tu)

Rs

Como U(tu)

Rs =
∂2(KRs)

∂βt∂βu
, logo temos K(tu)

Rs =
∂2(0)

∂βt∂βu
= 0

C.7 Cálculo de K(t)

RS

Como U(t)

RS =
∂(KRS)

∂βt
, logo temos K(t)

RS = 0

C.8 Cálculo de K(tu)

RS

Como U(tu)

RS =
∂2(KRS)

∂βt∂βu
, logo temos K(tu)

RS = 0

C.9 Cálculo de K(Tu)

RS

Como U(Tu)

RS =
∂2(KRS)

∂γT ∂βu
, logo temos K(Tu)

RS = 0

C.10 Cálculo de K(T)
rs

Como K(T)
rs =

∂(Krs)

∂γT
, logo temos K(T)

rs = ∂
∂γT

(α2,0

∑n

l=1
1

φl
(r, s)l).

Assim K
(T)
rs = −α2,0

∑n
l=1

h′

φ2
l

(r, s, T)l.
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C.11 Cálculo de K(Tu)
rs

Como K(Tu)
rs =

∂2(Krs)

∂γT ∂βu
, logo temos K(Tu)

rs = ∂2

∂γT ∂βu
(α2,0

∑n

l=1
1

φl
(r, s)l).

Assim K
(Tu)
rs = −α2,0

∑n

l=1
h′

φ2
l

[(ru, s, T) + (r, su, T)]l.

C.12 Cálculo de K(TU)
rs

Como K(TU)
rs =

∂2(Krs)

∂γT ∂γU
, logo temos K(TU)

rs = ∂2

∂γT ∂γU
(α2,0

∑n
l=1

1
φl

(r, s)l).

Assim K
(TU)
rs = −α2,0

∑n
l=1

h′′φl−2h′2

φ3
l

(r, s, T, U)l.

C.13 Cálculo de KRst

Como URst = ∂3ℓ
∂γR∂βs∂βt

, logo temos

URst = −
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l −
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l+

+
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l√
φ3

l

(R, s, t)l −
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l√
φ3

l

(R, s, t)l.

Como KRst = µRst = E(URst), logo temos que:

KRst = −
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l −
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l+

+
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, s, t)l −
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l +
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, s, t)l.

Como α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos que

KRst = −
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l −
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l.

Assim

KRst = −
α3,1 + α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, s, t)l.
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C.14 Cálculo de K(u)

Rst

Como K(u)

Rst = ∂ KRst

∂βu
, logo temos K(u)

Rst = ∂
∂βu

(−α3,1+α2,0

2

∑n
l=1

h′

l

φ2
l

(R, s, t)l) , logo temos

que: K(u)

Rst = −α3,1+α2,0

2

∑n
l=1

h′

l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, s, tu)]l

C.15 Cálculo de K(U)

Rst

Como K(U)

Rst = ∂ KRst

∂γU
, logo temos K(U)

Rst = ∂
∂γU

(−α3,1+α2,0

2

∑n
l=1

h′

l

φ2
l

(R, s, t)l) , logo temos

que: K(U)

Rst = −α3,1+α2,0

2

∑n
l=1

h′′

l φl−2h′2

φ3
l

(R, s, t, U)l

C.16 Cálculo de KRSt

Como URSt = ∂3ℓ
∂γR∂γS∂βt

= ∂
∂βt

(URS), logo temos que

URSt =
∂

∂βt

(
1

2

n∑

l=1

h ′2
l

φ2
l

(R, S)l −
1

2

n∑

l=1

h ′′
l

φl

(R, S)l +
1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
z2

l

h ′2
l

φ2
l

(R, S)l+

1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zl

h ′2
l

φ2
l

(R, S)l −
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)
zl

h ′′
l

φl

(R, S)l)

Assim

URSt = −
1

4

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z2

l

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l −
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l

−
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l −
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l

+
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l√
φ3

l

(R, S, t)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l√
φ3

l

(R, S, t)l

Como KRSt = µRSt = E(URSt), logo temos que:

KRSt = −
1

4
α3,2

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l −
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l

−
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l −
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, t)l
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+
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, S, t)l +
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, S, t)l

Como α3,2 = 0, α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos KRSt = 0

C.17 Cálculo de K(u)

RSt

Como U(u)

RSt =
∂(KRSt)

∂βu
, logo temos K(u)

RSt =
∂(0)

∂βu
= 0

C.18 Cálculo de K(U)

RSt

Como U(U)

RSt =
∂(KRSt)

∂γU
, logo temos K(U)

RSt =
∂(0)

∂γU
= 0

C.19 Cálculo de K(u)

RST

Como U(u)

RST =
∂(KRST )

∂βu
, logo temos K(u)

RST = 0

C.20 Cálculo de K(U)
rst

Como K(U)
rst =

∂(KRST )

∂βu
, logo temos

K
(U)
rst =

∂

∂βu

(α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rs, t) + (r, st) + (rt, s)]l)

Assim

K
(U)
rst = −α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(rs, t, U) + (r, st, U) + (rt, s, U)]l

C.21 Cálculo de KRstu

Como URstu = ∂4ℓ
∂γR∂βs∂βt∂βu

, logo temos

URstu =
1

2

n∑

l=1

t
(4)

(zl)
zl

h ′
l√
φ5

l

(R, s, t, u)l +
3

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)

h ′
l√
φ5

l

(R, s, t, u)l−

−
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l−
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−

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l+

+
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l√
φ3

l

(R, stu)l −
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l√
φ3

l

(R, stu)l.

Como KRstu = µRstu = E(URstu), logo temos que:

KRstu =
1

2
α4,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ5

l

(R, s, t, u)l +
3

2
α3,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ5

l

(R, s, t, u)l−

−
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l−

−α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l+

+
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, stu)l −
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, stu)l.

Como α4,1 = 0, α3,0 = 0, α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos que

KRstu = −
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l−

−α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l.

Assim

KRstu = −
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

[(R, su, t) + (R, st, u) + (R, s, tu)]l.

C.22 Cálculo de KRStu

Como URStu = ∂4ℓ
∂γR∂γS∂βt∂βu

, logo temos

URStu =
1

4

n∑

l=1

t
(4)

(zl)
z2

l

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

4

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z2

l

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l +
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l+
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+
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l −
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l+

+
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l +
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l −
1

2

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
zl

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l +
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

h ′
l√
φ3

l

(R, S, tu)l−

−
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l +
1

2

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

h ′
l√
φ3

l

(R, S, tu)l.

Como KRStu = µRStu = E(URStu), logo temos que:

KRStu =
1

4
α4,2

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

4
α3,2

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l +
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l+

+
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l −
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l+

+
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l +
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′2
l√
φ5

l

(R, S, tu)l −
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α2,1

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, S, tu)l−
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−
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α1,0

n∑

l=1

h ′
l√
φ3

l

(R, S, tu)l.

Como α3,2 = 0, α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos que

KRStu =
1

4
α4,2

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l+

+
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l+

+
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l +
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l+

+
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l −
1

2
α3,1

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l−

−
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l −
1

2
α2,0

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l.

Assim

KRStu =
α4,2 + 6α3,1 + 6α2,0

4

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l −
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(R, S, t, u)l.

C.23 Cálculo de KRSTu

Como URSTu = ∂4ℓ
∂γR∂γS∂γT ∂βu

, logo temos

URSTu =
1

8

n∑

l=1

t
(4)

(zl)
z3

l

h ′3
l√
φ7

l

(R, S, T, u)l +
3

8

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z2

l

h ′3
l√
φ7

l

(R, S, T, u)l−

−
1

4

n∑

l=1

t
(3)

(zl)
z2

l

2h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l√
φ7

l

(R, S, T, u)l

−
1

2

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

2h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l√
φ7

l

(R, S, T, u)l−

−
1

4

n∑

l=1

t
(2)

(zl)
zl

5h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l − 2h ′′′
lφ

2
l√

φ7
l

(R, S, T, u)l
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−
1

4

n∑

l=1

t
(1)

(zl)

5h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l − 2h ′′′
lφ

2
l√

φ7
l

(R, S, T, u)l.

Como KRSTu = µRSTu = E(URSTu), logo temos que:

URSTu =
1

8
α4,3

n∑

l=1

h ′3
l√
φ7

l

(R, S, T, u)l +
3

8
α3,2

n∑

l=1

h ′3
l√
φ7

l

(R, S, T, u)l−

−
1

4
α3,2

n∑

l=1

2h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l√
φ7

l

(R, S, T, u)l

−
1

2
α2,1

n∑

l=1

2h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l√
φ7

l

(R, S, T, u)l−

−
1

4
α2,1

n∑

l=1

5h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l − 2h ′′′
lφ

2
l√

φ7
l

(R, S, T, u)l

−
1

4
α1,0

n∑

l=1

5h ′
lh

′′
lφl − 3h ′3

l − 2h ′′′
lφ

2
l√

φ7
l

(R, S, T, u)l.

Como α4,3 = 0, α3,2 = 0,α2,1 = 0 e α1,0 = 0, logo temos que KRSTu = 0.
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Apêndice D

Cálculos de ǫ em relação ao

parâmetro β.

Neste apêndice apresentaremos os cálculos de obtenção de λ’s com 4 índices

e 6 índices,mostraremos também para os ǫ’s e dp1,β.

D.1 Cálculo de λrstu

Como λrstu = KrsKtu(Krstu

4
−K

(u)
rst +K

(su)
rt ), logo substituindo os cumulantes temos

que:

λrstu = KrsKtu{
1

4
(α4,0

n∑

l=1

1

φ2
l

(r, s, t, u)l+

+α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st)

+(r, stu) + (rtu, s) + (rt, su) + (rst, u)]l)

−α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, ts) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)]l

+α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st) + (r, stu)]l}

assim

λrstu =
α4,0

4

n∑

l=1

1

φ2
l

(r)lK
rs(s)l(t)lK

tu(u)l+

95



96 APÊNDICE D. CÁLCULOS DE ǫ EM RELAÇÃO AO PARÂMETRO β.

+
α2,0

4

n∑

l=1

1

φl

[(rsu)lK
rsKtu(t)l + (rs)lK

rs(tu)lK
tu + (ru)lK

rsKtu(st)l

+(r)lK
rsKtu(stu)l − (rtu)lK

rsKtu(s)l − 3(rt)lK
rsKtu(su)l + (rst)lK

rsKtu(u)l].

D.2 Cálculo de
∑ ′

λrstu

Calculando
∑ ′

λrstu, logo temos que

′∑
λrstu =

∑
′{
α4,0

4

n∑

l=1

1

φ2
l

(r)lK
rs(s)l(t)lK

tu(u)l+

+
α2,0

4

n∑

l=1

1

φl

[(rsu)lK
rsKtu(t)l + (rs)lK

rs(tu)lK
tu + (ru)lK

rsKtu(st)l

+(r)lK
rsKtu(stu)l − 3(rtu)lK

rsKtu(s)l − 3(rt)lK
rsKtu(su)l + (rst)lK

rsKtu(u)l]}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos que

∑
′λrstu =

α4,0

4

n∑

l=1

1

φ2
l

(
∑

′(r)lK
rs(s)l)(

∑
′(t)lK

tu(u)l)+

+
α2,0

4

n∑

l=1

1

φl

(
∑

′(rsu)lK
rsKtu(t)l) + (

∑
′(rs)lK

rs)(
∑

′(tu)lK
tu)

+(
∑

′(ru)lK
rsKtu(st)l) + (

∑
′(r)lK

rsKtu(stu)l)

−3(
∑

′(rtu)lK
rsKtu(s)l) − 3(

∑
′(rt)lK

rsKtu(su)l)

+(
∑

′(rst)lK
rsKtu(u)l)

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λrstu =

α4,0

4

n∑

l=1

Λ2
1l(zβdll

)(zβdll
)+

+
α2,0

4

n∑

l=1

Λ1l[∆ll + (dll)(dll) + bll + ∆ll − 3∆ll − 3bll + ∆ll]

Portanto temos que
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∑
′λrstu =

α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)

n∑

l=1

Λ2
1lz

2
βdll

+
α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)

n∑

l=1

Λ1l[d
2
ll − 2bll]

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λrstu =

α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)tr(Λ
2
1Z

2
βd) +

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)tr(Λ1D
2 − 2Λ1Bβd)

Como as matrizes são diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma

∑
′λrstu =

α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1Z
2
βdι +

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2 − 2Bβd)ι,

em que Λ1l = 1
φl

D.3 Cálculo de λrstuvw

Como λrstuvw = KrsKtuKvw{Krtv(
Ksuw

6
− K

(u)
sw) + Krtu(Ksvw

4
− K

(v)
sw) + K

(v)
rt K

(u)
sw + K

(u)
rt K

(v)
sw},

logo substituindo os cumulantes temos que:

λrstuvw = KrsKtuKtu{(α2,0

n∑

l=1

1

φi

[(rt, v) + (r, tv) + (rv, t)]i)

(
α2,0

6

n∑

l=1

1

φl

[(su,w) + (s, uw) + (sw, u)]l − α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(s, uw) + (s, uw)]l)

+(α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(rt, u) + (r, tu) + (ru, t)]i)

(
α2,0

4

n∑

l=1

1

φl

[(sv,w) + (s, vw) + (sw, v)]l − α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(s, vw) + (s, vw)]l)

+(α2,0

n∑

l=1

1

φi

[(rv, t) + (r, tv)]i)(α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(s, uw) + (su,w)]l)

+(α2,0

n∑

l=1

1

φi

[(ru, t) + (r, tu)]i)(α2,0

n∑

l=1

1

φl

[(s, vw) + (sv,w)]l)}

Assim

λrstuvw = −
α2

2,0

6

n,n∑

i=1,l=1

[5
1

φi

((rt)iK
rsKtu(su)l)((v)iK

vw(w)l)
1

φl

+5
1

φi

((v)iK
vw(uw)lK

tu(rt)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

((v)iK
vw(sw)lK

rs(rt)iK
tu(u)l)

1

φl
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+5
1

φi

((r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

+ 5
1

φi

((r)iK
rs(s)l)((tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

−
1

φi

((r)iK
rs(sw)lK

vw(tv)iK
tu(u)l)

1

φl

+ 5
1

φi

((t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+5
1

φi

((t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

((t)iK
tu(u)l)((rv)iK

rsKvw(sw)l)
1

φl

]

−
α2

2,0

4

n,n∑

i=1,l=1

[3
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

−
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

+3
1

φi

((r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(K
tu(tu)i)

1

φl

+ 3
1

φi

((r)iK
rs(s)l)(K

tu(tu)i)(K
vw(uw)l)

1

φl

−
1

φi

(Ktu(tu)i)((r)iK
rs(sw)lK

vw(v)l)
1

φl

+ 3
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

−
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

((t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

+
1

φi

((t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(s)l)((tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

+
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(s)l)(K

tu(tu)i)(K
vw(uw)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(K
tu(tu)i)

1

φl

]

D.4 Cálculo de
∑ ′

λrstuvw

Calculando
∑ ′

λrstuvw, logo temos que

∑
′λrstuvw =

∑
′{−
α2

2,0

6

n,n∑

i=1,l=1

[5
1

φi

((rt)iK
rsKtu(su)l)((v)iK

vw(w)l)
1

φl
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+5
1

φi

((v)iK
vw(uw)lK

tu(rt)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

((v)iK
vw(sw)lK

rs(rt)iK
tu(u)l)

1

φl

+5
1

φi

((r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

+ 5
1

φi

((r)iK
rs(s)l)((tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

−
1

φi

((r)iK
rs(sw)lK

vw(tv)iK
tu(u)l)

1

φl

+ 5
1

φi

((t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+5
1

φi

((t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

((t)iK
tu(u)l)((rv)iK

rsKvw(sw)l)
1

φl

]

−
α2

2,0

4

n,n∑

i=1,l=1

[3
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

−
1

φi

((u)iK
tu(rt)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

+3
1

φi

((r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(K
tu(tu)i)

1

φl

+ 3
1

φi

((r)iK
rs(s)l)(K

tu(tu)i)(K
vw(uw)l)

1

φl

−
1

φi

(Ktu(tu)i)((r)iK
rs(sw)lK

vw(v)l)
1

φl

+ 3
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

−
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

((t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

+
1

φi

((t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(s)l)((tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(K
vw(vw)l)

1

φl

+
1

φi

((t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(s)l)(K

tu(tu)i)(K
vw(uw)l)

1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(K
tu(tu)i)

1

φl

]}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos que

∑
′λrstuvw = −

α2
2,0

6

n,n∑

i=1,l=1

[5
1

φi

(
∑

′(rt)iK
rsKtu(su)l)(

∑
′(v)iK

vw(w)l)
1

φl
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+5
1

φi

(
∑

′(v)iK
vw(uw)lK

tu(rt)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

(
∑

′(v)iK
vw(sw)lK

rs(rt)iK
tu(u)l)

1

φl

+5
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

+5
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(s)l)(

∑
′(tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

−
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(sw)lK

vw(tv)iK
tu(u)l)

1

φl

+5
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+5
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

−
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(u)l)(

∑
′(rv)iK

rsKvw(sw)l)
1

φl

]

−
α2

2,0

4

n,n∑

i=1,l=1

[3
1

φi

(
∑

′(u)iK
tu(rt)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

(
∑

′(u)iK
tu(rt)iK

rs(s)l)(
∑

′Kvw(vw)l)
1

φl

−
1

φi

(
∑

′(u)iK
tu(rt)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

+3
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(
∑

′Ktu(tu)i)
1

φl

+3
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(s)l)(

∑
′Ktu(tu)i)(

∑
′Kvw(uw)l)

1

φl

−
1

φi

(Ktu(tu)i)((r)iK
rs(sw)lK

vw(v)l)
1

φl

+3
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+3
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(
∑

′Kvw(vw)l)
1

φl

−
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(ru)iK

rs(sw)lK
vw(v)l)

1

φl

]
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+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(uw)lK

vw(rv)iK
rs(s)l)

1

φl

+
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(su)lK

rs(rv)iK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(s)l)((tv)iK

tuKvw(uw)l)
1

φl

+
1

φi

((r)iK
rs(su)lK

tu(tv)iK
vw(w)l)

1

φl

]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(ru)iK

rs(s)l)(
∑

′Kvw(vw)l)
1

φl

+
1

φi

(
∑

′(t)iK
tu(ru)iK

rs(sv)lK
vw(w)l)

1

φl

+
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(s)l)(

∑
′Ktu(tu)i)(

∑
′Kvw(uw)l)

1

φl

+
1

φi

(
∑

′(r)iK
rs(sv)lK

vw(w)l)(
∑

′Ktu(tu)i)
1

φl

]

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λrstuvw = −

α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)

6

n,n∑

i=1,l=1

[5Λ1i(bβil
)(zβil

)Λ1l + 5Λ1i(fil)Λ1l

−Λ1i(fil)Λ1l + 5Λ1i(fil)Λ1l + 5Λ1i(zβil
)(bil)Λ1l −Λ1i(fil)Λ1l

+5Λ1i(fil)Λ1l + 5Λ1i(fil)Λ1l −Λ1i(zβil
)(bil)Λ1l]

−
α2

2,0δ
3
(0,1,0,0,0)

4

n,n∑

i=1,l=1

[3Λ1i(gil)Λ1l + 3Λ1i(ail)(dll)Λ1l −Λ1i(gil)Λ1l

+3Λ1i(ali)(dii)Λ1l + 3Λ1i(zβil
)(dii)(dll)Λ1l −Λ1i(dii)(ali)Λ1l

+3Λ1i(gil)Λ1l + 3Λ1i(ail)(dll)Λ1l −Λ1i(gil)Λ1l]

+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)

n,n∑

i=1,l=1

[Λ1i(fil)Λ1l +Λ1i(fil)Λ1l +Λ1i(zβil
)(bil)Λ1l +Λ1i(fil)Λ1l]
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+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)

n,n∑

i=1,l=1

[Λ1i(ail)(dll)Λ1l +Λ1i(gil)Λ1l +Λ1i(zβil
)(dii)(dll)Λ1l

+Λ1i(ali)(dii)Λ1l]

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λrstuvw = −

α2
2,0

6
δ3

(0,1,0,0,0)[5tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)
T) + 5ιTΛ1FβΛ1ι

−ιTΛ1FβΛ1ι + 5ι
TΛ1FβΛ1ι + 5tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) − ιTΛ1FβΛ1ι

+5ιTΛ1FβΛ1ι+ 5ι
TΛ1FβΛ1ι − tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T)]

−
α2

2,0

4
δ3

(0,1,0,0,0)[3ι
TΛ1GβΛ1ι+ 3ι

TΛ1AβDΛ1ι − ι
TΛ1GβΛ1ι

+3ιTΛ1DAβΛ1ι+ 3ι
TΛ1DZβDΛ1ι − ι

TΛ1DAβΛ1ι

+3ιTΛ1GβΛ1ι + 3ι
TΛ1AβDΛ1ι − ι

TΛiGβΛ1ι]

+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)[ι

TΛ1FβΛ1ι + ι
TΛ1FβΛ1ι + tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) + ιTΛ1FβΛ1ι]

+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)[ι

TΛ1AβDΛ1ι + ι
TΛ1GβΛ1ι+ ι

TΛ1DZβDΛ1ι + ι
TΛ1DAβΛ1ι]

Portanto temos que

∑
′λrstuvw =

δ5
(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) − 6ιTΛ1AβDΛ1ι

+6ιTΛ1DAβΛ1ι + 3ι
TΛ1DZβDΛ1ι]

ou ainda

∑
′λrstuvw =

δ5
(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) + 3ιTΛ1(+2DAβ +DZβD− 2AβD)Λ1ι]
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D.5 Cálculo de ǫp,β

Como ǫp,β =
∑ ′(λrstu − λrstuvw) =

∑ ′
λrstu −

∑ ′
λrstuvw

Logo substituindo temos que

ǫp,β =
α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1Z
2
βdι+

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2 − 2Bβd)ι

−
δ5

(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) + 3ιTΛ1(+2DAβ +DZβD− 2AβD)Λ1ι]

D.6 Cálculo de
∑ ′′λrstu

Para o cálculo de
∑ ′′λrstu o resultado, será a mesma expressão do

∑ ′λrstu só

que com o posto da matriz reduzido, ou seja, será feito uma partição da matriz

da forma a seguir

X̃ =
(
X̃1 X̃2

)

nxp

de modo que X̃1nxp1
e X̃2nx(p−p1)

, onde todos os cálculos serão feitos substi-

tuindo o X̃ pelo X̃2.

Logo, identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λrstu =

α4,0

4

n∑

l=1

Λ2
1l(z2βdll

)(z2βdll
)+

+
α2,0

4

n∑

l=1

Λ1l[∆2ll + (d2ll)(d2ll) + b2ll + ∆2ll − 3∆2ll − 3b2ll + ∆2ll]

Portanto temos que

∑
′′λrstu =

α4,0

4

n∑

l=1

Λ2
1lz

2
2βdll

+
α2,0

4

n∑

l=1

Λ1l[d
2
2ll − 2b2ll]

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′′λrstu =

α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)tr(Λ
2
1Z

2
2βd) +

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)tr(Λ1D
2
2 − 2Λ1B2βd)

Como as matrizes são diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma
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∑
′′λrstu =

α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1Z
2
2βdι +

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2
2 − 2B2βd)ι

D.7 Cálculo de
∑ ′′λrstuvw

Para o cálculo de
∑ ′′λrstuvw o resultado, será a mesma expressão do

∑ ′λrstuvw

só que com o posto da matriz reduzido, ou seja, será feito uma partição da

matriz da forma a seguir

X̃ =
(
X̃1 X̃2

)

nxp

de modo que X̃1nxp1
e X̃2nx(p−p1)

, onde todos os cálculos serão feitos substi-

tuindo o X̃ pelo X̃2.

Logo temos

∑
′′λrstuvw = −

α2
2,0

6

n,n∑

i=1,l=1

[5Λ1i(b2βil
)(z2βil

)Λ1l + 5Λ1i(f2il)Λ1l

−Λ1i(f2il)Λ1l + 5Λ1i(f2il)Λ1l + 5Λ1i(z2βil
)(b2il)Λ1l −Λ1i(f2il)Λ1l

+5Λ1i(f2il)Λ1l + 5Λ1i(f2il)Λ1l −Λ1i(z2βil
)(b2il)Λ1l]

−
α2

2,0

4

n,n∑

i=1,l=1

[3Λ1i(g2il)Λ1l + 3Λ1i(a2il)(d2ll)Λ1l −Λ1i(g2il)Λ1l

+3Λ1i(a2li)(d2ii)Λ1l + 3Λ1i(z2βil
)(d2ii)(d2ll)Λ1l −Λ1i(d2ii)(a2li)Λ1l

+3Λ1i(g2il)Λ1l + 3Λ1i(a2il)(d2ll)Λ1l −Λ1i(g2il)Λ1l]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[Λ1i(f2il)Λ1l +Λ1i(f2il)Λ1l +Λ1i(z2βil
)(b2il)Λ1l +Λ1i(f2il)Λ1l]

+α2
2,0

n,n∑

i=1,l=1

[Λ1i(a2il)(d2ll)Λ1l +Λ1i(g2il)Λ1l +Λ1i(z2βil
)(d2ii)(d2ll)Λ1l+

Λ1i(a2li)(d2ii)Λ1l]

logo escrevendo na forma matricial temos
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∑
′′λrstuvw = −

α2
2,0

6
δ3

(0,1,0,0,0)[5tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)
T) + 5ιTΛ1F2βΛ1ι

−ιTΛ1F2βΛ1ι + 5ι
TΛ1F2βΛ1ι+ 5tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T) − ιTΛ1F2βΛ1ι

+5ιTΛ1F2βΛ1ι + 5ι
TΛ1F2βΛ1ι− tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T)]

−
α2

2,0

4
δ3

(0,1,0,0,0)[3ι
TΛ1G2βΛ1ι + 3ι

TΛ1A2βD2Λ1ι − ι
TΛ1G2βΛ1ι

+3ιTΛ1D2A2βΛ1ι+ 3ι
TΛ1D2Z2βD2Λ1ι− ι

TΛ1D2A2βΛ1ι

+3ιTΛ1G2βΛ1ι+ 3ι
TΛ1A2βD2Λ1ι− ι

TΛiG2βΛ1ι]

+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)[ι

TΛ1F2βΛ1ι+ ι
TΛ1F2βΛ1ι+ tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T) + ιTΛ1F2βΛ1ι]

+α2
2,0δ

3
(0,1,0,0,0)[ι

TΛ1A2βD2Λ1ι+ ι
TΛ1G2βΛ1ι + ι

TΛ1D2Z2βDΛ1ι+ ι
TΛ1D2A2βΛ1ι]

Portanto temos que

∑
′′λrstuvw =

δ5
(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T) − 6ιTΛ1A2βD2Λ1ι

+6ιTΛ1D2A2βΛ1ι+ 3ι
TΛ1D2Z2βD2Λ1ι]

ou ainda

∑
′′λrstuvw =

δ5
(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T)

+3ιTΛ1(+2D2A2β +D2ZβD2 − 2A2βD2)Λ1ι]

D.8 Cálculo de ǫp−p1,β

Como ǫp−p1 ,β =
∑ ′′(λrstu − λrstuvw) =

∑ ′′λrstu −
∑ ′′λrstuvw

Logo substituindo e efetuando alguns cálculos algébricos temos que

ǫp−p1,β =
α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1Z
2
2βdι+

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2
2 − 2B2βd)ι
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−
δ5

(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T) + 3ιTΛ1(+2D2A2β +D2Z2βD2 − 2A2βD2)Λ1ι]

D.9 Cálculo de dp1,β

Como dp1,β =
ǫp,β−ǫp−p1,β

p1
, então substituindo as expressões de ǫp,β e ǫp−p1,β,

logo temos que

dp1,β =
1

p1

{
α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1Z
2
βdι+

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2 − 2Bβd)ι

−
δ5

(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1Bβ(ZβΛ1)

T) + 3ιTΛ1(+2DAβ +DZβD− 2AβD)Λ1ι]

−(
α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)̃1
TΛ2

1Z
2
2βdι+

α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2
2 − 2B2βd)ι

−
δ5

(0,1,0,0,0)

12
[−6tr(Λ1B2β(Z2βΛ1)

T) + 3ιTΛ1(+2D2A2β +D2Z2βD2 − 2A2βD2)Λ1ι])}

Portanto

dp1,β =
1

p1

{
α4,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ2

1(Z
2
βd−Z2

2βd)ι+
α2,0

4
δ2

(0,1,0,0,0)ι
TΛ1(D

2−2Bβd−D2
2+2B2βd)ι

−
δ5

(0,1,0,0,0)

12
{−6tr{Λ1[Bβ(ZβΛ1)

T − B2β(Z2βΛ1)
T]}

+3ιTΛ1(2DAβ +DZβD− 2AβD− 2D2A2β −D2Z2βD2 + 2A2βD2)Λ1ι}



Apêndice E

Cálculos de ǫ em relação aos

parâmetros γ.

Neste apêndice apresentaremos os cálculos de obtenção de λ’s com 4 índices

e 6 índices, mostraremos também para os ǫ’s e dq1,γ.

E.1 Cálculo de λRSTU

Como λRSTU = KRSKTU(KRSTU

4
− K

(U)

RST + K
(SU)

RT ), logo substituindo os cumulantes

temos que:

λRSTU = KRSKTU[
1

4
(

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l +
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(R, S, T, U)l−

−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ11l(R, S, T, U)l +
α2,2

8

n∑

l=1

Λ29l(R, S, T, U)l +
α1,1

8

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l)

−(
1

2

n∑

l=1

Λ22l(R, S, T, U)l −
3

8
α3,3

n∑

l=1

Λ9l(R, S, T, U)l +
1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ23l(R, S, T, U)l

+
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l) +
α2,0 − 1

2

n∑

l=1

Λ21l(R, T, U, S)l]

assim

λRSTU = KRSKTU[
1

4

n∑

l=1

Λ31l(R, S, T, U)l +
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(R, S, T, U)l

107
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−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ32l(R, S, T, U)l +
α2,2

8

n∑

l=1

Λ33l(R, S, T, U)l −
α1,1

4

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l],

em que Λ31l =
5h′′2

l φ2
l −22h′2

l h
′′

l φl+12h′4+6h′

lh
′′′

l φ2
l −h

′′′′

l φ3
l

φ4
l

, Λ32l =
4h′2

1h′′
lφl−9h′4

l

φ4
l

, Λ33l =

−11h′2
l h′′

lφl+11h′4
l −3h′

lh
′′′

lφ
2
l +4h′

lh
′′

lφ
2
l

φ4
l

E.2 Cálculo de
∑ ′

λRSTU

Calculando
∑ ′

λRSTU, logo temos que

∑
′λRSTU =

∑
′{KRSKTU[

1

4

n∑

l=1

Λ31l(R, S, T, U)l +
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(R, S, T, U)l

−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ32l(R, S, T, U)l +
α2,2

8

n∑

l=1

Λ33l(R, S, T, U)l −
α1,1

4

n∑

l=1

Λ24l(R, S, T, U)l]}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos que

∑
′λRSTU =

1

4

n∑

l=1

Λ31l(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)

+
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)

−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ32l(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)

+
α2,2

8

n∑

l=1

Λ33l(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)

−
α1,1

4

n∑

l=1

Λ24l(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λRSTU =

1

4

n∑

l=1

Λ31l(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)

+
α4,4

16

n∑

l=1

Λ6l(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)
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−
α3,3

16

n∑

l=1

Λ32l(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)

+
α2,2

8

n∑

l=1

Λ33l(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)

−
α1,1

4

n∑

l=1

Λ24l(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)(
δ(0,1,0,0,2) − 1

4
zγdll

)

Portanto temos que

∑
′λRSTU =

1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16

n∑

l=1

Λ31l(zγdll
)(zγdll

)

+
α4,4

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16

n∑

l=1

Λ6l(zγdll
)(zγdll

)

−
α3,3

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16

n∑

l=1

Λ32l(zγdll
)(zγdll

)

+
α2,2

8

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16

n∑

l=1

Λ33l(zγdll
)(zγdll

)

−
α1,1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16

n∑

l=1

Λ24l(zγdll
)(zγdll

)

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRSTU =

1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
tr(Λ31Z

2
γd)

+
α4,4

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
tr(Λ6Z

2
γd)

−
α3,3

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
tr(Λ32Z

2
γd)

+
α2,2

8

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
tr(Λ33Z

2
γd)

−
α1,1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
tr(Λ24Z

2
γd)

Como as matrizes são diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma

∑
′λRSTU =

1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιTΛ31Z

2
γdι
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+
α4,4

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιTΛ6Z

2
γdι

−
α3,3

16

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιTΛ32Z

2
γdι

+
α2,2

8

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιTΛ33Z

2
γdι

−
α1,1

4

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιTΛ24Z

2
γdι

então

∑
′λRSTU =

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT[
1

4
Λ31Z

2
γd +

α4,4

16
Λ6Z

2
γd

−
α3,3

16
Λ32Z

2
γd +

α2,2

8
Λ33Z

2
γd −

α1,1

4
Λ24Z

2
γd]ι

E.3 Cálculo de λRSTUVW

Como λRSTUVW = KRSKTUKVW{KRTV(KSUW

6
− K

(U)

SW) + KRTU(KSVW

4
− K

(V)

SW) + K
(V)

RT K
(U)

SW +

K
(U)

RT K
(V)

SW},

logo substituindo os cumulantes temos que:

λRSTUVW = KRSKTUKVW{(
1

2

n∑

l=1

Λ13i(R, T, V)i −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5i(R, T, V)i+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8i(R, T, V)i +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14i(R, T, V)i)

[
1

6
(
1

2

n∑

l=1

Λ13l(S,U,W)l −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(S,U,W)l+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8l(S,U,W)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(S,U,W)l)−

−
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S,U,W)l]+

(
1

2

n∑

l=1

Λ13i(R, T, U)i −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5i(R, T, U)i+
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1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8i(R, T, U)i +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14i(R, T, U)i)

[
1

4
(
1

2

n∑

l=1

Λ13l(S, V,W)l −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5l(S, V,W)l+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8l(S, V,W)l +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14l(S, V,W)l)−

−
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S, V,W)l]

+
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7i(R, T, V)i

α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S,U,W))l

+
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7i(R, T, U)i

α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S, V,W))l

Assim

λRSTUVW = KRSKTUKVW{(
1

2

n∑

l=1

Λ13i(R, T, V)i −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5i(R, T, V)i+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8i(R, T, V)i +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14i(R, T, V)i)

(
1

12

n∑

l=1

Λ34l(S,U,W)l −
α3,3

48

n∑

l=1

Λ5l(S,U,W)l

−
α2,2

24

n∑

l=1

Λ35l(S,U,W)l +
α1,1

24

n∑

l=1

Λ14l(S,U,W)l)+

(
1

2

n∑

l=1

Λ13i(R, T, U)i −
1

8
α3,3

n∑

l=1

Λ5i(R, T, U)i+

1

4
α2,2

n∑

l=1

Λ8i(R, T, U)i +
1

4
α1,1

n∑

l=1

Λ14i(R, T, U)i)

(
1

8

n∑

l=1

Λ30l(S, V,W)l −
α3,3

32

n∑

l=1

Λ5l(S, V,W)l

−
α2,2

16

n∑

l=1

Λ12l(S, V,W)l +
α1,1

16

n∑

l=1

Λ14l(S, V,W)l)
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+
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7i(R, T, V)i

α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S,U,W))l

+
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7i(R, T, U)i

α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S, V,W))l

Então

λRSTUVW =
1

24

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
1

16

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

−
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

+
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l
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−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l

−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

−
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l
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+
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

−
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

+
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

3,3

384

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α2

3,3

256

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α2

2,2

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α2

2,2

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

+
α2

1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l,

em que Λ12l =
6h′

lh
′′

lφl−5h′3
l

φ3
l

, Λ30l =
7h′

lh
′′

lφl−6h′3
l −h

′′′

l φ2
l

φ3
l

,

Λ34l =
9h′

lh
′′

lφl−8h′3
l −h′′′

lφ
2
l

φ3
l

, Λ35l =
10h′

lh
′′

lφl−9h′3
l

φ3
l

.
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E.4 Cálculo de
∑ ′

λRSTUVW

Calculando
∑ ′

λRSTUVW, logo temos que

∑
′λRSTUVW =

∑
′{
1

24

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
1

16

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

−
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

+
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l
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−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

−
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

+
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l
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−
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

+
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

3,3

384

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α2

3,3

256

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α2

2,2

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α2

2,2

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)l)((V)iK
VW(W)l)Λ14l

+
α2

1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i((R)iK
RS(S)l)((T)iK

TU(U)i)((V)lK
VW(W)l)Λ14l}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos que
∑ ′λRSTUVW =

=
1

24

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
1

16

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ30l
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+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ7l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ30l

−
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ35l

+
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ34l

−
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ30l

−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ7l

−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ14l
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+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ34l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ14l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ12l

−
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ5l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ5l

+
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ14l

−
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ35l
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+
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ14l

−
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

3,3

384

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ5l

+
α2

3,3

256

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ5l

−
α2

2,2

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ35l

−
α2

2,2

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ12l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ7l

+
α2

1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ14l

+
α2

1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)i)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ14l}

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λRSTUVW =

(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ33l

+
1

16

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ30l +

1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ7l
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+
1

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ7l −

α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ5l

−
α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ5l

−
α3,3

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ34l −

α3,3

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ30l

−
α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ35l +

α2,2

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ34l

−
α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ12l +

α2,2

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ30l

−
α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ7l −

α2,2

2

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ7l

+
α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ14l +

α1,1

48

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ34l

+
α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ13i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ14l +

α1,1

32

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ30l

+
α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ35l −

α3,3α2,2

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ5l

+
α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ12l −

α3,3α2,2

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ5l

−
α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ14l −

α3,3α1,1

192

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ5l
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−
α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ14l −

α3,3α1,1

128

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ5l

+
α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ14l −

α2,2α1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ35l

+
α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ14l −

α2,2α1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ12l

+
α2

3,3

384

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ5l +

α2
3,3

256

n,n∑

i=1,l=1

Λ5i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ5l

−
α2

2,2

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ35l −

α2
2,2

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ8i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ12l

+
α2

2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ7l +

α2
2,2

4

n,n∑

i=1,l=1

Λ7i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ7l

+
α2

1,1

96

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγil

)(zγil
)Λ14l +

α2
1,1

64

n,n∑

i=1,l=1

Λ14i(zγil
)(zγdii

)(zγdll
)Λ14l}

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRSTUVW =

(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ34ι +

1

16
ιTΛ13ZγdZγZγdιΛ30ι

−
α3,3

96
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ5ι−

α3,3

64
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ34ι−

α3,3

64
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ35ι +

α2,2

48
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ12ι +

α2,2

32
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ30ι
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+
α1,1

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ14ι+

α1,1

48
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ34ι

+
α1,1

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ14ι+

α1,1

32
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ35ι−

α3,3α2,2

192
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ5ι

+
α3,3α2,2

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ12ι−

α3,3α2,2

128
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ14ι−

α3,3α1,1

192
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ14ι−

α3,3α1,1

128
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ14ι−

α2,2α1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ14ι−

α2,2α1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ12ι

+
α2

3,3

384
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ5ι +

α2
3,3

256
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ35ι −

α2
2,2

64
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ14ι +

α2
1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ14ι

+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z

(3)
γ Λ7ι +

(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7ZγdZγZγdΛ7ι}

E.5 Cálculo de ǫq,γ

Como ǫq,γ =
∑ ′(λRSTU − λRSTUVW) =

∑ ′
λRSTU −

∑ ′
λRSTUVW

Logo substituindo e efetuando os cálculos algébricos temos que

ǫq,γ =
(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT[
1

4
Λ31 +

α4,4

16
Λ6 −

α3,3

16
Λ32 +

α2,2

8
Λ33 −

α1,1

4
Λ24]Z

2
γdι
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−
(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ34ι +

1

16
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ30ι

−
α3,3

96
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ5ι−

α3,3

64
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ34ι−

α3,3

64
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ35ι +

α2,2

48
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ12ι +

α2,2

32
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ30ι

+
α1,1

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ14ι +

α1,1

48
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ34ι

+
α1,1

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ14ι +

α1,1

32
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ35ι −

α3,3α2,2

192
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ5ι

+
α3,3α2,2

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ12ι −

α3,3α2,2

128
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ14ι −

α3,3α1,1

192
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ14ι −

α3,3α1,1

128
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ14ι −

α2,2α1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ14ι −

α2,2α1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ12ι

+
α2

3,3

384
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ5ι+

α2
3,3

256
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ35ι −

α2
2,2

64
iotaTΛ8ZγdZγZγdΛ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ14ι+

α2
1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ14ι
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+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z

(3)
γ Λ7ι +

(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7ZγdZγZγdΛ7ι}

Assim

ǫq,γ =
(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT[
1

4
Λ31 +

α4,4

16
Λ6 −

α3,3

16
Λ32 +

α2,2

8
Λ33 −

α1,1

4
Λ24]Z

2
γdι

−
(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ34ι+

1

16
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ30ι

−
α3,3

192
ιTΛ13(2Z

(3)
γ + 3ZγdZγZγd)Λ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ34ι −

α3,3

64
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ35ι+

α2,2

48
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ12ι+

α2,2

32
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ30ι

+
α1,1

48
ιTΛ13Z

(3)
γ Λ14ι+

α1,1

48
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ34ι

+
α1,1

32
ιTΛ13ZγdZγZγdΛ14ι+

α1,1

32
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ35ι−

α3,3α2,2

192
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ5ι

+
α3,3α2,2

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ12ι−

α3,3α2,2

128
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ14ι−

α3,3α1,1

192
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ14ι−

α3,3α1,1

128
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ14ι−

α2,2α1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ14ι−

α2,2α1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ12ι
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+
α2

3,3

384
ιTΛ5Z

(3)
γ Λ5ι+

α2
3,3

256
ιTΛ5ZγdZγZγdΛ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8Z

(3)
γ Λ35ι−

α2
2,2

64
ιTΛ8ZγdZγZγdΛ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14Z

(3)
γ Λ14ι+

α2
1,1

64
ιTΛ14ZγdZγZγdΛ14ι

+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z

(3)
γ Λ7ι+

(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7ZγdZγZγdΛ7ι}

E.6 Cálculo de
∑ ′′λRSTU

Para o cálculo de
∑ ′′λRSTU o resultado, será a mesma expressão do

∑ ′λRSTU só

que com o posto da matriz reduzido, ou seja, será feito uma partição da matriz

da forma a seguir

Q̃ =
(
Q̃1 Q̃2

)

nxq

de modo que Q̃1nxq1
e Q̃2nx(q−q1)

, onde todos os cálculos serão feitos substi-

tuindo o Q̃ pelo Q̃2.

Logo, identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λRSTU =

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT[
1

4
Λ31 +

α4,4

16
Λ6 −

α3,3

16
Λ32 +

α2,2

8
Λ33 −

α1,1

4
Λ24]Z

2
2γdι

E.7 Cálculo de
∑ ′′λRSTUVW

Para o cálculo de
∑ ′′λRSTUVW o resultado, será a mesma expressão do

∑ ′λRSTUVW

só que com o posto da matriz reduzido, ou seja, será feito uma partição da ma-

triz da forma a seguir

Q̃ =
(
Q̃1 Q̃2

)
nxq

de modo que Q̃1nxq1
e Q̃2nx(q−q1)

, onde todos os cálculos serão feitos substi-

tuindo o Q̃ pelo Q̃2.

Logo temos:
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∑
′′λRSTUVW =

(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ34ι+
1

16
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

−
α3,3

96
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ5ι −
α3,3

64
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ34ι −
α3,3

64
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ35ι+
α2,2

48
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι+

α2,2

32
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

+
α1,1

48
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ14ι+
α1,1

48
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ34ι

+
α1,1

32
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι+

α1,1

32
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ35ι−
α3,3α2,2

192
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ5ι

+
α3,3α2,2

128
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι−

α3,3α2,2

128
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ14ι−
α3,3α1,1

192
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι−

α3,3α1,1

128
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ14ι−
α2,2α1,1

96
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι−

α2,2α1,1

64
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι

+
α2

3,3

384
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ5ι +
α2

3,3

256
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ35ι −
α2

2,2

64
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ14ι +
α2

1,1

64
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι
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+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z

(3)

2γΛ7ι+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z2γdZ2γZ2γdΛ7ι}

E.8 Cálculo de ǫq−q1,γ

Como ǫq−q1 ,β =
∑ ′′(λRSTU − λRSTUVW) =

∑ ′′λRSTU −
∑ ′′λRSTUVW

Logo substituindo temos que

(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT[
1

4
Λ31 +

α4,4

16
Λ6 −

α3,3

16
Λ32 +

α2,2

8
Λ33 −

α1,1

4
Λ24]Z

2
2γdι

−
(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ34ι+
1

16
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γd1̃Λ30ι

−
α3,3

96
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ5ι−
α3,3

64
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ34ι−
α3,3

64
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ35ι +
α2,2

48
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι +

α2,2

32
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

+
α1,1

48
ιTΛ13Z

(3)

2γΛ14ι +
α1,1

48
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ34ι

+
α1,1

32
ιTΛ13Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι +

α1,1

32
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ35ι −
α3,3α2,2

192
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ5ι

+
α3,3α2,2

128
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι −

α3,3α2,2

128
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ14ι −
α3,3α1,1

192
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι −

α3,3α1,1

128
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ14ι −
α2,2α1,1

96
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι −

α2,2α1,1

64
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι
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+
α2

3,3

384
ιTΛ5Z

(3)

2γΛ5ι +
α2

3,3

256
ιTΛ5Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8Z

(3)

2γΛ35ι −
α2

2,2

64
ιTΛ8Z2γdZ2γZ2γdΛ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14Z

(3)

2γΛ14ι +
α2

1,1

64
ιTΛ14Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι

+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z

(3)

2γΛ7ι +
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7Z2γdZ2γZ2γdΛ7ι}

E.9 Cálculo de dq1,γ

Como dq1,γ =
ǫq,γ−ǫq−q1,γ

q1
, então substituindo as expressões de ǫq,γ e ǫq−q1 ,γ, e

efetuando alguns cálculos algébricos temos que

dq1,γ =
1

q1

{
(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
1

4
Λ31 +

α4,4

16
Λ6 −

α3,3

16
Λ32 +

α2,2

8
Λ33 −

α1,1

4
Λ24)

(Z2
γd − Z2

2γd)ι

−
(δ(0,1,0,0,2) − 1)3

64
{
1

24
ιTΛ13(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ34ι+
1

16
ιTΛ13(ZγdZγZγd

−Z2γdZ2γZ2γd)Λ30ι

−
α3,3

96
ιTΛ13(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ5ι−
α3,3

64
ιTΛ13(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ5ι

−
α3,3

96
ιTΛ5(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ34ι−
α3,3

64
ιTΛ5(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ30ι

−
α2,2

48
ιTΛ13(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ35ι+
α2,2

48
ιTΛ8(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ34ι

−
α2,2

32
ιTΛ13(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ12ι

+
α2,2

32
ιTΛ8(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ30ι

+
α1,1

48
ιTΛ13(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ14ι+
α1,1

48
ιTΛ14(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ34ι
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+
α1,1

32
ιTΛ13(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ14ι

+
α1,1

32
ιTΛ14(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ30ι

+
α3,3α2,2

192
ιTΛ5(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ35ι

−
α3,3α2,2

192
ιTΛ8(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ5ι +
α3,3α2,2

128
ιTΛ5(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ12ι

−
α3,3α2,2

128
ιTΛ8(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ5ι

−
α3,3α1,1

192
ιTΛ5(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ14ι −
α3,3α1,1

192
ιTΛ14(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ5ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ5(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ14ι

−
α3,3α1,1

128
ιTΛ14(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ5ι

+
α2,2α1,1

96
ιTΛ8(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ14ι −
α2,2α1,1

96
ιTΛ14(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ35ι

+
α2,2α1,1

64
ιTΛ8(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ14ι

−
α2,2α1,1

64
ιTΛ14(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ12ι

+
α2

3,3

384
ιTΛ5(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ5ι +
α2

3,3

256
ιTΛ5(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ5ι

−
α2

2,2

96
ιTΛ8(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ35ι −
α2

2,2

64
ιTΛ8(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ12ι

+
α2

1,1

96
ιTΛ14(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ14ι +
α2

1,1

64
ιTΛ14(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ14ι

+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7(Z

(3)
γ − Z

(3)

2γ)Λ7ι

+
(α2,2 − 1)2

4
ιTΛ7(ZγdZγZγd − Z2γdZ2γZ2γd)Λ7ι}



Apêndice F

Cálculos de ǫ em relação aos

parâmetros β e γ.

Neste apêndice apresentaremos os cálculos de obtenção de λ’s com 4 índices e

6 índices e, também os ǫ’s e assim como os cálculos de obtenção de dp1+q1 ,βγ,

dp1,βγ e dq1,βγ .

F.1 Cálculo de λRStu

Como λRStu = KRSKtu(KRStu

4
−K

(u)

RSt+K
(Su)

Rt ), logo substituindo os cumulantes temos

que:

λRStu = KRSKtu[
1

4
(
α4,2

4

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l−

−
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ3
l

(R, S, t, u)l) − 0+ 0]

assim

λRStu = KRSKtu[
1

4
(
α4,2

4

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(R, S, t, u)l −
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ3
l

(R, S, t, u)l)]

Portanto

λRStu =

n∑

l=1

[
α4,2

16

h ′2
l

φ3
l

((R)lK
RS(S)l)((t)lK

tu(u)l)

131
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−
α3,1 + 2α2,0

8

h ′
l

φ3
l

((R)lK
RS(S)l)((t)lK

tu(u)l)]

F.2 Cálculo de
∑ ′

λRStu

Calculando
∑ ′

λRStu, logo temos que

∑
′λRStu =

∑
′{

n∑

l=1

[
α4,2

16

h ′2
l

φ3
l

((R)lK
RS(S)l)((t)lK

tu(u)l)

−
α3,1 + 2α2,0

8

h ′
l

φ3
l

((R)lK
RS(S)l)((t)lK

tu(u)l)]}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos que

∑
′λRStu =

n∑

l=1

[
α4,2

16

h ′2
l

φ3
l

(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(t)lK

tu(u)l)

−
α3,1 + 2α2,0

8

h ′
l

φ3
l

(
∑

′(R)lK
RS(S)l)(

∑
′(t)lK

tu(u)l)]

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

n∑

l=1

[
α4,2

16
Λ4l(zβdll

)(zγdll
)−

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2l(zβdll

)(zγdll
)]

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr(
α4,2

16
Λ4ZβdZγd −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2ZβdZγd)

portanto

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγd

Como todas as matrizes são diagonais, então podemos ainda escrever da

seguinte forma

∑
′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγdι,
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em que Λ2l = h′

φ2
l

, Λ4l = h′2

φ3
l

F.3 Cálculo de λrsTU

Como λrsTU = KrsKTU(KrsTU

4
−K

(U)

rsT +K
(sU)

rT ), logo substituindo os cumulantes temos

que:

λrsTU = KrsKTU[
1

4
(
α4,2

4

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(r, s, T, U)l −
α3,1 + 2α2,0

2

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(r, s, T, U)l)−

(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

h ′′
lφl − 2h ′2

l

φ3
l

) + 0]

assim

λrsTU =
α4,2

16

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

((r)lK
rs(s)l)((T)lK

TU(U)l)−

−
α3,1 + 2α2,0

8

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

((r)lK
rs(s)l)((T)lK

TU(U)l)+

+
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

h ′′
lφl − 2h ′2

l

φ3
l

((r)lK
rs(s)l)((T)lK

TU(U)l

F.4 Cálculo de
∑ ′

λrsTU

Calculando
∑ ′

λrsTU, invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos

∑
′λrsTU =

α4,2

16

n∑

l=1

h ′2
l

φ3
l

(
∑

′(r)lK
rs(s)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)−

−
α3,1 + 2α2,0

8

n∑

l=1

h ′
l

φ2
l

(
∑

′(r)lK
rs(s)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l)+

+
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

h ′′
lφl − 2h ′2

l

φ3
l

(
∑

′(r)lK
rs(s)l)(

∑
′(T)lK

TU(U)l

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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∑
′λrsTU =

α4,2

16

n∑

l=1

Λ4l(zβdll
)(zγdll

) −
α3,1 + 2α2,0

8

n∑

l=1

Λ2l(zβdll
)(zγdll

)+

+
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

Λ10l(zβdll
)(zγdll

)

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
tr(
α4,2

16
Λ4ZβdZγd −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2ZβdZγd+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10ZβdZγd))

assim

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
tr[(

α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγd]

Como todas as matrizes são diagonais, então podemos ainda escrever da

seguinte forma

∑
′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι,

em que Λ10l =
h′′

lφl−2h′2
l

φ3
l

F.5 Cálculo de λRSTUvw

Como λRSTUvw = KRSKTUKvw{KRTv(
KSUw

4
−K

(U)

Sw)+KRTU(KSvw

4
−K

(v)

Sw)+K
(v)

RTK
(U)

Sw +K
(U)

RT K
(v)

Sw},

KRSTU = 0, KSUw = 0, K(U)

Sw = 0, K(V)

Sw = 0 e K(v)

RT = 0 logo temos que:

λRSTUvw = 1
4
KRSKTUKvwKRTUKSvw, então temos que

λRSTUvw =
1

4
KRSKTUKvw(

1

2

n∑

l=1

Λ13l(R, T, U)l −
α3,3

8

n∑

l=1

Λ5l(R, T, U)l
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+
α2,2

4

n∑

l=1

Λ8l(R, T, U)l +
α1,1

4

n∑

l=1

Λ14l(R, T, U)l)(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

Λ2i(S, V,W)i)

assim

λRSTUvw = −
α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i((v)iK
vw(w)i)((S)iK

RS(R)l)((T)lK
TU(U)l)Λ13l

+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i((v)iK
vw(w)i)((S)iK

RS(R)l)((T)lK
TU(U)l)Λ5l

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i((v)iK
vw(w)i)((S)iK

RS(R)l)((T)lK
TU(U)l)Λ8l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i((v)iK
vw(w)i)((S)iK

RS(R)l)((T)lK
TU(U)l)Λ14l

F.6 Cálculo de
∑ ′

λRSTUvw

Calculando
∑ ′

λRSTUvw, invertendo os somatórios e rearrumando os termos

temos

∑
′λRSTUvw = −

α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(v)iK
vw(w)i)(

∑
′(S)iK

RS(R)l)

(
∑

′(T)lK
TU(U)l)Λ13l

+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(v)iK
vw(w)i)(

∑
′(S)iK

RS(R)l)(
∑

′(T)lK
TU(U)l)Λ5l

−
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(v)iK
vw(w)i)(

∑
′(S)iK

RS(R)l)(
∑

′(T)lK
TU(U)l)Λ8l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(v)iK
vw(w)i)(

∑
′(S)iK

RS(R)l)(
∑

′(T)lK
TU(U)l)Λ14l

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λRSTUvw = −

α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i(zγdii
)(zγil)(zγdll

)Λ13l
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+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i(zγdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ5l

−
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(zγdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ8l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(zγdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ14l

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ13ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ5ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ8lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZγdZγZγdΛ14ι

F.7 Cálculo de λRStuVW

Como λRStuVW = KRSKtuKVW{KRtV(KSuW

4
− K

(u)

SW) + KRtu(KSVW

4
− K

(V)

SW) + K
(V)

Rt K
(u)

SW +

K
(u)

Rt K
(V)

SW}, KRTV = 0, KSuW = 0, K(u)

SW = 0, K(u)

Rt = 0 e K(V)

Rt = 0

logo temos que:

λRStuVW = KRSKtuKVWKRtu(KSVW

4
− K

(V)

SW), então temos que

λRStuVW = KRSKtuKVW(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

Λ2i(R, t, u)i)

[
1

4
(
1

2

n∑

l=1

Λ13l(S, V,W)l −
α3,3

8

n∑

l=1

Λ5l(S, V,W)l

+
α2,2

4

n∑

l=1

Λ8l(S, V,W)l +
α1,1

4

n∑

l=1

Λ14l(S, V,W)l) −
α2,2 − 1

2

n∑

l=1

Λ7l(S, V,W)l]

assim

λRStuVW = KRSKtuKVW(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

l=1

Λ2i(R, t, u)i)
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(
1

8

n∑

l=1

Λ30l(S, V,W)l −
α3,3

32

n∑

l=1

Λ5l(S, V,W)l

−
α2,2

16

n∑

l=1

Λ12l(S, V,W)l +
α1,1

16

n∑

l=1

Λ14l(S, V,W)l)

Portanto

λRStuVW = −
α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((V)lK
VW(W)l)Λ5l

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((V)lK
VW(W)l)Λ12l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((V)lK
VW(W)l)Λ14l

F.8 Cálculo de
∑ ′

λRStuVW

Calculando
∑ ′

λRStuVW, invertendo os somatórios e rearrumando os termos

temos

∑
′λRStuVW = −

α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(t)iK
tu(u)i)(

∑
′(R)iK

RS(S)l)

(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ30l

+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(t)iK
tu(u)i)(

∑
′(R)iK

RS(S)l)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ5l

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(t)iK
tu(u)i)(

∑
′(R)iK

RS(S)l)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ12l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(
∑

′(t)iK
tu(u)i)(

∑
′(R)iK

RS(S)l)(
∑

′(V)lK
VW(W)l)Λ14l

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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∑
′λRStuVW = −

α2,0 + α3,1

16

n∑

l=1

Λ2i(zβdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ30l

+
α3,3(α2,0 + α3,1)

64

n∑

l=1

Λ2i(zβdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ5l

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(zβdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ12l

−
α1,1(α2,0 + α3,1)

32

n∑

l=1

Λ2i(zβdii
)(zγil

)(zγdll
)Λ14l

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ14ι

F.9 Cálculo de λrsTUVW

Como λrsTUVW = KrsKTUKVW{KrTV(KsUW

4
−K

(U)

sW)+KrTU(KsVW

4
−K

(V)

sW)+K
(V)

rT K
(U)

sW+K
(U)

rT K
(V)

sW},

KrTV = 0, KrTU = 0, KsUW = 0, KsVW = 0, K(U)

sW = 0, K(U)

rT = 0, K(V)

sW = 0, e K(V)

Rt = 0

logo temos que:

λrsTUVW = 0

F.10 Cálculo de
∑ ′

λrsTUVW

Como λrsTUVW = 0, logo temos que
∑ ′

λrsTUVW = 0

F.11 Cálculo de λRStuvw

Como λRStuvw = KRSKtuKvw{KRtv(
KSuw

6
−K

(u)

Sw)+KRtu(KSvw

4
−K

(v)

Sw)+K
(v)

RtK
(u)

Sw +K
(u)

Rt K
(v)

Sw},

K
(u)

Sw = 0, K(u)

Rt = 0, K(v)

Sw = 0 e K(v)

Rt = 0
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logo temos que: λRStuvw = 1
12
KRSKtuKvw(2KRtvKSuw + 3KRtuKSvw)

logo substituindo as expressões dos cumulantes temos que

λRStuvw =
1

12
KRSKtuKvw[2(−

α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(R, t, v)i)

(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2l(S, u,w)l)

+3(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(R, t, u)i)(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2l(S, v,w)l)]

Assim

λRStuvw =
(α2,0 + α3,1)

2

24

n∑

i=1

Λ2i((R)iK
RS(S)l)((t)iK

tu(u)l)((v)iK
vw(w)l)Λ2l

+
(α2,0 + α3,1)

2

16

n∑

i=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((v)lK
vw(w)l)Λ2l

F.12 Cálculo de
∑ ′λRStuvw

Calculando
∑ ′λRStuvw logo temos que

∑
′λRStuvw =

∑
′{
(α2,0 + α3,1)

2

24

n∑

i=1

Λ2i((R)iK
RS(S)l)((t)iK

tu(u)l)

((v)iK
vw(w)l)Λ2l

+
(α2,0 + α3,1)

2

16

n∑

i=1

Λ2i((t)iK
tu(u)i)((R)iK

RS(S)l)((v)lK
vw(w)l)Λ2l}

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

n∑

i=1

Λ2i(
∑

′(R)iK
RS(S)l)(

∑
′(t)iK

tu(u)l)

(
∑

′(v)iK
vw(w)l)Λ2l

+
(α2,0 + α3,1)

2

16

n∑

i=1

Λ2i(
∑

′(t)iK
tu(u)i)(

∑
′(R)iK

RS(S)l)

(
∑

′(v)lK
vw(w)l)Λ2l
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

n∑

i=1

Λ2izγil
zβil

zβil
Λ2l

+
(α2,0 + α3,1)

2

16

n∑

i=1

Λ2izβdii
zγil
zβdll

Λ2l

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι]

F.13 Cálculo de λrstuVW

Como λrstuVW = KrsKtuKVW{KrtV(KsuW

6
−K

(u)

sW)+Krtu(KsVW

4
−K

(V)

sW)+K
(V)
rt K

(u)

sW+K
(u)
rt K

(V)

sW},

K
(u)

sW = 0, KsVW = 0, K(V)

sW = 0 e K(u)

sW = 0

logo temos que: λrstuVW = 1
6
KrsKtuKVWKrtVKsuW

logo substituindo as expressões dos cumulantes temos que

λrstuVW =
1

6
KrsKtuKVW(−

α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(r, t, V)i)(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2l(s, u,W)l)

Assim

λrstuVW = −
(α2,0 + α3,1)

2

24

n∑

i=1

Λ2i((r)iK
rs(s)l)((t)iK

tu(V)i)((V)iK
VW(W)l)Λ2l

F.14 Cálculo de
∑ ′λrstuVW

Calculando
∑ ′λrstuVW logo temos que

∑
′λrstuVW =

∑
′{−

(α2,0 + α3,1)
2

24

n∑

i=1

Λ2i((r)iK
rs(s)l)((t)iK

tu(V)i)

((V)iK
VW(W)l)Λ2l}
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Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos

∑
′λrstuVW = {−

(α2,0 + α3,1)
2

24

n∑

i=1

Λ2i(
∑

′(r)iK
rs(s)l)(

∑
′(t)iK

tu(V)i)

(
∑

′(V)iK
VW(W)l)Λ2l}

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λrstuVW = −

(α2,0 + α3,1)
2

24

n∑

i=1

Λ2i(zβil
)(zβil

)(zγil
)Λ2l

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

F.15 Cálculo de λrsTUvw

Como λrsTUvw = KrsKTUKvw{KrTv(
KsUw

6
−K

(U)
sw )+KrTU(Ksvw

4
−K

(v)
sw)+K

(v)

rT K
(U)
sw +K

(U)

rT K
(v)
sw},

KrTU = 0, Kv
rT = 0 e K(U)

rT = 0

logo temos que: λrsTUvw = KrsKTUKvw(KrTv

6
− K

(U)
sw )

logo substituindo as expressões dos cumulantes temos que

λrsTUvw = KrsKTUKvw(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(r, T, v)i)

(
1

6
(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(s, U,w)l) + α2,0

n∑

i=1

Λ2l(s, U,w)l)

Assim

λrsTUvw = KrsKTUKvw(−
α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(r, T, v)i)(
11α2,0 − α3,1

12

n∑

i=1

Λ2l(s, U,w)l)

F.16 Cálculo de
∑ ′λrsTUvw

Calculando
∑ ′λrsTUvw logo temos que

∑
′λrsTUvw =

∑
′KrsKTUKvw(−

α2,0 + α3,1

2

n∑

i=1

Λ2i(r, T, v)i)
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(
11α2,0 − α3,1

12

n∑

i=1

Λ2l(s, U,w)l)

Invertendo os somatórios e rearrumando os termos temos

∑
′λrsTUvw = −

α2,0 + α3,1

2

11α2,0 − α3,1

12

n∑

i=1

Λ2i(
∑

′(r)iK
rs(s)l)(

∑
′(T)iK

TU(U)l)(
∑

′(v)i)K
vw(w)l)Λ2l

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λrsTUvw = −

α2,0 + α3,1

2

11α2,0 − α3,1

12

n∑

i=1

Λ2i(zβil
)(zγil

)(zβil
)Λ2l

logo escrevendo na forma matricial temos

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

F.17 Cálculo de ǫp+q,βγ

Como ǫp+q,βγ =
∑ ′

λRStu+
∑ ′

λrsTU−
∑ ′

λRSTUvw−
∑ ′

λRStuVW−
∑ ′

λRSTUvw−
∑ ′

λRStuvw−
∑ ′

λrsTUvw −
∑ ′

λrstuVW

Logo substituindo temos que

ǫp+q,βγ = (
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)ZβdZγdι)

+(
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι)

−(−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ13lι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ5lι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ8lι
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−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2iZγdZγZγdΛ14lι)

−(−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2ZβdZγZγdΛ14ι)

−0

−(
(α2,0 + α3,1)

2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι])

−(−
(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T])

−(−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T])

Assim

ǫp+q,βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZγdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZβdΛ2ι
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−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZγZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T]

F.18 Cálculo de
∑ ′′λ ′s

Para o cálculo de
∑ ′′ dos λ ′s o resultado, será a mesma expressão do

∑ ′

dos respectivos λ ′s, para os parâmetros β e γ, só que, com o posto da matriz

reduzido, ou seja, será feito uma partição da matriz da forma a seguir

X̃ =
(
X̃1 X̃2

)
nxp
, Q =

(
Q1 Q2

)
nxq

de modo que X̃1nxp1
, X̃2nx(p−p1)

, Q1nxq1
e Q2nx(q−q1)

, onde todos os cálculos

serão feitos substituindo o X̃ pelo X̃2 e Q pelo Q2.

F.19 Cálculo de
∑ ′′λRStu

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λRStu =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2)Z2βdZ2γdι

F.20 Cálculo de
∑ ′′λrsTU

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λrsTU =

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2)−1)

4
ιT(
α4,2

16
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

8
Λ2+

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZ2γdι

F.21 Cálculo de
∑ ′′λRSTUvw

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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∑
′′λRSTUvw = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2Z2γdZ2γZ2γdΛ13lι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2Z2γdZ2γZ2γdΛ5ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2γdZ2γZ2γdΛ8ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

4

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2γdZ2γZ2γdΛ14ι

F.22 Cálculo de
∑ ′′λRStuVW

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λRStuVW = −

δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,0 + α3,1

16
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ30ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α3,3(α2,0 + α3,1)

64
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ5ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α2,2(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ12ι

−
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,0) − 1)2

16

α1,1(α2,0 + α3,1)

32
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2γdΛ14ι

F.23 Cálculo de
∑ ′′λrsTUVW

Como λrsTUVW = 0, logo temos que
∑ ′′λrsTUVW = 0

F.24 Cálculo de
∑ ′′λRStuvw

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λRStuvw =

(α2,0 + α3,1)
2

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
[tr(Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T)

+
3

2
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2βdΛ2ι]
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F.25 Cálculo de
∑ ′′λrstuVW

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′′λrstuVW = −

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

24
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

F.26 Cálculo de
∑ ′′λrsTUvw

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

∑
′λrsTUvw = −

(α2,0 + α3,1)(11α2,0 − α3,1)

24

δ2
(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

F.27 Cálculo de ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ

Como

ǫ[(p+q)−(p1+q1)]βγ =
∑

′′λRStu +
∑

′′λrsTU −
∑

′′λRSTUvw

−
∑

′′λRStuVW −
∑

′′λRSTUvw −
∑

′′λRStuvw −
∑

′′λrsTUvw −
∑

′′λrstuVW

Assim

ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZ2γdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)Z2γdZ2γZ2βdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2Z2βdZ2γZ2βdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

2βΛ2)
T]
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F.28 Cálculo de dp1+q1,βγ

Como dp1+q1,βγ =
ǫp+q,βγ−ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ

p1+q1
, então substituindo as expressões de

ǫp+q,βγ e ǫ[(p+q)−(p1+q1)],βγ, logo temos que

dp1+q1 ,βγ =
1

p1 + q1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − Z2βdZ2γd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − Z2γdZ2γZ2βd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − Z2βdZ2γZ2βd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T

−Z2γ(Z
(2)

2βΛ2)
T)]}

F.29 Cálculo de ǫ[(p+q)−(p1)],βγ

ǫ[(p+q)−(p1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)Z2βdZγdι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)ZγdZγZ2βdΛ2ι
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−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2Z2βdZγZ2βdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Zγ(Z

(2)

2βΛ2)
T]

F.30 Cálculo de dp1,βγ

Como dp1,βγ =
ǫp+q,βγ−ǫ[(p+q)−(p1)],βγ

p1
,

então substituindo as expressões de ǫp+q,βγ e ǫ[(p+q)−(p1)],βγ, logo temos que

dp1,βγ =
1

p1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − Z2βdZγd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − ZγdZγZ2βd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − Z2βdZγZ2βd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T

−(Zγ(Z
(2)

2βΛ2)
T)]}

F.31 Cálculo de ǫ[(p+q)−(q1)],βγ

ǫ[(p+q)−(q1)],βγ =
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)ZβdZ2γdι
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+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)Z2γdZ2γZβdΛ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2ZβdZ2γZβdΛ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2Z2γ(Z

(2)

β Λ2)
T]

F.32 Cálculo de dq1,βγ

Como dq1 ,βγ =
ǫp+q,βγ−ǫ[(p+q)−(q1)],βγ

q1
,

então substituindo as expressões de ǫp+q,βγ e ǫ[(p+q)−(q1)],βγ, logo temos que

dq1 ,βγ =
1

q1

{
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4
ιT(
α4,2

8
Λ4 −

α3,1 + 2α2,0

4
Λ2

+
α2,0 + α3,1

2
Λ10)(ZβdZγd − ZβdZ2γd)ι

+
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)2

16
ιT(
α2,0 + α3,1

16
Λ13 −

α3,3(α2,0 + α3,1)

32
Λ5

+
α2,2(α2,0 + α3,1)

32
Λ8 −

α2,2(α2,0 + α3,1)

64
Λ12

+
(3α1,1 + 4)(α2,0 + α3,1)

64
Λ14)(ZγdZγZβd − Z2γdZ2γZβd)Λ2ι

−
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)
2

16
ιTΛ2(ZβdZγZβd − ZβdZ2γZβd)Λ2ι

+
δ2

(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

(α2,0 + α3,1)(3α2,0 − α3,1)

8
tr[Λ2(Zγ(Z

(2)

β Λ2)
T

−Z2γ(Z
(2)

β Λ2)
T)]}
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Apêndice G

Cálculos dos δ ′s.

Neste apêndice apresentaremos os valores dos δ ′s associados à correção de

Bartlett para cada distribuição na classes dos modelos não-lineares simétricos

heteroscedásticos. A notação t
(m)
zl e δ(a,b,c,d,e) estão definidas em 2.3. Vale

salientar que para as distribuições simétricas temos que para δ(a,b,c,d,e) se,

(1a+ 2b+ 3c+ 4d+ e) for ímpar, então δ(a,b,c,d,e) = 0.

G.1 Distribuição Normal

Seja yl ∼ N(µl;φl) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl) =
1

c(0)
√
φl

exp

{

−
1

2
(
yl − µl√
φl

)2

}

e c(0) =
√
2π.

Como a função é normal, logo g(zl) = −
z2

l

2
então temos t(1)

zl = −zl, t
(2)
zl = −1 e

t
(3)
zl = t

(4)
zl = 0. Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos, temos que:

δ(2,0,0,0,0) = 1, δ(2,1,0,0,0) = −1, δ(0,0,1,0,1) = 0, δ(0,0,1,0,3) = 0, δ(4,0,0,0,2) = 15, δ(1,0,1,0,0) =

0, δ(2,1,0,0,2) = −3, δ(0,0,0,1,0) = 0, δ(0,0,0,1,2) = 0, δ(0,1,0,0,0) = −1, δ(1,2,0,0,1) = 1, δ(2,0,0,0,2) =

3, δ(0,1,0,0,2) = −1, δ(3,0,0,0,1) = −3.

G.2 Distribuição de Cauchy

Seja yl ∼ C(µl, φl) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl, 1) =
1

C(0, 1, 1)
√
φl

[1+ (
yl − µl√
φl

)2]−1, onde C(0, 1, 1) = π.
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Como a função é de Cauchy, logo t(zl) = log( 1
π
[1 + z2

l ]
−1). Ainda temos t(1)

zl =

2zlwl, onde wl = 1
π
[1 + z2

l ]
−1, t(2)

zl = 2wl + 4z2
lw

2
l e t(3)

zl = 12zlw
2
l + 16z3

lw
3
l e, t(4)

zl =

12w2
l + 96z2

lw
2
l + 96z4

lw
4
l. Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos,

temos que:

δ(2,0,0,0,0) = 1/2, δ(1,0,1,0,0) = 1/8, δ(0,0,0,1,2) = −3/4, δ(0,0,1,0,1) = 1/2, δ(0,1,0,0,2) = 1/2,

δ(1,1,0,0,1) = 0, δ(4,0,0,0,2) = 5/8, δ(0,0,0,1,0) = 2/4, δ(2,1,0,0,0) = −1/8, δ(2,0,0,0,2) = 3/2,

δ(0,1,0,0,0) = −1/2, δ(0,0,1,0,3) = −1/2, δ(3,0,0,0,1) = −1/2, δ(2,1,0,0,2) = −3/4 .

G.3 Distribuição t-Student

Seja yl ∼ t(µl, φl, ν) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl, ν) =
νν/2

B(1/2, ν/2)
√
φl

[ν+ (
yl − µl√
φl

)2]−(ν+1)/2, ν > 0,

Como a função é t-Student, logo t(zl) = log( νν/2

B(1/2,ν/2)
[ν + z2

l ]
−(ν+1)/2) então

temos t(1)
zl = 2zlwl, em que wl = − ν+1

2(ν+z2
l )
, t

(2)
zl = 2wl +

8z2
l w2

l

ν+1
, t(3)

zl =
24zlw

2
l

ν+1
+

64z3
l w3

l

(ν+1)2 ,

t
(4)
zl =

24w2
l

ν+1
+

384z2
l w3

l

(ν+1)3 +
768z4

l w4
l

(ν+1)3 . Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos,

temos que:

δ(2,0,0,0,0) = v+1
v+3

, δ(1,0,1,0,0) = −
6(v+1)(v+2)

v(v+5)(v+7)
, δ(0,0,0,1,2) = 6

(v+3)
(v−19

v+5
+ 120

(v+5)(v+7)
), δ(0,0,1,0,1) =

6(v+1)

(v+3)(v+5)
, δ(0,1,0,0,2) = 3−v

(v+3)
, δ(1,1,0,0,1) =

(v+1)(v−1)

(v+3)(v+5)
, δ(4,0,0,0,2) =

15(v+1)3

(v+3)(v+5)(v+7)
, δ(0,0,0,1,0) =

6(v+1)(v+2)

(v(v+5)(v+7)
, δ(2,1,0,0,0) = −

(v+1)3(v+2)

v(v+3)(v+5)(v+7)
, δ(2,0,0,0,2) =

3(v+1)

(v+3)
, δ(0,1,0,0,0) = −

(v+1)

(v+3)
, δ(0,0,1,0,3) =

6(3v−5)

(v+3)(v+5)
, δ(3,0,0,0,1) = −

3(v+1)2

(v+3)(v+5)
, δ(2,1,0,0,2) =

3(v+1)2(3−v)

(v+3)(v+5)(v+7)
.

G.4 Distribuição t-Student generalizada

Seja yl ∼ tG(µl, φl, r, s) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl, r, s) =
sr/2

B(1/2, r/2)
√
φl

[s+ (
yl − µl√
φl

)2]−(r+1)/2, r > 0 e s > 0.

Como a função é t-Student generalizada, logo

t(zl) = log(
sr/2

B(1/2, r/2)
[s+ (

yl − µl√
φl

)2]−(r+1)/2)

então temos t(1)
zl = 2zlwl, onde wl = − r+1

2(s+z2
l
)
, t

(2)
zl = 2wl+

8z2
l w2

l

ν+1
, t(3)

zl =
24zlw

2
l

ν+1
+

64z3
l w3

l

(ν+1)2 ,
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t
(4)
zl =

24w2
l

ν+1
+

384z2
l w3

l

(ν+1)3 +
768z4

l w4
l

(ν+1)3 . Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos,

temos que:

δ(2,0,0,0,0) =
r(r+1)

s(r+3)
, δ(1,0,1,0,0) = −

6r(r+1)

s(r+3)(r+5)
, δ(0,0,1,0,1) =

6(v+1)

(v+3)(v+5)
, δ(0,0,0,1,2) =

6r(r−19)(r+7)+120

s(r+3)(r+5)(r+7)
,

δ(0,1,0,0,2) = 3−r
(r+3)

, δ(1,1,0,0,1) =
r(r2−1)

s(r+3)(r+5)
, δ(4,0,0,0,2) =

15r(r+1)3

s(r+3)(r+5)(r+7)
, δ(2,1,0,0,2) =

−3r(r+1)2(r−3)

s(r+3)(r+5)(r+7)
,

δ(0,0,0,1,0) =
6r(r+1)(r+2)

s2(r+5)(r+7)
,

δ(2,1,0,0,0) = −
r(r+1)3(r+2)

3r(r+3)(r+5)(r+7)
, δ(2,0,0,0,2) =

3(r+1)

s(r+3)
, δ(0,1,0,0,0) = −

r(r+1)

s(r+3)
,

δ(0,0,1,0,3) =
6(3r−5)

(r+3)(r+5)
, δ(3,0,0,0,1) = −

3r(r+1)2

s(r+3)(r+5)
.

G.5 Distribuição Logística I

Seja yl ∼ LI(µ;φl) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl) =
1

c(0)
√
φl

exp
{
−(yl−µl√

φl
)2

}

(1+ exp
{
−(yl−µl√

φl
)2

}
)2

e c(0) ≈ 0, 673718238.

Como a função é logística I, logo g(zl) = log( 1
c(0)

exp

{

−(
yl−µl√

φl
)2

}

(1+exp

{

−(
yl−µl√

φl
)2

}

)2

), então

derivando t(zl) em relação a zl, temos t(1)
zl = −2zlwl, onde wl = (e−z2

l −1)/(1+e−z2
l ),

t
(2)
zl = 2wl+2z

2
l(w

2
l−1), t

(3)
zl = 6zl(w

2
l−1)+4z

3
lwl(w

2
l−1) e t(4)

zl = 6(w2
l−1)+24z

2
lwl(w

2
l−

1) + 4z4
l(w

2
l − 1)(3w2

l − 1).

Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos, temos que:

δ(2,0,0,0,0) ≈ 1, 477240176, δ(1,0,1,0,0) ≈ −4, 259052264, δ(0,0,1,0,1) ≈ −1, 27916363,

δ(0,0,0,1,2) ≈ 2, 65931983, δ(0,1,0,0,2) ≈ −2, 013783934, δ(1,1,0,0,1) ≈ 2, 756409976,
δ(4,0,0,0,2) ≈ 46, 76577386, δ(2,1,0,0,2) ≈ −10, 92854975, δ(0,0,0,1,0) ≈ 4, 2599052264,

δ(2,1,0,0,0) ≈ 4, 153806544 δ(2,0,0,0,2) ≈ 4, 013783934, δ(0,1,0,0,0) ≈ −1, 477240176,

δ(0,0,1,0,3) ≈ −0, 508877866, δ(3,0,0,0,1) ≈ 46, 76577386.

G.6 Distribuição Logística II

Seja yl ∼ LII(µ;φl) com função densidade, é dada por

π(yl;µl, φl) =
1

c(0)
√
φl

exp
{
−(yl−µl√

φl
)
}

(1+ exp
{

−(yl−µl√
φl

)
}
)2
.
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Como a função é logística II, logo g(zl) = log( 1
c(0)

exp

{

−(
yl−µl√

φl
)

}

(1+exp

{

−(
yl−µl√

φl
)

}

)2

), então

derivando t(zl) em relação a zl, temos t(1)
zl = (1−e−zl)/(1+e−zl), t(2)

zl = −2e−zl/(1+

e−zl)2, t(3)
zl

= 2(e−2zl − e−zl)/(1+ e−zl)3 e t(4)
zl

= −2(e−3zl − 4e−2zl − e−zl)/(1+ e−zl)4.

Usando a notação δ(a,b,c,d,e) e efetuando os cálculos, temos que:

δ(2,0,0,0,0) = 1/3, δ(1,0,1,0,0) = −1/15, δ(0,0,0,1,2) ≈ −0, 11401, δ(0,0,1,0,1) = 1/6, δ(0,1,0,0,2) ≈
−0, 42996, δ(1,1,0,0,1) = 1/6, δ(4,0,0,0,2) ≈ 1, 99131, δ(0,0,0,1,0) = 1/15, δ(2,1,0,0,0) = −1/15,

δ(0,1,0,0,0) = −1/3, δ(0,0,1,0,3) ≈ 0, 64493, δ(3,0,0,0,1) = −2/3, δ(2,1,0,0,2) ≈ −0, 21932 .
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