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Resumo

Neste trabalho, tratamos de refinamento de testes de hipdéteses nos mo-
delos de regressao nao-lineares simétricos heteroscedasticos com funcao de
ligacao quaisquer para a média e para o parametro de escala. Desenvolvemos
e apresentamos, em notacao matricial, um fator de correcao de Bartlett para
a estatistica da razao de verossimilhancas nesta classe de modelos. Apre-
sentamos também um teste de razao de verossimilhancas. Apresentamos, em
notacao matricial, fatores de correcao de Bartlett para melhorar as estatisticas
da razao de verossimilhancas nesta classe de modelos.

Palavras-chave: Correcao de Bartlett, Modelos nao-lineares simétricos he-
teroscedasticos, Estatistica da razao de verossimilhancas.
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Abstract

In this work, we treated of refinement of tests of hypotheses in symmetric
nonlinear regression heteroskedastic models with link function any for the lo-
cation and for the scale parameter. We developed, in matrix form, a Bartlett’s
corrections factor to the likelihood ratio statistic in this class of models. We
present, in matrix form, closed-form expressions for Bartlett factors for likeli-
hood location.

Keywords: Bartlett correction, likelihood ratio test, symmetric nonlinear
models.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Os modelos de regressao sao amplamente utilizados em aplicacoes praticas
com o objetivo de relacionar uma variavel resposta a uma ou mais variaveis
explicativas. Esses modelos supde que os erros, que representam seu com-
ponente aleatorio, tém variancia constante, propriedade conhecida como ho-
moscedasticidade. A suposicao de normalidade sempre foi muito atrativa para
os modelos de regressao com resposta continua e, mesmo quando nao era
alcancada, tentava-se algum tipo de transformacao no sentido de obter a
normalidade procurada. Percebemos que a modelagem sob a suposicao de
erros normalmente distribuidos pode ser altamente influenciada por obser-
vacoes extremas, chamadas também de observacoes aberrantes. Em muitas
situacoes da modelagem estatistica ha a necessidade da procura de modelos
menos sensiveis a observacoes aberrantes, incentivando o desenvolvimento de
metodologias robustas (menos sensiveis) a presenca de tais observacoes. Na
linha de modelos robustos ou menos sensiveis, alternativas a suposicao de er-
ros normais tém sido propostas em diversas literaturas. Uma dessas alterna-
tivas € assumir para os erros distribuicées com caudas mais pesadas do que a
normal, a fim de reduzir a influéncia de pontos aberrantes. Nos ultimos anos,
diversos resultados de natureza teorica e aplicada surgiram como alternativa
a modelagem com erros normais como, por exemplo, o uso de distribuicoes
simétricas. Grande parte desses resultados também podem ser encontrados
em Fang, Kotz e Ng (1990) e Fang e Anderson (1990).

A idéia e objetivo desta dissertacao € a obtencao da expressao do fator de
correcao Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas nos mode-

3



4 CAPITULO 1. INTRODUCAO

los nao-lineares simétricos heteroscedasticos com parametro de escala des-
conhecido. No decorrer do estudo, pudemos perceber que havia necessidade
de generalizar os modelos nao-lineares simétricos homoscedasticos causando-
nos uma grande motivacao para estudo desta generalizacao e, em contato com
a orientadora, a mesma sugeriu que esta fosse feita para a classe de modelos
nao-lineares simétricos heteroscedasticos.

1.2 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacao esta dividida em quatro capitulos e sete apéndices. O
primeiro capitulo contém uma breve introducao, a organizacao da disserta-
cao, em seguida entramos nos assuntos basicos para esta dissertacao, como
a estimacao por maxima verossimilhanca, otimizacao nao-linear, a identidade
Bartlett, encontramos um resumo do assunto essencial para esta disserta-
cao: a Algebra matricial e, por fim o suporte computacional utilizado nesta
dissertacao. Ainda neste capitulo, veremos alguns topicos que contribuirao
para entendimento dos calculos do fator de correcao de Bartlett e base para
0s mesmos e, ainda, para o desenvolvimento desta pesquisa. O segundo capi-
tulo € dedicado a inferéncia estatistica em modelos de regressao nao-lineares
com erros tendo distribuicao simétrica no qual apresentaremos uma breve
introducao, definiremos os modelos nao-lineares simétricos heteroscedasti-
cos. Apresentaremos ainda alguns modelos nao-lineares simétricos heteros-
cedasticos contidos nas diversas literaturas, tais como a Distribuicao Normal,
Logistica tipo I e II, Distribuicao de Cauchy, Exponencial Dupla, Exponencial
Poténcia, Distribuicao t-Student, t-Student Generalizada e algumas general-
izacoes e extensoes de algumas distribui¢cdes simétricas, bem como algumas
propriedades e resultados para modelos simétricos em geral. Em particular,
mostraremos como fica o teste da razao de verossimilhancas nesta classe de
modelos.

No terceiro capitulo, apresentaremos as formulas em notacao matricial do
fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas
para trés testes de hipoteses associados ao vetor de parametros (3, vy e (B3,7v).
O capitulo quatro foi reservado para a conclusao.

Nos apéndices A, B e C apresentamos a obtencao de alguns cumulantes
conjuntos de derivadas do logaritmo da funcao verossimilhanca do modelo
nao-linear simétrico heteroscedastico necessarios aos calculos do termo que



1.3. ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA 5

define a correcdao de Bartlett para a estatistica RV em relacdo ao vetor de
parametro 3, ao vetor de parametros v, 3 e y conjuntamente e suas derivadas,
respectivamente.

Nos apéndices D, E e F apresentamos a obtencao do fator de correcao de
Bartlett referentes a trés testes de hipoteses no modelo nao-linear simétrico
heteroscedastico.

No apéndice G temos os valores de algumas esperancas associadas a cor-
recao de Bartlett para cada distribuicao pertencente a classe dos modelos
simétricos heteroscedasticos, a saber: distribuicées Normal, t-Student, t-
Student generalizada, Cauchy,Logistica I e Logistica II, entre outras.

1.3 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Sejay = (y1,...,yn) ' ovalor observado de uma variavel aleatoriaY = (Y1,...,Y,)
caracterizada por uma funcao de probabilidade ou densidade com forma ana-
litica f(y;0) conhecida mas envolvendo um vetor de parametros desconhecidos
0 =(61,...,0,)". Seja © C IR o espaco paramétrico representando o conjunto
de valores possiveis do vetor 6. A funcao f(y;0) € denominada funcao do mo-
delo estatistico e define alguma familia F de distribui¢coes de probabilidade.

A funcao de verossimilhanca L(0) € definida como sendo igual a funcao do
modelo, embora seja interpretada diferentemente como a funcao de 0 para y
conhecido. Isto é, a funcao de verossimilhanca para 0 baseada na observacao
Y=y é dada por L(0) =L(6,y) =f(y,0), 0€0O.

Muito frequentemente, as componentes de Y siao mutuamente indepen-
dentes para todas as distribuicées em F e a funcao de verossimilhanca de 0
pode ser escrita como

L(0) =] ] filvy,0)
1=1

em que f; corresponde a densidade individual da l-ésima observacao. Usual-
mente, trabalha-se com o logaritmo da funcao de verossimilhanca:

0(6) = £(6,y) =log(L(8)) = > log(fi(yy;0)).
1=1

Dada a funcao L(-), a estimativa de maxima verossimilhanca (EMV) 0 deoé

-~

o valor que maximiza L(0) em O, isto €, L(0) > L(0) para todo 6 € ©. Como



6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

a funcao logaritmo € monoétona crescente, maximizar L(0) e {(0) em © sao
processos equivalentes. Entao, a EMV € definida de modo que, para todo

-~

0cO,100)>10).

A funcéo escore U(0) = (U(0¢),...,U(0,))" é definida como
~ot(e) B
uT(e) - aeT ) r - 1) )p)

e descreve como o logaritmo da funcao de verossimilhanca varia em ©.

Se 6 € um conjunto discreto, calcula-se {(0) para os diversos valores de 0’s
e escolhe-se 6 como aquele valor de 0 correspondente ao maximo {(0). Quando
(0) é continua e diferenciavel em ©, a EMV 0 pode ser obtida resolvendo-se
o sistema de equacoes simultaneas aa%.er) parar =1,...,p, desde que 6 nao se
encontre na fronteira do espaco parameétrico.

A matriz de primeiras derivadas da func¢ao escore com sinal negativo

U@’ 2%(e)
30 00007

J(6) =

¢ denominada matriz de informacao observada (Fisher, 1925). A matriz hes-
siana € simplesmente —J(0) e sob condicdes gerais de regularidade, ver Cox e
Hinkley (1974, Cap. 9) e Lehmann (1999, Cap. 7), temos que Eg[J(0)] = K(0),
em que o subescrito 0 indica que a esperanca matematica € calculada supondo
que 0 é o verdadeiro valor do parametro. A K(0) € chamada de matriz de in-
formacao (esperada) de Fisher para 0. Para 0 ser o maximo local as condicdes
U0=u@d=0eT=J@)>00 positiva semi-definida) sao necessarias, enquanto
que U =0e7 >0 (J positiva definida) sdo suficientes.

Lehmann e Casela (1998, Cap. 6) mostram que, sob condicoes de regular-
idade, o estimador de maxima verossimilhanca 0, obtido como raiz tnica da
equacao, apresenta as seguintes propriedades:

(i) E consistente;

(i) E assintoticamente eficiente, isto é, dentre todos os estimadores consis-
tentes de 0, o estimador de maxima verossimilhanca possui variancia
assintotica minima;

(iii) E invariante sob transformacao biunivoca, ou seja, se 0 € estimador de

~

maxima verossimilhanca de 0 e g € funcao bijetora, entao g(0) € estimador
de maxima verossimilhanca de g(0);
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(iv) Tem distribuicao assintética normal p-variada, onde p € a dimensao do

vetor 0, da forma
6~N,(6,K(0)7");

(v) E, em geral, viesado, embora seja assintoticamente nao-viesado.

1.4 Otimizacao Nao-Linear em Estatistica

Um dos problemas mais freqiientes na inferéncia estatistica ¢ encontrar o
estimador de maxima verossimilhanca de algum parametro desconhecido. Em
geral, o estimador de maxima verossimilhanca 6 de 6 nao apresenta forma
analitica fechada e as estimativas devem ser encontradas através da maxi-
mizacao numeérica do logaritmo da funcao de verossimilhanca. Para isto uti-

lizamos algum procedimento iterativo.

1.4.1 Algoritmo de Newton-Raphson

Este procedimento de maximizacao € obtido expandindo a funcao escore U(0)
em série de Taylor até a primeira ordem em torno de um valor inicial 0%,

tem-se aproximadamente
u(e)) =u(e') +He) e — o)
em que

2%(0)
T 00007 |o_g0

H(e(OJ)

€ a matriz de segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca.
A seguir, fazendo-se U(0) = 0 e repetindo o procedimento acima, chega-se a
seguinte equacao:

g+l — glk) _ ?\(k]H(G(k))_]U(G(k)),

podendo ser generalizado da forma
ot = g —AMH (™) U(e™), k=0,1,2,... (1.1)

em que o termo A¥ é um escalar determinado por algum procedimento de
busca linear a partir de ) na direcao —H(8™)'U(0¥)), normalmente tomase
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A =1, Este processo é repetido até se obter uma distancia entre 8" e g%
que seja menor que a tolerancia especificada.

1.4.2 Algoritmo Escore de Fisher

Este procedimento foi sugerido por Sir Ronald Fisher e baseia-se em substi-
tuir a matriz —H por seu valor esperado E(—H) = K, a matriz de informacao
esperada. Assim, a equacao (1.1) € reescrita na forma

gkt — g(k) _ )\(k)K(Q(k])*1u(e(k))’

em que o termo A¥ é um escalar determinado por algum procedimento de
busca linear a partir de 8 na direcdo K(0™)=Tu(e®).

1.4.3 Método BFGS

Este algoritmo foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno.
Este método se assemelha ao método de Newton-Raphson, diferenciando-se
pelo fato de substituir a matriz —H~' por uma sequéncia de matrizes simétricas
e positivas definidas por B tal que lim,_,,, B = —H™.

A forma recursiva para se obter tais matrizes € dada pela expressao

Bkt — Bk _

parak=0,1,..., em que g = 01 — gk ¢ KW = (0 1) — U(0™).

Comumente, toma-se como matriz inicial, B!%), a matriz identidade de mesma
ordem, pois ela € positiva definida e simétrica, conduzindo assim a aproxi-
macodes B¥) positivas definidas e simétricas. Assim, a equacio (1.1) fica

o =g —ABMU(E™M), k=0,1,...,

em que o termo A%} é um escalar determinado por algum procedimento de
busca linear a partir de 8 na direcao —B™U(0¥).
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1.5 Identidades de Bartlett

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes de cumulantes, e algumas
identidades de Bartlett. Utilizaremos a notacao de Lawley (1956) para as de-
rivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca, em que todos os indices
variam de 1,...,p, para o vetor 3 de dimensaop ede 1,...,q, para o vetor y de
dimensao ¢, sendo (p + q) a dimensao do vetor 6.

1.5.1 Derivadas do log-verossimilhanca

Veremos nesta subsecao as derivadas até a quarta ordem do logaritmo da
funcao de verossimilhanca, em que todos os indices minusculos 1, s, t e u,
variam de 1 a p para o vetor 3 de dimensao p que € um subvetor do vetor 0 e
da mesma forma os indices maitusculos R, S, T e U, para o vetor y de dimensao
q, ou seja, 8 = (BT,y")". Logo por definicao temos:

0£(0) 0%4(0) 0L(0) 0L(0) 030(9)
ur: y TS T AAn AN 0 urs:urus: y st ™ X5 An An )
0B+ 0p0ps” " 0B P " OB.OBsOP:
0%((8) 0L(98) 0((0) 0%((8)
urs - ursu ~ An A~ y urs - urus Y Y EYE
’ " OB.OBs OB o " OB OB.OP:
0L(0) 0L(0) 0£(0) 0*(9)
urs - urusus - ) urs u — y
OB+ 0P OP: " 0p0B.OBOB
W Uy e ewe) o 9%(6) 2%(e)
rst,u — rst“HYu — aﬁraﬁsaﬁt aﬁu ) rs,tu — rs“tu — aﬁraﬁsaﬁraﬁs,
o0(0) 03(0) 020(0) 9£(0) 9¢(0)

ur,stu - urustu =

urs,t,u - ursutuu -

OB+ OBsORAB’ ~ OB,OBs OBt OPu’

0L(0) 9%(0) a¢(0) B ~oL(e)ae(e) 9%(0)
OB, 0B0B: 0B, ' T et T 55 55 T 36.0p.,

ur,st,u - urustuu -

9(0) 9(0) 9L(0) 2L(0)
aﬁr aﬁs aBt aﬁu

e de maneira inteiramente analoga obtemos as mesmas expressoes para o

ur,s,t,u - urusutuu -

vetor v, trocando os indices minusculos por maitsculos e para o vetor (BT,y")T
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aparecem conjuntamente os indices maiuiculos e minusculos.

1.5.2 Momentos das derivadas de ((0)

Veremos nesta subsecao os momentos dos conjuntos de derivadas de {(6), ou
seja, as esperancas das derivadas do logaritmo da funcao verossimilhanca, e
que serao denotados por: p, = E[U,], ps = E[Uys), s = E[Ur, s] = E[U, U], prot =
E[ur,st] = E[urustLuTs,t = E[urs,t] = E[U, Uy, Hyst = E[ur,s,t] = E[U,UsUy, prse =
E[Uysel, Hrstu = E[UWUsstl, Hrstu = E[urst,u] = E[U,s Uy, Hrs tu = E[urs,tu] = E[U;sUgJ,
My stu = E[ur,stu] = E[U, U, Hrstu = E[urs,t,u] = E[U U U], Hrstu = E[ur,st,u] =
E[UUsUdl, rsn = ElUrsnd = E[UUU] € prsru = EllUrgend = E[UUUU,
sendo por exemplo E[U,] representando a esperanca ou valor esperado de U,,

e assim por diante.

1.5.3 Calculo dos Cumulantes

Veremos aseguir como se calcula os cumulantes a partir dos momentos. Entao

vejamos:
kr,s = Hrs — Hrly,y krs = Hrs, krs,t = Hrs,t — HrsHt, kr,st = Hr st — HrHst,

kr,s,’c - ur,s,t - ur,sut - urus,t - ur,tus + ks, krs,’cu - Hrs,tu — HrsHtw,

kr,s,t,u - ur,s,t,u - Z ur,sut,u - Z ur,s,tuu + Z ur,sutuu — HrHs Kby,
(3) (3) (3)

K stu = Hrsitu — HrsBiu — Hrbls tu — B tubts + HrbsHiu,

Krstuw = Hrstu — HrsHeu — Hrstlu — Hrsubte + BrsHebly,

Krstu = Hrstu — Hrlstbu + Brulst T Hrbstw + B stHu,
Krstu = Hrstu — Hrlstu € Krstu = Hrstu — HrstHae

Como u, = ps = e = py, = 0, logo substituindo e efetuando os calculos obtemos:
kr,s = Hrs, krs = Hrs, krs,t = Hrs,ty kr,st = Hr sty kr,s,t = Hrs,ty
krs,tu = Hrstu — HrsHiu, kr,s,t = Hrs,ty kr,s,t,u = Hrstu— E My s Bty

(3)

kr,s,tu = Hrsitu — HrsHtuw, krs,t,u = Hrs,t,u — HrsHt
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kr,st,u = Hrstou — HruMst, kr,stu = Hrstu € krst,u = Hrstuy

em que ), representa o somatorio sobre todas as k combinacoes de indices.

1.5.4 Relacoes de Bartlett

Veremos nesta subsecao as demonstracoes de algumas Identidades de Bartlett
para calculos dos cumulantes a partir dos momentos. As derivadas dos cu-
mulantes sao representadas com notacao: kfaﬁ) = 0k,s/004, kﬁtsu] = 0°%k,s/00.00,,,

k™ = 9k, /00, etc.

rst T

A idéia central na deducao das identidades de Bartlett ¢ a validade em
problemas regulares da formula

SHETV] = [ T0Y) Sty )y (1.2
para qualquer estatistica T(Y), isto €, pode-se inverter a ordem das operacoes
de diferenciacdao em relacao a 0 e integracao com respeito a y. As identi-
dades de Bartlett sao obtidas expressando a equacao (1.2) em termos de mo-
mentos e diferenciando-a sucessivamente com relacao as componentes de 0.
Da definicao da funcao escore tem-se U, = L,/L, onde L, = 0L/00,. Difer-
enciando [Ldy = 1 em relagao a 6, vem [L,dy = 0.,temos ainda | U,Ldy =
0 e, entao, k, = E(U,) = 0. Diferenciando a ultima integral em relacao a
05, [ (UL + U,Ls)dy = 0, encontra-se [(U,sL+ U,UL)dy =0, ou seja, ks + ks =
0. Diferenciando a integral J"(UTSL + U,UsL)dy = 0 em relacdo a 0;, encon-
tramos [(U.aL + ULy + Uy UL + U UgL 4+ U ULy)dy = 0, que substituindo L,
por UL temos j(urstl_ + U, UL + U UL + U UL + U U UL)dy = 0, ou seja,
Kpse + Z(g) krs,t + kr,s,t =0.
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Outras identidades sao deduzidas de forma analoga. Temos

kr,st + k'rst - k(s? - O»
kr,s,t - Zk'rst + Z kg) - 0)
(3)
k(u) k .
Tst,wy

TSt

kr,stu + k'rstu - k(r] - O»

stu

krstu + Z kr,stu + Z krs,tu + Z kr,s,tu + kr,s,t,u - O)
(4) (3) (6

)
kr,s,t,u - _3krstu + 2 Z kgg + Z kq(:;u) + Z krs,tu;
(4) (6) (3)
kr,s,tu - krstu - Zk(riL + k’(cILS] - krs,tu; etc.

Os momentos e cumulantes acima nao sao independentes, tendo em vista
que os cumulantes sao calculados a partir desses momentos, porém satisfa-
zem certas equacoes que facilitam seus calculos. Estas equacoes, que repre-
sentam condicoes de regularidade, sao denominadas de identidades de Bartlett.
As mais importantes sao k, = 0 € ks + k. s = 0. Os cumulantes k's referem-
se a um total sobre a amostra e, em geral, sio de ordem O(n')!. Ainda,
—k™ = k™° representa o elemento (r,s) da inversa da matriz de informacao
esperada K(0)7.

A grande vantagem das identidades de Bartlett € facilitar a obtencao dos
cumulantes k’s, ja que sob determinada parametrizacao pode conduzir a um
calculo simples de alguns cumulantes, sendo os demais feitos indiretamente
através destas identidades. Esses cumulantes tém grande aplicabilidade no
calculo de correcoes de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhan-
¢cas que sera visto adiante.

1.6 Algebra matricial

Utilizaremos a notacao matricial, além das operacoes e algumas propriedades
das matrizes planas, para representar de uma forma elegante e simplificada

ISe {an}n > 1 e {by}n > 1 sdo duas sequéncias de numeros reais, dizemos que a, € de
ordem menor que b, e escrevemos a, = o(by) se limy_, g—: = 0. Dizemos que a,, € de ordem
no maximo igual a b,,, denotado por a, = O(b,), se existe um numero real M > 0 tal que
\g-:l < M. Isto €, a razao Ig—:\ ¢ limitada. Observamos que se a, = o(by ), entdo a, = O(by) €
que quando b,, — 0 a ordem fornece nocao de taxa de correspondéncia de a,, para zero
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as expressoes que serao calculadas mais adiante. As operacoes que serao uti-
lizadas sao: adicao, subtracao, multiplicacao e inversas de matrizes, também
serao ultilizadas algumas definicdes, como traco e transpostas, e algumas
propriedades envolvendo essas definicoes e as operacoes. Utilizaremos tam-
bém a formula para o calculo da matriz inversa por particao de uma matriz

nao-singular.

1.7 Suporte computacional

Para a elaboracao do texto desta dissertacao utilizamos o sistema de tipografia
(Plain) LATEX. A opcao por esta linguagem fundamenta-se principalmente em
dois pontos: flexibilidade e qualidade da apresentacdao. A versao mais at-
ual do LATEX para a plataforma Windows pode ser obtida gratuitamente em
http://www.miktex.org. Para maiores detalhes, ver Knuth (1986).

Os graficos apresentados foram produzidos utilizando o ambiente de pro-
gramacao R em sua versao 2.4.1 para o sistema operacional Windows. Esta
linguagem foi criada por Ross lhaka e Robert Gentleman na Universidade
de Auckland com o objetivo de produzir um ambiente de programacao pare-
cido com o S. O R se encontra disponivel gratuitamente em http:/ www.r-
project.org. Para maiores detalhes, ver [haka e Gentleman (1996).

Todas as simulacoes apresentadas na disseracdao foram desenvolvidas a
partir de programas construidos usando a linguagem de programacao ma-
tricial Ox em sua versao 4.02 para sistema operacional Windows. Esta lin-
guagem de programacao foi criada por Jurgen Doornik em 1994 na Uni-
versidade de Oxford, Inglaterra. Esta € uma linguagem bastante flexivel,
tendo sido desenvolvida com base na linguagem de programacao C. Ox €
distribuida gratuitamente para uso académico e se encontra disponivel em
http://www.doornik.com. Maiores detalhes sobre esta linguagem de progra-
macao podem ser encontradas em Doornik (2001).
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Capitulo 2

Modelo de regressao nao-linear
usando distribuicao simétrica

2.1 Introducao

Em nosso trabalho, nos concentramos na familia de distribuicoes simétricas
com suporte na reta real. Esta familia forma uma classe geral de distribuicoes
com a mesma simetria que a distribuicao normal padrao. As distribuicoes
t-Student, Cauchy, t—Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, Expo-
nencial poténcia, Logistica tipos I e II, e generalizacoes e extencoes de algumas
distribuicoes simétricas, entre outras, pertencente a esta classe como veremos
a seguir.

A classe de distribuicoes simétricas tem recebido crescente atencao na lit-
eratura estatistica nos ultimos anos pois ela assume para os erros, distri-
buicdes com caudas mais pesadas do que a normal, afim de reduzir a in-
fluéncia de pontos aberrantes. Uma revisao de diferentes areas em que dis-
tribuicoes simétricas sao aplicadas pode ser encontrada em Chmielewski (1981),
Fang, Kotz e Ng(1990), Fang e Zhang (1990), Fang e Anderson (1990) e Gupta
e Varga, (1993). Nessa linha podemos citar Lange, Little e Taylor (1989), que
propoem o modelo baseado na suposicao de erros t-Student enquanto Little
(1988) e Yamaguchi (1990) utilizam a distribuicao normal contaminada. Em
ambos os modelos incorporam-se parametros adicionais, os quais permitem
ajustar a curtose da distribuicao dos dados. No caso da t-Student, os graus
de liberdade sao usados para controlar a curtose. Taylor (1992) propoe o
ajuste de um modelo de regressao linear supondo erros distribuidos como ex-
ponencial poténcia com um parametro extra de forma. Arellano-Valle (1994)

15
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apresenta varios resultados sobre regressao usando a distribuicao t-Student.
Ferrari e Uribe-Opazo(2001) estendem esses resultados para modelos de re-
gressao lineares simétricos. Cordeiro, Ferrari, Uribe-Opazo e Vasconcellos
(2000) obtiveram a correcao do viés do estimador de maxima verossimilhanca
na classe de modelos nao-lineares simétricos. Cordeiro (2004) desenvolveu
correcao de Bartlett para os modelos de regressao nao-lineares simétricos,
generalizando assim os resultados de Ferrari e Uribe-Opazo (2001). Cys-
neiros, Cordeiro e Cysneiros (2009) obtiveram a correcao de maxima veros-
similhanca em modelos nao-lineares heteroscedasticos. Cordeiro, Cysneiros
e Cysneiros (2009) obtiveram a correcao de viés de estimadores de maxima
verossimilhanca em modelos nao-lineares heteroscedasticos.

Neste capitulo, apresentamos a classe de modelos de regressao nao-lineares
simétricos e testes de hipoteses sao apresentados: da razao de verossimi-
lhanca. Na Subsecao 2.2, apresentamos a definicao, propriedades destes
modelos e caracteristicas de algumas distribuicoes simétricas. Posteriormente,
na Subsecao 2.3, apresentamos o método de estimacao dos parametros desco-
nhecidos. Na Subsecao 2.4, apresentamos os testes baseados nas estatisticas
da razao de verossimilhancas supondo que os vetores de parametros 3 e y
desconhecidos.

2.2 Definicao

Dizemos que a variavel aleatoria Y tem distribuicao simétrica, com suporte
em R, com parametros de locacdo p € R e de escala ¢ > 0, se sua funcao
densidade é da forma

. 1 Yr— 2
ﬂ(ybub(bl)—\/ag (( m))» weR 2.1)

para alguma funcao ¢(-) denominada funcao geradora de densidade, com

glu) > 0, para u > 0 e [; u?glu)du = 1. Essa condicdao € necessaria
para que f(y;u, ¢) seja uma funcao densidade de probabilidade. Denotamos
Y1 ~ S(w, ¢1) e denominamos Y, de variavel aleatoria simétrica. As distribuicoes
mais comuns encontradas na literatura pertencentes a esta familia de dis-
tribuicoes nao-lineares simétricas sao: As distribuicoes normal, t-Student,
Cauchy, t—Student generalizada, Kotz, Kotz generalizada, Exponencial potén-
cia, Logistica tipos I e II, Laplace, e generalizacoes e extencoes de algumas
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distribuicoes simétricas, entre outras, pertencente a esta classe.

Vale ressaltar que algumas propriedades da distribuicao normal podem
ser estendidas para a classe simétrica de distribuicoes. Podemos ver que, se
Y1 ~ S(uy, ¢1), entdo a sua funcao caracteristica tem a forma

Py(t) = e"™o(t’d1), teR

para alguma funcao ¢, com @(u) € R, para u > 0. Quando existem, E(Y;) = 1
e Var(Y;) = &b, em que & > 0 € uma constante dada por & = —2¢’(0), com
@' (0) = d‘g—ﬂq e e que nao depende dos parametros n e ¢ (Fang, Kotz e Ng,
1990, pg.43). Kelker (1970) nota que, se uz*g(u) é integravel, entdo o k-
ésimo momento de Y existe. Temos também, que se Y ~ S(u, ¢) entdao a + bY ~
S(a+bu,b%p), emque aeb € R, com b # 0, ou seja, a distribuicao de qualquer
transformacao linear de uma variavel aleatoria com distribuicao simétrica é
também simétrica. Como exemplo, se Y ~ S(u, ¢), entao Z = Y _5(0,1) com

NG
funcao densidade f(z) = f(z,0,1) = g(z?),z € R; e chamaremos Z de simétrica

padrao.

Considerando o caso em que Z ~ S(0,1) e assumindo que seus momentos
existem, Berkane e Bentler (1986) mostram que a funcao caracteristica de z
pode ser expandida como

em que p = E(y*) = i*p(0), sendo que PI¥'(0) € a k-ésima derivada de ), (t)
avaliada em t = 0. Entao,

0, para k impar
Me= 19 2m)!, .
Zm—m!(uz) (k(m) + 1), parak =2m, m=1,2,
em que
(m)

¢'™(0)

k(m) = —1

N O

sendo ¢(0) a r-ésima derivada da funcao ¢ avaliada em zero. Os coeficientes
k(m),m = 1,2,..., sao conhecidos como parametros de momentos e general-
izam o coeficiente de curtose Cc = 3(k(2)+1) de uma distribuicao S(u, ¢) (Muir-
head, 1982). Cambanis, Huang e Simons (1981) observaram que a familia de
distribuicoes simétricas coincide com a classe de distribuic¢oes elipticas uni-
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variadas. A partir dos trabalhos de Kelker (1970) varios artigos foram publica-
dos sobre distribuicoes elipticas univariadas e multivariadas. Podemos citar
alguns trabalhos que discutem propriedades dessas distribuicoes: Berkane e
Bertler (1986), Muirhead (1980, 1982), Rao (1990), Cambanis, Huang e Si-
mons (1981) e Anderson e Fang (1987). A classe de distribuicoes simétricas
tem recebido crescente atencao na literatura estatistica nos ultimos anos, ver
por exemplo, os livros de Fang, Kotz e Ng (1990), Fang e Anderson (1990),
Fang e Zhang (1990).

Sejam Yi,Y,,...,Y, variaveis aleatorias independentes, mas nao necessa-
riamente identicamente distribuidas, tais que Y; ~ S(w, ¢1), paral =1,2,...n.
Assumimos que cada Y; tem funcao densidade na forma dada por (2.1) em
que o parametro de escala ¢, nao € necessariamente comum para todas as
variaveis, e o parametro de locacao p, nao € necessariamente igual a média de
Yi, por exemplo podemos citar a distribuicao Cauchy. Considere a estrutura de
regressao nao-linear que relaciona o parametro de locacao p, com as variaveis
x; de interesse, o parametro de escala ¢, com as variaveis 1 € Q) em que

= f(xy; B) (2.2)

1 =h(m) (2.3)

= QEFL]Y (2.4)
respectivamente, em que x; = (xy,...,Xxim) ' € um vetor de valores conhecidos
de variaveis explicativas associadas a 1-ésima observacaoe, Q) = (Qu,...,Qiq) "
€ um vetor de valores conhecidos das covariadas associadas a l-ésima obser-
vacao, B = (B1,...,Bp) pxley=(y1,...,Yq) ' dx 1 de parametros desconhe-
cidos a serem estimados, tais que 3 € Qg C RP ey € O, C RY f(-;-) e h(:) sao

funcoes, possivelmente nao-lineares no segundo argumento e no argumento
respectivamente, continua, diferenciavel com respeito aos componentes de 3
e de v, tais que as matrizes n x p de derivadas X = op/0p" = [0p/0 Bjlnxp cOom
1= (u,...,un) " tenha posto p para todo p e n x q de derivadas Q = d1/dy' =
[0T1/0Yilnxg cOM T = (T1,...,Ts)' tenha posto q para todo y. As matrizes X
e @ tem elementos que sao em geral, respectivamente funcoées do vetor de
parametros 3 e funcées do vetor de parametros y desconhecidos.

O modelo de regressao nao-linear simétrico heteroscedastico €, entao, de-
finido por (2.1) a (2.4). Esta classe de modelos de regressao estende a classe

dos modelos nao-lineares em duas direcoes. Primeiro, inclui importantes
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distribui¢coes nao-normais e, segundo, permite, uma estrutura possivelmente
nao-linear no parametro de locacao pu e no parametro de escala ¢. Expres-
sando a componente sistematica na forma de uma funcéao, ou seja pu, = f(x;; 3)
e, o= h(Q(TUy) temos um modelo de regressao nao-linear simétrico.

A seguir, descrevemos algumas distribuicoes especiais de (2.1), extencoes
e generalizacoes, que sao de grande importancia para aplicacoes praticas em
diversas areas do conhecimento: ver Fang, Kotz e Ng (1990).

2.2.1 Distribuicao Normal

A normal € a distribuicao pertencente a classe simétrica mais utilizada, de-
vido a todo desenvolvimento teodrico e aplicado estabelecido no decorrer dos
anos. Os primeiros trabalhos consideram a distribuicao somente como uma
aproximacao conveniente para a distribuicao binomial. No inicio do século
XIX, o reconhecimento da sua importancia teodrica foi propagado por Laplace
e por Gauss. A distribuicao normal possui varias propriedades que permitem
caracteriza-la dentro da classe das distribuicoes simétricas nas chamadas dis-
tribuicoes normais compostas. Alguns resultados nesse sentido podem ser
vistos em Muirhead (1982) e Devlin, Gnanadesikan e Kettenring (1976). Se
Y ~ S(u, ) e a funcao geradora de densidade g(-) € da forma

glu) = ﬁexp{%u};u>0 e c(0)=2m,

entao Y tem distribuicao normal denotada por Y ~ N(u, ¢), e sua funcao car-
acteristica € dada por

Py (t) = e'texp {—%tzcb} teR e

sua funcao densidade € dada por

1 —(¥)2
n(y; 1, d) = exp {%} e c(0)=+2m.
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Se Y ~ N(u, ¢), entao E(Y) = u, Var(Y) = cb% = ¢, e os momentos centrais de

ordem r sao

(v)

2 =0 r impar
. d) C(O) ) p
E{(Y_H) }: C(Y) Tl

T/2 — 4HT/2 : ar

¢ o) T T Ay TPAr
em que c(r) = J"f;'z x" exp <_sz) dx. Considere a seguinte expressao Cg(r) =
%, ou ainda, podemos escrever Cg(r) = %, assim para r=4, temos
o coeficiente de curtose dada pela expressao Cc = Cg(4) = % e portan-
to, o coeficiente de curtose ¢ Cc = Cg(4) = gg}gg; = 3. Ja para r=3, temos

E{(Y—)?}

o coeficiente de assimetria dada pela expressao Ca = Cg(3) = FREEEIR

e
portanto Ca = Cg(3) = 0.

2.2.2 Distribuicao Logistica I

Dizemos que a variavel aleatéria Y ~ S(u, ¢) tem distribuicao logistica I se a
funcao geradora de densidade g(-) tem a forma

p— 1 e_u .
Cc(0,2,1) [T+ e

g(u) u>0,

em que c(0,2,1) € a constante normalizadora da distribuicao, obtida da re-
lacao [, u'/?g(u)du = 1; logo ¢(0,2,1) ~ 0,673718238 e é denotada por Y, ~
LI(w, d1,2,1). E sua funcao densidade € dada por

: exp(—(¥-)?)
; 2,1) = :
ﬂ(ybul)d)l) y ) C(O)2,~l)\/a[1_f_exp(_(yl;llll)Z)]Z’ e
B +00 exp(—xz)
C(0,2,1) = JOO T expoa

Temos que E(Y;) = w, Var(Y) = 0.79569¢, , o coeficiente de curtose Cc ~
2,385165 e o coeficiente de assimetria Ca = 0. Note que o coeficiente de cur-
tose desta distribuicao € menor do que o coeficiente de curtose da distribuicao
normal. Na Figura 2.1, temos os graficos das densidades normal e logistica
I. Podemos observar a forma achatada no patamar da distribuicao logistica I
que difere da distribuicao normal.
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Figura 2.1: Graficos de func¢oes densidade logistica I e normal

2.2.3 Distribuicao Logistica II

Dizemos que a variavel aleatoria Y; ~ S(w, ¢1,2,2) tem distribuicao logistica II
se a funcao geradora de densidade ¢(-) tem a forma

1 exp(—u'/?)

— 0
¢(0,2,2) 11 +exp(—u/A2> “ 7%

g(u)

e a denotamos por Y ~ LII(w, ¢1,2,2) . A funcao caracteristica € dada por

2(e'trdt)
lby( ):—eﬂd?t_e—mi)t’ t € R,
e sua funcao densidade € dada por

1 exp(—{(%£)%}72)
; 2,2) = L 0
7'[(91» M, Cl)l) ) ) C(O,Z,Z)\/(IT]_[] +exp(_{(y\l/%:l)2}1/z)]2, u >0,

" exp(—()')
022~ | e pamae

Temos que E(Y) = w, Var(Y,) = m?d,/3, o coeficiente de assimetria é Ca=0 € o
coeficiente de curtose € Cc =4, 2, que € maior que as curtoses das distribuicoes
normal e logistica I. Adicionalmente, a mediana e a moda sao iguais a média.

Uma relacao muito util para gerar amostras aleatorias € dada por Has-tings
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e Peacock (1975). Seja u~U(0,1) e Y = p++/dlog(+), entdao Y ~ LII(y, ¢).

Esta distribuicao foi utilizada por Verhulst (1838, 1845) para o ajuste de
curvas de crescimento demografico. Pearl e Reed (1920, 1924), Pearl, Reed
e Kish (1940) e Schultz (1930) aplicaram o modelo logistico como modelo
de crescimento em populacées humanas e em alguns organismos biologicos.
Para aplicacao em analise de sobrevivéncia, ver Plackett (1959) e para apli-
cacao em modelagem de distribuicao de renda, ver Fisk (1961).

Na Figura 2.2 observamos a forma da distribuicao logistica II e constatamos
que ela tem caudas mais pesadas do que a distribuicao normal.

= 1 --- Nomnal(0, 1) o
—— Logislica Y

w _

[ =1

oy _

(=1

- —

b

(=]

S
I I I I I
4 2 o 2 4

¥

Figura 2.2: Graficos de funcoes densidade logistica II e normal
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2.2.4 Distribuicao Cauchy

Dizemos que a variavel aleatoria Y ~ S(u, ¢) tem distribuicao de Cauchy se sua
funcao geradora da densidade ¢(-) tem a forma

1
glu =—-14+uw"", u>0.
7T

Essa distribuicao também € conhecida como distribuicao de Pearson tipo
VII. N6s a denotamos por Y ~ C(u, ¢). A sua funcao caracteristica € da forma

Py(t) = explitp — [t/ t € R

A distribuicao € simétrica em torno de pn e os pontos de inflexao da funcao
densidade sao p £+ /3¢, os valores da funcao de distribuicido acumulada nos
pontos de inflexao sao 0,273 e 0,723, que podem ser comparados com 0s cor-
respondentes valores, 0,159 e 0,841, da distribuicao normal. Em particular,
a distribuicao nao tem momentos finitos e, portanto, nao tem valor esperado
nem desvio-padrao. Ela tem mediana e moda iguais a p e os quartis superior
e inferior sao p + /¢. Note que a distribuicao Cauchy possui caudas mais
pesadas do que a distribuicao normal; ver Figura 2.3.

Se Y1,Ys,...,Y, sao variaveis aleatorias independentes em que cada Y, pos-
sui distribuicdo Cauchy, entdao S = > ', Y; tem distribuicao de Cauchy com
parametros de locacdo p = Y ", e de escala ¢ = Y ", afdp;. Um resultado
interessante € que para a; # 0, ) |; aiY; tem distribuicao de Cauchy com
parametros de locagao ) |, aju e de escala ) |", af¢p1. Em particular, se os
Y, sdo i.i.d (independentes identicamente distribuidos) com Y, ~ C(u, ¢), entao
Y = rll > 1 Y1~ C(p,¢). Quando os valores dos parametros de locacao e de
escala sao iguais a 0 e 1, respectivamente, a distribuicao Cauchy passa a ser
chamada como Cauchy padrao ou t-Student central com um grau de liber-
dade. Temos, ainda, a relacdo Y = p+ +/dN;/N, em que N; ~ N(0,1) para
i = 1,2, sendo N; e N, independentes, que pode ser usada para definir um
gerador de numeros aleatorios para a distribuicao de Cauchy com parametros
(1, ). E sua funcao densidade € dada por

b (M

m \/a em que C(O,],]) = TL.

Tty e, e, 1) =
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Figura 2.3: Graficos de func¢oes densidade cauchy e normal

2.2.5 Distribuicao t-Student

A variavel aleatoria y; ~ t(w, ¢1,v) tem distribuicao t-Student com v graus de
liberdade se sua funcao geradora de densidade g(-) € dada por

,V’V/Z
== —vin/2 >0 >0
g(u) B(1/2,v/2)[v+u] ,u e v>0,
em que B(-,-) € a funcao Beta; denotamos por y; ~ t(u, ¢1,v). Podemos encon-

trar a funcao caracteristica definida em Fang, Kotz e Ng (1990). E sua funcao
densidade € dada por

Ty, P, v) = i v (B2 o g
brb D B(1/2,v/2)Vd NG ’ ’

A distribuicao t € simétrica em torno de un. Quando v — oo, a distribuicao
de y tende para a distribuicao normal com média p e variancia ¢. Quando
v = 1, a distribuicao reduz-se a distribuicao Cauchy com parametros p e
¢. A distribuicao t com v graus de liberdade foi originada através da razao
t, = U(%)*W, em que U € a variavel aleatéria normal padrao e x2 € uma
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variavel aleatoria qui-quadrado com v graus de liberdade, sendo ambas inde-
pendentes.
Todos os momentos ordinarios sao da forma

V20 ((r+1)/2)T((v —1)/2)

E{(Y,— u)") = r(1/2)T(v/2) $1=0,  rimpar
11—t - ,Vr/Zr((r + 1)/2)r((v _r)/Z)
r1/2)r(v/2) ¢1, T par
em que I'(-) denota a funcdo gama. Assim, E(Y;) = pu, se v > 1 e Var(Y) =

brv/(v—2),sev>2 Sev <rerépar, o momento de ordem r € infinito. O
desvio médio € dado por

vI2T((v—1)/2)

Bl = r(1/2)T(v/2)

O coeficiente de assimetria € Ca = 0 e o coeficiente de curtose é Cc = 3+6/(v—4)
para v > 4, sendo este coeficiente maior do que o coeficiente de curtose da
distribuicao normal. A funcao densidade de Y tem pontos de inflexdao em
y ==Ev/(v+2).

A distribuicao t-Student € utilizada para modelar o comportamento de da-
dos que provém de uma distribuicao com caudas mais pesadas que a normal,
permitindo reduzir a influéncia de observacoes aberrantes. Lange, Little e
Taylor (1989) propdem o modelo t-Student como uma extensao parameétrica
robusta do modelo normal, ja que a t-Student € uma distribuicao que permite
ajustar a curtose da distribuicao dos dados através do parametro v. Na Figura
2.4, observamos a forma da distribuicao t-Student para alguns valores de v.
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Figura 2.4: Graficos de funcoes densidade t—Student e normal

2.2.6 Distribuicao t-Student generalizada

Se uma variavel aleatoria Y ~ S(u, ¢) e a funcao geradora de densidade g(-) tem

a forma
S1‘/2

o) = ga72,2)
entao, Y possui uma distribuicao t-Student generalizada, o que denotamos
por Y ~ tG(u, d,s, ).

Na Figura 2.5, observamos a forma da t-Student generalizada para varios
valores de r,s. Quando r = s = v, a distribuicao t-Student generalizada coin-
cide com a distribuicao t-Student com parametros p, ¢ e r graus de liberdade.
Quando r = s =1, temos a distribuicao Cauchy.

Supondo que (Ylv = v) ~ N(u,vd) em que v ~ GI(r/2,s/2), independentes
com s > 0 e r > 0 podendo ser nao inteiros. Temos as seguintes propriedades:
Y ~ tG(w, d,s,r); E(Y) = u, parar > 1, Var(Y) = (s/(r —2))b, parart > 2, e
o coeficiente de curtose ¢ Cc = 3 + 6/(r —4), para r > 4, que € maior que
o coeficiente de curtose da distribuicdo normal, e nao depende do valor do
parametro s e o coeficiente de assimetria € Ca = 0.

(s+uw) ™2 yu>0 e s,1>0,

Se definimos y = v'/?z, com z e v variaveis aleatérias independentes, em
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Figura 2.5: Graficos de func¢des densidade t—Student generalizada e normal

que z ~ N(0,1) e v~ GI(r/2,s/2), entdao y ~ tG(0,1,s,r). Esta propriedade ¢ im-
portante para gerar observacoes de uma distribuicao t-Student genera-lizada.

2.2.7 Distribuicao de Laplace

Se Y tem uma funcao densidade de uma distribuicao de Laplace ou Exponen-
cial dupla, entao a funcao geradora de densidades ¢(-) € da forma

1
9(w) = 5 exp{—vuj, u>0.

e escrevemos Y ~ ED(u, ¢). Sua funcao caracteristica tem a forma

y e R

t)=——— tekR.

ul) =5 + t2¢

A mediana, a moda e a média da variavel y sao iguais a u, Var(y) = 2 e o

coeficiente de curtose é Cc = 6 e o coeficiente de assimetria € Ca = 0. Os
quartis superior e inferior sao p+ 0.534/¢. Esta distribuicao surge a partir da

diferenca entre duas variaveis independentes com distribuicao exponencial.
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2.2.8 Distribuicao Exponencial Poténcia

Se uma variavel aleatoria Y ~ S(u, ¢) e sua funcao geradora de densidade tem
a forma distribuicao exponencial poténcia € dada por

g(u) = C(k)exp{—u/H/21 1 <k <1T,u>0,

em que C(k)™' = T'(1 + (1 + k)/2)2"+0+9/2 entao Y possui uma distribuicio
exponencial poténcia e denotamos por Y ~ EP(u, ¢, k). Temos ainda que E[Y] =
e Var(Y) = 2“*“]{1*(@)/1*(1%")}(1). Podemos ver o parametro k como uma
medida de curtose, ou mesmo, como uma medida de nao normalidade pois
quando k = 0 temos a distribuicao normal. Em particular, quando k = 1 temos
a distribuicao exponencial dupla. Se k tende a —1, a distribuicao tende a uma

uniforme no intervalo (p— /3¢, L+ /3d).

2.2.9 Distribuicao de Kotz

Uma variavel aleatoria Y tem distribuicao de Kotz se a funcao geradora de

densidade g(-) tem a forma
FaN-1)/2

N-1 — N > 1 .
F((ZN—])/Z)u exp (—ru), >0, >1, u>0

g(u) =

e denotamos por Y ~ k(u, ¢, N, r). Se Y tem distribuicao de Kotz, entao a média
de Y é igual a p e a variancia € {(2n-1)/2 }. O coeficiente de curtose € dado por
Y2=(2n+1)/(2n —1) e os momentos centrais de ordem 2m sao da forma

NE2Zm+2n—-1)/2)
rm((2n—1)/2)

Elly — )™ = ¢

Quando N = 1, a distribuicao de Kotz se reduz a distribuicao normal de
parametros p e ¢/(2r). Ainda se N > 1, adistribuicao € bimodal com modas

emy = pu++/(N—1)/r¢p. Temos que E(Y) = n e Var(Y) = {(2ZN — 1)/(2r)}d.
Além disto, a variavel Z? = (Y — u)?/¢ tem distribuicdo Gama((2N—1)/2,7). Em
particular, se N =1 er=1/2, entdao Z* ~ x3.

2.2.10 Estatisticas de Algumas Distribuicées Simétricas

A Tabela 2.1, a seguir, apresenta as variancias e os coeficientes de curtose
para algumas distribuicoes simétricas.
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Tabela 2.1: Valores das variancias e do coefiente de curtose para algumas
distribuicoes simétricas.

Distribuicao variancia curtose
Normal o} 3
t-Student {(vi(v—=2)}p, | 3+6/(v—4)
t-Student generalizada | (s/(r—2))d, | 3+ 6/(r —4)
Logistica I 0.79569 ¢, 2,385165
Logistica II mdhy/3 4,2
Cauchy nao existe nao existe
Laplace 2d, 6

2.3 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

Considere n variaveis aleatorias independentes Y;,Y,,...,Y,, em que cada Y;
tem funcio densidade continua na forma (2.1). Sejay = (y1,...,yn)’ uma
amostra aleatoria de tamanho n da familia de distribuicoes simétricas, em
que os yis sdo valores observados de cada Y;. Seja L(0), em que 6 = (BT,y")T, a
funcao de verossimilhanca do modelo definido em (2.1) e (2.2), dados y1,...,Yn.
Temos

n
= [ [y e, bo)

L]
2 :ﬁ]ﬁg ((yﬁw '

Seja £(0) o logaritmo da funcao de verossimilhanca, definido como

_ __Zlog 1) +Zlogg ((U‘_\/({”)j

0)=—5 ; log(1) + ; logg(z1), (2.5)

em que t(z) = loglg(z{)], zi = ¥ 22, w = f(x;B). dr=h(t) e i = Qv .
Assumimos que {(0) € regular com respeito as derivadas dos componentes
de 3 e y até a quarta ordem.
Para a obtencao de estimadores de maxima verossimilhanca, bem como
para a obtencao das estatisticas de teste e de suas respectivas correcoes de
Bartlett sera necessario obter as derivadas do logaritmo da funcao de veros-
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similhanca com relacao aos parametros desconhecidos e também alguns mo-
mentos destas derivadas. Assumimos, portanto, no que segue, tais derivadas
€ momentos existem.

No6s usaremos a notacao proposta por Cordeiro e Paula (1989): (r), =
Op/0By, (rs) = 02 /0B0Bs, (rs,t) = 0% /0B0B01/0B, ete, em relacao aos
parametros 3 e

(R)1 = 0T1/dYr, (R,S)i = 0T1/dyrOT1/0Ys, (R,S,T)1 = 011/0yr0T1/0Ys0T1/0VT,
etc, para os parametros vy.

As primeiras derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca dada em
(2.5) sao:

a(0 1 _
u, = aér) =57, [tng)ﬁ(r)l] ,comr=1,..., p, para os B's

_wO)  1en H 1Tvn (), W -
Ur=F" =32 15 Rhi—32X 5t zg (R, comR=1,..., q, para os y's
em que
o(mt(z
t(m]zi(l), m=01,2... e l=1,...,n.
(z) (m)
0z,

Assumimos que esta derivada existe para todo z; € R. Podemos escrever t&])

(M

como t, = —zwy, em que

2
W= ~ 2dloggl(zi) .
d21

A tabela 2.2 apresenta os pesos w; para algumas distribuicées. A funcao

Tabela 2.2: Valor de w para algumas distribuicoes simétricas.

Distribuicao w
Normal 1
Cauchy 2/(1+22)
t-Student (v+1)/(v+2?)
t-Student generalizada (r+1)/(s +z?)
Logistica I 20—e &) /(14 e %)
Logistica II (e —1)/(zle” + 1)

escore total de 8 tem a forma U(6) = (U(8),U;(6))", tal que
UR(0) = (9L(6)/0B1,0L(0) /32, ..., 0L(8)/dB,)"

ul(e) = (9(0)/y1,00(0)/dy2,...,00(0)/dyy) "
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com
Ug(8) = XTAW(Y — 1)
© 1 1
Uy (0) = —5TT A 0= SQTAYHY — w)aW(Y — ),
sendo W = diag(ws,...,w,) € X como ja definidos na Subsecao 2.2 e as
matrizes diagonais A; = diag(1/¢y,...,1/dn), Az = diag(h/3/d3,... h'2/b2),
Ay = diag(h'7/d3,...,h'2/d3) e T e | representam a matriz de nxq de 1's e o

vetor nx1 de 1’s respectivamente. O estimador de maxima verossimilhanca de
0 € obtido da solucao do sistema de equacoes dado por
o{(0) a{(0)

=0 e =0, r=1,....,p e R=1,...,q.
OB+ [o_p OYR |o—p

As equacoes dadas acima sao nao-lineares e nao podem ser resolvidas ex-
plicitamente. Elas devem ser resolvidas iterativamente usando, por exemplo,
o algoritmo de Newton-Raphson ou escore de Fisher, que envolvem, respec-
tivamente, as matrizes de informacao observada e esperada que definimos a
seguir.

As segundas derivadas do logaritmo da funcao da verossimilhanca tém as

formas

3B.0B, &g, 2t e
62(5(9) 1 — (2) h,{ ] & 1 h{
aﬁrays 2 ; (ZI)Zl 3 d)% (T’, )1+ 2 L; (z1) 3 (1)% (T’, )1)
aZQ(e) 1 n @) h{ 1 n 0 h{
a'YRaf_))s 2 L; (Zl]ZL 3 (I)%( ’S)l+ 2 ; (z1) 3 (I)%( )S)b

92L(0) 1 & hi/¢p—h? 1« 2 ,h
==Y 2 VRS +- Y P22 (R S) -
VY z; b3 ' 4;“” 2ot

1« (1) 2h{$p—3h?
2t gy (RiS)

Assim, a matriz de informacao total de Fisher para 6 na classe dos modelos
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simétricos € dada por

E 9%¢(0) E 9%¢(0)

_ 0+ 0Ps OBrdvs
K(8) = — E 2¢(0) E 2¢(0) J
OYROPBs OYROYs
em que
0%0(0) ] 0¢(0) oL(0) .o
E =—E =0 XTAGX
{5Br66& { OB aﬁs} oroeart
E 622(6) T __E 613( ) 6(5(6) _ _5(()’]’0,0’2) —1 QT/\ é
dYxdYs] oy dy 4 e
2 1 2
0-¢(0) _t 0°4(0) o,
0p+0vs] 0YRrOO;
ou seja,
K(0) = — 8(0,1,0,00X A1X . 0] o
0 (0,1‘040,2) QT/\3Q
€m que usamos a notacao
_ (May(2)b, (3)e, (4)d
d(abede) = E{t(ll) t(ZLJ t(ZLJt(ZlJ zih, (2.6)
o _ E{t(m]t(m] t(pk)Zq} (2.7)
P1,P2,---,Pk,4 (z1) “(z1) """ (=) 7LD :
By o = ELEE P2t P)), (2.8)

com a,b,c,dye = 0,1,2,3,4, (] = &2, m = 0,1,2,.. e L = 1,2,..,n (no
Apéndice H sao dados os &’s necessarios aos algoritmos para algumas dis-
tribuicoes).

O fato de que 3 e vy, sao globalmente ortogonais (Cox e Reid, 1987), no
sentido de que a matriz de informacao K € bloco diagonal, implica que os
estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e vy sao assintoticamente nao-
correlacionados. Temos que

B~ANL(B,Kgh), ¥ ~ANg(y,K,})

P Ny

e f ey sao assintoticamente independentes.

E facil ver, usando o algoritmo escore de Fisher definido na Secio 1.4, que a
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estimacao de 6 por maxima verossimilhanca pode ser feita através do seguinte

esquema iterativo
@(mﬂ) — fg(m) + kﬁﬁ(m)ﬂﬁ(e)(m) e ﬁ)(mﬂ] _ ﬁ)(m) + ﬁw(m)ﬂy(g)(m))

logo substituindo as expressoes de KPP, K7, ﬁﬁ(e) e ﬁy(e) nas equacoes acima

temos que
Bim+n — gm) 4 6(—01’1’O’O‘O](ﬁ(m)Tﬂgm)ﬁ(m])—1§(m)Tﬂgm)W(m)(Y —amy e
4 AN A A 1 /AN
y(m+1) _ Y(m] + : : (Q(m]T/\(;n)Q(m])f1{_thA;/2(m]L
(0,1,0,0,2) —
1PN A N
—5QMITAYH™Y — WY — pm),

em que W = diag(wy,...,wy,) com w = —zf‘dloifl(‘z%], m=01,2...el=1,....n
e as matrizes diagonais Ay = diag(1/dq,...,1/dn),

Az =diag(W?/d3,.. . h2/$2), e Ay=diag(h’3/d3,... h'2/b3).

Vale salientar que, quando existem outros parametros desconhecidos no mo-
delo, tais como, graus de liberdade, € necessario obter a matriz de informacao
para todos os parametros desconhecidos e estima-los. Outra alternativa, mais
simples, € repetir o processo iterativo para um conjunto de valores para o(s)
parametro(s) extra(s) e escolher aquele(s) que produz(em) o maior valor para a
verossimilhanca.

2.4 Teste da Razao de Verossimilhancas em Mo-
delos Nao-Lineares Simétricos Heteroscedas-

ticos

2.4.1 Testes de hipoteses de interesse
Testes de hipoteses sobre os parametros com 3 e Y desconhecidos

Sejam as parti@f)es [5 - ( _1|') B}_)T €y = (YT>Y;_)T’ sendo B1 - (61) BZ) CRIONY Bm )T’
BZ - (6p1+1>--->BP)T’ Y1 = (YMYZ)---)Yq])TCYZ - (Yq1+1>--->Yq)T’ Com pq Sp
e 1 < q. Para o modelo em (2.1 a 2.4), estamos interessados no teste de
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hipoteses H; : 31 = fsﬁ‘”, Y1 = yﬁ‘” contra H: pelo menos uma das igualdades
€ violada, em que [320) e ygo] sao vetores especificados de dimensoées p; e d,
respectivamente. Em particular podemos também testar a hipétese H; : B; =
0, vyi=0,pr=p—1eq =q—1. O caso p; = 0 torna possivel o teste de
hipotese H, : 31 = [3%0). Supondo p; =0 e q; = q — 1, temos em particular, um
teste de hipotese H, : B; = 0. O caso q; = 0 torna possivel o teste de hipotese
H; : vy = yﬁ"). Supondo q; = 0 € p; = p — 1, temos em particular, um teste
de hipétese H; : v; = 0. Observemos que as hipéteses H,, Hs, H;, H, e Hj,
devem ser testadas contra a hipotese alternativa H definida anteriormente. O

teste H; equivale a testar se as variaveis aleatorias Y7, ..., Y, sao identicamente
distribuidos. Ja o teste de H, equivale a verificar se Y;,...,Y, tém a mesma
média, isto €, se u; = f(xy; ) € constante para qualquer 1l = 1,...,n. Finalmente,

o teste H; se reduz ao teste de homoscedasticidade, ou seja, equivale testar se
Yy, ..., Y, tém a mesma variancia.

2.4.2 Testes de hipoteses simultaneos sobre a média e o
parametro de escala com (3 e Yy desconhecidos

Nesta secao obtemos correcoes de Bartlett para estatistica da razao de veros-
similhanca em testes de hipoteses simultaneos sobre a média e o parametro

T

de escala, ou seja, sobre (BT,y")7, nos modelos nio-lineares simétricos hete-

roscedasticos definidos em (2.1) a (2.4).

Consideremos as funcées de ligacao f(x; ;) € h(t,) definidas na Secao 2.1

e as particoes B' = (B],B))" para o vetor B e y' = (y],v])" para o vetor v,
€m que B] - (B])BZ>"')BD1)T’ [32 - (Bp]—H)*")Bp)T’ Y1 = (’Y])’YZ)"')’Y(N)T €
Y2 = (Yqi+1,---,Yq)'» com p; < p e q; < q. Essas decomposicdes induzem

as correspondentes particoes

K
K

K
K

YiTi Y17v2

)

Kﬁlﬁl KBIBZ e K
YY —
Kﬁzf31 Kﬁzﬁz

Y2Y1 Y27Y2

em que X;, X, Q7 e Q, sdo matrizes conhecidas de posto completo e dimensées

nxpi, nx(p —p1), nxqs, nx(q — q;1), respectivamente,
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K, gy = 801,000X] A1X1,
K, = 8101,000XaA1X2,
K,y = 8101,000X] A1Xz,
Kpp = 8(0,1,000XaA1X1,

80,1002 — 1

Ky = %NT/\séh
Kyry, = (S(M*Q?BQL
Kyiy, = %Q;UBQZ»
T

em que

Ar = diag(1/dr,...,1/bn), e As=diag(h/s/d3,... WE/d2).

Estamos interessados em testar a hipotese H; : 3; = fsﬁ‘”, Y1 = yﬁ‘” contra
H: pelo menos uma das igualdades € violada, em que [320) e y(]o] sao vetores
especificados de dimensoes p; e q;, respectivamente. A estatistica da razao de
verossimilhancas para o teste de H; € dada por

RV = 20(B1, B2 91,92) — UBY, B v\, 72))

que, sob a hipotese nula H;, tem distribuicao assintotica )(]231 +q,- Para obtermos
a correcao de Bartlett para RV;, escrevemos

E(2{L(B1, B2, 91, 92) — UB1, B2 ¥1,72)) =P+ d+ €prapy +OM?) e

E200(B'”, B v\, 92) — LB, Bay V1, 72))) = (p —p1) + (4 — q1)+
€ ((popy )+(a—ar),pv] T O(M7?)

portanto, E(RV}) = p1+d1+ €prapyl— Ellpra)—(m +a1 ),8v1+ O(n72). Assintoticamente
e sob a hipotese nula H;, ja sabemos que

RV] _> X (p1+ar)
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2 2
(p1+d1,1—a)’ em que X(leFql»]*O(]

presenta o quantil 1 — « da distribuicao qui-quadrado com (p; + q;) graus de

Assim rejeitamos a hipotese H; se RV; > x re-

liberdade e « € o nivel de significancia adotado, com 0 < « < 1.

2.4.3 Testes de hipoteses sobre a média com 3 e y desco-
nhecidos

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipoteses apenas sobre a
meédia em um modelo nao-linear simétrico heteroscedastico dado por (2.1 a
2.4), isto é, sobre componentes do vetor 3. Consideremos a particidos B’ =

( —1r> B—ZF)T para o vetor B €m que [3] - (B]) [32) ey BIN )T € BZ - ([3]914-1) sy BD)T9
com p; < p. Essa particao induz as correspondentes particoes

>~< - (X1)X2))
Kﬁﬁ _ Kﬁlﬁl Kﬁlﬁz
Kﬁzf31 Kﬁzﬁz

em que X; e X, sdo matrizes conhecidas de posto completo e dimensées nxp;,
nx(p —p1).

Estamos interessados em testar a hipotese H, : 3 = fsﬁ") contra H:p3; # [320)
em que [520] € um vetor especificado de dimensao p; € 37 € Yy sao vetores de
parametros de pertubacao. A estatistica de verossimilhanca para o teste de H;
€ dada por

RV; = 200(B1, B2, %) — UBYY, B2 9))

que, sob H,, tem distribuicao assintética xf,]. Para obtermos a correcao de
Bartlett para RV,, escrevemos

EQ2U(B1, B2 —UB1, B2 ¥))) =P + €ppy +O(MT?) e

E2{(B, B29) — B, B2 V) = (P —P1) + €ppy).py + O(N72)

ou seja, E(RV2) = p1+ €ppy — €(p—p1)py + O(n72). Assintoticamente e sob a
hipotese nula H,, ja sabemos que

D
RV, — XTZ)] .
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2 2
(p1,1—00)? em que X(m =

quantil 1 — « da distribuicao qui-quadrado com p; graus de liberdade e « € o

Assim rejeitamos a hipotese H, se RV, > x ) representa o

nivel de significancia adotado, com 0 < « < 1.

2.4.4 Testes de hipoteses sobre o parametro de escala com
f e vy desconhecidos

Suponhamos agora, que nosso interesse seja testar hipoteses apenas sobre a
meédia em um modelo normal heteroscedastico dado por (2.1) a (2.4), isto €,
sobre componentes do vetor y. Consideremos a particaos y' = (y],v1)" para

o vetor Y €m que vy = (Y])YZ) e Y )T €vY2= (’YI)]—H) cee )’YI))T9 com (i S qg. Essa
particao induz as correspondentes particoes

Q - (Q]) QZ))
KYY — K'Y1Yl E%Yz ,
Y2Y1 Y272

em que Q; e Q, sao matrizes conhecidas de posto completo e dimensdes nxq;,
nx(q — q7). Estamos interessados em testar a hipotese Hj : y; = y§°) contra
H:y, # yﬁ‘” em que yﬁ‘” € um vetor especificado de dimensao q; e y; € f sao
vetores de parametros de pertubacao. A estatistica de verossimilhanca para o
teste de H; € dada por

RV = 200(B,91,92) — (B, v\, ¥2))

que, sob Hjs, tem distribuicao assintotica x(zh. Para obtermos a correcao de
Bartlett para RV3, escrevemos

EQ2U(B1,91,92) — UB,¥1, 7)) =d+ eqpy + O3 e

ECB, v, 72) — UB, 21920 = (4 — d1) + €1(qqr)pyl + O(M72)

portanto, E(VR3) = q1 + €qpy — €((q—aq1),3y) + O(n2). Assintoticamente e sob a
hipotese 3, ja sabemos que
D
RV; — X(zh .
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2

2
em que Xi,, 1 o

(g1,1—a)?
quantil 1 — « da distribuicao qui-quadrado com q; graus de liberdade e « € o

Assim rejeitamos a hipotese H; se RV3; > x ) representa o

nivel de significancia adotado, com 0 < & < 1.



Capitulo 3

Ajuste para o Teste da Razao de
Verossimilhanca

3.1 Introducao

Em problemas de testes de hipoteses envolvendo grandes amostras, € muito
comum o uso do teste da razao de verossimilhancas (RV). Em geral, ha grande
dificuldade em se determinar as distribuicoes nulas exatas das estatisticas
destes testes, razao pela qual os testes tém sido construidos com base em
resultados assintoticos. Em problemas regulares, a estatistica da razao de
verossimilhancas (RV') tem, sob a hipétese nula, distribuicao x; aproximada-
mente, em amostras grandes, ou seja, x> com q graus de liberdade, onde q
€ a diferenca entre as dimensoes dos espacos paramétricos sob as hipoteses
alternativa e nula. Os testes sao comumente baseados na comparacao das
estatisticas com valores criticos obtidos da distribuicdo x* de referéncia para
niveis de significancia nominal fixado. Em pequenas amostras ou mesmo em
amostras de tamanho moderado, a aproximacao pode nao ser satisfatoria, po-
dendo conduzir a taxas de rejeicao sob a hipotese nula bastante distorcidas.
Para melhorar a qualidade da aproximacao da distribuicao da estatistica RV
pela distribuicao qui-quadrado utiliza-se a correcao de Bartlett.

A primeira proposta de melhoria de testes estatisticos foi feita por Bartlett
(1937). O autor modificou a estatistica da razao de verossimilhancas por
um fator de correcao, visando a produzir uma estatistica modificada com o
primeiro momento igual ao da distribuicdo x? de referéncia. Sob H,, o valor
esperado desta estatistica pode ser expandido, em problemas regulares, como
E(RV) =p;+d,, g+ 0O(n?), onde d,, s € uma constante de ordem n~' que pode

39
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ser consistentemente estimada sob Hy e n é o tamanho da amostra. Assim,
o valor esperado da estatistica modificada RV* = RV/(1 + d,,, g) ou, equiva-
lentemente, RV** = RV(1 — d,,, g), € dada por p; + O(n?), estando 'mais pro-
ximo’ daquele da distribuicao xé do que o valor esperado de RV . Os fatores
1/(1 4+ dy, ) € (1 —d,, ) ficaram conhecidos como correcoes de Bartlett. Vale
ressaltar que tais fatores nao dependem do valor da estatistica da razao de
verossimilhancas, mas podem depender de parametros desconhecidos; neste
caso, estes devem ser substituidos por suas respectivas estimativas de ma-
xima verossimilhanca, sob Hy, 0 que nao afeta a ordem da aproximacao resul-
tante.

Hayakawa (1977) desenvolveu, sob a hipotese nula, uma expansao assin-
totica para a distribuicao de RV e mostrou que, se a hipotese nula for sim-

ples, a estatistica de RV* tem distribuicao x7 até ordem n'.

Os resultados
de Hayakawa (1977) apresentam um erro que foi, posteriormente, corrigido
por Chesher e Smith (1995) (ver também Harris, 1986; Cordeiro, 1987; e

Hayakawa, 1987).

Diversos trabalhos foram desenvolvidos nos ultimos anos apresentando
correcoes de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas em prob-
lemas especificos e em modelos amplos. Em particular, correcoes de Bartlett
para os modelos lineares generalizados quando o termo de escala € conhecido
e desconhecido, respectivamente, foram obtidas por Cordeiro (1983, 1987),
que mostrou que o uso do fator de correcao representa um grande aperfeicoa-
mento nos testes de adequacao dos modelos lineares generalizados. Para os
modelos nao-lineares da familia exponencial com parametro de dispersao con-
hecido correcoes de Bartlett foram obtidas por Cordeiro e Paula (1989). DiCic-
cio (1986) estudou um aperfeicoamento da estatistica da razao de verossimi-
lhancas para os modelos de locacao baseado em inferéncia condicional. Cor-
recoes de Bartlett na familia exponencial uniparamétrica foram obtidas por
Cordeiro, Cribari-Neto, Aubin e Ferrari (1995) e em modelos de regressao com
erros t-Student foram obtidos por Ferrari e Arellano-Valle (1996). Correcoes
similares para modelos lineares normais heteroscedasticos e em alguns mode-
los de regressao multivariada foram obtidas por Cribari-Neto e Ferrari (1995a)
e Cribari-Neto e Zarkos (1995). Ferrari e Uribe-Opazo (2001) obtiveram a cor-
recao de Bartlett para os modelos lineares simétricos. Correcoes de Bartlett
para os modelos nao-lineares de locacao e escala supondo que o parametro
de escala € conhecido foram obtidos por Montenegro e Cordeiro (2002). Os
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resultados de Ferrari e Uribe-Opazo (2001) foram generalizados por Cordeiro
(2004) que obteve uma correcao de Bartlett para a estatistica da razao de
verossimilhancas nos modelos nao-lineares simétricos. Ferrari, Cysneiros e
Cribari-Neto (2004) obtiveram correcao de Bartlett para a estatistica da razao
de verossimilhanca perfilada modificada no modelo de regressao normal lin-
ear heteroscedastico, generalizando assim o artigo de Ferrari e Cribari-Neto
(2002). A correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancas
perfilada modificada em modelos de regressao nao-lineares da familia expo-
nencial foi obtida por Cysneiros e Ferrari (2006).

Boas revisoes sobre correcoes de Bartlett para as estatisticas da razao de
verossimilhancas, podem ser encontradas em Cribari-Neto e Cordeiro (1997)
e em Cordeiro (1999).

Neste capitulo, apresentamos as correcoes de Bartlett para as estatisticas
da razao de verossimilhancas nos modelos de regressoes nao-lineares simétri-
cos heroscedasticos.

3.2 Correcao de Bartlett para a estatistica da ra-
zao de verossimilhancas para modelos nao-
lineares simétricos heteroscedasticos

No Capitulo 2, definimos a classe de modelos simétricos heterocedasticos as-
sumindo que os parametros de locacao, bem como os parametros de escala es-
tao relacionados com um vetor de parametros desconhecidos e/ou conhecidos
(Subsecoes 2.4.1 a 2.4.6) através da relacao dada por (2.2) e (2.3). Veremos a
seguir cinco subsecoes com as correcoes de Bartlett para estatisticas de razoes

de verossimilhancas para modelos nao-lineares simétricos heteroscedasticos.

3.2.1 Correcao de Bartlett para a estatistica da razao de ve-
rossimilhancas sobre a locacao e o parametro de es-
cala com (3 e Yy desconhecidos

Nesta secao obtemos correcoes de bartlett para estatisticas da razao de veros-

similhanca em testes de hipoteses simultaneos sobre a média e o parametro de

precisdo, ou seja, sobre (B7,B1,v],v])T, nos modelos nao-lineares simétricos
heteroscedasticos definidos em (2.1).
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Consideremos as funcoes de ligacao w = f(x;;3) e ¢ = h(t), com 1, =
Q{yY, sendo Qu) = (Qu,...,Qu)" definidos na secao 2.2 e as particoes 3 =

( _1r> B}_)T €vY = (’YT)’YE)T’ sendo [51 - (BhBZw--)Bp])T’ BZ — (6p1+1)--->6p)T’
Yi=(y,Y2--Ya) € Y2 = (Yq+1,---,Yq)» com p; < p e q; < q. Essas
particées induzem as correspondentes particoes X = (X;,X;), Q = (Q1,Q2),
U= (UT1(B]>BZ)Y])YZ))UTZ(BDBZ)Y])’YZ))U;/I_](B])BZ)YM’YZ))ulz(B])BZ)YM’YZ))’
KBB: Kﬁlﬁl Kﬁlﬁz >KW: KVlYl KVlvz )
K|32(31 Kﬁzﬁz KYz% KYsz
KT _ BB _ KBiBr  KBiB2 e K=l KT Kvivi Kviyz
BB KB2B1 K PB2B2 Yy Ky2vr Kyavz |’

apresentamos agora os testes da razao de verossimilhancas da hipotese H; :
1= fsﬁ‘”, Y1 = yﬁ‘” contra H: pelo menos uma das igualdades € violada, em
que [320) e y§°) sao vetores especificados de dimensoées p; e q;, respectivamente.

Lawley (1956) obteve, sob condicoes de regularidade, uma expansao de

1

L(E];Bz) em série de Taylor sob a hipotese nula até termos de ordem n™' en-

volvendo derivadas até a quarta ordem do logaritmo da funcao de verossimi-
lhanca. Ele mostrou, apos longos calculos, que

2E{(B1, B2y V1, ¥2)] — UU(B1, B2, ¥1, Y21} =P + 0 + €prqpy + O(M72),
em que o termo e, 43, € de ordem n~' e é escrito na forma
€prapy = ) (Arstu — Arsuovw)- (3.1)
By

Também temos

2EQI(BY, Bay v\, ¥2)] — U(B1, B2y Y1, ¥2)]) =

(p+q)—(p1+ai)+ €l(p+a)—(p1+ai 1,8y T O(nizh

sendo

Eitprar-prahy = ) (Arstu — Arsuvw), (3.2)
By

em que ) " denota o somatério apenas sobre os componentes dos vetores {3,
e v2, isto €, sobre p —p; € q — q; parametros de pertubacao, uma vez que 3; €
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v1 estao fixados em [320) e y%o].
E[RV)] = 2E{{t(B1, B2 ¥1,72)] — U(B1, B2, v1, V2 )~

(1B, B v\ 7201 — (B, B2y 1, v2)I)) =

=(p+qg+ €p+q,|3y) —[p+a)—(pr1+a1) + €lp+a)—(p1+a )Lﬁv] + O(n_z)
= (P1+ 1) + €prapy — Elpral—(p +a gy + O(M72)

€ —€ _
_ (p1 +q1) (1 + p+4q,BYy [(p+a)—(p1+a1 J],Bv) —{—O(n’z)
P11+ a1

=1 +4g1) (T +dp,+q,,8y) + O(n2).

Podemos melhorar a aproximacao da média da estatistica da razao de verossi-
milhancas pela média da distribuicao xf, . 1q, Substituindo RV; pela estatistica

modificada RV; dada por
RV,

RVI= 11
1 14 dp,var,py

onde o fator de correcao de Bartlett € determinado através de
¢ =1+dp a8y

em que

€ —€ -
ptay — Ellp+al=(pi+aill By (3.3)

dp1+q1,[3y: 1+ a

Os fatores de correcao de Bartlett dependem da quantidade €, g, que € uma
funcao aparentemente complicada dos cumulantes conjuntos de derivadas do
logaritmo da funcao de verossimilhanca (que sao valores esperados de produ-
tos de derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca) e suas deriva-
das. Nesta Subsecao, apresentaremos €, s em forma simples, para os testes
da razao de verossimilhancas em modelos de regressao nao-lineares simétri-
cos heteroscedasticos. Uma propriedade fundamental dos modelos simétricos
heteroscedasticos € que os cumulantes sao invariantes sob a permutacao de
parametros de regressao. Isto facilita os calculos na obtencao de d,, iq, gy
e, consequentemente, na estatistica da razao de verossimilhancas corrigida.

A obtencao do aperfeicoamento do teste da razao de verossimilhancas para
testar as hipoéteses H; contra H é baseada no desenvolvimento das féormulas

definidas em (3.1) e (3.2) para o calculo da constante d,, .4, gy, definida em
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(3.3). Usamos a notacao

(1)1 =0 /0Br, (rs) = 0*w/0B0Bs, (T,8)1 = 0W/dBOm/Bs etc

para os f3,
(R)t =0m/0vgr, (R,S)1=0pn/0yropn/0ys, etc

para os y € assumimos que o logaritmo da funcao de verossimilhanca € regular
com respeito as derivadas até a quarta ordem sob H;. Temos os seguintes
cumulantes para modelos nao-lineares simétricos (ver Apéndice B):

1
Krst = 8(0,1,0,0,0) Z a[(Tt s) 4 (r,st) + (rs, )],

n
1=1

Kf‘s‘g - 01 ,0,0,0) Z (b[ Ttu S) + (Tu) St) + (TS,tu) + (Ttv Su) + (T, StU) + (Tsu)t)]b

=1 1=1

1 1
Krstu = 0(0,0,0,1,0) Z d)z(T St Wi+ 801,000 ) a[(TtU, s)+ (rt, su) + (v, stu)

n 1

+ (rs, tu) + (rst,u) + (rsu, t) + (ru, st)]y,
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(ver Apéndice C):

o0 —1 h?
Kes = —= Z (R, S)y,

4 &F
G = a2l y M- "R s, T
1=1
= 22 1 i "2 — 5h'fh”1cl>$); Mh"bE 4307 e ),
1=1
Ko = 3 P (;31,3 Ml s 7,
1=1
_%awz GRS T oczzZZhIhNGbL s,
+ e Z i & (?12/3 hmd’z(R,s,T)t,
! Z 3h” — 120 ot i?’i‘ T b T s Ty,
hlzhuld)l h't
——0633Z L(R,S, T, W),
ey Zh”%cbl — 130h = LI s g,
1=1

1 i 7h 207 — 29h%h &y + 150 + 7hy'hy ¢f — b df + 2hh (RS TU.

+— 91 i
4 1=1 by

- x
Kestu=Y_Am(R,S T11)1+ﬁZ/\61 (R,S,T,U)—
1=1

(X
332/\111 (R,S TU)1+EZ/\291 R,S TU)1+&Z/\241 RS, T.U),
1=1
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(ver Apéndice D):
Krs = 0, Kl =0, Kl = 0 k™ =0, K™ =0, KE™ =0,

n /

t t T h
Kl = 0, K = 0, K = 0, KD = —0oz0 Y E(r, s, T,

— 1

—(XzoZ [(ru,s, T)+ (r,su, Ty,

h” _Zh/z
KW = —o0 Z —¢L¢3 (rys, T, Uy,
1=1 1
31+ X0 hl
KRst:_%Z — (R, s, 1)y,
2 = i
w o371+ o h{
Kig =~ 0y g2l (Roswt)+ (Ros,
=1
(w *31+ %20 — h{d1—2h"2
KRSt = 2 Z L (1){) (R) )t u)b
=1

RSt 0 KRSt 0 KRST - 0

Tst = —00 Z [(rs,t, W) + (v, st,U) + (rt, s, U],

x +Zoc h{
KRstu = _M Z E;[(Rv Suvt) + (R) St)u’) + (R> Svtu)]b
1=1
K _OC42+6063]+60620
RStu = Z—3 (R,S,t,u)
1= L
31 +20(20 h
- R S, t,
Krs =0

em que d(gbede), Xpq Sa0 definidos na secdao 2.3. Definimos as matrizes de
dimensao n x n positivas semi-definidas

Zp = X(X"AX)'XT, Zop = X2 (3oN1X0) T 1X] (3.4)

Z,=Q(Q"A;Q)'Q", Zy, = Q2(QIA3Q2)'Q] (3.5)

de postos p € p — p;, respectivamente para as matrizes relacionadas com o
vetor de parametro 3. Se p = p;, define-se Z,5 = 0, e as matrizes relacionadas
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com o vetor de parametros 3 que denota uma matriz nula n x n. E importante
observar que as matrizes 691,000 Zp € 9(0.1,00,0Z2s S0 estruturas de covariancia
assintéticas de 1 e fi. Definimos, ainda, Zgq = diag{zgq,,,...,2pa  J» Z2ga =
diag{zga,,,---r228a,, )» Zya = diag{zya,,,---,2Zya,, }» Z2ya = diag{zzya,,, - - -€z2ya, ., }
, representando as matrizes com elementos diagonais de Zg, Z3,Z, € Z;, ,
respectivamente, X,, uma matriz p x p cujo (r, s)-ésimo elemento é (rs),,, para
m = 1,...,n, as matrizes B, C, A, AT, G e F de dimensao n x n com os (1, m)-
ésimos elementos dados por

bim = tr((XTAX) " XUXTA;X) " X0m),

Ctm = X (XTAX) X (XTAX) %0,

atm = X (XTATX) XU (XTAX) o,

Gt = X (XTATX) T X (XTAX) 51,

gum = XU XTAX) T XUXTATX) X (XTAX) Xy €

fim = XU(XTATX) X (XTAX) Xy (XTA;X) X, Tespectivamente, x{ sendo a
l-ésima linha da matriz X, e D uma matriz diagonal de dimensao n x n, onde
o (1,1)-ésimo elemento definido como dy = tr(Xi(X"A;X)"'), em que tr denota
traco. Todas as matrizes acima escritas podem ser obtidas da componente

sistematica y,, definida em (2.2), e requerem somente as duas primeiras deri-
vadas do modelo com respeito as componentes de f3.

A obtencao das constantes dy, g, dq, > dp,+q;,8v» dpr gy € dg; 8y definida em
(3.3) sao feitas substituindo os valores de k’s na expressao dada em (3.2) e
efetuando as somas sobre a amostra depois de avaliar as somas sobre o0s
parametros. Desta maneira, aparecerao termos da forma

2 (MK () X (rs)iK™ L 3 (MK (s)m s 2 (R)KRS(S)1, 3 (RIKRS(S)m
2 (KK (), 3 (P KK sy, 3 /(rst) K K™ (u)y
2 (MK (sw) iK™ (), 22 (MK (su) iK™ () m o 2 (1) K™ (su) K™ (t)1

(

S () K (1) K™ (sV) i KW (W), > /(1)K (s1) i K (1v) KV (W), , onde —kY €
o (i,j)-ésimo elemento da matriz Kgé, 1,j=1,...,pou é o (i,j)-ésimo elemento

/
/

da matriz K;;, i,j=1,...,q. E facil observar que estes somatérios representam

os elementos das matrizes

5(0,1,0,0,2)—1 8(0,1,0,0,2)—1
0(0,1,000Zpd 9(0,1,000D: 8(0,1,000Zps - Lya Ly,

2 2 2 2 2 2 T
5(0,1,0,0,0)]36» 6(0‘1‘0‘0,0)3(361’ 5(0,1,0,0,0)Af5d’ 6(0‘1‘0‘0,0)CB’ 5(0,1,0,0,0)AB’ 6(0‘1‘0,0,01Ar3’
5?0,1’0’0’0)@3 e 6?0‘1‘0‘0‘0]&3, respectivamente. De igual modo aparecerao termos

no desenvolvimento dos calculos dos cumulantes, dos A’s, dos €’s e dos d’s
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que sendo necessario definir A,y em que k=1,2,...el=1,...,n, sendo eles:

1 h' h/Z h/Z h/3 h/4
AM=—, Aa=—5, Aa=—75, Au=—35 Asn=-—35 Aa=-—3,
b o7 o7 o7 o1 ¢!
h-h” (I) - h/3 2h'+h” d) o 3h/3 hlzh// (I) - h/4
M=——g—1 Ag="——5—1F NAq=—""07F—1
b7 b7 bt
P 2’ A — 10h/7h"1py — 15h"} Ay — S0 5h'7
o7 b1 ’ b7 ’
Shlth/ltd)l o Zh/% o h///ld)% 7]1/1}1//1(1)1 o 5}1/% . h///Ld)%
Azt = o3 y M= o3 :
1 1
A = —5}1”%(1)% 4+ 22}1/%}1//1(1)1 o 5}1/1}1”/1(1)% o 12h/‘l¥ + hm/td)%
b7 ’
A AN pE — 130 Th" (dy — 12 W ? + 5h/{ — 15h/ (W d?
16l — )
o
_ —A2n"7 P +167h/ TR pi+16h" h | pf —85h/T —4Th/th//  $f —16h/th"/ i +6h"" 7
/\171 - ot y
1
B 4],1’/1}1//1(1)1 o 3}1/% . h///Ld)% B h/ll(bl . h/%
AigL = o3 y Mo = ol
1 1
AZOI _ _Zh”ld)l + Sh/% AZH _ h//%d)% . 5}1,%}1”1(1)1 4+ hllhmld)% + Sh/‘l‘
b7 ’ N ’
2 2 4
/\221 _ 3]’1,//1(1)% o 12],1’/1}1//1(1)1 + 2)]1’4/1 + 4h/thmt¢% - h////ld)%)
1
A ZRTOT — 13RTh by + 9R'] + 2Ry
231 — d)% )
Aoy = 7]’1”%(1)% o 29]1/%}1//1(1)1 + 15]’1’? + 8]1’1]’1’”1(])% - h””ld)%
by ’
P 4n"EpE — 23hTh" dy + 15h'] + 4h/ (" 2
251 — (1)4 )
1
Mgy 2h" 77 — 13h/Th" 1y + R/ + 2h/th” 1§}

7
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4]1”%(])% . 17]1/%]1//1(1)1 + 9]1/[11 + 4]1/1}1”/1(1)% . h””ld)% + Shllhmld)l

Aoy =
N
o 7h/%h”1(|)1 - Sh/‘l‘ - hllhmld)%
281 — d)4 )
1
Ay ARG+ AN — 3TR TRy + R + 29
O ’
Ao TR — 6h'; —h" 2
301 — (I)3 )
1
AL SIOT— 22RThy by + 120" + 6hihy b — hy"
311 — d)4 )
1
e = W1
O ’
Ao _ —Nhh gL+ 1T — 3R + 4h 17
331 — (I)4 )
1
A 9]’1,1}1”1(1)1 - gh/f o hmld)% A 7h,1h”1¢1 o Sh/f o h”/ld)%
341 = % ) 141 = o3 ,
1 1
A JOR IRy — 9h’;
351 — d){, y
e a matriz diagonal Ay = diag(Ax, ..., Axn), sendo os elementos da forma Ay,
g

onde k =1,23,...el=1,2, .., n Para obter €, g, substituimos Ksu,, Krg € K
na expressao de A5, dada em (3.2) e efetuando os calculos algébricos obtemos
a parcela (Ver apéndice E). Substituindo os cumulantes nas expressoes

K
_ _rs tu Tstu (W (su)
Arstu = K'K <— — Kist + Krt ) )

4
K
)\rstuvw - KrSKtquw {Krtv < SgW - Kglvlv)>
K
ke (S5 ) il e} 3.6

efetuando os calculos e, em seguida, aplicando os ) ' e ) ” encontraremos
(Ver apéndice F):
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’ . 5(0‘1‘0‘0,0)(5(0‘1‘0‘0,2] - 1) T, %42 x31 + 2062,0
Z )\RStu — ( /\4 _—_

4 L 16 3 AZ)ZBdZydL

, ~5(0,1,000(0(0,1,002-1) T, %42 31+ 2020
Z }\TsTu — ( /\4 -

A
1 AT 8 2t
00+ &
+%/\10)Zﬁdzy&

801,000 (801,000 — 1% 20+ 3.1
Z ,)\RSTUVW - —— = - : LTAZZdeyZyd/\L?,L

4 16

+5(0,1,0,0,0)(5(117070,0) —1)? “3»3(0‘2gz+ %3.1) VALZyaZy Zya\st
_5(0‘1‘0‘0,01(5(21‘o‘om — 1) 0‘22(“2;; %31) U ALZyaZyZya\sit
_5<o,1,o,o,0)(5<il,o,o,0) — 7oy (“2302 o) UALZyaZyZyaMat

801000801000 — 1?20+ 31
Z/)\RStuVW:_ (0:1,00,0)17(0,1,0,0,0) . . LT/\2Z|3dZYZYd/\30L

16 16
5 (5 —1)? azs(x20 + x31)
(0,1,0,0,0) (10,61,0,0,0) 33 zg; 3 T, 7 502, Z aMst
5 (8 — 12000+ o
L 301000 (10,61,0,0,0) 2.2( 23,02 3,1) T AsZpaZoyZya Aot
o (5 — 1) o100+ &
001,000 (10,61,0,0,0) 11( 23,02 3.1) TAZpaZ o Z e at
ZI}\TSTuVW =0
(20 + x3.1)% 8701000 (80,1002 — 1)
D st = 0 e O [tr(A2Zy (2 A)T)
31
+§L AzZﬁdZyZ(gd/\zl,]
87 (80,1002 — 1) (020 + 0t31)2
Z /)\rstuVW - 01000 4 20 4 > tT[AZZV(ZI%Z)AZ)T]
Moo — 57 (80,1002 — 1)
S Avertion = (20 + 063,1)24 X2,0 — ®3,1) ©10,1,0,0,0) (:1 0,02) TIAZ(ZE AT
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0(0,1,000) (00,1002 — 1) 7, & 31+ 2
D "Arse = : ] (4 ] L 146;2/\4_ =L 3 22 A2)ZapaZayat
) ) _ 2
Z Nt = (0,1,0,0,0)(4(0,1,0,0,2) 1) LT( 0;22A4 X3 %;3 ocz‘o/\z_'_
Koo+ &
%/\10)225dz2ydt

801,000 (801,000 — 1% 20+ 31
Z”)\RSTUVWZ_ : S U A

; - ZrvaZryZoya\izit
n 5(0,1,0,0,0) (5(31 000 — 1)? 0‘3»3(“2é2+ %31) VA% ZoyaZoyZoyaAsi ]
_5(0,1,0,0,0)(5(21,0,0,0) —1)? “22(0‘2;2—'— %31 )TT/\ZiZZvdZZVZZYd/\SIL
_5(0»1»0»0»01(5(21»0,O»OJ — 1oy (Oézéo;‘ %31) U A2Z2yaZayZoryaNiat

3 Mrstn = 5(0,1,000) (5(1061 000 = 1?20 1+6 B3 T A ZogaZoyZayalsol
8(0,1,00,0)(8 (1Oé1 000 —1)? 063’3(0626;04+ %3.1) V' A2Z2paZayZrya/\st
+6(0’1’O’O’OJ(6(10g 000 — 1)? 0‘2’2(“2;2_{_ %3,1) VU A2Z2paZoyZoya N2t
_ 5(0‘1‘0‘0‘01(5(1061 000 = 1) o, (“Zé"z T o) U A2ZopaZayZayahiat
> "Aestuvw =0

262 00(6 )
3 s = 220 ;“3") 100 IO r(AsZay(Z5pA2))

3
+§ LT/\2Z2|3deyZz|3d/\zL]
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52, (8 ) 2
Z //}\TstuVW - 0.10.00 (4(_)‘1‘0‘0‘2] ((XZ,O ;4063,1) tr[AZZZY(Z(Zzﬁ]AZ)T]

2
p (o204 o31)(TTota o — x31) 23(0,1,0,0,0)(5(0,1,O,O,ZJ —1)
Z )\rsTva -

2
o 2 trlA2Zay (Z53A)"]

Aplicando a expressao

€p+q,py = Z /()\rstu - }\rstuvw)
By

e efetuando os calculos, obtemos:

8(0,1,000(0001002 — 1) 1, 42 31+ 2000
€ptapy = 4 L 8’ Ag—— 4 ~A2

X201 %31 —; *31 A10)ZgaZyal
o3 3( X0+ 371)
32

8(0,1,00,0)(8(0,1,00.2) — 1)ZLT( X2 0+ X371
16 16
x22(020 + 063,1)/\ ~ago(o0+ az1)
32 5 64
(o1 +4)(x20 + x31)
64

+ Az — As

A1z

+ MAa)ZyaZyZga\al

52 (& —1) z
~ 9(0,1,000) (:‘1‘0‘0,2] (Oéz‘o —11-6063,1) LTAZZﬁdZyZBdAZL

2
6(0,],O,O,O)(é(OJ,O,O,Z) - 1) (o204 1) (3020 — o31)
4 8

Aplicando de maneira inteiramente analoga para a expressao

trlALZy (25 A)T]

Eltpra-pr+ally = ) st = Arstuow)
By

e efetuando os calculos, obtemos:

810,1,000(8(0,1,002)— 1) 1, x4 31+ 2000
€l(pta)—{pi+ar | By = 4 U= A~ 7
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020+ 31

T

A10)ZrpaZryal

010,1,00,0)(8(0,1,002) — 1)ZLT( 20+ X3 o3 3(X20 4 0t31)
16 16 32
o 2( X204 0t31)
32
3ot +4) (020 + x31)
64

As

0 2( X0+ 31)

/\_
8 64

A1z

N

A1a)LryaZryZoga/\oL

8701,00,0)(801,002 = 1) (g0 + x31)2
— 00 4 20 16 2 VA ZopaZryZopa Aol

2
5101,000(0101,002 = 1) (a0 + a3,1) (30620 — x3.1)

+ 4 3

tr(A2Zy (Z5A0) .

€lp+a,8y] " Clp+a)—(p1+a7)],BY
P1+a1

Finalmente, substituindo em d,,, 4, gy =

obtemos:

31+ 2000

1 0(0,1,00,0)(0(0,1,002 — 1) T o4 2
4

P1+ 4 8
X20+ X3
2

AV AV

dp] +a1,By =

Aio)(Zpalya — ZrpaZaya)ll

B o3 3(0x20+ x31)

801000801002 —1)? T 00+ 3
32

16 i 16
x22(0620 + 31
32
(o1 +4) (20 + 0t31)
64

/\]3 /\5

B o0+ oz 1)
64

Ag A1z

+ ANalZyaZyZga — ZoyaZoyZopa) Aol

57 (80,1002 = 1) (20 + 03.1)?
(01000 ) (220 G 31) UALZpaZyZpa— ZapaZayZapa) Aot

2
5101,000(0101,002 = 1) (a0 + a3,1) (30¢20 — x31)
4 8

~Zn(ZSA) M)

+ tr{AL(Z,(ZA)T
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3.2.2 Correcao de Bartlett para a estatistica da razao de ve-
rossimilhancas sobre a locacao com 3 e y desconheci-
dos

Apresentamos os testes da razao de verossimilhancas da hipotese H, : 31 = 3 2‘”
contra H: 3; # 52‘”, em que 52‘” € vetor especificado de dimensoes p;.

Considere

2E(B1, B2, V1, ¥2)] — U(B1, B2y, v2) =P+ q + €prapy T OM ),

em que o termo €, 4, € de ordem n' e é escrito na forma

€prapy = (Arstu— Arsuow), (3.7)
By

Também temos
ZE{Q[(MOJ, B2, v1,¥2)] — U(B1, B2y y1, v2)]} =

(Pp+qg—p1)+ €p+q—pi ],y T O(n—Z),

sendo

€p+ra—pilpy = Z "(ArsTU — ArsTUVW) (3.8)
By

em que ) " denota o somatoério apenas sobre os componentes dos vetores (3,
e v, isto €, sobre p —p; € q parametros de pertubacao, uma vez que 3; esta
fixado em [320].

E[RV,] = 2E{[¢(B1, B2, V1, V2) — B, B2y Y1, V)] —

0B, Bayr, 72) — LB, B2y y1, ¥2)) =

=P +d+e€prapy) —[(P+d—p1) + €pragpnpd + O(n?)

-2
=P1+ €prqpy — Ellpra—p ey + O(M)

. <1 L Eptapy ;[(wqm )usv) L oMY
1

= P (1+ dm ,By) + O(n_z)-

Podemos melhorar a aproximacao da média da estatistica da razao de veros-
similhancas pela média da distribuicao xf)] substituindo RV, pela estatistica
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modificada RV; dada por
RV,

T+ dm,ﬁv)

sendo o fator de correcao de Bartlett determinado através de

RV} =

¢ =1+dy, gy,
em que
€p+a,y — €lp+a—p1)1.B
dphﬁ'y: PT4q,Y ‘p]p q9—Pp1 'Y. (3.9]

Para obter €, gy, substitulmos K,su,., Kiy € Ki na expressao de A, dada em
(3.2) e efetuando os calculos algébricos obtemos a parcela (Ver apéndice E).
Substituindo os cumulantes nas expressoes

K
_ o rs tu Tstu (W (su)
Arstu = KK <— — Kist + Krt ) )

4
K
Arstuvw = K Sk K™ {Km < sgw — KL‘JJ)
K
+ Krey < S4VW — Kg‘;l) + KS]KQ;\} + Kff;)Kgﬁ&} (3.10)

efetuando os calculos e, em seguida, aplicando os ) ' e ) " encontraremos:

) (6 —1) 1 « o371+ 2
Z,)\Rsmz (0,1,0,0,0) (:,1,0,0,2) T 122/\4_ 3,1 s Z‘OAz)Z@dZydL

> ) _ 2
Z N 0,1,0,0,0) 4(0,1,0,0,2) 1) I 0;22A4 SR -; 062,0/\2_|_
%A1O)Zﬁdzydlf

801,000 (801,000 — 1% 20 + 031
Z ‘ARsTUvw = — ( — ! ‘ : LT/\szdZVZvd/\L%L

4 16
) ) —1)?
i (0,1,0,0,0)( (0,1,0,0,0) ) 063,3(062,0 + 063,1) LTAZZdeyZydASL
4 64
 801,000)(80,1,000 = 1)% &z2( 0020 + x31) T ASZaZ Zya el

4 32

801,000 (801000 — 1% o1 1(20+ 0t31)~
_ 2 ) (4 ) L] Zé"z U ALZ yaZyZya At
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801000801000 — 1)? X2+ 31
Z/)\RStuVW:_ (0:1,00,0)17(0,1,0,0,0) . . LT/\2Z|3dZYZYd/\30L

16 16
+5(o,1,o,o,0)(5(10,61 000~ 1? 0‘3»3(“2604+ %31) U A2ZgaZyZya st
+5(0,1,O,O,0)(5(10g 000 — 1? 062‘2(062302+ %3.1) VA ZgaZyZya At
_5(0717070,0)(5(10761 000~ 1) o (062302—'— %3,1) U A2ZgaZyZya Aat
> Arsruvw = 0

0o+ 31)2 8% (801,002 — 1)
3 Mastny = (220 80107 Tor000 0K [tr(AZy(ZFA)T)

3
+§J/\zzﬁdzyzﬁd/\zq

2
Z "\ W = 5(0,1,0,0,0)(6(0‘1‘0‘0,2) —1) (062,0 + 063,1)2
rstu -

(2) T
i Az (ZA)T

2
, (OCzyo + 3,1 )(1 1 X20 — OC3y]) 6(()‘1‘()‘()‘()](6(0‘1‘0‘0,2] —1 )
Z )\rsTva -

(2) T
24 4 tr[AZZY(ZB AZ) ]

” 0(0,1,00,0(0(0,1.002) — 1) 1, xa2 31+ 2020
T hesue - (Bazp, %ot 2

) Uigg e 3 NA2)Zrpalyal

" 6(0‘1‘O‘O,O](é(OJ,O,O,Z)f]) T OC4y2 OC3,] +20CZ,O
Z )\rsTU: 4 L(16A4_ 3
X0+ X3
2

Ao+

MAi10)ZrgaZyal

801000801000 — 1% 20+ 3.1
Z ”)\RSTlew - - — —— : : LT/\ZiZ

) TG valyZya\izt

8(0,1,000)(8(01.000 — 1)? atz3(020 + x31)

4 64

+ LT/\ZiZdeyZyd/\mL

801,000 (801000 — 1 x22(20 + 371)
2 ) (4 ) T AniZyaZy Zyals
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801000801000 — 1% 1 1(x20 + 37)
Y i S AZyaZy Zya

d 0,1,0,0,0 (5 0,1,0,0,0) — 1)2 20+ 31
Z "ARstuvw = — ( ) (1 A ) ’ 16 " A2ZopaZyZyaAzol

5(0,1,000(8(0,1,000 — 1 a33(0020 + 3.1

+ 16 o4 LT/\2Z2[3dZyZyd/\5L
) ) —1)2
n 0,1,0,0,0)(8(0,1,0,0,0) )2 2(ea0+ o31) LT/\zZzﬁdZyZyd/\ut
16 32
- 00,1,000(8(0,1,000 — 12 oq1( 0 + 3.1) T AsZopaZo Zya st
16 32
Z //}\TSTuVW =0

2
D Arstuw = (02,0 + 03,1)% 8701,000/(0101,002 — 1)

5 i [(tr(A2Z2,(Z55A2)T)

3
+ z LT/\2Z2[3dZyZ2[3d/\2 L]

82 (801,002 = 1) (020 + 0t31)?
D et =~ (o2 5 2 A7, (Z8A) T

2
(o204 031)(TToa 0 — x31) 8(0.1,000)(8(01002— 1)

57

D At = — trlA2Z,(Z53A0)"]

24 4

Aplicando a expressao

€p+q,py — Z /(Arstu - )\rstuvw)
By

e efetuando os calculos, obtemos:

0(0,1,00,0)(0(0,1,002) — 1) 1, Xa2 31+ 2000
. _ %0100, 1,00, (%42, %, N
p+4q,py 4 ( 3 4 74 2
20+ 31
———N\10)Zpalyal

2
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801000801002 — 1) 1+, 020+ 31 o33(0000 + x371)
0T M1,y 2331020 T A1)
16 TS 13 32 5

x22(020 + 063,1)/\ ~ago(o0+ az1)
32 ® 64
oo g +4) (a0 + x31)
64

+

A1z

N

/\14)ZdeyZ|3d/\2L

52 (5 —1) ’
90,1000 (:‘1‘0‘0,2] (Oéz‘o —11-6063,1) LTAZZﬁdZyZBdAZL

2
816.1000)(80,1,002) = 1) (020 + 0t3.1) (30620 — 43.1)
4 8

Aplicando de maneira inteiramente analoga para a expressao

n tr{ALZ,(Z A2)T]

El(p+g—p1 ),y = Z //(}\rstu - )\rstuvw)
By

e efetuando os calculos, obtemos:

8(0,1,000(0(01002 — 1) 1, X422 31+ 2000
€lpta—p By = A L g A
Ko+ &
%Am)zmdzydt
8(0.1,000)(801002 — 1)? 1, 020+ 31 o33(0020 + x371)
0T X1 A, 2331020 T A1)
+ 16 s A 32 5
o200+ a31) 0200+ 0tz 1)
20207 %31\ K22 %20 T A3
32 8 64 2
(Box11+4) (20 + o31)

+ MNia)ZyaZlyZoga/\aL

64

8701000801002 = 1) (0120 + 0t31)2
— (01000 7 20 e > U A2ZopaZy Zopa/\at

2
810.1000)(80,1,002) = 1) (020 + 0t3.1) (30620 — t3.1)
4 8

Finalmente, substituindo as eXpressoes €piq,8y1 € €l(ptq—pi),py] €M dp, gy =

Clp+a,8y] Clp+a—p;),BYI
P1

obtemos:

n tr{ALZ, (Z5A2)T]
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T 8001000001002 —1) 1,42 ®31 1+ 2020
dy, gy = —{ Q1000100100 2p,— 2 oA
P1,BY p1{ 4 L ( 3 4 4 2
%20 %30 A V(ZpaZvd — ZapaZ
f 10)( Bdtyd — £2Bd yd)L
801000801002 — 1)? 1, x20+ 31 o33(0020 + 03,1)
0 31, 33\ X20 T K1)
* 16 s T 32 5
o 2( X204 t31) 0 2( X0+ 31)
20207 %3] S22%20 7 A1)
32 8 64 12
(Botr1+4) (20 + x31)
TRkt 20 SN ZyaZyZpa — ZyaZyZopa) Aot

64

52 (8 -1 g
B (0,1,0,0,0) Z),],0,0,Z) ((XZ,O —‘:_6063’1) LTAZ(ZBdZYZBd — ZZBdZ’YZZﬁd)AZL

2
5101000001002 = 1) (a0 + a3,1) (3020 — x31)
4 8

—Z,(Z A,

+ trlA(Z, (25 As)"

3.2.3 Correcao de Bartlett para a estatistica da razao de ve-
rossimilhancas sobre o parametro de escala com 3 e y
desconhecidos

Apresentamos os testes da razao de verossimilhancas da hipotese Hs : y; = y§°)
contra H:vy; # yﬁ"), em que yﬁ") € vetor especificado de dimensao q;.
Considere

ZE{B[(Bthﬁh?z)] —UBH B YL Y =P+ ad+ €prqpy T O(n2),

em que o termo €, qp, € de ordem n~' e € escrito na forma

€prapy =) (Arstu— Arstuvw), (3.11)
By

Também temos
2E{U(B1, B v\, )] — LB, B2y 1, Y2} =

(P+d—d1)+ €prqq npy + O(M2),
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sendo

€lp+a—an)l,py = Z "(ArsTu — ArsTUVW), (3.12)
By

em que ) " denota o somatoério apenas sobre os componentes dos vetores (3,
e 2, isto €, sobre p e q — q; parametros de pertubacao, uma vez que 37 € y;
estao fixados em yﬁ‘”.

E[RV3] = 2E{{t[(B1, B2, ¥1,72)] — LB, B2, v1, v2))—

{el(B1, Bz,Ygo),f/z)] —L(B1, B2, v1, V2 =

=(P+a+eprqpy) — P +d—d1) + €pra—apy] + O(n )

2
= d1+ €piq,py — Elpra—a),py + O(M )

—q (1 + €p+q,By — :[(erqql)},ﬁv) + O(n_z)
1

=q1(1+dg py) +Om2).

Podemos melhorar a aproximacao da média da estatistica da razao de verossi-
milhancas pela média da distribuicao xf)] +q, Substituindo RV; pela estatistica

modificada RV} dada por
RV3

1+ dquﬁV)

onde o fator de correcao de Bartlett é determinado através de

RV; =

C:1+dmyf3%
em que
€ptayy — Elp+ra—ail,p
dg, py = % q:’ TPy (3.13)

. - t
Para obter €, gy, substituimos Kysty, kM, kY

€ Kyt Nas expressoes de A,
dada em (3.2) e efetuando os calculos algébricos obtemos as parcelas (Ver

apéndice E). Substituindo os cumulantes nas expressoes

K
_ s tu rstu () (su)
}\Tstu = K'K <— — Kist + Kyt )

4
A _ . Ts tu _wvw Ksuw ()
rstuvw — K "K77K Krty 6 Ksw
K
ke (S5 = kb)) e} 3.14)
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efetuando os calculos e, em seguida, aplicando os ) ' e ) ” encontraremos
(Ver apéndice F):

) ) — 1 2
Z Asen — 0,1,0,0,0)( (:‘1‘0,0,21 )LT( 01622/\4 e ; OCZ’O/\z)Z@dZydL

1) ) _ x x31+ 2
Z /)\rsTLl _ (0,1,0,0,0)(4(0‘1‘0‘0,2] 1) LT( 146,2/\4 o 3,1 5 2’0/\2—1—
Koo+ &
‘f‘%/\]o)Z(gdZydL

801,000 (801,000 — 1% 20+ 031
Z /)\RSTUVW - —— = : ’ LT/\ZZdeyZyd/\L?,L

4 16

+5(0,1,0,0,0)(5(317070,0) —1)? 0‘3»3(0‘2:4+ %3.1) U ALZyaZyZya\st
_5(0‘1‘0‘0,01(5(21‘o,o»m —1)? 0‘2»2(“2;); %3.1) U A2ZyaZ Zyasit
_5<o,1,o,o,0)(5<21,o,o,0) — oy (“2;2 +a51) UALZyaZyZya st

801000801000 — 1% 20+ 031
Z /)\RStuVW =—— —— : : LT/\ZZ(gdZyZyd/\g,oL

16 16
+5<o,1,o,o,0)(5<10,61 000 —1)? “3»3(“2:4 + 31 VU A2ZgaZyZyal\st
+5(0‘1‘0‘0»0](5(10,61 000 = 1)* “22(“2;2—'— %3,1) U A2ZgaZyZya A1t
_ 5(0,1,0»0»01(520,61 000 = 1) (“2302 FO1) TN 7007, Z
> " Awstuvwy =0

0o+ 031)2 8%, (801,002 — 1)
3 Mesean = (20T G0 ot 000726 (A2 A

3
+§J/\zzﬁdzyzﬁd/\zq

2
Z Aoy — 810.1000)(80,1,002 = 1) (020 + 0t3.1)?
rstu -

(2) T
) 7 tr[/\zZy(ZB A2)']
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2
/ (0204 x31)(1Toxz0 — x31) 23(0‘1‘0‘0,01(5(0‘1‘0‘0‘2] —1)
Z )\rsTva -

(2) T
24 4 tT[AzZY(Zﬁ AZ) ]

5(0‘1‘0‘0,0)(5(0,1,0,0,2) - 1) X422 x31+ 200
Z "ARstu = T E2A, — 220 A0) ZgaZ oy at

1 "6 8

d o - x x 2
Z”?\rsTu _ (0,1,0,0,0)(4(0,1,0,0,2) 1)LT( 146,2/\4_ 3,1—; 2,0
X200+ X3
2

Ao+

A10)ZpaZryal

801000801000 — 1% 20+ 3.1
Z//ARS‘I'L[VW:—(””) (777)) ) ‘LT/\Z-L

2 Te VA NRVANVA&NLUASEL
5 5 — 1% as3(a o
n 0,1,0,0,0)(8(0,1,0,0,0) )% 3 3(00+ 3‘1)LT/\2122yd22y22yd/\51L
4 64
) ) —1)?
B (0,1,0,0,0)( (0,1,0,0,0) ) 062,2(062,0 + 063,1) LT/\ZiZZdeZyZZVdA&L
4 32
8(0,1,000)(8(01.000 — 1) a1 1(020 + 31)
! L 2 ) Ll 2;2 2P A2ZayaZ oy Zoya Mt

801,000 (801,000 — 1% 20+ 3.1
Z /,ARStuVW - = 0 - : LT/\2Z[3dZ2yZ2yd/\30L

16 16
8(0,1,000)(8(01000 — 1)? az3(x20 + 31) T AsZpaZoy Zoyast
16 64
B B —1)2
n (0,1,0,0,0)( (0,1,0,0,0) ) 062,2(062,0 + 063‘1) lT/\zZﬁdZZyZZyd/\lzt
16 32
) ) —1)?
00,1,000(8(0,1000 = 1 1120+ 31) T AZ paZoyZayaArat
16 32
Z //)\TSTUVW =0

2
Z "\ (oot x31)? 6(0‘1‘0‘0,0)(6(0‘1‘0‘0,2) —1)
RStuvw —

5 i [tr(A2Zay (Z5gA2)T)
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3
+ z LT/\zz BdZZVZ Bd/\z L]

82 (8 N 2
Z //)\rstuVW - 01000 (4(-)7]70’0’2) ((XZ,O ;4063‘1) tr[AZZZY(Zg)AZJT]

2
, (OCzyo + 3,1 )(1 1 X20— 063’1) 6(0,1,(),(),())(6(0‘1‘0‘0,2] - 1)
Z }\Ts'l'l,lvw -

2
I y tr[A2Zoy (2 A5) "]

Aplicando a expressao

€p+q,py — Z /(Arstu - )\rstuvw)
By

e efetuando os calculos, obtemos:

8(0,1,000(0(01002 — 1) 1, 422 31+ 2000
€ptq,By = 1 L 3 AVE TAZ

X201+ 31
f/\m)zﬁdzydl'
o3 3(X20 4 0t31)

801000801002 — 1)? T K20+ 31
32

16 ' 16
o 2( X204 0t31)
32
(Bot1 g +4)(x20+ x31)
64

+ Az — As

0 2( X0+ 31)
64

Ag — A1z

+

/\14)ZdeyZ(gdA2L

52 (00,1002 — 1) (620 + x31)2

2
8701000/ (201,002 = 1) (020 + x3.1) (32,0 — 0t31)
4 8

Aplicando de maneira inteiramente analoga para a expressao

trlALZ,(Z'A))]

€l(p+g—ai)l,py — Z //(Arstu - )\rstuvw)
By

e efetuando os calculos, obtemos:
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0(0,1,000(0(0,1,002 — 1) 1, Xa2 031+ 2000
€llpta—ar),By = ) t( g /\4—T/\z

X0+ &

%A1O)ZBdZZVdL

o3 3(xX20 + o371)
32

8(0.1,000)(8(0,1,002) — 1)2LT( X0+ X371
16 16
o200+ a31)
32
311 +4) (20 + x31)
64

+ As
B o0 0+ oz 1)

64 A2

Asg

N

A14)Zlde2yZ[3d/\2L

52 (5 —1) :

2
8101,000)(0001,002 = 1) (a0 + a3.1) (30620 — x3.1)
4 8

Finalmente, substituindo as expressoes de €, 4.8y € €[(p+q—q; ).py €M dg, gy =

€lp+q,By] " C€l(p+a—qq)l,BY

n trA2Zoy (25 AT,

a
obtemos:
T 8010000001002 —1) 1,012 oz 1+ 2000
= — (201,0001000,1,00, 27, - 31200
dq, py q1{ 4 L 3 4 4 2
%20 £ 030 A V(ZoaZod — ZaZ
- 5 10)( Bdlvyd — £pd Zyd)L
8010008001002 — 1) 5 20+ 031 o3 3(X20 + o371)
0T A, X380 T 05)
+ 16 A A 32 5
o220+ a31) o 2( 20+ 0t31)
2020 T A1) K221020 T Xo]
32 8 64 12
(3ot +4) (20 + x3,1)

+ ANalZyalyZpa — ZoyalryZpa) Aot

64

52 (5 1) 2
— (01000 (:,1,0,0,2) (20 T6(X3‘1) VALZgaZyZpa — ZpaZayZpa) Aot

2
570,1,0,00(8001002 = 1) (ct20 4+ 031) (3020 — 3.1)
4 8

trAZ, (25 A2)T
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~Z3(ZP A
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Capitulo 4

Conclusao

A principal contribuicao teorica desta dissertacao, consiste na obtencao de
uma expressao em notacao matricial do fator de correcao de Bartlett para a es-
tatistica da razao de verossimilhancas de testes sobre a média e/ou parametro
de precisao em modelos nao-lineares simétricos heteroscedasticos. Vale salien-
tar que consideramos quaisquer funcoes de ligacdo para a média e para o
parametro de precisao.

Como trabalho futuro, podem ser feitas simulacoes de tamanho e poder
do teste com o objetivo de comparar a eficacia da correcao em pequenas
amostras.
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Apéndice A

Calculos dos cumulantes em
relacao ao parametro 3.

Neste apéndice apresentamos a obtencao de alguns cumulantes conjuntos
com derivadas do logaritmo da funcao verossimilhanca do modelo nao-linear
heteroscedasticos necessarios aos calculos do termo que define a correcao de
Bartlett para a estatistica RV os cumulantes em relacao ao parametro (3, e
suas derivadas.

A.1 Calculo de K,

Como
_lgn n 2
u, = aaea , logo temos que: U, = a;'[(;:] = ZZl:]log(d;l@)jZl:]logg( ) com
r=1,..., p. Portanto
Zl 1 Zl \/CI) ( )]
Como K, = pu, = E(U,), logo temos que: K, = —3 ', t \/d> (1), ou seja

Ke=—0t10 1, \/%(r)l. Como «; o = 0, logo temos que K, = 0.

A.2 Calculo de K,

Como
no L2 1 2) 1
U, = afs afg , logo temos que: Uys =3 "yt (T, sh — ZL t(Zl)ﬁ(rs)l.
Como K5 = p,s = E(U,s), logo temos que: k., =—3 ", E 1) \/%(rs)l ou seja
Kys = X20 Z{; %(T, S)i— X10 Z{; \/%ﬁl(ﬁ ).
Como «; o =0, logo temos que: K,s = x, Z{‘:] é(r, s)1.

69
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A.3 Calculo de K,

Como
ot o
urs - aﬁr 0Bs ) 1
Zl1 zl 1) Zl1 (z0) 7 (S
Portanto U, s = Zl t t (z1) (h( St
Como K, s = s = E(U s) logo temos que: K, s =p11) -, é(r, s)L.

A.4 Calculo de Kg)

)

3 (K .
Como K!Y = E)Bt ) logo temos que: KLY = 3p: (2,0 Y, é(r, s)t).

Portanto, K\t = a0 1, é[(rt, s) + (r,st)]

A.5 Cilculo de K!!

(t) o(Ks,s 9(—Krs L) 2 1
Como Kr(s] = (6[3 ) = (aﬁt ) logo temos que: K; s = a—ﬁt(—oczp > a(r, s).). Por-
tanto, Ki's = —a203 1, i[(rt, )+ (v, st)h.

A.6 Cilculo de K!'

92 (Kos 3(Krs ak!t
Como Kt afgiaﬁj — %( gﬁt )y = (6(3 , logo temos que:

Kis = ggc (o0 X1y gLt s) + (v, sl
KSA’;LL) X320 Z{l:1 é[(rtuv S) + (Tt, SLL) + (ru, St) + (T, Stu)]l-

A.7 Cilculo de K\

2 k)
Como Kﬁtﬁ] = &Ks) 3K ) h60 temos que:
6Btaf3u 9. q

K = 52 OCzoZI L l(rt,s) + (v, st)]),
K = —a0 Y1y -t s) + (vt su) + (ru, st) + (r, stu)],.

A.8 Calculo de K,

Como

03¢ = 2) 1 . 2 |1
Ug=———= E tz—(r,s)—g tz—(rs
0B OBOB: = o =)V

1=1
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Assim

n n

U, = Zt (1,5, t) 1+Zt [(rs, 1) +(r,st)+(Tt,S)]1—Zt&])

Como K5 = prse = E(Uyst), logo temos que:

Kt = O(goZ rst1+oczoz¢ s, t) 4+ (1, st) 4+ (rt, s)] ocmZ\/_rst
1

Como azp=0€ ax;o=0,
logo temos que:

Krst = X20 2?21 %[(TS, t) + (T, St) + (Tt, S)]l-

A.9 Calculo de K,

Como
Urst = 25 35 a5 = WrllsUy
logo temos:
Urse= (=Xt JO(= X0t 7 (810 (= Tt 7 (B
Portanto Ur,s,t = Zl 1t 1) l t( )] ‘ (r s, t)1.

Z\/a

Como K, st = prst = E(U;51), logo temos que:

Kf»syt = _BUJ Z?:] \/1?(73 s, ).
1

Como 3111 =0, logo temos que: K, =0.

A.10 Calculo de K,

Como
2
WUt = a[ﬁ aeﬁ 6[3 UTSILc logo temos:
1 (1) 1
Upse=—2 [t \/47 (rys,t)) + 2t (zl]\/—d.ﬁl(r&t)l)-

Como Kigt = st = F—(urs,t)a logo temos que:
Kist = —PB21 2 13 %(T, s, i+ B> 1y %(TS, ).
Como B,7 =0, logo temos que:K,st =11 |-, F (rs,1)1.
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A.11 Calculo de K,

Como K, g + Kygp — KS[) =0, logo temos que:
Krst = K{ = Kyt
Krst = 0202 14 é[(rt, $)+ (rs, t)hi— a0 1y é[(r, st) + (rs,t) + (rt, s)].
Portanto
Kist = —®202 14 é(ﬁ st)i.

A.12 Calculo de Krst

Como Krst = a(;ﬁm logo temos que: Krst = afs (20> 1o d> [(rs, t)+(r, st)+(rt, s)]q).

!
Portanto, Krst =00 1 a[(rsu,t) +(rs, tu) + (ru, ts) +(r, stu) + (rtu, s) +(rt, su)ly.

A.13 Calculo de KTS t

a(Kr,s t

T , logo temos que: Kr ot = —O Portanto, Kr «t=0.

Como Krst— 3B

A.14 Cailculo de K,

Como K(u) = 8(5% logo temos que: Kf;L = aKBj (B11 X1y g (s, t)h). Portanto,
rst [31 1 ZL 1 d> T’SU t) + (TS,tLL)]l.

A.15 Calculo de Kr st

Como Kr e — a(gé st) logo temos que: K\, = %(—azp Y g (ryst)y). Por-

tanto, Kr =020 1 . Ll(ru, st) + (1, stu)],.

A.16 Calculo de K,

Como ,
o4 0« .3 |
Urstn = = ( tz T =
" 0B,0BsOB OB OBu ; = /o3




A.17. CALCULO DE Kgstu

Portanto .
1
urstu = Z tgil)]? (T', s, t, 'LL)I—I—
1=1 L
= 1
+ ) [(ru, s, t) + (v, su, t) + (7, s, tu)ly
1=1

Vot
1

[(rs,t,u) + (r,st,u) + (rt,s,u)]s

= 1
+ E tgg)—[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st) + (v, stu) + (rtu, s) + (rt, su)l+
=1 t
- 1 - 1
(2) (1)
+ )t ——(rst,u)y) — t, —==(rsut)
; ( l)d)l l ; (z1) /Py l

Como Kisty = Hrstuw = E(Usrs), logo temos que:

n
1
KTstu = X4,0 Z ? (T, S, t) LL)r}-
=1 "1

1
+as, [(ru,s,t) + (r,su,t) + (r,s, tu)]
3 o; be 1
L
—Q3, ——[(rs, t,u) + (r,st,u) + (rt, s, u)]
3 o; be !
+0<zoZ —1[(rsu,t) + (rs,tu) + (ru, st) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)l+
1=1

Como a3p=0¢e ;o =0, logo temos que:
o LI,
Krotu = otao Y (s, t,uli+ o0 ) ——[(rsu, t) + (rs, tu)+
= Pt = d

(ru, st) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su) + (rst,u)ly

A.17 Calculo de K,

Como
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ur,s,t,u a?i_ a?ges aaf; aBu - u u Utu

logo temos:

Wt =(— 3 (1)L - Y (”L
»S,ty ( ;t(lll\/a(rh)( Zt(zl]m(s)l)

n

(=) ) \/—_ it

1=1 1=1

1 1 1 1
Portanto U, .~ — 51y 11 ) r

Como s = E(Uy5¢0), logo temos que:
Hestu = —B1,11,1 2 1 #(r,s,t,u)t.

Como K s tu = Hrs,tu — Hrsheu — Hrtlsu — Hrubls e, 10go temos que:

Ky s tu = B1111Z¢21’Stu OézoZ (_“Z‘OZ%(tu

Portanto temos que: K, s, = (P11 — 30@0) Z - (r,s,t,u);

A.18 Calculo de K,

Como
2 2
urs,tu = %a(ﬁiaem = U, U, logo temos:
= 1
1,2
Usstu = Zt (r,s,t u)l—ZtEZB)tEZE] = (rs, t,u)—
1=1 1

n

it \/arstuﬁ—Zt (rs, tu)y.

1=1

Como pys 1, = E(Uys 1), logo temos que:
U
Hrs tu = 62,22 a%(ryswtvu 6122 T’S t, LL
1=1

LA L
B, ——(7, s, tu) + B, —(rs, tu)y.
21; o ) 11;(1)1 )



A.19. CALCULO DE Kgstu

Como 312, =0e¢ 327 =0, logo temos que:

LR LI,
Hrs tu = BZ,ZZ _Z(Tv S,t,U)1+ [3],] Z a(rsatu)l-
= =1 "t

Como Kig 1, = Hrs tu — Hrshiu 100 temos que:

=] =1
Kistu = (B2,2 — OCZO)ZEWS»’E,U)I‘FBl,]Za(TS,tu)b
l 1=1

=1

A.19 Calculo de K.y,

Como Kigy, = Krst = a(aKf:“ logo temos que:

Krsta = OézoZ [(rs,t) + (7, st) + (t, s)]0).

Portanto,

Krstu = (XzoZ [(rsu,t) + (rs, tu) + (ru, ts) + (r, stu) + (rtu, s) + (rt, su)l;.

A.20 Calculo de K, g,

Como K, gty + Kyt — thu =0, logo temos que: K, g, = Kstu Korstu-

Portanto temos que:

Ky stu = oc4oZ¢2rstu szoZ rstu

A.21 Calculo de K, ¢,

Como K s 1y = Kystu — KS(L — KS:L + Kgf] logo temos que:

n n
1 1
Kr,s,tu = 40 Z E (T, S, t) u)l — X20 Z a (TS, tu’)l
=1 "L =1 !
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76APENDICE A. CALCULOS DOS CUMULANTES EM RELACAO AO PARAMETRO .
Ao 22 Cé»lculo de Krs’t’u

Como

n n
_ -~ @ ,1,m 1 B M1, 1
Urst = UnsUille = ) t(zl)t(zl)t(zna%”» stwi— ) tohto)te)) o3
1=1 1=1 1

Como st = E(Uys 1), logo temos que:

n
1

urs,t,u: 62,1,1ZE(r)S>t>u 61112 T’S t LL )
=1 *l

Como 3777 =0, logo temos que: st = 211 ZL ] ¢2 (r,s,t,u);. Como Kyg1,, =

Hrstu — Hrstiw, 10g0 temos que:

n
1
Krstu = (B211 —0d0) > F(r, s, t, wh.
=1 "1

Ao 23 Cé»lculo de Kr)st,u
Como U, ¢, = U, U, logo temos

mn
_ @, ,m | - () (1) (1)
Urstu =D t(zl)t(zl)t(zng%(r’ stwi— )ttt o
1=1 1

=1

Como py st = E(U; st), logo temos que:

Hrstu = ﬁznZd)ZTStu B111Z TS’C>U)1-

Como B11,1 =0, logo temos que: i, st = B2112 14 d>2 (r,s,t,u);. Como K, g\, =
Hr st + HruMst, finalmente temos que:

AR
Krstuw = (B211 + &3 ) Z (F%(T, s, t, W
1=



Apéndice B

Calculos dos cumulantes em
relacao ao parametro v.

Neste apéndice apresentamos a obtencao de alguns cumulantes conjuntos

com derivadas do logaritmo da funcao verossimilhanca do modelo nao-linear

heteroscedasticos necessarios aos calculos do termo que define a correcao de

Bartlett para a estatistica RV os cumulantes em relacao ao parametro vy, e

suas derivadas.

B.1 Calculo de Ky

Como
Ug = %2), logo temos que:
0 _1 L | no 2
Up = Gi = Sl s 805 com Rel....q,

Up=—3 X1 o (R — 3 X1tz (R)
Como Kg = pug = E(Ug), logo temos que:

n

1 h/ 1 = h/
K:——E—‘R——cx §—1R.
R > d>1( N 5%, 2 dJL( )it

1=1

Como Ky =0, logo temos que «;; = —1.

B.2 Calculo de Kgg

Como

77



78 APENDICE B. CUMULANTES EM RELACAO AO PARAMETRO y

Ugs = , logo

ay ay

1y 15,2 52 1y, 0
Ugrs = —5 ; AR, Shi+ 4 ;t(zl]zl/\.’)l(R) Shit g ;t(mzl/\zm(R, Sh

Como Kgs = purs = E(Ugs), logo temos que:

1 1
Kgs = ——Z/\m (R, 5)1—1—406222/\31 (R S)1+4(an/\zm (R, S).
= =

Como oy = —1, logo temos que:

““ Z/\31 (R,S),

_ hidi—h'g —2h" 1 +3h'}
Ao = ———, /Ay — "

€m que A31 - ¢’% ) oL — ¢’1

h/Z
rva
oy’

B.3 Calculo de Kgs

Como

Kgrs = —Kgs , logo temos que

B.4 Calculo de Kl(sz)

9(Kgs)

Como Kgs) = oy

, logo temos que:

0
Ked = 57 ZAgle

N /3
Portanto, Kgs] = "%—’1 > i AA(R S, T), em que Ay = %‘%"h‘



B.5. CALCULO DE Ky 79

B.5 Calculo de Kg;

Como K%; a(aK;sJ = a(aERS logo temos que:

Portanto, Ky = —%2=1 " Az(R,S)

B.6 Calculo de K](QTSu)

W _ (K d(K A(KgY)
Como Klg! = aY(T o u] = 3o (a;f]) = 52, logo temos que:
(my (Xzz
Kgs ™ = aYu Z/\n (R, Sh

TUu _
Portanto Kig = %281 57 A, (R, T, U, S);, em que
Ao — h" pF —5h/Th” pr+h/ h"/ $? +3h']
211 = o

B.7 Calculo de K,({;”

W) (K d(K A(—Ky') )
Como K](Q,S) = aY(T s ) — ayiu( (6;5)) = —5,%, logo temos que:
KW = o‘“ § An(R,S),
R,S a,y

Portanto Ky’ = =415 Ay(R, T U, S)..

B.8 Calculo de Kgst

Como Ugst = % entao
1 ¢ RSINE
Ugst = 5 12_1 AR, S, T) — 3 L§_1 to) 2 AR, S, Tt

l — 1™
7D EARS, Tt 2 )tz AR S, T
=1 1=1



80 APENDICE B. CUMULANTES EM RELACAO AO PARAMETRO Y
Como Kgst = prst = E(UgsT), logo temos que:

1

1 & -
Krst = z ; /\131(R, S, T)L — goc3,3 L; ASl(R> S) T)1+

1 s 1 b
%22 Z Aai(R, S, T) + 7% Z AR, S, T)y,
= -

o h/3 o 2]1/1 h”l cbl 73]1,3 . 3h/lh”l cbl 72]1/% 7h”,1 cbZ -
em que As = o Ag = T‘, Azt = 7 SERAS

7hll h”l d)l _Sh/% _h”,l (b%
dy :

B.9 Calculo de Kyt

Como
_ ot oe ar _
Ugs,t = Oyr Oys OvT UrUsUy
logo temos:

l — 3 &
Ursr=—g2 > AsR,S,T)— 3 > t&)]ll/\m(K S, Th—
=1 1=1
éit“)t(” 2A5(R, S, T) —iit(”t“)t(” 3As(R, S, T)
8 (z0) (22U 20 DT g (z0) bz Hz) ZASUR, S, T
1=1 1=1

Como Kgrst = prst = E(UrsT), logo temos que:

1 — 3 =
KrsT = ~3 Z Ast (R, S, T) — g X Z A5 (R, S, T)i—
- =

3

n 3 n
gfxm,zz Asi(R,§,T) — g X111 Z As(R, S, T

1=1 1=1

Assim temos:

T+301+30112+ %1113 =
8 ZASI(RvsaT)I

1=1

Krst=—

B.10 Calculo de Kgs

Como

% ar .
Ugs T = 3Bdvs Byr — UgrsUt logo temos:




B.11. CALCULO DE Kgst 81

1 o 1 o
Ugsr =7 D> AARS, T+ 1 > t&)]ll/\n(R» S, Th—
[ [

1 ¢ 2 1 ¢ 2) . (1
8 Z thg)Z%A“(R’ S, Th— Z tzzf)tng)lf/\m(& S, Th+

8 =1 8 1=1
] — 1 &
+3 2t zAaR S, Tt g 3t AR, S, T

1=1 1=1
Como Kgst = ptrs 1 = E(Ugs 1), logo temos que:
1

1 — n
Kgs,t = 1 L; A7 (R, S T+ 40(1,] ; AA(R,S, T)—

1 b 1 b
——OCZ,ZZ Ast(R, S, T) — g%213 Z A5 (R, S, T+

8
=1 1=1

1 = 1 -
—I—gfxm ; Agi(R, S, T)+ gfxm,z; Ag(R, S, T

B.11 Calculo de Kgst

Como Kg st + Krst — K(S? =0, logo temos que:

R .
KR,ST = K.(ST] — KRST» assS1m

1 ¢ 1 -
Krst=—3 D MRS, T+ g‘xs‘az Asi(R, S, T)i+

1=1 1=1

.I mn
—x A(R, S, T)y,
— 4 1‘1; 141( )l

1

+Z“Z»ZZ Asi(R, S, T —

AN _3h/3 —R b2
em que Ajg = 8 R Ly

B.12 Calculo de K%)T

O(KgrsT

Como K%)T = v !, logo temos que:

0 1 1 ¢
) _ 2 E
Kgst = m(z = A13(R, S, T — §“3,3 121 Asi(R, S, )it
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1 = 1 =
+foz,z; AR, S, T)i+ s ; AR, S, Th).

Assim
1 3 -
Kl = 5 > AR, S, T U~ 3033 > AalR,S, T, Uit

1=1 1=1

1 b 1 =
+foz,zZ AR, S, TTU) + 7% Z Aoa(R, S, T Uy,

1=1 1=1
h/z | dy 7h/4 3h”% ¢)2 | Zh/% h”l o +6h/? +4hll hml d>2 *h”"l ¢)3

em que Ag = —1——+ o L A = L o7 L L A =

2h"T pF—13h'T R g +9h/{ +2h" L h'" p? Aay = 7hT o —29h'T R i +15h'T +8h/ 1R/ L pF —h"" 7

d ' o

B.13 Cilculo de Ky,

O(Kg,s,1) .
oy~ logo temos que:

Como Kng],T =
K (W 0 (_1 + 301+ 3012+ %1113

RST — dvu 3

D As(R,S,Th).

1=1

Assim

_3 + 9010+ %112+ 3x1113
8

Z A‘?l(R) S)T) u)l
1=1

w
Krst =

B.14 Calculo de K%?T

9(Krs,T)

oy, logo temos que:

Como K%?T =

3 1 n 1 n
RS, T — a’Yu(4 l:] 7L( ) )l 4“1,] — 71( > =0 )L

1 - 1 -
—g%22 Y Aa(R,S, Th— g%213 D Aa(R,S, Tt

= =

-] n -] n
+§061‘1 Z Agi(R, S, T)i+ gtxm‘zz Agl(R, S, T)y).

= =

Assim

1« 3o =
K= 23 Aan(R,s, T 21022%203) 57 10 (R 5 T

=1 =1



B.15. CALCULO DE Ky ¢

1 = 1 b
+§O€1,1 Z Axsi(R, S, T U) + gfxm,zz A2el(R, S, T Uy,

=1 =1
4h"? ¢? —23h'Th" | g1 +15h"} +4h/ h b}
b
2h" pF—13h'Th g +9h/{ +2h" R/ p?
Nse = o :

em que A5 =

€

B.15 Calculo de K%}S)T

O(Kgrs,T

Como Kng],T = o !, logo temos que:

0 1 1 Z“
w E
KRS,T = a’y—u(_i - A]gl(R,S,T)1+ g(XS,S — /\51(R) SvT)1+

1 S 1 -
‘f’Z(XZ,ZZ Asi(R, S, T) — 7% Z AR, S, T)).
1= 1=
Assim
9 n
Kl(zl,ls],T = BER b 90;’1’2 3% Z Aa(R, S, T, U),
1=
B.16 Calculo de Krsmy
4
Como Urstu = 5735 avrov = avg (LksT)
logo temos que:
0 v 15,603
Ugstu = a—(Z AR, S, T) — 3 D 0 B AR, S, Tt
Yu 5 =1
1 — 1 —
1 > 2 AAaR, S, T+ 1 >t mAa(R, S, Th)
1= 1=
Assim
n 1 n
Ugstu = Y A(R,S, T, U + 1€ > tgg)lf/\a(R, S, LU+
1= 1=

n 3 n
T2 Dt ZAalR S, TW = 2 Y 12 2Aa(R S, T U
=1 1=1



84 APENDICE B. CUMULANTES EM RELACAO AO PARAMETRO y

] — 2
-3 ZAa(R S, TUh— 2 > e ztAa(R,S, T Ut
1=1 1=1
] — 1
7 0 tEEAmRS, TUL - 5 ) 2 28Am(R S, T W)
=1 1=1
1 — 1 &
_g Z tg;l)]ZIAZSI(Ry S) Ta u)l + Z Z tg;l)lll/\zzu(R, S, T, U)l
=1 1=1

Como Kgsty = urstu = E(UgsTu), logo temos que:

Krstu = Z/\zzl(R,S,T,U)H— — ZAGI (R,S, T U)—
[

O(. X
332/\111 (R,S T11)1+£Z/\291 (R,S TU)1+&Z/\241 R, S, TU),

_ p . 10]’1/2 h//l¢l_]5h/4 o 7h’% /' dy _Sh/l —h/ h!", 0:)2
emque Ag =, Amn="—"""4 L Mg = o7 Ly N =
4h”2 ¢)2 +4h,lh”l¢2 37h,2h”l¢l+h,lhml¢z +29h'4
¢)4




Apéndice C

Calculos dos cumulantes em
relacao aos parametros 3 e v.

Neste apéndice apresentamos a obtencao de alguns cumulantes conjuntos
com derivadas do logaritmo da funcao verossimilhanca do modelo nao-linear
heteroscedasticos necessarios aos calculos do termo que define a correcao de
Bartlett para a estatistica RV os cumulantes em relacao aos parametros f3 € v,
e suas derivadas.

C.1 Calculo de Ky,

o%L(0

Como Ugs = e afg ,

logo temos

S)L.

1 2 _ T . Ny
Upe =5 Y t2 2L Rs)+= Y !
PIE Vo3 2;

Como Kgs = ngs = E(Ugs), logo temos que:

——cx21Z RSL+ 061OZ

Como xy1=0¢€ o10=0, logo temos Kgs =0

C.2 Calculo de Kl(sz)

a(KRs

Como Ug;) = Sy

, logo temos KRS ==-=0



86 APENDICE C. CUMULANTES EM RELACAO AOS PARAMETROS 3 Ey

C.3 Calculo de ng

Como U = a(aK_[;:)’ logo temos K{. = 2([;’3 =0
P Tu
C.4 Calculo de K](QS )
(TW) 92 (Krs (Tu) 3% (0
Como Uy, ' = ayi a';i, logo temos Kg,™ = 5+ (ay)u =0
P Tu
C.5 Cilculo de K"
(TLL) aZ K S (TLI.) aZ
- tu
C.6 Calculo de K](QS )
Como U = 2] Jogo temos K = 210 — ¢

C.7 Calculo de Kgg

9(Kgs)

(t)
ap.» logo temos Kpg =0

Como ug; =

C.8 Cilculo de K\."

2
Como Uy = 2 B&‘g‘ﬁ?, logo temos K’ =0

C.9 Cilculo de K}."

2
Como Ul = gy(TgRg) logo temos Ko = 0

C.10 Calculo de Kg)

T A(Kys T
Como KT = gYT ), logo temos K!) = %(062,0 > é(h s)u).

. T /
Assim K = —o, 0> T ;‘7(?, s, T



C.11. CALCULO DE K" 87

C.11 Calculo de K\

Tu rs 2 n
Como K\ — aay%(s , logo temos K\ ayfaﬁu (0202 12y 3= (T, 8)0).
ASSim K1(~5 — _(XZ‘O ZL:1 F[(ru) S) T) + (r) Su) T)]L'
1
» (TU)
C.12 Calculo de K,
o] rs 2 n
Como KW ay(ilgy logo temos KW = awaﬁ %202 1 é(n sh).
" 12
Assim KW = _«, o> 1“ b2 (s T Uy

C.13 Calculo de Kgqt

Como Ugg = logo temos

VR 6(3 P’

1 n h/ h/
Ugst = ) th))] (1)2 (R, s, t) Z —; (R, s, t)i+
1=1 1

n n n
/ ‘] {

1 2. m _h
+§Zt(mzlﬁ (R, s, ) Z R s, + ZZt(Zl]\/(F%(R,s,t)l.

1=1 = =1

Como Kgst = mrst = E(Ugst), logo temos que:

KRst:——oc31Z RSt ——OCzoZd)zRSt)—f—

+= OCz1Z RSt ——OC]oZd)zRSt1+ OC]OZ

Como «,; =0 € x;o =0, logo temos que

KRst:——OC.%lZ RSt ——(Xzozd)stt)

Assim
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C.14 Calculo de K\*

Rst

Rst _ aal?;st logo temos KRst = %( La¥e0 3, ¢2 (R,s,t)1) , logo temos

3
que: KRst = —Jadezo 21:1 dT% [(R,su,t)+ (R, s, tu)l

Como K

C.15 Cilculo de K\Y

Rst
3 Kis h
Como Ky = 5t logo temos Kl = ayiu(—"&%g S qT%(R* s,1)1) , logo temos
hd
que: KRst == 13“2 IR 7&,% (R, s, t, Uy

C.16 Calculo de Kgst

Como Ugs; = m = a—Et(URs)’ logo temos que
0 1« h'? 1 — hY 1 h/2

Upsi==—(= Y —(R,S)—=Y LR Sh+-Y t?722-L (RS
RSt aBt(Z; (I)%( ) )1 2; d)l( y )1+4; (ZL)Z]. %( ) )l+

1 n h/z 1 n h”

52 tuzrgr(R S)— Ezt(l})zld) (R, S))

=1 t =1 !
Assim

¢ .o h ¢ .0 N
+_Zt( ]Zl (R,S,t)[‘f——zt(z) (R,S,t)]_

2 1=1 - V d)% 2 1=1 ' V (I)%
Como Kgst = trst = E(Ugst), logo temos que:

n

h/Z n h/Z
KRSt 06322 RSt O(z]Z RStL

(R, S, th

I ~LEUS RO -

RSt



C.17. CALCULO DE K3}

+OCz1Z RSt1+ OC]OZ\/;RSt

Como a3, =0, oz =0¢€ 1o =0, logo temos Kgsy =0

C.17 Cilculo de K3,

O(Kgst)

Como ULy = St

, logo temos KRSt = —u =0

C.18 Calculo de Kgﬁ

9(Kgrst)
ovu

, logo temos K%Sli =9 _p

Como Ugél = vy

C.19 Cilculo de K 2:

0(KrsT)

(w)
s logo temos Kygy =0

Como Uy, =

C.20 Calculo de Krst

0(KgrsT)

Como Krst = —5p.» logo temos
0
Kigl = W(ocz,oz s )+ (st + ()l
" 1=1
Assim

T‘St = —O(,zoZ TS t u (T) St)u) + (rt) S) u)]l

C.21 Calculo de Ky,

ote

Como Uggy, = YR OBs BBy’

logo temos

Ugrstn = = Zt zl\/aRstu EZ ht (Rstu)

T
5

1 ¢ 4

—3 Ztm gz[(R su,t) + (R, st,u) + (R, s, tu)],—
1=

89
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— 3 2 R s, ) + (R, sty w) + (R s, tu)li+

.
Como Kggiy = Urstu = E(Ugstu), logo temos que:
3
Krety = oc41Z Rstu)1—|— agoz\/fRstu

1 = h{
—5%1 ) aﬁ[(R, su, t) + (R, st, 1) + (R, s, tw)li—
—1 1

n h,
—00 ) CF;[(R, su, t) + (R, st,u) + (R, s, tw)li+
1

1 — h{
= (R, R
—I—Z 21 ; CIJ stu); oq 0 Z stu);

Como g1 =0, x30=0, xz7 =0¢€ ;0 =0, logo temos que

1 = hj
KRstu - —2063’] Z EE[(R) Su)t) + (R> Stvu) + (R) S)tu)]l_
-1 rl

n h/
—00 ) CF;[(R, su, t) + (R, st,u) + (R, s, tu)]y.
1

Assim

2 hy
Ko = — 2 =020 Z LR 5w, 1)+ (Ryst,w) + (R, s, tully

b7

C.22 Calculo de Kgsiy,

o*e

Como Ugsy, = AT T logo temos
1 ,h'E 1 h';
Ugstu = ZZtM) 5 RS twhit 5 Y 3z S (RS b we
1= 1=1 1




91

C.22. CALCULO DE Kgstu
R, S, tu)+

1=1
1 n @) 2 n 5
+§ Zt(zl]zld)g (R,S,t,U)1+zztgz)]—s(R,S,t,Uh
1=1 L 1=1 L
1 & h'? = h'?
- (2) 1 ( !
Ytz (R,S,tu) += Y t2 —X(R,S, t,u)—
7)<l » L Z yo, LUy
25 Ve 21;”%
1it” h/%(RSt) 1Z<3) L(R,S, 1)
-5 (=) yo, U1 — = tz Z1 ) )tvul_
255 Ve 25 e
1« 2 N h;
— > 2 RS w5 Y 4 n——=(R, S, tu)i—
(z) 12\ 9 b Bl (z)*1 y O, LU
2 Vo 21:1 l vV %
n h/
E (R,S,tU)]_

1=1

I« o W 1
——E (RS, t,u)i+5 ) t.
2 (z1)

) b 2= /3

Como Kgsw = Hrstw = E(Ugsw), logo temos que
h'?

1 h'
KRStu—4O€4,zZ —(R,S, t,u)1+ 5 “3‘Z¢3 (R, S, t,u)i—
=1 "t
1 & hy 1 h'y
——X32 (R S tU)1+ 0631 R S t LL) +
4 1=1 \/(bl Z ¢3
n h,z
+(XZOZ RStLL O(z]Z RStu)—i—
/2

+= OC3]Z¢3RSt'LL1+ OCZ()Z(D RStu)
1

= h’z 1 h
R S tu)l—i— EOCZ’OZ —=
1=1 b

——omZ

n

——OC1OZ
——OCZ()Z (1)2 R S t u 1+ 06212

n 12
31 (R> S)tvu)l_

hfl 1 "~ h
R S, tu)— zOCsy] Z —;(R,S>tau)l_
1=1 b1

J1—
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——OCZ()Z RStuﬁ— OC]()Z\/*

Como a3, =0, xx1 =0e€ a;p =0, logo temos que

12

h’z 1 h
KRStu 06422 RStLL1+ O(g]Zd)3 RStu)

2

+= OCg]Zd)sRStul—f— (XZOZ(I) RSt,u)1+
1

1 . 1 i
= —(R,S,t = —(R,S,t
+2“3‘1Z (I){,( y Oy )u’)1+ ZOCZ’OL; d){,( y 9y )u)1+

h'2
1 Z¢3R5t“——“31z RStu

+= Oézo

__‘XZOZd)zRStu ——oczoZ RStu

Assim
6 6 i e 2 h!
Kgst = 42 0031 F “ZOZ—; R S,t,u)L_MZ M (RS, )
4 o # 2 = b1
C.23 Calculo de Kgst,
Como Ugs, = m, logo temos
1 i @ 3 3 i h'3
U.RSTu: = t( )Zl (R S TLL R S TLL)
8 1=1 Vo 1= V b
1 & 3 ,2h W1y —3h7
——Zt z (R, S, Tu),
(Z) 1 y <Yy by
s Vo{
1 & (5 2h Wb —3h75
(z)<l y O b 1
2 Vo
1 n 5h’/-h” . h/3 — 2h" b2
2) th"1¢pr —3h'y oh (R.S. T u),

2 D tea NG
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1 & 5h/{h 1y — 3h';

o thld)%

(R> S) T,'LL)[

(1)
_Z Zt(ZL) d)7

1=1 1

Como Kgst, = Hrstu = E(Ugst), logo temos que:

Ugrsty = 064 3 E

3n73

n h/3
h+ < (stz (R, S, Tu)—

f

(R,S,T,U)]_

1 2h/\h”
_2“3»22 th"pr —

1=1 \% l

3h73

2h "y —
——OCz 1
LR

(R) SvTvu)l_

—7 X2

1 n W . /3_2 .42
Z5h th"idr —3h'y = 2h 1¢1(R,S,T,u)1

2 " a2
h 1(1)1 (R)SvTvu)l-

4TS ol

1 ~ 5h/th"1dpy — 3h/5 —
_Z(XLOZ d)7
1=1 1

Como 43 =0, 32, =0,027 =0 ¢€ x70=0, logo temos que Kgs, = 0.
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Apéndice D

Calculos de ¢ em relacao ao
parametro (3.

Neste apéndice apresentaremos os calculos de obtencao de A’s com 4 indices

e 6 indices,mostraremos também para os €’s e d,,, g.

D.1 Calculo de A,

ComoO Ay, = KK (Keste — KW 4 x!*) logo substituindo os cumulantes temos
que:

1 LI,
)\‘rstu - KTSKtu{Z(OCZLO Z @ (T, S, t) u) 1+
=1 "1

-HXz,oZ l[(rsu, t) + (rs, tu) + (ru, st)
—
+(r, stu) + (rtu, s) + (rt, su) + (rst, w)l)

o0 Y l(rsu, ) + (15, tu) + (1 ts) + (1, stw) + (rtu, s) + (1t su)l

assim
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b 1

% Z [(rsu) K"SK™ (1) + (rs) K™ (tu) K™ 4+ (ru) K"K™(st),
o)

=1

+(1) KK (stu)y — (rtw) K™K (s) — 3(rt)(K™K™ (su)q + (rst) KK™(w)].

D.2 Calculo de Y 'A.

Calculando Y 'A s, logo temos que

5 M= 352 S LK ShOK )t
1

=1
= 1
i 4 2 gy (PSWIKTKE U ()RR + () KKt

(1) KK (stw)y — 3(rtw) K=K (s)1 — 3(rt) K™ K™ (sw)y + (rst) K™ K™ ()]}

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos que

n

> Mot = 0 é(Z (K (s)) (DK )+
=1 "1

1220 57 L0 rsu) KK + (Y (rs)K) (Y () K™)
(FUKTK ™ (st)) + (3 /(1KK ™M (stw))
([t KK (s)0) — 3( ) /(1) KK (sw))

+H()_ ' (rst) KK (u)y)

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
&40
Z /}\Tstu — 0 Z /\11 Zﬁdu Z(ﬁdu)+

L&
e Z AnlAu + (du)(du) +bu+ Ay — 3Au — 3bu + Ayl
=

Portanto temos que
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mn
&40 X2.0
Z Arstu = Té 0,1,0,0,0) Z Allzﬁdu + 75(20,1,0,0,0) Z Anldg — 2by]
1=1

logo escrevendo na forma matricial temos

(0.6 (08
Z /)\rstu 205(01000t1’(/\22éd) + 205(01000tr(/\]D2_2/\]Bﬁd)

Como as matrizes sao diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma

x O(
> Nsu = 206(01000 UAIZ3, j"é%omo (A (D? = 2Bga)t,

em que Aj = 3-

D.3 Calculo de A, iy

COmO Arstue = KKK (Ko (K2 — K)o+ Ky (K
logo substituindo os cumulantes temos que:

— KO + KK+ KRG,

A
)\Tstuvw - KTSKtuKtu{(o‘Z‘O Z a[(rt)\)) + (T, t\)) + (W> t)]l)
=1 "t

— 1 — 1
=2 (st W) (s, uw) o+ (sw, ulh - “z‘o; s uw) & (s, uw)h
Hoao Y It + (1) + (i, O]9
— 1
L W
T ; sy, w) + (s, vw) + (sw, vl — Oéz,o; o [lsvw) & (s,vwly

+(“2,OZ¢%[(W>’E)+(T tv)] OCzoZd) (s, uw) + (51, W)])
=1 vt t

oo Y ol )+ (1, ) OCzoZ s, vw)+ (s, wlh)
=1 vt t

Assim
Mrstu = — 20 3 5 (1) KK (51)0) ((v) K™ () )
6 i=1,1=1 bs ol
1 1 1 1
#5 - (VK™ hK K)o 2 (VK Tswh K (K )
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1 TS tu KVW 1 l KTS K tupevw l
55, UMK KV w2 4 5 (K ()RR w2

_é((”i‘“(sw)lKVW(tv)iKtu(u)1)ﬁ + Sé((t)iKm(su)les(w)iKW"(w)o%

1 tu vw KTS l_l Ktu TS| VW 1
575, (DKF W) rv)iK B (s)) 2 = (K ) (rv)iKTK (sw)) ]

oc — 1

——20 Z W) K™ (1) (K™ (sv) K™ (w wh g

1 tu KTSs vw l_l Ktu KTSs vw l
+3a(( )i K (rt) iK™ (s)1) (K™ (vw)y )d)l d>1(( u)i K™ (rt) iK™ (sw)iK (V)L)d)L

+3é((f)iK“(sth“W(w)l)(Kt“(tu) ) (;1 +3 (;i(( )iKTS(S)l)(Ktu(tu)i)(Kvw(uw)l)%

—é(Km(m)i)((r)iK*S(sw)lKVW(vh% +%((t)iKtu(m)iKrs(SVJIKVW(W)I) é

1 tu KTSs vw l_l Ktu KTSs vw l
+3&(( JiK (ru) iK™ (s)1) (K™ (vw)y )d)l d>1(( JiKH (ru) iK™ (sw)iK (vh)dh]

tu vw KTS l l Ktu TS Kvw l
‘f'o‘zol;] o JiK (uw) K™ (rv)iK (8)1)¢1+¢1((t)J< (supK™(rv)iK (W)x)q)l

1 s tuypvw 1 1 TS tu vw l
+a((r)d< (s)U) ((tv)i KK (uw)y )d)1 d>1(( 1)K (su) K (tv) iK™ (w )l)q)l]

1 1 1
+06201;1 o 1)K () (K™ (s)1) (K™ (vw)y )dh a((t)iKtu(ru)iKrs(SV)1KVW(W)1)a

1 TS tu vw 1 l TS vw tu 1
+a((r)iK (s)0) (K (tw) ) (K™ (uw)y )dn q)i((r)lK (sv)IK™ (w) o) (K™ (tu)s )(131]

D.4 Calculo de Y 'Arguw

Calculando Y A suuw, logo temos que

Z Arstuvw = Z {— (XZO Z (13 ((rt){K" K™ (su)y)((v)i KW(W)l)%
i=11=1 Tt t
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+5é((v)iKWV(uw)1Km(rtm<“(smé - é((v)iKVW(sth“(rt)iKm(u)1)é

+5é((T)ins(Su)thu(tV)iKVW( ) )qll + 5&(( )iKrS(S)I)((t\))iKtuKVW(uw)l)é

1 TS vw Ktu 1 l Ktu TS KW l
~ g MK WK ()i )y 7 4 57 (1)K (su KB (rv) K why) o

1 tu vw KTs l_l Ktu K TS vw l
+55(( JiK (uw ) K (rv) K™ (s ))d)1 d>1(( JiK™H (u) ) ((rv){K™K (Sw)l)d)l]

% Z WK KT (V)K" (wh) -

1 tu KTSs vw l_l Ktu KTS vw l
+3&(( )i K (rt) iK™ (s)1) (K™ (vw)y )d)1 d>1(( w)i K™ (rt) iK™ (sw)iK (\1)1)(1)L

+3é((r)iK“(sthVW(wm(Km(tu) ) (;1 13 (;i(( )KT()0) (K (b)) (K™ (1w)y) (;1

—é(Km(tu)i)((r)iK“(sw)lKW’(v)l)é + 3&((t)ikw(m)ik*‘%sv)lKVW(wmé
1 tu KTSs ww l_l Ktu KTs vw l
+35 (OK K K™ - = < (KK sw) K™ ) o

vado 3 I ¢ 1)K uw) K™ (1) K(8) 1) (4K (1) K™ (1) K™ () )~

T b1 P o)
L (K™ ()0 (09) KK (uw) )+ (1)K (51 K (00) K™ () )]
TR dJL TR ' ' ' o)
fedy Y ¢ RS () K™ () ) (K™ (o) )~
i=1 =1 T 1
+é((t)iKt“(ru)iK“(sv)IKVW(wm%
1 TS tu w 1 l KTS vw tu 1
(DK (K (K™ w)) 3+ (K5I w)) (K)o

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos que
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+5 % (> (WK™ (uw) K™ (rt)iK™(s)y)
1

o

+5 é(z ’(fhK“(su)LKt“(tv)iK”W(w)dé
+5é(z "()K™S(s))(D '(tv)iKtquW(uWh%
1t
b
1

500 K WK™ (V) K ™ (w))

+5 (3 /OK K™ () K)o

_é (Z ()i K™ (w)) (Z "(rv)i K™K (sw)y) é]

T
ol
1

(Z /(V)iKW(SW)lKrS(Tt)iKtu(u)l)a

1

b
1

b1

(> (K™ (sw) K™ (tv) K™ (w)y)

nn 1

[SE(Z (W) iK™ (rt) iK™ (sV K™ (W)

i
P

2
_ %20
4

i=1,1=1

1
Fg (3 KO () 'KVW(vwh%

(O KK (5w K)o
1

#3 0 (F KK ) (3 K )
#3037 K (1 Kt (3 K™ )

_é (K™ (tw)d)( (T)iKrs(sw)LK"W(\))L)é

#3037 K UK sv K™ w) o
#3 03 OK a1 (3 K™ o)
(3 K K s K ) ]
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+og Z Z )K" (uw) K™ (W)iKTS(S)I)l

i—11=1 ¥t b

%( K () K™ (1)K ()

b1
1 1
+5(Z (1)K (s)0) ((+v) KK (uw) ) —

1 1

off
o ((r)iK™ (su) K™ (tv) K™ (w)) a]

fedy 3 (Y K k() (T K o)) -

i—11=1 *1 b

+é(z /(t)iKt“(ru)iK“(sv)IKVW(w)l)é

(3 K0 Kt (3 K™l

L1
b1
1

1
O I s vl (3 K ()

off

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

OCZ 53 nn
Z Arstuvw = —w Z [5A41(bp )z )AL+ SA(fi) A
i1 11

—Aqi(fa) A+ SA(fa) A+ SAGi(zp, ) (bi) Ay — Agil(fi) An

+5Aqi(fa) A+ SAG(Fu) At — Aqilzp, ) (D) Al

2 £3 nn
azyoé 11,00, >
_—(31 200 Z BAsi(gu) A+ 3N aw) (du) A — Asilgu) An
i1 11

+3MAqi(aw) (di) A+ 3Aqi(zp, ) (dig) (dw) A — Aqi(di) (aw) A

+3MA(gi) A+ 3 (aw) (dw) A — Al ga) Al

+OC%’05?0J’0’0 0) Z /\11 il /\11 + /\11(f11)/\11 + Ah(zﬁn)(bﬂ)/\]l + /\11(
i=1,1=1

UA

1

101
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nn

+03 6805.1.0,0.0) Z [Asi(a) (dw)An + Ailg) An + Asilzg, ) (di) (du)An
i1 11

+Aqi(aw) (di) Al

logo escrevendo na forma matricial temos

2
(06
D Nrstuw = —%5?071700)0) [5tr(A1Bg(ZpA1) ") + 5" AFpAL

— U ATFATL+ 5L A Fp AL+ 5tr(ABg(ZpA1)T) — LA FALL
+5UAFp AL+ 5L ATFg AL — tr(ABg(ZpA1) )]
%G
4
+3U"ADAA L+ 3UADZgDA L — LA DARA L

50010003V A1GpA L+ 3T ATAGDAL— LA Gt

+3LT/\1 G(g/\] L+ 3LT/\]A|3D/\] L— LT/\iG (3/\1 U

+oé,05?0,],O,O,O)[LTA1FI3A1 L+ LT/\]FB/\]L + tT(A]BB(ZB/\] )T) + LT/\]FB/\] L]

—1—0(%‘05?0,1,0,0,0)[LT/\1A[3D/\1L + UA1GpA L+ UAIDZE DAL+ UATDA AL

Portanto temos que

65
Z /)\rstuvw — w[_&lﬁ(/\]Bﬁ(zﬁ/\])T) - 6LT/\]A|3D/\1L

+6U' ADAgA L+ 3L"ADZg DAL

ou ainda

55
> Mrstuon = —25 02 -6tr(A 1By (ZpA1)") + 3 At(+2DA; + DZD — 2AgD)A
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D.5 Calculo de ¢,

Como €pp = Z /()\rstu rstuvw Z Arstu Z,Arstuvw
Logo substituindo temos que

X4,0 <2 TA272 X2,0 <2 T 2
ep,B:Té(o,Lo,O,OJL AIZBdL+T6(O,1,O,O,O]L A(D” — 2Bgalt

5
6(0,1 ,0,0,0) [

> —6tr(A1Bg(ZpA1)") 4+ 3L"A1(+2DAg + DZgD — 2A D) A4

D.6 Calculo de ) "A .

Para o calculo de ) "A., 0 resultado, sera a mesma expressao do > Ay, SO
que com o posto da matriz reduzido, ou seja, sera feito uma particao da matriz
da forma a seguir

de modo que X1wI e X, , onde todos os calculos serao feitos substi-

nx(p—p1)

tuindo o X pelo Xs.

Logo, identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

X4,0
D st = Z Anlzapa, ) (22pa, )+

L«
T Z AnlAzu + (dau)(dan) + bau 4 Aon — 3A5u — 3bou + Azl
=

Portanto temos que

x. x
Z Arstu = ZO Azaga, + e Z Anlday —2bal
=1

logo escrevendo na forma matricial temos

. o
Z "Arstu = 205(01 000t (AT ZZBd) joé(m 0.00tT(A1D7 = 2A1B3ga)

Como as matrizes sao diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma
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[0 [0
Z Arstuw = 206(01 0,00 AT Zzsa L+ Zi()é(zo,l,o,o,O)LT/\l (Dé —2B2palt

D.7 Calculo de ) A

Para o calculo de ) "Asuaw O Tesultado, sera a mesma expressao do Y A sunw
s6 que com o posto da matriz reduzido, ou seja, sera feito uma particao da

matriz da forma a seguir

>~<:(>~<1 iz)nxp

onde todos os calculos serao feitos substi-

nx(p—py)’

de modo que Xlnxp] e X,
tuindo o X pelo Xs.
Logo temos

S
"
Arstuvw - 6

—Aqi(f2u) A+ SAG(F20) A+ DA (z2p, ) (D2u) At — Aqia(fai) A

n,

[5A1i(b2g, ) (z2p, )AL + DA (f2u) At
i1 11

+5MAqi(fau) A+ SAG(f20) At — Avilzap, ) (D2u) Al

z n,m
o
% Z BAi(g2i) A+ 3Aqi(azu) (daw) At — Al gau) An

1,1=1
+3Aqi(azu) (das) A+ 3Aqi(z2p,, ) (dow) (dow) A — Avildow) (azu) An

+3A (920 A+ 3Aqi(azu) (dauw) A — Al gau) Al

nn

+o3 0 Z [Avi(f2u) A+ Al f2u) A+ Avilzap, ) (bau) A+ Agil(f2u) Al
=1 11

nn

o3, Z [Aqilazu) (daw) A+ Aqi(gaa) A+ Aqilzap, ) (dos) (do) An+
T 11

Ai(azu) (daw) And

logo escrevendo na forma matricial temos
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2
o«
Z "Arstuvw = —%5(3071,0,0,0) [5tr(A1B2p(Z2pA1) ") + 5L ArFopAgt

—LT/\1 Fzﬁ/\]L + 5LT/\1F2[3/\1 L+ 5tT(/\1Bz(3(Z2[3/\1 )T) — LT/\1 Fzﬁ/\]L

+5LT/\1F2[3/\1L + 5LT/\1F2|3/\1 L— tT‘(/\1Bz|3(Z2[3/\1 )T)]
%
4
+3LT/\1D2A25/\1 L+ 3LT/\1D2Z2[3D2/\1 L— LT/\1D2A2[3/\1 L

6(30’1’0‘0‘0) BLTA] szg/\ﬂ + 3LT/\1A2(3D2/\1L — LT/\1 GZBAIL

+3 LT/\1 Gzﬁ/\] L+ SLT/\1 AzﬁDz/\] L— LT/\iszg/h L]

+0€%‘06?0‘1‘0‘0‘0][LT/\1 Fzﬁ/\] L+ LT/\1F2[3,/\1 L+ tT(/\1Bzﬁ(szg/\1 )T) + LT/\1 Fzﬁ/\] L]

—i—(X%‘Oé?O‘] ,0,0,0) [LT/\1A2[3D2/\1 L+ LT/\1 Gzﬁ/\]L + LT/\1 DzZzﬁD/\] L+ LT/\1 DzAzﬁ/\] L]

Portanto temos que

65
Z "Arstuvw = W[—&T(/MBZMZZM\])T) — 6L AJADLAL

+6LT/\1 DzAzﬁ/\] L+ SLT/\1 DzZzﬁDz/\] L]

ou ainda

65
Z "Nrstuvw = W[—G’W(/\ﬁzﬁ(zzg/\ﬂﬁ

+3LT/\1 (+2D2A2[3 + DzZ(gDz — ZAz(gDz)/\1 L]

D.8 Calculo de ¢, ,

Como €p7p1 B = Z //(Arstu - )\rstuvw) - Z //Arstu - Z //Arstuvw
Logo substituindo e efetuando alguns calculos algébricos temos que
X402 X202

TA272 T 2
€p—p1,p = Té(omo‘o,mL AN ZLypal + Té(omo‘o,mL A1(D3 —2Bgalt
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6(501 0,0,0) T T
—#[—6”(/\1325(22@/\1) ) + 3L A (+2D2A 8 + D2ZysD;y — 2A53D5) A4

D.9 Calculo de d, g

_ SpB"Cp-vi.8 = N -
Como d, g = ————"=, entao substituindo as expressoes de e,z € €pyp, g

logo temos que

1 o (o4
dp, p = p_1{ 205(01 0,0,0)t T/\ZZ %5(20,1,0,0,0)LT/\1(D2 — 2Bgat

65
7(0»;»;0‘” [—6tr(A1Bp(ZpA1)") + 3L"A1(+2DAs + DZD — 2AD) A

o o
_(ﬂ‘s(zo,w,oo1 Azzéﬁd L+ 082 (0,1,0,0,0)t TA1(D3— 2Boga)t
4 4

5?01 0,0,0) T T
—— 5 6t (AiBap(Z2pA1)T) + 3L Ay (+2D2A 05 + D2Z2Da — 2A25D2) Avl)}

Portanto

1 « x
dp, p = 1)_1{ 205(01000 VAT(ZEa—Z3a)t +%5(20‘1‘0‘0,0)LT/\1(DZ_ZBBd_Dé‘i‘ZBZBd)L

52
22006t B(ZpA) T — Bap(ZapAn) )

+3LT/\1 (ZDAﬁ + DZﬁD — 2A(3D — ZDzAzﬁ — DzZzﬁDz + 2A2[3D2)/\1 L}



Apéndice E

Calculos de ¢ em relacao aos
parametros v.

Neste apéndice apresentaremos os calculos de obtencao de A’s com 4 indices
e 6 indices, mostraremos também para os €’s € dg, .

E.1 Calculo de Ags7y

Como Agsry = KRSKMU(Kesu koo 4+ KH), logo substituindo os cumulantes

temos que:

Arstu = KRSKM[L (Z Azn(R,S, T, U + %ZAQ R,S,T, Ui
1=1

(X
33} A R,s,TuL+—§ Ao R,s,TuL+—§ Aai(R, S, T, U)y)
1=1

1 i 3 n 1 n
_(2 ; /\221(R, S,Ta u)l_ gOB,?;; /\91(R, S,T, U)l—f— 1062,2; /\231(Ra S)_I—)u)l

1 x
500 ) Aw(R, S, T U + =25 Z/\zu (R, T, U, S)y

4
1=1 1=1

assim
1 — o
ARsTU = KRSKTu[Zl ; Asn(R, S, TTU) + ﬁ Z Ag(R, S, T U),

107
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o« x R
332/\321 (R,S Tu)1+ﬂZAm (RS, T U~ ;/\241(R>5,T,U)1]>

5h"2 p2—22h'2h, d1+12h/* +6h/ 1k, p2—h" b3

AsgL = 4h'Th" ¢ —9h']
¢4 )

em que Azj; = o7 >

ASTIES
—TTR'f R pi+1Th'] =3/ h" 1 pf +4h/ L h 1
bl

E.2 Calculo de > 'Agsty

Calculando Z/}\RSTLI’ logo temos que

D> Mesu=)_ /{KRSKM[% > AsulRS,T, U)H— — Z Aa(R,S, T, U
un

“332/\321 R,S Tu)1+@ZAm R,S Tu)l—&ZAm R,S, T, U)J}
1=1 1=1

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos que

LTI W) LTS BN e
S Z Aal Y "RIKES(S)) (Y (THK™(U)y)
ocss Z/\m S RIKRS(S)) (Y (THK™M(U))
OCZZZA331 (> RIKR(S))(Y (K™

-2 ZAM S RIKR(S))(Y (THK™(U)y)

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

1 o 301,002 — 1 8(0,1,002) — 1
Z Arstu = 1 ; A311(fzydu)(fzvdu)

n

X4 s 80,1002 — | 80,1002 — 1
+W L; /\61( fzvdu ) ( fzi/du )
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033 v 8(0,1,002) — 1 80,1002 — 1
1 ; A3 f%dll)(fzydu)
x ) —1 ) — 1
+% Z A331 —(0’1’0’2’2) Zyay )(—(0’1’0’2’2) Zyay)
=
o ) —1 ) — 1
211 ZAM %%dﬂ(%%du)
=

Portanto temos que

, 1 (8101002 — 1)
D rstu = 1 = O;Jé Z/\sn Zya, ) (zya,)

%44 (801,002 — 1)?
+ Te 1c 1Z1/\6L Zyan ) (Zya, )

x33(d ) —1)?
— 136’3 (o1o;>g Z/\szt Zyan ) (Zya, )

o2 (0 —1)?
N g,z (0‘°;>62 Z/\331 Zya ) (Zyay)

11 (801,002 — 1)?
- 1 LZ1/\z41 Zyay ) (Zyay)

logo escrevendo na forma matricial temos

1 (801,002 —1)?
D gstu = 1 16 tr(A31Z3,)

g4 (0 —1)°
N a4 (80,1002 — 1) tr(A6Z$d)

16 16

X33 (5(0‘1‘0,0,2] - 1)2 2
16 16 trAs2Zya)

%22 (8101002 — 1)?
3 16 tr(/\sszwz/d)

X1 (5(0‘1‘0,0,2] - 1)2 2
— G tr(A2uZyq)

Como as matrizes sao diagonais, logo podemos escrever da seguinte forma

+

1(8001002—1)? ¢ 2
Z ArsTu = 1 16 U Az1Z gt
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X44 (5(0,1,0,0,2) - 1)2 TA 72 |
6 yd

+ 16 16
33 (0 — ”2

_ 123 (0‘]’0’;)’;) T/\3ZZ$/dL
o2 (0 —1)?

n g»z (0"’0’;)’2) TAZ3qt

11 (8001002 —1)% ¢ 2
T4 16 AnLial

entao

d —1 1 .
Z,ARSTLIZ (80,1002 — 1)? O A31sz+ 44/\6Z

16 4 16
X33 2 x22 2 X1,
—A —A —A

e 32434 3 33L5q — 1 222t
E.3 Calculo de Apstvw
C(or)n(? ?\RSTLIVW = KRSKTuKVW{KRTv(KS% — K(sl\f\)/) + KRTu(KS% — K(s\\Cv) + Kir Ksw +

Uy, (V

Kt Kswis

logo substituindo os cumulantes temos que:

] — 1 o
:KRSKTUKVW - A iR p—— AlRT i
ARSTUVW {(2; 13i(R, T, V) 8063,3; 5i(R, T, V)i+

1 b 1 s
7%22 ; Agi(R, T, V)i + 7% ; A14i(R, T, Vi)

1 1 1
Z/\131 S U. W)L—§OC33LZ1/\5L S u W) +

1 - 1 =
1%22 D Aa(S, U, W)+ 4% D Aa(S, U, W))—
- =

- 062‘22_ 1 Z /\71(83 u) W)l]+
1=1

 J 1 s
(E ; Agzi(R TU); — 3 %33 ; Asi(R, TU) i+
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1 b 1 e
%22 ; Asi(R, T, U); + 7% ; A1a(R, T U)5)

8

1=1 1=1

11 — 1 e
[Z(EZ/\BL(S»V,W)I——063,3ZA51(5,\/,W)1+

1 = 1 =
foz,zz Aai(S, V Wi+ Joas D AwlS, V,W))—
1 [

— LS An(s, VW

1=1

+22 Z/\nRTV) e Z/\nSUW))

+°‘“ Z/\h R, T U

.] mn
D AalS, VW)
1=1

Assim

] & 1 s
A = KRKTUKMW(= Y A;5(R, T V)i — = Asi(R, T.V);
RSTUVW {(2 ; 13 ( y by ) 8“3,3; 5 ( y by ) +

1 = 1 =
7%22 ; Agi(R, T, V)i + 7% ; MAa(R, T, V)

1 & (04
(—ZZ/\sm(S,U,W)l 33ZA51 (S,U, W)

22 = Xx11 =
5 ;/\351(3>U>W)1+ ST3 1_Z1/\14L(3>U>W)1)+

] — 1 e
(z ; AR, T U — 3%33 ; Asi(R, T, W)+

1 b 1 =
7%22 ; Agi(R, T U); + 4% ; MAa(R, T U))

Z/\gms VWL—%Z/\QS VW),

(XZZZ/\QL S VW)l‘f’&ZAMI S, VW)
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S Z/\n (R,T, V)22 Z/\n (S, U, W)y
+oczz Z/\n (R, T, W) Z/\n(S»V,W))l
=
Entao
ARsTUVW = 21—4 ._]Zyl_] Az (R)KRE(S)) (T K™ (W) (V)i KW (W) ) Az

+11_6 Z A13i((R)K®(S)) ((T)H:K™MW) ) (V) KYWY(W)) Asar
i=1,1=1

+ Z Az ((R)KR(S)) ((T): K™ (W) (ViKW (W) ) AR
i=1,1=1

+ Z A7((R)KF(S)) (MKW ) (VKW (W) ) AR
i=1,1=1

—o 3 Al (RIKE(S)((T)KM (U ) (V1K (W) As

i=11=1

“33 Z Aazil(R)KFS(S)1) ((T)K™(W)o) (VIKW (W) ) Asy

i=1,1=1
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ST A (R)KRS(S))((T)KM L) (VIR W) ) AR

%22 S A ((R)KRS(S))((T)KMU)) (VLK (W) A
A

+°;—8HZ? A (R)KES(S))(THKM L) (VIK™ W) A

+%§_1A141((R)J<RS(S) (TN (V) KW W)) Asa

+%i:z;Alsl((R)lKRS(sm((T)ikm(u)l)((V)IKW(W)I)AW

+?i:Z;Ami((R)iKRS(sm((T)iKTu(u)l)((VhKW(wmAsm

i=1,1=1
B0 S A (RKES(S))(TIKMU (VK W) A
=111
033000 KRS ((T):iKHW ) (V)IKWY W) A5
R S ARSI L
33011 = KBS (MKMW ) (ViKW W) DA
S L ARSI MK
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114
“““” Z A (R)KBS(S)1) ((T)K ™ (U)) (V)KWY (W) Ay
i=1,1=1
SO A((RIKE(S))(T)K MU ((VIK W) ) Ass
i=11=1
“““” Z As((RIKRS(S)) (T K (U)) (V)K™ (W) ) Arar
i=1,1=1
SIS A((R)KF(S))((T)K (U ) (VK™ (W) A
i=1,1=1
OC
38 ; ; 1 Asi((RIEKS(S))((T)KTHU)) (VK W) ) Asy
(X
+522 1;1/\51 R):KRS(S) ) (T (W5 (V) KW (W) ) As,
2 nn
Y As(REKSS))TIK MW (VKW (W) A
i=1,1=1
2 nn
~222 3 ARSI (TIKMWI((VIKW(W) A,
i=1,1=1
2 nn
+222° 37 AA(R)IKR(S)) (MKMW (VKW (W))AR
i=1,1=1
2 nn
+22° 37 AA(R)IKR(S)) (MKMW (VIKYW (W) AR
i=1,1=1
"‘” Z A (R)KFS(S)) (MK (W) (V)KYWY (W) ) Ay
i=1,1=1
““ Z A ((R)KES(S)0) ((T)K ™ (W)0) (V) KW (W) Ay,
i=1,1=1
em que /\121:—6h/1h//£175h/%, Asq = i dﬁhl = ¢2

9h/ M py—8h/3 —h/" p? Aas, = 10h/1h" | 1 —9h'}
351 — ch .

NAzq = > ,
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E.4 Calculo de Y 'Agstuvwy

Calculando Y’ Agstuvws logo temos que

Z ‘ArsTUuvw = Z { Z A (RKRE(S)) ((T):K™ (W) (V)iKYWY (W) ) Az
111

1 nn

tg D Al (RIKFE (MKMW (VK™ W)) Az

1D ARlRIKE(S))TK MW (VK™ W))AR

i=1,1=1
1 nn

3 > AARIKE(S))((TIK™ W) (VKW (W) ) AR

—%52 3 Al(RKES))MIKMUD(VIK™W))As

i=1,1=1

‘% Z Ars RIKFS(S)) ((T)KM(U) ) ((VIK (W) A
i=1,1=1

+% Z Asgi((R)KRS(S)1) ((T)iK™(W)5) (V) KV (W) ) Asar
i=1,1=1

_% Z Az ((R)KFS(S)) ((T)K™ (W) ) (ViKW (W) ) AR
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““ Z Az((R)}KFS(S)1) ((T):K™ (W) (VKW (W) ) AR
i=1,1=1

““ Z Mgzl (R)KF(S)) ((T)K™ (W) ) (VIKW(W) ) Ay
i=1,1=1

““ Z Aaai(R)KFS(S)) ((T)K™ (W) ) (VKWW ) Asay
i=1,1=1

““ Z Arzi(R)KFE(S)1) ((T)iK™M(W)o) (VKW (W) ) Aray
i=1,1=1

i=1,1=1
PO ST A ((R)KE(S))((T) KU (VK W) A
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OB S A (RYKF(S))((T)K MU (V)™ (W) Ass

i=1,1=1

2 3 Asl RIKE(S)TIKN U (V) K™ W) A

i=1,1=1

SO T A (RIKF(S))(T) KU (VIKY (W) A v

i=1,1=1

L% Z Asi((R1KES(S)) (T KM (U) ) (V) KW (W) ) Ast

3841111

P55 ST AG(RIKES(S) ) ((T)K™M(U)) (V) K™ (W) As

256
i=1,1=1

‘Xzz Z Asi((R)iK®(S)) ((T)H:K™W) ) (V)iKYWY(W)) Assy

i=11=1

“ZZ 3 Asl(RIKES(S))((TIKM(U)) (VI KWY W) A

i=11=1

(Xzz Z A7 ((R)KR(S)) ((THK™MW) ) (V)iKYWY (W) )AA

i=1,1=1

(Xzz Z A7 ((R)KR(S)) ((T)HK™MW) ) (V)KYWY (W) )AA

i=1,1=1

°‘” Z A (R)KFS(S)) ((TIK (W) (V)KW (W) ) Ay

i=1,1=1

OC” Z A (RIKF(S)) (T KU ) (VKW (W) ) Asa)

i=11=1

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos que

> "ArsTUVW =

117

Y A RIKES))Y MK U VIR W) As

i=1,1=1

1 nn

+E Z /\131(Z/(R)iKRS(S)l)(Z/(T)iKTu(u)i)(Z/(V)lKVW(W)l)A%l

i=1,1=1
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+ Z Az(D RIKES(S))O (MKMW () (VKW (W) )AR

1111

+ Z Az(D RIKEB(S))O (MKMW () (VIKW (W) )AA

i=1,1=1

S5 S Al Y RIKRS)Y MKMW (VK W) As
i=1,1=1

S22 S Al 3 RIKRSIC MKMW (VKW (W))As
i=1,1=1

—% Z Asi( Y (RIKE(S))(Y (MKMW (Y (VKW W) Asa
i=1,1=1

ST A RIKRSI)Y KM (Y (VK W) Ase
i=1,1=1

_% Z /\131(Z /(R)lKRS(S)l)(Z /(T) KTu(u)]_)(Z (V) KVW(W)I)/\35]_
i=1,1=1

+% =AY RIKES)(Y MKMW (Y (VKW (W) Asa
i=1,1=1

—% Z /\m(Z/(R)lKRS(S)I)(Z’(T) Km(U)l)(Z/(V)K (W))A 12
i=1,1=1

i=1,1=1
_ 222 Z A7) TRIKB(S))) (MKMW (VIKWW))AR
i=1,1=1
- Z Az(YRIKES(S))(Y (MK™MW)(Y (VIKW(W))AR
i=1,1=1
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°‘” Z Avai( ) (RIKFS(S)) (D (MKMW (VIK™W(W))Asn

i=11=1

°‘” Z Arsi( > RIKRS(S)) (D MKMW (VIKW (W) A

i=1,1=1

+55 Z A RIKE(S)(_ MKMW (Y (VIK™ (W) Az

i=1,1=1

B2 Z Asi(Y_(RIKE(S))(Y (MKMW (Y (VKWW )Ass

192 -
—“31’3;;2‘2 Z Asi(Y ' RIKRS)Y MKMW (VKW W))As

1= =

0‘313205:22 Z ASIZ RIKE(S))(Y_ (MKMW (Y (VK™ (W) A

X330 baliy , ) /
=8 i_;_] Asil Y RIKE(S))(Y MKMW (Y (VKW W))As

— S Al Y RIKR(S))(Y MKUW(Y (VK™ (W) ) A

T
_"‘31»39";»1 i_§_1 A (REKB(S)) (D (MKMW () (VKW (W) As
_“31»32";»‘ i_§_1 Asi( Y (RIKB(S))(D (MKMW (VKW W) A
st i:Z:l_] Aral Y RVKS(S))(Y /MKMW (Y (VKW (W))As

+°‘2’;2“" Z Asi Y RIKE(S))) (MKMW (Y VKWW A
i=1,1=1

n,n

— > Al Y RIKBES)IY MEKMW(Y (VKWW Ass
i=1,1=1
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KBS (MKMW (VIKW(W)) A

06220611 Z A&Z

i=1,1=1
— > Al X RIKESS))Y MK W(Y (VIKW(W) )AL
i=1,1=1

KRS MKMW (VKWWY As

0‘33 Z Asil Z

384

2
06
433

> As(YRKESIY MEKMWI(Y (VKW (W) )As
i=1,1=1

o‘zz Z Agil Z

i=1,1=1

KB S)) (MKMW (VIKW(W)) A

a11 Z /\141 Z

i=11=1

KRS ) (MKMW (VK™ (W) ) Al

0611 Z /\141 Z

i=1,1=1
Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

(3100017, 1 &
E "ArsTUVWV = (Owéj) 24 E /\131(2%1)(2%1)(ZVH)A331
i=1,1=T

1 nn
Asot 7 D Asilzy) (2 (2 ) AR

i=1,1=1

1 nn
+— Z AzilZy, ) (2ya ) (Zyan)

i=1,1=1



E.4. CALCULO DE 5 ' Agstuvw 121

nn

X
Z ZYI]- Z’Ydll)(Z’Yd-l.l.)/\71 933 Z /\]31 Z’YL],)(Z'YL],)(Z'YLI.)ASI
i=1,1=1
o nn
_ﬁ Z Alsi(ZYil)(ZYdii)(Z’Ydu)/\Sl
i=1,1=1
O(. o nn
U33 Z /\51 Z’%L)(Z’Yu)(z’vu) 341 — 613 Z A5i(zYil)(Z’Ydii)(zvdu)/\fim
i=1,1=1 i=1,1=1
06 o nn
4282 Z /\131 Z%L)(Z%l)(z'vu)/\351+ % Z /\81(23/11)(2%1)(2%1)/\341
i=1,1=1 i=1,1=1
o nn N
_g A13i(zy ) (Zyay ) (Zyay )N + 322 Z Agi(Zy ) (Zyay ) (Zyay ) Aso
i=1,1=1 i=1,1=1

2 2
=1

=1 i=

_x x
> Z Az (2 (2 ) A = =57 Z A2y, (zva, ) (Zya, ) A7

i=

L&
% Z Arail Zy”)(z”’”)(z”’“)/\”l—i—ﬂ Z Mai(zy, ) (2 ) (29 ) Asm

i=1,1=1 i=1,1=1

(X x nn
3121 Z MA3i(2y ) (Zya ) (Zyay ) A+ 3]21 Z A2y ) (Zyai ) (Zya, ) Az
=111 Ml

*33%22 330022
+ ; NAsi(2y )2y )2y ) As51 — 102 D Asilzy)(2y,) (2, A5

192 .
i 1 i=1,1=1

x33022 iy X33002 nn
+ 128 i_;_] /\Si(ZVu)(ZVdu)(Zydu)/\lzl - 128 i_;_] A8i(7‘yu)(7‘vdu)(zydu)/\51

X330(11 = 033007 1 mn
- 192 i_;_1 ASi(ZYiL)(ZYil)(ZYu)AVH - —] 97 i_;_1 A]4i(ZYil)(ZYil)(Z’Yn)A51
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0330011 & 0330011
— =3 Z Asi(zm)(Zydﬁ)(lydu)/\m—%81’1 Z Mai(zy ) (Zyay ) (Zya ) A5t

128
i=1,1=1 i=1,1=1

X222 X222
+ e Z Agl ZVIL)(ZVIL)(ZVIL)/\ML 2; L Z /\141 Z%l)(Z%L)(Z%L)/\SSL

26
i=1,1=1 i=1,1=1

L& 104 nn 0y X nn
+ 2é4 1,1 Z /\8i(zvu)(Zvdﬁ)(zvdu)/\ML - 2é4 1.1 Z /\14i(ZVu)(Zydﬁ)(zydu)/\lzt
i=1,1=1

=111
oc o35 &
—33 Z /\51 Z”)/I],)(Z”YI],)(ZYLL)AS].—’— Z /\Si(zq/u)(zq/dﬁ)(zq/du)/\.’il
3841111 2561][]
L2 Y Az ) o)A — S22 S As(zy)(zva) (zva)A
% 8ilZyi J Zyi J\ Zyy )/A351 64 Z 8ilZyi N Zydii  Zyay )/ V121
i1 11 i1 11
2
(X
—2 Z Azl zw)(zw)(zm)/\n—i— 4 Z A7i(zy ) (2yai ) (Zya )AR
i=1,1=1

i=1,1=1

o(Z nn (Xz nn
+% Z /\141(23/11)(ZYH)(ZV“)/\VH + ﬁ Z A14i(ZVil)(ZYdﬁ)(Zydu)/\14l}
i=1,1=1 i=1,1=1

logo escrevendo na forma matricial temos

) —1 1
Z/)\RSTLIVW: ( (0’1’0’2? ’ {—LT/\BZ Azt + et T"A3ZyaZyZyat\z0l

X33 X33
—%LT/\13Z$]/\5L HL /\BZdeyZyd/\5L

(08

9363 UASZ P Azt — 6—4J/\52ydzyzyd/\3m

X
4282 T/\13Z /\35L+KLT/\3Z /\34L

x
—%J/\Bzydz Zyalot + S—ZJ/\gzydzyzyd/\w
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x %
18‘_1 LT/\BZ $)A]4L —+ —18'1 LTA]4Z$]AS4L
x x 7 7. 7
—{——31'1 LT/\13ZdeYZyd/\14L + —31‘1 LT/\14 yd&y yd/\30L

X33 X33
+ 2222 TASZ I A gst — 2222 TAGZ DAL

192 192
o3 300 X3,3%
+ 3,3%2,2 LT/\5ZdeYZYd/\]2L — 31‘3282’2 LT/\SZYdZYZYd/\5L

128

X33X11 T (3) X33X171 T (3)
—— " (A5Z Al — ——— U A2 AsL
192 54 /M4 192 144, /\5

— 0631’320;’1 VU AsZyaZyZyaAat — 0631’32();’] U AaZyaZyZyalst
+7062,;(6X1,1 LT/\gzg/s)/\mL — %LT/\MZ?)A%L
+ ocz’éjcm V' AsZyaZyZyaAat — ocz’éjm U AuZyaZyZya ot
o33 1 (3) g7
+3T’4L ACYASVACI 756" NsZyalyZya/\st

O‘%z T (3) ‘X%z T
—9—6‘L /\gZy /\35L— 6—4L /\gZdeyZyd/\uL

gy T (3) o T
+9—6’L Al NgL + it ASTVAVRVAVVARVAS!

_1)2 —1)?
+M LTA7Z$]A7L + % LTA7ZVdZYZVdA7L}

4

E.5 Calculo de ¢,

Como €4, = Y "(ArsTu — ArsTUVW) = D ARSTU — 2 ARSTUWW

Logo substituindo e efetuando os calculos algébricos temos que

5 —1)?% .1 . o x o
. ( (0,1,0,0,2) ) LT[—/\3] + ﬁAG _ ﬁASZ + ﬁ/\33 — JA24]Z$,dL

Cay = 16 4 16 16 8 4
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(8 —-1)3 1 1
(0.1 ’O’g’f {ﬁ LT/\13Z$)/\34L + 1€ U AZyaZyZya Asot

X (08
_ 33 LT/\13Z$]/\5L _ =33 LT/\]gzdeyZyd/\5L

96 64
X33 X33
~or U ASZP AsqL — 6—4J/\52ydzyzyd/\3m

X22 1 (3) X22 1 (3)
—KL /\13ZY /\35L+ KL ASZY /\34L

o o4
_g LT/\13ZdeyZvd/\1zL + %LTAE‘ZVdZVZVdA”L

X (3) %11
+ a3 " ASEVASSVANPIE o a3
X1

o
+% LT/\]3ZdeyZm/\14L + 32 LTA”ZvdszvdA”L

LT/\]4Z§/3)/\34L

X33 X33
+—22 2 TAGZ A gst — =22 22 TAZ DAL

192 192
+ 0631’320;2’2 VAsZyaZyZyal\iat — 0631’320;;2’2 VU ASZyaZyZya st

X3,3%11 X3,3%11
UASZP A — =22 T A Z P A

192 192
X3 3%11 X33%11
— 128 LT/\5ZdeyZyd/\14L — 128 LT/\]4ZdeyZyd/\5L

X22%11 X221
‘f‘T LT/\gZ?)/\mL — T LT/\14Z§,3)/\35L

+ (Xz‘éj] - LT/\SZdeyZyd/\ML il LT/\MZYdZVZVdA]ZL
033 7 (3) 035 T
+ﬁL AsZ Ast+ ﬁt NsLyalyLya\st

2 2
X x55.
B % LT/\szg/s) Asst 6242 1OtaTA8ZYdZYZvdA1 2L

2

(0.4
LT/\]4Z$]/\14L + ﬁLTAMZdeyZydAML

2
X711

RT3



E.5. CALCULO DE ¢q,

_1)2
_}_(“2‘2 ) LT/\7Z(3]/\7L+ (062‘2
4 v
Assim
5 —12% 1 .
€qy = ( (0’1’0’;)? ) LT[Z/\31 + %/\6 —

(801002 —1)°
64

1
{ﬁ LT/\13Z§3)/\34L +

125

—1)?
%szydzyzyd/\ﬂ}

(08
%/\24] sz/dt

X33 X22
16 * g

1
ﬁLT/\Bzydzyzyd/\wL

3TN (22 4 3747, Z ) Ast

192

(00
UASZI Azt — =22

X33

9% 64

—_ LT/\]3Z§/3)/\35L +

x
—% U A13ZyaZyZyaAiat +

X1
g

x
+ % LT/\] 3ZdeyZydA]4L +

LT/\13Z§,3)/\14L +

X33K%22
192

VAsZyaZyZya Aot —

+ LT/\5Z§/3)/\35L —

X3 322
128

_|_

_ X33%1,1
192

VAsZyaZyZya Al —

LT/\5Z§/3)/\14L —

X33%11
128

X2 2%11
96

V' AsZyaZyZya Al —

+ LT/\3Z$)/\14L —

X22%11
64

_|_

X222

X1,1

X171

X2 211

U AsZyaZyZya/\30t

x
=22 LT/\gzg]/\34L

48

5 V'A8ZyaZyZya\zol

48 LT/\14Z$]/\34L

> VU AZyaZyZya\s0l

X3 322
192
X3 322
128

U ASZP Ast

V' AsZyaZyZya\st

X3 3%11
192
X3 3%11
128

LT/\]4Z§/3)/\5L

VA ZyaZyZya st

9% LT/\]4Z;3)/\35L

X22(11
64

VA ZyaZyZya Aot
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2 2
33T ZONAst+ 22 A5Z a2, Z a5t

384 256
O‘%z T a3, T
9% /\8Z /\35L HL /\3Z dZ Z d/\]zl,

e o2
+ 9161 T/\14Z JAqaL+ 6—4L TA14ZyaZyZyaNral

(022 —1)?

(otap—1)?

1 VA7ZyaZ, ZyaA7t)

LT/\7Z$]/\7L +

E.6 Calculo de > "Agsty

Para o calculo de )} "Agsmy o resultado, sera a mesma expressao do ) 'Agsty SO
que com o posto da matriz reduzido, ou seja, sera feito uma particao da matriz
da forma a seguir

o-(a @)

nxq

de modo que Q1mq] e Qz (a_q,)» ONde todos os calculos serao feitos substi-

tuindo o Q pelo Qz.
Logo, identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

X1
4

22

K44 Ae— X33
8

J6 e g Mt

N33 —

b —-1)?% 1
Z "ArsTu = Boroon = 1) U-Az +

16 4 —= N4l z; 2vat

E.7 Calculo de > "Agstuvw

Para o calculode ) "Agstuvw 0 resultado, sera a mesma expressao do > "Arstuvw
s6 que com o posto da matriz reduzido, ou seja, sera feito uma particao da ma-
triz da forma a seguir

=(o @),
de modo que qu] e Qz (a_ap)? onde todos os calculos serao feitos substi-

tuindo o Q pelo Qz.
Logo temos:



E.7. CALCULO DE Y "Agstuvw

(801002 —1)° i 1
64 24

1
E ARSTUVW =

1
T/\13Z /\34L+ — U A13Z2yaZ2yZaya\z0b

16

X33 1 X33 T
——1 /\]32 /\5L— —= /\13Z2de2yZ2yd/\5L

9 o4
(0.8
_%‘T/\sz Azal — 6—4L "AsZayaZayZayalsot

222 TN 7PN 4 222

48
X221
32 -5t A13Z2de2yZ2yd/\]2L+
X1
+K TA13ZZY/\]4L + —
+3—2 U A13Z2yaZ2yZayaN1al + 2
X33X%22 T
N5 Z /\
92
x330
TRacics V' AsZ2yaZoyZayaN1al —
128
_ X33%1,1 T
2 ' A5 Z /\
192
X33
Saadh U AsZayaZryZaya\1at —
128
+0622061 TTA Z2yA

96

X2211 T
+ U AgZoryaloyLoya\1at —

o4

+ﬁLT/\ z /\ (4 =23

22 T
Ag /\
13 Z5 Asat
32 T/\szszZZyZZyd/\soL

X1
48 T/\]4Z2Y /\34L

32 L TA14Z2yaZ 2y Zaya A0t
_ X33%2.2 T
102 Ag Z /\5L

X33K22
123 U AsZayaZayZaya\st

- X33%10 T
——— /4 /\
192 ZiNst

o
31328] 1 U A1Z2yaZ2yZayaAst

X22(11 T
T A14ZZYA35L

X22X11 T
! ASYVENEVA N4 NVACPLE

s U AsZayaZayZaya\st

384 256
o2 o2
9262 U ASZE Asst — ﬁJ/\gzMzth/\m
o T (3) o T
+9—6‘L /\14Z2Y/\]4L—|— 6—4L ASVVANEVA N A NEVASAL
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oo — 1 o0 —1)?
(o2 — 1) CAZZE A+ %LT/VZzdeszzvd/\ﬂ}

LA

E.8 Calculode ¢, ¢,

Como €q_q, p =2 "(Arstu — ArsTUvW) = D "Agstu — 2_ "ArsTUVW

Logo substituindo temos que

X1,1

(801,002 — 1)% 1,1 X4 4 *x33 2
)y 1HVH Yy _A y A _ ) A A _ A Z
1 L[4 31—1—16 6 16 32+ g /'3 4 24) 2vdl
(8(01,002) — 13 1 1 -
o ogj] {24 T/\13Z /\34L + et TA13Z2yaZ2yZayal Asot
o
9363 UABZy) Ast— 6343 V' A13Z2yaZoyZayal\st
X33
96 T/\5Z /\34L — at ASZZdeZVZZVdA%L

X
4282 T/\13Z /\35L+ 4282 T/\gZ /\34L

=22, T"A13Z2vaZayZaya N2t + 3—2LT/\SZszZ2yZZyd/\30L

32
+4—8LTA13ZZYA]4L+ 48 T/\14ZZY/\34L
+3—2LT/\1322de2yZ2yd/\14L+ 32 Ly TA14Z2yaZ oy Zaya A0l
X332 2 T X332 2 T
N5 Z /\ ———="'Ag Z /\
92 BT 92 st
x330 x330
+ 3132822 U AsZayaZayZaya\iat — 3132822 U AsZayaZayZoyast
o330 x330
31392] )1 T/\5Z2y/\]4 _% T/\]4Z2Y/\5L
X33 x33%
313281 ! T/\SZZdeZVZZyd/\ML 31328” T/\14ZZdeZyZZyd/\5L

X2 2 X2 22X
+% T/\gZ /\14 —% T/\14Z /\35L

X22K11 T X22K11 T
NgZyyaloyLoya/\1al — v AaloryaloyLoyaNot

e 64
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+—J/\ ZE)Ast+ —LT/\Szzydzzyzzyd/\SL

384 256
2
O( (08
9262 T/\ Z /\ ﬁLT/\gZzdezyZzyd/\uL

o2 o2
+ 9161 T/\14Z /\14L+ 6]4]L ASVVENEVA N4 NLVASVLE

(062‘2— 1)2
4

—1
_'_(062‘2 ) T/\7Z /\7 +

) UA7Z2yaZryZoya A7t}

E.9 Calculo de d,,

€q,y —€q—qy,v
q
efetuando alguns calculos algébricos temos que

Como dg, , = , entao substituindo as expressoes de €4, € €q_q, 4, €

X1,1
—>=A
1)

X22

1 (80,1002 — 1) 1,1
{ (4 3

q_ = ) ; 0644/\ X33
]

16 ¢ 16

Az + Aszz+ —=Asz3—

dql Y =

(Z24— Z3,4)0

vd

(8101002 — 1) 1 1
_ (0102j) {ﬁLT/\B(Z( Z )/\34L+EL A13(ZVdZYZYd

—ZryaZlryZorya) Asol

X X
—ﬁLT/\L?,(Zg] — Z(3))/\5L — ﬁt /\13(ZdeyZyd — Zlydzlyzlyd)/\SL

96 64
X X3
9363 UAS(ZE) — Z5) Asar — 6—4J/\5(zydzyzyd — ZoyaZryZaya) Asol

22N (23— 7)) Asst+ Z22TAG( 2 — 2 A

48 48
X22 T
—35 "A(ZyaZyZya — ZayaZayZaya) Mt
+3—2 LTAS(ZdeyZyd - ZZdeZyZZyd)A3OL

—I——L A4 (Z Zzy)/\ml‘f— OC—LT

i LAY - 25 Ao



130 APENDICE E. CALCULOS DE ¢ EM RELACAO AOS PARAMETROS v.

x
+35 VA3 ZyaZyZya — ZayaZayZaya) Arat

X
—f—% LT/\14(ZdeVZvd — ZayaZayZaya) Asol

X33
+ 31’3922’2 LT/\5(Z$] — Z(Zi)/))/\35l,

3300 X330
31’3922’2 UAS(Z) = Z5))Ast + %SZ’ZLT/\S(ZvdZvad — ZayaZayZaya) Aot

o3 30
B 31‘3282‘2 UAs(ZyaZyZya — ZayaZoyZaya) Ast

X33X11 T (3) (3) X33X11 T (3) (3)
192 L AS(ZY —Zzy)/\mt— WL AM(ZY —Zzy)/\5L

X33
3)1‘328]‘1 LT/\5(ZdeyZvd ZoyaZayZaya)Mat
X33
31’3281’1 LT/\14(Zdevad ZrvaZayZaya) Ast
Xy 22X Xp 22X
%LT/\g(Z? Z(Zi/])/\mt - %LTAM(Z@ N Z(Z?)A%L
X22X11 T —
e " N§(ZyaZyZya — LayaZayZLoya) Aat
X2 2
224 = U A(ZyaZyZya — ZayaZoyZaya) Mint

o2 o2
+ﬁ UAS(ZE — ZENAst+ ﬁLT/\S(zydzyzyd — Z2yaZryZaya) Ast

OCZ OCZ
— e UAS(ZY) = Zy) Asst = 22 As(ZyaZy Zya = ZayaZayZoya) Aot

od od
—{—JLT/\M(Z(?’) — Z(zs))/\mt + JLT/\m(ZdeyZyd — ZZdeZVZZVd)/\ML
926 Y v 64

X 1 2
—1—7( 2’24 ) U A(ZD) —Z(;Y])/\n
(20— 1)?

) UANZyaZyZya — ZryaZryZoya) A7t}

+



Apéndice F

Calculos de ¢ em relacao aos
parametros > e v.

Neste apéndice apresentaremos os calculos de obtencao de A’s com 4 indices e

6 indices e, também os €’s e assim como os calculos de obtencao de d,, 14, gy

dp, gy € dq py -

F.1 Calculo de \gsiy

Como Agsy, = KRSKM(Kes KW 1 KISY), logo substituindo os cumulantes temos

que:
N2 — h'?
}\RStu:KRSKtuZ TZ—; R S t, u
— ¢7
2 h'y
A “202—3 R,S,t,u)y) — 0+ 0]
= ol
assim
1 oy h'} o371+ 2000 v h'y
Arsin = KROKM = (=22} —L(R,S, t,u) — ————=° (R, S, t,u))]
RSt 4 4 ; d)% 2 ;4)3
Portanto
" asoh
Mest = 3152 RIKE(S)) (LK)
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0o 2020 Wy RS (81, (1)K e
8 1

F.2 Cilculo de Y 'Agsi

Calculando Y ' Agsi,, logo temos que

S Mrs=Y {Z ﬁ‘;zz); RIKES(S)0) (1)K ™ ()

%mgimwm(sm((t)th“(uhﬂ}

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos que

12
3 As = Z ";“622)3 (3 /RIKES(S)(Y (1)K (u)y)

%2“20231(2 ,(R)lKRS(S)L)(Z (1) K™ (u)y)]

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

8 (8 —1) &«
Z /}\RStu - ©.1000 (:,1,0,0,2) Z[ 1462/\41(2‘[3&1)(2‘1@11)
1=1
x31+ 2
%AZL(ZﬁdH)(ZVdH)]

logo escrevendo na forma matricial temos

o d —1 2
T T

portanto

) ) —1 2
Z Asen — (0,1,0,0,0)( (:,1,0,0,2) )tT(o;z’z/u B w/\z)zﬁdzyd

Como todas as matrizes sdo diagonais, entdo podemos ainda escrever da

seguinte forma

d d —1 2
3 s = Sereoolberoon Tl ey, Gt 200,07, 7
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o h/z
A= o5

em que Ay = o

hl

F.3 Calculo de A7

Como Agru = K“Km( reU KLET)+K§L‘)), logo substituindo os cumulantes temos

que:
1 oo h't 31+ 2020 h'y
s :KrSKm_ o he _l . )
Arstu (5 ;d)%(r,s,T,uh — ;d)z( s, T W)—
20+ K31 h1by — 2h'} 1
(—— ) + 0]
Py
assim
X422 hl

ArsTu = (MK (s)) ((THK™(W))—

3
161](1)

_%2“20223;(( DTS (TR )+
=1

n " ) 12
22080 57 BB S (ks (K™,
1=1 l

F.4 Cilculo de > '\

Calculando Z' ArsTu, invertendo os somatorios e rearrumando 0s termos temos

n 12
> M= %(Z (KEs)0 (S TR (U))—
=1 1

_%2“0 S %(Z (K (s)) (S (T (W) )+
1=1

n " . 12
ety IS k(s (MK,
1=1 t

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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o2 o371+ 2000 w
Z ArsTu = %2 Z Aa(zpa, ) (Zya,) — % Z An(zpa, ) (Zya, )+
1= 1=

®0+ %31
— 5 Z Niolzpa, ) (Zya,)

=1

logo escrevendo na forma matricial temos

) ) _ o ®31+ 2
Z P 0,1,0,0,0)(8(0,1,00.2) 1)”( 4’2/\4Zf3dzyd B M/\Zzﬁdzyd‘{'
4 16 8
Koo+ o
M/\wzﬁdzyd))

2

assim

8(0,1,0,00)(8(0,1,00.2)-1) X42 o371+ 20000
Z/)\TSTU: : 2o Pl (S2A, - =2 SVACES

4 "6 8
20+ 31
2

Como todas as matrizes sao diagonais, entao podemos ainda escrever da

A10)ZgaZydl

seguinte forma

) ) _ x o371+ 2
Z'Arsmz (0,1,0,0,0)(10,1,0,0,2) ])LT( 146,2/\4_ 3,1 - 2,0
X20+ 31
2

Ao+

A10)ZgaZyal,

h" ¢ —2h'}

em que Ajq = R

F.5 Calculo de Agstunw
Como Arstume = KRKTUKY{K g, (Kste — K ) Ky (K — KO )+ KIK G + K K,
Krstu = 0, Ksuw =0, K(Slvlv) =0, K(S\V/VJ =0e KST) = 0 logo temos que:

ArsTUvw = 3 KFSKTUKYWKgruKsyw, €ntdo temos que

T Rsu U, | & 3
}\RS'IUVWZZK K™K (z;ABI(RaTau)I_T;ASI(RaTau)l
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(XZZZ/\SL R, T U) + &Z/\m R, T, W) (— a0 T O ZAZi(S’V’W)i)
=1
assim
Aty = — 2022 Z s (V) K () ((S)eKFS (R ((T)K MUY ) A s
 Sasloao+ o) Z A (VK™ () ) ((S)KRS(R)) ((T)K (W) ) Asy
o m2ot il Z AWK (W) ((S)KRSR)) ((THK™(W)) Agy
e Z A )™ ))((S) KRR (THK ML) A

F.6 Calculo de > 'Agstuv

Calculando Z/?\Rsmvw, invertendo os somatorios e rearrumando os termos
temos

3 Mrstumy = — 2L ZAZI S WK W)Y (S)K(R)Y
(> (MK™MU))A3

23l e %31) ZAZIZ JK™ WD) SIKERIDD_ (MKMW As

_oaaloag + o) ZMZ JK™w)) (3 (KPR (MK (WA,

R “zo + 0s1) Z/\zl S/ @IK™ WY (S)KRRINY(TIK™MW ) A

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

%20 + X317
D Arstivw = — 2‘016 213 Asilzya,) (zy) (2va, ) Aiat
=
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a3 3(00+ oz 1) e
T 64 1Z1 AZi(ZYdii)(Z"Yu)(zydu)/\,’-}l

o000+ a31) ©
o 32 ; /\Zi(Zde)(Z‘Vu)(zydu)/\&

IR (o204 31)
32

D Aailzya) 2y (zya ) Aa

1=1

logo escrevendo na forma matricial temos

) ) —1
Z "ARSTUVW = — o1.000 (Z] 000~ 1 01—2“31 VALZyaZ, Zya st

5(0,1,0,0,0)(5(0,1,0,0,0) — 1 )2 063‘3(062,0 + 063,1)

+ i o VUA2ZyaZyZya\st
d d —1)?

d0,1,000 (21,0,0,0) ) ocz,z(oczéoz—I— *31) T AT aZoZ et
o d —1)?

80,1000 (2,1,0,0,0) ) 061,1(0623,02—1— ®31) T AT aZoZyaA st

F.7 Calculo de Arsiovwv

Como Arsuow = KRSKUKWKpey (K532 — K() + Krea (5572 — Kgn) + Ki Ky, +
KWK Ky = 0, Ksuw = 0, K&, =0, K =0 e K = 0
logo temos que:

Arstuvw = KRSKWKYWK g, (Ksvw K (V)| entao temos que

20+ 31

2 Z/\Zi(th)u’)i)

=1

Arstuvw = KKK (—

1.1 ¢ *x33
—(EL;ABL(SMW)L——;M (S, V. W)y

"‘“ZA&S vwwﬂz/\ms VW) — =22 LY An(s, VW)
=1 =1

assim
020+ 31

> Z/\Zi(R,t,u)i)

=1

Arstvw = KKK (—
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Z/\gms VWI—&ZA}HS V. W),

(XZZZAm S VW)l—f—ﬂZ/\Ml S, VW)

Portanto

Arstuviv = — “2"*“3‘[&1 KR (RIKE(S)) (V) K™ (W) Aol

+aleot o) Z/\zl KW ) (RIKR(S)) (V)K W (W) ) Asy

o2tz t o) ZAZI DK (RIKF(S) ) (VIK (W) Ar

“11“20”31 Z/\zl £)iK (W) (RIKFE(S)) (VKW (W) ) A

F.8 Calculo de > 'Apsiivw

Calculando Z’?\Rgmwv, invertendo os somatorios e rearrumando os termos
temos

S Arseaw = — “2°+°‘3‘ZAZIZ SR (Y (RIKE(S))

(D (VIKWYW)) Azl

+O¢ssfxzo+°¢3l ZAzl D WKMWI(Y_(RIKE(SIY_ VKW W)As

LCR] °‘2°+°‘3‘ Z/\h D KM W) R)IKEES))D(VIKW(W) )AL,

_ % “20“‘31 Z/\zl YK W RIKESIY(VIKW W) ) A

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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oot
D Arstoww = 20— Z A2i(zpai ) (Zyi ) (Zya ) Az

16 -
o33(xX20 + .
+ 373( 2;4 3’1) Z/\Zi(zﬁdﬁ)(ZViL)(Zlel)ASI
=1
0 2(xo 0+ .
+ 272( zéoz 3’1) Z/\Zi(zﬁdﬁ)(Z‘Vil)(zyd”)/hﬂ
1=1

IR (o204 31)
32

D Mailzpa) (2, (Zyva ) A

1=1

logo escrevendo na forma matricial temos

Y Aesuony = _5(0,1,0,0,0)(5(10,61 000 = )7 oz, 012“3 " ALZpaZy Zya ol
+5(o,1,o,o,0)(5(10,61 000 —1)? “3»3(“26‘2 +o31) U A2ZgaZyZya st
+5(0,1,0,0,0)(5(10,61 000 = 1) “2*2(062;2—'— %3,1) VA ZgaZyZya Aot
_5<o,1,o,o,0)(5<10,61 000 = 1) o, (“2302 T O51) TN, 7007, Zya At

F.9 Calculo de A .;7ivw

Como A v = KT KTUK WK iy (Kettw KSW)+K Tu (K KSWHKrT Ks‘j&+KL‘T” W,
Kirv =0, Kymu =0, Kguw =0, Koy =0, sz—o KTT _O sz—o KRt =0
logo temos que:

ArsTuvw = 0

F.10 Calculo de Y 'A v

Como A.squww = 0, logo temos que Y ' Asruvw = 0

F.11 Calculo de Agsiyvn

ComoO Agstun = KRSKIK Koy (K52 — KEY) 4 Ky (Ko — KLY + KRIKE + KRIK Y,
Ke =0, Ky =0, K§) =0 e Kyl =0
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logo temos que: Agspunmw = ]iZKRSKwKVW(ZKRtVKSuw + 3KreuKsvw)

logo substituindo as expressoes dos cumulantes temos que

1
Astuan = 5 KEKUK(— 20T %50

Z AZi(R) t) v)i)
2 2 &

X201 X3

> ZAZl(Sau>W)1)

i=1

00+ 031 20+ %31 -
+3(— 20T Z AR, t,u);) (— 22 T 30 Z Axn(S,v,w))]

(_

2 2

Assim

2 n
Nesian = 20 0§ s ((R)KE(S)) (DK ) (VK™ ()0 A

i=1

Oczo + “31 Z/\zl £):K™(1w) ) ((R)KR(S)) (W) K™ (W) ) Axn

Calculando }_ 'Agsuww logo temos que

2 n
3 Mestane = 3 (1920 BT 5 AL (R)KS ()1 (KM (w))

i=1

(WK™ (W) Az
0620+OC31 ZAZI (DKW (R)K(S))(v)K™(w)) Az

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos

2 n
3 Meseun = 20T IS A (57 RIKE($)) (Y (KM (w))
i=1

(> VK™ (W))An
oczo—i— o31) Z/\m Z £): K™ (w); )(Z "(R);KRS(S)y)

(> VK™ (WA
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Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

"\ (o0 + ®31)? = A A
Z RStuvw — T Z 212y 2B 2B/ 2L

i=1

(@204 x31)%
+T Z /\Zizﬁdiiz"\/ilz‘ﬁdu/\m.

i=1

logo escrevendo na forma matricial temos

® 0+ x31)2 0% (80,1002 — 1)
3 Mrseun = 12207 B0l 201000701 [tr(A2Z (2P As)T)

3
+§J/\zzﬁdzyz@d/\zq

F.13 Calculo de A\ i,vw

Como Astovi = KTSKMKYWIK (K —KU)  Kgu Kovw —Kip) KK S A+ KR D,
KsWZO’KSVW_O’KsW_OeKsW_O
logo temos que: Aysnow = K KMKYWK o Ksuw

logo substituindo as expressoes dos cumulantes temos que

20+ 31
2

1o s 0o+ K31 —
ArstuVW:gK K* KVW(— E /\Zi(rytv)i)(_izp > E An(s,u, W)
i=1 i=1

Assim

ety =~ 20 1§ () K (OKV ) (VKW A

i=1

F.14 Calculo de > A v

Calculando }_'A;swvw logo temos que
I ZAzl K™ () (1) K™(V)y)

(V)iK"W(W))An)



F.15. CALCULO DE Agstuvw

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos

’ o _(OCZ,O+OC3,1)2 = / TS / tu
2 Mrsoww == ) Anl) KPS (KM (V))

i=1

(> (VKW (W) )AL}

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

(020 + 31
D> Arstuovw = Sy Z Aailzp ) (zp ) (2y ) AR

i=1

logo escrevendo na forma matricial temos

Y7 (80,1002 = 1) (020 + x31)?
Z ,ArstuVW: - ©.10.001 4 ( 20 24 3‘1) tr[/\ZZY(Zg)AZ)T]

F.15 Calculo de A, 1w

ComO Arsruw = KKK K, (Kt — KUY 4+ Kppuu (K — KGY) + KIYKGY + K

Kiu=0, Ky =0e k¥ =0
logo temos que: Ay = KSKTHKYW (Ko — K
logo substituindo as expressoes dos cumulantes temos que

20+ 31

ArsTlew = KrSKTuKVW(_ 2

Z Aai(r, T v)i)
i=1

1T o0+ a3

(g(— 5 Z/\zlsuw) —HXzoZ/\ﬂSUW))

i=1

Assim

= Moo —
Arsti = KT KUK (2202250 57 A, Ty (20200 Z Anls, U, w),

2

F.16 Calculo de > A

Calculando }_'A.srunvw logo temos que

S Aot = 3 KK 2207 231 3 Anln Tl
i=1

141

K&,
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11 —
Hoae — 5 Z/\21 s, Uyw)

Invertendo os somatorios e rearrumando os termos temos

, oot azy g — a3
Z ArsTlew —_— 2 12

ZAm S MK MKMW K™ w)) Az

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

0o+ 31 1120 — 31 —
Z /ArsTlew - - 20 7 > 2’(1)2 A Z AZi(ZBiL)(ZYn)(Zﬁu)All

i=1

logo escrevendo na forma matricial temos

1Mo — a3 1) 8 (301002 — 1)
Z At — — (o2 + Oéw)é4 %20 — *31) ©0,1,00,0) (:1 0,0,2) tr{ALZ (Z}gz]/\z)T]

F.17 Calculo de €, 43,

Como €1 qpy = Z,)\RStu+Z,)\rsTu_Z/ ARSTL[\)W_Z,)\RStuVW_ZI ARSTL[\)W_Z,)\RStuvw_
Z,}\TsTuvw - ZI )\rstuVW
Logo substituindo temos que

8(0,1,000(00,1002 — 1) 1, « 31+ 2
€ptapy = ( : B ) (220, — 2 Z’OAZ)ZBdZvdL)
4 16 8
+(5(0,1,o,o,01(5(o,1,o,o,z)—1) O 064,2/\4 Cxgit Zocm/\er
4 16 8
Koo+ o
%/\mﬂmzydt)
5 (6 — 1) 00+
(- Se1000 (21000 2016 3,1 T PAsZoaZo ZaA st
8(0,1,000)(8(01.000 — 1)? atz3(020 + x31)
i (0,1,0,0,0) (Z ) 33 zéci1 3.1 LT/\ZiZdeyZydASlL
= 0(0,1,000(8(0,1,000 — 1)2 oa0(000 + *31) T AnZaZ Zoahsit

1 32
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8(0,1,0,0,0)(80,1,000 — D a1 1( 020 + 31)

— ) 3 UARZyaZyZyaAat)
) ) —1)?
(- 0,1,0,00)( (10,61 0,00 — 1) 062,01-1-6063‘1 U AZpaZ, Z a0l
) ) —1)2
(0,1,0,0,0)( (10,61 ,0,0,0) ) 063,3(062é2+ 063,1) LT/\ZZﬁdZyZyd/\SL
) ) —1)?
n 0,1,0,0,0)( (10,61 10,0,0) ) az,z(oczéoz—i- ®31) LT/\ZZBdZyZydA1ZL
) ) —1)2
B (0‘1‘0‘0,01( %og ,0,0,0) ) X1 (Oézéoz-f— 063,1) LT/\ZZﬁdZyZydA14L)
—0
282 (6 —-1)
— (20 -21—4063,1) (0,1,0,0,0) (:,1,0,0,2) [tr(/\ZZy(Zg]/\z)T)
34
ot AaZpalyZpaAal)

2
(020 + 031) (1120 — 3.1) 8(0,1,0,0,0)(810,1,002) — 1)

-(= 24 4

trlA2Z, (2 A2))

2
6(0‘1‘0‘0,01(6(0‘1‘0,0,2] —1) (020 + 0t31)?

—(- i S rlAZy(Zg AT

Assim

8(0,1,00,0)(8(0,1,0,0,2) — 1)LT( %ap,  G31t 20020

€pta,py = 7 g M————
X0+ &
+%A1O)ZﬁdzydL
8(0.1,000)(801002 — 1)? 1, %20+ 31 o33(0020 + 031)
O Ly BET2OT BN
16 T 13 32 >
0 2( X204 0t31) 0 2( X0+ o371)
220 T BNy — 2EET TN
32 8 64 12
3 4
+( X1+ )((XZ’O—'—063’])/\14)ZdeyZ(3d/\2L

64

143
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52 (& —1) 2
~ 9(0,1,000) (:,1,0,0,2) (OCz,o -11-6063,1) LT/\szgdZnysd/\ﬂ

2
816.1000)(80,1,002) = 1) (020 + 0t31) (30020 — 43.1)

+ 4 3

trlALZy (25 A)T]

F.18 Calculode > "\A's

Para o calculo de )} ” dos A's o resultado, sera a mesma expressao do ) '
dos respectivos A’s, para os parametros {3 € vy, s6 que, com o posto da matriz
reduzido, ou seja, sera feito uma particao da matriz da forma a seguir

XZ(% iz)mp> Q:<Q1 Qz)X

nxq

de modo que %Mpl, Xzuvio v Qlneay © Q2 oy onde todos os calculos
serdo feitos substituindo o X pelo X;eQ pelo Q».

F.19 Calculo de > "Agsy,

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

d d — 1 2
3 PAgsws = 2010001 TR )J((’;‘EZAPMAZ)ZZMZW

F.20 Calculo de > "\

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

Ao+

) ) _ x o371+ 2
Z”?\rsmz (0,1,0,0,0)(4(0,1,0,0,2) 1)LT( 146,2/\4_ 3,1 - 2,0
X201+ 31

> A10)Z2paZoyat

F.21 Calculo de > "Agstuww

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos
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801000801000 — 1% 20+ 031
Z "ARSTUww = ——— 1 ’ 16 " A2ZovaZoy ZoyaAisit

5(0,1,0,0,0)(80,1,0,000 — D 3 3( 020 + 031)

+ 1 oA LT/\2Z2deZVZZVd/\5L
d d —1)?

80,1000 (2,1,0,0,0) ) az,z(oczéoz—i- o3,1) T AaZayaZoyZayalst
d d —1)2

B 0,1,0,0,0/( (Z,Lo,o,m ) o ((Xzéoz-f— x3,1) LT/\ZZZVdZZyZZVd/\ML

F.22 Calculo de > "Agsiivw

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

8(0,1,000)(8(01000 — 1)? 20+ 31
Z "ARstuvw = —— ) (1 ‘ ) : T = A2Z2paZ 2y Zaya\z0l

8(0,1,0,0,0)(0(0,1,0,0,0) — 1)2 o3 3(x20+ t31)

—+ 16 o4 LTAZZZBdZZVZZVdASL
) ) —1)2

n (0,1‘0,0,0]( (1oé1 ,0,0,0) ) 062,2(062;2-1— 063,1) LT/\ZZZBdZZVZZVd/\uL
) ) —1)?

B0,1,000( (1oé1 0,00 — 1) 061,1(062302—1- o3,1) T AsZapaZay Zayaiat

F.23 Calculo de ) "Auvw

Como Asuvw = 0, logo temos que Y "A.smuvw =0

F.24 Cé.lCl.llO de Z //}\RStu\)W

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

2
Z " (20 + x31)%801,0,00(8001,002) = 1)
RStuvw —

24 4

[tr(A2Z2y (Z55A2)T)

3
+ 5 V' A2Z2paZ2yZapaA2u
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F.25 Calculo de > "Auvw

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

52, (8 ) 2
Z //}\TstuVW - ©.1000 (4(?’1’0’0‘2] (062‘0 ;4063,1) tr[AZZZY(Z(ZZBJAZ)T]

F.26 Calculo de > "A v

Identificando os elementos das matrizes e substituindo temos

o+ o31)(1Totao— oz 1) O (80,1002 — 1)
Z N (o 3,1)24 20— ®3.1) 0(0,1,0,0,0) . tr[AZZZ‘y(Z(ZZﬁ]/\Z)T]

F.27 Calculo de €(p+q)—(p1+a1)l,By

Como
El(p+q)—(p1+a1)py — Z //)\RStu + Z //)\rsTLl - Z //)\RSTL[VW

E " § " E " § " E "
- )\RStuVW - )\RSTuVW - )\RStuvw - )\rsTlew - )\rstuVW

Assim
0(0,1,00,0) (00,1002 — 1) 1, Xa2 3,1+ 2020
€l(p+a)—(pr+a1 ) By = 7] - =N
X0+ &
%AWJZZBdZZydL
8010008001002 — 1) 5 20+ 031 o3 3(00+ oz 1)
0L %A, 2331820 T A1)
+ 16 L T 32 5
200+ oz 1) a0 0+ o3 1)
X0 T O51) \ X22020 T %)
32 8 64 12
311+ 4) (20 +

o4

82 (80,1002 = 1) (0204 31)?
~ %0,1,0,0,0) ; 2,0 = 3,1 LT/\ZZz(gdevZZBdAZL

2
810.1000)(80,1,002 = 1) (020 + 0t3.1) (30620 — 03.1)
4 8

trlALZoy(Z53A2)T]
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F.28 Calculo de d, .4, 3y

C€p+a,By Clp+a)—(p;+ay)l,BY
P11+

€ptaby € Elpra)—(pi+a1),py, 100 temos que

Como dp,1q, py = , entao substituindo as expressoes de

1 010,1,000)(0(01002 — 1) 1, Xa2 31+ 2000
d - 27, — 2T E020
P1+q1,BY P +q1 4 L ( 8 4 4 2
Koo+ &
%/\10) (ZpaZya — ZopaZayalt
8(0.1,000)(801002 — 1)? 1, %20+ 31 o3 3(0020 + 031)
0T X3l 5,y X33%20 T A1) )
+ 16 s T 32 5
o 2( X204 0t31) 0 2( X0+ 31)
20207 %31) \ S22%20 7 A1)
32 8 64 12
(Botr1+4) (20 + x371)
SR SAadtL 20 T )] ANalZyalyZpa — ZoyaZoyZopa) Aol

64

&7 (8101002 — 1) (x20+ x31)2
— (010,00 ) 20 16 > UANZpaZyZpa — ZapaZayZapa) Aot

2
6(0,1,0,0‘0](6(0,1,0,0,2] — 1 ) (O(z‘o + *31 ) (30(2‘0 — 063,1)

(2)
n - 3 tr[AL(Z,(ZA)T
—Zzy(Z(zzﬁ)/\z)T)]}
F.29 Calculo de ¢ q)-(p)),py
8101000801002 — 1) 1, a2 x31 1+ 2020
€((p+a)—(p1)],By = q L ( g M———F Az
X0+ &
+%A10)226dzydt
8(0.1,000)(801002 — 1)? 1, %20+ 31 o33(0020 + 031)
0T Xl A, 233020 T A1)\
16 T 13 32 >
0 2( X204 0t31) 0 2( X0+ o371)
20207 %)\ K22%20 7 A1)
32 8 64 12
3 4
+( X171+ )((XZ’O—'—as’])A14)ZdeyZZ@d/\zL

64
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52 (& —1) 2

2
8101,000(0001,002 = 1) (a0 + a3.1) (30620 — x31)

2
7 3 tr[AZ, (25 A5) "]

F.30 Calculo de d, g,

Ep+4q.By " Cllp+a)—(p1)],BY
P1

entdo substituindo as expressoes de €,.q.p8y, € €((p+q)—(p),py 1080 temos que

Como d,, gy =

’

T 8101000001002 —1) 1, Xa2 ®31+ 2000
d I y 1HYHY, y 1HVYHYy y /\ _ y ) /\
P1,BY .p]{ 4 L ( 8 4 4 2
020 O3 p N (ZoaZod — ZopaZ
2 10)( Bdtyd — £2pd yd)L
8010008001002 — 1)? 5 20+ 31 o33(0000 + x371)

y 1HVHhY, y 1HVh Yy ) y /\ _ y ) ) /\
16 AT 13 32 5
o220+ a31) o 2( 020+ 0t31)

) > A — ) > A
32 8 64 2
(3ot +4) (20 + x3,1)

_|_

a Mal(ZyaZyZpa — ZyaZyZopa) Aot

52 (5 1) 2

4 16
&7 (8101002 — 1) (20 + 0t31) (3020 — x31)
L 2001000 . 20+ X371 : 20— &3] tr[/\z(Zy(Zg]Az)T
—(ZZ5A) M)
F.31 Calculo de € q)—(q;),8v
0(0,1,000(0(0,1.002) — 1) 1, xa2 31+ 2020
Cltp+a)—(a,py = 4 3 8 Aa— 4 A2
wA]O)ZBdZZydL

2
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8(0,1,0,00)(8(01,002 — 1)? T 20+ &34 o3 3(X20 4+ 0t31)

A1z — A
+ 16 S T 32 5
o200+ x3 1) o200+ oz 1)
2220 T TNy — 2RO T T A
32 8 64 12
3ot11+4) (0 +
+ SR )6(4 20 31) A1a)ZryaZoryZpa/\st
52 (5 1 2
= 000,1,0,0010(0,1,002) (020+ x31) T AoZ paZoyZpalot
4 16
82 (0101002 — 1) (020 + 3000 — &
| 2101000 (020 31) (320 3’1)tr[/\zZZY(Zg)/\2)T]

4 8

F.32 Calculo de d, 3,

E€p+4q,By " €l(p+q)—(qq1)],By
qi

entao substituindo as expressoes de €148y € €((p+q)—(q: 1,8y 1080 temos que

Como dg, gy =

’

1 8001000001002 —1) 7, Xa2 31+ 20020
Ay, gy = —(2©1.000/12(0,1,00, 20, -3 oA
a By q1{ 7] L ( g 1 2
020 £ O3 N N ZoaZod — ZoaZ
f 10) ( Bdlf~vyd — £pd Zyd)L
8010008001002 — 1) 1 20+ 031 o3 3(x20+ x31)
0T % A, 233820 T A1)\
16 T 13 32 5
o200+ x31) o0+ oz 1)
K20 T O]\ H22020 T 1)
32 8 64 12
3ot11+4) (0 +
+( AR 3’1)/\14)(Zydzyzﬁd—ZzdeZyZ(Sd)/\zL

o4

52 (8(0,1,002 — 1) (020 + 03 1)2
- (0,1,0,0,0) i ( 2,0 Tz 3‘1) LT/\Z(ZﬁdZVZﬁd — Z(stZyZBd)/\ZL

2
5101.000(0101,002 = 1) (a0 + a3,1) (30620 — x31)
4 8

~Zn(ZF AT

+

trA(Z, (25 A2)T
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Apéndice G
Calculos dos §'s.

Neste apéndice apresentaremos os valores dos &’s associados a correcao de
Bartlett para cada distribuicao na classes dos modelos nao-lineares simétricos
heteroscedasticos. A notacéo t\" e d(abcde) €stao definidas em 2.3. Vale
salientar que para as distribuicoes simétricas temos que para dgpcde SE.

(Ta+2b + 3c +4d + e) for impar, entao dqpc,a.e = 0.

G.1 Distribuicao Normal

Seja y1 ~ N(u; 1) com funcao densidade, € dada por

T(yy e, P) = mexp {_1(y1— ul)z} e ¢(0) =2

20 /b
Como a funcao € normal, logo g(z,) = —% entao temos tg] = —z1, tﬁf) =—le
t2) = tl¥) = 0. Usando a notacao d(abc.ae) € efetuando os calculos, temos que:
820,000 = 1, 821,000 = —1, 8(00,1.01) = 0, 8(0,0,1,03) = 0, 8(4,00,0,2) = 15, 8(1,0,1,00) =
0, 821,002 = —3, 8(0,00,1,00 =0, 8(0,00,1,2) = 0, 80,1000 = =1, 81,2001 = 1, 820002 =
3, 8(0,1002 =1, 8330001 = —3.

G.2 Distribuicao de Cauchy

Seja yp ~ C(uy, ¢;) com funcao densidade, € dada por

. . 1 Yt — K21
TE(ybubd)b])—C(O,],])\/a[1+( \/a )] ’

151

onde C(0,1,1) =
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Como a funcao é de Cauchy, logo t(z;) = log(L[1 +z{]7'). Ainda temos tl) =
2zwy, onde wy = 11+ 2777, t&) = 2w, + 422wl e t2) = 122w + T6ziw? e, tf)) =

12w? + 96ziw? + 96ziw]. Usando a notacdo §,pc.ae € efetuando os calculos,

temos que:
82,0000 = 1/2, 8110100 = 1/8, 8100012 = —3/4, 8100101 =1/2, 801002 = 1/2,
11001 = 0, 840002 = 5/8, 800010 = 2/4, 821000 = —1/8, 820002 = 3/2,

80,1000 = —1/2, 800,103 = —1/2, 830,001 = —1/2, 82,1002 = —3/4 .

G.3 Distribuicao t-Student

Seja y ~ t(w, ¢1,v) com funcao densidade, € dada por

. _ V2 YL— Ko (v1)2
ﬂ(yb M, d)L)V) - B(]/Z,'\//Z)\/a[’v—{—( \/a ) ] )

v >0,

Como a funcao é t-Student, logo t(z;) = log(ﬁhf + 2]~ (+1/2) entao

822wl Azwi | 6w
temos ’t(zL = 2zyw,, em que wy = —Z(Viilz), til) = 2w, + 3+1 D) = V‘i]‘ (Vi”;,
2
ty, = Zjﬁ + 3(%1‘1?5 + 7(631‘1% Usando a notagao 84 p.c.q.) € efetuando os calculos,
temos que:
v 6 (v2) 6 (v-19 120 _
82,0000 = 13 2(1,01,00 =~y iEivin 000012 = o3 (vis Trsing): 20,0101 =
v3)v5)° ©(0,1,00.2) = 33y (11,001 = 3)vt5) Y(4.0,0,0.2) T i3jvi5)(v+7)’ ©(0,0,0,1,0) =
6v+)(v+2) s v 5 _ 30+ s _ ) s _
(V(V+5)(V+7)’ (2»1»O»O»OJ - V(V+3)(V+5)(V+7)’ (2»0»0»0»2J - (V+3) ’ (0»1»O»O»OJ - (\)+3] ’ (0707]70)3) -
63v5) & __ 3vn? g _ 3(vH1)2(3—w)
v13)vr5)° 93,0001 = T35y ©(2,1,00.2) T I35 v17)

G.4 Distribuicao t-Student generalizada
Seja y, ~ tG(w, ¢, 1, s) com funcao densidade, € dada por

sT/? _
Y PLI)] /2 >0 e s>0.

ﬂ(yl; M, (bb T, S) 1/2 T/z \/7 S+ ( \/— )

Como a funcao € t-Student generalizada, logo

s7/2 Yr— Hiy2
t(z1) = log( [s + ( )2~ (/2
B(1/2,v/2) Vo
2 3
entdo temos t = 2z;w;, onde wy = — r+12]) t2) = 2w+ 83:;%, 2 = 2‘5‘:1”% —1—%‘1—1“]?,

2(s+z;
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tZL = erf + 383i11“ﬁ + 7(65_7:1W1 Usando a notacao d(qpc.ae) € €fetuando os calculos,
temos que:
5 _or(r+1) 5 ____er(r+1D) 5 _6(v+) 5 _er(r—19)(r+7)+120
(2,0,0,0,0) = Sr53) ©(1,0,1,0,0) = T 5H3)r5)° ©(0,0,1,0,1) = RBF3)(v+5)’ ©(0,0,0,1,2) T TS5 3)(r45)(r+7) °
6 . 3—r 6 . T(T‘Z—]) 6 . 15T(T+])3 6 o —3T‘(T+1 ]2 (T—s)
(0,1,0,0,2) = +53)° Y(1,1,0,0,1) = 5r13)(r45)* ©(4.0,0,0.2) = S5 3)(r15)(r17)* ©(21.0,0.2) = S 3)(r45)(r+7)°
5 _er(r+1)(r+2)
(0,0,0,1,0) — 2 (T+5)(1+7)°
5 )3 (r+2) 5 ~_3(r41) 5 _ (1)
(2,1,000) = T 33 15) (7 17)° ©(2,0,0,02) = 5733)° ©(0,1,000) = T3
5 __ 6(3r-5) 5 - 3T(T+1]z
(0,0,1,0,3) = 43)(r+5)7 ©(3,0,00,1) = T S5H43)(1+5)

G.5 Distribuicao Logistica I

Seja y ~ LI(w; ¢1) com funcao densidade, € dada por

_(Ul*lll)z
lye i dy) = —— eXp{ v } e ¢(0) ~ 0,673718238.
c(0)vPr(q +exp{_(y%1)z})z

O (rrexp{ e}y
derivando t(z,) em relacao a z;, temos tg) = —2z1wy, onde wi= (e & )/(14e4),
) = 2w +222(w2—1), t&) = 6z (W2—1)+4z3wi(wi—1) etV = 6(w2—1)+24z2w, (Wi—
1) + 4zt (w? — 1) (3w —1).

Usando a notagao (4 .ae) € efetuando os calculos, temos que:

020000 ~ 1,477240176, 810100 ~ —4,259052264, d00101) ~ —1,27916363,
010,001.2) ~ 2,65931983, 801002 ~ —2,013783934, d(110.01) ~ 2,756409976,

04,0002 ~ 46,76577386, 821002 ~ —10,92854975, 800010 ~ 4,2599052264,
0121000 ~ 4,153806544 820,002 ~ 4,013783934, 801000 ~ —1,477240176,

3(0,01,03) ~ —0,508877866, 5(3,0,00,1) ~ 46,76577386.

Como a funcao € logistica I, logo g(z;) = log( ), entao

a
E

G.6 Distribuicao Logistica II

Seja y, ~ LII(yw; ¢1) com funcao densidade, € dada por

1 exp{—(a)
c(0)v/dr (1+ exp {_(yl—m)})z'

Tt(yy ey, P1) =
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exp{ (140}
Como a funcao € logistica II, logo g(z|) = log(ﬁ L ), entao
(1+eXP{—(%J}JZ

derivando t(z) em relacao a z;, temos tg) =(1—e®)/(1T+e =), t(zf] =—2e 2/(1+
e )2, t0) =2(e 2 —e ) /(1+e )3 e’tZl = 2(e3n —4e 2 —e7a) /(1 4 e 2)4

Usando a notac¢ao d(qvcae) € efetuando os calculos, temos que:

0(2,0,000 = 1/3, 8010100 = —1/15, 8(0,0,0,12) = —0,11401, 8(0,0,1,0,1) = 1/6, 8(0,1,00,2) =
—0,42996, 811,001 = 1/6, 840002 ~ 1,99131, 800,010 = 1/15, 821,000 = —1/15,
0(0,1,00,00 = —1/3. 8(0,0,1,03) = 0,64493, 830,00,1) = —2/3. 82,1002 ~ —0,21932 .
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