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Resumo

A maior parte dos modelos desenvolvidos em teoria dos jogos considera que os jogadores sao
conscientes de toda a estrutura do jogo. Contudo, alguns trabalhos mais recentes tém modelado
situacoes de jogos nao-cooperativos onde é possivel que um jogador seja inconsciente de agoes
disponiveis a ele ou a outros jogadores.

Nesta dissertacao, nés damos os primeiros passos para estender modelos de jogos cooperativos
para situagoes onde jogadores possam ter falta de consciéncia sobre alguns aspectos relevantes do
jogo. Mais especificamente, nés propomos um modelo para representar problemas de barganha
de dois jogadores, onde consideramos possivel que jogadores possam ter falta de consciéncia a
respeito da estrutura do jogo. Além de mostrar como representar problemas desse tipo, nosso
modelo, baseando-se na definicao de barganha do modelo axioméatico de Nash, propde um novo
conceito de solugao de barganha e um conjunto de axiomas que caracterizam esta solugao. Tam-
bém mostramos uma forma de obter um problema de barganha com consciéncia a partir de um
jogo normal com consciéncia.

Em um dos modelos apresentados, além de permitir falta de consciéncia, mostramos como
representar situagdes onde os jogadores podem receber informagoes das quais nao eram inicial-
mente conscientes.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos, Consciéncia, Barganha, Solu¢do de Barganha de Nash.
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Abstract

Most of the models in the field of Game Theory consider that players are aware of the whole
game structure. However, some recent works have modeled situations of non-cooperative game
where it is possible that a player may be unaware of some action available to him or to other
players.

In this Master Thesis, we give the first steps to extend cooperative game models to situations
where players may be unaware of some relevant aspects of the game. More specifically, we
propose a model to represent bargaining problems for two players, where we consider possible
that players may be unaware about the game structure. Besides showing how to represent such
problems, our model, that is based on Nash’s axiomatic model of bargaining, proposes a new
bargaining solution concept for these problems and a set of axioms that characterize this solution.
We also show how to get a bargaining problem with unawareness from a game in normal form
with unawareness.

In one of the models, besides allowing unawareness, we show how to represent situations

where players can receive information that they are initially unaware of.

Keywords: Game Theory, Awareness, Bargaining, Nash’s Bargaining Solution.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

Teoria dos Jogos

Teoria dos Jogos é um conjunto de modelos e ferramentas mateméticos desenvolvidos para
representar situagoes onde agentes (ou jogadores) interagem entre si e cada um deles tem um
conjunto de decisoes passiveis de serem tomadas. Tal tomada de decisao baseia-se nas preferéncias
dos jogadores por consequéncias que sao induzidas pelas estratégias conjuntas tomadas pelo grupo
de jogadores envolvidos. Essas preferéncias sao por sua vez representadas por funcoes utilidades
associadas aos perfis de estratégias do jogo, ou seja, as possiveis combinagoes de estratégias
dos jogadores que participam do jogo. Cada possivel tomada de decisdo de um jogador é uma
estratégia disponivel a ele. Atualmente, a teoria dos jogos tem modelado situagbes nas mais
diversas areas, como na biologia para prever o sobrevimento de uma espécie, por exemplo (ver
Maynard Smith e Price (1973) e Maynard Smith (1976)). A area de abrangéncia desta ciéncia
matematica em outras ciéncias é muito ampla. Desde a economia, com a qual tem uma ligagao
intrinseca e historica até a area do Direito (ver Chung e Fortnow (2007)), onde tem sido usada
freqiientemente, seus modelos auxiliam na representagao e entendimento de situagoes de conflito
de interesses. Em todas essas situagoes, é esperado dos agentes que ajam em funcao do objetivo

de maximizar as utilidades que esperam ter ao final do jogo o que pode potencialmente resultar
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em conflitos ou na busca de cooperagoes entre eles. A analise de tais modelos busca tanto
desenvolver solugoes que contribuam para o bem comum (aplicagdo normativa da teoria) como
desenvolver solugoes que descrevam como agentes reais se comportam em situagoes estratégicas

(aplicagao descritiva da teoria).
Jogos com Consciéncia

Dentre os modelos desenvolvidos até aqui em teoria dos jogos, a maior parte considera que
toda a estrutura do jogo é de conhecimento comum lentre os jogadores. Neles jogadores sao
conscientes, por exemplo, de todos os jogadores que participam do jogo e de todas as agbes
disponiveis a eles e isso é conhecimento comum entre eles. Porém, em situacées do mundo real
nem sempre essa premissa ¢ verdadeira. Em situagoes de mercado, por exemplo, investidores
podem nao ser conscientes de alguma estratégia mais complexa de investimento. Entao, alguns
modelos tém sido desenvolvidos para capturar essa possibilidade tao real de jogadores serem
inconscientes de algo relevante para o jogo, o que chamamos falta de consciéncia.

Existem diversas formas de representar jogos, como a forma normal e a forma extensa. Jogos
em forma normal sao jogos estaticos, isto é, jogos nos quais os jogadores se movem simultane-
amente e uma Unica vez. J& nos jogos em forma extensa, jogadores podem implementar suas
estratégias ao longo do tempo e podem obter informagoes sobre as estratégias que estao sendo
usadas pelos outros jogadores.

Feinberg(2005) analisou o problema da falta de consciéncia em jogos na forma normal,
Ozbay(2006) propos um modelo para representar jogos com incerteza e onde os jogadores podem
ter diferentes niveis de consciéncia a respeito do movimento do jogador chance 2 e , também em
2006, temos um modelo desenvolvido por Li (Li,2006) para representar inconsciéncia em jogos
na forma extensa.

Os modelos que representam falta de consciéncia nos quais baseamos os modelos desenvolvidos

1Segundo Aumann (1976), diz-se que um fato é de conhecimento comum entre os jogadores se todo jogador
sabe este fato, todo jogador sabe que todo jogador sabe este fato, e assim por diante. Assim toda afirmagao da
forma “(todo jogador sabe que)k todo jogador sabe este fato” é verdadeira para k = 0, 1, 2...

20 jogador chance representa movimentos aletadrios que podem ocorrer durante um jogo. E também chamado
de natureza.
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nesta dissertagao foram criados recentemente com o objetivo de representar dois tipos de jogos:
jogos em forma extensa e jogos em forma normal. O modelo desenvolvido por Halpern e Régo
(2006) busca representar jogos em forma extensa onde jogadores podem nao ser conscientes das
acoes disponiveis aos outros jogadores ou a eles mesmos. Mais recentemente, Barreto e Régo
(2008) desenvolveram um modelo no qual procuram representar de forma apropriada jogos em
forma normal onde também é permitido que os jogadores sejam inconscientes de a¢oes disponiveis
nos jogos.

Nesta dissertacao nos basearemos nestes dois modelos para representar falta de consciéncia
em problema de barganha de dois jogadores. Daremos detalhes da estrutura destes modelos no

Capitulo 2.
Problema de Barganha

Considere como problema de barganha uma situagdo onde agentes negociam entre si, co-
operando uns com os outros, podendo chegar a um acordo ou nao, pois ha a existéncia de
conflitos de interesse e um acordo nao pode ser imposto a nenhum jogador. H4 varias situacoes
do mundo real onde existe barganha, desde as mais elementares, como uma negociac¢ao entre duas
pessoas sobre a compra de um objeto, até as mais complexas, como uma situacao de conflito,
onde dois paises negociam um cessar-fogo. A palavra barganha tem como sinénimo negociagao e
a ligacao entre negociacao e economia de mercado é basica. Mesmo que o mercado seja complexo,
hé espago para situagdes de barganha quando dois agentes especificos sdo colocados para nego-
ciar, por exemplo. Determinacao de prego de produto através de uma negociacao bilateral (por
exemplo, governo e empresa de transportes urbanos decidindo o prego da passagem de 6nibus)
pode ser um exemplo de barganha.

Existem alguns modelos em teoria dos jogos desenvolvidos para representar situagoes de bar-
ganha, como o que usa jogos em forma extensa para modelar propostas feitas pelos jogadores
durante as negociagoes. A estrutura na qual nos baseamos para desenvolver as formas de rep-
resentacao apresentadas nesta dissertagdo ¢ o modelo axiomatico de Nash (Nash, 1953) para

barganha de dois jogadores. Basicamente, o modelo axiomatico de Nash considera um conjunto
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de utilidades resultante de todos os possiveis resultados de uma negociagao entre os agentes e
um pagamento a ser recebido no caso do processo de negociagao nao terminar em acordo, o
valor de discérdia. Baseado numa série de axiomas que representam principios presentes em uma
negociagao, Nash desenvolveu uma solugdao para o que é chamado de problema de barganha de

Nash. Detalharemos esse modelo no Capitulo 3.
1.2 O objetivo

O modelo axioméatico de Nash considera que os jogadores sao conscientes das estruturas
presentes no problema de barganha e que isso é conhecimento comum entre os jogadores. Porém,
nem sempre isso acontece em situacoes do mundo real.

E possivel que em alguma negociacao algum jogador nao seja consciente de alguma estratégia
que seja possivel ao outro ou a ele mesmo. Como exemplo, considere uma negociagao sobre
cessar-fogo onde um pais(ou grupo) pode ter uma tecnologia que um inimigo nao é consciente (e
consequentemente pode realizar agoes que o inimigo nao tém consciéncia).

Nosso objetivo nessa dissertacao é modelar situagoes como essa, onde pode haver falta de
consciéncia em um problema de barganha de dois jogadores, isto é, onde um dos dois jogadores,
ou ambos, podem ser inconscientes de estratégias disponiveis a ele ou a outros jogadores e,
consequentemente, de utilidades que podem ser obtidas por ele ou por algum outro jogador no
processo de negociacao. Nosso principal interesse é construir um modelo que capture a falta de
consciéncia dos jogadores, axiomas que uma solugdo de um problema de barganha com falta de
consciéncia, se existir, tenha que satisfazer e verificar a existéncia de solucao.

Além disso, temos interesse em modelar qual o impacto da comunicacao em um processo de
barganha sobre a estrutura do jogo. O que muda em um jogo se um jogador se torna consciente de
algo do qual nao era no inicio do processo de barganha? E bom para o jogador ser consciente de
toda a estrutura do jogo ou desconhecer algo pode deixé-lo em situacao melhor? Essas questoes

serdao abordadas no Capitulo 5.



1.3. A ESTRUTURA DA DISSERTACAO

1.3 A Estrutura da Dissertacao

No Capitulo 2, chamado de “Jogos com Falta de Consciéncia”, apresentamos dois modelos
para representar falta de consciéncia em jogos nao-cooperativos, um para jogos em forma extensa,
desenvolvido por Halpern e Régo (2006) e o outro para jogos em forma normal, desenvolvido por
Barreto e Régo (2008). O objetivo desse capitulo ¢ familiarizar o leitor com situagoes de falta de
consciéncia e apresentar de forma resumida os modelos que nos motivaram a trabalhar com falta
de consciéncia e nos quais se baseiam os modelos desenvolvidos nesta dissertacao. Compreender
a estrutura dos modelos revisados nesse capitulo deve auxiliar no entendimento dos modelos que
desenvolvemos. No Capitulo 3, intitulado “Problema de Barganha de Dois Jogadores”, apresen-
tamos a definicdo de problema de barganha de acordo com o modelo axioméatico de Nash, os
axiomas de Nash que uma solugao de barganha deve obedecer e o resultado desenvolvido por
Nash para a solucdo de problemas de barganha de dois jogadores. No Capitulo 4, intitulado
“Falta de Consciéncia em Barganha de 2 Jogadores” apresentamos o nosso primeiro modelo para
problema de barganha de dois jogadores no qual jogadores podem ser inconscientes a respeito de
uma parte da estrutura do problema. Naquele capitulo, propomos um novo conceito de solugao
de barganha e propomos uma lista de axiomas que caracterizam essa solugao. No Capitulo 5,
chamado de “Barganha, Falta de Consciéncia e Informacao”, apresentamos um outro modelo para
barganha de dois jogadores com falta de consciéncia, baseado no modelo do Capitulo 4, que per-
mite aos jogadores acrescentar informacgoes a sua consciéncia, permitindo que jogadores se tornem
conscientes de informagoes a respeito da barganha das quais eles nao eram conscientes no inicio.
Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos nossas concluses sobre os modelos desenvolvidos e

aspectos da dissertacao que podem gerar discussoes e trabalhos futuros.
1.4 Plataforma Computacional

O sistema de tipografia utilizado na digitagdo desta dissertagao foi o KIEX. O sistema
KTEX, desenvolvido por Leslie Lamport em 1985, consiste em uma série de macros ou rotinas

do sistema TEX (criado por Donald Knuth na Universidade de Stanford em 1983) que facili-
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tam o desenvolvimento da edigao do texto. O IXTEX possui comandos muito comodos e ele-
gantes para a criagdo de tabelas, indices, bibliografia, referéncias cruzadas, etc., permitindo ao
usuario concentrar-se no conteiido do documento em vez de detalhes puramente tipograficos.
Para maiores detalhes sobre o sistema de tipografia IWNTEX ver De Castro (2003) ou através do

site http://www.tex.ac.uk/CTAN /latex.



CAPITULO 2

Jogos com Falta de Consciéncia

2.1 Introducao

Os mais importantes modelos usuais de Teoria dos Jogos assumem que os aspectos relevantes
de um jogo (utilidades, a¢oes disponiveis, etc.) sdo de conhecimento comum entre os jogadores.
Porém, nem sempre esta é uma suposigao razoéavel em situagoes do mundo real. Como exemplo
de que esta situacio pode nao se aplicar na pratica, considere um contexto de guerra. E razoével
considerar que um ou alguns dos adversarios podem nao ser conscientes de alguma tecnologia
que um ou algum dos seus adversarios possuam e consequentemente podem nao ser conscientes
de agbes que estes podem realizar. Também em mercados financeiros, investidores podem nao
ter consciéncia de alguma estratégia de investimento, como estratégias para evitar impostos.

Ultimamente tém sido desenvolvidos importantes modelos em Teoria dos Jogos que consi-
deram a possibilidade dos jogadores nao terem plena consciéncia da estrutura do jogo. Neste
trabalho consideramos o modelo desenvolvido por Halpern e Régo (2006) baseado em jogos em
forma extensa e o desenvolvido por Barreto e Régo (2008) para jogos em forma normal. No
primeiro modelo é apresentada uma maneira de representar jogos em forma extensa na qual os
jogadores podem néo ter consciéncia acerca de alguns aspectos do jogo. Mais especificamente,
eles apresentam um modelo no qual os jogadores podem nao ter consciéncia de a¢oes disponiveis

aos demais ou a si proprios. E proposto também nesse trabalho o conceito de equilibrio de Nash
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generalizado como um conceito de solugao apropriado para tais situagoes.

O segundo modelo ¢é baseado no modelo de Halpern e Régo (2006) e fornece uma representagao
para jogos em forma normal onde alguns jogadores podem nao ter consciéncia de todas as agoes
disponiveis. Esse modelo também representa jogos com consciéncia sobre inconsciéncia, isto &,
jogos onde um jogador pode ser consciente de que existem acoes que um outro jogador pode
realizar, embora ele nao saiba exatamente quais agoes sao essas.

A maior parte do contetdo deste capitulo foi extraido de Halpern e Régo (2006) e Barreto
e Régo (2008); nods incluimos este material para tentar tornar esta dissertagdo auto-contida de
forma a que o leitor possa entender nossa abordagem para modelagem do problema de barganha
para 2 jogadores com falta de consciéncia.

Recentemente, tém sido desenvolvidos varios trabalhos na area de jogos com inconsciéncia.
Feinberg(2005) analisou o problema de falta de consciéncia em jogos na forma normal e deu uma
definigdo de equilibrios estendidos para tais jogos, Ozbay(2006) analisa inconsciéncia em jogos
com incerteza, onde jogadores podem ter diferentes niveis de consciéncia e onde ele assume que
um jogador que seja totalmente consciente pode contar a outro jogador alguma informacao antes
que este se mova e Li(2006) desenvolveu um modelo para representar inconsciéncia em jogos na

forma extensa, por exemplo.!
2.2 Falta de Consciéncia em jogos em Forma Extensa

Iniciamos essa se¢do com uma definicdo da representagao de jogos em forma extensa para
facilitar a leitura da secao seguinte, que trata da representacao desses jogos com a diferenca de

permitir falta de consciéncia a respeito da estrutura do jogo (Osborne e Rubinstein, 1994).

Definigao 2.2.1. Um jogo em forma extensa (ou extensiva) com informagao perfeita € um vetor

I'=(N,M,H,P,f.,{u;:i€ N}) onde

e N ¢ um conjunto que consiste dos agentes participando do jogo.

No site http://www.econ.ucdavis.edu/faculty /schipper/unaw.htm o leitor pode encontrar alguns dos rele-
vantes trabalhos publicados na area
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o M € um conjunto cujos elementos sao os movimentos ou agoes disponiveis aos jogadores

ou a chance durante o jogo.

e H é um conjunto de sequéncias de movimentos (elementos de M ) que € fechado com relagao
a prefivos 2, isto €, se h € H e I/ for um prefizo de h, entido W' € H. Além disso, se
(a1,...,ax) € H para todo inteiro finito k, entao (a,)5>; € H. Denotaremos porX(h) o
conjunto de prefizos de h.Intuitivamente, cada membro de H € uma possivel histéria do jogo.
Podemos identificar nds em uma drvore com historias em H. Cada nd n € caracterizado
por uma sequéncia de agoes necessarias para atingirmos n. Uma trajetoria completa em H
€ uma historia terminal, uma que nao € prefizo estrito de nenhuma outra historia em H.
Considere Z o conjunto de trajetorias completas de H. Seja My ={m € M : h.(m) € H}
(onde utilizamos . para denotar concatenac¢ao de sequéncias); My é o conjunto de ag¢oes

que podem ser tomadas apds a historia h.

e P:(H—-2) — NU/{c} € uma fungao que associa cada histéria nao terminal h a um
elemento de N U{c} (c representa movimentos aleatorios que podem ocorrer durante o jogo,

usualmente chama-se ¢ de jogador chance ou natureza,).

e Se P(h) =1, entdo jogador i se move apds historia h; se P(h) = ¢, entao chance se move
apds h. Considere H; = {h : P(h) = i} o conjunto de todas historias apds as quais o

jogador i se mowve.

e f. € um fungao que associa a cada historia em que P(h) = ¢ uma medida de probabilidade
fe(:/h) em My,. Intuitivamente, f.(./h) descreve uma distribui¢io de probabilidade sobre

as agoes disponiveis para a natureza uma vez que a historia h € atingida.

e u;: Z — IR € uma funcgdo que para cada trajetoria completa z do jogo associa um nimero
real u;(z) que representa o valor esperado da fungao de utilidade de Von Neumann e Mor-

genstern ((Campello de Souza 2007)) que o jogador i tem sobre as consequéncias induzidas

2Um prefixo de uma sequéncia (zn) de comprimento K é qualquer subsequéncia de (z,) que consiste dos
primeiros | < K termos de (z,). Por exemplo se h = (A, B,C) os prefixos de h sdo (), (A4),(A,B) e (A,B,C).
Um prefixo estrito de uma histéria h é um prefixo de h que nao é igual a h.
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se a historia completa z fosse a sequéncia de ac¢des implementadas pelos jogadores. Como
¢ usual em Teoria dos Jogos, u;(z) serd tratado como um pagamento associado & historia

completa z.
Um jogo em forma extensa é finito se N; M e H forem finitos.

A seguir, algumas definigbes importantes para entender as restrigdes do modelo com cons-

ciéncia e os exemplos desse capitulo.
Jogo com Informagao Imperfeita

Ao se mover ap6s uma determinada historia do jogo, jogadores podem ter informacao par-
cial sobre as decistes que ja foram tomadas no jogo. Quando isso ocorre, diz-se que o jogo
tem informacao imperfeita. Formalmente, um jogo com informacao imperfeita é um vetor

I'=(N,M,H,P, f,{u; :i € N},{Z; :i € N}), onde:
e (N,M,H,P, fe,{u; :i € N}), € um jogo em forma extensa com informacao perfeita.

e 7, ¢ uma particao de H; com a propriedade de que se h e h’' estao na mesma célula da
particao, entao My = My, ou seja, o mesmo conjunto de acoes esta disponivel em todas
as histérias de uma mesma célula da particao; se h € I, onde I é uma célula da partigao,
denota-se por M; o conjunto M) de acoes disponiveis. Intuitivamente, se h e h' estao
na mesma célula de Z;, entao h e h’ sao indistinguiveis do ponto de vista do jogador i; 1
considera a histéria k' possivel se a verdadeira histoéria for h, e vice versa. Define-se como
conjunto de informacao para o jogador i ou i—conjunto de informacao uma célula I € Z;.
Quando desenhamos um jogo em forma extensa com informagao imperfeita em uma arvore
circulamos ou interligamos os nos pertencentes a um mesmo conjunto de informagao com

uma linha tracejada.
Jogo com memdria perfeita

Define-se que um jogo em forma extensa é um jogo com memdria perfeita se seus jogadores

se recordam de todas as agoes que eles tomaram e de todos os conjuntos de informacgao pelos
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quais eles passaram. Formalmente, um jogo em forma extensa com memoria perfeita é um jogo

em forma extensa com a seguinte restrigao:

e se h e I/ estao no mesmo conjunto de informacao do jogador ¢ e hy é um prefixo de h tal
que P(hy) = i, entao existe um prefixo b de h' tal que hy e b} estao no mesmo conjunto de
informacao; além disso, se h;. (m) for um prefixo de h (de forma que m foi a agao realizada
quando h; foi atingida na histéria h, entao h}.(m) é um prefixo de h’ (portanto, i lembra

que ele realizou a¢ao m).
E apresentado, a seguir, um exemplo de um jogo em forma extensa com informacao imperfeita.

Exemplo 2.2.1. Considere o jogo em forma extensa como descrito na figura a sequir:

1/2

- - —— - —_
——— - - - -

=
- -
i et

esquerda direita escuerda direita
esquerda  direita  esquerda  direita esquerda  direita  esquerda direita
-3,-0 2.4 (2,3 2,00 (-1,-3) 4.2 (3,2 {0,-2)

Figura 2.1: Jogo em forma extensa como definido na Secao 2.2

Baseado na Figura 2.1 e nas defini¢coes apresentadas, temos:
e N={1,2}

e M = {cara,coroa, esquerda, direita}

11
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H = {(),(cara) ,{(coroa) , (cara, esquerda) , (cara, direita) , (coroa, esquerda) , (coroa, direita) ,
(cara, esquerda, esquerda) , (cara, esquerda, direita) , (cara, direita, esquerda) , (cara, direita, direita)
(coroa, esquerda, esquerda) , (coroa, esquerda, direita) , (coroa, direita, esquerda) ,

(coroa, direita, direita)}

e P(()) = chance
P({cara)) = P({coroa)) =1
P({cara, esquerda)) = P({cara,direita)) = P({coroa, esquerda)) = P({coroa,direita)) =

2

o folcaral () = fo(coroal () = 5

ui({cara, direita, direita)) = ua((coroa, direita, direita)) = —2

o uj({cara,esquerda, esquerda)) = us((coroa, esquerda, esquerda)) = —3
ug({cara, esquerda, esquerda)) = uy({coroa, esquerda, esquerda)) = —1
ui({cara, esquerda, direita)) = u;({cara, direita, esquerda)) = ug({coroa, esquerda, direita)) =
ua({coroa, direita, esquerda)) = 2
ug({cara, esquerda, direita)) = uy({coroa, esquerda, direita)) = 4
ua({cara, direita, esquerda)) = ui({coroa, direita, esquerda)) = 3
(
(

ug({cara, direita, direita)) = uy({coroa, direita, direita)) = 0

o 71 = {{cara},{coroa}};

Ts = {{{cara, esquerda) , (cara, direita) }, {{(coroa, esquerday , (coroa, direita) } }
2.2.1 Modelando Consciéncia em Jogos Extensivos

Considere um jogo em forma extensiva I'. Nesta secao, descreve-se o modelo proposto por
Halpern e Régo (2006) para representar situagoes onde jogadores podem néao ser conscientes de
todas as agOes disponiveis no jogo I'. Para isto, o conjunto de ag¢bes de que o jogador que se
move apoés cada historia do conjunto H tem consciéncia é descrito explicitamente. O nivel de
consciéncia do jogador ¢ apds uma histoéria h é basicamente um conjunto de trajetorias completas

de I" de que 7 tem consciéncia apos a historia h. Baseado nesse conceito, define-se jogo aumentado.

12



2.2. FALTA DE CONSCIENCIA EM JOGOS EM FORMA EXTENSA

Um jogo aumentado I'™ baseado em I' é definido de forma similar a um jogo em forma extensa
padrao. A diferenca é que apo6s cada historia h ndo terminal, é necessario determinar nao
apenas o jogador que se move naquela histéria, mas também seu nivel de consciéncia. Ou seja,
intuitivamente um jogo aumentado ¢ um jogo extensivo aumentado pelo acréscimo do nivel de
consciéncia.

Formalmente, 't = (NT, M+ H* PT fF (T :ie Nt} {uf :ie NT},{Af :ie Nt}) ¢
um jogo aumentado baseado no jogo em forma extensiva (padrao) I' = (N, M, H, P, fo,{Z; : i €

N}, {u; : 1 € N}) se as seguintes condicoes forem satisfeitas:

Al. (Nt M*T HY Pt fr {Zr :ie N*},{uf :i € NT}) é um jogo finito em forma extensiva

com memoria perfeita.

A2. A;r : Hj‘ — 2H descreve o nivel de consciéncia de i em cada histéria ndo terminal apos a
qual o jogador i se move. Para cada h € Hf, A;r(h) consiste de um conjunto de histérias
em H e todos os seus prefixos. Intuitivamente, Af(h) descreve o conjunto de histérias de

I" de que ¢ tem consciéncia quando se move em h € Hf .
A3. NT CN.

A4. Se PT(h) € NT, entdao PT(h) = P(h), onde h é a maior subsequéncia de h consistindo de
todas as agoes em h que também estao em M, e M,j C Mjz,. Intuitivamente, todas as agoes
disponiveis para i em h devem também estar disponiveis para na historia h do jogo basico
I'. Como veremos a seguir, para o caso do jogador chance isso nem sempre é verdade,

existem novas acoes para o jogador chance que nao fazem parte do jogo bésico.

A5. Se PT(h) = ¢, entdao ou P(h) = c e M;” C My, ou M; N M = (). As agdes em M,  no
caso em que M}j N M = () intuitivamente capturam incerteza com respeito ao nivel de
consciéncia de algum jogador. Ou seja, ha dois tipos de movimentos aleatérios que podem
ser representados pelo jogador chance em um jogo aumentado: movimentos aleatorios
quaisquer, que ja existiam no jogo basico, ou movimentos que representem a incerteza dos

jogadores a respeito do nivel de consciéncia dos demais jogadores. Se for o primeiro tipo,
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entdo, P(h) = ¢, mas se for do degundo tipo, entdo M,;L N M = (), j4 que movimentos que
capturam incerteza sobre consciéncia nao fazem parte do jogo basico. No exemplo 2.2.2 que
sera descrito mais & frente, por exemplo, P?(()) = ¢, M<2> = {consciente, inconsciente} e
sua intersecio com M ¢é vazia, isto porque esse jogador chance do jogo I'? captura incerteza

sobre a consciéncia dos jogadores.

A6. Se h e h' estdo no mesmo conjunto de informagio em Z;, entdo A (h) = A (h'). Intuiti-

vamente, o nivel de consciéncia de i depende apenas da informacao que ¢ tem.

AT7. Se h é um prefixo de h' e PT(h) = PT(I'), entdo A (h) C Af(h'). Esta ¢ uma condigio de

memoria perfeita: jogadores ndo se tornam inconscientes de historias de que eles tinham

consciéncia no passado.

/ ~ . . ~ ~ 7 -/ ~
A8. Se h e h estdo no mesmo conjunto de informacao em I'", entdo h e h estdo no mesmo

conjunto de informacao em I'.

A9. Se h e h' sdo histérias em ambos I't e T’ (o que implica que h = h e h/ = E/), ehe El

A10.

All.

Al2.

~ . . ~ ~ ’ ~ .
estao no mesmo conjunto de informacao em I', entdo h e h estdo no mesmo conjunto de

informacao em I'T.

Para todoi € NT e h € H'

+,se W W € Af(h), B e h" estdao no mesmo conjunto de

informagao em I, entdo h'. (m) € A} (h) se, e somente se, . (m) € A (h).

{z:2€ Z1} C Z; além disso, para todo i € N*, h € HT, se z for uma histéria terminal
em A7 (h), isto ¢, se z € A (h) e z ndo for o prefixo de nenhum outro elemento deA; (h),
entdo z C Z. Logo, as trajetorias em Z' correspondem a trajetérias em Z, e os jogadores

entendem este fato.

Para todo i € NT e trajetorias z em ZT, se Z € Z, entdo u] (z) = u;(%). Logo, a utilidade

de um jogador depende apenas das acoes tomadas no jogo bésico.

As condigoes A1 — A12 compreendem intuigdes a respeito de conjuntos de informagdes, con-

sciéncia e conhecimento comum. Assume-se que existe conhecimento comum sobre quem se
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move nas histérias do jogo béasico I', sobre as utilidades de I' e sobre quais sao seus conjun-
tos de informacao. Isso permite focar em problemas mais diretamente relacionados com a falta
de consciéncia, mais especificamente falta de consciéncia a respeito das agoes disponiveis aos
jogadores. Para maiores detalhes sobre as intuigoes por tras de cada uma dessas condigoes,
consultar Halpern e Régo (2006).

Um jogo aumentado descreve o ponto de vista do modelador ou a visao subjetiva do jogo
de algum dos jogadores. Para modelar o jogo com consciéncia baseado em I', Halpern e Régo
consideraram uma colecao de jogos aumentados baseados em I', e qual jogo aumentado o jogador
que se move em uma determinada historia acredita ser o verdadeiro jogo. Formalmente, um
jogo com consciéncia baseado em I' = (N, M,H, P, fo,{Z; : i € N},{u; : i € N}) & um vetor

I = (g,I', F), onde:
e G é um conjunto enumeravel de jogos aumentados baseados em I'.

e [ & um jogo aumentado que pertence a G e é chamado jogo do modelador. Intuitivamente,
I'"™ é a visao do jogo de um modelador onisciente, isto é, conhecedor de todo o jogo e do

nivel de consciéncia real dos jogadores.

e F ¢ uma funcido que leva um jogo aumentado I'™ € G e uma histéria h em I't tal que
P*(h) = i para um par (I'",I), onde I € G e I é um i-conjunto de informacio do jogo
I'". Se um jogador i que se move em h no jogo I't € G e F(I't,h) = (I'", 1), entdo I'" ¢ o
jogo que 7 acredita ser o verdadeiro quando a histéria é h, e I é o conjunto de histérias em

I'* que o jogador considera possivel nesse momento.

O jogo aumentado I'™ e a fungao F devem satisfazer um niimero de condigoes de consisténcia.
Assume-se que o modelador é onisciente a respeito do jogo basico, isto é, ele entende o jogo
bésico I', sabendo de todos os jogadores e possiveis agoes. Sabe também as distribuigoes de
probabilidade envolvidas nos movimentos da natureza do jogo basico I'. E basicamente o que

descrevem as condigoes a seguir.
M1. N =N
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M2. MCMMe{z:2z€2m} =21

M3. Se P™(h) € N, entao M]"* = M;.. Se P™(h) = ¢, entao ou M;* N M = () ou M]* = M; e
f'(h) = fe(h).

Embora o modelador seja conhecedor do jogo basico, de todos os seus jogadores e acoes, o
jogo I'™ nao é determinado unicamente por I'. E possivel determinar varios jogos de modeladores
baseados em I', mudando os niveis de consciéncias dos jogadores.

As condicoes seguintes dizem respeito a funcao F e abrangem propriedades importantes de
consciéncia.

Considere I't € G,h € HT, P*(h) =i, Af (h) = a e F(I't,i) = (T'*, I). Entdo,
FL.{h K eH" =a
F2. Se h' € H" e P"(h') = j, entéo A;-L(h/) CaeMyn{m: . (m) € a} = M}.

F3. Se h e I estdao no mesmo conjunto de informacao em I'" e W e a, entdo existe B’ € I tal

1

queh =7,
F4. Se h' €I, entdo AM(K') =a e F(Th B') = (T, 1).

F5. Seh' € HT, PT(h') =i, A7 (h') = a, entdo se h e b’ estdao no mesmo conjunto de informagao
em I't, entdo F(I'T, k') = (I'", I), enquanto se h for um prefixo ou um sufixo de h’, entéo

’

F(T+,h') = (I, I') para algum conjunto i-conjunto de informacio I .
F6. Se W €1, entdo h e h estdao no mesmo conjunto de informacao I';
F7. SeT" =T, entdo el se, e somente se, h e h' estdo no mesmo i-conjunto de informacao
em I'".

1):

(I, I') se, e somente se, existe um prefixo h; de h tal que P*(hy) =ie F(I't, hy) = (I, ).

F8. Para todas historias h’ € I, existe um prefixo h/1 de 1’ tal que Ph(h/l) =ie F(T"h

Além disso, hll. (m) é um prefixo de h' se, e somente se, hy. (m) for um prefixo de h.
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F9. Existe uma historia h' € I tal que para todo prefixo h". (m) de k', se P"(h") = j € N" e

F(@h h"y = (I",T), entdo para todo hy € I', hy. (m) € H'.

F10. Se h’ e h" sdo historias em ambos, I' e I'", entao h e h' estdo no mesmo i-conjunto de

. ~ / ~ . . . ~
informagao em I'" se, e somente se, h e b estdo no mesmo i-conjunto de informacao em T'.

Para consultar maiores detalhes e ter uma intuicao sobre essas e as outras restrigoes consultar

Halpern e Régo(2006).
Estratégia Local e Equilibrio de Nash Generalizado

Em um jogo extensivo padrao, uma estratégia para o jogador ¢ é uma fungdo que associa uma
acao ou uma distribuicao sobre ac¢oes para cada conjunto de informagao, considerando estratégias
puras ou comportamentais respectivamente. Intuitivamente, pode ser vista como o que o jogador
1 fard em cada uma das situacgoes possiveis do jogo. Isto faz sentido, porque em um jogo padrao
1 conhece todo o jogo desde o inicio, consequentemente sabe todas as situagoes que podem vir a
ocorrer no decorrer do jogo.

Em um jogo extensivo, onde é considerada a possibilidade de falta de consciéncia, o jogador
1 nao pode definir uma estratégia no inicio por nao saber o que ocorrera durante o jogo, ja que
i pode tornar-se consciente de algo do qual ndo era consciente no inicio do jogo. Considere o
conjunto G; = {I'" € G:para algum I't € Ge h € It PH(h) =i e F(I't,h) = (I',.)}. Gi é
intuitivamente o conjunto de todos os jogos que ¢ acredita ser o verdadeiro ao se mover apos
uma historia h. Ao invés de considerar que o jogador i tem uma tUnica estratégia no inicio do
jogo, pois isso nao é apropriado & estrutura do jogo com consciéncia, define-se que para cada
jogo aumentado em G;, o jogador i deve ter uma estratégia. Portanto, ¢ tem néo apenas uma
estratégia, mas uma colegao {0, 1 : I € G;} delas, que sao chamadas estratégias locais.

Intuitivamente, uma estratégia local o, €a estratégia que o jogador 7 usaria se fosse chamado
a jogar em uma situacio do jogo onde acredita ser verdadeiro o jogo I'. O dominio de o, 6
entdo, os pares (I't, h) tais que I't € G, h é uma historia em ', PT(h) =i, e F(I't,h) = (I, I).

Formalmente, dado um jogo com consciéncia I'* = (G, '™, F), uma estratégia local 0,/ para o
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jogador i ¢ uma fungio que leva pares (I'*, h) tais que h é uma histoéria onde i se move em '™
e F(I't,h) = (I, 1) a uma distribuicio de probabilidade sobre M ,;,, agoes disponiveis em uma
historia h' € I, tal que o, (T, ha) = 0, (T2, ho) se

F(T'1,h1) = F(T'9, ha). Definido o conceito de estratégia local, pode ser apresentado o con-
ceito de equilibrio de Nash para jogos extensivos com consciéncia.

Define-se um perfil de estratégias generalizado de um jogo com consciéncia I'* = (G, '™, F)
como um conjunto de estratégias locais & = {o; v : i € N, I' € G;}. Seja EU, () a util-
idade esperada para ¢ no jogo I’ dado que o perfil de estratégias ¢ é utilizado. Um per-
fil de estratégias generalizado de um jogo I'* = (G,I'"™,F) com consciéncia é um equilibrio
de Nash generalizado se, para todo jogador i, jogo I' e G e estratégia local ¢ para ¢ em
r, EU; v (5%) = EUi,F’((Ei(i,p/yU))‘ Intuitivamente, um equilibrio de Nash generalizado de
r* = (G,I™,F) é um perfil de estratégias generalizado & de I'* tal que para todo jogo au-
mentado I € G;, a estratégia local o, é uma melhor resposta para &—(i,l“')’ onde 5—(@1“’) éo
conjunto de todas as estratégias locais em & exceto o,

Um dos resultados mais importantes demonstrado por Halpern e Régo (2006) é que todo jogo
extensivo com consciéncia tem um equilibrio de Nash generalizado.

Li(2006) também propds uma nogao de equilibrio de Nash generalizado em jogos na forma
extensa com inconsciéncia. Assim, como Halpern e Régo(2006), ela também considera que o
jogador ¢ deva ter uma melhor resposta no que diz respeito ao que ele acredita em relagao as
estratégias dos jogadores nos jogos que ¢ acredita ser possivel, no entanto ela exige que estas
crengas satisfacam algumas restri¢gbes sobre estratégias locais e conjuntos de informagao. Estas
restri¢goes podem ser encontradas na integra em Li(2006).

Considere a seguir um exemplo de um jogo em forma extensa com falta de consciéncia.

Exemplo 2.2.2. Considere o seguinte jogo em forma extensa

Suponha que:
e O jogador 2 € consciente de todas as historias do jogo;

e O jogador 2 tem incerteza se o jogador 1 é consciente da trajetoria (B, D, F) e acredita
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9
(1.4)

1.1) 0.3) (2.2)

Figura 2.2: Jogo em forma extensa como definido na se¢do definido na Segao 2.2

que ele(1) € inconsciente desta trajetoria com probabilidade p;
e O jogador 1 é inconsciente da trajetoria (B, D, F);

e O tipo do jogador 1 que € inconsciente da trajetoria (B, D, F) acredita que 2 é consciente

das mesmas tragetorias que ele(1) é consciente.

Quando o jogador 1 se move nos nds 1 do jogo T, ele é consciente do jogo 't descrito na Figura
2.4. Quando o jogador 2 se move no nd 2.1 do jogo I'!, ele também acredita que o jogo verdadeiro
¢, mas quando o jogador 2 se move no né 2 do jogo do modelador, ele acredita que o verdadeiro
jogo ¢ T? como descrito na Figura 2.3. No jogo T2, a acéo inicial do jogador chance captura
a incerteza do jogador 2 sobre o nivel de consciéncia do jogador 1. No conjunto de informacgao
2.2 do jogo T2, o jogador 2 é consciente de todas as trajetorias do jogo basico T' e acredita que
o verdadeiro jogo é T'?. Quando jogador 1 se move no nd 1.1 do jogo T2, ele acredita que o
verdadeiro jogo € o jogo do modelador, ji quando se move no no 1.2, o jogador 1 acredita que o

verdadeiro jogo é T'L.
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[\ D 1 .

inconsciente 1 E
consmente (1,1} (2,23
(1-p) s
. B 1 . .
(1.4
A C
(1,13 (0,3} (2,21

Figura 2.3: Jogo aumentado que representa a visao do Jogador 2 sobre o jogo.

T! 1 B 21 p 1

1.1) 0.3) 2.2)

Figura 2.4: Jogo aumentado que representa a visao do Jogador 1 sobre o jogo.

Temos entao que o jogo com consciéncia I'* = (G,I'"™, F) baseado em T' pode ser descrito da

sequinte forma:
e G={I'"" T 1?}

o Alguns exemplos da func¢io F:

F(I™ () = (I'2, {{consciente)}, (inconsciente)}),
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F(T2, (inconsciente)) = (T, (), F(T'2, (consciente, B)) = (I'?, (inconsciente, B) , (consciente, B)),
F (T2, (inconsciente, B, D)) = (T'', (B, D)), F(I'2, (consciente)) = (I'™, (), F(I'?, (consciente, B)) =
(I'2, (inconsciente, B) , (consciente, B)), F(I'', (B, D)) = (I't, (B, D)).

Baseado na estrutura desenvolvida por Halpern e Régo (2006) para representar jogos exten-

sivos com consciéncia, Barreto e Régo (2008) propuseram uma estrutura para representar jogos

com consciéncia em forma normal. Tal modelo é apresentado na préxima segao.
2.3 Falta de Consciéncia em Jogos em Forma Normal
Antes de apresentar o modelo que permite falta de consciéncia em jogos na forma normal,
relembraremos a definicdo de jogos em forma normal.
Defini¢ao 2.3.1. Um jogo em forma normal é uma tripla ¥ = (N, (C;)ien), (ui)ien), onde
e N ¢ o conjunto de jogadores;
e C; € o conjunto de estratégias puras (ou agoes) disponiveis para o jogador i € N;

e u; é uma fungdo que associa um perfil de estratégias ¢ € X;enC; a um niumero real. Como

€ usual em Teoria dos Jogos, u; serd tratado como um pagamento associado ao perfil c.

Um jogo em forma normal W € dito ser um jogo finito se o conjunto de jogadores N e os conjuntos

de estratégias C; sao todos finitos.

2.3.1 Representacao de Jogos com Consciéncia em Forma Normal para Dois
Jogadores

Trataremos nesse modelo do caso mais basico do modelo para jogos com consciéncia em forma
normal: o caso de dois jogadores. No modelo desenvolvido por Barreto e Régo (2008) temos o
modelo para n jogadores, mas como o modelo para falta de consciéncia em problema de barganha
discutido neste trabalho aborda apenas o caso para dois jogadores, trataremos apenas deste caso
particular do modelo para jogos normais.

Um aspecto importante a ser considerado ao modelar jogos com consciéncia é a definigao

de uma estrutura que represente o nivel de consciéncia do jogador. Em um jogo normal com
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consciéncia, o nivel de consciéncia é uma distribuicao de probabilidades sobre subconjuntos de
perfis de estratégias do jogo, onde tais subconjuntos representam as possiveis estratégias do jogo
que os jogadores sao capazes de descrever ou imaginar. Considera-se o nivel de consciéncia como
probabilistico por ser permitido ao jogador ¢ neste modelo ter incerteza a respeito dos perfis de
estratégia dos quais o outro jogador é consciente. Define-se entao uma estrutura chamada de
jogo aumentado como um jogo em forma normal “acrescentado” desse nivel de consciéncia, ou
seja, intuitivamente um jogo normal aumentado nada mais é que um jogo em forma normal,
com a diferenga que agora ha a presenga de uma componente extra na definigdo do jogo que
determina o nivel de consciéncia dos jogadores a respeito dos perfis de estratégias disponiveis
aos demais. Dado um conjunto finito A, seja A(A) o conjunto de todas as distribuigoes de
probabilidade sobre A. Formalmente, um jogo normal aumentado baseado no jogo em forma
normal ¥ = (N, (Ci)ien, (ug)ien) é um vetor ¥ = (N', (Chenrs (uf)iens, (Af)ien) onde

AL T = (v, (CDient, (u))ien) € um jogo em forma normal finito;

A2. N'={i € N:C!#0};
A3. C!C Cyie N
A4. ul(e) = ui(c),Vie N e ce C', onde C' = x;en'Cl;

A5. Para todo i € N, A, € A(2¢"), de forma que se A}(D) > 0, entido D = X jenDj, onde
D; C C,Vj € N, ou seja, A} nio pode associar probabilidade positiva para qualquer
subconjunto de C’, mas apenas para aqueles subconjuntos que sao produtos cartesianos de

subconjuntos (D;s) das estratégias dos jogadores.

Cada jogo normal aumentado ¥’ representa a visao subjetiva de um jogador i a respeito
do jogo ou a visao objetiva, quando se trata do jogo do modelador. Neste modelo, também se
considera o modelador como onisciente, isto é, assume-se que ele é consciente de todos os perfis
de estratégias disponiveis e sabe o nivel de consciéncia dos jogadores. Para definir o jogo com
consciéncia baseado no jogo normal ¥, considera-se também uma colegdo de jogos aumentados

baseada em V.
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Define-se um jogo com consciéncia para dois jogadores baseado em um jogo em forma normal

U = (N, (Cy)ien, (u;)ien), onde ||N|| = 2 como sendo U* = (G, U™, F).
e G é um conjunto de jogos aumentados baseados em V.

e U™ é 0 jogo do modelador definido nesse modelo como onisciente. U™ ¢ tal que U =,
isto é, o jogo normal correspondente ao jogo do modelador(o jogo no qual o modelador
acredita como sendo o verdadeiro jogo) ¢ igual ao jogo béasico, pois assim se garante que o

modelador é consciente de todas as estratégias e jogadores do jogo basico W.

e F ¢ uma funcao que leva um jogo normal aumentado ¥’ € G e um jogador 7, com i € N’
a uma distribuicao de probabilidade sobre a classe de jogos aumentados baseados em b
contida em G, chamada de P Isto ¢, F(V' i) e A(Pg@/), onde A(A) é a notagao usual

para o conjunto de todas as distribui¢oes de probabilidade em A.

Se F(V',i) = p, onde p é uma distribuigdo de probabilidade sobre Pg@/, diz-se entao que
um jogo ¥” pertence ao suporte de p se ¥” recebe probabilidade positiva de acordo com a
distribui¢ao de probabilidade p. Se o jogador j acredita que o verdadeiro jogo é ¥’ e que i # j se
move neste jogo e F(¥',i) = p, entdo j esta incerto quanto ao jogo que i acredita ser o verdadeiro
quando 7 se move em ¥ e os jogos que estao no suporte de p sao os jogos que fazem parte da
incerteza de j. Note que F nao poderia ser definida uma distribui¢ao de probabilidade sobre G,
pois se um dado jogador j acredita em ¥’, como sendo o verdadeiro jogo, nao se pode permitir
que F (¥’ i) seja um distribui¢ao de probabilidade sobre G, pois ao se permitir isso afirma-se que
o jogador j seria capaz de descrever estratégias que nao fariam parte de C’, o que nao é verdade
pois C’ contém todas as estratégias que o jogador j ¢ capaz de imaginar, se ele acredita que o

verdadeiro jogo é ¥'. Existem propriedades de consciéncia que a fungao F deve satisfazer. Tais

propriedades sao captadas pelas seguintes restrigoes:
RO. Para todo ¥ € Giie N',e D C C,’Z\IJ”GPQT,C“:D F(U' ) (") = AY(D).

R1. Se, para algum ¥ € G e i € N', tem-se que ¥ pertence ao suporte de F (U’ i), entao
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F(¥”,i) = [¥"], onde a notagao [¥”] ¢ usada para indicar que o jogo ¥ recebe probabili-

dade 1 de acordo com a distribuigao de probabilidade p, onde F(¥” i) = p.

A restricao RO exige que a soma das probabilidades dos jogos normais aumentados que o
jogador 7 considera possivel em ¥’ que possuem conjunto de possiveis perfis de estratégias igual
a D deve ser igual a probabilidade de D segundo o nivel de consciéncia de 7 em W',

Da restricao R1 obtém-se que se um jogador i acredita que o verdadeiro jogo é ¥, entao
ele deve acreditar que ele acredita que o verdadeiro jogo é ¥/, de modo que se o verdadeiro
jogo fosse W', entdo i deveria saber deste fato e isso é conhecimento comum entre eles. Esta
propriedade pode ser descrita como uma capacidade de introspecgao dos jogadores a respeito de
sua crenca.Como essa capacidade é conhecimento comum entre eles, se o jogador j que acredita
que o verdadeiro jogo ¢ ¥’ acredita com probabilidade positiva que o jogador i considera que
o verdadeiro jogo é U”, entao se o verdadeiro jogo fosse ¥, o jogador ¢ deveria acreditar com

probabilidade 1 que este era realmente o jogo.
Estratégia Local e Equilibrio de Nash Generalizado

Um aspecto importante de um jogo com consciéncia é que seus jogadores tém visao subjetiva
sobre o jogo, isto é, cada jogador ¢ pode ter uma percepgao limitada a respeito das estratégias
sendo utilizadas pelos outros jogadores, pois podem existir agoes disponiveis aos demais jogadores
das quais ¢ ndo é consciente. Além disso i pode ter incerteza sobre esses conjuntos de agoes
disponiveis aos demais e tem uma expectativa diferente para as estratégias utilizadas pelos outros
em cada situagdo que ele considera possivel. Torna-se necessario entao definir para cada cenério
que % considera possivel uma estratégia que intuitivamente seria a estratégia que ¢ utilizaria se ¢
fosse chamado a jogar e acreditasse que esse cenéario fosse o verdadeiro, ou seja, em um jogo com
consciéncia em forma normal para cada possivel jogo ¥’ que algum jogador acredite que 7 possa
considerar ser o verdadeiro em alguma situacao, ¢ deve ter uma estratégia local dg ; neste jogo.

Formalmente, uma estratégia local para o jogador i em um jogo ¥’ € G; é uma distribuicao
de probabilidade sobre as estratégias puras de i em U’ e assim, 0; g» € A(C/). Definido o conceito

de estratégia local, pode-se discutir qual o conceito de equilibrio em um jogo normal com falta
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de consciéncia.

Em jogos padroes, sem falta de consciéncia, tem-se que um perfil de estratégias ¢ é um
equilibrio de Nash, se para cada jogador 7 sua estratégia em c é sua melhor opc¢ao, dentre todas
as suas estratégias, contra as estratégias dos outros jogadores em ¢, isto é, mesmo sabendo as
estratégias que estao sendo usadas pelos demais, os jogadores nao tém incentivo a mudar de
estratégia porque sua estratégia ¢ uma melhor resposta as estratégias dos demais jogadores.
Esta definicao implicitamente assume que cada jogador é consciente do conjunto de estratégias
disponiveis para os demais e que isso é de conhecimento comum entre os jogadores. Essa definigao
de equilibrio nao pode ser usada ao se tratar de jogos com falta de consciéncia, pois jogadores
podem nao ser conscientes de uma estratégia disponivel para outro jogador, sendo impossivel para
o jogador ¢ determinar qual sua melhor resposta a uma estratégia que ele desconhece. Como
a visao do jogador pode ser subjetiva e representar a percepcao de ¢ sobre o jogo bésico sem
necessariamente ser igual ao jogo basico, torna-se necessario descrever nao somente as estratégias
usadas no jogo objetivo, como também as estratégias locais usadas pelos jogadores em cada um
dos jogos aumentados que algum jogador considera verdadeiro em alguma situacdo do jogo. A
seguir, é descrita a nogao de equilibrio generalizado que é uma generalizagdo do conceito de
equilibrio de Nash para jogos em forma normal com consciéncia.

Define-se perfil de estratégia generalizado como um vetor cujas coordenadas sao estratégias
locais, isto é, § = {6iw : Vi € N,V¥ € G;}. A utilidade esperada para o jogador ¢ no jogo
U’ & representado por u; g (9). Para calcular ui,\p/(_’) precisa-se apenas da estratégia 6; y/ e das
estratégias locais do oponente de 7 nos jogos em que ¢ acredita que seu oponente considera ser
o verdadeiro com probabilidade positiva, ou seja, é preciso saber as seguintes estratégias locais
{0j0m = § # i, F(V',5)(¥") > 0}. Essas estratégias locais tém suporte contido em C7%, pela
defini¢ao de F e de jogo aumentado. Logo, se o jogador ¢ acredita que o verdadeiro jogo & ¥/,
ele é consciente de todas essas estratégias e portanto pode calcular o valor esperado deste perfil

generalizado de estratégias. Dado um perfil generalizado § a utilidade esperada para um jogador
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i em um jogo ¥+ € G; é calculada da seguinte forma:

g (9) = > FOT )W) (65,04, 65.00)-
VEP Gt
Define-se entao como equilibrio de Nash generalizado de um jogo normal com consciéncia
U* = (G, 9™, F) um perfil de estratégia generalizado 5* tal que se para todo jogador 7, jogo
U’ € G; e estratégia local § pertencente ao jogador i em W', o payoff esperado para o jogador 4
em ¥’ quando os demais jogadores seguem as estratégias locais em §* & maior ou igual quando

ele usa 5;\1,, do que quando ele usa 9, ou seja,

U ! (6%) > U g ((5;—(1',\1/')7 5)),
onde 5—’,*,(1-7\1,/) é o conjunto de todas as estratégia locais em 5% menos a estratégia d; y/. O resultado
importante deste modelo é que é provado que todo jogo com consciéncia em forma normal,
com 2 jogadores, localmente finito 3 tem um equilibrio de Nash generalizado. Este resultado
é generalizado para o caso de n jogadores, porém nesta dissertagdo s6 nos preocuparemos em
abordar o caso para dois jogadores.

Feinberg(2005) também deu uma definigdo de equlibrio estendido para jogos com falta de
consciéncia na forma normal. A diferenca entre essa nogao de equilibrio estendido e a de equlibrio
generalizado de Barreto e Régo, é que para Feinberg, jogadores sao caracterizados por uma
descricao completa de quais acoes e outros jogadores eles tém consciéncia de que outro jogador
tem consciéncia e assim por diante para todos os niveis iterados de consciéncia (Barreto e Régo,
2008).

E apresentado, a seguir, um exemplo de um jogo com consciéncia em forma normal.

Exemplo 2.3.1. Constidere o jogo normal com consciéncia ¥ como descrito na figura 2.5:

3Um jogo com consciéncia em forma normal ¥U* baseado em ¥ é localmente finito se ¥ for finito e F (¥, 4)
paratodo ¥ T € Geiec NT.
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Figura 2.5: Jogo normal com consciéncia W*

Nessa representagao de jogo com consciéncia baseado em um jogo em forma normal, as setas

sao tmportantes para facilitar o entendimento.

nimero ou nome ao seu lado) para o jogo que ele acredita ser verdadeiro naquela situagao. Neste
exemplo, partindo do jogo W™ temos duas setas. A seta com o nimero 1 ao lado aponta para
0 jogo W', Isto significa que no jogo do modelador, o jogador 1 acredita com probabilidade 1
que o verdadeiro jogo € W', ou ainda, que V' é o jogo que 1 acredita de acordo com a visio do

modelador. Temos entao que em UF :

o G={Um Ul v}

o Pgym = {om wl @2}

PQ\I,2 = {\112}

o AP(CY) = A7(C?) = LAL(CY) = A(CY) = 1 AF(C?) = AH(C?) = 1.

VN

A

L

Elas levam um jogador(representado por um

14

2,2

-._PZ

&)

o F(U™ 1)(V) = F(U™, 2)(¥?) = 1; F(U!, 1)(¥h) = F(¥L,2) (¥

F(¥2,2)(9?) = F(V2,1)(¥?) = 1.
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CAPITULO 3

Problema de Barganha de Dois Jogadores

3.1 Introducao

Considere a situagao em que duas pessoas estao negociando. O interesse de uma é vender um
objeto como um carro, por exemplo, e o da outra, comprar. A pessoa que esta interessada em
vender faz entao uma proposta inicial que a outra pode aceitar, recusar definitivamente ou propor
um outro valor de compra. Em varias outras situagoes praticas do dia-a-dia, como essa, individuos
tém que negociar como dividir valores entre si. Por exemplo, numa cooperativa os membros
precisam decidir como dividir entre si os lucros obtidos; governantes precisam dividir os impostos
arrecadados entre diversos programas e ministérios, etc. Em tais contextos, individuos podem
chegar a um acordo, cooperando entre si, mesmo que sejam racionais e busquem maximizar o
lucro esperado, ou nao.

Existem alguns modelos em teoria dos jogos que buscam representar processos de barganha
como esses, por exemplo, os que usam jogos em forma extensa(Osborne e Rubinstein, 1990).
Nesta dissertacao baseamos nossos modelos no modelo axiomatico de Nash e neste capitulo
apresentamos um resumo deste modelo com o objetivo de facilitar a compreensao dos capitulos
seguintes. Na Secdo 3.2 s@o apresentados a estrutura do modelo, familiarizando o leitor com
termos como conjunto de utilidades e valor de discordia. Na secao seguinte, apresentamos os

axiomas de Nash e o resultado obtido por Nash sobre a solucao de problemas de barganha. Na
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dltima secao, apresentamos através de um exemplo algumas formas de determinar o vetor de
discordia para problemas de barganha baseado em um jogo normal.

Neste capitulo assumimos que toda a estrutura do modelo apresentado é de conhecimento
comum aos jogadores. Nos capitulos seguintes, modificaremos este modelo permitindo que esta
premissa nao seja necessaria. A maior parte do contetido deste capitulo foi extraido do livro do

Myerson (Myerson, 1997).
3.2 Problema de Barganha entre dois jogadores

No modelo de barganha apresentado neste capitulo, um problema de barganha para dois
jogadores ¢ intuitivamente um processo de negociagdo onde os dois jogadores negociam sobre
utilidades disponiveis a ambos. O objetivo do processo de negociagao ¢é selecionar de forma
imparcial e de acordo com alguns principios, como equidade e eficiéncia, um par de utilidades que
satisfaca aos dois jogadores. Esse processo de negociacao pode se dar por meio de comunicagao
entre os jogadores, ja que em um problema de barganha é intuitivo conceber que os jogadores
cooperem entre si na busca de um equilibrio que satisfaca a ambos. Também pode ser considerada
a figura de um &rbitro (também chamada mediador) como um individuo que pode determinar
esse equilibrio de acordo com os principios ja mencionados e sugeri-lo publicamente aos jogadores.
Esse individuo deve ser alguém capaz de se comunicar com todos os jogadores com linguagem
clara e objetiva, de forma que todos sejam capazes de entender qual equilibrio é proposto por ele.
Além disso, o arbitro deve ser respeitado por ambos os jogadores e isso deve ser conhecimento
comum entre eles para que o equilibrio sugerido por ele (o arbitro) seja um equilibrio focal para
os jogadores, isto é, os jogadores devem respeitar a autoridade do arbitro a ponto de atender o
equilibrio proposto por ele e cada jogador deve saber que os outros jogadores respeitam o arbitro
e saber que os outros sabem que ele sabe e assim por diante.

Os jogadores podem seguir os principios que um arbitro seguiria na escolha de um equilibrio,
existindo a figura do arbitro ou nao. Entao, o objetivo desse modelo é determinar qual equilibrio
seria selecionado por um arbitro que seguisse determinados principios ja mencionados, como efi-

ciéncia e equidade. Baseado nisso, o modelo descrito nesse capitulo nao precisa detalhar se a
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negociagao é feita através de comunicagao entre os jogadores ou pelo arbitro, ja que a finalidade
é determinar através de principios o equilibrio a ser seguido, independente de quem efetue as
negociagoes. Qualquer que sejam os detalhes do processo de negociagao, este deve selecionar o
mesmo equilibrio que um arbitro imparcial e obediente a principios pré-determinados escolheria.

E o que diz a seguinte hipdtese de equidade:

Os resultados de megociagoes efetivas as quais os jogadores tém oportunidades iguais de par-
ticiparem devem ser os mesmos que as recomendacoes feitas por um drbitro imparcial que sabe a

informagao que € conhecimento comum entre os jogadores durante o processo de negociacao.

Em um processo de barganha de dois jogadores, existem os valores que os jogadores esperam
receber, utilidades que esperam conseguir, caso a negociagao falhe. Entéo, o equilibrio a ser sele-
cionado como resultado do processo de barganha deve depender nao s6 das utilidades resultantes
de acOes sobre as quais é feita a negociacdo efetivamente, mas também desse par de valores,
chamados de wvalores de discordia.

Formalmente, um problema de barganha entre dois jogadores é um par (F,v), onde F' é o
conjunto de utilidades disponiveis aos dois jogadores (F pode ser chamado conjunto viavel) e é
um subconjunto compacto e convexo do IR? e v = (vy,v2) € IR? é o vetor de discordia cujos
componentes sao os valores de discordia para os jogadores 1 e 2, respectivamente . E razoével
assumir a convexidade de F', pois os jogadores podem concordar em aleatorizar conjuntamente
sobre estratégias. Entao, se x e y sao vetores de utilidades possiveis e 0 < 6 < 1, o vetor de
utilidades esperadas 6+ (1—6)y é possivel. E determinado também que o conjunto FN{(z1, o) :
x1 > U1 e Tg > U9} seja ndo-vazio e limitado, o que garante a existéncia em F' de um vetor pelo
menos tao bom quanto o vetor de discérdia.

Um problema de barganha (F,v) pode ser obtido a partir de um jogo em forma normal
U = (N, (Cy)ien), (ui)ien). Uma maneira de fazé-lo é definir F' da seguinte forma:

F = {(u(p)sua(p)  wi(p) = Y ple)ui(e)},

ceC
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onde C' é o conjunto de perfis de estratégias em ¥ e p é uma distribui¢ao de probabilidades sobre
C. O exemplo a seguir, baseado num famoso jogo da literatura de teoria dos jogos, Batalha dos
Sexos, ilustra esse processo. Na Secao 3.4 discutiremos alguns métodos de determinarmos o

vetor de discordia.

Exemplo 3.2.1. (Batalha dos Sexos) Considere o jogo normal ¥ como descrito na Figura 3.1
e que pode ser interpretado como um jogo onde um casal de namorados, por exemplo, tém de
escolher entre ir ao shopping ou ir a praia. Ela (jogador 2) prefere ir ao shopping, ele (jogador
1) prefere ir a praia. A tabela descrita na Figura 3.1 descreve as utilidades em cada uma das
situagoes e a Figura 3.2 mostra o conjunto F de utilidades disponiveis aos jogadores que pode

ser obtido a partir de ¥ como definimos anteriormente.

Shopping

Pamia 0.0 21

Jesador 1

Figura 3.1: Jogo em forma normal

Jogador 2
4

.

» Jogador 1

') saesssse===

Figura 3.2: Conjunto de utilidades de barganha correspondente a ¥
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3.3 Os Axiomas de Nash e a Solucao de Barganha

O objetivo da teoria de barganha é determinar o par que seria selecionado por um arbitro
imparcial e indicado aos jogadores como solu¢do. Assumindo a hipotese de equidade, qualquer
processo de negocia¢ao (mesmo os que nao tém a presenga do arbitro) deve selecionar um par
que seria selecionado por esse arbitro. Esta selecao deve se basear em principios como eficiéncia e
imparcialidade e para definir uma solucao é importante definir quais sdo esses principios que o par
selecionado deve satisfazer para que seja considerado um equilibrio a ser aceito pelos jogadores.
Apresentaremos a seguir uma lista dos principios que segundo Nash em (Nash, 1950a) um par
deve satisfazer para ser considerada como solugao conhecidos como Aziomas de Nash. Para um
problema de barganha de dois jogadores (F,v), esse par é um vetor do IR? seré representado por
o(F,v) = (¢1(F,v), p2(F,v)). Usaremos a notacao (x1,z2) > (y1,y2) se x; > y; para i € {1,2}.

Os axiomas de Nash que ¢(F,v) deve satisfazer sao:

Axioma da Eficiéncia Forte(de Pareto)(EF)

Dado um problema de barganha de dois jogadores (F,v), ¢(F,v) é um vetor em F, e para

todo x € F, se x > ¢(F,v), entdo x=¢(F,v).
Axioma da Racionalidade Individual(RI)

Dado um problema de barganha de dois jogadores (F,v) e um vetor de discordia pertencente
a IR%, v, temos que:

p(Fv) =z v
Axioma da Invariancia a Transformagoes Afim Positivas(ITAP)

Para quaisquer niimeros A1, A2, v1, 72 tais que A\; > 0e Ag > 0, se

G ={(Mx1 + 71, Aoz +72) : (21, 22) € F'}

w = (A1 + 71, Aav2 + 72),
entdao p(G,w) = (A1 (F,v) + 71, Adap2(F, v) + 72).
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Axioma da Independéncia das Alternativas Irrelevantes(IAI)

Para qualquer conjunto compacto e convexo G, se G C F e ¢(F,v) € G, entao ¢(G,v) =
p(F,v).

Axioma da Simetria(SM)

Se v1 = vy e {(z2,x1) : (z1,22) € F} = F, entao p1(F,v) = @a(F,v).

O axioma EF' diz que a solugdo tem de pertencer ao conjunto F', isto é, a solugao deve
ser viavel para os jogadores pertencendo ao conjunto de utilidades disponiveis a ambos. Além
disso, EF' assegura que nao ha outro vetor de utilidades disponiveis aos jogadores em F' no
qual as coordenadas sejam maiores ou iguais para ambos jogadores do que em @(F,v), isto ¢é,
nao hé nada que os jogadores possam fazer que melhore a situagao de ambos ou a de um deles
(enquanto a do outro permanece a mesma) em relagao ao vetor a ser indicado como equilibrio
pelo arbitro. O axioma RI assume que os individuos sao racionais e que portanto, ndao teriam
interesse em implementar um equilibrio que deixaria um deles em situacao pior do que no vetor
de discordia. Isto é, sendo um jogador um individuo racional, se o que ele tem a receber como
valor de discordia é maior do que o equilibrio indicado pelo arbitro, racionalmente ele preferira
nao entrar num acordo e assim fara falhar o processo de negociacao. Portanto, a solugao tem que
ser melhor para ambos jogadores do que o que receberiam como valor de discérdia. O axioma
ITAP diz que se um problema de barganha é submetido a uma transformacdo afim positiva, a
solugao seré submetida a mesma transformacao. Isto é, dado um certo problema de barganha, se
todas as utilidades disponiveis aos jogadores sofrem uma transformacgao afim positiva e o valor
de discordia definido previamente aos jogadores passar pela mesma transformagao, obtém-se um
novo problema de barganha, onde as coordenadas do par a ser indicado pelo arbitro como equi-
librio sao transformagoes afins positivas (a mesma pela qual passaram o conjunto de utilidades
disponiveis e o vetor de discérdia no problema original) das coordenadas do par proposto pelo
arbitro aos jogadores no jogo original. O axioma IAl diz que eliminar alternativas nao altera o

par a ser proposto pelo arbitro, isto é, eliminando do conjunto de utilidades disponiveis vetores
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que nao sao o que seria indicado pelo arbitro, obtém-se um novo problema de barganha, cuja
solugao é igual a do problema original. Por fim, o axioma SM assegura que a solugao deve ser
imparcial, isto é, se considerarmos os jogadores em posicoes simétricas, eles terao de receber
o par que o outro receberia, isto é, se o conjunto de utilidades disponiveis for simétrico e os
jogadores tém o mesmo valor de discordia, entao os componentes do par indicado pelo arbitro
aos jogadores como equilibrio da barganha devem ser iguais.

Um resultado importante obtido por Nash é a existéncia e unicidade de uma solugao que

satisfaz os axiomas de Nash como enunciado no teorema a seguir:

Teorema 3.3.1. Existe uma unica solugdo ¢(.,.) que satisfaz os axiomas EF, RI, ITAP, IAI e

SM. Esta solugao € tal que para qualquer problema de barganha de duas pessoas (F,v)

o(F,v) € argmangp(xl —v1)(x2 — v2).
>v

Exemplo 3.3.1. Considere que em um problema de barganha o conjunto de utilidades é F =
{(y1,y2) : 0 <y1 < 10,0 < yo <10 —y1} ev = (0,0). O problema (F,v) pode ser interpretado
da sequinte forma: os jogadores tém que repartir dez reais entre si de qualquer forma e de comum
acordo ou nao recebem quantia alguma. Intuitivamente, € esperado que eles repartam igualmente
entre si. Observe que o axioma EF implica que yo = 10 — y1, entdo, pela definicao de solugao
de barganha de Nash, como vista no Teorema 3.3.1, temos que a solucao pode ser encontrada

deriwando o produto de Nash em relacdo a vy e igualando a zero:

5]
= — 10 — =10—-2
0 8y1(yl(0 yl)) 0 Y1

o que implica y; = 5 e como a seqgunda derivada do produto de Nash € negativa, temos que y; = 5
mazimiza o produto de Nash. Portanto, se os jogadores tém utilidade linear para dinheiro, a

melhor estratégia € cada um receber cinco reais.
3.4 O vetor de Discordia

Para facilitar a compreenséao do leitor acerca do exemplo em que mostraremos algumas formas
de determinar o vetor de discordia, apresentaremos algumas definigoes presentes na literatura

sobre casos particulares de barganha.
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Jogador 2
A

10

» Jogador 1
10

Figura 3.3: Conjunto de utilidades F' do Exemplo 3.3.1

Jogo com utilidade transferivel

Um jogo com utilidade transferivel é um jogo em forma normal no qual além das estratégias
disponiveis em C;, cada jogador i tem a opg¢ao de transferir qualquer quantidade de dinheiro
a qualquer outro jogador, ou apenas de destruir dinheiro, e cada unidade perdida de dinheiro
decresce a utilidade do jogador ¢ em uma unidade. Interessa-nos para o exemplo que apresentare-
mos a seguir o que acontece se derivarmos um problema de barganha (F,v) de um jogo utilidade

transferivel. O conjunto F' serd definido da seguinte forma:
F={yeR:y +y <via},

onde vi2 é um nimero que representa a méxima utilidade que os jogadores podem atingir con-

juntamente e uma das maneiras de escrevé-lo é:

v12 = mazeaeytur(p) +ua(p)}-

e as solucoes de barganha para cada jogador podem ser deduzidas como:

v12 + U1 — U2

v12 + V2 — Uy

Uma defini¢ao necessaria ao entendimento de um dos métodos utilizados para calcular o vetor

de discordia é a definicdo de jogo com ameagas racionais.
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Jogo com Ameacgas Racionais

Seja U = (N, (Cy)ien), (ui)ien) um jogo finito em forma normal, e seja F' um conjunto viavel
derivado de V¥, como ja definido na Secdo 3.2. Suponha que antes de entrar no processo de
negociacao com o outro jogador, cada jogador i deva escolher uma ameaga 7; € C;. Suponha
também que todos os jogadores concordam que se nao chegarem a um acordo, a ameaga que
cada um escolheu deve ser realmente implementada e que isso é conhecimento comum para os
jogadores. KEscolhidas as ameagas 7 que cada jogador implementaria em caso de nao chegarem
a um acordo, o vetor de discordia é entao (uj(71,72), u2(71,72)). Considere w;(11,72) a utilidade
do jogador ¢ na solugao de barganha de Nash, descrita na segdo 3.3 com este ponto de discordia,
isto é,

wi(71,72) = @i(F, (u1(71), u2(72)))
Suponha que os jogadores confiam que chegarao a um acordo ao final do processo de barganha.
Como a solucao de Nash depende do vetor de discordia, a importancia das ameacas para os
jogadores é entao o seu impacto no payoff de cada jogador, ja que eles acreditam que nao

precisarao implementé-las. Define-se entdao como ameacas racionais o par (71, 72) tal que:

wl(Tl,’TQ) > wl(O'l,TQ),VOj S A(Cl),

(UQ(Tl,’TQ) > wQ(Tl,O'Q),VO'Q S A(Cg)

Entao, ameagas racionais formam um equilibrio de Nash em estratégias mistas do jogo de ameagas
U* = {{1,2},C1,C1,wr,wa}. Como todo jogo finito possui pelo menos um equilibrio de Nash em
estratégias mistas, entao existem ameagas racionais.

Quando ¥ pode ser considerado um jogo de utilidade transferivel, entao as utilidades w1, ws
sao calculadas da seguinte forma:

v12 + ui (11, T2) — U2 (71, T2)
2

w1 (T17 7—2) -

v12 + ua(T1, T2) — w1 (11, 72)
2 b

wa(T1,T2) =
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onde vig = max,eac)iu1 (i) + u2(p)}. Descreveremos agora no exemplo a seguir trés métodos

de determinar o valor de discordia: equilibrio de Nash, minimax e ameagas racionais.

Exemplo 3.4.1. Considere o jogo em forma normal W como descrito na sequinte figura:

i Jogador 2
A2 B2
Al 10,0 -5.1
Jogador 1
El 0,-5 0,10

Figura 3.4: Jogo Normal ¥ entre dois jogadores

Considere W um jogo de utilidade transferivel e vio = 10 a utilidade mdxima que pode ser

atingida conjuntamente pelos jogadores.
e Fquilibrio de Nash

Uma das formas de determinar o vetor de discordia de um problema de barganha (F,v)
baseado em um jogo em forma normal ¥ como o descrito nesse exemplo, € definindo que o0s
jogadores receberdo, no caso de nao chegarem a wm acordo, as utilidades do equilibrio de Nash
do jogo normal V. Neste exemplo, € possivel fazé-lo pois o jogo ¥V tem apenas um equilibrio de
Nash em (B1, B2). Se escolhermos as utilidades neste equilibrio para ser o ponto de discordia
temos v = (0,10). Temos que a solu¢ao de barganha de Nash, lembrando que ¥ é um jogo de
utilidade transferivel, € dada por :

104+0-10 10+10-0

=0 F,(0,10)) = 10
92 7%02( a(a )) 9

p1(F, (0,10)) =

o Minimazx

O critério de minimax diz que em um problema de barganha (F,v) baseado em um jogo em

forma normal ¥, como o descrito nesse exemplo, as utilidades dos jogadores no ponto de discérdia
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sa0:
v = mino’gECg mare,ec, Ul (0—17 02)
V2 = MiNg, ec, MATyccyU2(01, 02)

Assim, nesse exemplo o valor de minimax para o jogador 1 é vi = 0 e para o jogador 2 €

vg = 1. Temos entdo que a solugao de barganha de Nash considerando este vetor de discordia é:

10+0—1 10+1-0
P1(F,(0,1)) = = =45, 0(F,(0,1)) = 2 =55,

e Ameacas Racionais

O critério de ameagas racionais baseia-se no jogo de ameacas como definido anteriormente.
Por este método, o vetor de discordia € a utilidade que os jogadores receberiam em ¥ se implemen-
tassem suas estratégias de equilibrio do jogo de ameagas racionais. O jogo de ameagas racionais
baseado em W € descrito na figura a sequir, onde as utilidades foram calculadas considerando
também que VU é um jogo de utilidade transferivel (ja foi definido nessa segao como calcular as

utilidades de um jogo de ameagas racionais baseado em um jogo de utilidade transferivel):

p Jogador 2
A2 Bz
Al 10,0 2B
JTogador 1
El 75,25 0,10

Figura 3.5: Tabela do Jogo de ameacas baseado em ¥ no Exemplo 3.4.1

O 1nico equilibrio de Nash deste jogo de ameagas é (a1,b2). Logo, a estratégia de ameaga
racional para o jogador 1 € ai e para o jogador 2 € by, o que lhes dd como utilidades —5 e 1,
respectivamente. Logo, os valores de discordia de acordo com este método sao vy = —5 e vy =1

e a solucao de Nash é:

A1, (=5,1) = T = 2, (F (5,1)

_10+1+45

8.
2
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A teoria das ameagcas racionais é indicada em situacoes nas quais é esperada que o processo de
barganha atinja um acordo e entao os jogadores se comprometem previamente com a estratégia
das ameacas racionais, apenas pelo impacto que isso terd na solugcao de barganha de Nash.
Quando os jogadores nao podem se comprometer antecipadamente a nenhuma estratégia, o ideal
é usar o método de equilibrio de Nash. J4 a teoria de minimax é apropriada quando os jogadores
podem, antes do processo de negociacao, se comprometerem a duas estratégias pré-planejadas,
uma defensiva que ele utilizara se ele foi o tltimo a rejeitar uma oferta de acordo, e outra ofensiva

se o outro jogador foi o iltimo a rejeitar uma oferta de acordo.
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cAPITULO 4

Falta de Consciéncia em Barganha de 2 Jogadores

4.1 Introducao

Em véarias situagoes praticas do mundo real, jogadores se véem envolvidos em processo de
barganha onde tém de dividir algo entre si, podendo chegar a um acordo ou ndao. Em algumas
dessas situagoes, jogadores podem desconhecer alguma informagao relevante para o processo de
negociacio que outros jogadores (ou eles mesmos) podem utilizar durante a barganha. E o que
pode ser chamado de falta de consciéncia.

Alguns modelos em teoria dos jogos representam jogos nos quais é permitido que os jogadores
desconhecam estratégias disponiveis a eles ou a outros jogadores. Neste capitulo, apresentaremos
um modelo para representar problemas de barganha de dois jogadores com falta de consciéncia
baseado no modelo desenvolvido por (Halpern e Régo, 2006), que modela jogos em forma extensa
com falta de consciéncia, no modelo desenvolvido por (Barreto e Régo, 2008) que representa jogos
em forma normal com falta de consciéncia e no modelo axiomatico de Nash, que representa um
problema de barganha padrao (sem falta de consciéncia). Este modelo tem seus componentes
apresentados na Segao 4.2.

Na Secao 4.3 apresentamos axiomas que uma solugdo generalizada de um problema de bar-
ganha de dois jogadores com falta de consciéncia deve satisfazer para ser considerada solugao

e enunciamos um importante teorema relacionando os axiomas e a solucao generalizada. Esses
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axiomas sao baseados nos axiomas de Nash para a solucao de um problema de barganha padrao e
expressam caracteristicas esperadas de jogadores racionais que buscam maximizar suas utilidades
esperadas cooperando entre si.

Um problema de barganha padrdo pode ser derivado de um jogo em forma normal, como
definido na Segao 3.2. Na Segao 4.4 mostramos uma forma de obter um problema de barganha
com consciéncia a partir de um jogo normal com consciéncia.

No modelo descrito neste capitulo, considera-se que nao hé comunicacao dos jogadores entre
si e nem do arbitro com os jogadores no sentido de ser revelado a um ou a ambos jogadores
informagoes das quais eles nao sao conscientes. Porém, no Capitulo 5 apresentamos um modelo
baseado no que é apresentado no capitulo atual e neste aspecto relevante para teoria de barganha:

a comunicacao.

4.2 Representando Problemas de Barganha para dois jogadores
com consciéncia

Dado um problema de barganha para dois jogadores padrao (isto ¢, sem falta de consciéncia)
(F,v), estamos interessados em modelar situagoes onde os jogadores tém uma percepgao limitada
acerca do conjunto de utilidades disponiveis, isto é, cada jogador tem consciéncia de um conjunto
F, que pode nao ser igual ao conjunto do problema original (F,v). Além disso, os jogadores
também tém visao limitada sobre qual conjunto o outro jogador acredita ser o verdadeiro e sobre
o valor de discordia disponivel a ele nesse conjunto. Chamaremos esta situagao de um Problemas
de Barganha para dois jogadores com consciéncia.

Para representarmos a percep¢ao de cada um dos jogadores acerca do problema (F,v), defin-
imos um componente que chamaremos de conjunto de utilidades subjetivo. Um conjunto de
utilidades subjetivo é um subconjunto convexo e compacto de F' e representa as utilidades das
quais algum jogador é consciente ou as que algum jogador acredita ser o outro consciente. A
definicdo dessa componente ajuda a definir o Problema de Barganha quando consideramos que

os jogadores envolvidos podem ter falta de consciéncia.
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4.2.1 Problema de Barganha para dois jogadores com Consciéncia

Definiremos como Problema de Barganha de dois jogadores com Consciéncia baseado no

problema de barganha para dois jogadores (F,v), como sendo P = (C, F™, FP v, v3), onde:

e C é um conjunto contavel de conjuntos subjetivos de utilidades baseados em F';

e ™ ¢ C é o conjunto de utilidades objetivo que representa a visao real do problema. Isto

6, F" = F.

e FP ¢é uma funciao que leva um conjunto de utilidades subjetivo F* € C e um jogador
i € {1,2} para um outro conjunto de utilidades possiveis pertencente a C. Isto é, para todo
Ft €, tem-se FP(F*,i) € C e intuitivamente FP(F*,4) indica o conjunto de utilidades

subjetivo no qual o jogador i acredita na visdo do jogador que acredita em FT.

e v1,v9 sao fungdes definidas para os dois jogadores, de forma que v; associa a um conjunto
FT ¢ C;, um ntimero real, onde C; é o conjunto de conjuntos F'* nos quais o jogador i

acredita, isto é, C; = {Ft € C: 3F' € C tal que FP(F' i) = FT}, para i € {1,2}.

As funcgdes v e vy associam um ntmero real a cada conjunto F'™ nos quais os jogadores
1 e 2, respectivamente, acreditam. O valor assumido pela fun¢iao v; no conjunto subjetivo F'*
representa o valor de discordia segundo o ponto de vista do jogador i se ele acredita ser F'* o
verdadeiro conjunto de possiveis utilidades. O valor de discordia representa para os jogadores
o valor a ser recebido caso a negociagdo ou processo de arbitragem falhem e hé vérias formas
de determiné-lo a partir de um jogo em forma normal com consciéncia, com métodos similares
aos métodos minimax e ameagas racionais, que foram vistos no Capitulo 3, para o caso do
problema de barganha padrao. Estamos assumindo nesse modelo que se o jogador acredita em
algum momento que o conjunto subjetivo '™ é o verdadeiro conjunto viavel, entao ele conhece o
valor de discordia disponivel a ele em F'; se os dois jogadores acreditam em F' , entdo o vetor
de discordia associado a esse conjunto é conhecimento comum aos jogadores.

A fungao FP deve satisfazer algumas restrigbes que capturam a idéia de falta de consciéncia.
Bl. Para todo i € {1,2} e F* €C, FP(F*,i) C FT.
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B2. Para todo F'* € C;, temos que FP(F* i) = FT.

Intuitivamente, B1 captura a idéia de que se o jogador j acredita em FT como conjunto
verdadeiro e acredita que o jogador ¢ é consciente de um conjunto F’ + isto é, se FP (Ft,i)=F +
entdo Ft' C FT. Se F'' nédo estiver contido em F*, entdo existem pares de utilidades em
Pt que nao fazem parte da consciéncia de j, o que contraria a nossa intuicao a respeito de
falta de consciéncia, ja que j nao pode acreditar que ¢ é consciente de utilidades das quais ele
(j) nao consegue descrever. A restricao B2 captura a idéia de que jogadores sdo capazes de
realizar introspeccao a respeito do jogo e isso é de conhecimento comum entre os jogadores.

Intuitivamente falando, o jogador i é capaz de saber o que ele mesmo (i) é consciente.
4.2.2 Problema Local de Barganha

Ja vimos que em um problema de barganha com consciéncia, jogadores podem nao ser
conscientes de todas as utilidades disponiveis aos jogadores. Isto é, dado um problema P =
(C,F™, FP v1,v9) baseado em um problema de barganha (F,v), jogadores podem ser con-
scientes(ou acreditar que o outro é consciente)de conjuntos de utilidade que nao necessariamente
coincidem com o conjunto F. E intuitivo observar que cada conjunto subjetivo pertencente a
C, exceto F™, junto com o valor de discordia indicado pela fungao v representam um problema
de barganha diferente do problema (F,v), isto ¢, jogadores podem ter percepgoes diferentes do
problema (F,v). Para representarmos essas diferentes percepgoes, definiremos cada um desses
pares de conjunto subjetivo e valores de discérdia associados como problemas locais de barganha.
Dividiremos a definicao em dois casos: os problemas locais nos quais os dois jogadores acreditam
e os em que apenas um jogador acredita. Note que apesar de poderem existir conjuntos em F
os quais nenhum jogador acredita (nem acredita que algum outro acredita, e assim por diante),
estes conjuntos nao influenciam nas decisdes tomadas pelos jogadores e portanto nao fardo parte

da definicdo de um problema local.

Definigao 4.2.1. i) Se F* € C1NCs, definiremos como Problema local o par (F+,v(F ™)), onde
V(FT) = (v (FT),v(F1)) € um vetor do IR? que representa os valores de discordia que

os jogadores acreditam que receberao em caso de falha da negociagao.
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ii) Se Ft € C;—Cj, comi # j, definiremos como Problema local para o jogador i, com i € {1,2},

o par (F*,v;(FT)).

Dado que definimos problemas locais como representacoes da percepgao do jogador a respeito
do problema, é interessante do ponto de vista do arbitro que tem consciéncia dessas percepcoes,
analisar o que o jogador deve fazer como melhor resposta para o problema em cada um destes

problemas locais.
4.2.3 Solucgao Local

A teoria de problemas com barganha considera como um aspecto importante do processo de
construgao da solugao o papel da arbitragem e da cooperagao entre os jogadores. O arbitro é um
ente que seleciona dentre os pares de utilidade possiveis um equilibrio que os jogadores devem
implementar. Tal figura deve ser alguém capaz de se comunicar com os dois jogadores e informa-
los sobre qualquer equilibrio e os jogadores por sua vez, tém como conhecimento comum, que o
arbitro exerce influéncia ou autoridade sobre os dois jogadores, de modo que estes atendam a sua
indicacao de equilibrio a ser implementado. Este equilibrio deve ser selecionado pelo arbitro de
forma imparcial, isto é, tratando os jogadores de forma simétrica e em problemas equivalentes
selecionando o mesmo equilibrio. O objetivo ao construir uma solugao de barganha é determinar
um par que poderia ser indicado por uma arbitragem imparcial.

Em um problema de barganha com consciéncia, a presenga do arbitro serd fundamental.
Assumiremos que o arbitro conhece o verdadeiro problema de barganha, (F,v), chamado nesta
dissertacao de problema objetivo de barganha e é consciente da visao dos jogadores sobre o pro-
blema, isto é, o arbitro conhece os problemas dos quais os jogadores sao conscientes e os que
eles acreditam serem o outro jogador consciente. Neste capitulo consideramos o caso em que o
arbitro comunica aos jogadores apenas o equilibrio a ser implementado. No capitulo seguinte,
ampliamos as possibilidades de comunicagao entre arbitro e jogadores.

Vimos que em um problema de barganha com consciéncia, cada jogador tem percepgao
limitada sobre o conjuntos de utilidades disponiveis e sobre a visdo do outro jogador, isto é,

o jogador ¢ pode nao ser consciente de algumas utilidades disponiveis a ele ou ao outro jogador.
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Dai, vimos na segao anterior a necessidade de definirmos problemas locais de barganha. O
problema local representa o ponto de vista de um jogador sobre qual seria o conjunto de utilidades
realmente disponivel aos jogadores e qual valor de discérdia ele receberia em caso de um acordo
nao ser atingido. Ao tratar da solucao, precisaremos definir qual seria a solugédo para cada jogador
em cada uma desses problemas locais de barganha. Isto é, precisamos definir as solugoes locais
selecionadas por um arbitro imparcial.

Considerando que o resultado obtido pelo arbitro deve basear-se em principios basicos da teo-
ria de barganha, como bem-estar para ambos jogadores, cooperagao e equilibrio, sera necessario
determinar a solugéao de cada problema local, para que o arbitro defina para os dois jogadores
qual equilibrio devem implementar nos jogos dos quais sdo conscientes. Chamaremos entao de
solugao local a solucdo de um problema local de barganha. Assim como fizemos com a definicao
de problema local, dividiremos a definicdo de solugdo local em casos: o caso em que os dois
jogadores acreditam em F'T e o caso em que apenas um dos jogadores acredita em FT. Assim
como mencionamos anteriormente, nao é relevante para a definicdo de solucdo o caso em que

nenhum jogador acredita em FT.

Definigao 4.2.2. i) Se F* € C1NC2 e v(F1) = (v1(F1),v2(F1)), a solucdo local serd um vetor
O(FT, v(FT)) = (p1(FT,01(F)), po( FT,09(F1))) € IR?, que representa o par de utili-
dades obtidos pelos jogadores quando ambos acreditam que o conjunto de possiveis utilidades

¢ Ft e que o vetor de discordia é dado por v(FT).

ii) Se F'* € C; — Cj, a solugao local é um nimero real @;(FT,v;(F1)) que o jogador i acredita
que receberd como solugao do problema local (FT,v;(F1)).

Como o problema local representa a visao subjetiva de um jogador, a solucao local é um
valor que seria recomendado pelo arbitro ao jogador, caso o problema local fosse o verdadeiro.
Como o arbitro é consciente das percepc¢oes dos jogadores a respeito do problema, a solucao do
problema precisa considerar todas as solugoes locais. Definiremos entao um conceito de solugao

que chamaremos de solu¢do generalizada.

Definicao 4.2.3. Dado um Problema de Barganha para dois Jogadores com Consciéncia, P =
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(C,F™, FP vy,v9), a solugao generalizada serd o vetor cujas componentes sao as solugoes locais
dos problemas locais baseados nos conjuntos F+ € C; UC; e nos valores de discordia associados

a eles.

O objetivo de uma teoria de negociagao ou arbitragem em problemas de barganha para dois
jogadores (padrao) é determinar um vetor do IR? que seria selecionado por um arbitro imparcial.
J& vimos que um arbitro em problemas de barganha deve escolher esse resultado baseando-se
em principios como simetria e bem-estar para ambos jogadores. Em um problema de barganha
padrao, estes e outros principios como eficiéncia e racionalidade estao bem representados através
do grupo de axiomas conhecidos como Axiomas de Nash, ja descritos nessa dissertacao. Na
préxima se¢do, analisaremos quais axiomas caracterizam a solu¢ao generalizada de um problema

de barganha para dois jogadores com consciéncia.
4.3 Axiomas da Solucao Generalizada

A seguir descreve-se alguns axiomas que julgamos razoaveis para resolucdo de um problema

de barganha de 2 jogadores com consciéncia.
Axioma Generalizado da Viabilidade

Dado um problema de barganha de dois jogadores com consciéncia P = (C, F™, FF vy, vs),

VET € ¢,

eilF*,oi(F)) € i (@i ips (FF 0y (F) € F* U {ui(F 1),
onde FP(Ft, j)=Ft1
Axioma Generalizado da Eficiéncia Forte

Dado um problema de barganha de dois jogadores com consciéncia P = (C, F™, F, v, v2),

!Nesta dissertacio, por simplicidade, abusaremos um pouco da notagao e utilizaremos (z:, ©; (F*l, vj (FJH)))
no caso em que ¢ = 2 e 5 = 1 para representar o vetor ((Pl(F_‘—,,'Uj (F+l)),m2). No que se segue manteremos
sempre quantidades relacionadas ao jogador 1 como sendo a primeira componente do vetor, mesmo que a notagao
utilizada esteja invertida.

46



4.3. AXIOMAS DA SOLUCAO GENERALIZADA

(a) para todo F* € CyNCy, (x,y) € Ft,se x> o1 (FTu1(F1)) ey > pa( F,va(FT)), entao

z=p1(FTu(FY)) ey = pa(FT,0a(FT)).

(b) para todo Fte (CZ_C])a f(FJraj) - F+l7 (xi7Wj(F+/7Uj(F+/))) € F* exr; > Soi(F+7Ui(F+))a

tem-se que z; = ;(FT,v;(FT)).
Axioma da Racionalidade Individual
VFT € C;eie{l1,2}, tem-se que
Qi FT 0i(FT)) > v (FT)

Para os axiomas generalizados a seguir, considere o conjunto F', tal que F* € C; N Cy, isto

é, os dois jogadores acreditam em F'* em alguma situagao do jogo.

Axioma Generalizado ITAP

Para i € {1, 2}, sejam \; um nimero real positivo e y; um ntimero real qualquer. Considere o
conjunto G, onde G = {(A\1z1 +71, Aoz +72) : (z1,72) € FT} e dois problemas com consciéncia

P=(C,F™ F,v1,v2) e P' = (C',(F™),F',v},v}) tais que :
(i) "= (C—-F)U{G}k
(i) se F(F,i) # F*, entio F/(F,i) = F(F, i);
(iii) se F(F,i) = F*, entdo F'(F,i) = G;
(iv) F(G,i) = G;
(v) se F # Ft e F € C;, entao v;(F) = v(F);
(vi) VH(G) = Nvi(FT) + ;.

Entao,

(G, vi(G)) = Nigi (F v (FT)) + 7.
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Axioma Generalizado IAI

Considere um conjunto G tal que G C F'T e dois problemas de barganha de dois jogadores

com consciéncia P = (C, F™, F,v1,v3), e P’ = (C', (F™)', F',v},v)), tais que:
(i) ¢'=(C—-F")u{G}
(ii) se F(F,i) # F*, entao F'(F,i) = F(F,i);
(iii) se F(F,i) = FT, entdao F'(F,i) = G;
(iv) F'(G,i) = G:;
(v) se F # Ft e F € C;, entao v;(F) = v(F);

(vi) vi(G) = v (FT).

(2
Entao, se (p1(FT,v1(F1)), p2( FT,v2(F1))) € G, tem-se que para i € {1,2},
¢i(G,vi(G)) = pi(F, v (FT)).
Axioma Generalizado da Simetria

Seja um problema de barganha de dois jogadores com consciéncia P = (C, F™, F, vy, v2), tal

que:
(i) (z1,22) € FT se, e somente se, (zg,71) € F;
(11) 'Ul(FJr) = U2<F+).

Entao,

PL(F T, 01(FF)) = a(FF va(FT)).

Em qualquer problema de barganha é razoavel assumir que a solugao seja um valor viavel,
isto é, a solugao deve pertencer ao conjunto de utilidades possiveis aos dois jogadores. Em
um problema de barganha com consciéncia para dois jogadores, definimos que a solugao local

©i(F* v;(FT)) para o jogador i que acredita em F'* em algum momento do jogo deve considerar
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a solugao que o seu oponente, o jogador j, recebera no problema (F+/, U(F+/) que 7 acredita que j
considera como verdadeiro nessa situagao. Isto é, seja F' + um conjunto tal que Ft' =F (F*,9),
entdo em F7T, i acredita que j considera (F',v(F1') como sendo o verdadeiro problema de
barganha. Assim, definimos que, em F*, a solucao local para i deve ser escolhida do conjunto
de valores disponiveis a i neste conjunto (FT) que formam par com a solugao local para j do
problema (F*', v(F*")) unido ao valor de discordia disponivel a i em (Ft). A unido com o valor
de discordia é justificada por sua utilidade para a prova do teorema apresentado nessa secao, o
que pode ser compreendido melhor no apéndice.

O Axioma Generalizado da Eficiéncia Forte garante que dado um certo problema local de
barganha (F™, v(F1)) ndo ha nenhum outro par que os jogadores possam receber como resultado
cujos valores sejam melhores para ambos do que os que receberiam na solugao local. Isto é, em
problemas locais (FT,v(F*)), onde F'* € C; N Cq, isto é, onde os dois jogadores acreditam em
F* temos que nao deve haver par (z,y) em F'™ tal que x seja maior ou igual que a solugao para
o jogador i e y maior ou igual que a solugao para o jogador j. Nos problemas locais (F't, v;(F1))
nos quais apenas i acredita em F'*, como a solucao local para i deve considerar a solucao local
para o jogador j do problema (F*' v(Ft')), onde Ft = F(F*,j), o Axioma Generalizado da
Eficiéncia Forte garante que dentre os valores z; tais que (z;, 0 (F*',v;(F*"))) € F*, ndo pode
haver um que seja maior que a solucao local proposta a ¢, pois se houvesse seria um incentivo a
1 a nao entrar em acordo, pois ele conseguiria um valor maior como solu¢ao, mesmo respeitando
a solugao local para j, que ele acredita que j iria receber no acordo.

O Axioma da Racionalidade Individual diz que na solugao local garante que na solugao local,
o jogador nao pode estar em situacao pior do que estaria se recebesse como resultado o valor de
discordia. Isto é, a solugao local para o jogador i de um problema local (F*, v;(FT)) no qual
i acredita deve ser pelo menos tao boa quanto o valor de discordia v;(F'") que i acredita que
receberia nesse jogo.

Os axiomas Generalizado ITAP, Generalizado IAl, e Generalizado da Simetria referem-se
apenas a problemas locais nos quais os dois jogadores acreditam. Intuitivamente aplicar uma

mesma transformagao positiva nos componentes de um problema de barganha nao deve alterar

49



4.3. AXIOMAS DA SOLUCAO GENERALIZADA

sua solucgao, ja que fungoes utilidades nao alteram preferéncias dos jogadores se sofrerem trans-
formagoes afim positivas (Kreps, 1988). Entao, se aplicarmos uma transformagao afim positiva
em um conjunto ' € C1NCy, teremos um novo problema de barganha com consciéncia P’, onde
“substituimos” o conjunto I’ pelo conjunto G, que é a transformacao afim positiva de F'™, isto
é, pela condicao ii), o conjunto de jogos subjetivos C’ é o conjunto C menos o conjunto F'™ unido
ao conjunto cujo elemento é o conjunto G e as condigoes iii — iv do axioma I'TAP impdem que o
nivel de consciéncia dos jogadores deve permanecer quase inalterado, pois continuam conscientes
das mesmas coisas, exceto que onde um jogador era consciente de F'* passa a ser consciente de G.
Além disso, as condigbes vi) e vii) garantem que os valores de discordia sdo mantidos, exceto no
caso do conjunto G, onde o valor de discordia para o jogador i é a transformagao afim positiva (a
mesma aplicada a F'") do valor de discordia disponivel a i em F™. Sendo todas essas condigoes
véalidas, o axioma Generalizado ITAP diz que a solugao local para o jogador ¢ do problema local
(G, v}(G)) no novo problema de barganha com consciéncia P’, ¢ uma transformacao afim positiva
da solugao local para i do problema local (F*,v(F1)) no problema de barganha com consciéncia
P.

O Axioma Generalizado I AI diz que eliminar utilidades possiveis que nao sejam a solugao nao
alteram a solugdao. Entao, se considerarmos um conjunto G contido em F'* tal que F* € C1NCy
e definirmos um novo problema de barganha com consciéncia P’, onde “substituimos” o conjunto
F* pelo conjunto G, isto &, pela condigao #i), o conjunto de jogos subjetivos C' ¢ o conjunto C
menos o conjunto F* unido ao conjunto cujo elemento é o conjunto G e as condicoes iii — iv do
axioma I Al impoem que o nivel de consciéncia dos jogadores deve permanecer quase inalterado,
pois continuam conscientes das mesmas coisas, exceto que onde um jogador era consciente de
F* passa a ser consciente de G. Além disso, as condigoes vi) e vii) garantem que os valores de
discordia sao mantidos, exceto no caso do conjunto G, onde o valor de discérdia para o jogador
i & o valor de discordia disponivel a i em F'*. Sendo todas essas condicoes validas e pertencendo
(p1(FT 01 (F1)), p2(FT,v9(F7))) a G, o axioma Generalizado I AT diz que a solugao local para
o jogador i do problema local (G,v(G)) é a mesma solugao local para i em (F't,v(FT)). Isto

¢, se eliminarmos de F'* elementos que nao sao o vetor de solucoes locais, obtendo um conjunto
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G, a solugao local do problema local que envolve G em um problema de consciéncia com as
caracteristicas descritas pelas condi¢oes do axioma Generalizado IAI é a mesma solucao local
do problema (F*,v(FT)).

Um dos aspectos fundamentais num processo de negociagao ou arbitragem em problemas de
barganha é a imparcialidade. E fundamental assumir que o arbitro trata os jogadores de forma
simétrica. Intuitivamente, precisamos garantir que se invertermos a posi¢ao dos jogadores, a
solucao também se inverte, isto é se invertermos a consciéncia e as crengas dos jogadores 7 e 7,
o resultado para o jogador ¢ serd o mesmo que o jogador j receberia. Formalmente, se em um
problema (F*,v(F7T)), onde os dois jogadores acreditam em (FT, FT & simétrico e os valores
de discordia disponiveis aos jogadores sao iguais, entao a solugao local do problema (F*,v(F 7))
para o jogador i deve ser igual a solucao local para o jogador j do mesmo problema local.

O resultado mostrado através do teorema a seguir é fundamental em nosso modelo, pois
prova que existe uma dnica solucao generalizada que satisfaz os axiomas propostos nessa secao e
descreve essa solucao. Assim, como elementos importantes do modelo descrito até aqui, o teorema
¢ dividido em dois casos: a parte a) trata das solugoes locais de problemas locais (F*,v(F ™))
nos quais F* é um conjunto no qual os dois jogadores acreditam, isto é, F'* € C; NCa, definindo
como solucao local para tais problemas a solucao de barganha de Nash como definida no capitulo
3. Tal escolha parece intuitivamente aceitavel se observarmos o problema (F*,v(FT)) como
um problema de barganha padrao, por seus jogadores acreditarem em toda a estrutura do jogo.
A parte b) descreve a solugao local para os problemas locais (F*,v;(F*)) nos quais apenas o
jogador i acredita em F, isto ¢, F™ € C; — Cj. Nestes problemas, a solugao ¢ definida como o
méximo da unido entre conjunto dos x; € FT tais que (x4, p;(F*',v;(Ft)) € F* ¢ o conjunto
cujo elemento é o valor de discérdia para o jogador ¢, o que também parece razoavel, pois a solugao
local para o jogador ¢ deve estar de alguma forma relacionada a solucgao local que ¢ acredita que
j recebera no problema local do qual ele acredita ser j consciente. Na demonstracao, a escolha
de fazer a unido com o conjunto cujo elemento é o vetor de discérdia é justificada pelo objetivo
de que a solugao generalizada satisfaga todos os axiomas listados nessa secao, o que fica mais

claro na demonstracao do teorema que se encontra no apéndice.

o1



4.4. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA A PARTIR DE UM JOGO
NORMAL COM CONSCIENCIA

Teorema 4.3.1. Dado um problema de barganha para dois jogadores com consciéncia P =
(C, F™  FP vy,v9), uma solugao generalizada satisfaz os axiomas generalizados da viabilidade,

da eficiéncia forte, ITAP, IAI, da Simetria e da Racionalidade Individual se, e somente se,

(a) Para todo Ft € C1 NCy,

(1 (FT ui(FF), a(F T, 02(F7))) = argmazy, 4,yep (21 — v1(F1)) (22 — va2(FF)),
x; 2v(F1)
ic{1,2}
ou seja, as solugoes locais para os jogadores 1 e 2 no problema de barganha local

(E*, (v (FT),v2(FT))) € a solugao de barganha de Nash para o problema de barganha de

dois jogadores (FT, (vi(FT),va(F1))); e
(b) Para todo F* € C; — Cj, onde i, j € {1,2}, entao
i F* vi(FT)) = maa{{@i : (25,05 (F* 0y (FT))) € FFyu{vi(F)}},
onde F*' = FP(F* j) .

4.4 Representando um Problema de Barganha a Partir de um
Jogo normal com Consciéncia

Podemos interpretar um problema de barganha com consciéncia P = (C, F™, FP v, v9)
baseado no problema de barganha padrao (F,v) derivando sua estrutura de um jogo normal
com consciéncia U = (G,¢"™, F) baseado por sua vez em um jogo em forma normal ¢ =
({1,2},{C1,C52},{u1,uz2}). Nosso principal objetivo nesta secao é determinar como obtermos
a partir de ¥* o conjunto C, F, as fungbes v; e vo e a fungao FP, isto é, queremos obter
os conjuntos de utilidades possiveis subjetivos, o conjuntos de utilidades objetivo e os valores
de discordia associados a eles e também determinar FP. Note que no modelo que definimos, a
funcao FP é deterministica. Para efeito de simplificagdo, consideraremos apenas o caso em que no
jogo normal com consciéncia U* = (G, 9™, F), a funcdo F também ¢é deterministica. A anélise
do caso nao-deterministico segue as mesmas idéias deste caso, porém as notagoes ficam mais

complicadas. Além disso, nesta anélise, vamos restringir ¥ para ser tal que G seja um conjunto
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finito e que para todo jogo 1™ € G exista uma sequéncia de jogos aumentados 1/1#, 1/12+, . ,1/);,

onde k > 1, tal que
Loyt =97
2. para todo ! talque 1 <1<k -1, f(?ﬁ;“,z') = w;fH para algum i € {1,2}; e
3. .7:(2/);,2') = @Z)Z para todo i € {1,2}.

Para cada jogo aumentado pertencente a 1™ € G, existe um correspondente conjunto de
utilidades '™ em C. Vamos agora definir como cada conjunto de utilidades F'™ pode ser obtido
a partir de ¥»*. Com as restricoes impostas em ¥%, podemos definir F'* de maneira indutiva.
Para cada jogo aumentado ¢+ pertencente a (G; N Gz), onde G; e Ga sao os conjuntos de jogos
aumentados nos quais os jogadores 1 e 2 respectivamente acreditam, definiremos F'* da seguinte

forma:

P = {0, ua()  wilp) = 3 p(euile)},

ceC+

onde CT é o conjunto de perfis de estratégias em ™ e p é uma distribuicao de probabilidades
sobre C't.

Para os jogos aumentados ¥ € G; — G;, 4,7 € {1,2} e com F(¢T,j) = YT, suponha que o
conjunto Ft' jé foi definido a partir de 1/1+/. Definiremos agora um método para obter o conjunto
de utilidades disponiveis correspondente F'T baseado na analise das utilidades disponiveis ao
jogador j no conjunto F*' e que podem portanto serem indicadas a 4 como solucgao local para o

problema local (F*',v;(F*")). Construiremos entdo o conjunto A, definido da seguinte forma:

Ao ={(p1,p2, .., 0k) : pr-uj(cr) + pa.uj(c) + ... 4 pruj(cr) = af,

onde p1+pa+...4+pr =1, c1, 09, ..., c 880 os perfis de estratégia do jogo w*l exa € Fj‘l, onde Fj+/
é a projecao do conjunto F*' no eixo correspondente ao jogador 7, isto é: Ff”/ ={z:(x,y) € F+/}
e F;/ ={y:(z,y) € F+l}. Ou seja, a € um valor arbitrario que pode ser alcangado pelo jogador
4 no conjunto de utilidades disponivel F*" e (p1,p2, - -.,Pk) € uma estratégia mista correlacionada

do jogo aumentado w*l que da uma utilidade esperada igual a « para o jogador j. Logo, A,
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representa todas as estratégias mistas correlacionadaS em 1 que resultam em uma utilidade
esperada igual a a para j. Intuitivamente, para cada um dos valores « que o jogador ¢ acredita
que o jogador j é consciente que pode obter, A, representam as possiveis estratégias que o
jogador ¢ acredita que o jogador j acredita que podem ser implementadas e dao a j utilidade
esperada a.

Dado uma estratégia mista correlacionada 7 em um jogo aumentado vt sejam 71 e Ty as
estratégias mistas dos jogadores 1 e 2 que sao obtidas através das distribui¢goes marginais de 7.
Para cada 7 € A, sejam w, e 6, a menor e maior utilidade, respectivamente, que o jogador 4
pode receber em 1", dado que o jogador j jogue a estratégia 7; em ¥ onde é permitido que i
correlacione sua estratégia com 7;. Intuitivamente, o arbitro pode forcar tal correlacao através
de um gerador de ntmeros aleatérios externo ao problema. Formalmente,

Wy = Z 7;(c) min v;(a, c)

c€C+/ aecj
J

0, = Z 7j(c) max u;(a, c).

, )
CGC’]'-F ¢

Definiremos entdo o conjunto F'* correspondente ao jogo aumentado 1" da seguinte forma:

Fr=J U lwr6:] x{a}.

OZEFJTF/ TEAQ

Ou seja, para cada valor a que j pode receber no conjunto F + correspondente ao jogo aumen-
tado ¥ definimos intervalos cujos extremos sao o pior e o melhor resultado que i pode receber,
no jogo aumentado . Para cada estratégia mista 7, temos um intervalo correspondente. A
uniao desses intervalos nos fornece um intervalo cujos extremos sao a menor das utilidades w;
e a maior dentre as utilidades .. Fazendo o produto cartesiano deste intervalo com o valor a
correspondente temos as utilidades disponiveis ao jogador i no jogo ¥+ dado que o jogador j
recebe como utilidade o valor a.. Para cada « teremos um produto cartesiano diferente. A unido

desses produtos nos dara todas as utilidades possiveis ao jogador i correspondendo a ™. Entao
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diremos que F* é o conjunto de utilidades subjetivo correspondendo ao jogo em forma normal
o,

Finalmente, se ¢ € (G1UGy)¢, F(¢T,1) =, F(¢T,2) =), e F| e F} sao os conjuntos de
utilidades (definidos de acordo com um os casos anteriores) que correspondem aos jogos 9] e ),
respectivamente, definimos F'* = Ch(F] U F}), onde Ch(A) denota o menor conjunto convexo e
compacto que contém A.

No Capitulo 3 vimos que existem diversas formas de escolha do vetor de discérdia de um
problema de barganha padrao (F,v) baseado em um jogo normal. Analogamente, definiremos
que existem maneiras diferentes de obtermos as func¢ées v e v2 nos problemas locais onde elas
estdo definida. O importante é que qualquer método proposto deve considerar que os problemas
locais nao estao isolados e que é preciso levar em conta ao analisar um problema local nao apenas
o jogo do qual o jogador que acredita nele é consciente, mas também o problema local do qual ele
acredita ser o outro jogador consciente. Apresentaremos a seguir o método minimazx generalizado
baseado no método minimax do Capitulo 3.

Assim como na definicdo de solugao local, separaremos a definicdo em dois casos: 0s casos

em que apenas um jogador acredita em (F*,v™) e o caso em que ambos acreditam:

e Se apenas o jogador i acredita em F'T :

(FTY — g N
vi(FT) = mznajecf/maxaiecjuz(az, o),
’, . L. . ’ .
onde C;-r é o conjunto de estratégias do jogo aumentado ¥, que corresponde ao conjunto

Ft' e Ft' ¢ tal que F(FT,j) = F*.

e Se ambos os jogadores acreditam em F'T
O minimax ¢é calculado como um minimax de um problema de barganha de padrao cuja

defini¢do pode ser encontrada no Capitulo 3.

Definimos assim como obter o conjunto C. Resta-nos obter FP. A idéia é obtermos a fungao

FP fazendo uma correspondéncia com a fungao F. Isto é, se F(¥1, i) = ¥/ entao FP(FT,i) = F’.
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Contudo, é possivel termos exemplos onde ha dois jogos normais aumentados, ¢! e 12, baseados
em um jogo normal ¥, tais que seus conjuntos correspondentes, F! e F? sejam iguais. Sendo
. ’ . ’ - . . , L .
F(ph,i) = ¥ e F(¢?,i) = 4?, para que a funcao FP esteja bem definida, é necessario requerer
. / / . . . , . ~
que os conjuntos correspondentes a 11" e a )2 sejam iguais. Porém, nem sempre isso ocorre, entio
é necessario restringir a classe de jogos normais com consciéncia que podem ser transformados

em problema de barganha com consciéncia. Esse é o significado da restri¢ao a seguir:

Cl. Sejam ¥* = (G, ¥™, F) um jogo normal com consciéncia, 1!, 1% € G, tais que F(y!,i) =
Y, F(?i) = ¥ ¢ F1,F2 FY ¢ F? 0s conjuntos subjetivos correspondentes a 1, 12, !

e 2. Para todos ¢!, ¢? € G, tais que F! = F2, tem-se que F* = F?'

Os jogos ¥* de dois jogadores que obedecem a restriggo C1 formam a classe de jogos em
forma normal com consciéncia que podem ser transformados em um problema de barganha com
consciéncia para dois jogadores.

Para provar que P é realmente um problema de barganha para dois com consciéncia, resta-
nos provar que P satisfaz as condigoes Bl e B2, o que é imediato a partir da definigao de F e
da restricao R1 de jogos em forma normal aumentados. (Ver Barreto e Régo, 2008) Além disso,
precisamos demonstrar que os conjuntos '™ € C sdo convexos. Este resultado é provado no

seguinte Lema.

Lema 4.4.1. Dado um jogo em forma normal com consciéncia ¥* = (G, 4™, F), seja P =
(C, F™ FP vy,v9) o problema de barganha para dois jogadores com consciéncia derivado con-

forme metodologia anterior. Entdo, para todo F+ € C, temos que FT é convezo.
O teorema a seguir d4 uma maneira alternativa de obtermos F'™ no caso em que ¢ € G; — g;.

Teorema 4.4.1. Dado um jogo em forma normal com consciéncia V¢ = (G, ™, F), seja
P = (C,F™ FP,v1,v3) o problema de barganha para dois jogadores com consciéncia derivado
conforme metodologia anterior. Seja F't o conjunto de utilidades correspondente a ¢ € G; — G,
e Flyt,j) = vt e seja Ft' o conjunto de utilidades que corresponde a ¢+ . Considere o con-
jJunto = C’h({Ule[wci, 0c,] x {u;(ci))}), onde ci,. .., ¢k sao os de perfis de estratégia puras do

jogo Y1, entio Ft = Q.
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O exemplo a seguir descreve como esse teorema pode ser usado para obter mais facilmente o

conjunto F'* que corresponde a ¢ € G; — G;.
Exemplo 4.4.1. Considere o jogo normal com consciéncia V* = (G, "™, F),como descrito na
figura a sequir:

Jogador 2
e ¥ T Z

Jogador1 B | 5.2 | 4.1 | 0.-1

gl XY X ¥ b
A 10 |11 Al 10 |11
Bls-2| 41 Els-2| 4.1

lz 1]
2l % T T ipl2
Al 1-1

1.0 | 1,1

B| 41
5
! 5

Figura 4.1: Jogo normal com consciéncia ¥*

Em ¥ temos que:
° g — {qﬂn, \1117 \1’21, \1,12};

° qu’m — {\I/m,\I/l,\I’2,‘1121,\I/12};
PQ\IA = qu,2 = {\1117 \Iﬂv \II12> \I’21};

qu,u = {@12}; qu,m = {\1121}'
o AT(CY) = AF(C?) = LA(CT) = A3(C?) = 1; A3(C?) = AF(CP?) = L.

o F(Um, 1)(Wh) = [Wl; F(U™,2)(?) = [U2); F(PH, 1)(Ph) = [P F(UH, 2)(02) = [v2];

F(02,2)(9?) = [W2]; F(22,1)(P1?) = [92].
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NORMAL COM CONSCIENCIA

Entao, o problema de barganha com consciéncia P = (C, F™,FP v1,v2) baseado no jogo

normal com consciéncia ¥* = (G, 4™, F) pode ser descrito como na figura a sequir:

o Jogador2

Y

Jogador 1

Jogadot 2
Togador 2 1 3
- & 4 g2
I
Jogador 1
] 4 5 ogador ) 4
t 4 > » Jogadord
]
]
/
-1 - |
1
lz
1
P Jogader2 Fe
ogacor Jogador 2

A

Togador |

Y

LT3

F'y

Jogador 1

Figura 4.2: Problema de barganha com consciéncia P baseado no jogo normal com consciéncia

‘I]a
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Temos entao no problema P que:
o C = (Fm,Fl,F2,F12,F21)
o F(F™1)=FY F(F™2) = F% F(FY2) = F?' = F(F?,1) = F'2.

As fungdes v e vo podem ser obtidas de diversas formas. Neste exemplo, usaremos o método

minimaz generalizado como definimos e entao:
o v (FY) = 4;v1(F?Y) = 1,01 (F12) = 4;09(F?) = va(F?) = 0; 09 (F12) = —1.

i 901(F217U1(F21)) = 17902(F217U2(F21)) =0, (pl(Fm?vl(Fm)) =4, @2(F127U2(F12)) =1,

e1(F' ui(FY) =5, pa(F?,v9(F?)) = 1.

Desenvolvemos assim neste capitulo um modelo que representa problemas de barganha de
dois jogadores com falta de consciéncia e uma forma de obté-lo a partir de um jogo normal com
consciéncia. Foi proposta uma solugéo generalizada para este problema que foi caracterizada
axiomaticamente. A solucdo caracterizada axiomaticamente sugere que jogadores perfeitamente
racionais também chegariam a esta mesma solucao determinada por um arbitro imparcial, assim
como no caso de um problema de barganha padrao.

No modelo apresentado neste capitulo nao foi considerado que jogadores podem trocar infor-
macao ou que o arbitro possa dar informagao aos jogadores das quais eles ndo sdo conscientes.
Também nao é exigida a presenca do arbitro. Nossa motivacao para o proximo capitulo é apre-
sentar um modelo que permite que durante o processo de barganha haja a possibilidade de os

jogadores se tornarem conscientes de informacoes que nao tinham no inicio da negociagao.
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CAPITULO B

Barganha, Falta de Consciéncia e Informacao

5.1 Introdugao

No modelo descrito no Capitulo 4, apresentamos uma forma de representar problemas de
barganha de dois jogadores onde estes podem ter falta de consciéncia, isto é, o jogador 7 pode
ser inconsciente a respeito de utilidades disponiveis ao outro jogador ou a ele proprio.

E natural supor que em um processo de cooperacdo, jogadores possam negociar através de
algum tipo de comunicacgao. Considerando entdo um problema de barganha com consciéncia, é
razoavel considerar que jogadores podem ter interesse em contar um subconjunto de utilidades
disponiveis a ambos do qual ele acredite ser o outro jogador inconsciente e que ao ser contado
possa melhorar a situagao de ambos. Neste capitulo permitiremos entao que haja a possibilidade
do jogador ser informado de algum subconjunto de utilidades do qual ele ndo é consciente no
inicio do jogo.

Para simplificagao do modelo, definiremos que a transmissao de informacao aos jogadores é de
responsabilidade exclusiva do arbitro, figura imparcial que segue os mesmos principios descritos
na Segao 4.3, isto é, jogadores ndo conversam entre si para contar informagoes sobre a estrutura
do jogo.

Se permitirmos a troca de informacao entre o jogadores, tornaremos o modelo muito mais

complexo, pois ao analisar se contar ou ndo uma determinada informacao é uma boa estratégia,
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o jogador 7 precisa saber quais sao as estratégias ou utilidades das quais os outros jogadores sao
conscientes e isso pode nao ser possivel para determinado nivel de consciéncia de i, isto é, para
célculo de equilibrio em qualquer jogo, é necessério que o jogador compare dentre suas estratégias
qual é a melhor resposta para cada uma das possiveis estratégias dos outros jogadores. Em um
problema de barganha com consciéncia, os jogadores sao entao incapazes de calcular uma solugao
de equilibrio, jA que nao sao capazes de descrever se o outro jogador tem algo a contar e o que
ele contaré.

Na Secao 5.2, apresentamos dois modelos nos quais o arbitro pode transmitir informagoes aos
jogadores: na Subsecao 5.2.1, modelamos o que acontece quando o arbitro tem a possibilidade de
contar aos jogadores estratégias de um jogo objetivo no qual um jogo normal com consciéncia é
baseado e a partir do qual (do jogo normal com consciéncia) deriva-se um problema de barganha
de dois jogadores com falta de consciéncia. Ja na Subsecao 5.2.2, apresentamos um modelo anal-
ogo ao da Subsecgao 5.2.1, porém mais abrangente ja que permite representar qualquer problema
de barganha de dois jogadores com falta de consciéncia baseado em um problema de barganha

(padrao), (F,v).

5.2 Representando um Problema de Barganha com Consciéncia
e Acréscimo de Informacao para Dois Jogadores

5.2.1 Baseando-se em um Jogo Normal com Consciéncia

Dado um problema de barganha com consciéncia P = (C, F™, FP vy, v9) baseado em um
jogo normal com consciéncia ¥* = (G,¢"™, F) obtido a partir de um jogo em forma normal
com dois jogadores ¢ = ({1,2},{C1, Cao}, {u1,u2}), chamaremos de A; o conjunto de estratégias
disponiveis ao jogador ¢ no jogo do modelador %™ que serao reveladas pelo arbitro aos dois
jogadores simultaneamente. Isto é, A; C C/", onde C]" é o conjunto de estratégias disponiveis
ao jogador i no jogo ™.

Assumimos que o arbitro sempre fala a verdade, isto é, as estratégias que o arbitro afirma
estarem disponiveis para o jogador ¢ realmente estao disponiveis para ¢. Além disso, assumimos

que este fato é de conhecimento comum entre os jogadores. Também assumimos ser conhecimento

61



5.2. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA COM CONSCIENCIA E
ACRESCIMO DE INFORMACAO PARA DOIS JOGADORES

comum entre os jogadores que o arbitro tem autoridade sobre os jogadores, de forma que estes
o entendem e atendem suas indicacoes. Entao, ap6s o antncio do arbitro sobre as estratégias
disponiveis, isto é, ap6s o arbitro contar A; a ambos jogadores, os mesmos incorporam a infor-
magao passada pelo arbitro e agora a situagao passa a ser descrita por um novo jogo em forma
normal com consciéncia U* = (G*, U™ F*) baseado em ¥U%, onde, intuitivamente, ao conjunto
de estratégias de cada um dos jogadores de cada jogo aumentado 1™ € G adicionamos as novas
estratégias informadas pelo arbitro. Formalmente, ¥ € G“ se, e somente se, existe ) € G tal

que
(a) N“=NT;
(b) C#*=C;FUA;, parai € {1,2};e

(c) AH(Eq x Ep) = > A (D1 x Ds), para todo E; C C e i € {1,2}.
{D1:D1UA=F1}
{Do:DyUAs=F>}

Dizemos neste caso que a informacao do arbitro transformou o jogo %™ no jogo ¥* e uti-
lizaremos a notagao ¥ = T(¢+, A), onde A = A; x Ay. Para que essas restrigoes estejam
bem definidas, temos de considerar que o arbitro anuncia A a ambos os jogadores, quando estes
estao juntos, tornando-as conhecimento comum. Finalmente, requeremos que F*(T (), A),4) =
T(F(yt,i)). Porém, em alguns casos F* nao estara bem definida dessa forma. O que a fungao
F* tenta capturar e explicitar é como se comporta a crenga do jogador ¢ a respeito da consciéncia
do outro no novo jogo ¥*. Dado um determinado jogo aumentado ¥* € G, de acordo com nossas
restricoes e definicoes, ele é a transformacgio de um jogo aumentado 1™ € G. Pela definicao de
FU tem-se que se em ¥+ € G, o jogador j que acredita em ¢t acredita ser o jogador i consciente
do jogo Wt = F(yt,i), entdo no jogo T(¥T, A) de W¥, ele passa a acreditar que o jogador i ¢
consciente do jogo aumentado que é a transformacao de gt

Um ponto a ser tratado com atengao ao analisarmos essas fungoes é a possibilidade de ter-
mos dois ou mais jogos subjetivos )T € G que tenham a mesma imagem % apds a trans-

formacao causada nos jogos ¥ € G pelo antincio do arbitro. Isto é, considere dois jogos,

11 e 19 pertencentes a G, tais que Y = T(¢1,A) = T(¢2,A). Note que pela definigao
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de F* temos FUT(¢1,A),i) = T(FFP(1,i), A) e FUT (o, A),i) = T(FF(¢,i),A). Como
T(1,A) = T(1p2, A), temos que F*(T(¢1,A),i) = F* (T (2, A),1). Note que para que a fungao
FU esteja bem definida, temos que considerar que T(FF (¢1,1), A) = T(FF (1pa,1), A).

O exemplo a seguir mostra um caso onde temos um problema na defini¢ao da funcao F*“.

Exemplo 5.2.1. Considere o sequinte jogo normal com consciéncia ¥* como descrito na figura

5.1:
Jogador 2
pa D E F D E F
12 | 1-1 |00 2 A 12 [1-1 |00
S
Jogador1 B | 2.2 | 31 | 0-1 Bl2o-2 31 ]0-1
Cl 1o | 1,1 | 1.-1 Cl 1o |11 | 1.-1
]-{_,1
1 p2
7 o A
1B E
1.2 | 0,0
Al 12 | 1-1 '
E N .
22| 21 2-2 | 0,-1
o .
CL Lo | 1.1
2
l | B
1}(21 D 12
D ¥
L2 Al 12
Blo.
2,-2 B |2
G/ \_zj « Lo
G 1
D T]Z'
Al 12
B|2-2

Figura 5.1: Jogo normal com consciéncia W%
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Suponha que o drbitro conta aos jogadores os conjuntos de estratégias Ay = {C} e Ag = (.
Nessa situagdo, a transformacgdo no jogo W' é igual a transformacgdo no jogo W2, o que pode
ser deduzido da defini¢io de T'(p", A). Na Figura 5.2 , mostramos as transformadas T de cada
jogo normal aumentado de W®, onde indicamos com linha tracejada as informagoes adicionadas
pelo amincio do drbitro. Pela definigio de F*, temos que F*(T(¥!, A),2) = F(T(¥?, A),1),
porém, F(T (VL A),2) = T(V2,A) e F(T(¥2,A),1) = T(¥'2 A) e T(VH, A) # T(V12 A).

Logo, nesse caso,a func¢ao nao estd bem definida.

Jogador 2
1.2 | 1-1 | 0.0 5 A 1.2 | 1-1 ] 0.0
Jogador 1 BE| 2.2 31 0.-1 » 0| 2-2 3l 0.-1
oo 11| 11 Cl oo | 11| 11
Tex? Ay / T(E? Ay
D E D E 1
A 1.2 | 141 Al 1z |14
E| 2-2 | 31 B| 2.2 | 31
CioLo L1 o Wi AN
CL """
= 1

12
o TeP'2a)
1.2
2-2

2
Y
P2
E
C,1_|:|i C| L0
L7 @
2
&

DY  ToEHa)
1.2

)

Figura 5.2: Transformacoes nos jogos aumentados de W* apds o antncio do arbitro

64



5.2. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA COM CONSCIENCIA E
ACRESCIMO DE INFORMACAO PARA DOIS JOGADORES

Uma alternativa para evitarmos esse tipo de situagao é acrescentarmos a seguinte restrigao
ao modelo:

Seja B = {A = A1 x Ay : A; C C™ e V1,92 € G, se T(¢Y1,A) = T(y2,A), entdo
T(FF(r,4), A) = T(F" (¥2,), A) .
O conjunto B representa entdao o conjunto dos conjuntos de estratégias que podem ser contados
pelo arbitro aos jogadores de modo que a funcdo F* possa estar bem definida.!

Sendo [|CT"|| e ||C§"|| o ntimero de estratégias disponiveis aos jogadores 1 e 2 no jogo do
modelador, o arbitro tem 2ICTIHIC I possibilidades de escolha para o conjunto A, pois hé
2MCT ¢ 202" formas de escolher Aq e A, respectivamente. Cada uma dessas possibilidades
pode potencialmente resultar em diferentes jogos normais com consciéncia W*.

No capitulo anterior, discutimos como modelar um Problema de Barganha com consciéncia a
partir de um jogo normal com consciéncia. Entao, para cada novo jogo normal com consciéncia
Y = (G, U™ F*) que pode ser obtido apos o antincio do conjunto A, temos um Problema
de Barganha com Consciéncia P* = (C%, F'™", F*, v{,vY) correspondente. Também definimos
o arbitro como figura capaz de analisar os problemas locais de um Problema de Barganha com
Consciéncia e definir solucoes locais que comporao o vetor de solugoes, que chamamos solugao
generalizada. Cada componente da solugdo generalizada representa portanto uma solugao local
para algum problema de barganha local (F*,v(F1)), onde F™ ¢ um conjunto do qual o jogador
é consciente em alguma situagao do jogo. Consideraremos aqui que em um Problema de Bar-
ganha com Consciéncia para dois jogadores P = (C, F™, FP,v1,v3), 0s pares que os jogadores
acreditam que receberao efetivamente sao as solucoes locais nos problemas locais correspondentes
aos conjuntos Fy = FP(F™,1) e F, = FP(F™,2), pois F™ é o conjunto que representa a visao
objetiva do problema, logo tais conjuntos representam a crencga objetiva dos jogadores. Entéao,

para cada P* que pode ser obtido com o anincio do arbitro de determinados A; e Ay, tem-se

1Uma maneira alternativa de contornar este problema seria alterarmos a definicao de conjuntos subjetivos para
incluir ndo apenas o nivel de consciéncia de cada jogador, mas também todo nivel iterado de consciéncia, isto
é, o que o jogador i é consciente que o jogador j é consciente que o jogador i é consciente, e assim por diante.
Contudo esta alteragdo amplia consideravelmente a complexidade dos modelos e, além disso, nos determos neste
tipo de detalhe nesta dissertacao iria desviar o leitor dos conceitos principais que estamos desenvolvendo. Por
isso, resolvemos limitar o conjunto de acoes que podem ser contadas pelo arbitro.
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um vetor @ € IR? tal que cp(ﬁ“) = (Y (FI, v (F])), s (F3t, vy (F3'))) que os jogadores acreditam
que receberao como solugao. Para definir a solugdo de um Problema de Barganha com Troca
de Informagéo, consideraremos o menor conjunto convexo formado por tais pares, isto €, seu

envoltorio convexo. Chamaremos esse conjunto de F'2, que pode ser descrito da seguinte forma:
F® = {0141 + aa@s + ... + ofic}

coma; >0eag+as+...+ap=1ek < 2CTIFIC

Em um problema de barganha para dois jogadores sem falta de consciéncia (F,v), o com-
ponente F' € IR? ¢ um conjunto convexo cujos elementos sao as utilidades disponiveis aos dois
jogadores no problema e v é um vetor pertencente a IR? e indica os valores que os jogadores
acreditam que receberao se o processo de negociagao ou arbitragem falharem. Ao analisarmos o
Problema de Barganha com Troca de Informacao, definimos o conjunto convexo F2. O conjunto
convexo F2 contém os possiveis pares de utilidades que poderdo ser obtidos pelos jogadores
dependendo de qual informacgao o arbitro ird revelar aos jogadores. Em geral, apenas o arbitro
tem conhecimento deste conjunto. De modo similar ao problema de barganha sem consciéncia
o arbitro tem que decidir de maneira imparcial qual melhor solu¢do para ambos os jogadores
dentre as disponiveis em F2. Em um problema de barganha padrio ainda existe o vetor de
discordia que representa as utilidades obtidas pelos jogadores em caso de um acordo nao ser
atingido. Vamos agora definir o que seria o analogo ao vetor de discérdia para nosso Problema
de Barganha com Troca de Informacao.

Um dos pressupostos sobre a figura do arbitro é que a solucao indicada por ele deve ser o
melhor para ambos os jogadores. Isso esta representado nos Axiomas de Nash pelo Axioma da
Eficiéncia Forte. Supde-se também que os jogadores sejam racionais, tendo portanto a solugao
de ser maior do que os valores a serem recebidos no caso de falha do processo de negociagao ou
arbitragem. No Problema de Barganha com Troca de Informagao, é razoavel considerarmos que
o arbitro analisa o conjunto F2 para decidir quais conjuntos de estratégia A; e Ay devem ser
contados aos jogadores de acordo com esses mesmos principios. Podemos entao afirmar que o

arbitro nao escolhera como solucao, por exemplo, um par que seja pior para os jogadores que o
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par que acreditam que receberao como solugao no Problema de Barganha P = (C, F™, FP, vy, v9)
baseado em W®, pois nao é coerente com os principios do arbitro contar aos jogadores algo que
os deixem em situagao pior. Entao, um candidato natural ao vetor de discordia é esse par que
os jogadores acreditam que receberao como solucao no Problema P, pois esse é o valor a ser
recebido caso o arbitro decida nao contar nenhum conjunto de estratégias aos jogadores e a
solucao do problema onde permitimos troca de informacao deve depender desse valor. Definimos
entdo v® = J(P) como o analogo ao vetor de discordia que junto com F A formam um problema
similar ao problema de barganha padrao (FA,UA). Na realidade podemos interpretar que do
ponto de vista do arbitro o problema de encontrar a solucdo de um problema de barganha
com troca de informacao é idéntico ao problema de encontrar uma solucao de um problema de
barganha padrao. Além disso, os mesmos axiomas que caracterizam a solugdo de barganha de
Nash continuam a expressar propriedades desejaveis de uma solucao para o problema de barganha
com troca de informagao. Portanto, definimos como solu¢dao do problema de barganha com troca

de informagao como sendo a solucao de barganha de Nash para o problema de barganha padrao

(F&,02).

Exemplo 5.2.2. Considere o jogo normal com consciéncia V" descrito na Figura 2.5 no Capi-
tulo 2. Existem pelo menos 16 possibilidades de A = Ay X Ag que podem ser contados pelo drbitro,
incluindo a opgdo de nao contar nenhuma estratégia disponivel. Iremos entdo obter novos jogos
com consciéncia em forma normal a partir considerando essas possibilidades, como foi definido.
Analisando todos os conjuntos A, concluimos que trés jogos com consciéncia em forma normal

distintos podem ser obtidos. Sao eles:
o U* seC €Ay eD¢ Ay,
e U2 seC ¢ Ay e D c As;

e U seCedyeDec Ay

’

A sequir descrevemos U*, U2 ¢ W'

Em U*, temos:
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T*
Jogador 2

- D
A 10 | -14

Jogadorl B | 03 | 22

YN

i < ¢ D

L0 | -14

2)

Figura 5.3: Jogo normal com consciéncia ¥*

0,3 | 2,2

F :
.
(ﬁ RS

g — {\I’m, \1117 \1,2}

qu/m = {\I’m7 \Ijl};

PQ\I,1 = {\Ill};

AP (CY) = AP(C™) = 1 AH(CY) = AY(C) = LAF(C™) = AF(C™) = 1.

FU™,1)(Ph) = F(I™,2)(¥™) = L,F(T, 1) () = F(T,2)() =1

F(U2,2)(v™) = F(¥2,1)(¥™) = 1.
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gk
Jogador 2

E C D
1,0 | -14 ‘

Jogader1 B | 03 290 ‘

N

1
v ¢

Al 10 [ -14 A
Bl 03 | 22 Bl o2
! 2)

Figura 5.4: Jogo normal com consciéncia ¥4

14

Em U2, temos:
o G={Um Ul ¥}
o Py = {0, V2
Pg,, ={¥?};
o AT(C™) = AD(C?) = LA{(CY) = A3 (C™) = LLAZ(C?) = AF(C?) = 1.
o F(U™ 1)(I™) = F(U™, 2)(V?) = 1; F(TH1)(I™) = F(U 2)(I7) = 1;

F(U2,2)(0?) = F(V2,1)(¥?) = 1.

'LP'I
Jogador 2

¥R L
Al |14

Jogadorl B | n3 | 2.2
(2

. n . ’
Figura 5.5: Jogo normal com consciéncia ¥

Em \I//, temos:
o G={U"}
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o Pg,m ={¥"}
o ATN(C™) = AF(C™) = 1; A{(C™) = A3 (C™) = 1; A3(C™) = AF(C™) = 1.

o F(U™, 1)(I™) = F(I™,2) (V™) = 1; F(¥ 1)(¥™) = F(I™, 2)(T™) = 1;

FU™ 2)(T™) = F(T™,1)(T™) = 1.

Como definimos, de cada um desses jogos normais com consciéncia podemos obter um prob-
lema de barganha com consciéncia da forma definida no Capitulo 4. Chamaremos de P*, P2 os
problemas obtidos de U*, U2, respectivamente. O problema obtido a partir de U’ equivale ao
problema de barganha padrao que pode ser obtido a partir de W, pois 0s jogadores sdao conscientes

de todas as estratégias. A sequir descreveremos o problema P®, assim como P* e P2:

ik Togader2 1
P'F.

Jogador 1

F! F Togador 2

Jogador 2 Ll
R N

; a
Jogador 1 !
T

S R

Figura 5.6: Problema de barganha com consciéncia baseado no Jogo normal com consciéncia ¥*

Jogador 1
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5.2. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA COM CONSCIENCIA E
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Temos entao em PF:
e C=(F™ F' F?)

o F(F™ 1) =FLYF(F™2)=F%F(F',2) = F' = F(F?,1) = F2

™ N Jogador 2

» Jogador 1

'
—d

/ \x
F! = s Jogador2

Jogador 2
4

-—4

3
Jogador 1

» Jogador 1

I
I
|
|
1 |
2
2
Figura 5.7: Problema de barganha com consciéncia baseado no Jogo normal com consciéncia U*
Em P* :
e C=(F™ FY)

o F(F™1)=FY F(F™2)=F™ F(F',2) = F' = F(F™2) = F™.
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= N Jogador 2

PA

» Jogadorl

'
s

/N

£l 2 Jogador2 F? Jogader2 4

4

Jogador 1

Jogador 1 i
-1 2
G 2)

Figura 5.8: Problema de barganha com consciéncia baseado no Jogo normal com consciéncia ¥4

¥

e em PA:
o C=(F"F?)
o F(F™2)=F%F(F™ 1)=F"F(F*1)=F*=F(F",2)=Fm

Note que em P2, temos o problema que F™ = F'. Porém, nesse conjunto o jogador 2 tem niveis
de consciéncia diferentes. O mesmo problema pode ocorrer quando o drbitro conta um conjunto
A, onde C € Ay e D ¢ Ay, resultando em P*. Consideraremos entio no nosso modelo que
deve haver mais restrigoes sobre os casos a serem contados pelo drbitro, nao podendo ele contar
conjuntos que resultem em casos como esse. Uma outra alternativa € adicionar & definicdo de
conjunto subjetivo, uma componente que represente o nivel de consciéncia dos jogadores. Como

definimos, o drbitro analisa os problemas P*, P*, P2 e P, calcula a solugdo local nos problemas
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locais (F',v1) e (F?,v2) de cada de cada um desses 4 problemas de barganha com consciéncia e
depois randomiza entre esses pontos, obtendo um conjunto de utilidades que chamaremos de F™.

Jd que os problemas P* e P2 apresentam esse problema quanto a fungio F¥, entio o dr-
bitro mao pode contar os conjuntos que resultam nele. Sendo assim, o drbitro sé pode contar os
conjuntos A que resultam em V" ou U’ ¢ s6 consideraremos para construcio de F2 as solugdes

para os problemas locais associados aos conjuntos F1 e F? em P* e em P'. Sao elas:
o o1(F,ui(Fy)) =1;
o po(F7, va(FP)) =2.
Assim, @(73”) =(1,2)
o o1 (F' v (F')) = 1;
o pa(F” vy(F"?)) = 3.

Assim, @(;3') =(1,3).
O conjunto Fa € dado entdo por:

Jogador 2

r

1]

» Jogadorl

O vetor de discordia, que chamaremos de v® € a solucdo local de barganha do problema
(F' v1) e (F2,v9) no problema de barganha P*, isto é, v™ = @(73”) = (1,2). Obtemos dessa
forma o problema de barganha padrao (FA,UA) e a solugdo de barganha de Nash desse problema
€ a solugao do problema de barganha com falta de consciéncia e acréscimo de informacao baseado
no jogo normal com consciéncia W* e € perceptivel pelo conjunto, por implicagcio do axioma da

Eficiéncia Forte, que esta solug¢ao € o par (1,3).

73



5.2. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA COM CONSCIENCIA E
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Uma pergunta que pode surgir é: por que o arbitro nao conta tudo, ja que assim os individuos
se tornarao conscientes do problema béasico (F,v) e o Axioma da Eficiéncia Forte garante que a
solugao de barganha de Nash seria a melhor solugao para os jogadores? Com o exemplo a seguir,
prentendemos mostar que, do ponto de vista dos jogadores, esse nem sempre é o caminho que
levara a melhor resposta.

Considere o exemplo como descrito na figura a seguir:

Exemplo 5.2.3. Considere o jogo normal com consciéncia ¥ como descrito na figura a sequir:

Jogador 2

¥ C D
AL 55 -55

Jogadorl B | 55 | 5-5

‘/ \i
D C
B|s5-5 Bl 55

L J L I

il 2

Existem, assim como no exemplo anterior, ao menos 16 possibilidades de A = A1 X As que
podem ser contados pelo drbitro, incluindo a opgcao de ndo contar nenhuma estratégia disponivel.

A sequir descrevemos algumas delas:
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Jogador 2
g C D
5-51-55

Jogader1 B | .55 | 5.5

A 55 A58
B 5.5 Bl .53
C 2 o 2

Figura 5.9: Jogo resultante quando o arbitro conta A; = {A} e Ay =)

Jogador 2
e C D
5-5|-55

Jogadorl B | 55 | 5.5
‘/ \i
C D C

B|35-5]-55 B| 55

Q@ J L 2

Figura 5.10: Jogo resultante quando o arbitro conta 41 =0 e Ay = {C}

! =
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5.2. REPRESENTANDO UM PROBLEMA DE BARGANHA COM CONSCIENCIA E
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Jogador 2
gl C D
5-51-55

Jogadorl B | 55 | 5-5
/ N
C o] D

(] e[
G« 2 L 2

Figura 5.11: Jogo resultante quando o arbitro conta A; =0 e As = {D}

il P2

Se analisarmos os problemas de barganha correspondentes a cada um desses problemas, vere-

mos que a solucdo local para os jogadores nos problemas locais F' e F? correpondente aos jogos

sao sempre 5 ou 0. Analisando todos os problemas que podem ser obtidos a partir de algum

anincio do drbitro, veremos que isso acontece em todos. Fazendo entao as combinagoes, ter-

emos que os pares que podem resultar como solucées locais de F' e F? nesses problemas sdo:

(0,0),(0,5),(5,0) e (5,5). Logo, o conjunto F* serd construindo considerando esses pontos e o

A

v2 serd o par (5,5) que é o par de solugdes locais F' e F% no caso em que o drbitro ndo conta

nada.

Jogador 2
r

5

> Jogador 1

Figura 5.12: Conjunto F'2 resultante

Analisando F® vemos que a solu¢do para o problema (F2,v™) € o par (5,5) que corresponde
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a situacao onde o drbitro nao conta nada. Esse exemplo € importante porque mostra que, con-
siderando o que cada jogador acredita que vai receber, nem sempre € melhor o drbitro contar
tudo. Nele, os jogadores acreditam estar na melhor situacao possivel no caso em que o drbitro
nao conta nada. Note que o resultado que eles acreditam que vao receber nesse caso, o par (5,5),
nao pode ser alcancado efetivamente. Porém, nos modelos apresentados nessa dissertacao, esta-
mos interessados em mais do que isso. Interessa-nos a solu¢do que os jogadores acreditam que
receberdo, mesmo que isso nao seja possivel na prdatica, pois estamos analisando suas consciéncias

e entdo a visao subjetiva de cada um passa a ser relevante.

Nesta se¢ao conseguimos estabelecer uma solugao para o problema de barganha com troca
de informacao quando o mesmo é derivado de um jogo em forma normal com consciéncia. Na
proxima segao trataremos do caso em que o problema de barganha com troca de informagao nao

é necessariamente baseado em um jogo normal com consciéncia W€,

5.2.2 Baseando-se em um Problema de Barganha com Consciéncia

A abordagem para problemas de barganha que nao se baseiam num jogo normal com con-
sciéncia é analoga. Dado um Problema de Barganha com Consciéncia para dois jogadores
P = (C,F™,FP v1,v9) definiremos como F¢ o subconjunto de F™ escolhido pelo arbitro para
ser contado de forma simultinea aos dois jogadores. Dado o antncio do arbitro, os jogadores
se apropriam das informacoes contidas nesse conjunto aos conjuntos nos quais acreditam em
alguma situagao do jogo. Isto é, cada F'° que pode ser contado pelo arbitro transforma os con-
juntos subjetivos F* € C em conjuntos convexos que chamaremos de F', determinando assim
um novo Problema de Barganha com Consciéncia P! = (C!, F™, F! vt vl) através da unido de
cada conjunto subjetivo pertencente a C com o conjunto F¢. Formalmente, temos que se F* € C*

se e somente se existir F* € C tal que:
F'=Ch(FTUF°).
Analogamente ao que foi proposto no problema baseado num jogo normal com consciéncia,
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dizemos que a informacao contada pelo arbitro de forma simultanea aos dois jogadores transforma

o conjunto F* € C no conjunto F* e usaremos a seguinte notacao
F'= M(FT,F°)
e definiremos a funcao F* tal que
FUM(F*,F%),i) = M(FF(F*,i), F°).

Consideramos neste modelo que para todo F+ € C;, temos vi(M(F*,F¢)) = v;(F~) e
vy = vy. Isto é, consideraremos que a informagdo contada pelo arbitro ndo altera o valor de
discordia.

Note que a funcao F* é analoga & funcdo F* definida na Subsecao 5.2.1. O mesmo problema
que pode haver na definicio de F%, pode ocorrer com a definicao de F*. Entdo, analogamente
ao que fizemos para F", acrescentaremos uma restrigdo ao modelo como alternativa para evitar
esse problema. A restrigao é:

Seja Bt = {F¢: F¢ C F™ eVYFy, Fy € C, se M(Fy, F¢) = M(Fy, F°), entao M(FF (Fy,1), F°)
M(FFP(Fy, i), F°) ).

O conjunto B! representa entdo o conjunto de subconjuntos de F™ que podem ser contados
pelo arbitro aos jogadores.

Na secao anterior, baseando-se em ¥¢, definimos o Problema de barganha com Informacao
P ¢ a partir dele definimos o conjunto convexo F2. Neste modelo néo necessariamente baseado
em algum jogo normal daremos ao problema P! o mesmo tratamento dado ao problema PU.
Consideraremos também para cada problema P? o par que os jogadores acreditam que receberao
como solugdo, isto é, o vetor do IR?, tal que go(f?t) = (L (FE, 0L (FY)), o4 (FE, vE(FY))), onde F}
e FQt sao respectivamente os conjuntos dos quais os jogadores 1 e 2 acreditam apdés o antuncio
do arbitro no conjunto objetivo F™. Como observamos anteriormente, cada subconjunto de F™
que pode ser contado pelo arbitro determina um problema P!. Note que existem infinitos sub-
conjuntos F¢ de F™, logo existem infinitos problemas P! = (C, F™, (FP)!, vt vl) associados a

—

P = (C,F™, FP,v1,v3). Portanto, teremos infinitos pares ¢(P?), um para cada P!. Finalmente,
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seja F'™ o menor (no sentido de inclusao) conjunto compacto e convexo que contém esses pontos.

Sendo F'7 um conjunto convexo, semelhantemente ao definido na secdo anterior em relagao
a F2, definiremos um problema de barganha considerando F'7 como conjunto de utilidades pos-
siveis aos jogadores. Para isso, precisaremos definir os valores de discordia para os jogadores,
isto é, o que eles acreditam que receberao em caso de falha do processo de negociagao ou ar-
bitragem. Também de forma anéloga & se¢do anterior, definiremos como vetor de discordia
e chamaremos de v™ o par de valores que os jogadores acreditam que receberao no problema
P = (C,F™, FP,v1,v3), ressaltando que essa é uma escolha razoavel por serem esses os valores
que os jogadores acreditam que receberao quando o arbitro nao conta nehuma informagao sobre
as utilidades disponiveis, sendo entao natural supor que as utilidades recebidas pelos jogadores
como resultado final do processo de barganha dependa desses valores.

Do Problema de Barganha para dois jogadores com Consciéncia P = (C, F™, FP vy, v9) e da
possibilidade de acréscimo de informagao ao conhecimento dos jogadores a respeito do problema,
obtemos um problema cuja solu¢ao é idéntica a solu¢ao do problema de barganha (padrao)
(F7,v7). A solugao para este problema sera a de um problema de barganha para dois jogadores,

isto é, a solugado de barganha de Nash como definida no Capitulo 3.
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CAPITULO ©

ConclusGes e Direcdes para Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Nesta dissertacao propusemos modelos para representar problemas de barganha de dois jo-
gadores onde estes podem ser inconscientes a respeito da estrutura do problema.

Os modelos desenvolvidos neste trabalho basearam-se no modelo axiomético de Nash que
representa problemas de barganha de dois jogadores e nos modelos desenvolvidos por Halpern e
Régo (2006) e por Barreto e Régo (2008) para representar falta de consciéncia em jogos de forma
extensa e em jogos na forma normal, respectivamente.

Em um dos modelos apresentamos a estrutura para representar como funciona um problema
de barganha de dois jogadores onde pode haver falta de consciéncia. Mostramos também como
obter essa estrutura a partir de um jogo normal com consciéncia. Além de representarmos a bar-
ganha com falta de consciéncia em si, definimos também um novo conceito de solucao, chamado
de solucao generalizada e conseguimos determinar um conjunto de axiomas que caracterizam esta
solucao. Estes axiomas capturam principios esperados dos jogadores na maioria dos modelos em
teoria dos jogos, como racionalidade e eficiéncia. Além disso, eles consideram as particularidades
do nosso contexto de falta de consciéncia em uma barganha de dois jogadores.

Um outro ponto discutido é a situacao onde jogadores podem se tornar conscientes de in-

formagao das quais nao tinham consciéncia no inicio da barganha através de conversas entre os
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jogadores. Apresentamos um modelo para representar essas situagoes com a restricao de que
existe a figura de um arbitro onisciente e que é ele quem decide o que deve ser comunicado aos
jogadores. Propusemos uma estrutura que permite representar as possibilidades que o arbitro
deve considerar ao analisar o que deve contar e uma forma de solugao que pode ser proposta aos

jogadores e que consideramos apropriada a situagoes com essas restrigoes.
6.2 Diregoes para Trabalhos Futuros

Ao final desta dissertacao algumas questoes estao em aberto e sdo potencialmente instigantes
para levantar discussoes e direcionar futuros trabalhos, o que consideramos altamente positivo.

A seguir mencionamos algumas:

A construcao de um modelo que permita aos jogadores em uma barganha terem incerteza

sobre a consciéncia do outro jogador;

e Extender outros modelos de jogos nao-cooperativos para permitir que jogadores possam

ser inconscientes de parte da estrutura do jogo;

e Encontrar maneiras computacionalmente eficientes de determinar os conjuntos F2 e FT
para determinacao de uma solucao para o problema de barganha de dois jogadores com

falta de consciéncia e troca de informagao desenvolvido no Capitulo 5;

e Modelar situagoes de barganha onde os proprios jogadores (e nao necessariamente a figura
do arbitro) trocam informagoes entre si, podendo comunicar ao outro uma informagao da

qual ele o julgue inconsciente.
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APENDICE A

Demonstracdes

Teorema 4.1.1.Dado um problema de barganha para dois jogadores com consciéncia P = (C, F™, FP vy, v9),
uma solugdo generalizada satisfaz os axiomas generalizados da viabilidade, da eficiéncia forte,

ITAP, IAI, da Simetria e da Racionalidade Individual se, e somente se,
(a) Para todo F* € C; N Cy,

(1 (FT ui(FF), pa(F T, 02(F7))) = argmagiy, 4,)ept (21 — v1(F7F)) (22 — v2(F7)),
(EZZ”UZ(FJ'_)
ic{1,2}
ou seja, as solugdes locais para os jogadores 1 e 2 no problema de barganha local

(E*, (v1(FT),v2(FT))) € a solugao de barganha de Nash para o problema de barganha de

dois jogadores (FT, (vi(FT),va(FT1))); e
(b) Para todo F* € C; — Cj, onde i,j € {1,2}, entao
pi(FT,ui(F)) = maz{{z; : (i, 0;(F*,0;(FY))) € FY}u{ui(FH)}},
onde F*' = FP(F* j) .

Demonstragao: Vamos primeiro provar que se uma solugao generalizada satisfaz os axiomas
generalizados da viabilidade, da eficiéncia forte, ITAP, TAI, da Simetria e da Racionalidade

Individual, entao ela deve satisfazer as propriedades (a) e (b). Vamos primeiro provar a parte
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(a). Considere um jogo F'™ € C;NCy. Vamos primeiro assumir que o problema de barganha local

é essencial, ou seja, que existe (x1,x9) € F* tal que z; > v;(F) parai € {1,2}. Seja z o tinico

1

ponto em Ft que atinge o méaximo da fungao (z1 — v1(F71))(xe — va(FT)). Seja \; = T )

e = % = —v;(FT))\; para todo i € {1,2}. Definiremos uma fungao L : IR* — IR? tal
que

L(y) = (Ay1 + 71, A2y2 +72) = (M1(y1 — v1), Aa(y2 — v2)),

e seja G = {L(y) : y € F*}. Para qualquer y € IR? se z = L(y), entdo z122 = A a(y1 —
v1)(y2 — v2), € A1A2 é uma constante positiva. Como definimos, = é o vetor que maximiza o
produto de Nash com respeito a F*, entao L(x) maximiza o produto zize em relagio a G.
Note que L(z) = (1,1) e que se considerarmos a hipérbole {z € IR? : z;25 = 1}, podemos
observar que ela tem inclinagio —1 no ponto(1,1) . Logo, a reta {z € IR* : z; + 25 = 2} que
tem inclinagdo —1 e passa pelo ponto (1,1) tem que estar acima e ser tangente ao conjunto
convexo G em (1,1). Definiremos o conjunto E = {z € IR? : z; + 2o < 2} e teremos entdo que
G C FE. Consideremos agora um novo problema de barganha com consciéncia de dois jogadores

P9 = (CY,(F™)9,F9,v],0v]), onde:

i) C9=(C—FT)U{G};

i1) se F(F,i) # F*, entao FI(F,i) = F(F,i);

i11) se F(F,i) = FT, entao FI(F,i) = G,

iv) FI(G,i) = G,

v) para todo F # F* tal que F € C;, v} (F) = v;(F); e
vi) v(G) = Nvi(Et) 4+ = 0.

Intuitivamente, a tnica diferenga entre P e P9 é que o problema local (F*, (v1(FT),ve(FT))) é
substituido por um novo problema local (G, (0,0)) que é uma transformagao linear do primeiro.
Considere ainda um outro problema de barganha com consciéncia de dois jogadores P¢ =

(Ce, (F™)¢, Fe,v§,v5), onde:
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i) C°=(CY - G)U{E};

i) se FI(F,i) # G, entao Fe(F,i) = FI(F,i);

iii) se FI(F,i) = G, entdo F¢(F,i) = E,

i) F¢(E,i) = E;

v) para todo F # G tal que F € C;, v§(F) = v{(F); e

vi) v&(E) =v!(G) = 0.

(2

Intuitivamente, a tnica diferenca entre P9 e P€ é que o problema local (G, (0,0)) é substituido
por um novo problema local (E, (0,0)), onde G C E.

Como o conjunto E ¢é simétrico e E € (C{ NCS), o axioma generalizado da simetria implica
que ¢§(£,0) = ¢5(F,0). Portanto, o axioma da eficiéncia forte implica que ¢§(E,0) = 1,
para i € {1,2}. Como (1,1) € G, o axioma da generalizado da independéncia das alternativas
irrelevantes implica que ¢f(G,0) = 1.

Finalmente, como L(vy(FT),v2(F*)) = (0,0) e G = {L(y) : y € F'}, o axioma generalizado
ITAP implica que, 1 = ¢?(G,0) = \ip;(F1,v;(F)) + 7. Logo, @;(EH,vi(FT)) = 1;—71 = ;.
Resta-nos provar o caso em que o problema local (F', (v (F*1),va(F71))) nao é essencial. Neste
caso, nao existe nenhum ponto (y1,y2) € F*' tal que y; > v;(FT) para todo i € {1,2}. Como
F* ¢é convexo, deve existir pelo menos um jogador i tal que, para todo (y1,y2) € F* tal que
y; > vj(EFt) para todo j € {1,2}, entdo y; = v;(F'). Seja z o vetor que d4 a maior solugao
para o jogador diferente de i em F't sujeito a restri¢ao que z; = v;(F1). Entao z é o tnico valor
que satisfaz os axiomas generalizado da eficiéncia forte e da racionalidade individual racional.
Portanto, ¢;(F*, (v;(F1)) = x; para i € {1,2}. Obviamente, z também maximiza o produto
(21 — v1(FT))(x2 — v2(FT)) para todo vetor x € F*, que é individualmente racional.

Vamos agora provar que os axiomas implicam que a solugao generalizada satisfaz a parte (b) do
Teorema. Pelo axioma generalizado da viabilidade, @;(F*t, vi(FT)) € {z; : (x5, p;(F,v;(Ft))) €

Ft}y U {vi(FT)}. Vamos considerar primeiro o caso em que @;(F",v;(F')) = v;(FT). Se
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vi(F*) > 2; para todo z; tal que (x5, ¢;(F*,vj(Ft))) € F*, temos que p;(F*,v;(F*1)) sat-
isfaz a parte (b) do Teorema. Suponha, por contradigao, que @;(F*, v;(F1)) = v;(FT) e que
existe 2; tal que v;(FT) < 2; e (xi,¢;(Ft,vj(F"))) € F*. Neste caso, o axioma general-
izado da eficiéncia forte, implica que x; = ¢;(F*,v;(FT)), uma contradigao. Finalmente, con-
sidere o caso em que @;(FT,v;(F1)) # v;(FT). Entao, pelo axioma generalizado da viabilidade
(@i (Ft,0i(F))), @i (F  vj(Ft)))) € Ft. Logo, se existir x; tal que (i, 0;(FT,v;(F))) €
Ftex; > ¢;(FT,v;(FT))), o axioma generalizado da eficiéncia forte implica que x; = ;(F'", v;(FT))).
Portanto, ¢;(F*,v;(FT))) satisfaz a parte (b) do Teorema.

Vamos agora demonstrar que a solugdo generalizada caracterizada pelas partes (a) e (b) do
Teorema satisfaz os axiomas generalizados da viabilidade, da eficiéncia forte, ITAP, IAI, da

Simetria e da Racionalidade Individual.

Axioma Generalizado da Viabilidade

Se F'* € C1NCy, entao pela parte (a) do Teorema, temos que (@1 (F,v1(F1)), pa(Ft,va(FT))) €
F*. Logo, o axioma da viabilidade é satisfeito.

Se 't € (C; — Cj), entao pela parte (b) do Teorema, temos que @;(F T, v;(FT))=max{{z; :
(i, 0;(F ,0j(FT')} U {v;(F)}}, onde F' = Fe(F*,j). Portanto, o axioma da viabilidade

também é satisfeito.
Axioma Generalizado da Eficiéncia Forte

Considere primeiro o caso em que F* € C; N Cy. Suponha, por contradi¢io, que existe
(x1,22) € FT, tal que z; > @;(FT,v;(FT1)), para todo i € {1,2}, e z; > @;(F*,v;(FT)) para
algum i € {1,2}. Como ¢;(F*,v;(F1)) > v;(FT), para todo i € {1,2}, temos que (z1,22) € F*
ex; > vi(FT), paratodoi € {1,2}. Além disso, (z1—v1(FT))(za—v2(FT)) > (p1(FT,v1(F1))—
v1(F))(p2(Ft,ve(FT)) — va(FT)), uma contradi¢ao a definigao de ;(F™,v;(FT)).

Considere agora o caso que F™ € (C;—C;). E facil verificar que por defini¢ao de o;(F, v;(FT))

ndo existe x; tal que (z;, p;(F vi(Ft)) € Ft e x; > pi(FH vi(F1)).
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Axioma da Racionalidade Individual

Se Ft € C; N Cy, entdo pela parte (a) do Teorema, temos que @;(FT,v;(F1)) > v;(FT).
Logo, o axioma da racionalidade individual é satisfeito.

Se F* € (C; — Cj), entao pela parte (b) do Teorema, temos que @;(F T, v;(FT))=max{{z; :
(i, 0;(FY ,0j(FT)}U{v;(F)}}, onde Ft' = F¢(F*, ). Portanto, o axioma da racionalizado

individual também é satisfeito.
Axioma Generalizado TAI

Dadas as condigoes do axioma Generalizado TAI, tem-se que
(2], 25) = argmaz(y, )er+ pisvi(F+)ie{1,2) (£1 — V1 (F7)) (22 —v2(F7)) € G C F™.

Logo,
Argmaz (p, wy)eG.a;>vi(G)ici1,2) (X1 — V1(G)) (22 — v3(G)) = (a7, z3).

Portanto, como F* € (C1 NC2) e G € (C; NCh), segue que (G, vi(G)) = i(FT,v;(FT)) para

ie{1,2}.
Axioma Generalizado da Simetria

Dadas as condi¢oes do axioma Generalizado da simetria, tem-se que

(p1(F T, 01(F 1)), pa(FF,09(F))) = argmaz gz, go)ep+ ay>v,(p+),ic1,2) (@1—01(F ) (=02 (F 7)),

onde vy (FT) = v(F1). Como F* é simétrico e convexo, é facil verificar que @1 (FT,v1(FT)) =

o (FT, vg(FT))
Axioma Generalizado ITAP

Considerando as suposi¢oes do axioma Generalizado ITAP, temos que

(90/1 (G7 Ui(G))7 30/2(G7 ’Ué(G))) - argmax(z1,IQ)GG,:EZ'ZU;(G)JG{LQ} (1‘1 - Ull (G))<‘r2 - U/Q(G))
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Como G = {(Mz1 + 71, Aex2 + 72) : (w1, 22) € FT} e vi(G) = Njvi(F'1) + 4, temos que:

(©1(G,01(G)), p2(G,v5(G))) =
= L(argmaz (;, z)er+ s (F+)ie{1,2y (M2 + 71 — (Ao (F) +71)) (Aaza + 72 — (202 (FF) 4+ 72)))
= L(argmaz g, z))ec .z, >0/(G)icf12i M A2 (21 — 01 (FF)) (22 — va(FT)))

= L(p1(F",01(F 1)), 02(F 7, va(F1))).

Lema 4.4.1 Dado um jogo em forma normal com consciéncia V* = (G, ™ F), seja P =
(C, F™ FP vy,v9) o problema de barganha para dois jogadores com consciéncia derivado con-
forme metodologia anterior. Entdo, para todo F+ € C, temos que FT é convezo.

Demonstragao: Considere primeiro F'* corresponde a um jogo aumentado ¢+ € (G1NG2)U(G1U
Go)¢. Sejam (y1,y2) e (21, z2) dois pontos pertencentes a F+ e X € (0,1). Temos que provar que
(Ay1+(1=X)z1, Ay2+(1—X)z2) pertence a FT. Como (y1,y2) € F* e (21,22) € FT, entao existem

duas distribui¢des de probabilidades sobre os perfis de estratégias de ¢, (p},ph,...,p}) =7 e

(p1,p5,...,pp) = 7" tais que

Phuj(er) +phuj(e) + ... prujler) = y;, Vi € {1,2} (A.1)
e

Plus(er) + pug(es) + .. ous(ex) = V) € {1,2}. (A.2)

Multiplicando a equagao (A.1) por A, a equagao (A.2) por 1 — A e somando as duas equagoes

temos que:
(AP + (1= A)p1)uj(en) + (Aph + (1= A)pg)uj(ez) + .+ (Apf + (1= Npp)uj (er) = Ay + (1= N)z;.

Como (Ap)+(1=N)p{, ..., Ap,+(1—=X)p}) também é uma distribui¢ao de probabilidades sobre os
perfis de estratégia de ¢*. Logo, por defini¢do, temos que (Ay; +(1—X)z1, Ay2+(1—N)20) € FT.

Suponha agora que F'* corresponde a um jogo aumentado ¢ € (G; —G,) tal que F(¢1,j) =
Y1 e que, como hipétese indutiva, que Ft', o conjunto que corresponde a 1+, seja convexo.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que i = 1 e j = 2. Sejam (y1,y2) e (z1,22) dois

pontos pertencentes a F'* e A € (0,1). Temos que provar que (Ay; + (1 — X)z1, Ady2 + (1 — \)22)
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pertence a FT. Como (y1,y2) € F' e (21,22) € F', entdo ys € F2+/, 29 € F2+/7 e existem

(P, 05,5 p)) =7 e (P05, ..., p) = 7" tais que

phua(er) + phus(ca) + ... pruz(ck) = ya (A.3)

plua(cr) + phus(ce) + ... prus(ck) = 22 (A.4)
Multiplicando a equagao (A.3) por A, a equagao (A.4) por 1 — X e somando as duas equagoes
temos que:

(AP + (1= X)pua(er) + (Aph 4 (1= Npiug(ca) + . ..+ (Aph + (1= N)pius(cr) = Adya+ (1 — Az

Entao temos uma distribuicao de probabilidade sobre os perfis de estratégia que resulta
em Ayz + (1 — A)za. Chamaremos essa distribui¢ao de A7/ + (1 — X\)7” e temos entdo que
A+ (1 - )\)T” S A/\y2+(1—)\)z2~

Pela definicao de w, e 0., temos que:

nrs (e = S (Th(e) + (1= M (e) min wi(a,c)

ceC;'/ aeCf’
=A 7o(c) min uq(a,c) + (1 — X 7o/ (¢) min uy(a,c
3 o) min wa(o,6) + (1= X) 3 () min o)
ceCy ceCy
= )\w.,-/ + (1 — )\)wT//, (A5)

Orrrsrer = O (ATh(e) + (1= M (e) max ui (a, )

CEC;J accy
=)\ 75(c) max uq(a,c) + (1 — X 7 (¢) max ui(a,c
3 A4 max (e, + (-0 3 A max oo
CGC; cEC;'
= N0 + (1 — )\)97-//, (A.G)

Note que

wr <y1 < O
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wrn < 21 < Opn

E dai temos que

Awrr + (1= Nwrr <Ayr+ (1= N)zg SN+ (1= N0

Pela igualdade demonstrada nas equagoes (A.5) e (A.6), temos que:

War(1—n)7 <Ay + (1= A)z1 < Oy 1-ay-

Como A7/ + (1 = A\)7" € Ayy,4(1-2)z, © COMO Ft' ¢ convexo, entdo (Aya + (1 — N)zp) € Fj+/
e, consequentemente, pela defini¢io de F'*, temos que (Ay; + (1 — XN)z1, Aya + (1 — N)zg) € FT,
como queriamos provar.
Teorema 4.4.1. Dado um jogo em forma normal com consciéncia ¥* = (G, ™, F), seja P =
(C, F™ FP vy,v2) o problema de barganha para dois jogadores com consciéncia derivado con-
forme metodologia anterior. Seja F* o conjunto de utilidades correspondente a ™ € G; — Gj e
Fpt,j) = @/}*l e seja Ft' o conjunto de utilidades que corresponde a ¢+/. Considere o conjunto
Q= Ch({Ule[wCi,Hci] x {uj(ci))}), onde ci,...,cp sao os de perfis de estratégia puras do jogo
o1, entido FT = Q.
Demonstragao:

Por definigdo, F* contém {Ule[wci,eci] x {uj(c;))}. Como €2 é o menor (no sentido de
inclusao) conjunto convexo que contém os mesmos pontos e como pelo lema 4.4.1, F* é convexo,
entdo w C F. Suponha agora que (z,y) € F™. Entao, existe 7 € A, e X € (0,1) tal que :

2 =Xwr+ (1= N = A _7(c)wr) + (1 =N 7(c)br)

ceC ceC

y = 7(e)u;(o).

ceC
Podemos entdo escrever (z,y) como:

(@,9) =D 7()Owr + (1= \)r, u;(c))

ceC
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Note que (wr,uj(c)) € 2, assim como (07, u;(c)). Como §2 é convexo, entao (z,y) € Q. Logo

Ft=Q.
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