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RESUMO

O cérebro é um sistema complexo que coordena comportamentos, pensamentos e aprendi-
zado. Uma hipétese importante para entender sua atividade é que ele opera em regime critico.
Modelos fenomenolégicos baseados em maxima entropia surgiram recentemente como uma
abordagem alternativa para identificar comportamentos criticos em dados neuronais. Neste
trabalho, aplicamos essa abordagem a dados gerados por modelos computacionais e experi-
mentais. A maxima entropia identificou de forma consistente o comportamento critico préximo
a transicdo de fase nos modelos e descartou criticalidade em modelos sem transicao. Esses
resultados sdo compativeis com dados corticais de ratos anestesiados com uretana, reforcando
a hipétese de criticalidade no cérebro. Também aplicamos essa abordagem de forma inédita
a registros magnetoencefalograficos de humanos, e os resultados indicaram sinais de criticali-

dade.

Palavras-chaves: Criticalidade cerebral. Maxima entropia. Calor especifico. Modelos neuro-

nais. Magnetoencefalografia (MEG). Transicdo de fase.



ABSTRACT

The brain is a complex system that coordinates behaviors, thoughts, and learning. An important
hypothesis for understanding its activity is that it operates in a critical regime. Phenomenolog-
ical models based on maximum entropy have recently emerged as an alternative approach to
identifying critical behaviors in neuronal data. In this work, we applied this approach to data
generated by computational models and experimental sets. Maximum entropy consistently
identified critical behavior near the phase transition in the models and excluded criticality in
models without a phase transition. These results are consistent with cortical data from rats
anesthetized with urethane, providing further support for criticality in the brain. We also ap-
plied this approach, for the first time, to magnetoencephalographic recordings from humans,

and the results indicated signs of criticality.

Keywords: Brain criticality. Maximum entropy. Specific heat. Neuronal models. Magnetoen-

cephalography (MEG). Phase transition.
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1 INTRODUCAO

O interesse pelo funcionamento do cérebro desperta a curiosidade da humanidade desde
as antigas civilizacdes, que ja reconheciam seu papel fundamental no desenvolvimento de
conceitos complexos, como a escrita e a numeracao. No entanto, avancos significativos na
compreensdo do cérebro ocorreram apenas por volta do século XVIII, com os estudos de Luigi
Galvani (1737-1798) e Alessandro Volta (1745-1827), que associaram a eletricidade as fun¢ées
do sistema nervoso.

Outro marco importante foi o trabalho de Santiago Ramén y Cajal (1852-1934), que
identificou a natureza celular do cérebro e reconheceu os neurdnios como suas unidades basicas.
Cajal concluiu que os neurbnios sdo responsaveis pelo movimento e pelo processamento de
informacdes no cérebro, e postulou que o fluxo de informacdo é direcional: parte da regido
de entrada (dendritoﬂ) e segue para a regido de saida (ax6niosE]), conectando-se com outras
células. Essa conexdo entre neurdnios é denominada sinapse, onde ocorre a transmissdo de
sinais elétricos e/ou quimicos.

Um avanco notavel foi estabelecido por Hodgkin e Huxley, que, ao estudar o axdnio gigante
de lula, postularam que o potencial de agécﬂé gerado pela abertura e fechamento controlado
de canais i0nicos especificos na membrana celular. No entanto, é importante destacar que o
cérebro humano é composto por aproximadamente 86 bilhdes de neurdnios (AZEVEDO et al.,
2009), cada um formando mais de mil conexdes sinapticas.

Diante dessa vasta e complexa rede neuronal, surge uma questdo fundamental: como
essa intrincada organizacdo se coordena para desempenhar uma ampla variedade de funcdes
cognitivas, motoras e emocionais?

Com o avanco tecnolégico, o registro da atividade neuronal tornou-se cada vez mais capaz
de capturar padrSes complexos de ativacdo. Esses padrbes refletem uma ampla diversidade
dindmica que pode ser associada a diferentes atividades realizadas. Estudos sugerem que o
recrutamento de células neuronais pode ocorrer de forma sincronizada, tanto localmente entre
neurdnios préximos quanto globalmente, envolvendo regides distantes do cérebro (UHLHAAS;
SINGER, 2006)). A ativacdo dessas redes se da de maneira seletiva e coordenada, dependendo dos

estimulos sensoriais, pensamentos ou acdes envolvidos (SPORNS, [2016)). Esse cenério destaca

1
2
3

RamificacGes curtas e altamente ramificadas que se estendem do corpo celular

Extens3o longa e fina que transmite sinais elétricos dos dendritos para outras células

O potencial de acdo é um impulso elétrico que percorre a membrana de uma célula nervosa ou muscular,
permitindo a transmiss3o de sinais entre elas.
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a capacidade do cérebro de realizar processos regulatérios que possibilitam uma dinadmica
adaptativa, ajustavel e multiestavel (SANNITA, |2008).

Em virtude da complexidade e plasticidade do sistema nervoso, que permite a comunicacao
e integracdo de informacdes em miltiplas escalas espaciais e temporais, surge a hipétese de
que o cérebro opera proximo a um ponto critico. O objetivo deste trabalho baseia-se nessa
hipotese. As primeiras secoes sao dedicadas a uma revisdo concisa sobre transicdo de fase e
comportamento critico, seguidas por uma introducao sobre como a teoria do cérebro critico
ganhou relevancia e as controvérsias que emergiram. Em resposta a essas controvérsias, inves-
tigamos a ocorréncia de uma das assinaturas de criticalidade, a divergéncia do calor especifico,
tanto em dados experimentais quanto em dados gerados por simulacGes computacionais. Esse
marcador de criticalidade oferece uma abordagem alternativa para fortalecer a teoria do cé-
rebro critico, especialmente frente aos desafios metodoldgicos encontrados nas anélises das

avalanches neurais, que serdo abordadas ao longo deste capitulo.

1.1 TRANSICAO DE FASE E O COMPORTAMENTO CRITICO

A fase de um sistema é uma regido delimitada no espaco de parametros que descreve
estados macroscopicos que compartilham propriedades semelhantes. Por exemplo, as fases
sélida, liquida e gasosa de um sistema s3o caracterizadas por determinados pardmetros de
pressdo (), volume (V') e temperatura (7°). A transicdo de uma fase para outra é caracterizada
por mudancas significativas e abruptas nas propriedades fisicas do sistema, como densidade,
magnetizacdo, capacidade térmica e condutividade. Este fenémeno é um dos objetos de estudo
da fisica estatistica.

A fisica estatistica relaciona como os componentes microscopicos de um sistema se mani-
festam de maneira coletiva em propriedades no dominio macroscépico. De maneira geral, as
propriedades macroscépicas podem ser deduzidas da energia livre ou da funcao de particao.
A funcao candnica de particdo em geral é analitica para uma porcao finita de particulas. No
entanto, espera-se que em uma mudanca de fase ocorra uma manifestacao diferente da fun-
cdo resposta; dessa maneira, a transicdo de fase deve corresponder a singularidades da energia
livre. Essas singularidades sao obtidas apenas para um numero infinito de particulas, isto &,
no limite termodindmico N — oo. Portanto, o estudo de transicdes de fases esta relacionado
a encontrar a origem das singularidades na energia livre e caracteriza-las (KARDAR, 2007)).

Um exemplo de transicao de fase é a condensacdo de um gas em um liquido. Os diagramas
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de fase sao mostrados na Figura . No plano (P,T'), observamos que a energia livre do

Figura 1 — Diagramas de fases de um sistema tipico da pressdo em funcio da temperatura (esqueda) e do
volume (direita). As isotermas sdo retas na regido de coexisténcia abaixo do ponto critico.

P A P A
solid | liquid

gas |

T, T

Fonte: (KARDAR| [2007))

sistema € analitica, exceto pela ramificacdo que cessa na fronteira da fase. J4 na vizinhanca
do ponto critico, no plano (P,V), surge um ponto de inflexdo nas isotermas a medida que
nos aproximamos da temperatura critica (7.) vindo de altas temperaturas. Isso implica que a
compressibilidade isotérmica (kr = —9V/OP|p/V') diverge a medida que T — T.F.

A mudanca de fase ocorre em um ponto especifico do diagrama de fase, denominado ponto
critico. E na vizinhanca desse ponto que sio encontradas as singularidades que caracterizam
uma mudanca de fase. A busca pelo ponto critico comeca com a escolha de uma funcdo
termodinamica que é diferente em cada fase; essa funcdo é chamada de parametro de ordem.
A medida que alteramos o pardmetro de controle do sistema, observamos a resposta dessa
func3o. Por exemplo, em um im3, a magnetizacdo (m) é o parametro de ordem a ser observado
a medida que a temperatura varia, sendo esta a variavel de controle. A Figura [2| ilustra esse
sistema; observe a perda de magnetizacao quando a temperatura atinge 7..

Através do parametro de ordem, detecta-se o comportamento nao singular na vizinhanca
do ponto critico. Essa n3o analiticidade é caracterizada por leis de poténcia, associadas a um
conjunto de expoentes, os expoentes criticos. Retornando ao exemplo do im3, a magnetizacao

descreve a resposta magnética de um material submetido a um campo magnético externo h.
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Figura 2 — Comportamento singular para a magnetizacdo de um ima.

m(T, h=0)
A

NY

Fonte: (KARDAR, 2007

No caso em que h = 0, préximo da transicdo, a magnetizacdo se comporta como

0 para T > T,
m(T,h =0) x (1.1)
t|® para T < T,
onde t = (T, —T)/T. é a temperatura reduzida, e 5 um dos expoentes critico. Considerando

agora um campo externo pequeno, e T'=T,, o expoente d é definido por
m(T = T.,h) < h'/°. (1.2)

Outras singularidades s3o encontradas em funcdes resposta, como a divergéncia da susceti-
bilidade, que mede a resposta do sistema a mudancas em alguma variavel, como a temperatura
e o volume. Nesse caso, a mudanca é em relacdo ao campo externo. A singularidade ocorre

quando h = 0, e esta relacionada com o expoente  através de
X+(T,h = 0) o< [t| 77, (1.3)

onde v, e y_ descrevem a divergéncia nos dois lados da transicdo de fase. Geralmente v, =
~v_ = ~. Também para h = 0 ocorre a divergéncia da capacidade térmica, que é a medida da

quantidade de calor necessaria para elevar a temperatura do sistema por uma certa quantia,

CL(T,h = 0) o [t~ (1.4)



25

onde « é o expoente critico. A Figura|3|ilustra a divergéncia para tansicao de fase do Rb,CoF}.
A divergéncia da capacidade térmica é o marcador de criticalidade que serd investigado neste

trabalho em dados gerados por simulacGes computacionais de neurdnios e em dados expe-

rimentais. As curvas obtidas aqui por esse marcador assemelham-se as obtidas na Figura

Figura 3 — Capacidade térmica de RboCoFy em funcdo de T

A
C

. Rb,CoF,

100 105 110
7 (K)

Fonte: (IKEDA; HATTA; TANAKA| 1976])

No ponto critico, ocorre também a divergéncia do comprimento de correlacao, que é uma
medida da extensao espacial sobre a qual as propriedades do sistema estdo correlacionadas.
O comprimento de correlacdo tende ao infinito a medida que o sistema se aproxima do ponto
critico. Isso indica uma crescente interconectividade entre os elementos do sistema, resultando
em uma maior coeréncia e interdependéncia entre eles. Essa divergéncia é caracterizada pelo

expoente critico v
(T, h =0) o |t| . (1.5)

Existem outros expoentes que caracterizam a transicao de fase, e esse conjunto forma a
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classe de universalidade. Sistemas diferentes que compatilham os mesmos expoentes criticos
durante uma transicdo de fase s3o ditos pertencentes a mesma classe de universalidade. Ou
seja, mesmo com diferentes microestruturas e interacGes diferentes, exibem comportamento
semelhante préximo ao ponto critico. Esse conceito permite entender e descrever sistemas
muito complexos ao compreender um sistema mais simples que compartilhe a mesma classe
de universalidade. Até agora, discutimos o comportamento de um sistema no ponto critico para
uma configuracao com infinitos constituintes. A seguir, analisaremos as mudancas decorrentes
ao se considerar um sistema de tamanho finito, por meio do método de escalonamento de

tamanho finito.

1.1.1 ESCALONAMENTO DE TAMANHO FINITO

Teoricamente, as singularidades que s3o as marcas de um sistema em uma transicdo de
fase ocorrem quando consideramos um nimero muito grande de constituintes, ou seja, no li-
mite termodinamico. Entretanto, sistemas reais s3o finitos. Diante disso, é necessario, tanto do
ponto de vista tedrico quanto experimental, entender as mudancas que ocorrem nas proximida-
des de uma transicao de fase em um sistema finito. O método utilizado para essa investigacdo
é o de escalonamento de tamanho finito, ou finite-size scaling em inglés, o qual observa como
os expoentes criticos variam a medida que o tamanho do sistema muda.

Para ilustrar o método, consideramos um sistema de tamanho finito L, e veremos como
isso afeta a medida de interesse. Para isso, precisamos escrever a quantidade de interesse em

termos do comprimento de correlacdo £ do sistema. Para a suscetibilidade, combinamos as

equacdes [I.3) e [1.5] de modo a eliminar ¢ e obtermos:
o £ (16)

na vizinhaca da transicdo de fase.

Para um sistema finito, o comprimento de correlacao é limitado a medida que ele se
aproxima do tamanho do sistema, de modo que a suscetibilidade também é limitada e nunca
diverge (NEWMAN; BARKEMA, [1999). Ou seja, no caso em que { > L teremos um corte,
porém, para £ < L, o valor de x serd o mesmo que o de um sistema infinito. Dessa forma,

podemos escrever que:

X =& xo(L/€), (1.7)
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onde Yo é uma funcao sem dimens3o de uma simples varidvel com as seguintes propriedades

constante se x > 1
Xo(x) = (1.8)
o /v para x — 0.
Essa equacdo contém toda a informacdo necessaria sobre o comportamento do sistema com o
tamanho do sistema variando. Entretanto, ela estd em funcdo do comprimento de correlacdo &

na temperatura ¢ no sistema infinito, que ndo é conhecido. De maneira conveniente podemos

reescrever a equacdo acima definindo uma nova funcdo sem dimensao y
X =" xo(z") (1.9)
e usando a equacao (1.5 chegamos em
X = L X(LYY|t]). (1.10)

A equacdo [1.10| nos fornece como a suscetibilidade deve variar de acordo com o tamanho
do sistema L para sistemas finitos préximos a temperatura critica. A funcdo Y definida na
equacdo [1.9] é conhecida como a funcao de escalonamento para a suscetibilidade. Junto com

a equacdo [1.8] temos:

X() {—> 7V (ax¥)" = constante para x — 0 (1.11)

que indica que x é finita na origem, ou seja, proximo a temperatura critica. Rearranjando a
equacdo [1.10] escrevemos

XLY) = L% (1), (1.12)

para obter que a funcdo de escalonamento x para diferentes valores da varidvel de escala
=LY (1.13)

A equacio ndo possui dependéncia adicional oculta de L, o que implica que x(z) é
constante independentemente do tamanho do sistema. Isso permite determinar os expoentes
7, v e a temperatura critica a partir da medicdo de x(z). Para isso, registra-se a medida
de interesse para diferentes tamanhos do sistema L em funcao da temperatura. Em seguida,
resolvendo a equacdo[1.9 para obter y(z), é plotado as curvas resultantes em um dnico gréfico.
Como x/(x) deve ser constante independentemente de L, ajusta-se os expoentes 7y e v para que
as curvas se sobreponham. Este procedimento é ilustrado na Figura |4| para a suscetibilidade

magnética.
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Figura 4 — Colapso dos dados de suscetibilidade magnética para o modelo de Ising bidimensional. Os pontos
sdo obtidos a partir de medidas de Monte Carlo da suscetibilidade para cinco tamanhos diferentes
de sistema conforme indicado. A partir desse colapso, encontra-se v = 1.76, v = 1.00 e T, = 2.27J.
Note que o colapso falha uma vez que se afasta suficientemente da temperatura critica (¢ = 0).
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Fonte: (NEWMAN; BARKEMA, 1999)

Esse método pode ser aplicado a outras medidas de maneira semelhante, como o calor

especifico ¢ e a magnetizacdo m.
c= LvE(LY"), (1.14)
m = L™P"im(LY"t). (1.15)

Para reduzir os erros nos expoentes criticos, existem técnicas como a construcdo de uma
medida quantitativa da qualidade dos dados sobrepostos, como a variancia do conjunto de
curvas, integrada no intervalo de valores de x préximos a criticidade (NEWMAN; BARKEMA,
1999). No entanto, pode-se realizar o colapso das curvas usando o ponto maximo x, como
referéncia, onde esses maximos devem ser os mesmos para todos os tamanhos do sistema.
Calculando os pontos maximos de cada curva, também obtém-se a temperatura maxima 71y,
Combinando as equacoes com t = (T, — T)/T., é possivel ver que a temperatura Tj

correspondente a x, é dada por:
Ty = T.(1 + 2oL Y"). (1.16)

Dessa forma, o grafico de T;y em funcao de L~1/V deve resultar em uma linha reta, fornecendo
assim o valor correto de v. A intersecdo dessa linha com o eixo vertical estima a temperatura

critica T.
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De posse do expoente critico v e de T, pode-se estimar os outros expoentes. Como X ()

deve ser o mesmo para qualquer tamanho do sistema, assim da equacio [1.12)) é obtido
xn(Ty) oc L7". (1.17)

Entdo, construindo um grafico dos valores maximos de y como funcao de L na escala logarit-
mica, obteremos uma linha reta. Sendo a inclinacdo dessa reta dada por /v, determinando

assim ~y. A figura [5]ilustra esse processo. Outros expoentes sdo encontrados de maneira similar

Figura 5 — llustracdo da escala de tamanho finito no modelo Ising de campo aleatério usando apenas um ponto
na funcdo de escala. A figura principal mostra o calculo do expoente v. O grafico interno mostra
o célculo de v. Os resultados neste caso foram v =1,14+0,2, v=1,7+0,2.
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Fonte: (NEWMAN; BARKEMA, 1999)
utilizando as relacoes
cr(Tp) o< LY, (1.18)
my(Ty) o< LA/, (1.19)

A relacdo na equacdo|(1.18|sera explorada no capitulo 4 para testar se os modelos computa-
cionais de neurdnios e os dados experimentais apresentam relacoes de criticalidade, fornecendo
novas evidéncias para a hipétese do cerébro critico.

Como mencionado anteriormente, o conjunto de expoentes criticos forma uma classe de
universalidade. Na secdo[1.2] veremos indicios de que a classe apontada para a transicdo de fase
no cérebro é a de percolacdo direcionada de campo médio (MF-DP). A seguir, apresentaremos

brevemente essa classe.
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1.1.2 CLASSE DE UNIVERSALIDADE DE PERCOLACAO DIRECIONADA DE
CAMPO MEDIO (MF-DP)

A percolacdo em geral é intensamente estudada por ser facilmente formulada para situa-
cOes reais e por fornecer previsdes qualitativas. Além disso, por sua simplicidade, permite o
desenvolvimento matematico que pode ser utilizado em problemas mais complexos, como no
cérebro. O primeiro modelo de percolacido foi desenvolvido por BROADBENT; HAMMERSLEY!
(1957) com o objetivo de solucionar o problema de entupimento de méascaras de gas. O gés
que passa dentro da mascara é filtrado por carvdo, permitindo que apenas o ar passe por
seus poros, mas alguns desses poros s3o fechados devido ao entupimento. Esse problema foi
modelado em uma rede bidimensional em que cada sitio representa um dos poros. Cada sitio
tem uma probabilidade p de estar aberto, pois os poros se fecham de maneira aleatéria. Desse
exemplo, fica claro que a caracteristica dos modelos de percolacdo é estudar como as ligacdes
sao realizadas de forma aleatéria.

Para ilustrar a aplicacao da percolacao, considere o seguinte problema: arvores infectadas
sao colocadas nos nés de uma rede quadrada, sendo p a probabilidade de infectar qualquer
uma das 4 arvores vizinhas. O modo como essa epidemia se espalha depende da probabilidade
p (SCHULZ, [2020)). Se p for suficientemente pequeno, a epidemia é rapidamente contida, mas
se p for alto, quase todas as arvores serao infectadas, percolando toda a rede. Existe uma
probabilidade limite dividindo as duas situacdes, a probabilidade critica p.. A Figura [f] ilustra
a simulacdo computacional dessa situacao para diferentes probabilidades p.

Além dos exemplos citados acima, modelos de percolacdo sdo utilizados amplamente em
diversas situacdes no estudo, como no espalhamento de incéndios e epidemias.

Como ilustrado, o comportamento da rede é controlado pela probabilidade dos sitios se
ligarem, sendo essa probabilidade entendida como o parametro de controle do sistema. Aqui
denotaremos essa probabilidade como sendo A. Ao variar ), teremos como resposta a quan-
tidade de sitios percolados (ou ativados) p variando, sendo este o pardmetro de ordem. Para
A < A, teremos p = 0, ndo havendo percolacdo, sendo este o estado absorvente, e para
A > A. o estado ativo com p > 0. Essa transicdo ocorre de maneira continua, como mostra a
Figura[7], embora n3o seja descartada a possibilidade de um salto discontinuo em \. entre as
dimensdes 3 < A < 19 (GRIMMETT; GRIMMETT, (1999)).

O que diferencia a percolacdo da percolacdo direcionada é que neste Gltimo temos uma

direcao preferencial. Por exemplo, a dgua atravessando os poros de uma rocha é influenciada
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Figura 6 — Simulacdo da infeccdo de arvores em uma rede quadrada. Os sitios em vermelho representam arvores
infectadas, os sitios em azul indicam arvores saudaveis, e os espacos em branco correspondem
a areas vazias. Os quadrados vermelhos s3o aqueles que podem ser alcancados do topo ou da
base, passando apenas por quadrados preenchidos. Os niimeros abaixo das figuras representam a
probabilidade de preenchimento. Somente apds p = 0,6 que todo o pomar é infectado.

P=O;3 P=O,5

Fonte: Retirado de: 2020)

Figura 7 — A densidade de sitios percolados p aumenta continuamente a partir do ponto critico A\. a medida
em que a probabilidade de transmissdo A é aumentada.

P

(1,1

Ao A

Fonte: Adaptado de: (GRIMMETT; GRIMMETT), [1999)

pela acdo da gravidade, o que faz com que alguns sitios nao sejam ativados. Um modelo de
percolacdo direcionada é o processo de contato apresentado por para estudar
epidemias. Nesse modelo, a doenca se espalha apenas para os vizinhos que estdo em uma
determinada direcdo especifica. Casos como epidemias servem para ilustrar que em fenémenos
criticos de nao-equilibrio o tempo é considerado uma dimens3o extra e tem suas préprias

propriedades.
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A anélise de campo médio para o processo de contato sobre a densidade de sitios ativos

(MARRO; DICKMAN|, 2005) revela que préximo ao ponto critico teremos
pr~ (A=A, (1.20)

obtendo o expoente critico 3 = 1. Considerando o sistema no ponto critico, e também um

campo externo h — 0 na rede de modo a ativar os sitios, teremos que
p(Ae,h) ~ VAR, (1.21)

onde identificamos o expoente ¢, = 2. Como mencionado acima, o tempo é considerado
como uma dimens3o extra. Sendo assim, teremos um comprimento de correlagdo espacial & e
temporal £, que divergem com o aumento da proximidade ao ponto critico com os expoentes
v =1ewv, = 1/2 (HENKEL, 2008).

Outro expoente de interesse é o expoente relacionado a probabilidade de maxima sobrevi-
véncia P, o qual mede a probabilidade de um sitio aleatério pertencer a um cluster infinito,
em outras palavras, descreve a probabilidade de um sitio estar no caminho percolante. Na fase

ativa, esta probabilidade escala com
Py ~ (A=), (1.22)

sendo esse relacionado com o expoente 5’ = 1.

Esses dois tltimos expoentes estao relacionados com os expoentes 7 e 7; através da seguinte

combinacio
C 5
=14+ 1.23
T + Y| + VJ_d — 6’ ( )
/
Tt = 1+é, (124)

Y
como demonstrado por [MUNOZ et al| (1999)) e HENKEL (2008).

Esses expoentes escalonam com as avalanches neuronais e tém sido amplamente investi-
gados em dados experimentais, utilizando os mais diversos métodos de registro de atividade
neuronal. Utilizando d = 4, os expoentes aqui descritos f' =1, v, =1/2 e v = 1, obtém-se
7= 1,5 e 7, = 2. Na préxima secdo, iremos discutir os primeiros trabalhos que indicam uma

dinamica neuronal que apresenta os mesmos valores desses expoentes.
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1.2 HIPOTESE DO CEREBRO CRITICO

A transicdo de fase é caracterizada por leis de poténcia associadas a expoentes criticos,
como discutido anteriormente. Essas leis de poténcia também s3o observadas em fenémenos
fisicos fora do equilibrio. Um exemplo é o modelo de pilha de areia estudado por [BAK; TANG;
WIESENFELD| (1987). Nesse modelo, grdos de areia sdo depositados lentamente na mesma
posicdo sobre uma mesa. A pilha de areia continua a crescer até atingir um angulo critico,
momento em que novos graos depositados provocam uma avalanche de areia para fora da pilha,
reduzindo o angulo e aproximando-o do angulo critico novamente. Os autores mostraram que

a repeticdo dessas avalanches segue leis de poténcia, com expressdes como:
P(S)~ ST, (1.25)

P(T) ~T7™, (1.26)

onde S é a quantidade de areia deslocada, denominada tamanho da avalanche, e T" é o tempo
de deslocamento, denominado duracido. Esse modelo exemplifica o conceito de criticalidade
auto-organizada (self-organized criticality - SOC), no qual o sistema se organiza espontanea-
mente entre a transicao de dois estados diferentes em torno do ponto critico, sem necessidade
de estimulos externos ou ajustes. Nesse caso, a pilha se organiza entre um estado estavel e
instavel. Desde esse estudo, observa-se que avalanches seguindo distribuicoes de lei de potén-
cia sdo encontradas na natureza, como em terremotos (OLAMI; FEDER; CHRISTENSEN, [1992;
WANG; JACKSON; KAGAN, [2009), erupcdes solares (LU; HAMILTON, [1991) e incéndios flores-
tais (DROSSEL; SCHWABL, 1992).

No cérebro, BEGGS; PLENZ (2003)) foram os primeiros a definir medidas de avalanches
neuronais, observando leis de poténcia na atividade espontdnea em culturas organotipicas
e em fatias do cértex de rato. A atividade neuronal foi registrada através do potencial de
campo local (local field potential - LFP)E]. A Figura [8|ilustra esse registro para dois periodos,
demonstrando claramente a existéncia da atividade coletiva dos neuro6nios.

Essa atividade coletiva exibe uma sincronia aparente, onde ao ampliar a escala temporal,
observa-se um intervalo de disparos entre os neurdnios da ordem de milissegundos. No entanto,
o intervalo entre as rajadas de atividades ocorrem na ordem dos segundos. Essa diferenciacao

na escala temporal é utilizada para definir as avalanches neuronais.

* Um sinal de LFP (Potencial de Campo Local) é uma oscilagdo elétrica registrada a partir de grupos de

neurdnios, refletindo a atividade elétrica local no cérebro.
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Figura 8 — Potencial de campo local registrados em matrizes multi-eletrodos de 60 canais.

Fonte: Retirado de (BEGGS; PLENZ, |2003)

Para contabilizar as distribuicoes de tamanho e duracdo das avalanches, é necessario pri-
meiro registrar cada atividade elétrica, determinando o eletrodo que a detectou e o tempo em
que ela ocorreu. Como mostrado na Figura [8 ha dificuldades para determinar o tempo da
atividade devido ao ruido de fundo da atividade neuronal. Para contornar isso, Beggs e Plenz
determinaram um Iimiarﬂ (threshold) no LFP. Um evento é entdo detectado caso ultrapasse
esse limiar. Na Figura [9] é exibido um raster plot, um gréfico que mostra quais eletrodos regis-
traram eventos ao longo do tempo. Apds determinar cada evento, a série temporal é dividida
em intervalos de tempo At, denominado bin. Uma avalanche é identificada por uma sequéncia
de atividade entre periodos de siléncio, conforme ilustrado na Figura @] O tamanho de uma
avalanche é determinado pelo nimero de eventos ocorridos dentro dela, enquanto sua duracao
é o nimero de intervalos At nos quais ocorreu atividade.

E importante notar que tanto o tamanho quanto a duracdo das avalanches s3o afetados
pela escolha de At. Um bin muito grande ird agrupar um nimero maior de grandes avalanches,
enquanto um bin menor ird agrupar um nimero maior de pequenas avalanches. Para avaliar
as consequéncias da escolha do bin na distribuicdo de avalanches, Beggs e Plenz variaram At,
como mostrado na Figura[10] Pode-se observar uma forte influéncia do bin nas distribuicdes de
tamanho, levando a variacGes no expoente 7, como mostrado no grafico interno da Figura
(a). A mesma influéncia é evidente nas distribuicdes de duracdo, conforme ilustrado na Fi-

gura (b). No entanto, Beggs e Plenz mostraram que as distribuicdes de duracdo podem

5 Tipicamente, 2 ou 3 desvios-padr&es abaixo do valor médio do LFP.
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Figura 9 — Raster plot para um trecho da série temporal exibindo uma avalanche neuronal, dividida em inter-
valos de tempo At. Nesse caso, tamanho da avalanche é 39, equanto que sua durac3o é de 3A¢.
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Figura 10 — (a) Distribuicdo do tamanho de avalanches neuronais para diferentes valores de At. O gréfico
interno mostra como o expoente 7 (« na figura) é afetado com a escolha do bin. (b) Distribuic3o
de duracgdo para avalanches neurais para diferentes valores de At. (c) Utilizando a transformac3o
t' = t/At as distribuicdes de duracdo colapsam apresentando um lei de poténcia com expoente
T ~ 2.
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Fonte: Adaptado de (BEGGS; PLENZ, 2003))

ser transformadas em distribuicdes livres de escala usando a transformacdo t' = t/At, como
mostrado na Figura (10| (c), onde o expoente 7; se aproxima de 2.
Pensando em um bin que caracterizasse a atividade registrada, Beggs e Plenz utilizaram

o que eles argumentavam como “bin natural”, que é a média dos intervalos entre eventos
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(interevent interval, (IEI)), que nesse caso At = 4 ms. Essa escolha levou ao expoente
7 = 1,5. Juntamente com o expoente 7; ~ 2, encontrado independentemente da escolha de
At, esses expoentes sdo os mesmos encontrados no processo de ramificacdo critica (HARRIS
et al., |1963).

No processo de ramificacdo, ocorrem eventos em cascata, semelhante ao que acontece em
uma reacao em cadeia. Nesse processo, eventos ou particulas individuais podem gerar uma
quantidade aleatéria de novos eventos ou particulas. O qudo um evento pode gerar outros
eventos é determinado pelo parametro de ramificacao A. O ponto critico desse processo ocorre
para A = 1, onde o sistema estd em um equilibrio instavel entre o crescimento (A > 1) e a
extincdo (A < 1).

Diante dos expoentes encontrados, Beggs e Plenz tentaram estimar o parametro de rami-
ficacdo dos registros, calculando no inicio de cada avalanche quantos outros eltrodos foram
ativados no bin seguinte. O parametro de ramificacdo da avalanche i é determinado como
a razdo do nimero de eventos da segunda janela temporal (descendentes) pelo niimero de

eventos da primeira janela (ascendentes). A Figura|11] (a) ilustra essa contagem. Apds o cal-

Figura 11 — Estimativa do pardmetro de ramificacao experiementalmente por Beggs e Plenz. Nesta figura, o
pardmetro de ramificacdo é representado pela letra o, extraido do trabalho original. (a) Pardmetro
de ramificacdo calculado apenas com os dois primeiros bins de cada avalanche. (b) Pardmetro de
ramificacdo calculado para cada experimento, sendo as caixas os desvios padrdes. (c) Expoente
versus parametro de ramificacdo para cada valor de bin.
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Fonte: Adaptado de (BEGGS; PLENZ, |2003])

culo de \; para cada avalanche, o parametro de ramificacdo é determinado pela média deles,
A = (\;). A Figura [11] (b) mostra o resultado de A para cada conjunto de registros. Perceba
que para a maioria dos casos \ estd em torno de 1, reforcando semelhancas com o processo

de ramificacdo critica. O parametro de ramificacdo estimado também varia de acordo com o
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tamanho do bin, sendo A = 1 obtido para At = 4 ms, o “bin natural” definido por Beggs e
Plenz, conforme ilustrado na Figura [11c).

Essa descoberta levou a hipotese do cérebro critico, que sugere que o cérebro é um sistema
dinamico que se auto-organiza em torno de um ponto critico, semelhante ao caso da pilha de
areia (CHIALVO, [2004; BEGGS, [2008; [SHEW; PLENZ, [2013)). Essa hipdtese ganha forca através
da modelagem de redes neuronais no ponto critico, as quais demonstram propriedades ideais
de processamento e computacao.

Nosso cérebro esta constantemente exposto a uma variedade de estimulos, exigindo dele a
otimizac&o das respostas ao ambiente. Para quantificar essa resposta, KINOUCHI; COPELLI (2006])
introduziram a medida de faixa dindmica A. A faixa dindmica pode ser interpretada como a
capacidade do sistema neuronal de responder a uma ampla gama de estimulos, refletindo sua
eficiéncia na codificacdo e processamento de informacdes. Uma faixa dinamica maior sugere
que o sistema é capaz de lidar com uma variedade mais ampla de estimulos e de gerar uma
gama mais ampla de respostas. Utilizando uma rede de automatos celulares excitaveis, KI-
NOUCHI; COPELLI| (2006) mostraram que essa faixa dindmica é maximizada no ponto critico

A = 1 Figura [12| (a). Esse resultado é confirmado experimentalmente por SHEW et al.| (2009))

Figura 12 — (a) Por simulagcdo (pontos) |KINOUCHI; COPELLI(2006) mostraram que a faixa dindmica A é
maximizada na criticalidade, ou seja, no pardmetro de ramificac3o tedrico de o = 1, concordando
com a a andlise tedrica (linha). (b) [SHEW et al.([2009) comprovaram experimentalmente que a faixa
dindmica é maximizada em x = 1, quando n3o h& aplicacdo de farmacos.
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Fonte: Adaptado de: (a) (KINOUCHI; COPELLI, [2006) e (b) (SHEW et al, [2009)

utilizando registros de culturas de fatias de cértex de ratos. Para registrar diferentes estados




38

corticais, os ratos foram submetidos a substancias farmacolégicas de modo a registrar dina-
micas similares aos regimes subcriticos e supercriticos, além de estimulos elétricos. Utilizando
a métrica k, definida por eles, a qual compara as funcdes de densidade cumulativas (FDC)
de distribuicdes dos tamanhos das avalanches experimentais e de uma referéncia tedrica, que
neste caso foram as distribuicoes de avalanhces com expoente t = 1,5 do processo de rami-
ficacdo critico. Com x = 1 significa que as FDC do registro experimental s3o iguais as da
referéncia tedrica. Com isso, |SHEW et al.| (2009) mostraram que a faixa dindmica é maximizada
quando x ~ 1 Figura[12]

Fomentando ainda mais a hipétese do cérebro critico, o trabalho de SHEW et al|(2011) em
culturas de cértex cultivadas confirmou que a transmissdo de informacdo é maxima perto de
k = 1, ou seja, préxima de uma distribuicdo de tamanho de uma lei de poténcia com expoente
7 = 1,5, Figura[13|(a). Entrando em concordancia com os resultados de BEGGS; PLENZ| (2003)
em simulacGes em uma rede feedforwardﬂ em que a transmissdo de informac3ao é maxima
quando o pardmetro de ramificacdo estd préximo da criticidade o = 1 Figura [13] (b).

Figura 13 — (a) A informagdo mitua do estimulo para a resposta em dados de culturas de cértex cultivadas

em parte da rede cortical. A informacdo mitua é maxima perto de xk = 1. (b) Em uma rede
feedforward a transmissdo de informacdo é maximizada préximo a criticidade (o &~ 1).
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Outros estudos evidenciam estados metaestaveis (HALDEMAN; BEGGS), |2005)), poder com-

6 Essas redes s3o compostas por camadas de neurdnios interconectados. Neurdnios de uma mesma camada

nao tém conexdes entre eles. A transmissdo de sinal de uma camada para outra é mediada pelo parametro
de ramificacdo o.
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putacional (SHRIKI et al., |2013)), entre outras. Além dessas vantagens, a relevancia do cérebro
operar préximo ao ponto critico recai sobre o conceito de classe de universalidade, onde dois sis-
temas pertencentes a mesma classe possuem os mesmos expoentes. A investigacdo da possivel
classe de universalidade do cérebro nos forneceria um referéncial teérico, o que nos permitiria
fazer melhores previsdes e descricdes do cérebro saudavel e ndo saudavel. Até aqui nesse tra-
balho apresentamos os resultados que sugerem que a classe de universalidade que o cérebro
pertence, é a classe de percolacdo direcionada de campo médio. Entretanto, ha dificuldades
em estabelecer um padrdo para a medicao das avalanches. Essa falta de padrdo afeta direta-
mente as medicSes dos expoentes gerando uma incompatibilidade entre eles, como é medido
em diferentes ensaios experimentais. Além disso, é preciso considerar também o impacto da

subamostragem nos expoentes obtidos. Essas dificuldades serdo discutidas na préxima secdo.

1.3 INCOMPATIBILIDADE ENTRE EXPOENTES E O PROBLEMA DA SUBAMOSTRA-
GEM

Como discutido aqui, a importancia de reconhecer a dindmica do cérebro como operando
nas proximidades de um ponto critico esta relacionada ao conceito da classe de universalidade.
Dentro de uma mesma classe de universalidade, os expoentes criticos devem ser os mesmos.
Apos a observacao de leis de poténcia em avalanches neuronais medidas por |BEGGS; PLENZ
(2003)), uma série de estudos buscando as mesmas leis de poténcia foram realizados. Como
mostraremos aqui, alguns dos expoentes medidos diferenciam em relacdo ao medido por |BEGGS;
PLENZ| (2003)) levando a discussdes sobre qual seja a transicdo de fase no cérebro.

Trazemos como exemplo o trabalho de |PONCE-ALVAREZ et al.| (2018) que estudaram toda
a regiao do cérebro de larvas de peixe-zebra utilizando a técnica da imagem de célcicﬂ A
Figura A—C) mostra as leis de poténcia obtidas nesses experimentos. Na Figura D) sao
mostrados os expoentes de tamanho 7 ~ 2,03, e de duracao 7; = o ~ 2,81, e também ¢é
calculado o 1/(ovz) =~ 1,75. Essa dltima distribuicdo relaciona o tamanho médio S a duragdo
T, onde ovz é uma combinacao de outros expoentes criticos. Perceba que os expoentes aqui
sdo bem diferentes dos encontrados por BEGGS; PLENZ (2003)) e sugerem outra classe de
universalidade, a classe de modelos de Ising de campo aleatério tridimensional. Esse exemplo

nos leva a uma série de consideracdes e possiveis explicacoes pelo fato dos expoentes serem

7 Indicadores de célcio fluorescentes emitem luz quando se ligam ao fon célcio Ca®", permitindo a visualizaco

da atividade neuronal em tempo real sob um microscépio.
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Figura 14 — Distribuicdo de avalanches (a) para duracdo T, (b) para tamanho S e (c) para a relacdo entre
T e S, para cada experimento (cores diferentes). (d) Medidas dos expoentes para cada conjunto
de dados. Os simbolos sem cor correspondem ao embaralhamento dos dados. A barra de erro é
menor que o simbolo. As faixas em cinza s3o os expoentes criticos e a incerteza deles nos modelos

de Ising de campo aleatério tridimensional.
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diferentes.

A primeira observacdo que pode ser feita é sobre a diferenca nas técnicas experimentais de

registro. De fato, na neurociéncia atual, ainda ndo compreendemos completamente as relacoes

entre diferentes técnicas de registro. Essa dificuldade nos impede de estabelecer um método

padrdo para extrair avalanches dos dados. Isso fica evidente quando analisamos dados da

mesma regido e de animais de mesma espécie, mas usando técnicas diferentes. Por exemplo,

para registros do hipocampo de ratos utilizando a técnica de imagem de célcio (YAGHOUBI et
, 2018), os expoentes obtidos foram 7 = 1,6 e 7; =~ 2,4. No entanto, ao utilizar LFP filtrado
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por spiking sortd?| obteve-se 7 ~ 1,65 e 7, & 1,98 (FOSQUE et al., 2021)).

Outra consideracdo relevante é a condicao em que o registro é realizado. Os expoentes
em avalanches mudam de acordo com o tipo de anestesia aplicada, da tarefa desenvolvida
durante o registro e no comportamento livre. A Figura mostra as leis de poténcia para
registros do hipocampo de ratos utilizando a técnica de imagem de calcio em condicdes

saudéveis (a) e (b), e em condi¢des de culturas criadas em folato (folate-reared cultured?)) (c)

e (d) (YAGHOUBI et al., [2018). Para condigdes saudaveis, os expoentes sdo 7 = 1,65 £ 0,1 e

Figura 15 — Distribuicdo de avalanches para o hipocampo de ratos saudaveis (a) para tamanho S, e (b) para
duracdo T (leia o como 7;). Distribuicdo de avalanches para o hipocampo de ratos em condicbes
de culturas criadas em folato (c) para o tamanho S, e (d) para duracdo T (leia & como 7¢). As
cores representam diferentes bins.
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Fonte: Adaptado de: (YAGHOUBI et al., 2018)

Técnica utilizada para classificar e analisar potenciais de acdo.

9 Condic3o que gera uma alta excitac3o e imita convulsdes.
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7 = 2,15 £ 0,2 para At = 30 ms (préximo ao ISI médio). Perceba que dentro do erro, os
expoentes encontrados sdao compativeis com a classe MF-DP. Em condicdes nao saudaveis,
T=22+02em = 33+04 para At = 200 ms (préximo ao ISI médio). Comparando
esses experimentos entre si, a diferenca entre os expoentes é bem significativa, talvez devido
a diferenca do ISI médio entre cada experimento, evidenciando uma dificuldade metodolégica
das avalanches em definir um bin padrao entre as analises.

Um argumento que podemos destacar é que a variacao entre diferentes espécies é plausivel,
uma vez que a evolucdo pode ter levado espécies diferentes para outros pontos criticos, ou
outros tipos de dindmica (GIRARDI-SCHAPPO, 2021). No entanto, diferentes expoentes sdo
obtidos em experimentos dentro das mesmas espécies, regioes do cérebro e técnicas de registro.
A Figura[16/ mostra os expoentes T e 7; de registros por LFP na regido do cértex visual primario
(V1) de tartarugas para vérios animais. E evidente a variedade de resultados obtidos, o que

nao condiz com o conceito de classe de universalidade.

Figura 16 — Expoentes de duracdo 7 e 74 para registros em mesmas condices com animais diferentes de
mesma especies.
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Fonte: Adaptado de: (SHEW et al., 2015)

Esses resultados ilustram a discrepancia entre os expoentes. Uma discussdao mais apro-
fundada é encontrada em (GIRARDI-SCHAPPO, 2021 que reune resultados de avalanches para
diferentes técnicas de registro, especies, e condicoes, na Figura [L7]

Além desses problemas com avalanches, é teoricamente conhecido que leis de poténcia
podem surgir em sistemas que ndo sdo criticos. Segundo TOUBOUL; DESTEXHE| (2017), é
possivel observar leis de poténcia em regides fora de regiGes de transicdo de fase no modelo do
Brunel (BRUNEL, 2000) (esse modelo sera estudado neste trabalho), como mostra a Figura[18]

Devido a resultados como esse foi necessario a verificacao de outros criterios de criticalidade.
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Figura 17 — Expoentes experimentais de avalanche. Os trés painéis apresentam exatamente os mesmos dados
de expoentes de avalanche medidos por muitos autores com diferentes técnicas. (A) Simbolos
diferentes correspondem a diferentes animais, independentemente da regido cerebral ou técnica
experimental. (B) Os diferentes simbolos correspondem a diferentes regibes cerebrais, independen-
temente do animal ou técnica. (C) Os diferentes simbolos diferenciam entre técnicas experimen-
tais, independentemente do animal ou regido cerebral. Linhas pontilhadas conectam os expoentes
obtidos no mesmo experimento. Pontos coloridos sdo avalanches experimentais que obedecem a
lei de escalonamento de crackling noise, enquanto os simbolos cinza preenchidos ndo. Simbolos
cinza vazios representam trabalhos que n3o testaram o escalonamento de avalanches. Note que a
mesma regido cerebral do mesmo animal produz diferentes expoentes, enfraquecendo a hipdtese
de criticidade cerebral ou sugerindo que algum mecanismo esconde os verdadeiros expoentes cri-

ticos.
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Sistemas criticos obedecem leis de escalonamento (scaling laws) em decorréncia de algumas
quantidades serem correlacionadas. Aqui o tamanho médio das avalanches S e sua duracdo T’

sdo relacionadas através de

(S) ~ TV, (1.27)

cujo expoente oz, se relaciona com os expoentes 7 e 7y, para leis de poténcia geradas por

dindmica critica, através da relacdo de crackling noise scaling (BAK; TANG; WIESENFELD, (1987;
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Figura 18 — Avalanches de tamanho e duracdo (linha de cima) para dados de simulaces computacionais
realizadas com diversos pardmetros (linha de baixo) na fase sincrona irregular do modelo do
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Fonte: Retirado de: (TOUBOUL; DESTEXHE, [2017)

IMUNOZ et al, [1999; SETHNA; DAHMEN; MYERS), [2001)

11
(. (1.28)

T—1 ovz

Se ambos os lados dessa equacdo forem iguais, entdo a criticalidade é assumida como satisfeita.

Além disso, sistemas nao criticos com leis de poténcia nao obedecem a lei de escala da

Equacdo [1.28| (TOUBOUL; DESTEXHE, [2017)).

Além das incompatibilidades apresentadas até aqui, as analises sofrem com efeitos de
subamostragem, ou seja, apenas uma pequena fracdo do total de neurdnios é registrada. Esse
procedimento afeta diretamente a contagem das avalanches e, consequentemente, a medida
dos expoentes, como ilustrado na Figura [19]

Para exemplificar essa problematica, observe a comparacéo realizada por
IMUNK; WIBRAL| (2009) entre dados experimentais e modelos SOC na Figura 20f Os dados

coletados através de LFP por uma matriz de eletrodos sao de macacos realizando uma tarefa
de memoéria de curto prazo. Os modelos SOC s3o os de pilha de areia, pilha de areia com

vizinhos aleatérios e propagacdo de incéndios florestais. Na Figura (a), sdo apresentadas
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Figura 19 — Efeitos da subamostragem nos tamanhos de avalanches. Raster plot para (a) o total de neurdnios,
e (b) para apenas uma fracdo dos neurénios. Pode-se perceber nesse exemplo uma reducio dréstica
na estatistica de avalanche.
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Fonte: Adaptado de: (PRIESEMANN et al., [2014)

as avalanches de tamanho variando o bin para os dados experimentais, que como podemos
observar, nao correspondem a uma lei de poténcia. A mesma observacao é feita analisando a
Figura [20] (b) para os modelos SOC subamostrados. Assim, o efeito de subamostragem pode
levar a resultados que n3o apresentam leis de poténcia, mesmo que a dinamica que gerou os

dados seja critica.

Figura 20 — Distribuicdes de tamanho para avalanches (a) em dados experimentais coletados por LFP em
macacos realizando uma tarefa de curto prazo e (b) para modelos SOC subamostrados. O efeito
da subamostragem nos modelos SOC leva a distribuicbes de avalanches que n3o obedecem leis
de poténcia.
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Fonte: Adaptado de: (PRIESEMANN; MUNK; WIBRAL) [2009))

Além desse efeito, a subamostragem pode levar a expoentes aparentes, como mostrou

ICARVALHO et al| (2021)), estudando um modelo de rede neuronal de spikes com excitacdo e

inibicdo (sera estudado aqui na secdo [3.2.1)) que pertence a classe de universalidade MF-DP.
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A Figura [21f mostra os expoentes de tamanho 7 e duracdo 7; para fracdes do nlimero total de
neurdnios simulados no ponto critico do modelo. Pode-se observar a mudanca dos expoentes a
medida que cada vez mais neurdnios s3o incluidos nas estatisticas, os quais vao se aproximando

dos valores dos expoentes da classe de MF-DP para a populacao total de neurénios. Esses sdo

Figura 21 — Expoentes de tamanho 7 e durag3o 7; para fragdes do niimero total (10°) de neurdnios simulados
no modelo de rede neuronal de spikes com excitacdo e inibicdo para o ponto critico. Expoentes
aparentes sdo observados por fracdo de neurénios analisados, sé atingindo os expoentes de MF-DP
para a populacdo total.
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alguns efeitos da subamostragem, que afetam diretamente a estatistica de avalanches e podem
produzir expoentes aparentes. Esse tema é amplamente discutido na literatura (RIBEIRO et al.|,
2010; PRIESEMANN et al., 2014)).

Fica claro que ao longo dessas tltimas secGes, as distribuicGes de avalanches contribuiram
muito para o engajamento cientifico da hipétese do cérebro critico, promovendo estudos sobre
as vantagens de um possivel cérebro operando nas proximidades de um ponto critico. Entre-
tanto, vimos brevemente as dificuldades metodolégicas de medidas de avalanches em atividades
neuronais, seja pela falta de um procedimento padrdo para mensura-las. Assim, gerando uma
incompatibilidade nos valores dos expoentes entre diferentes experimentos, ou devido a efeitos
de subamostragem dos dados. Essas contradicdes levam a questionamentos se realmente o
cérebro é critico. Outros métodos para detectar a criticalidade vém sendo desenvolvidos de
maneira alternativa para suprir essa necessidade, como estudos envolvendo a complexidade
estatistica (LOTFI et al.,, [2021)), renormalizacdo de grupo fenomenoldgica (MESHULAM et al.,

2019) e a maxima entropia (MORA; DENY; MARRE, 2015; [TKACIK et al., 2015; LOTFI et al.,
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2020) , sendo esta Gltima técnica objetivo de estudo desta tese.

Neste trabalho, utilizaremos a técnica de maxima entropia para calcular o calor especifico
associado a sistemas neuronais, cuja divergéncia é um indicador de criticalidade (Capitulo
2). Apesar de existirem estudos relacionados ao tema analisando dados experimentais, ndo
houve um estudo comparativo com modelos neuronais computacionais atestando a qualidade
do método. Aqui, simulamos 3 modelos neuronais computacionais (Capitulo 3), dentre eles,
dois pertecem a classe MF-DP (GIRARDI-SCHAPPO et al., 2020; KINOUCHI; COPELLI, [2006)), e
iremos verificar se a aproximacao de maxima entropia recupera marcadores de criticalidade.
Enquanto o terceiro modelo é o de Brunel (BRUNEL, 2000) , que ndo possui ponto critico,
mas que, segundo (TOUBOUL; DESTEXHE, [2017)), é possivel obter distribuicdes de avalanches
com expoentes compativeis com os de BEGGS; PLENZ| (2003)), o que promove um teste mais
robusto para o método.

Para as anélises entre os modelos, n6s desenvolvemos um conjunto de métricas (Capitulo
4) que nos permite, de maneira quantitativa, avaliar se os dados analisados s3o criticos. Essas
métricas foram calibradas de acordo com os resultados dos modelos que possuem ponto critico.
Por meio dessas métricas, podemos descartar resultados de dados que nao sao criticos, mas
que poderiam ser interpretados como tais. Uma dessas métricas explora a relacdo entre o calor
especifico e o nimero de neurbnios amostrados na analise, de forma semelhante ao que ocorre
na teoria de escalonamento de tamanho finito, discutida ao longo deste capitulo. O resultado
dssa métrica, por si sb, representa mais um indicio de criticalidade. Uma vez testadas as
métricas, partimos para a analise de dados experimentais de spikes de ratos anestesiados com

uretana, e em dados de MEG em humanos.
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2 MAXIMA ENTROPIA EM SISTEMAS NEURONAIS

Este capitulo tem como objetivo apresentar de forma resumida os principais conceitos e
ideias abordados sobre o método de méxima entropia, introduzido formalmente por JAYNES
(1957)). Ele propds que a entropia, no sentido da teoria da informacdo de Shannon (apéndice
, poderia ser usada como uma ferramenta para fazer inferéncias estatisticas em cenarios
com informacdes limitadas. A préxima secdo ilustrard esse processo de maneira geral.

Embora o avanco tecnolégico tenha melhorado o registro de atividade cerebral, ainda temos
acesso limitado tanto em termos do nimero de neurdnios observados quanto do tempo de
gravacdo. A técnica de maxima entropia oferece uma alternativa para inferir essa atividade com
base em alguns observaveis, sendo amplamente utilizada em diferentes campos da neurociéncia,
como sera discutido ao longo deste capitulo.

Mais especificamente, a maxima entropia tem se destacado recentemente como uma abor-
dagem promissora na investigacdo da criticalidade cerebral, utilizando a divergéncia do calor
especifico como um marcador de criticalidade. No entanto, o célculo do calor especifico em
sistemas neurais exige a construcao e validacdo de uma termodindmica associada a esses
sistemas, um aspecto que serd abordade neste capitulo.

Por fim, descreveremos o modelo de méxima entropia introduzido por [ MORA; DENY; MARRE
(2015)), selecionado para nossa anélise por sua capacidade de incorporar a dindmica temporal

da atividade neuronal.

2.1 ESTIMATIVA DA MAXIMA ENTROPIA VIA TEORIA DA INFORMACAQ!

Maximizar a entropia significa selecionar a distribuicdo de probabilidade que representa o
estado de maior incerteza possivel, dentro das restrices impostas pelos dados. Esse principio
é usado quando temos informacdes limitadas e nao queremos introduzir suposicoes extras
que nao sejam justificadas pelos dados disponiveis. A seguir, apresentaremos de forma geral o
processo de maximizacdo da entropia.

Suponha que sobre um determinado evento sdo fornecidos apenas os possiveis valores

discretos z; (i = 1,2...,n) que esse evento possa assumir. Também é fornecido o valor esperado

1 Essa secdo se baseia no artigo de [JAYNES| (1957)).
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da fungdo f(x)

n

(f(x)) =D pif (w:). (2.1)

i=1
Porém, as probabilidades p; da ocorréncia desse evento ndo sao fornecidas. Dessa forma, temos
um conhecimento bem limitado sobre esse evento. Poderia-se, por exemplo, inferir o valor
esperado de uma outra funcdo g(x)? A principio, para solucionar esse problema, precisa-se de
(n—2) condicdes além da equacdo da condicdo de normalizacdo (3° p; = 1) para determinar as
probabilidades p;, o que n3o é dispoto nesse problema. Seria possivel entdo supor, a principio,
uma distribuicao de probabilidade para tal evento. Porém, a menos que tenhamos uma evidente
simetria, ndo ha razdes para a escolha de uma distribuicdo de probabilidade especifica.

O inicio para solucionar tal problema parte do ponto de vista de como interpretar a proba-
bilidade de um evento. A primeira vista, pode-se atribuir probabilidade como uma propriedade
do evento, a qual sempre é possivel se medir através da observacdo das razdes de frequéncias
em um experimento aleatério. Para esse ponto de vista, calculando a distribuicdo de probabili-
dade, as previsGes sdo, em principio, verificaveis. A segunda interpretacdo atribui o significado
de probabilidades como sendo a expressao para a ignordancia humana, sendo a expressao formal
da nossa expectativa da ocorréncia do evento baseada em qualquer informac3o disponivel. Se-
guindo esse ponto de vista, é possivel obter plausiveis conclusoes quando ha pouca informacao,
sendo que verificacdes detalhadas ndo sdo esperadas (JAYNES, 1957)).

Por meio desse tltimo ponto de vista, a teoria da informac3o nos leva a determinar a melhor
escolha da distribuicdo de probabilidade do nosso problema, baseado no maior grau de incerteza
gerado por essas distribuicdes. Através da entropia definida por SHANNON (1948), consegue-se
quantificar a incerteza de uma distribuicao de probabilidade. A teoria da informacdo n3o sé nos
fornece um fator comparativo entre duas distribuicdes de probabilidade, como é o método de
amostragem que evita viés, enquanto concorda com qualquer informacao que seja fornecida.

Sendo assim, para solucionar o problema apresentado, sdo realizadas inferéncias com base
nas informacdes parciais fornecidas. Portanto, busca-se a distribuicdo de probabilidade que
maximize a entropia dada as informacGes conhecidas. Para maximizar a entropia dados os
vinculos da equacdo [2.1| e da condicao de normalizacdo, sdo utilizados os multiplicadores de

Lagrange \ e . Posto isso, o processo requer a minimizacdo da seguinte funcao

J(p) = —Zz:;pi Inp; — A (gm - 1) —p (gpif(wi) - <f(x)>> : (2.2)



50

tomando a derivada em relacdo a p; e igualando a zero, resultando em

2.3
—A—Mf(qu)' ( )

pi =€
Ent3o, essa sera a distribuicdo de probabilidade que melhor se adequa as informacdes forne-
cidas pelo problema. Para calcular ;1 e A, devemos substituir a equacao na condicao de

normalizagdo e na equagdo [2.I] O resultado encontrado pode entdo ser escrito da seguinte

forma
0
x))=——1InZ(u),
(@) =~ 5 Z(n) .
A=1InZ(pn)
onde

Z(p) = Z e~ (i) (2.5)

A
é a funcdo de particdo. De forma generalizada para qualquer nimero de func¢des f,.(z), dada

suas respectivas médias, a funcao de particao é escrita como sendo:

Z(A1yesA ZGXP{ [Afi(@i) + oo+ A ()]} (2.6)

Portanto, a distribuicdo de probabilidade que maximiza a entropia é fornecida por

pi = exp {—[Ao + Arfi(@i) + ... + A fon ()]} (2'7)

em que as constantes s3o calculadas de forma semelhante a equac3o [2.4] A entropia dessa

distribuicdo reduz-se a

Hinge = Ao + M (f1(2)) + oo + A (fn (@), (2.8)

onde K na equacido[A.4]foi estabelecida como sendo 1. Caso a funcdo f, possua dependéncias

com outros parametros aq, a, ..., y, a estimativa fornecida pela maxima entropia é dada por

Oy L% g (2.9)

Dessa forma, o principio de maxima entropia nos fornece um critério, livre de qualquer viés
sobre a informacdo n3o fornecida pelo sistema, para a escolha da distribuicdo de probabilidade

mais adequada para a informac3o que nos foi fornecida.
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2.2 MAXIMA ENTROPIA APLICADA A SISTEMAS NEURAIS

Como destacado nas secoes anteriores, a estimativa de maxima entropia fornece um crité-
rio para escolher a distribuicdo de probabilidade de um sistema com base na pouca informacao
disponivel, sem viés em relacdo a informacao ausente. Esse procedimento se encaixa perfeita-
mente em sistemas em que o acesso a informacoes de todos os estados possiveis é inacessivel,
como em sistemas neuronais.

Com o avanco da tecnologia para obtencdo de dados, tem se tornado cada vez mais eficaz
registrar a atividade de grandes nimeros de neurdnios por longos periodos. Essa coleta de
dados permite inferir o funcionamento da rede neuronal. No entanto, mesmo com registros
de longa duracao e grande quantidade de neurdnios, ndo é possivel registrar todos os padroes
de disparo que o sistema poderia apresentar, resultando em uma distribuicao de probabilidade
incompleta. Nesse contexto, a estimativa de maxima entropia é (til para inferir uma distribuicao
de probabilidade mais precisa dos disparos dos neuronios, a qual inclui padroes de disparos
menos frequentes.

Para identificar os padroes de disparo da atividade neuronal, a série temporal é dividida em
janelas temporais de tamanho A7. Dentro de cada janela, atribui-se o valor 1 ao neurénio que
ativou ao menos uma vez , e o valor 0 ao neur6nio que n3ao ativou. Assim, obtém-se um padrao
binario que representa os disparos dos neurdnios. A Figura [22|ilustra o procedimento realizado
para dados experimentais. Na Figura temos o raster plot da atividade dos neuronios ao
longo do tempo. Na parte superior da Figura a divisao da série temporal em janelas de
AT, e abaixo o padrao binério gerado.

Ao obter o padrao binario dos disparos, é possivel construir varios modelos de maxima
entropia, dependendo do vinculo escolhido com os dados. Por exemplo, podemos escolher a
média e o desvio padrao da taxa de disparos como conexao, resultando no modelo de primeira
ordem, conhecido como “fatorado” (em inglés, “factorized”). Além desses vinculos, é possivel
adicionar outras conexdes, como as correlacdes entre todos os pares de neurénios, gerando o
modelo denominado pairwise, também conhecido como o modelo de Ising. A Figura[23]ilustra o
procedimento para cada modelo. Os modelos cujos nomes s3o iniciados por k envolvem o total
de disparos dentro do intervalo temporal A7, envolvendo assim uma grandeza com todos os
elementos da rede. Englobando cada vez mais vinculos, a distribuicdo de probabilidade gerada
se aproxima cada vez mais da real distribuicdo de probabilidade do sistema. Porém, o custo

computacional fica ainda mais elevado. Sendo assim, é necessario que a escolha de medida
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Figura 22 — a Segmento das respostas simultaneas de 40 células ganglionares da retina da salamandra reagindo
a um trecho de um filme natural. Cada ponto representa o tempo de um potencial de acdo. b A
discretizacdo dos trens de spikes de uma populacdo em um padrao binario é mostrada para a area
destacada em verde na imagem a. Cada sequéncia (painel inferior) descreve o padr3o de atividade
das células em um determinado ponto de tempo. Para maior clareza, apenas 10 das 40 células
sdo mostradas.
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Fonte: Adaptado de [SCHNEIDMAN et al.| (2006])

Figura 23 — Resumo das restricGes comuns para modelos de maxima entropia de atividade neuronal.
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Fonte: Retirado de[SAVIN; TKACIK| (2017))

esteja em conformidade com as propriedades de interesse.

Caso o modelo de maxima entropia ndo corresponda bem as medidas dos dados, ele
pode ser util no sentido de sinalizar que ha dependéncias mais significativas na atividade
neuronal. A Figura ilustra um exemplo disso. Na parte inferior da Figura 24, temos um
possivel modelo de maxima entropia fatorizado, que preserva a taxa individual de disparos dos
neurdnios e é gerado através do embaralhamento dos dados. Esse simples embaralhamento

quebra as correlacGes entre os neuronios, de modo que as correlacoes do modelo e dos dados
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Figura 24 — Modelos de Maxima Entropia como controles. a Na parte superior trés séries de dados. Na parte
inferior o embaralhamento (shuffling) que destréi todas as dependéncias, mas preserva a sintonia
neural (equivalente a modelos de Maxima Entropia fatorizados dependentes do estimulo). b Dis-
crepincias entre as correlacdes de ruido (noise correlations) medidas e as previstas por diferentes
modelos de Maxima Entropia.

a stimulus/\/\/\w\ b 0.025
S TTTTOTIT T oA T, . B(]s)
@ SaL o Moty trald @ E(ziz;)
—_ o . . .
g < :_ e e _I_:tnalz S5 pairwise )
: [Nl o 1 noni 1 :tria| 3 E Q 0.015 maXEm <
B T O O 1 S O [SIR]
time § 3
. —
shuffling 8 o 00
— 0 0.005
[ I e o
-O | 1 1 I i e I ! g . E((I["S)
o Lot g _ factorized maxEnt
E { [} n [N 11 11 i 11 } L I
= oL v
: | "o | [N
< I s TR TRV TR -0.005 0.005 0.015 0.025
noise correlations, data

Fonte: Retirado de[SAVIN; TKACIK| (2017))

ndo sdo mais as mesmas. Na Figura [24b, a linha preta representa a correspondéncia ideal
entre as correlacoes dos dados e as previstas pelos modelos. Podemos observar que o modelo
fatorizado (linha pontilhada azul) ndo consegue estimar adequadamente as correlacdes de ruido
(noise correlations), evidenciando a necessidade de incluir outras dependéncias. Ao adicionar
a correlacdo ao modelo de maxima entropia (pairwise), representado pelos pontos vermelhos,
é possivel notar um resultado mais preciso.

Definido o modelo de maxima entropia adequado e obtendo a distribuicao de probabilidade
correspondente, teremos a descricdo de qualquer padrao de atividade e quantidades relacio-
nadas. Além disso, podemos gerar dados artificiais com a mesma estatistica. Um exemplo
direto da capacidade desse método é fornecido por SCHNEIDMAN et al.| (2006), que estavam
interessados em comparar as propriedades de correlacio entre pares de neurénios com o com-
portamento coletivo em um grupo de muitas células. Dessa maneira, a distribuicdo de maxima
entropia que se adequa é o modelo pairwise.

1 1
P(O’l,O'Q,...,O'N) = Eexp Zhlal + zgjijal-aj 3 (210)
i 1#£j

em que 0 = =£1, sendo +1 para o neurdnio disparando e —1 para o neur6nio em siléncio.
A funcdo de particdio Z é um fator de normalizagdo. Aqui, h; e J;; sdo os multiplicadores
de Lagrange a serem determinados de acordo com as médias (o;) e (0;0,). Esses parametros
sdo estimados através de simulacdes de Monte Carlo, baseado em registros simultaneos de

40 células ganglionares de uma salamandra em resposta ao estimulo de filmes de um cenario
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natural. A Figura ) ilustra a taxa dos padroes de disparos produzidos pelo modelo de
méxima entropia (pontos vermelhos) com a reta de igualdade em preto. Os pontos em cinza
representam a taxa dos padrdes de disparos para um modelo de maxima entropia de primeira
ordem (modelos gerados pela média e o desvio padrdo da taxa de disparos). A parte )
mostra a relacdo entre a forca de interagdo de pares J;; e a correlagdo observada entre pares.

Como pode ser observado, a taxa de disparos do modelo é muito similar a taxa de disparos

Figura 25 — a) Usando um grupo de 10 células, a taxa de ocorréncia de cada padrdo de disparo previsto pelo
modelo de méxima entropia P, (pontos vermelhos), que leva em considerac3o todas as correlacdes
de pares, é plotada em relacdo a taxa medida. As taxas de padrdes comuns de ocorréncia sdo
previstas com uma precisdo superior a 10%, e a dispers3o entre as previsdes e observacdes estd
principalmente limitada a eventos raros nos quais a medicdo das taxas é incerta. Para comparacao,
o modelo independente P; também é plotado. A linha preta mostra a igualdade. b) A forca de
interacdo J;; é plotada em relagdo ao coeficiente de correlacdo C};; cada ponto mostra o valor
para um par de células, média de muitos grupos diferentes de células vizinhas (190 pares de 250
grupos), e as barras de erro mostram os desvios padrdo.
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Fonte: Adaptado de [SCHNEIDMAN et al.| (2006])

dos dados. Além disso, a correlacdo prevista e a correlacdo observada estdo bem ajustadas
dentro da margem de erro. De fato, esse modelo captura mais de 90% da estrutura detalhada
dos disparos e dos siléncios da rede, demonstrando assim a capacidade do método de maxima
entropia.

No trabalho de|SAVIN; TKACIK (2017) estdo reunidas as principais referéncias sobre diversos
modelos de maxima entropia aplicados a sistemas neurais, cada modelo com um objetivo

especifico de estudo.

2.2.1 Assinatura de Criticalidade

Outro exemplo da utilizacdo do método de maxima entropia, agora direcionado a investi-

gacdo de criticalidade no cérebro, é apresentado por TKACIK et al.| (2015). A ideia desse estudo
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parte da observacdo de que as varidveis termodindmicas sdo calculadas a partir da distribuicao
de Boltzmann, ou seja, partindo do comportamento microscépico para o macroscépico do
sistema.

Com essa concepcdo, é sugerida a construcdo de uma termodindmica associada a um
sistema de neurdnios, partindo de uma certa distribuicdo de probabilidade. O principal indicio
de que essa termodinamica possa ser valida vem do conceito de que se temos um sistema no
qual o estado s é construido por N variaveis, espera-se que para um grande N as probabilidades
logaritmicas da energia ¥ do sistema quanto as entropias S sejam proporcionais a N. Além
disso, como na fisica estatistica, deve-se obter um comportamento bem definido no limite de

um grande N, o que significa que existe uma funcao.

s(e) = lim ]1V5N(E — Ne), (2.11)

N—oo

onde ¢ = E//N, e Sy é a entropia para um valor particular de V. Se esse limite existe, pode-se

obter as seguintes expressoes
S P, NP, / dee~ N1, (2.12)

fle) =€ —kgTs(e) (2.13)

partindo da concepcao de como a condicao de normalizacdo ¢ satisfeita para qualquer dis-
tribuicdo, temos que P, é a probabilidade de cada estado s. As equacdes e sao
idénticas as obtidas pela distribuicdo de Boltzmann fazendo kT = 1.

Para testar a validade dessa termodinamica, foi realizado o registro da atividade de 160
neurdnios da retina de uma salamandra TKACIK et al[(2015). A salamandra foi estimulada com
um filme natural em tons de cinza de um peixe nadando em um tanque. O experimento ocorreu
por aproximadamente 2 horas. Assim como discutido na secao anterior, inferir a distribuicdo
de probabilidade diretamente dos dados nos leva a uma distribuicdo incompleta, pois todos
os padroes de disparos ndo foram acessados. Portanto, faz-se necessario o uso do método de
maxima entropia para estimar a distribuicdo de probabilidade apropriada.

O modelo de méaxima entropia utilizado por TKACIK et al. é do tipo k-pairwise, que considera
como vinculos os dados da probabilidade média de cada neurdnio gerar um spike ({(o;)), as
correlagbes entre os disparos de pares de neurdnios ((o;0;)), e a probabilidade de K dos
N neurdnios dispararem na mesma janela de tempo [P(K)]. Em termos matematicos, isso

resume-se a

P({o)) =  expl~E({o})], (214)
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B({o}) = — 3 hioi - ; S Ty, — V(E), (2.15)

ij=1
onde K = vazl 0; conta o nimero de neurdnios que disparam simultaneamente, e Z é uma
constante de normalizacdo. Como a validacdo dessa termodindmica passa pela proporcionali-
dade da energia e da entropia do sistema com N, sdo propostas por TKACIK et al.(2014) as

seguintes medidas

C(E) = {2}: Q({0:})OIE — E({o:})], (2.16)
Cs(E) = {Z}; Q({o:})O[E({o:}) — E], (2.17)

onde Q({o;}) é um conjunto de estados extraidos de uma distribuicdo, e © é a funcdo degrau
de Heaviside. Essas equacdes calculam, respectivamente, o nimero de estados que possuem
a menor e a maior energia do que E. Ent3o, essas medidas servirdao para a verificacao da
concordancia entre a energia medida nos dados e a energia estimada pelo modelo de maxima
entropia. A Figura[26|a) mostra a acuracia do modelo em reproduzir a mesma distribuicdo de
energia dos dados. Na Figura[26|b) é possivel comparar entre o modelo utilizado k-pairwise e o
modelo pairwise. No grafico em questdo fica claro a melhor eficiéncia do k-pairwise reproduzir
a média e o desvio padrao dos dados.

Com a validacdo proporcionada pelo resultado da Figura 26| é tracado o grafico da energia
versus entropia, cujo resultado é mostrado na Figura [27] Esses graficos contém todo o com-
portamento termodinamico do sistema, e isso tem um significado para qualquer distribuicdo de
probabilidade, mesmo que n3o estejamos considerando um sistema em equilibrio térmico. A Fi-
gura a) corresponde aos dados experimentais, na qual podemos perceber que, a medida que
N aumenta, ocorre uma diminuicdo, mas a parte que conseguimos ver estd se aproximando
de um limite a medida que N — oo. Esse comportamento é confirmado na Figura b),
que apresenta os resultados para os modelos de maxima entropia. Esse resultado é bastante
significativo, pois garante a existéncia de um limite termodindmico para os modelos, o que
ndo é possivel para os dados. A emergéncia do limite termodinamico torna-se mais precisa
ao notarmos que, para um valor fixo de S/N, o valor de E/N extrapola em um limite bem
definido, como mostrado no grafico interno da Figura [27]

Uma vez que o limite termodindmico é assegurado, ha indicios de que a termodinamica
construida possa ser valida. Dessa forma, todas as propriedades termodinamicas podem ser
calculadas de maneira usual. Em particular, estamos interessados na divergéncia do calor

especifico, que é um dos marcadores de criticalidade. Para calcular o calor especifico, partimos
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Figura 26 — Comparacdao com as distribuicGes de energias previstas pelo modelo de maxima entropia em
comparacdo com dados experimentais. a) A distribuicdo cumulativa de energias, C-(E) da equa-
cdo para os modelos k — pairwise (vermelho) e os dados experimentais (preto), em uma
populacdo de 120 neurdnios. O inset mostra as caudas de alta energia da distribuicdo, C>(F) da
equacdo|2.17} a linha tracejada denota a energia que corresponde a probabilidade de observar o pa-
drdo uma vez em um experimento. b) Diferenca relativa nos dois primeiro momentos ((E) , linha
pontilhada; desvio padrio o = +/(E?) — (E)?, s6lido) das distribuicdes de energia avaliadas
nos dados coletados e as amostras correspondendo ao modelo (preto= pairwise, vermelho=K-
pairwise). A barra de erro é o desvio padr3o sobre 30 sub-redes para um dado tamanho N.
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Fonte: Retirado de |TKACIK et al, (2014)

da equacdo|2.12} a qual, para um grande [V, é esperado que a integral seja dominada por valores

de € préximos ao minimo da equacdo [2.13] Entdo, ao tomarmos a derivada da equacdo [2.13

em relacdo a € e igualarmos a zero, teremos

df (e) ds(e)
=0 =1.
de - de
Expandindo f(€) na vizinhanca de ¢,, nds temos:
1 d%s(e) )
f(e) :f(e*)—§ e E*(e—e*) + ...

Substituindo esse resultado na equacdo [2.12] resta

7 = Ne N/(e) /dee*A(E*G*)Q,

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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Figura 27 — Entropia vs Energia. a) Calculado diretamente a partir dos dados. Cores diferentes mostram
resultados para diferentes nimeros de neurénios; em cada caso, foram escolhidos aleatoriamente
1.000 grupos de tamanho N, e os pontos sdo as médias com os desvios-padr3o sobre os grupos. O
inset mostra as extrapolacGes da energia por neurdnio em entropias fixas por neurdnio, resumidas
como pontos pretos com barras de erro no grafico principal. A linha tracejada é o melhor ajuste
linear aos pontos extrapolados. b) Calculado a partir dos modelos de maxima entropia. Escolhemos
sub-redes de N = 20,40, ..., 120 neurdnios da populacdo da qual registramos, e para cada uma
dessas sub-redes construimos modelos de maxima entropia como na equacdo[2.14] O inset mostra
resultados para muitas sub-redes e o grafico principal mostra médias e desvios padrdo entre os
diferentes grupos de N neurénios. Os pontos pretos com barras de erro sdo uma extrapolacio
para N infinito, como em a), e a linha pontilhada é S = E.
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Fonte: Retirado de |TKACIK et al, (2015)

onde

A Nl—cﬁige)&]_l. (2.21)

Comparando a integral na equacdo [2.20] com a distribuicdo Gaussiana, podemos identificar a

média como ¢, e a variancia sendo

(0% = [—d o0

6*]_1. (2.22)

Interpretando €, como a energia média por particula, podemos usar a equacao [2.18 para
calcular como a energia varia ao mudar a temperatura, e encontramos

de 1 o 1 1 [ ds(e)
dT—T<<5€>>—T'N[‘dez

] _1. (2.23)

A mudanca da energia com a temperatura é denominada capacidade térmica C', e quando
normalizada por particula, é chamada de calor especifico. Combinando essa Gltima equacdo e

a equacdo [2.22] podemos escrever o calor especifico como

e(e) = ;<(5e)2>. (2.24)

Como mencionado, o indicador de criticalidade buscado é a divergéncia do calor especifico.

Sendo assim, essa divergéncia ocorre se d*s/de* — 0 na equacdo [2.22| Perceba que, pelo
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resultado da Figura 27 em que existe uma relacdo linear entre a entropia e a energia, a
primeira derivada n3do é nula, mas a segunda derivada é, como ocorre em um ponto critico.
Para investigar se existe algo especial para o pardmetro T" = 1 que descreve os dados (perceba
que na equagéo kT =1, no modelo de maxima entropia, foi proposta uma varredura

sobre esse parametro

P({o.}:T) = Z(lT) exp [~z B{oh)] (2.25)

com E({o;}) como na equacdo [2.15| Vale ressaltar que 7" aqui ndo tem o significado fisico
de temperatura, é apenas um parametro a ser explorado. Os resultados do modelo versus T’

sdo mostrados na Figura [28]

Figura 28 — Capacidade térmica utilizando modelos de maxima entropia com base em dados experimentais.
a) Capacidade térmica, C(T'), calculada para sub-redes de N = 20,40,80 e 120 neurdnios. Os
pontos representam as médias e as barras de erro indicam os desvios padrdo em 30 escolhas de
sub-redes para cada N. b) Ampliacdo do pico de C(T'), mostrado como uma quantidade intensiva,
C(T)/N. O pico se move em direcdo a T'= 1 com o aumento de N, e o crescimento de C(T)
préximo a T' = 1 é mais rapido que linear com N.
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Fonte: Retirado de [TKACIK et al.| (2015)

7

Pode-se perceber um pico bem destacado, e a medida que o nimero de neurdnios é
aumentado, o pico cresce e move-se para T = 1, cujo modelo concorda com os dados. E
importante notar que nado sé a capacidade térmica aumenta com N, como também o calor

especifico (Figura [28/ b)), o que é esperado em um ponto critico.
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Diante disso, ha fundamentacdo para investigar a criticalidade em registros experimentais,
ou em modelos computacionais de neurbnios, com base em distribuices de probabilidades
geradas por modelos de maxima entropia. Na préxima secdo, apresentaremos o modelo de

maxima entropia que iremos utilizar em nossas analises ao longo deste trabalho.

2.3 MODELO DE MAXIMA ENTROPIA DE MORA-DENY-MARRE

Na investigacdo da criticalidade da atividade neuronal, é crucial considerar um modelo de
maxima entropia que capture o aspecto dindmico dessa atividade registrada, pois ela pode estar
significativamente fora do equilibrio, revelando pistas importantes para acessar e compreender
todos os atributos da criticalidade. Na secdo anterior, o modelo desenvolvido por [TKACIK et
al.| (2015) limita-se a distribuicdo simultdnea da atividade neuronal, sem levar em conta o
aspecto dindmico. Essa caracteristica, no entanto, é abordada no modelo de méaxima entropia
desenvolvido por MORA; DENY; MARRE| (2015), que tem como objetivo especifico a investigacdo
da criticalidade.

Para o modelo em questdo, o tempo é assumido como uma dimens3o extra, o qual, sem
esse fator, reduz-se ao modelo da secdo anterior. O processo para capturar os padrdes de
disparos é o mesmo que foi mencionado na secdo [2.2, em que a série temporal é dividida em
janelas temporais At, e que a varidvel o;, assume os valores 1 se o neur6nio 7 disparou ao
menos uma vez dentro desse intervalo, ou 0 se permaneceu em siléncio. A probabilidade de
um conjunto de neurdnios gerar um trem de disparos {o;;} entret =1 et =L (onde L é o

total de caixas temporais) é escrita na forma da distribuicdo de Boltzmann

Py({oi,}) = Z(lﬁ)eﬁﬂ{%t}), (2.26)

onde Z(3) é a constante de normalizac3o. E definido que 5 = 1/T, o qual possui a mesma
atribuicao da equacao de ser apenas um parametro ajustavel para fins de investigacao
na vizinhanca de T" = 1, que descreve a estatistica dos disparos. Temos que £ corresponde
a energia dos trens de disparo, fazendo assim uma analogia com a mecanica estatistica de

equilibrio. Sendo assim, a energia livre é definida como

F(8) = —8 " 1og Z(B), (2.27)

e a entropia de Shannon para P;,

S(B) = - {Z} Ps({ois})log Ps({ois}), (2.28)
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a qual pode ser calculada por
_OF

S(B) = 5 BUE)s — F(B)). (2.29)
Com isso, a capacidade térmica é definida como
oS oS

C(B) =Tz = ~A5 = FUE — (B, (230)

a qual em fisica estatistica é uma grandeza extensiva, que escala com o tamanho do sistema
NL (onde N é o ndmero de neurdnios). Posto isso, o calor especifico é calculado como a

capacidade térmica normalizada pelo tamanho do sistema

gy =S8 _ B i5p2y, (2.31)

NL NL
em que 0F = F — (F).

A equacao nos permite compreender de forma clara o significado biolégico do calor
especifico em termos da estatistica dos trens de disparos. Ele corresponde a varidncia da
surpresa dos trens de disparos, Var(log P/N L), e reflete a amplitude da utilizacdo de diferentes
padrdes de disparos. Quando ¢(5) = 0, todos os padrdes de disparos tém probabilidade
uniforme. Por outro lado, valores elevados de ¢(3) indicam um equilibrio entre alguns padrdes
de disparos frequentes e muitos outros padrdes que raramente surgem (MORA; BIALEK| 2011)).
Quando os eventos ¢;; sdo independentes ou fracamente correlacionados, espera-se que c(f3)
convirja para um valor finito 3 medida que N e L tendem ao infinito. No entanto, se o
sistema exibe forte interac3do, seja entre neurdnios, ao longo do tempo, ou ambos, o calor
especifico ira divergir para um determinado valor critico do parametro de controle. Esse critério
é fundamentado na surpresa, que deriva diretamente da natureza probabilistica do processo,
eliminando a necessidade de escolher um pardmetro de ordem especifico, como a taxa de
disparo, o tamanho da avalanche, entre outros (MORA; DENY; MARRE, 2015).

Para calcular o calor especifico, é necessério estimar a distribuicdo de probabilidade P({c;+})
para os trens de disparos. E nesse ponto que recorre-se ao principio de maxima entropia. Como
o interesse é incorporar o aspecto dinamico, é essencial que as escolhas dos vinculos com os
dados levem em consideracdo o tempo e os neurénios como elementos de mesma importancia.
Diferentemente de TKACIK et al.(2015), em que a atividade global da rede é modelada por
P(K), o nimero total de disparos na populagdo, no modelo aqui em questdo é adicionada a
distribuicdo conjunta de K; em tempos diferentes P,(K;,K;.,), permitindo assim também a

caracterizacdo do aspecto dinamico [f]
1

A aplicacdo do principio de maxima entropia para inferir as probabilidades sobre todas as diferentes traje-
térias possiveis é conhecida como principio de maximo calibre (PRESSE et al.|, [2013).
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Com isso, a “energia” dos trens de disparo é definida como
E - — Z h(Kt) - Z Z Ju(Kt7Kt+u)7 (232)
t t u=1
onde v > 0 corresponde ao intervalo temporal do modelo, h(K}) e J,(K;,K;.,) sdo os
multiplicadores de Lagrange associados com o vinculo P,(Ky,K;.,). Na pratica, é suficiente
analisar o modelo para (Kj,...,K ), em que a distribuicdo é

P(Ky,.. . KL) = ;exp [Z (h(Kt) + log (;ﬁ)) +> Z Ju (K, K| (2.33)

t t u=1

onde o fator binominal ([](Vt) conta os padrdes de disparo (0;,...,0n+) tendo K, células dis-
parando entre N delas.

Sendo assim, o problema da distribuicio de maxima entropia se reduz a calcular os para-
metros h(K;) e J(K:,Kyy,) de forma que a distribuicdo na equagdo concorde com os
dados em relacdo aos valores das probabilidades marginais P(K,;,K;,,). Entretanto, a esti-
mativa do modelo precisa considerar a soma de todas as possiveis trajetérias de K;, o que
leva a uma contagem excessivamente longa caso fosse realizada de maneira usual. Como al-
ternativa, é usada a técnica de matrizes de transferéncieﬂ O processo de aprendizagem do
modelo é realizado de maneira interativa: dada uma configuracdo de h(K;) e J(K¢,Ki1y), as
distribuicdes Prodelo (/) € Prodelo( K¢, K+, ) sdo computadas e comparadas com as respectivas
distribuicdes Pyagos(K) € Pyados(Kt,Kiyv), que sdo aferidas diretamente dos dados a serem

analisados. Resumindo, temos
h(K) — h<K) + E[Pdados(K> - Pmodelo(K)]a (234)

Ju(KtaKt-i-u) — Ju(KtaKt-i-u) + E[Pdados(Ktth—‘ru) - Pmodelo(Kt;Kt—l—u)]a (235)

o qual é um processo equivalente a descida de gradiente na log-verossimilhanca|

Realizado o procedimento acima descrito, é obtida a distribuicao de probabilidade estimada
pelo modelo de maxima entropia. Tal método foi aplicado a uma densa populacdo de células
ganglionares registradas na retina do rato MORA; DENY; MARRE| (2015)). Para verificar se a
distribuicdo reproduz os aspectos dinamicos dos dados, é mostrada na Figura |29 a comparac3o
entre os dados e o modelo para a distribuicao conjunta do niimero de disparos em trés janelas

de tempo consecutivas. Observa-se uma excelente concordancia entre os dados e o modelo. Na

2 Para detalhes, consulte (MORA; DENY; MARRE, [2015)).
3O termo dessa técnica em inglés é: Gradient descent on the log-likelihood.
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Figura 29 — O modelo captura a dindmica global da rede. a) Fungdes de correlacdo observadas versus previstas
Cs3 = P(K4,K¢11,Ki19) — P(Ki42)P(Kyy1)P(K}) entre o nimero total de neurénios disparando
em trés janelas de tempo consecutivas com comprimento especificado A; = 10 ms para uma sub-
rede de N = 61 neurdnios. b) e c) previsdo do modelo para tamanho e duracdo de avalanches,
com diferentes intervalos temporais v, para a mesma sub-rede de N = 61 neurdnios.
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Fonte: Adaptado de |MORA; DENY; MARRE/ (2015))

Figura29b) e c), também é comparada a distribuicdo de tamanho e duracdo para avalanches
neuronais, que apresentam uma excelente concordancia para diferentes valores de v.

Com a confirmacao de que o modelo de maxima entropia captura os aspectos dinamicos,
ele é usado para estimar o calor especifico. A Figura |30/ a) mostra o resultado para todos os
N = 185 neurdnios capturados pelo experimento, em funcdo da temperatura 1//3. Perceba
que a medida que se aumenta o intervalo temporal ¥ do modelo, o pico de calor especifico
torna-se mais proeminente e se aproxima cada vez mais de § = 1, o qual se ajusta aos dados.
No caso em que v = 0, cuja correlacdo é ignorada, apresenta apenas um pico moderado,
distante de § = 1. J& na parte b), apresenta-se o calor especifico para diferentes subgrupos
aleatérios de neurdnios aumentando de tamanho, para v = 4. Similarmente, o pico torna-se
alto, estreito e proximo de § = 1 a medida que a rede analisada cresce. Esse crescimento
indica a divergéncia do calor especifico no limite termodinamico, indicando assim um ponto
critico.

Embora os modelos de maxima entropia apresentem uma boa concordancia em comparacao
com os dados, esse método ndo foi comparado com dados gerados por modelos de neurdnios,
nos quais conhecemos a dinamica analiticamente. Fazer essa comparacao é essencial para as-
segurar a precisdo do método em apontar a dindmica critica em dados experimentais. Com
esse intuito, submeteremos ao modelo de maxima entropia dados simulados por trés modelos
neuronais, analisando as curvas de calor especifico obtidas para diferentes dindmicas. E interes-
sante observar o comportamento no ponto critico e em suas proximidades, a fim de compara-lo

com os resultados experimentais. Dois desses modelos neuronais possuem um ponto critico
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Figura 30 — Divergéncia do calor especifico de trens de disparos. a) Calor especifico ¢(f) dos trens de disparos
de toda a populagio (N = 185), em funcdo da temperatura 1/5, para uma faixa temporal
crescente v. A temperatura 8 = 1 corresponde as estatisticas observadas dos trens de spikes. A
curva com v = 4, que considera completamente a dindmica dos trens de spikes, apresenta um
pico notavelmente mais alto do que o obtido a partir das estatisticas dos padroes de disparos
instantdneos (v = 0). b) Calor especifico dos trens de disparos para sub-redes de tamanhos
crescentes IV, para v = 4. Cada ponto é a média de 100 sub-redes aleatérias para N < 50, e
mostra uma rede representativa para N = 61 e 97. As barras de erro mostram os desvios padrao.
O pico aumenta com o tamanho da rede, indicando uma divergéncia no limite termodindmico.
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Fonte: Adaptado de MORA; DENY; MARRE| (2015)

definido analiticamente, enquanto o terceiro ndo possui ponto critico. Antes de apresentar os

resultados obtidos, introduziremos esses modelos neuronais no préoximo capitulo.
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3 MODELOS DE REDES DE NEURONIOS

Os primeiros modelos computacionais voltados para descrever a atividade de neurdnios
surgiram na década de 1950 e 1960. Inicialmente, esses modelos foram utilizados para simular
o potencial de acdo de apenas um unico neurdnio, levando em consideracdo uma variedade de
detalhes biofisicos. Por exemplo, o0 modelo de HODGKIN; HUXLEY| (1952) descreve o potencial
de acdo por meio de 4 equacdes diferenciais, considerando o controle das concentracdes de
sodio e potassio pelos canais idnicos. Apesar de representar um importante marco para a
neurociéncia, modelos como esses demandam alto custo computacional para simular uma rede
de neuronios.

Como alternativa, os modelos integra e dispara sdo construidos para caracterizar eventos,
os spikes, e ndo a forma do potencial de acdo que viaja ao longo do axdnio até o préximo
neurdnio. Portanto, sao modelos que consistem em apenas uma equacao diferencial. Dessa
maneira, o custo computacional é diminuido, permitindo uma grande eficiéncia ao simular
grandes redes de neuronios. Outra vantagem da simplicidade desses modelos é que eles sao
matematicamente simples em suas andlises, possibilitando previsdes da atividade neuronal,
investigacoes de transicao de fase e a compreensao da classe de universalidade envolvida.

Neste capitulo, apresentaremos os modelos de redes neurais que submetemos ao método
de maxima entropia apresentado no capitulo anterior. Os dois primeiros modelos pertencem a
classe de percolacdo direcionada de campo médio (MF-DP) (Sec[L.1.2). Por serem modelos
com ponto critico, eles serviram como referéncias na interpretacdo das curvas de calor espe-
cifico, permitindo uma calibracdo para as métricas que serdo propostas no capitulo [4 Além
disso, esses modelos reproduziram as distribuicbes de avalanches encontradas em dados de
ratos anestesiados com uretana (CARVALHO et al., 2021).0 terceiro modelo é um modelo que
ndo possui ponto critico, porém, segundo TOUBOUL; DESTEXHE| (2017)), apresenta distribuicdes
de avalanches com leis de poténcia. Isso nos fornece um teste mais robusto de que o método

de maxima entropia pode descartar a criticalidade onde possivelmente as avalanches possam

falhar.
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3.1 MODELO DE AUTOMATOS CELULARES DE KINOUCHI-COPELLI

Nessa secdo, iremos apresentar o modelo de automatos celulares excitaveis estudado por
KINOUCHI; COPELLI (2006) para demonstrar que a faixa dindmica é maximizada na criticalidade,
conforme mencionamos na Sec. [1.2] Esse modelo também captura a mudanca nos niveis de
excitacdo e inibicdo de culturas corticais (SHEW et al., [2009)). Aqui, iremos nos referir a esse
modelo como KC.

Esse modelo é um modelo de tempo discreto (At = 1), que possui N sitios. Cada sitio
possui K conexdes aleatérias de sitios pré-sinapticos. Cada sitio ¢ pode assumir n estados
possiveis, que s3o: o estado de repouso s; = 0, o estado ativo s; = 1, correspondente ao spike,
e os estados refratarios s; = 2,3,...,n — 1, nos quais o sitio é impossibilitado de ativar.

Um sitio no estado de repouso s; = 0 pode ser ativado devido as conexdes com a prépria
rede. Se um de seus vizinhos estiver ativo (s; = 1) em um passo de tempo anterior, existe
a probabilidade p;; de ativar o sitio ¢« no préximo passo de tempo. Outra maneira de ativar
o sitio s; é devido a um estimulo externo modelado por um processo de Poisson com taxa r
(pn(r) =1 — exp(—rAt)). As transicSes de outros estados acontecem com probabilidade 1.

Esse modelo é semelhante a um processo de ramificacdo, por isso definimos um parametro
de ramificagdo A = K(p;;). A probabilidade de ativacdo de um sitio i devido a um sitio
J € construida por uma variavel aleatéria com distribuicdo uniforme no intervalo [0,2\/ K],
tornando A o parametro de controle do sistema.

Para realizar a analise de campo médio, é necessario entender como ocorre a evolucdo dos
sitios ativos p(t), que é o nosso parametro de ordem. Antes de escrever a equacdo para p(t),
é necessario calcular a probabilidade total P, de que um sitio seja ativado por um de seus
vizinhos. Cada sitio tem uma probabilidade média de A\/K de ser excitado por um vizinho,
consequentemente 1 — A\/K é a probabilidade de n3o ser ativado. Como cada vizinho pode

ativar o préoximo de maneira independente, a probabilidade total de ativacdo é escrita como

P(si(t+1) = 1) = Poy(t) =1 — (1 - Ai((t)y (3.1)

Assim, a evolucao temporal da densidade de sitios ativos é formada pela probabilidade dos
sitios em repouso serem ativados pelo campo externo, mais a probabilidade dos sitios que nao

foram ativados pelo campo externo serem ativados por seus vizinhos

p(t +1) = Po(t)pn + Po(t)(1 — pn) Puso, (3.2)
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onde Py(t) =1 — (n —1)p(t) é probabilidade de sitios em repouso no tempo t.
A equacdo 3.2/ é a equacdo de campo médio para a densidade de sitios ativos. Para estudar
os estados estacionarios, faremos p(t+1) = p(t) e substituimos a expressdo de Py, resultando

em:
K
Ap
p=(=(n=1)) [1 (1=« —m] . (33)
Préximo ao ponto critico teremos que p — 0, o que nos permite adotar a seguinte apro-

ximacao

Ap K
1—-— =1-A 3.4
(1-77) b (3.4)
que substituindo na equacido [3.2] torna-se:
p=pn+ (A1 =pn) —pu(n—1)p — A(n — 1)(1 — pa)p™. (3:5)
Essa equacdo quadratica possui solucdes

A1 —=pn) —pa(n—1) -1+ \/[)\(1 —pn) — pr(n — 1) = 1]" 4 4py(n — 1)(1 — py) A
2Mn = 1)(1 = py)

p= .
(3.6)
Para calcular um dos expoentes criticos, estudamos p sem o campo externo (p, = 0). Isso
nos fornece duas solucdes:
p =0, (3.7)
ou seja, o estado absorvente no qual a atividade da rede cessa, e o estado ativo dado por
_ A—1
ST

No limite em que A — 1 na equacao , recuperamos o estado absorvente, ou seja, em A\, = 1

(3.8)

ocorre a transicao de fase, sendo esse o ponto critico desse modelo. Assim, para A < 1, a
atividade da rede tende a zero, enquanto para A > 1, a atividade se perpetua.
Fazendo A — \. na equagio 3.8} teremos
- 1
p~(A=A), (3.9)

resultando no expoente critico 5 = 1. Outro expoente critico é extraido no ponto critico

considerando o campo externo p, — 0. Podemos aproxima-lo como p;, ~ rAt, resultando em

_ rAt
p(ph—>07/\:)\c)%,/n_1 ~ 72, (3.10)

o que nos fornece § = 2. Os expoentes encontrados pertencem a classe de percolacdo direci-

onada de campo médio MF-DP.

As redes foram simuladasﬂ neste trabalho contém N = 10° sitios, em que cada sitio tem

1 As simulacdes foram feitas usando a linguagem de programacio C.
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K = 10 vizinhos pré-sindpticos, e o campo externo é nulo. Além dos estados ativo e em
repouso, a rede possui trés estados refratarios. O estado inicial da rede é com todos os sitios
em siléncio, sendo um sitio, escolhido aleatoriamente, ativado para iniciar a atividade. Sempre
que a rede atinge o estado absorvente, esse procedimento é repetido.

Nessa configuracdo, este modelo apresenta leis de poténcia (Figura com expoentes
compativeis com MF-DP para A = 1, e obedece a relacdo de escala (equacio .
Figura 31 — (a-d) DistribuicGes de avalanches para o modelo KC na dindmica subcritica A = 0,98 (rosa),

critica A = 1 (vermelho), e supercritica A = 1.01 (azul). (e) Série temporal para as diferentes
dindmicas.
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3.2 MODELOS DE SPIKES

3.2.1 MODELO DE REDE NEURONAL DE SPIKES COM EXCITACAO E INIBI-
CAO

O modelo computacional apresentado nesta secdo é baseado em neurdnios do tipo integra

e dispara. Neste tipo de modelo, temos uma equacao diferencial para cada neur6nio represen-

tando o seu potencial de membrana. O potencial de membrana é modificado de acordo com as

conexdes internas e externas da rede. Quando o potencial atinge um certo limiar (threshold),

o neurdnio emite obrigatoriamente um spike, e o potencial de membrana retorna a um valor
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pré-definido, ndo podendo ser alterado por um periodo refratario.

Os modelos do tipo integra e dispara apresentam algumas variacdes. O diferencial aqui
é que os neurdnios podem disparar antes de atingir o limiar de disparo de acordo com uma
certa probabilidade. Esta constru¢do foi inicialmente desenvolvida por GERSTNER| (1990) com
o propésito de estudar a meméria associativa em redes de neurdnios biolégicos. Sua gene-
ralizagdo matematica foi realizada por GALVES; LOCHERBACH| (2013). Por esse motivo, nos
referiremos a esse modelo como GGL. Aqui, iremos simular a versao em tempos discretos
proposta por BROCHINI et al, e incluiremos os neurdnios inibitériosE] como feita por |GIRARDI-
SCHAPPO et al. (2020). Em resumo, realizaremos a simula¢do de um modelo do tipo integra e
dispara estocastico em tempo discreto, contendo neurdnios excitatérioﬂ Ng e inibitérios N;.

A rede deste modelo é composta por N neurdnios, onde todos os neurbnios estdo conec-
tados uns aos outros, formando um grafo completo. Cada neurdnio pode estar em um de dois
estados, representados pela varidvel booleana X[t]: X[t] = 1 indica a ocorréncia de um spike
do neurdnio, enquanto X [t] = 0 representa o siléncio do neurdnio no instante ¢. O potencial

de membrana do neurénio ¢ em funcdo do tempo é determinado por
E(I) E(I) J & E gJ ol I E(I)
VEO 1) = |01+ L+ Y XPr - 23 x| - XPOw),  (3.1)
j=1 j=1

onde os indices E sdo para os neurdnios excitatérios e I para os inibitérios. Na equacao [3.11]
o primeiro termo entre colchetes relaciona o potencial de membrana do neurdnio ¢ no tempo t,
onde p € um parametro de vazamento que indica a taxa na qual a membrana de um neur6nio
perde sua carga elétrica ao longo do tempo na auséncia de entrada de sinal excitatério. Os
trés termos seguintes dentro dos colchetes representam as conexdes para o neurénio i. Sendo
I. a corrente externa para as populacdes excitatérias e inibitérias. Os ultimos dois termos
entre colchetes correspondem aos sinais provenientes da rede por neuronios excitatérios e
inibitérios, respectivamente. Onde J é o peso sinéptico, e g controla o balanco sinaptico. O
termo (1— X;[t]) é responsavel por redefinir o potencial de membrana para zero apds a emissdo
de um spike. Além disso, o neur6nio atravessa um periodo refratario equivalente a um passo
de tempo da simulacdo (1 ms).

Como mencionado anteriormente, a caracteristica diferencial do modelo GGL é a existéncia

da probabilidade de o neurdnio disparar antes de atingir o limiar de disparo. Essa probabilidade

2 Neurdnios inibitérios sdo um tipo de neurbnio que transmite sinais elétricos para outros neurdnios, deses-

timulando sua atividade.
Neurdnios excitatérios sdo um tipo de neurdnio que transmite sinais elétricos para outros neurdnios, esti-
mulando sua atividade.
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é definida pela fungdo ®(V'), dado o potencial V.
PX=1V)=oV)=(V-0)Io(V —-0)0(V; —V)+6(V - V), (3.12)

onde I' é o ganho de disparo neuronal, e © é a funcao degrau de Heaviside. Nessa equacao, o
limite minimo para ocorrer um disparo é determinado por , enquanto o potencial de saturacao
ocorre em V; = 6 + 1/I". A equacdo captura os efeitos dos ruidos da membrana dos
neurdnios, os quais induzem a emissdo de spikes de forma estocastica. Note que quando
' — oo, (V) torna-se o classico modelo integrar e disparar, ou seja, sé dispara quando

V, = 6. A funcdo de probabilidade de disparo ®(V') é ilustrada na Figura [32]

Figura 32 — Func¢3o probabilidade de disparo ®(V') para diferentes valores de T.
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Fonte: Retirado de (CARVALHO, [2021)

Assim como realizado na secdo [3.1, a analise de campo médio é conduzida considerando
a densidade de sitios ativos na rede p[t]. Considerando 1 = 0, e definindo W = pJ — qg/J,
onde p = Ng/N e ¢ = N;/N, BROCHINI et al| (2016) formularam a equagdo de campo médio
como:

plt + 1] = T(Wplt] + h)(1 = p[t)O(Wp[t] + h), (3.13)

onde h = I, — 6 é a corrente externa supralimiar, equivalente a um campo externo liquido em
modelos de SOC usuais.
Nos estados estacionarios teremos que p[t + 1] = plt], fornecendo a solugdo p = 0 sendo

o estado absorvente, e a solucdo

O TW-1 W-W, )
_ _ ~ (W —W 14
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o estado ativo, onde W, = 1/T". Assim, quando W — W, obtemos o expoente critico § = 1.

O préximo expoente é extraido no ponto critico W = W, no limite em que h — 0
p(h — 0,W =W,) ~ /(h/W,) ~ h'/%, (3.15)

obtendo d;, = 2 ((GIRARDI-SCHAPPO et al, 2020). Sendo /3 e & os expoentes criticos pertencentes
a classe de universalidade da percolacao direcionada de campo médio.

Nesse modelo, as solucdoes do estado estacionario podem ser expressas em termos do
balanco sinaptico g, tornando-o o parametro de controle do modelo. Para g > ¢., observaremos
uma forte inibicdo que leva a rede a atingir o estado absorvente. Enquanto que para g < g, a
excitacio predomina e teremos uma atividade perpétua. As simulacded?| desse modelo foram
realizadas com uma rede de tamanho N = 10°, usando os seguintes pardmetros: p = 0,8,
q=02T1=02 J=10,0=1, e I. =1, o que determinam o ponto critico em g. = 1,5. A
condicdo inicial é o estado quiescente (X = 0 para todos os neurdnios), e a atividade da rede
é iniciada ativando um neur6nio excitatério escolhido aleatoriamente. Sempre que o estado
absorvente p = (0 é alcancado, esse procedimento é repetido.

Esse modelo reproduz as leis de poténcia das distribuicdes de avalanche (Figura com
expoentes de (a) tamanho 7 = 1,5, (b) duracdo 7 = 2,0, (c) tamanho médio das avalanches
em um determinado tempo 1/ovz = 2,0, (d) tamanho médio da avalanche (S) de uma
determinada duracdo T. Esses expoentes satisfazem a relacdo de escala (equacio e
sdo compativeis com a classe de universalidade MF-DP. Em (e) sdo as séries temporais da

densidade de sitios ativos para os trés regimes.

3.2.2 MODELO DE BRUNEL

O modelo a ser apresentado a seguir foi proposto por BRUNEL| (2000). As anélises desse
modelo revelam um rico repertério de estados, envolvendo desde os disparos individuais de
cada neurdnio até a sincronia da rede.

A rede desse modelo é composta por N neuronios do tipo integra e dispara, em que Ng
é a populacdo de neurdnios excitatérios e N; é a populacdao de neurdnios inibitérios. Cada
neurdnio recebe C' conexdes aleatérias de outros neurénios da rede, das quais Cr = e Ng sao
dos neurdnios excitatérios, e C; = €N sdo dos neurdnios inibitérios, onde e controla o nimero

de conexdes, ¢ = C'/N < 1. Além das conexdes da rede, hd também C.,; = Cp conexdes de

4 As simulacdes foram feitas usando a linguagem de programacso C.
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Figura 33 — DistribuicBes de avalanches para o modelo GGL na dindmica subcritica ¢ = 1,55 (rosa), critica
g = 1,5 (vermelho), e supercritica g = 1.470 (azul).
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Fonte: Retirado de (CARVALHO, [2021)

neurdnios excitatorios fora da rede, realizadas por um processo de Poisson independente com
taxa Veyt.

O potencial de membrana do neur6nio i é fornecido por

de‘;@ = —Vi(t) + TmZ > ot —th - D), (3.16)

onde 7, é a constante de tempo da membrana, e D é o atraso de transmissdo (delay). O
segundo termo da equacdo [3.16| corresponde as conexdes recebidas pelo neurénio 7. A soma
realizada na funcio J computa o tempo do k-ésimo disparo do neurdnio j, t*, que somado
com D, deve corresponder ao tempo de chegada ¢ no neurdnio ¢. O peso sindptico J;; depende
do tipo do neuronio, sendo J;z = J para o tipo excitatério e J;; = —g.J para os inibitorios.
O parametro g atua como parametro de controle no modelo, regulando o balanco entre os
componentes de excitacdo e inibicdo dentro da rede. Sempre que V; alcanca o limiar 6, um
disparo é efetuado, e o potencial é definido como V.. Apds um disparo, o neurénio fica insensivel
a estimulos e passa por um periodo refratario 7,,.

Nesse modelo, temos um segundo pardametro de controle, a razdo entre Ve, € Vi,,. Sendo
este (ltimo a taxa necessaria para um neurénio alcancar o limiar sem levar em consideracao

qualquer influéncia ou retroalimentacdo de outros neurdnios ou do ambiente, definida por:

0

m. (3.17)

Vthr =
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A combinac3o dos parametros de controle conduz a distintos padrdes dindmicos da rede e

dos neuronios individuais. A rede pode disparar de maneira sincrona e assincrona, enquanto os

neurdnios podem disparar regularmente ou irregularmente, independentemente da sincronia da

rede. A combinacdo desses padrdes leva aos estados sincrono regular (S.R.), sincrono irregular

(S.1.), assincrono irregular (A.l.) e assicrono regular, como ilustra a Figura .

Figura 34 — Padrdes de disparos do modelo de Brunel variando g € Vext/Vine: (2) A rede dispara de
sincrona, e os neurdnios com regularidade (g = 3 € Vext/Vthr = 2). (b) A rede dispara de

maneira
maneira

sincrona, e os neurdnios com irregularidade (g = 6 € Vext/vithr = 4). (c) A rede dispara de maneira
assincrona, e os neurdnios com irregularidade (g = 5 € Vext/vinr = 2).
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Fonte: O autor.

Esse modelo torna-se relevante ao estudo de criticalidade devido aos resultados de [TOU-

BOUL; DESTEXHE (2017)) que afirmam terem encontrado leis de poténcia em uma ampla regido

da fase S.1., como mostra a Figura[35] Porém, esse modelo ndo possui ponto critico, € a regido

Figura 35 — Leis de poténcia foram encontradas em distribuicdes de avalanches para a fase S.l. no modelo
de Brunel. Em (a) distribuicio de tamanho, (b) distribuicdo de durac3o, e (c) distribuicdo do
tamanho médio das avalanches em determinado tempo.
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encontrada n3o esta na vizinhaca de uma transicao de fase.

Para investigar a capacidade do modelo de maxima entropia em descartar a criticalidade,
simuIamosE]o modelo de Brunel com os mesmos parametros que foram utilizados por TOUBOUL;
DESTEXHE| (2017)). A rede é composta por N = 12.500 neurdnios, distribuidos na proporcdo
de Ng = 08N e N; = 0,2N. Os outros parametros sdo ¢ = 0.1, J =0.2 mV, D = 1.8 ms,
Tm =20ms, 0 =20mV, V., =10 mV e 7,,, = 2 ms.

Nos modelos que examinamos, conduzimos simulacdes com uma duracao de 3 horas,
aproximadamente o mesmo tempo dos registros experimentais que analisaremos. As amostras
retiradas de cada modelo sdo selecionadas de uma populacao maior e siao escolhidas aleato-
riamente. As maiores amostras incluem necessariamente os neurdnios das amostras menores,
ou seja, Nogg = Nis0 + 50, por exemplo. Ao todo foram retiradas 10 conjuntos de amostras

diferentes para cada parametro.

5 As simulacdes foram realizadas através do software brian 2.
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4 MAXIMA ENTROPIA EM MODELOS NEURONAIS E EM RATOS ANESTE-
SIADOS

O método de maxima entropia tem sido utilizado para identificar a dinamica critica em uma
variedade de dados experimentais, como em neurdnios da retina de uma salamandra [TKACIK
et al| (2015), em uma densa populacdo de células ganglionares registradas na retina de rato
MORA; DENY; MARRE| (2015), e em neurdnios de ratos anestesiados com uretana |LOTFI et al.
(2020). No entanto, ainda n&o foi realizada uma validacdo direta com modelos de neurdnios.
Na préxima secdo, introduziremos um conjunto de métricas que nos permitird realizar uma
andlise sistematica e quantitativa das curvas de calor especifico para os modelos neuronais.
Com essas métricas, iniciaremos a investigacdo nos modelos do GGL (seccdo e KC
(seccdo , que apresentam um ponto critico e pertencem a classe de universalidade da
percolacdo direcionada. Também examinaremos os resultados da maxima entropia no modelo
de Brunel (sec¢do[3.2.2)), que ndo possui um ponto critico, mas exibe distribuicdes de avalanche
com leis de poténcia. A investigacao por meio dos modelos neuronais nos permitiu calibrar as
métricas|SERAFIM et al.(2024)), possibilitando uma analise quantitativa em dados experimentais,

que sera realizada nas secoes finais deste capitulo.

4.1 METRICAS

A interpretacao de que os dados a serem analisados possuem uma dinamica critica leva em
consideracao a ocorréncia de um pico nas curvas de calor especifico, exibindo uma divergéncia
nas proximidades de 7" = 1, que é a temperatura que o modelo de maxima entropia reproduz
a estatistica os dados. Além disso, é esperado que ocorra o crescimento do pico de calor
especifico e uma aproximacao gradual de 7" = 1 quando se aumenta gradualmente o ndimero
de neurbnios da amostra analisada.

Para essa andlise, realiza-se uma Unica simulacdo para cada parametro dos modelos, utili-
zando uma populacdo significativamente maior do que a subpopulacao a ser estudada. Apés a
extracdo da subpopulacdo, gera-se o modelo de maxima entropia, que fornece uma das curvas
de calor especifico. Em seguida, a préxima subpopulacdo é processada pelo modelo de ma-
xima entropia, adicionando-se os registros de mais neurénios a subpopulacdo anterior. Assim,
subpopulacoes maiores incluem os neurdnios das subpopulacdes menores.

Em nossos resultados preliminares com os modelos neuronais, percebemos que a aplicacao
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isolada dessa interpretacao poderia levar a conclusdes equivocadas sobre a criticalidade nos
dados. Essa percepcao sé foi possivel devido ao conhecimento analitico que temos sobre
os modelos neuronais. A Figura mostra um conjunto de curvas de calor especifico para
dados gerados pelo modelo computacional do GGL (Secgéo para a dinamica supercritica
g = 1,400 (a), e para a subcritica ¢ = 1,625 (b), distantes do ponto critico do modelo

g = 1,500. Em ambos os exemplos vemos curvas que apresentam picos de calor especifico

Figura 36 — Curvas de calor especifico ¢(T') em funcio da temperatura T que podem levar a uma interpretacdo
equivocada da dinamica critica nos dados. Dados gerados pelo modelo do GGL para a dinadmica
(a) supercritica e (b) subcritica. O ponto critico desse modelo é g = 1,500. A linha pontilhada
em T = 1 marca a temperatura em que os dados sdo reproduzidos.
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Fonte: O autor.

proximas de 17" = 1 e que vao se tornando mais préximas desse valor a medida em que o
ndmero de neurdnios N cresce em cada anélise. Em particular, na Figura 36| (a) os picos sdo
bem expressivos e extremamente proximos de 1" = 1, o que nos levaria a uma intepretacao
aparente de criticalidade.

Devido ao comportamento das curvas de calor especifico para diferentes regimes dinami-
cos do modelo, é necessario quantificar como essas curvas descrevem a proximidade do ponto
critico. Para isso, mediremos trés caracteristicas das curvas de calor especifico. A primeira
medida se refere a proximidade do pico de ¢(7*) em relacdo a 7" = 1. A segunda medida é
relacionada a largura da curva na meia altura. Essas duas primeiras medidas remetem a inter-
pretacdo tradicionalmente usada para classificar dados experimentais como criticos. A terceira

medida se baseia na teoria do escalonamento de tamanho finito (sec|1.1.1)), que considera o
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comportamento da curva de calor especifico com o aumento de N.

Na sequéncia, desenvolvemos uma medida composta para avaliar a criticidade das curvas
de calor especifico, combinando trés métricas distintas, cada uma projetada para quantificar
uma caracteristica especifica da curva. Cada métrica é normalizada para produzir um valor
igual a 1 quando a caracteristica analisada corresponde ao comportamento esperado em um
estado critico. Desse modo, quando realizado o produto das métricas o valor igual a 1 sera
apontado como sendo o da dindmica critica.

A primeira métrica definida leva em consideracdo a distancia D do pico de calor especifico
c(T*), onde T* é a temperatura critica, em relacdo a temperatura 7' = 1 que reproduz os
dados.

Dy=1—-|1-Tx| (4.1)

Perceba que no caso ideal (T* = 1), Dy = 1. Os picos de calor especifico podem surgir a
esquerda ou a direita de 7' = 1, sendo, portanto, necessario o uso do médulo na Eq. 4.1 A
Figura [37| ilustra a extracdo de |1 — 7| assim como os outros componentes das métricas a
serem definidas aqui.

Para caracterizar o qudo proeminente é um pico na curva de calor especifico, a segunda

métrica W (width, em inglés) mede a largura da curva a meia altura através de
Wy =1—|T5 =T}, (4.2)
onde T é a temperatura da curva a meia altura, definida por
c(Th) = (T /2. (4.3)

Note novamente que no caso ideal 7% = T, teremos W = 1.

As métricas Dy e Wy definidas até aqui consideram a formacao do pico de calor especifico
e sua proximidade com 7' = 1, caracteristicas que tém sido utilizadas para interpretar a
criticalidade nos dados (LOTFI et al., 2020). Porém, como no caso da Figura (36| (a), onde
temos o caso supercritico, essas métricas falham, apresentado resultados semelhantes ao caso
critico.

Para uma métrica mais criteriosa que permita distinguir esses casos e caracterizar mais
precisamente o comportamento critico, faremos uso da teoria de escalonamento de tamanho

finito (sec|l.1.1)). Dessa teoria, temos a seguinte relacdo (equagdo |1.18)

¢(N,T*) o< N/, (4.4)
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Figura 37 — Exemplos de curvas de calor especifico em funcdo de 7' e N. Para uma comparacdo quantitativa
das curvas s3o definidas 3 métricas. A métrica D considera a distdncia da temperatura do pico
de calor especifico T* em relacdo a T' = 1. A métrica W extrai a largura da curva a meia altura
medida por |T* —Tf|, onde T'' é definida como a temperatura em que ¢(T") = ¢(T*)/2. A Gltima
métrica é baseada na teoria do escalonamento finito, a qual leva em consideracdo que o pico de
calor especifico ¢(IN,T*) para a populacdo N de neurdnios escala com N/ onde a e v sio
expoentes criticos.
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Fonte: O autor.

que na escala logaritmica, é esperada uma relacao linear entre c e N no ponto critico. Partindo
deste comportamento para o caso critico, iremos construir a nossa terceira métrica como se
segue. Para caracterizar a tendéncia linear entre ¢ e N, aplicamos o coeficiente de correlacao
de PEARSON((1920). Esse teste classifica a tendéncia linear através de r, que varia entre -1 e
1. Sendo r = 1 a correlacdo positiva e r = —1 a anti-correlacdo, e no caso de r = 0, n3o
ha correlacao entre as duas varidveis. Dessa forma r é a terceira métrica, pois » = 1 indica a
correlacao perfeita esperada para o caso critico.

Por construcao, as trés métricas possuem o valor 1 nos respectivos casos ideais. Portanto,

para o produto delas, teremos:

DWr — 1, (4.5)
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a medida que N aumenta no ponto critico.
Para assegurar a eficiéncia e a consisténcia das métricas, iremos realizar as analises em

modelos neuronais.

4.2 MAXIMA ENTROPIA APLICADA A MODELOS NEURONAIS

Para visualizar a variedade dos resultados possiveis do método de maxima entropia, realiza-
mos uma varredura dos parametros de controle de cada modelo. Para cada valor de parametro
selecionamos dez conjuntos distintos contendo 25, 50, 100, 150 e 200 neurdnios para medir os
valores das métricas apresentadas. Nos modelos que apresentam ponto critico, essa varredura
foi realizada abrangendo as dindmicas supercritica, subcritica e o ponto critico. Iniciaremos
nossa analise com os resultados do modelo GGL, conforme mostra a Figura (38|

Na Figura [38(a-c), sdo exibidas as curvas de calor especifico de um conjunto de amostras,
demonstrando a variedade de resultados ao longo das diferentes dindmicas apresentadas, onde
g < 1,5 corresponde a dinamica supercritica, ¢ = 1,5 o ponto critico, e ¢ > 1,5 a dindmica
subcritica.

Na Figura[38(g-i), apresentamos as trés métricas de forma isolada em funcdo do parametro
de controle g. Na Figura[38(g), é mostrada a métrica D, em que ao variar g, podemos observar
que essa métrica é capaz de distinguir claramente os estados subcriticos, mas tende a 1 quando
nos aproximamos do ponto critico e permanece préximo a 1 no estado supercritico. O mesmo
comportamento é observado na métrica W na Figura h), embora com mais dificuldade
em distinguir o regime subcritico. Como pode ser observado na Figura g) e (h), essas
medidas nao sao suficiente para distinguir a dindmica critica da supercritica. Uma combinacao
similar dessas duas métricas ja havia sido proposta por |LOTFI et al. (2020)[1-] com o objetivo de
calcular a distancia para a criticidade. No entanto, essa medida foi aplicada apenas a dados
experimentais, sem uma referéncia tedrica. Por essa razao, a terceira métrica torna-se essencial
por adicionar uma caracteristica prépria do comportamento critico.

Para a terceira métrica, examinamos a tendéncia linear dos picos de calor especifico ¢(7™)
em relacdo a N. Essa tendéncia é visualizada na Figura 38| (d-f), onde podemos observar uma
forte tendéncia linear no ponto critico g = 1.5. No entanto, essa tendéncia é perdida a medida
que nos afastamos desse ponto. A métrica r, apresentada na Figura i), tem a capacidade

de distinguir a dindmica critica nas proximidades do ponto critico das outras dindmicas. No

1 A medida foi definida como a distancia normalizada a criticalidade pela razdo entre T* — 1 e T % —T't.
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Figura 38 — Resultados para a rede neuronal de disparos (sec: (a-c) ilustram curvas de calor especifico
correspondentes aos regimes subcritico (¢ = 1,6), critico (¢ = 1,5) e supercritico (g = 1,4),
respectivamente. (d-f) retratam ¢(N,T*) x N em escala logaritmica para diferentes conjuntos de
amostras (simbolos e cores correspondem aos conjuntos individuais) obtidos a partir dos dados
em diversos regimes dinamicos. A tendéncia linear é exclusivamente perceptivel para o regime
critico (e), alinhando-se com a teoria do escalonamento de tamanho finito. (g) Mostra a métrica
D avaliando a proximidade de T a T' = 1, enquanto (h) exibe a métrica W representando a
largura na metade da altura das curvas em relacdo a g e N. (i) Revela a métrica r avaliando a
tendéncia linear em ¢(N,T*) o« N®/¥  onde a e v s3o expoentes criticos. Finalmente, (j) ilustra a
combinacdo das trés métricas DWr. A faixa cinza destaca o critério estabelecido para identificar
a dindmica critica através da combinacdo das métricas.
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entanto, ela n3o consegue diferenciar entre as dindmicas subcritica e supercritica. Para abordar
isso, realizamos a combinagdo do produto de todas as métricas DWr na Figura [3§[j). Com
essa combinacdo, podemos observar que, para o ponto critico, DWr é aproximadamente 1,
assim como para as regides proximas. Dentro do critério que adotaremos posteriormente para
caracterizar a criticalidade nos dados, DWr é capaz de distinguir a dinamica critica das regides
subcritica e supercritica em uma faixa de aproximadamente 5% em torno de sua vizinhanca.
O critério adotado esta representado nos graficos por uma faixa cinza.

Para analisar a consisténcia desses resultados, iremos realizar os mesmos procedimentos
com o modelo KC. A Figura apresenta os resultados na mesma disposicao da Figura
para fins de comparacao.

No modelo KC, observamos que as curvas de calor especifico na Figura a-c) mostram
uma maior distincdo nos resultados entre as diferentes dindmicas do modelo em comparacdo
com o modelo GGL. No entanto, apenas isso ndo deve ser considerado como critério para
identificar a criticalidade. Para demonstrar a fragilidade dessa abordagem, compare os resul-
tados da Figura [38(a), correspondendo a uma dindmica subcritica no modelo GGL, com os
da Figura b), que representa a dindmica critica no modelo KC. E perceptivel que o caso
subcritico no modelo GGL poderia ser facilmente interpretado como o caso critico no modelo
KC, o que reforca a necessidade de uma medida quantitativa de avaliacao.

Ao analisarmos as métricas D e h nas Figuras[39(g) e (h) respectivamente, enfrentamos a
mesma dificuldade que no modelo GGL em distinguir a dindmica critica (0 = 1) da dindmica
supercritica (o > 1). No entanto, a tendéncia linear de ¢(N,7*) com N na escala logaritmica
é observada apenas no ponto critico, conforme mostrado na Figura d—f). Assim, a métrica
1 é capaz de distinguir essas dindmicas, conforme ilustrado na Figura [39(i). Essa distinggo se
torna ainda mais evidente quando combinamos essas métricas em DWW r, como mostrado na
Figura [39(j), onde DWr — 1 apenas no ponto critico.

Esses resultados demonstram a consisténcia entre os dois modelos com dinamicas criticas
e topologias diferentes.

Para validar a eficacia do método de maxima entropia em detectar a criticalidade, aplicamos
a anélise aos dados do modelo de Brunel (sec[3.2.2)). Embora esse modelo ndo apresente um
ponto critico, TOUBOUL; DESTEXHE (2017)) identificaram distribuicdes de avalanches com leis
de poténcia em diversos parametros na fase sincrona irregular. Assim, a investigacdo dentro
dessa mesma fase oferece ao método de maxima entropia um teste alternativo de robustez.

Além disso, o método de maxima entropia emerge como mais um critério para apontar a
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Figura 39 — Resultados para o modelo de autématos celulares (sec

): (a-c) ilustram curvas de calor especifico
correspondentes aos regimes subcritico (o = 0,950), critico (¢ = 1) e supercritico (¢ = 1,050),
respectivamente. (d-f) retratam ¢(N,T*) x N em escala logaritmica para diferentes conjuntos de
amostras (simbolos e cores correspondem aos conjuntos individuais) obtidos a partir dos dados
em diversos regimes dinamicos. A tendéncia linear é exclusivamente perceptivel para o regime
critico (e), alinhando-se com a teoria do escalonamento de tamanho finito. (g) Mostra a métrica
D avaliando a proximidade de T* a T' = 1, enquanto (h) exibe a métrica W representando a
largura na metade da altura das curvas, em funcdo de g e N. (i) Revela a métrica r avaliando a
tendéncia linear em ¢(N,T*) o N®/¥ , onde a e v s3o expoentes criticos. Finalmente, (j) ilustra
a combinacdo das trés métricas DWr. A faixa em cinza corresponde ao critério quantitativo que

seré estabelecido para classificar os dados operando no regime critico.
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Fonte: O autor.

criticalidade, principalmente em casos em que as avalanches eventualmente podem nao ser

conclusivas.
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Como apontado por TOUBOUL; DESTEXHE (2017), as avalanches com leis de poténcia
podem ser encontradas por toda a fase sincrona irregular. Portanto, escolhemos varrer os
parametros de controle atravessando toda essa fase, na vizinhanca do limite entre a fase
assincrona irregular e um pouco acima desse limite BRUNEL ( 2000). Para isso, fixamos g =
6, que é um dos pardmetros de controle, e percorremos o intervalo [0,85,1,2] no segundo

pardmetro de controle Ve /vy,. A Figura retine os resultados das métricas. Como pode

Figura 40 — Métricas para dados gerados pelo modelo de Brunel. Aqui varremos o pardmetro de controle
Vewt/Vinr Na fase sincrona irregular (0,85, 0,95, 1,0 e 1,05), no limite dessa fase com a fase
assincrona irregular (Vezt/venr = 1,1), e acima desse limite (Vegt/vinr = 1,2). A faixa em cinza
corresponde ao critério quantitativo que serd estabelecido para classificar os dados operando no
regime critico.
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Fonte: O autor.

ser observado nas Figuras [40| (a) e (b), as métricas D e W alcancam valores com uma certa
proximidade de 1, mas as grandes barras de erro demonstram uma grande variabilidade de
resultados. Essa grande variabilidade é confirmada pela métrica r na Figura 40| (c), mostrando
fracas tendéncias lineares entre ¢(N,7*) e N. Como consequéncia, a combinacdo DWr em

Figura 40| (d) permanece bem distante de 1. Portanto, através do método de méaxima entropia
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e com as métricas avaliadas, estes resultados mostram que ndo ha sinais de criticalidade para
os parametros de controle avaliados. Assim, o método de maxima entropia é uma técnica
eficaz, até entdo, em descartar a criticidade onde distribuicoes de avalanches geram dividas.

Para obter os resultados com os modelos computacionais, utilizamos um nimero padrao
de 200 neurdnios como populacdo maxima analisada. Essa escolha decorre da necessidade de
comparacao com os conjuntos de dados experimentais que serao analisados na préxima secdo,
sendo 200 uma populacdo comum entre eles. No entanto, essa limitacdo ndo afeta nossa
andlise. Para verificar que os resultados tendem a convergir para valores estaveis na métrica
DWr, a medida que a populacdo aumenta, calculamos a diferenca de DWr entre valores de N
e a populacao subsequente. Neste caso, utilizamos a notacao DWW rx_ para a menor populacao
comparada e DWry. para a préxima maior populagao analisada. Essa diferenca é apresentada
na Figura 41| (a), para o modelo GGL, e em (b) para o modelo KC. Em ambos os modelos,
percebemos que a diferenca de DWr entre as populacdes tende a diminuir com o aumento
das populaces comparadas, chegando a ser quase zero entre N. = 200 e N_. = 150. Dessa
forma, é suficiente analisar até N = 200. Esse aspecto é relevante e nos permite estabelecer
um critério quando a andlise é realizada em poucos neurdnios.

A partir das observacdes para os modelos computacionais apresentadas aqui, é viavel
estabelecer um critério quantitativo para classificar os dados experimentais em relacao ao
regime critico ou ndo. Para estabelecer tal critério, observaremos o comportamento de DWr
a medida que o pardmetro de controle é variado nos modelos do GGL (Figura|38|(j)) e no KC
(Figura 39 (j)). Comparando os resultados, podemos notar que préximo ao ponto critico (g =
1.50 ) no modelo GGL, DWr muda de forma mais lenta, enquanto que no modelo KC (o =
1.00) a mudanca é abrupta. Essa diferenca entre os modelos est3 relacionada a sensibilidade dos
modelos com os seus respectivos parametros de controle, afetando diretamente suas dinamicas.

Uma mudanca mais lenta na dindmica em funcdo do parametro de controle nos permite
investigar a sensibilidade de DWr a medida em que nos afastamos lentamente do ponto
critico. Dessa forma, iremos estabelecer o critério quantitativo baseado nos resultados do
modelo GGL.

Na Figura(j), notamos que DWr comeca a se afastar de 1 quando variamos o parametro
de controle em torno de 5% fora do ponto critico (¢ = 1.425 e g = 1.575). Além disso,
observamos que dentro desse intervalo, DWr atinge valores acima de 0.89 com apenas N =
100, o que ndo ocorre fora desse intervalo, mesmo com N = 200. Portanto, para classificar

dados experimentais como operando no ponto critico ou na vizinhanca deste, estabelecemos
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Figura 41 — Convergéncia da métrica DWr em funcdo de N. O eixo vertical calcula a diferenca entre DWr
para uma populacdo maior N5 e uma populacdo menor N_. O eixo horizontal marca as populacdes
comparadas N5 — N.. Os resultados mostram a rapida convergéncia de DWr a medida que N
cresce, no modelo GGL (a) e no modelo KC (b). Os tons em roxo marcam os pardmetros no regime
supercritico, em vermelho o ponto critico e sua vizinhanca, e em verde o regime subcritico.
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Fonte: O autor.

que DWr > 0.89. Esse critério é consistente e facilmente alcancado no ponto critico no
modelo KC.

Uma vez estabelecido um critério quantitativo, temos agora a capacidade de avaliar dados
experimentais. Na préxima secao, avaliaremos 6 conjuntos de registros de ratos anestesiados

com uretana.
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4.3 MAXIMA ENTROPIA APLICADA A DADOS DE RATOS ANESTESIADOS COM URE-
TANA

Nessa secdo, aplicaremos o método de maxima entropia e utilizaremos as métricas pro-
postas para avaliar sinais de criticalidade em registros de ratos anestesiados com uretana no
cortex visual primério (V1), os quais foram coletados em nosso laboratério. A anestesia por
uretana é conhecida por induzir uma ampla variedade de padrGes de disparos no V1, possibili-
tando a observacdo de estados de atividade de populacoes de neurdnios ao longo do espectro
de sincronizacdo e dessincronizacdo. Para caracterizar o estado dessas populacdes, trabalhos
publicados em nosso laboratério utilizam o coeficiente de variacdo E] (CV). Foi demonstrado,
por meio de andlises de avalanches neuronais, que ha evidéncias de criticalidade para valores
intermediarios de C'V/, aproximadamente em 1.4 |[FONTENELE et al| (2019).

Para dados similares aos analisados aqui, FONTENELE et al| (2019) mediram distribuicdes
de avalanches e leis de poténcia que indicaram criticalidade em um nivel intermediario de
C'V. Para os dados analisados aqui, |LOTFI et al.| (2020)) aplicou o0 mesmo modelo de maxima
entropia, segmentando a série temporal por C'V, que apontou criticalidade para o mesmo nivel
intermediario de C'V' medido por FONTENELE et all Diferente da abordagem de |LOTFI et al.,
neste trabalho ndo segmentamos a série temporal por C'V' na investigacao de criticalidade, e
passamos a analisar toda a série temporal. Outro fator distinto é a classificacao de criticalidade
através das métricas calibradas por modelos neuronais (Sec.[4.2)), que anteriormente mostraram
ser capazes de reproduzir os dados da estatistica de avalanches de ratos sob as mesmas
condicBes experimentais CARVALHO et al| (2021)). Dessa forma, estamos amparados por uma
referéncia tedrica.

Os registros aqui analisados sdo de 6 ratos Long-Evans machos com idade entre 3-4 meses.
A dose de uretana aplicada corresponde a 1,58 gramas para cada quilograma do animal (Hara
et al., 2002), sendo diluida na concentracdo de 20% em salina. Os registros sdo realizados na
camada V1 do cértex visual primario através de sondas de silicio com multiplos eletrodos, to-
talizando 64 canais, durante aproximadamente 3 horas. Para maior detalhamento do protocolo
experimental, recomenda-se a leitura da tese de SILVA (2023).

Os dados brutos passam por um processo de denominado de spike sorting que separa a

atividade eletrofiolégica de unidades individuais (Single Unit Activity - SUA) da atividade de

2 O coeficiente de variacdo é definido pela a razio do desvio padrio pela média de K disparos em um

intervalo de tempo.
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multiplas unidades (Multi-Unit Activity - MUA), que englobam a combinacdo das atividades
neuronais, mas que permanece incerto se essas atividades vieram de um Gnico neurdnio. Em
nossas obeservacdes, usaremos os dados contendo SUA e MUA, com o intuito de usar o
maximo de células classificadas possiveis, diversificando ainda mais as subamostragens.

Na Figura |42 mostramos as curvas de calor especifico dos seis diferentes ratos. Podemos
observar em todos os conjuntos picos de ¢(N,T) similares aos picos obtidos no modelo GGL

no ponto critico (Figura b)) com os picos aumentando e se aproximando de 7" =1 a

medida que N cresce.

Figura 42 — Curvas de calor especifico dos registros de ratos anestesiados com uretana.
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Fonte: O autor.

Para confirmar que esses dados estao no regime critico, aplicamos as métricas propostas e
os resultados estdo na Figura . Na Figura [43| podemos observar as métricas D e W em (g)
e (h), respectivamente, as quais estdo préximas de 1 para todos os ratos. Em Figura 43| (a-f),

mostramos os picos de calor especifico ¢(N,T*) em funcdo de N na escala logaritmica para
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investigar a tendéncia linear entre eles. Essa tendéncia é confirmada em Figura [43(i) com a
métrica . Com o critério quantitativo estabelecido na secao anterior, a combinacao das trés

métricas DWr na Figura 43| (j) aponta para a criticalidade em todos os registros dos ratos.

Figura 43 — (a-f) Picos do calor especifico ¢(IN,7*) em funcdo de N na escala logaritmica. Cada cor e
simbolo correspondem aos 10 diferentes conjuntos de populacdo retirados dos registros de ratos
anestesiados com uretana. Métricas D (g), W (h), r (i), e a combinacdo delas DWr (j). A faixa
cinza corresponde ao critério de classificacdo para o regime critico.
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Vale destacar que os valores de DWr alcancam valores acima de 0,89 ja com poucos
neurdnios analisados. A rapida convergéncia de DWr é confirmada na Figura [44) que mostra

que a analise com 200 neuronios é suficiente para determinar a criticidade nesses dados.

Figura 44 — Convergéncia da métrica DWr em funcdo de N. O eixo vertical calcula a diferenca entre DWr
para uma populacdo maior N, e uma populacdo menor N . O eixo horizontal marca as populacdes
comparadas N5 — N.. Os resultados mostram a rapida convergéncia de DWr a medida que N
cresce para todos os ratos.
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Fonte: O autor.

Apontar criticalidade nesses dados estd em concordancia com os resultados obtidos por
diferentes técnicas de investigacdo. Para avalanches, temos os trabalhos de FONTENELE et al.
(2019) e |CARVALHO et al| (2021). Para a técnica de complexidade estatistica, destaca-se o
trabalho de |LOTFI et al.| (2021). Além disso, o modelo de méxima entropia foi utilizado por
LOTFI et al.| (2020).

Os trabalhos citados no ultimo paragrafo surgem no contexto de que a criticalidade dos
dados experimentais pode ser detectada em um nivel intermediario de sincronizacdo e des-
sincronizacdo dos disparos, segmentando a série temporal por C'V. No entanto, o resultado
apresentado aqui demonstra a capacidade do modelo de maxima entropia em detectar a cri-

ticalidade analisando toda a série temporal.
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5 MODELO DE MAXIMA ENTROPIA APLICADA EM REGISTROS MAGNE-
TOENCEFALOGRAFICOS DE HUMANOS.

Além dos registros de eletrofisiologia, também existem estudos na literatura que avaliam a
criticalidade em dados de magnetoencefalografia (MEG). O sinal de MEG oferece uma maneira
ndo invasiva de inferir a atividade elétrica do cérebro, detectando os campos magnéticos
gerados por essa atividade. Diferentemente dos sinais de LFP, que sdo registrados em uma
regiao pequena do cérebro, o sinal de MEG cobre toda a superficie da cabeca, permitindo uma
andlise mais abrangente. Além disso, esse sinal proporciona uma alta resolucao temporal, da
ordem de milissegundos, o que torna essa técnica particularmente Gtil para estudos dinamicos

do cérebro.

5.1 CRITICALIDADE EM DADOS DE MEG

Para realizar estudos de criticalidade, o sinal de MEG ¢é reconstruido de modo a se obter
um sinal similar ao de um sinal de LFP. Esse sinal entdo sofre conversdo de continuo para
eventos de atividades discretas, como o spike, captando picos positivos e negativos para ativi-
dades que superam um determinado limiar (threshold) de trés desvios-padrdo, como ilustrado
na Figura [45 Essa metodologia tem sido amplamente utilizada na busca de evidéncias de
criticalidade, por meio de medidas como avalanches neuronais, o pardametro de ramificacdo, e
o expoente da Analise de Flutuacdes Destendenciadas (DFAE[), conforme descrito por |PALVA
et al| (2013), SHRIKI et al| (2013)) e |ZHIGALOV et al.| (2015).

Mais recentemente, em colaboracdo com o grupo Palva LabE] nosso laboratério realizou
um levantamento mais detalhado sobre avalanches. Nesse estudo |CARVALHO(2021) mede ava-
lanches em diferentes intervalos de thresholds, combinado com diferentes tamanhos de janelas
temporais At. A Figura mostra o resultado dos expoentes e o parametro de ramificacdo.
A linha preta em todos os graficos representam a combinacdo de At e Thr em que A\ =~ 1
o que corresponde a classe MF-DP. As faixas brancas em cada grafico correspondem aos va-
lores esperados de cada expoente dessa classe. Para os expoentes 7 e 7; € possivel perceber
uma o6tima concordancia com os valores de MF-DP. Entretanto, essa correspondéncia nao é a

mesma para 1/(ovz).

! Esse método examina as variacdes em uma série temporal que n3o estdo relacionadas com tendéncias ao

longo do tempo. Ele remove padrdes sistematicos para investigar flutuacGes aleatérias ou sazonais.

2 Neuroscience Center, HiLIFE-Helsinki Institute of Life Science, University of Helsinki, Finland.
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Figura 45 — Na parte superior, sinais de atividades no cérebro detectados pelos campos magnéticos. Esses
sinais sdo reconstruidos de forma a obter um sinal similar ao de LFP. A parte inferior ilustra
a discretizacdo desse sinal através dos picos acima de um determinado limiar Thr (na figura é
representado por T', mas j& reservamos essa letra para temperatura).

Fonte: Adaptado de (ZHIGALOV et al, [2015).

A linha preta em todos os graficos representam a combinac3o de A; e Thr em que A =~ 1
o que corresponde a classe MF-DP. As faixas brancas em cada grafico correspondem aos
valores esperados de cada expoente dessa classe. Para os expoentes 7 e 7; é possivel perceber
uma o6tima concordancia com os valores de MF-DP. Entretanto, essa correspondéncia nao é a

mesma para 1/(ovz).

Para avaliar a criticalidade nos dados de MEG, |CARVALHO (2021)) verificou se a relacdo de

escala crackling noise equacdo |1.28| é satisfeita. Para isso, é calculada a diferenca entre ambos

os lados da equacdo [1.28

11
T —, (5.1)

T—1 ovz

Asg =

de forma que Agr = 0 implica que a relacdo de escala é satisfeita. A Figura @Ka) mostra
a densidade das combinacdes de thresholds e At para Agr = 0, indicando que a flutuacdo
esta proxima de zero. Na Figura b), vemos o plano dos expoentes (7,7;) para todas as

combinacdes e sujeitos avaliados. O melhor ajuste foi para a inclinacdo 1/(ovz) = 1,55 (reta
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Figura 46 — Os eixos percorrem a combinacdo de At e Thr (T'(SD), na Figura). As cores mostram os re-
sultados obtidos da média entre os sujeitos para A: (a), 7: (b), 7¢: (c) e 1/(ovz) (d). A curva
preta indica a combinacdo de (A, Thr) em que A = 1. A cor branca na barra de cores indica os
valores esperados para a classe de universalidade MF-DP. Pontos em cinza escuro se referem a
quantidade insuficiente de dados para anélise estatistica ou aos valores que estdo fora do intervalo

da escala de cores.
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Fonte: Adaptado de (CARVALHO, 2021).

em vermelho), em comparacdo com a inclinac3o tedrica 1/(ovz) = 2 (linha pontilhada preta)

do MF-DP. Com isso, a relacdo de escala é satisfeita, ou estd préxima de ser satisfeita, mas

ndo indica que o MF-DP seja a classe de universalidade.

Os trabalhos mencionados acima buscam n3o apenas evidéncias de criticalidade no cére-

bro, mas também explorar a classe de universalidade associada a essa dindmica. Os resultados

sugerem que determinadas combinacGes de Thr e At sdo compativeis com a classe de uni-

versalidade MF-DP, embora uma ampla faixa de combinacGes aponte para criticalidade fora

dessa classe. Em nosso trabalho, pela primeira vez, iremos aplicar a abordagem de maxima

entropia aos dados de MEG. O objetivo dessa analise é fornecer mais uma evidéncia do regime

critico no cérebro, além de delimitar o intervalo de T'hr que indica esses indicios.
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Figura 47 — (a) Histograma de Agg e (b) o plano de expoentes (7, ) para todas combinacdes de thresholds e
At. Os pontos coloridos revelam os pontos préximos de satisfazer a relacdo de escala. A inclinaco
1/(ovz) = 1,55 é a linha de tendéncia que ajusta melhor os dados.
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Fonte: Adaptado de (CARVALHO, 2021).

5.2 DADOS EXPERIMENTAIS UTILIZADOS

Na préxima secdo, analisaremos duas séries temporais de registros de MEG. Esses dados
fazem parte de um conjunto de registros de 49 sujeitos (23 homens e 26 mulheres, com

idade média de 31,43 £ 9,25 anos), que pretendemos englobar nas nossas anélises futuras.

Esses dados sdo os mesmo utilizados por CARVALHO| (2021)) para a anélise de avalanche. As

gravacdes foram adquiridas através de 306 canais de MEG (Elekta Neuromag), com uma taxa
de amostragem de 600 Hz. Cada sessdo foi gravada durante 10 minutos, com os sujeitos
sentados em estado de repouso e instruidos a fixar o olhar em uma cruz em uma tela a sua
frente.

Por se tratar de um método de registro n3o invasivo, os dados de MEG passam por
procedimentos de filtragem e reconstrucao do sinal para lidar com o ruido extracraniano dos
sensores e a interpolacdo de canais defeituosos. Além disso, é necessério identificar e excluir

componentes associados a movimentos, e piscadas dos olhos, e de artefatos cardiacos. Os

procedimentos detalhados de aquisicdo dos dados estdo descritos em [SIEBENHUHNER et al.|

(2020).

Ao todo foram geradas 400 séries temporais das parcelas corticais para cada sess3o gravada.
Cada série é normalizada subtraindo a média e dividindo por seu desvio padrdo. Os picos dos
sinais normalizados sdo definidos para auxiliar na escolha dos limiares (conforme Figura [45)).

Dessa forma, é possivel obter, para os dados, um conjunto de limiares com uma sequéncia de
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picos em cada série temporal, assim como o momento exato em que eles ocorrem. Os limiares
(T'hr, threshold) variam entre 1,5 e 5,25 do desvio padrdo com intervalo 0,25.

Para cada valor de limiar, iremos selecionar aleatoriamente 10 subconjuntos, como feito
no capitulo anterior. Cada subconjunto serd composto por 25, 50, 100, 150, 200 e 400 canais.
Os subconjuntos s3o construidos de maneira incremental, iniciando com uma amostra de 25
canais. Em cada anélise subsequente, a quantidade de canais é aumentada, preservando os

canais das amostras menores e expandindo o conjunto com novos canais adicionais.

5.3 RESULTADOS DO METODO DE MAXIMA ENTROPIA

Para classificar os dados analisados como operando no regime critico, aplicaremos a analise
das métricas apresentada no capitulo anterior, que para ser classificado como critico, deve-se
obter DWr > 0,89. Faremos aqui a comparacdo dos resultados obtidos entre dois sujeitos
distintos, com o intuito de verificar uma possivel consisténcia entre eles.

Iniciaremos observando o conjunto de curvas de calor especifico, variando a quantidade de
canais analisados, para diferentes thresholds. Esses resultados estao mostrados na Figura
e Figura para o sujeito 1 e 2, respectivamente. As curvas de calor especifico entre os
dois sujeitos apresentam comportamentos similares, com picos caracteristicos da dinamica
critica, que em determinados limiares, aumentam e se aproximam de 7' = 1 a medida que
o nimero de canais aumenta. Esse comportamento se inicia para valores de Thr = 1,75
no sujeito 1 e Thr = 2,00 no sujeito 2. Ao observar o comportamento das curvas de calor
especifico entre os valores de Thr para um mesmo sujeito, percebemos que o tamanho dos
picos tendem a diminuir e a se afastar de 7" = 1. Com esse resultado, é possivel correlacionar
os perfis da resposta da curva de calor especifico com os comportamentos observados nos
casos supercritico e subcritico do modelo GGL. No entanto, diferentemente do modelo, onde
esses perfis correspondem a diferentes valores dos parametros de controle, aqui tais variacoes
emergem dentro da mesma gravacdo. Essa caracteristica também pode estar relacionada ao
numero de eventos filtrados pelos thresholds. Se o valor do threshold for muito baixo, ele
pode capturar eventos que sdo apenas ruidos do sinal. Por outro lado, valores mais altos de
Thr resultam na contabilizacao de um nimero cada vez menor de eventos, o que impacta
diretamente o resultado.

Nos resultados observados no estudo dos modelos neuronais, ocorre uma lei de poténcia
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Figura 48 — Sujeito 1: curvas de calor especifico (¢(T')) para diferentes thresholds (T'hr), variando a quantidade

de canais (Ch) analisados.
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no ponto critico para
¢(N,T*) o< N/, (5.2)

que, em uma escala logaritmica, espera-se que apresente uma relac3o linear entre ¢(7%) e N.
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Figura 49 — Sujeito 2: curvas de calor especifico (¢(T')) para diferentes thresholds (T'hr), variando a quantidade
de canais (Ch) analisados.
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Fonte: O autor

Neste caso para os registros de MEG, a relacdo é entre ¢(7™*) e os canais C'h. Essa relacdo foi

examinada e os resultados est3o exibidos nas Figuras[50| e [51] para os 10 diferentes conjuntos

amostrados, para valores crescentes dos limiares T'hr para os sujeitos 1 e 2, respectivamente.

A partir destas analises, notamos um intervalo intermediario de T'hr em que a tendéncia linear
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se torna mais evidente. No sujeito 1 (Figura , esse intervalo varia de 1,75 a 3,25. Para o
sujeito 2 (Figura , o intervalo estd em torno de 2,00 a 3,50. Com isso, avancamos para a

avaliacdo da combinacdo das métricas das curvas de calor especifico.

Figura 50 — Sujeito 1: Picos de calor especifico (¢(7*)) em fun¢do da quantidade de canais (Ch) para diferentes
thresholds (Thr).
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Fonte: O autor

Nas Figuras[52 e [53] apresentamos as métricas D, W e r para os sujeitos 1 e 2, respectiva-
mente, variando o valor de T'hr. Na métrica D (Figura[52|(a)), para Thr mais elevados, h& um
afastamento de 1, indicando que as curvas se distanciam de 7' = 1. Um padr3o similar ocorre
com W (Figura 52| (b)), mas em menor proporcdo. Para r (Figura 52| (c)), o afastamento é
mais evidente, sugerindo uma faixa de valores de Thr apresentam correlacao mais forte. Para
o sujeito 2, D e W (Figuras[p3|(a) e (b)) permanecem préximos de 1 em todos os valores de
Thr, enquanto ocorre o afastamento de 1 em r (Figura [53| (c)) para uma faixa de Thr com

maior correlacdo. Esses resultados reforcam a importancia ao considerar a métrica r.
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Figura 51 — Sujeito 2: Picos de calor especifico (¢(T™*)) em fun¢do da quantidade de canais (C'h) para diferentes
thresholds (Thr).
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A combinacdo de DWr é apresentada nas Figuras e para os sujeitos 1 e 2, res-
pectivamente. A faixa cinza nessas figuras marca o critério para classificar a dinamica critica.
Esses resultados indicam a presenca de dinamica critica em ambos os sujeitos dentro de um
intervalo de Thr: de 1,75 a 3,25 para o sujeito 1 e de 2,25 a 4,25 para o sujeito 2. Embora
os intervalos ndo sejam idénticos, eles compartilham uma faixa comum de T'hr entre 2,25 a
3,25. Essa sobreposicdo sugere um intervalo com sinais de criticalidade. No entanto, trata-se
de um resultado preliminar, sendo necessario mais analises para delimitar um intervalo mais
preciso.

Ao definir um intervalo de T'hr para investigar a criticalidade, torna-se possivel compa-
rar os resultados de diferentes métodos de analise. Essas comparaces sdo complementares

e ajudam a estabelecer uma regido de estudo independente, evitando destaque a qualquer
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Figura 52 — Sujeito 1: Métricas (a) D, (b) W e (c) r em fun¢&o do threshold Thr e da quantidade de canais
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Figura 53 — Sujeito 2: Métricas (a) D, (b) W e (c) r em func&o do threshold Thr e da quantidade de canais
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classe de universalidade especifica, como frequentemente ocorre. Para as avalanches, na Fi-
gura [46] as combinacdes de Thr e At sdo destacadas com o objetivo de identificar a classe
de universalidade MF-DP.

Nos resultados de avalanches apresentados na Figura [46] dentro do intervalo delimitado
entre 2,25 e 3,25, observa-se que ele coincide com o intervalo em que o parametro médio
de ramificacido A = 1 (Figura (a)), bem como com os expoentes médios de tamanho
7 = 1,5 (Figura |46| (b)) e de duracdo 7, = 2,0 (Figura 46| (c)). No entanto, na Figura [46| (d),

o expoente médio 1/ovz ndo corresponde a classe MF-DP. No entanto, com o método de
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maxima entropia delimitando o threshold, aumentam-se os indicios de que esses expoentes sao,
de fato, relacionados a dinamica critica nesses dados, sugerindo uma classe de universalidade
diferente de MF-DP. Em conformidade com |CARVALHO| (2021)) mostrou nos resultados de
avalanches que ha combinacdes de T'hr e At que ha sinais de criticalidade que diferem de

MF-DP.

Figura 54 — Sujeito 1: DWr em func3o do threshold Thr e da quantidade de canais Ch. A faixa cinza delimita
o critério para classificar a dindmica como critica.
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Para garantir que o intervalo de Thr corresponde a dindmica critica para cada sujeito,
aplicamos o mesmo teste de convergéncia utilizado nos dados de modelos neuronais e de ratos
anestesiados, conforme descrito no capitulo anterior. O teste avalia a progressdo de DWr em
funcio dos canais (Ch), calculando a diferenca entre duas subpopulacdes. Assim, podemos
determinar se é necessario incluir mais canais para delimitar o threshold. A Figura 56| mostra
os resultados desse teste. Como observado, a diferenca de DWr entre as subpopulacdes é
muito pequena para valores mais altos de Ch, indicando uma rapida convergéncia de DWr
na mesma faixa de T'hr observados nas Figuras [54] e 55|, mostrando que a medida que mais
canais s3o analisados, a diferenca entre a combinacao das métricas tendem a ser menores,
indicando uma estabilidade de nossa metodologia de maxima entropia também existente para

analises de sinais de MEG.
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Figura 55 — Sujeito 2: DWr em funcdo do threshold Thr e da quantidade de canais Ch. A faixa cinza delimita
o critério para classificar a dinamica como critica.
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Com base no exposto, pode-se afirmar que, pelo método de maxima entropia, ha indicios
de criticalidade nos dados de MEG. Além disso, nossa metodologia demonstra ser capaz de
indicar uma faixa de threshold onde a dinamica critica é mais provavel de ser identificada
em dados desse tipo; no entanto, é necessario aplicar essa analise a mais sujeitos para maior

precisao.



102

Figura 56 — Diferenca de DWr entre diferentes valores de N para (a) o sujeito 1 e para (b) o sujeito 2,
apontados com dindmica critica por DWr.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho, discutimos de forma geral a capacidade do método de maxima entropia na
busca de sinais de criticalidade em dados neurais. Neste contexto, vimos a hipétese do cérebro
critico que ao operar proximo de um ponto critico, o cérebro apresenta certas propriedades
de processamento e computacdo, como uma ampla faixa dinamica que otimiza as respostas
ao ambiente e a transmissdo de informacdo, entre outras. O apoio a essa teoria foi reforcado
pela observacao de avalanches neuronais em diversos registros experimentais, que resultaram
em leis de poténcia, uma caracteristica tipica da criticalidade.

No entanto, a técnica de avalanches enfrenta desafios relacionados a padronizacao da
medida, como a escolha da janela temporal para calcular as avalanches, problemas de su-
bamostragem e variacdo nos valores dos expoentes, o que dificulta a definicao da classe de
universalidade envolvida. Esses conflitos colocam em divida a hipétese do cérebro critico,
tornando necessario buscar outras abordagens de criticalidade. Neste trabalho, utilizamos a
divergéncia do calor especifico para essa investigacao.

Para calcular o calor especifico em sistemas neuronais, foi necessario desenvolver uma
termodinamica associada a esses sistemas. Essa abordagem parte de uma distribuicao de pro-
babilidade da atividade neuronal. No entanto, devido ao acesso limitado a atividade neuronal,
seja pela quantidade de neur6nios ou pelo tempo de registro, essa distribuicao de probabili-
dade torna-se incompleta. Para superar essa limitac3o, utiliza-se a técnica de maxima entropia,
que permite inferir uma distribuicdo de probabilidade livre de vieses, mas que ainda esteja de
acordo com alguns observaveis do sistema. Com essa distribuicdo, é possivel calcular o calor
especifico do sistema neuronal.

Essa metodologia tem sido aplicada em diferentes arranjos experimentais para investigar a
criticalidade. No entanto, ainda n3o havia sido testada em modelos neuronais. Neste trabalho,
investigamos os resultados do método de maxima entropia em modelos neuronais que possuem
ponto critico e em um modelo que n3o possui. Com essa abordagem, temos controle sobre
a dindmica dos dados submetidos a técnica, permitindo investigar o comportamento do calor
especifico nas proximidades do ponto critico.

Ao aplicar essa metodologia, desenvolvemos um conjunto de métricas que forneceu uma
medida quantitativa das caracteristicas das curvas de calor especifico. Além de oferecer uma

analise sistematica, essas métricas permitem distinguir casos que poderiam ser erroneamente
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interpretados como criticos por uma simples inspecdo visual, mas que, de fato, nao apresentam
dinamica critica.

E importante destacar que uma das métricas desenvolvidas se baseia na relacio da teoria
do escalonamento de tamanho finito, que vincula o pico do calor especifico ao tamanho
do sistema. No ponto critico, essa relacdo segue uma lei de poténcia, que é medida por
essa métrica. Observamos que essa lei de poténcia se mantém no ponto critico e em suas
proximidades, mas desaparece a medida que nos afastamos desse ponto.

A partir dos modelos neuronais, calibramos nossas métricas para obter um critério quanti-
tativo capaz de classificar dados que operam nas proximidades de um ponto critico. Com esse
critério estabelecido, aplicamos a mesma metodologia a dados experimentais.

Primeiramente, analisamos dados do cortex de seis ratos anestesiados com uretana, que ja
haviam indicado sinais de criticalidade por meio das avalanches neuronais. Com a abordagem
de maxima entropia, observamos nesses dados a presenca da lei de poténcia entre o pico de
calor especifico e o tamanho do sistema, reforcando os indicios de criticalidade. Além disso,
as métricas classificaram todos os seis registros como estando em regime critico.

Por fim, submetemos o método de maxima entropia a 2 registros magnetoencefalograficos
de humanos. Dados desse tipo ainda ndo foram investigados utilizando essa abordagem. Por
ser um sinal continuo, esses registros passam por um processo de discretizacdo onde sio
registrados os eventos acima de um limiar (T'hr, threshold). No estudo de avalanches sdo
estudados uma combinacdo de thresholds e janelas temporais, mas aqui nos restringimos a
variar apenas o threshols. Ao examinar a combinacdo das métricas, foi apontado criticalidade
nesses 2 registros, e também apresentou leis de poténcias para o calor especifico e o tamanho
do sistema.

Além disso, observamos que ha uma faixa de thresholds mais relevante para a investigacao
da criticalidade. Esse resultado nos fornece um filtro de thresholds que pode ser utilizado
em futuras analises, inclusive ao comparar com métodos como as avalanches neuronais. No
entanto, essa faixa de intervalos ainda é um resultado preliminar. Temos a perspectiva de aplicar
essa metodologia a mais registros, buscando aumentar a precisdo desse intervalo. Também
pretendemos estender a aplicacdo a dados de sujeitos nao saudaveis, explorando o potencial
de aplicacdes clinicas futuras.

Diante dos resultados apresentados, destacamos a lei de poténcia observada entre os picos
de calor especifico e o tamanho do sistema nos diferentes modelos neuronais e dados experi-

mentais. Essa lei de poténcia estd associada a relacdo entre os expoentes do calor especifico
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e do comprimento de correlacdo. A estimativa precisa desses expoentes sera o préximo passo

deste trabalho, permitindo investigar com mais detalhes a classe de universalidade envolvida.
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Ao coletarmos ou transmitirmos dados de qualquer sistema, existe um caminho, muitas

vezes nao percebido, pelo qual a informacao viaja até ser processada. Por mais simples que

esse caminho possa parecer, nao ha garantias de que a mensagem original seja entregue perfei-

tamente. Como apontou SHANNON| (1948)), o problema fundamental da teoria da comunicacdo

é justamente a reproducdo exata ou aproximada de uma mensagem de um ponto para outro.

Para um sistema de comunicacdo, o caminho pelo qual uma mensagem percorre consiste

em cinco partes, conforme indicado no esquema da Figura [57}

Figura 57 — Esquema diagramatico dos sistemas gerais de comunicac3o

Fonte de
Informacao Transmissor Receptor Destino
— »> —
Sinal Sinal
Recebido
Mensagem Mensagem
Fonte de

Ruido

Fonte: Adaptado de SHANNON (1948))

» Fonte de informacao: Produz a mensagem ou sequéncia de mensagens a serem comu-

nicadas ao destino. Essa mensagem pode ser composta por sequéncias de letras, funcoes

espaciais e€/ou temporais, entre outros tipos.

= Transmissor: Opera sobre a mensagem para produzir um sinal adequado para a trans-

miss3o ao longo do canal. Por exemplo, em um telégrafo, a mensagem é codificada como

uma sequéncia de pontos, tracos e espacos.

» Canal: E o meio utilizado para transmitir o sinal do transmissor para o receptor. Exem-

plos incluem pares de fios, ondas de radio ou fibras épticas.
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» Receptor: Realiza o processo de decodificacdo, que é a operacao inversa da realizada

pelo transmissor, reconstruindo o sinal a partir da sua forma transmitida.

» Destino: O destinatario final da mensagem, que recebe e interpreta o sinal reconstruido

pelo receptor.

Fazendo uma analogia desse esquema com o foco do nosso estudo, podemos identificar
algumas dessas partes. O cérebro atua como fonte de informacao, emitindo sinais através
dos neurdnios (que funcionam como canais), para serem recebidos pelo préprio cérebro ou
por outras partes do corpo. Na neurociéncia, investigamos de forma inversa ao sistema de
comunicacdo. E nesse campo que tentamos decodificar (receptor) os dados coletados para,
em seguida, inferir os processos pelos quais o cérebro codifica a informagdo (transmissor).

Para descrever matematicamente uma fonte de informac3o e quantificar a informacdo em
bit.ﬂ por segundo produzida por essa fonte, SHANNON ((1948)) utiliza o exemplo do telégrafo
para definir o que ele chama de fonte discreteE] de informacao. No telégrafo, uma mensagem é
composta por uma sequéncia ndo aleatéria de letras, formando sentencas e apresentando uma
estrutura estatistica em alguma linguagem. Algumas letras sdo mais frequentes que outras;
por exemplo, a letra “A"” na lingua portuguesa é mais comum do que a letra “Z". Portanto, é
natural codificar a letra “A” com o sinal mais simples produzido pelo telégrafo e usar um sinal
mais longo para a letra “Z". Assim, a fonte de informac3o considera a escolha de simbolos
de acordo com certas probabilidades, configurando um processo estocastico. Com base nessas
ideias, SHANNON| (1948, p.5) afirma: “[...] qualquer processo estocastico que produz uma
sequéncia discreta de simbolos escolhidos de um conjunto finito pode ser considerado uma
fonte discreta”.

Podemos considerar casos de fontes discretas, como por exemplo as linguagens, como o
portugués, o espanhol e o inglés; fontes de informacao continuas que foram discretizadas por
algum processo de discretizacao, como o registro do sinal continuo do potencial elétrico do
cérebro quantificado em spikes (discretos). Além desses, ha casos matematicos definidos abs-
tratamente, onde um processo estocastico gera uma sequéncia de simbolos, como a sequéncia
gerada pela escolha independente entre cinco letras “A",“B",“C",“D","E", cada uma com

probabilidade 0,2.

1
2

Unidade usada para quantificar informacdo dada a sua forma logaritmica na base 2.

Uma fonte de informacdes que produz uma sequéncia de simbolos de um alfabeto discreto, que pode
ser finito ou enumeravel (contével). Cada simbolo tem uma probabilidade associada de ocorréncia, e essa
probabilidade pode variar de simbolo para simbolo.
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Esse dltimo exemplo pode ser ampliado adicionando um pouco mais de complexidade, onde
agora cada letra é escolhida de forma dependente da letra precedente. Dessa forma, a estrutura
estatistica dessa fonte pode ser descrita pelo conjunto de probabilidades de transicdo p;(j), que
representa a probabilidade de escolher a letra j dado que a letra anterior foi 7. Outra maneira
de descrever a estrutura estatistica é através da frequéncia da sequéncia (3, j), fornecendo um
diagrama de probabilidades p(i, j). Esses dois conjuntos de probabilidades, juntamente com a

probabilidade da letra i, est3o relacionados da seguinte forma:
p(i) =>_p(ig) = >_p(Gi) = > p(i)p; (i), (A1)
J J J
onde
p(i,5) = p(i)pi(4), (A.2)
sendo p(i) correspondendo a probabilidade de se obter a letra i multiplicada pela probabilidade
de transicdo p;(j) da letra i para a letra j. Com essas definicGes, as condicdes de normalizagdo
sao:
>_pild) =2 p(i) = 3_p(ij) = 1. (A-3)
J ? 2y}

Este exemplo pode ser ampliado para uma rede de neurdnios. Pode-se construir um con-
junto de probabilidades transitivas, onde a probabilidade de um neurénio j ativar apds o neuré-
nio ¢ ser ativado é calculada. Com base nesse conjunto de probabilidades transitivas, é possivel
gerar padroes de disparos neuronais que inferem a dindmica de interacdo entre os neurdnios.
Esses padrbes sdo valiosos para entender como as redes neuronais processam e transmitem
informacdes, permitindo uma anélise mais profunda das correlacdes e dependéncias temporais
entre os disparos dos neurdnios.

Esses exemplos de processos estocasticos sdao conhecidos como processos Markovianos
discretos. Para que uma fonte de informac3do seja descrita como um processo de Markov, é
necessario que a letra produzida seja influenciada apenas pela letra precedente. Dessa forma,
podemos medir a informacdo produzida por essa fonte, ou a taxa de informacao que é ge-
rada. Para isso, SHANNON| (1948)) afirma que é razoavel que essa medida H siga as seguintes

propriedades:

1. H deve ser continua em relacdo ao conjunto de probabilidades p; = p1, ps, . . ., pn, Onde

essas probabilidades representam o tinico conhecimento que temos sobre o evento.

2. Se todas as probabilidades forem iguais, p; = 1/n, H deve ser uma fungcdo monotonica-

mente crescente de n. Isso significa que a medida que o niimero de possiveis eventos n
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aumenta, o valor de H também deve aumentar. Nesse contexto, mais escolhas possiveis
implicam em maior incerteza, refletindo o fato de que, com mais eventos possiveis, ha

mais informacao a ser obtida.

3. Se uma escolha é decomposta em duas escolhas sucessivas, a funcdo H original deve ser
igual a soma ponderada dos valores individuais de . Em outras palavras, se um evento
pode ser dividido em duas etapas, a incerteza total associada a esse evento deve ser a
soma das incertezas de cada etapa, levando em conta a probabilidade de cada subdivisdo
ocorrer. Isso garante que a medida de informacdo seja consistente, independentemente

de como a escolha é estruturada.

Para essa terceira afirmac3o, temos o seguinte exemplo: no lado direito da Figura[59] temos
trés possibilidades de escolhas, cada uma com uma probabilidade diferente. No lado esquerdo
da Figura 59, escolhemos primeiro entre duas possibilidades, cada uma com probabilidade
1/2, e caso ocorra a segunda escolha, faremos outra escolha com probabilidades 2/3 ou 1/3.

Dessa maneira, o resultado final tem as mesmas probabilidades como no primeiro caso. Ent3o,

Figura 58 — Decomposicdo de uma escolha a partir de trés possibilidades.

1/2 1/2
1/2
1/3

2/3 1/3

1/3>1/6

178 1/2

Fonte: SHANNON| (1948)

H (1/2,1/3,1/6) sera igual a:

p(AEN Sn ()l 2h)
2°3°6 2°2 2 33

onde o coeficiente 1/2 é devido a segunda escolha acontecer metade das vezes.
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Baseado nessas propriedades, SHANNON ((1948)) demonstrou que a tnica funcdo H que as
satisfaz é dada pela seguinte forma:
n
H = —KZpi log p;, (A.4)
i=1
em que K é uma constante positiva. A equacao possui a mesma forma da equacado
encontrada na mecanica estatistica, onde p; representa a probabilidade de um sistema estar
em um determinado estado no espago de fase. Sendo assim, SHANNON| (1948) denomina
essa equacao como a entropia de um conjunto de probabilidades py,...,p,. Essa medida
desempenha um papel fundamental na teoria da informacao, funcionando como uma medida
de informacdo, escolha ou incerteza. A Figura 59 ilustra o comportamento da equacio [A.4] no

caso de duas possibilidades, com probabilidades pe g =1 — p.

Figura 59 — Entropia no caso de duas possibilidades com probabilidades p e (1 — p).

o yd ™

BITS

Fonte: SHANNON| (1948)
A equacio possui algumas implicacdes que a tornam uma escolha apropriada para
medir a informacao

» H = 0 quando ha apenas uma possibilidade com probabilidade igual a 1, enquanto

todas as outras tém probabilidade nula. Nesse caso, a entropia desaparece, pois ha
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certeza absoluta sobre o resultado. Em qualquer outro cenério, H sera positiva, indicando

incerteza.

A entropia é maxima quando todas as possibilidades s3o igualmente provaveis. Esta é a

situacdo mais incerta da saida.

Considerando dois eventos = e y, com m possibilidades para o primeiro e n para o
segundo, sendo p(i,7) a probabilidade conjunta de ocorrer i para o primeiro evento e j
para o segundo, a entropia conjunta do evento é fornecida por
H(zy) = = p(i.j) logp(i.j) (A.5)
2%

enquanto que

H(x) = = p(i.j)log > p(i.j)

(A.6)
H(y) = = >_p(i.j)log 3 p(i.j)-
Pode-se entdo demosntrar
H(zy) < H(x)+ H(y). (A.7)

Entdo, a incerteza de um evento conjunto é menor ou igual a soma das incertezas
individuais. A igualdade se mantém apenas para o caso em que os eventos sejam inde-

pendentes.

Qualquer mudanca de modo a igualar as probabilidades py, ps, . . . , p, aumenta a entropia

H.

Considerando dois eventos ndo necessariamente independentes = e y, a probabilidade
condicional p;(j) de que se obtenha o valor j no evento y dado que obtivemos o valor
7 no evento x é:
, P,
pi(j) = Z](p(l,)j) (A.8)
Com isso, a entropia condicional H,(y) é definida como a média da entropia de y para
cada valor de z, ponderada de acordo com a probabilidade de se obter um particular z,

isso é:

H,(y) = —>_p(i,j)log pi(5). (A.9)

’L"j
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Essa medida nos fornece o qudo incertos estamos em relacdo a y, em média, quando

conhecemos z. Substituindo o valor de p;(j) na Eq. podemos obter a seguinte relacao:
H(z,y) = H(x) + Hy(y), (A.10)

Ou seja, a incerteza conjunta do evento x e y é a incerteza de x mais a incerteza de y

quando conhecemos .

» Dadas as propriedades anteriores, pode-se demonstrar que:
H(y) > H.(y), (A11)

isso nos informa que a incerteza de y nunca é aumentada devido ao conhecimento de

x. Ela ird diminuir, a menos que = e y sejam independentes.

Uma vez destacadas essas implicacdes, retomamos nossa atencao em medir H para uma
fonte de informac3o. Para cada estado possivel i, teremos um conjunto de probabilidades de
transicdo p;(j) para produzir os varios possiveis simbolos j. A entropia desse sistema sera
dada pela entropia H; referente ao estado ¢ ponderado pela probabilidade de ocorréncia P; do

estado 7. Portanto,

H = ZPZ'Hz‘ = — ZPH%U) log pi(j)- (A.12)

Essa é a entropia da fonte por simbolo de texto. Para um processo de Markov com uma taxa

de tempo definida, temos a entropia por segundo.

em que f; é a frequéncia média, por segundo, do estado i. Sendo assim, H e H' medem a
quantidade de informacdo gerada pela fonte por simbolo e por segundo, respectivamente.
Para o caso em que os simbolos sdo independentes, a entropia é diretamente calculada pela
Equacdo [A.4] Para essa configuracdo podemos calcular a entropia para uma longa mensagem
composta da sequéncia de N simbolos formada por um conjunto de n possiveis simbolos. A
probabilidade de uma determinada sequéncia é calculada pelo produto das probabilidades indi-
viduais de cada simbolo que compde essa sequéncia. Por exemplo, para a sequéncia abc...jk,
a probabilidade de obter essa sequéncia serd dada por p(a)p(b)p(c)...p(j)p(k). No entanto, o
nimero de ocorréncias do simbolo = em uma sequéncia de N simbolos é determinado pelo pro-

duto p; N, ou seja, o simbolo 7 aparecera, em média, p; N vezes no produto das probabilidades.
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Com isso, a probabilidade dessa mensagem sera

N_psN W N
=pi s b (A.14)
aplicando a funcdo logaritmica em ambos os lados, teremos:

bgp:fV}:mh%pi

logp=—-NH (A.15)
log(1/p)
H=—""'""=
N

Dessa forma, a entropia H de uma sequéncia de simbolos é calculada pelo logaritmo da
probabilidade reciproca da sequéncia dividido pelo nimero de simbolos. Entretanto, existe a
possibilidade de ndo termos conhecimento da probabilidade do surgimento de um simbolo 7, e
ou da probabilidade transitiva do aparecimento do simbolo j apds o simbolo 7. Para esse caso,
SHANNON (1948) demonstra dois teoremas para determinar H e H' limitando as operagdes
diretamente da estatistica da sequéncia da mensagem. O primeiro deles considera o calculo
de uma entropia parcial, uma vez que nao podemos inferir completamente a distribuicao de
probabilidade da fonte, apenas as probabilidades parciais. Considerando entdo que p(B;) seja

a probabilidade de uma sequéncia B; de simbolos vindos da fonte de informac3o, temos que:

= ——Zp ) log p(B;) (A.16)

onde a soma é realizada sobre todas as sequéncias de B; contendo N simbolos. Assim, Gy é

uma funcdo monotonicamente decrescente de N e
lim Gy = H. A.17
N—o00 N ( )

O outro teorema considera agora a probabilidade p(B;,S;) da sequéncia B;, de N — 1
simbolos, ser seguida pelo simbolo S}, e que pg,(S;) = p(B;,S;)/p(B;) seja a probabilidade
condicional de S; apés B;. Considere entdo que

Fy ==Y p(B;,S;)log ps,(S;), (A.18)
2%

onde a soma é realizada sobre todos os blocos de B; de N — 1 simbolos e sobre todos os
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simbolos S;. Dessa forma, Fiy é uma funcdo decrescente monotdnica de NV,

1 N
GN— N7 Fnu
N3 (A.19)
FN S GN7
lim Fy = H

Em resumo, esses teoremas nos fornecem uma série de aproximacGes para H considerando
apenas a estrutura estatistica da sequéncia ao longo dos /N simbolos. Temos em F)y a entropia
de N-ésima ordem de aproximacdo para a fonte discutida. Assim, se ndo houver nenhuma
influéncia estatistica se estendendo apds /N simbolos, temos que Fyv = H.

Essa secdo nos fornece apenas uma simples introducao a teoria da informacao, abordando
0s conceitos necessarios para o entendimento deste trabalho ao longo das outras secGes. Para
as derivacdes de algumas equacdes e teoremas, o leitor pode verificar em (SHANNON, [1948)).
Para outros conceitos e uma leitura mais aprofundada sobre o tema, recomenda-se consultar

(MACKAY; KAY, 2003).
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