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RESUMO

Neste trabalho, estudamos o modelo autorregressivo de valores inteiros nao negativos com
coeficiente aleatério e inovacdo seguindo distriuicdo de Poisson, conhecido como RCINAR(1).
Propomos também uma extens3o desse modelo, denominada RCZINAR(1), cuja inovac3o se-
gue uma distribuicdo Poisson inflacionada de zeros, sendo especialmente dtil para modelar
dados de contagem que apresentam um ndmero maior de zeros que o esperado. Desenvol-
vemos um algoritmo via abordagem Bayesiana para estimacdo dos parametros dos modelos
RCINAR(1) e RCZINAR(1). Implementamos estudos de simulagdo com o intuito de avaliar
as metodologias propostas. Além disso, ajustamos o modelo para um conjunto de dados re-
ais, comparamos seus resultados e utilizamos o método Bootstrap em blocos para estimar a

distribuicdo preditiva.

Palavras-chave: RCINAR(1), RCZINAR(1), Distribuicdo Poisson Inflacionada de zeros, Abor-

dagem Bayesiana



ABSTRACT

In this work, we study the random coefficient integer-valued autoregressive model with inno-
vations following Poisson distribution, known as RCINAR(1). We also propose an extension
of this model, called RCZINAR(1), where the innovations follow a zero-inflated Poisson dis-
tribution. This extension is particularly useful for modeling count data that exhibit a higher
number of zeros than expected. We developed an algorithm throught a Bayesian approach
to estimate the parameters for the RCINAR(1) and RCZINAR(1) models. We implemented
simulation studies to evaluate the proposed methodologies. Furthermore, we fit the model to
a set of real data, compared their results, and we use block Bootstrap method to estimate the

predictive distribution.

Keywords: RCINAR(1), RCZINAR(1), Zero-inflated Poisson distribution, Bayesian approach.
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1 INTRODUCAO

A anélise de séries temporais é amplamente utilizada em diversas areas do conhecimento.
Por exemplo, [Schneckenreither et al| (2023) apresentam um estudo de séries temporais no
ambito de doencas infecciosas, no qual s3o apresentados alguns métodos que visam fornecer
informacdes sobre os surtos epidémicos. Outro exemplo é o interesse na taxa de conversio
de um andncio publicitario, como visto em |Gong et al.| (2015). Além disso, |Costa, Ferreira e
Cordeiro (2015) discutem a aplicagdo de modelos de séries temporais em dados climaticos,
destacando sua importancia na analise e previsdo de varidveis meteorolégicas, entre outros
casos. Em comum, essas séries temporais sao utilizadas para analisar e prever o comportamento
da variavel resposta ao longo do tempo.

As séries temporais podem assumir valores continuos ou discretos. Séries temporais discre-
tas, podem ser classificadas como séries de contagem, séries binarias, entre outras. Em relacdo
as séries de contagem, um dos modelos mais conhecidos para a modelagem desse tipo de da-
dos é o processo autorregressivo de valores inteiros de primeira ordem, INAR(1), introduzido
por McKenzie ((1985) e |Al-Osh e Alzaid| (1987). Os autores consideraram que as inovacdes
seguem uma distribuicdo Poisson. Posteriormente, |Jazi, Jones e Lai (2012) propuseram o
processo ZINAR(1), que supde inovacdes seguindo uma distribuicdo Poisson Inflacionada de
Zeros. |Garay et al.| (2020) estenderam o modelo para ZINAR(p) e desenvolveram um algo-
ritmo MCMC (Cadeia de Markov Monte Carlo) para estimar os pardmetros, sob abordagem
Bayesiana. |Garay et al.| (2022)), também apresentaram o estudo do modelo INAR(1) com uma
classe de distribuicoes inflacionadas em zeros para a distribuicao de inovacao, além de discutir
caracteristicas da classe e, estimacdo dos parametros, ainda apresentam métodos Bootstrap
para obter intervalos de confianca.

Por outro lado, [Zheng, Basawa e Datta (2007)) propuseram um processo autorregressivo
de valores inteiros ndo negativos de primeira ordem, com coeficiente aleatério, baseado na
transformacao logito. A literatura possui outros estudos sobre 0 modelo RCINAR em diferentes
condi¢bes. Por exemplo, Zhang, Wang e Yang| (2020)) exploram o processo RCINAR(1) com
marginais binomiais negativas generalizadas, originalmente proposto por WeiB| (2008). Neste
estudo, eles estimam os parametros desse processo usando métodos classicos e Bayesianos. Ja
Awale e Kashikar| (2023) propdem um modelo autorregressivo inteiro de coeficiente aleatério

de ordem 1, com estrutura sazonal.
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Neste trabalho estudaremos o modelo RCINAR, de ordem 1, por ser um modelo mais flexi-
vel, pois permite variacdes no coeficiente do processo quando supomos diferentes distribuicoes.
Ainda em relacao ao coeficiente do processo, o abordaremos de duas formas distintas. |Zheng,
Basawa e Dattal (2007)), sugerem o uso da transformacdo logito do coeficiente, supondo distri-
buicdo Normal. Neste trabalho, supomos que a transformacao do coeficiente segue distribuicdo
t de Student, pois visa ser uma alternativa mais robusta para estimacdo do parametro de es-
cala. Além disso, também estudaremos o modelo quando a inovacao segue uma distribuicdo
Poisson Inflacionada em Zeros, que é util quando o conjunto de dados apresenta um niimero
maior de zeros do que o esperado. Utilizamos algoritmos Bayesianos para a estimacao dos pa-
rametros do modelo. Além disso, utilizamos o método Bootstrap para o calculo da distribuicao
preditiva.

Essa dissertacdo esta dividida da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos as principais
definicdes necessarias para o desenvolvimento desta dissertacdo, incluindo o operador thinning
binomial, a distribuicdo Poisson inflacionada em zeros e os modelos INAR, ZINAR e RCINAR.
No Capitulo 3, definimos o0 modelo RCZINAR, além de apresentarmos o algoritmo Gibbs para
a estimacao dos parametros dos processos RCINAR e RCZINAR, além de uma abordagem de
predicdo utilizando o método de bootstrap. No Capitulo 4, realizamos um estudo de simulacao
referente ao algoritmo proposto no capitulo anterior. No Capitulo 5, é feita uma aplicacao a
dados reais. Por fim, o Capitulo 6 discute as conclusGes obtidas e as possibilidades de trabalhos

futuros.
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2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo serdo apresentados alguns conceitos, definicoes e propriedades a serem

utilizados ao longo do trabalho.

2.1 OPERADOR THINNING BINOMIAL

O operador thinning binomial, proposto por [Steutel e Van Harn| (1979) é definido como:

Y
=1

em que Y é uma variavel aleatdria inteira ndo negativa, ¢ € [0, 1], { X, }icz é uma sequéncia de
varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (iid), que seguem distribuicdo
Bernoulli, com pardmetro ¢, independente de Y. Note que, para y > 0, po Y|Y =y ~
Bin(y, ¢) e paray =0, ¢ o Y|Y = y é uma varidvel degenerada em 0. Podemos interpretar
o operador thinning como a parcela de observacdes passadas que permaneceram no tempo
presente, de acordo com uma certa probabilidade.

Silva e Oliveira (2004), WeiB| (2008) entre outros autores discutiram e apresentaram pro-
priedades do operador thinning. A seguir sdo apresentadas algumas dessas propriedades.

Assim, seja Y uma v.a. ndo-negativa de valores inteiros e o e 3 valores reais pertencentes
ao intervalo [0,1], ent3o:

(i)0oY =0,

(i) loY =Y,
(iii) (aB) oY L ao (BoY),
(iv) E(aoY) =aE(Y),
(v) E((aoY)?) =a?E(Y?) + a(l —a)E(Y),
(vi) Var(aoY) = a? Var(Y) + a(1 — a)E(Y).

Além do operador thinning binomial, outros operadores thinning foram propostos na litera-
tura, como por exemplo o operador thinning binomial negativo, definido por [Ristic, Bakouch e
Nastic| (2009)), que utiliza a distribuicdo geométrica como sua sequéncia de variaveis aleatérias

iid (Y;) e o operador thinning hipergeométrico definido por Al-Osh e Alzaid| (1991).
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2.2 MODELO INAR(1)

O processo autoregressivo de valores inteiros ndo negativos de primeira ordem (INAR(1)),

introduzido por McKenzie| (1985)), é definido por:

Yt:gbo}/;_l—{—Zt,tEZ, (22)

em que {Z;}icz é uma sequéncia de varidveis aleatdrias ndo negativas assumindo valores
inteiros, iid com média p e variancia o2 finitas, com Z, independente de Y;_;, Vt € Z.

De acordo com |Al-Osh e Alzaid ((1987)), Z; sdo definidas como inovacdes e so interpretadas
como o niimero de elementos adicionados ao processo, no intervalo de tempo (t—1, ¢]. A fungdo
"¢oY;_1" indica a quantidade total de elementos presentes no instante t—1, que permaneceram
no processo no instantante ¢t. Podemos ilustrar o modelo com uma série de registros semanais
de chegada em uma unidade de terapia intensiva (UTI). Conforme a abordagem proposta, o
nimero total de pacientes para a préxima semana é obtido pela soma dos pacientes que ainda
permanecem internados, com base em uma probabilidade fixa de permanéncia, e o niimero de
novos internamentos, que segue uma distribuicdo discreta de probabilidade.

Por substituicoes recursivas, podemos obter a distribuicdo marginal do processo em termos

da inovacao, isto é:

i £Y ¢ oz
=0

Para ¢ € (0,1) teremos um processo estacionario de segunda ordem, cuja média e a

variancia sao dadas respectivamente por:

2
e Var (Y;) = ppto”

1— ¢?

Se ¢ = 1, o processo se torna ndo estacionario, pois o processo mantém uma tendéncia

E (V) =

i
1-¢

de crescimento ao longo do tempo. Caso ¢ = 0, o processo depende apenas da inovacao, ou
seja, os valores de Y; ndo vao depender dos valores passados Y;_.
As funcdes de autocovariancia e autocorrelacdo de defasagem h, sdo expressas respectiva-

mente por:
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v(h) = Cov (V;, Yin) = 029", h=0,£1,42,...

h
p(h):M=¢h, h=0,4+1,+2, ...

Podemos notar que a funcdo de autocorrelacdo do processo nao depende da distribuicao
da inovacdo. Além disso, apresenta um decaimento exponencial que depende apenas do deslo-
camento h. Em outras palavras, quanto maior for a defasagem, menor sera o valor da funcao

de autocorrelacdo, considerando ¢ € (0, 1).

2.3 DISTRIBUICAO POISSON INFLACIONADA DE ZEROS

Uma variavel aleatéria Z segue uma distribuicdo Poisson inflacionada de zeros, com para-

metros p e A, denotada por Z ~ ZIP(p, \), se sua funcdo de probabilidade, é dada por:

p+ (1 —pe™? ifz=0

P(Z =2z2)=
(1—p)e2X, if 2=1,2,...
equivalentemente podemos escrever,
P(Z =2)=pliy(2) + (1 — p)e *N\*/zl, 2=0,1,2,..., (2.3)

emque A >0, 0 < p <1e, Ijp(2) é a fungdo indicadora, definida por:

1 sez=0,

I{O}(Z) =
0 sez#D0.

A média e a variancia da variavel aleatéria Z s3o dadas respectivamente por:

E(Z) = X1 - p),

Var(Z) = M1 = p)(1 + pA) = pz(1 + pA)
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Note que, se p = 0, Z segue uma distribuicdo de Poisson, com 7 = 0%, se p > 0, teremos
0% >y, ou seja, nossa distribuicdo é sobredispersa.

A distribuicdo ZIP, faz parte de uma classe de distribuicGes inflacionadas em zeros, que tem
o objetivo de modelar dados que apresentam uma quantidade maior de zeros que o esperado.
Para mais detalhes, podemos consultar |Garay et al.| (2022), que apresentam uma classe de
distribuicdes inflacionadas em zeros, que tem como casos particulares Poisson Inflacionada em
Zeros (ZIP), Binomial Negativa Inflacionada em Zeros (ZINB) e Poisson Inversa Gaussiana In-
flacionada em Zeros(ZIPIG). Além disso, também apresentam a extensdo do modelo INAR(1),

considerando a classe de distribuicdes inflacionadas em zeros.

2.4 MODELO ZINAR(1)

Al-Osh e Alzaid (1987) propuseram que a inovacdo segue uma a distribuicdo de Poisson.
No entanto, em muitos casos, essa suposicao pode nao ser adequada para modelar os dados,
como por exemplo, se os dados observados tém uma varidncia maior que a média (sobredis-
persdo), a distribuicdo Poisson pode n3o ser adequada. Como resultado, foram desenvolvidos
novos modelos que buscam atender as necessidades especificas na anélise de certos conjuntos
de dados. Em dados de contagem, é comum a incidéncia de zeros ser maior do que o esperado,
assim |Jazi, Jones e Lai| (2012)) sugerem que as inovacdes do modelo INAR(1) sigam a distri-
buicdo Poisson Inflacionada de Zeros (ZIP). Retomando o exemplo dos registros de entrada
em uma UTI, mencionado anteriormente, é possivel cogitar a possibilidade de periodos nos
quais n3ao ha novas entradas de pacientes. Nessas circunstancias, é interessante a escolha de
uma distribuicao que considere o excesso de zeros.

Como apresentado por {Jazi, Jones e Lai| (2012)), dizemos que o processo {Y;}icz € um
processo autorregressivo para valores inteiros de primeira ordem, com inflacio de zeros, de-
notado por ZINAR(1), se as inovacdes seguem a distribuicdo Poisson Inflacionada de Zeros,
com parametros \ e p.

A média e a variancia do processo ZINAR(1) sdo dadas respectivamente por:

Al =p) 2 _ AML=p)A+¢+pA)

1—¢ 1 — ¢?
O parametro p determina a proporcao de zeros na distribuicdo ZIP. Portanto, quanto mais

préximo de 1, menor serd a média do processo, assim como sua variabilidade.
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2.5 MODELO RCINAR(1)

Em SecGes anteriores, utilizamos o nimero de entradas em uma UTI como exemplo para
ilustrar o funcionamento do modelo proposto. Ao retornar a esse exemplo, é possivel considerar
que a probabilidade de permanéncia pode n3o ser constante em um determinado periodo.
Durante periodos que apresentam surtos epidémicos de certas doencas, por exemplo, é possivel
que o nimero de entradas aumente consideravelmente. Por essa razdo, é interessante propor
um modelo que, além das suposicdes anteriores, considere um coeficiente variavel como uma
alternativa para capturar as variacdes do processo, ou seja, o coeficiente sera aleatério e poderd
se adaptar aos diferentes contextos.

Zheng, Basawa e Datta| (2007)) propdem um modelo autorregressivo de valor inteiro com
coeficiente aleatério de primeira ordem, baseado na transformacdo logito. Eles estabelecem a
ergodicidade do processo, tornando possivel inferir sobre o comportamento do processo em
longo prazo com base em observacdes de curto prazo. Além disso, apresentam estimadores de
minimos quadrados condicionais e quase verossimilhanca, bem como propriedades assintéticas
da distribuicao desses estimadores.

Zheng, Basawa e Datta| (2006)), também apresentaram um modelo autorregressivo de va-
lor inteiro, de ordem p com coeficiente aleatério para dados de contagem. Novamente, as
propriedades de ergodicidade sdo abordadas e métodos de maxima verossimilhanca, minimos
quadrados condicionais, quase verossimilhanca modificada e método generalizado dos mo-
mentos sdo utilizados para estimar os pardmetros do modelo. E importante mencionar que
para a analise de dados reais, foram propostos alguns modelos para capturar a tendéncia e
a sazonalidade dos dados, mas foram observadas algumas problematicas na estimacdo, como

estimativas que ndo pertenciam ao espaco paramétrico.

2.5.1 Definicao e Propriedades

Seja {Y;}icz um processo autoregressivo para valores inteiros de primeira ordem, com

coeficiente aleatério, denotado por RCINAR(1), definido por:

Y, =¢0Y1 + Z, (2.4)
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em que, {¢;}ez € uma sequéncia iid de varidveis aleatérias definida em [0,1); Z; é uma
sequéncia de variaveis iid com distribuicdo Poisson(\), além disso, assumiremos que Z;, ¢,
sao independentes entre si e independentes em relacao a Y; 1Vt € Z, com isso, temos que as
inovacoes e o coeficiente do processo ndo sdo influenciados pelos valores anteriores da série
temporal.

Temos que, Y; € um processo de Markov e, sua probabilidade de transicao é dada por:

Pyj=PY,=i|Y1=j,¢=a)

=P(poYia+Zi=i|Yi1=j,¢6=a)
min(z,5)
= Z P(¢t0Yt—1:k‘|Kt—l:j»@:a)P(Zt:i—k’|Yt—1:j,¢t=a)
k=0
min(z,5)
= Z P(poYin=k|Yia=j,0r=0a)P(Z=i—k)
k=0

_ mmz(m) K}i) /Ot af (1 —aY ™" fy(a)da| f1(i — k) (2.5)

k=0

Seja E(¢¢) = ¢, Var(¢;) = U¢> E(Z) =\ Var(Z,) = 0% e, 72 = ¢* + U¢> Parat > 2
(i) E(Yi|Yio1) = @Y1 + A

(i) E(Y:) = A/(1 = ¢),se E(Yp) = A/(1-0)

(iii) Var(Yi|Yi-1,¢:) = (1 — ¢0) Y1 + 02

(iv) Var(Yy[Yi-1) = 03Y2, + (¢(1 — ¢) — 03)Ye1 + 02

(v) Var(Yy) = b/(1—7%)

(vi) Cox(Yiy, Yy) = 6" Var(Yy), k > 0.

As provas das propriedades (i)-(iv) sdo dadas a seguir, ja as propriedades (v) e (vi) podem

ser vistas em Zheng, Basawa e Datta (2007)).

(i) E(Y: | Yio1)

(B (Y | Yie1,é0) | Vi)

(E (¢ oY1+ Zi | Yiea, ¢4) | Yia)
(E

(

(oY | Yier,00) | Yimr) + E(E(Zy | Ve 00) | Yica)
G Yio1 | Vo) + A
=Y, 1E (o) + A

=Y 1+ A

Djtijbjbj
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(i) E(Y;) = E(E (Y | Yi-1))
=E(E Y, Y1, 00))
=E(E(¢r0Yi1+ Z | Yior, 1))
= E(E(¢- Y1 | Yic1, 60) + E(E(Zy))
=EYi_1¢0)+ A
= E(Y,1)+ E(¢) +
=oE (Y1) + A
= E(Y,) —¢E (Y1) = A
— E(Y)(1-¢) =\

R e

(i) Var (Y; | Yio1,¢0) = Var (¢ 0 Yia + Z; | Yior, &)
= Var (¢, 0 Y1 | Yio1, &) + Var (Z,)
=gy (1= ¢1) Yoy + 07
(iv) Var (Y; | Yio1) = E[Var(Y; | Yie1, &1) | Yioa] + Var(E[Y; | Y1, ¢4 | Yie)
= E[¢:(1 — ¢)Yi1 + 0% | Yioa] + Var(éY, 1 | Yia)
= (¢(1—¢) —02)Yir + 05 + Y/ 05

=3V 4 (¢(1 = ¢) — 03) Y1 + 07
Zheng, Basawa e Datta| (2007) provam que o processo {Y;} é uma cadeia de Markov
irredutivel, aperiédica, e recorrente positiva (e portanto ergddica). Além disso propriedades

como periodicidade, recorréncia e ergodicidade sao comentadas e podem ser vistas com mais

detalhes em [Ross) (1996)).



20

3 PROCESSO RCZINAR(1)

No Capitulo anterior, foram apresentados conceitos fundamentais para a compreensao
deste e dos préximos capitulos. Um desses conceitos é o operador de thinning Binomial, que
quantifica o nimero de observacdes remanescentes do tempo t — 1 no tempo t. Além disso,
supomos que as inovacoes seguem uma distribuicao Poisson inflacionada em zeros.

Além disso, foi apresentado o processo INAR(1) e suas extensdes, como ZINAR(1), em
que a inovacdo passa a seguir a distribuicdo Poisson inflacionada em zeros, e RCINAR(1), em
que o coeficiente passa a ser aleatério, mas a inovacao ainda segue distribuicido Poisson.

O modelo RCINAR pode apresentar algumas limitacdes. Em particular, quando o conjunto
de dados a ser analisado apresenta uma porcentagem significativa de zeros. A proposta deste
capitulo é definir o modelo RCZINAR(1), em que a a distribuicdo da inovac3o segue uma distri-
buicao Poisson inflacionada de zeros. Essa proposta é adequada para cenéarios que apresentam
dados com mais zeros que o esperado. Neste capitulo apresentaremos, sob enfoque Bayesiano,

a metodologia para a estimacdo dos parametros dos processos RCINAR e RCZINAR.

3.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Dizemos que o processo {Y;}icz é um processo inteiro autoregressivo de primeira ordem,
com coeficiente aleatério e inovacdo seguindo uma distribuicdo Poisson inflacionada em zeros,

denotado por RCZINAR(1), definido por:

Yi=¢i0Yi 1+ Zy, (3.1)

em que, {¢;}ez € uma sequéncia iid de variaveis aleatérias definidas em [0,1); {Z;} é uma
sequéncia de variaveis i.i.d com distribuicdo Poisson inflacionada em zeros com parametros
p e A, além disso, assumiremos que Z; e ¢; sao independentes entre si e independentes a
Y;_1. Nesta dissertacdo, iremos utilizar a funcao de transformacao logito para modelagem do
coeficiente, O uso da funcao logito possibilita a modelagem com distribuicoes de probabilidade
definidas no intervalo (—oo, +00) e garante que o coeficiente ¢ esteja no intervalo [0, 1). Ent3o,
teremos W, tal que W; = log(¢;/1 — ¢;). Assumiremos duas distribuicdes diferentes para W;:

(1) W, = log (lf’;t) ~ N(a, 0?)

(2) W; = log (1%%) ~ ty(a, 0?)
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3.2 FUNCAO DE VEROSSIMILHANCA

Seja y = {y1,v2,...yn} realizacdes do processo RCINAR(1). Denote o vetor de pa-
rametros desconhecidos por 8 = (a, 02 \) para W; ~ N(a,0?) e 8 = (a,0% v, )\) para
W; ~ t,(a, 0?). Denotamos também a funcio de probabilidade conjunta de y, por f(y|0). A

funcao de verossimilhanca é dada por:

L(y1,Y2,---Yn | 0) = f(11 | 9)if1,f(yt| Yi-1; 0). (3.2)

Para mais detalhes, sobre a funcdo de maxima verossimilhanca em contextos relacionados
a andlise de séries temporais, veja |Hamilton| (1994). Considerando que Y; | € segue uma
distribuicdo Poisson, e utilizando a probabilidade de transicdo dada por (2.5)), a funcdo de

verossimilhanca pode ser reescrita como:

L(y | 0) = f2(=) tﬁQ{ (?é/t ! [(ytk1> /Ot O (1- ¢1)yt717k quﬁl] fz(ye — k)} )
em que, fz(.) denota a funcdo de probabilidade da distribuicdo de Poisson, e ¢; = exp(W;)/(1+
exp(Wh)).

Por outro lado, para o processo RCZINAR(1), denotamos o vetor de pardmetros desco-
nhecidos 8 = (a, 02, p, \) quando W; ~ N(a,0?), 8 = (a, 02, v,p,\) para W; ~ t,(a, 0?).
A funcdo de verossimilhanca sera dada pela Equacdo (3.2), em que Z segue uma distribuicdo

Poisson inflacionada de zeros, dada por:

p+(1—ple?, ifz=0
P(Z =z)= ( )

(1— p)e2xt, if 2=1,2,...

2!

A seguir, apresentaremos a metodologia para estimar os parametros, para 0s processos

RCINAR(1) e RCZINAR(1), sob abordagem Bayesiana.

3.2.1 Modelo RCINAR

Nesta secdo apresentaremos o algoritmo para estimacdo dos pardmetros para o processo

RCINAR(1), considerando W; ~ N(a, 0?) e W; ~ t,(a, 0?).
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O primeiro passo é a especificacdo de distribuicoes a Priori para os parametros. Como ndo
temos conhecimento prévio sobre os parametros, escolhemos prioris fracamente informativas,
que sdo escolhas realizadas de forma a nao impor fortes suposicoes sobre os parametros.

Considere W; ~ N(«,0?) e W; ~ t,(a, 0?), com vetores de pardmetros 8 = (\, o, 0?) e
0 = ()\,a, 0% v), respectivamente. Assumindo independéncia entre os pardmetros das distri-
buicoes a priori:

(-) Para o caso Normal, temos que:

7(0) = (), o, 0?) = 1(N)7w(a)m(o?).

A seguir, sdo apresentadas as seguintes distribuicdes a priori:

A~ Gamma(A,\,B)\),
Q N(,ua,ai),

7 ~ Gamma(A,, B,).

Como sugerido por |Garay et al.| (2015), optamos por utilizar o pardmetro de precisdo (7)
no lugar de o2, tal que 0? = 1/7.

(-) Para o caso t, temos que:
m(0) = 1\, o, 7, v) = (M) ()7 ()7 (V).

Além das distribuicbes a priori consideradas previamente, para o caso em que W; ~
t,(c, 0?), consideramos também a priori hierdrquica para o pardmetro v, como sugerida por

Cabral, Lachos e Madrugal (2012), isto é:

v |k~ Exp(k).
K ~ U(0.01,0.5).

em que, N(fi,, 02) denota a distribuicdo Normal, com —co < p < +00, 0% > 0, Gamma(A, B)
denota a distribuicdo Gamma, com pardmetros A > 0, B > 0 e esperanca A/B, U(0.01,0.5)
denota a distribuicdo Uniforme definida no intervalo (0.01,0.5), Exp(x) denota a distribuicdo
Exponencial, tal que, seu valor esperado é 1/, com k > 0. Utilizando a mesma abordagem

que em |Garay et al.| (2020), os hiperparametros s3o fixos e conhecidos.
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3.2.2 Algoritmo MCMC

De acordo com (Gamerman e Lopes| (2006, p. 142), o amostrador de Gibbs é um método
MCMC, em que o kernel de transicdo é formado pelas distribuicées condicionais completas. O
amostrador de Gibbs é uma técnica MCMC muito utilizada em Inferéncia Bayesiana, quando
as condicionais completas sdo possiveis de serem obtidas. Essa técnica permite a atualizacao
sequencial dos parametros do modelo, baseada na geracdo de dados obtida pelas distribuicGes
condicionais completas, resultando em amostras da distribuicdo a posteriori.

Considerando uma abordagem similar a|Garay et al.| (2020)), com o uso de varidveis latentes,
desenvolvemos um algoritmo do tipo MCMC.

Seja y = {y1,92, - ,yn} realizacdes do processo RCINAR(1), definimos as varidveis

latentes:

Sy = ¢t oY1, (3-3)

em que, pela equacdo (2.1)), S; | ¢¢;y:—1 ~ Bin(y,_1, ¢¢), quando Y;_; > 0 e uma distribuicdo
degenerada em zero quando Y;_; = 0. E para W; ~ t,(«, 0?), considerando sua representacio

hierarquica, temos que U; ~ Gamma(v/2,v/2) e:
W, | Uy = u ~ N(a, 0% /u) (3.4)

Pela definicdo do processo (2.4), temos que Z; = Y; — S; e, supondo independéncia entre
Si|Yi_1, ¢i, € Zy|\. Entdo:

7 (2 50, w0 | Yi-1,0) = 7 (20 | N7 (50 | ye-1; ) 7 (wi | a5.07) (3.5)

Pelo teorema de Bayes, segue que:

W(Ztastawt | yt,yt_lﬂ) X W(yt | ZtuStawtayt—lae)ﬂ-(zhstawt | yt—lae)' (3-6)

Da Equacio ([2.4)), temos que

7T (yt | Zty Sty Wi, Yr—1, 0) = I{ZiJrSt} (yt) (37)
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entao,

™ (Ztv St, Wt ‘ Yt, y(tfl)a 0) x (Zta St, Wt ‘ y(tfl)y 0) [At (Zt7 St wt) (38)

em que,

Ay = {(z, 8,wy) 520 € {0,1,... 1,0 < sy <y, 20 +8¢ =y, wy € {0,1}}, tal que  (3.9)

1 se (z, 8, wy) € Ay,
I{At}(zta Sty wt) -
0 caso contrario .

Utilizando as distribuicoes a priori dadas na Secdo anterior, a funcdo de verossimilhanca

completa de s, z, w, 0 é dada por:

W(S,Z,W,e | y) X H {/N (Zhstawt | yt—lag)}ﬂ(e)

t=2

) () (- e

A partir da equacao acima, podemos obter as condicionais completas.

Embora as condicionais completas de A, o, 02, tenham formas conhecidas, o mesmo nio
é vélido para {s;,w;}. Nesses casos, utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings, como
proposto por |Garay et al.| (2020). A seguir, listamos os passos do algoritmo MCMC:

» Passo 1: Gere A, a partir da distribuicdo condicional completa:

Ay,s,z,w,a, 7 ~ Gamma (Z (ye —s¢) + Ax;n— 14 BA> (3.10)
=2

» Passo 2: Gere «, a partir da distribuicdo condicional completa:

(a) Para o caso Normal:

1 —1
n N 1 1
aly,s,z,w,\,a, 7~ N ((T;wt"i_gg) (T(n—l)‘f‘ﬁ) §<T(”_1)+U§> )

(3.11)
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(b) Para o caso t:

-1 -1
aly,s,z,w,u,\,a,7,v~ N (TZutwt+Mz> (TZut+2> : <TZut+2> )
g t=2 Oa t=2 Oa

t=2 «
(3.12)
» Passo 3: Gere 7, a partir da distribuicdo condicional completa:
(a) Para o caso Normal:
—1 nf _ 2
T | y,S,2, W, /\7 a~ Gamma (77’2 + A’m Zt2(u;t a) + BT) : (313)

Faca 02 =1/7.

(b) Para o caso t:

-1 n_ _ 2
T|y,s,z,w,u,\,a,v ~ Gamma (nz + A 22 ut(zwt @) - BT) (3.14)

Faca 02 = 1/7.

» Passo 4: (Apenas para o caso t) Gere Uy, a partir da distribuicdo condicional completa:

1 _ 2
g | Y, 2ty S, Wi, A, @, T, v ~ Gamma vt ; m(w —a)v (3.15)
2 2 2
= Passo 5: Atualize os vetores S = (sy,...5,) e Z = (z1,...,2,), por meio do algoritmo

Metropolis-Hastings, seguindo os passos:

a) Se y;—1 = 0, entdo s; = 0. Caso contrario, gere s; pela distribuicdo Binomial(y;_1, ¢:).
b) Faca z; =y — s;.

c) Gere um ndmero aleatério k& de uma distribuicdo Uniforme (0, 1).

d) Dada a amostra (s;, z;) obtida na iteracdo anterior, calcule probabilidade de aceitacdo da

amostra proposta (s;, z;):

- {W (s;",zf | yt_l,wgl,e) T (St | yt—l,wt_l) 7 1} 7 (3.16)
T (St, 2 | yt—lawt_lvg) n (37; | yt—l’wt_l)

em que, ¥, indica a observacdo t — 1, e w; ' = ¢;.
e) Se k < a, ndo rejeite a amostra proposta e defina (s, 2:) = (s}, 2;), caso contrario,

mantenha a amostra atual (s, 2;).
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= Passo 6:(Apenas para o caso Normal) Atualize o vetor W, por meio do algoritmo de
Metropolis-Hastings, seguindo passos:
a) Gere a amostra w; da distribuicdo proposta N(wy, 100)
b) Gere um nimero aleatério k de uma distribuicdo Uniforme de pardmetros (0, 1).
c) Dada a amostra w, obtida na iteracdo anterior, calcule probabilidade de aceitacdo da

amostra proposta wy:

4 — min {7‘(‘ (Wf | Y, ze5 St, Wi, Ay @, T) foo (wy | w5, 100) }
7 (we | Ye, 2, S, Wi, A\, @, T) fuo (W5 | wy, 100) 7|7

em que, f,(.) é a funcdo de densidade de probabilidade da distribuicdo Normal, e

7 (W | Y, 2t, St Wi, A, 0, T) pode ser obtida a seguir:

) exp(wy) \™ 1 s —7(w; — )?
W(wt | yt7zt78t7wt7)‘7a70 ) X exp|\—m—— .
1 + exp(wy) 1 + exp(wy) 2

d) Se k < a, ndo rejeite a amostra proposta e defina w; = wy, caso contrario, mantenha a
amostra atual wy.

» Passo 7: (Apenas para o caso t) Atualize v, por meio do algoritmo de Metropolis-
Hastings, seguindo os passos:
a) Gere um candidato v da distribuicdo proposta LogNormal(log(1;), 100).
b) Gere um niimero aleatério k de uma distribuicdo U(0, 1).
c) Dada a amostra v; obtida na iterac3o anterior, calcule probabilidade de aceitacdo da amostra

proposta v}

. 7w | y,s,z,w,u, A\ o, k) f(v |, v*,100)
a = min 1,
m(v|y,s, z,w,u,\ a,k)f(v* |, v, 100)

em que, f(v) é uma funcdo de densidade de probabilidade da distribuicdo log normal, e

(v | y,s,z, w,u, A\, , k) pode ser obtida a seguir:

AN
[SIN

ﬂ-(y ‘ y,s,z,w,u,)\,a,/@) X H{F( )utg_lexp (gut—fﬂjl/>},

14
t=2 2

d) Se k < a, ndo rejeite a amostra proposta e defina v, = v/, caso contrario, mantenha a

amostra atual v;.
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3.2.3 Modelo RCZINAR

Considere y, . . ., y, realizacdes do processo RCZINAR(1), apresentado na Equacido (3.1
Como para o processo RCINAR(1), vamos analisar dois casos, quando W; ~ N(a, 0?) e W; ~
t,(a, 0?), com vetores de pardmetros 8 = (X, p,a,0%) e @ = (), p, 0, 0%, V), respectivamente.

A seguir, as respectivas Prioris para os parametros:

Para o caso t, também temos as seguintes Prioris:

7(k) ~ U(0.01,0.5).

(v | k) ~ Exp(k).

3.2.4 Algoritmo MCMC

Considerando que Z; é uma ZIP(p, A), como apresentada na Equacdo ([2.3)). Além da

variavel latente, descrita na Equacio ([3.3)), propomos a variavel latente V;, definida por:

Vi | p ~ Ber(p), (3.17)

em que, Ber(p), denota a distribuicdo Bernoulli com pardmetro p e,

Zy | (Vi =0,)) ~ Pois()),
Zy | Vi = 1 segue uma distribuicdo degenerada em zero.

Para o caso t, as variaveis latentes utilizadas sdo S;, Uy, V4, ja descritas em ((3.3)), (3.4)), (3.17))

respectivamente.

A seguir, apresentamos o algoritmo MCMC:
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» Passo 1: Gere )\, a partir da distribuicao condicional completa:

Ay,s, z,w,v,p,a, 7~ Gamma (Zzt(l—vt)—l—A,\;Z(l—vt)—i—B)\).

t=2 t=2
» Passo 2: Gere p, a partir da distribuicdo condicional completa:

ply,s,z,w,v,a,7,\ ~ Beta (th+1;2(1—yt)+1>.

t=2 t=2

» Passo 3: Gere «, a partir da sua condicional completa dada em ([3.11) para o caso
normal, ou ([3.12)) para o caso t.

» Passo 4: Gere T, a partir da sua condicional completa dada em ([3.13) para o caso
normal, ou para o caso t.

= Passo 5: (Apenas para o caso t) Gere Uy, a partir da sua condicional completa dada em
(13.15)).

» Passo 6: Atualize o vetor latente S, Z,e V', por meio do algoritmo Metropolis-Hastings,
seguindo os passos:
a) Se y;—1 = 0, entdo s; = 0. Caso contrario, gere s; pela distribuicdo Binomial(y;_1, ¢;).
b) Faca z; =y, — s;.
c) Gere v} da distribuicdo condicional completa 7(v; | 2, yi—1, @, p, A), dada por:

p
p+ (1= p)exp(=A)

uma degenerada em zero, quando z; > 0.

Vi |Zt:zt,p,)\~Bern< >7quandozt:0,

d) Gere um nimero aleatério k, de uma distribuicdo U(0,1).
e) Dada a amostra (s, z;, v;) obtida na iteracdo anterior, calcule a probabilidade de aceitacdo

* * *Y.
da amostra proposta (s}, 2/, v}):

(i L 8) (s T o) (o6 0 p0)
" m{ w (50020 [y, i 0) 7 (s |y, wi )7 (0 | 59, A) } |
f) Se k < a n3o rejeite a amostra proposta e defina (s, 2, v:) = (s}, 2/, v}), caso contrario,
(S0, 20,00) = (837, 207 0l ™h).
» Passo 7: (Apenas para o caso Normal) Atualize o vetor W, por meio do algoritmo de
Metropolis-Hastings, seguindo os mesmos passos do modelo RCINAR, definido em ([3.2.2)).

= Passo 8: (Apenas para o caso t) Atualize v, por meio do algoritmo de Metropolis-

Hastings, seguindo os mesmos passos do modelo RCINAR, definido na Subsecao 3.2.2|
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3.3 PREVISAO

Um dos interesses em estudar séries temporais é realizar previsdes. No capitulo anterior,
vimos algumas propriedades do modelo RCINAR(1), e nas Secdes anteriores deste Capitulo,
apresentamos o modelo com inflagdo em zeros, definido por RCZINAR(1) e também o al-
goritmo para estimacdo dos seus parametros. Nesta Secao propomos uma alternativa para o
calculo da previsao.

A esperanca condicional, E(Y;41|Y: = ), é uma previsdo pontual que minimiza o erro
quadratico médio, como evidenciado por [Jazi, Jones e Lai| (2012).

Garay et al.| (2022), apresentam o modelo INAR(1) com inovagdes inflacionadas em ze-
ros, desenvolvem um algoritmo para estimacao e, propdem duas alternativas Bootstrap para
construcdo de intervalo de confianca para os parametros e previsdo, sendo elas: Abordagem
de bootstrap paramétrico e abordagem de bootstrap de blocos méveis. Bertail et al.| (2024)
realizam um estudo sobre o modelo INAR(p) com inovacdes inflacionadas em zeros, apre-
sentam um método para estimacao dos parametros e, desenvolvem um método de bootstrap
regenerativo para construcdo de intervalos de confianca para os parametros e para estimar as
distribuicGes preditivas.

Nesta dissertacdo usaremos o Bootstrap em Blocos para o célculo da distribuicdo de pre-
dicdo. Essa abordagem preserva a estrutura de dependéncia temporal dos dados. A seguir o

algoritmo para o Bootstrap em Blocos Méveis para previsao:

3.3.1 Abordagem Bootstrap em Blocos Mdéveis

O algoritmo de Bootstrap em Blocos Méveis consiste em dividir a série temporal original em
blocos sobrepostos, preservando a dependéncia temporal dentro de cada bloco, e gerar novas
amostras por meio de amostragem com reposicao desses blocos. Para cada amostra bootstrap,
os parametros do modelo sdo estimados utilizando o método MCMC, sendo posteriormente
empregados para simular valores futuros de forma iterativa, em conformidade com a estrutura
do modelo RCZINAR(1). Por fim, a distribuicdo empirica das simula¢des é utilizada como uma
aproximacdo da distribuicao preditiva. Os passos do algoritmo sio descritos a seguir:

» Passo 1: Escolha um tamanho k para os blocos (usualmente & = /n, tal que k

seja inteiro), e defina blocos sobrepostos do tipo: By = (yi1,...,4x), Ba = (Y2, ., Yk+1),

. ankJrl == (ynkarl; 7yn>
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= Passo 2: Gere com reposicdo (n/k) + 1 blocos, que serdo unidos e caso necessario
truncados no final, para formarem uma nova série temporal de tamanho n.

» Passo 3: Estime os parametros de interesse @, utilizando o algoritmo MCMC des-
crito na secdo anterior para cada amostra bootstrap. Denotaremos os parametros por 6> =
(S\b,ﬁb,&b,abb), parab=1,2,...,B .

» Passo 4: Parab=1,2,..., B, repita M vezes os seguintes passos:

a) Gere W,ET,)L e, depois faca gbfﬁ)h = exp {W,ET,)l}/(l + exp {Wé’f,)l})

b) Gere 5", tal que:

se y'"), = 0 entdo s\, = 0. Caso contrario, gere s\ ~ Binomial(ynin_1,\"y).

c) Gere szﬁl ~ Pois()).

d) E entdo calcule 3"}, = s\, + 2.

» Passo 5: Parab=1,2,...,B, calcule:

_ #mayl =5y

o) =" parah>1,em=1...,M.

Utilize a distribuicdo empirica p’, ,,(j), como a distribuicdo vy, 15, para h > 1.

3.4 FATOR DE BAYES

Nos Capitulos e SecGes anteriores, abordamos os modelos RCINAR e RCZINAR, incluindo
a estimativa de seus respectivos parametros através de inferéncia Bayesiana, além de discutir
a predicdo utilizando o método Bootstrap. No entanto, também é importante determinar
qual modelo é mais adequado para o conjunto de dados. Para isso, utilizaremos o critério
de comparacdo do Fator de Bayes, a mesma proposta usada por |Garay et al| (2020), que é
uma técnica empregada na Inferéncia Bayesiana para essa finalidade. Assumindo que os dois
modelos sejam igualmente provaveis, o Fator de Bayes é calculado como a razado das densidades
marginais.

A densidade marginal para cada modelo M}, pode ser definida como:

Fly | My) :/f(y | O, My)m(6y | My)d6y, parak =1,2.

em que 0 sdo os parametros do modelo, f(y | 0y, M) é a funcdo de verossimilhanca, e
(0 | M) sdo as distribuicGes a priori dos pardmetros do modelo.
O Fator de Bayes maior que 1 indica que o modelo 1 modela melhor os dados, enquanto

o Fator de Bayes menor que 1 sugere que o modelo 2 é o mais adequado.
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4 ESTUDO DE SIMULACAO

Neste capitulo, apresentamos um estudo de simulacao que tem como objetivo analisar
a precisao das estimativas realizadas via Inferéncia Bayesiana, utilizando o algoritmo Gibbs
com auxilio do Metropolis Hastings (apresentado no Capitulo 3) para obter as estimativas dos

parametros dos processos RCINAR(1) e RCZINAR(1).

41 CASO RCINAR(1)

A primeira parte do estudo visou estudar o comportamento do viés em dois cenarios, anali-
sando como os parametros se comportam quando estimados em conjunto e quando estimados
individualmente. No primeiro caso, representado na Figura 1, estimamos um parametro en-
quanto mantinhamos os outros dois fixos. Especificamente, estimamos )\, e fixamos a e 02,
repetindo o processo para cada um dos outros parametros. No segundo caso, representado na
Figura 2, todos os parametros foram estimados simultaneamente.

Ambos os cenérios representam o modelo RCINAR(1), com A = 2, = —1.5,0% = 5.
Realizamos um estudo de 300 réplicas Monte Carlo para tamanhos amostrais n €

{100, 200, 300, 500, 600, 800}.
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100 200 600 800 100 200 600 800 100 200 600 800

300 500
Tamanho da amostra

(a) (b) (c)

Figura 1 — Viés dos estimadores dos pardmetros do modelo RCINAR, para cada pardmetro estimado individu-
almente, para A =2, a = —1.5e 0% = 5.

300 500 300 500
Tamanho da amostra Tamanho da amostra
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Figura 2 — Viés dos estimadores dos parametros do modelo RCINAR, estimados simultaneamente, para A = 2,
2
a=—-15e0°=05.

Na Figura[Ia]- [Id o viés permanece préximo de zero para a maioria dos tamanhos amos-
trais, indicando boa precisdo na estimativa.

Em relacdo a Figura[2a]ainda apresenta um bom comportamento, mantendo o viés préximo
ao zero e, diferente do cendrio anterior, apresenta um viés mais acentuado, mas que tende
a reduzir para tamanhos amostrais maiores. [2c| também apresenta um bom comportamento,
com viés apresentando valores préximos a zero.

A segunda parte do estudo tem como objetivo avaliar a precisao das estimativas dos
pardmetros analisando o viés e o erro quadritico médio (EQM) para diferentes tamanhos
amostrais. Foram consideradas amostras de tamanho n € {100,200,300}. Fixamos a =
{-1.5,-0.75,0.75,1.5}, 0 = {2.5,5} e para o processo RCINAR(1) fixamos A = 2.

Apos as 300 réplicas serem geradas para cada cenario, foi analisada a precisdo das estima-

tivas dos parametros dos processos.
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Tabela 1 — Viés e EQM das estimativas dos pardmetros do processo RCINAR(1), para diferentes tamanhos de
amostra, fixando A = 2, a = (—1.5,-0.75,0.75,1.5), 02 =5

A

o)

Viés

EQM

Viés

EQM

Viés

EQM

-1.5

100

0.0420

0.0018

0.3709

0.1383

0.3475

0.1209

200

0.0389

0.0797

-0.2674

0.2957

0.0212

0.0027

300

-0.1136

0.0130

-0.1788

0.0329

0.0382

0.0015

-0.75

100

0.2417

0.0605

-0.0239

0.0345

0.1556

0.0270

200

0.0248

0.0162

-0.1488

0.2417

0.0961

0.0218

300

0.0933

0.0144

-0.3748

0.1464

0.0656

0.0078

0.75

100

0.1536

0.0331

-0.1319

0.3485

0.1924

0.0575

200

0.1456

0.0811

-0.1397

0.1789

0.1129

0.0142

300

0.1723

0.0304

-0.2541

0.1445

-0.1120

0.0127

1.5

100

0.1741

0.0647

0.1118

0.0527

0.1510

0.0670

200

0.0848

0.0700

-0.0019

0.0584

0.1546

0.0326

300

0.2481

0.0715

-0.3016

0.1568

0.1738

0.0466

Tabela 2 — Viés e EQM das estimativas dos pardmetros do processo RCINAR(1), para diferentes tamanhos de
amostra, fixando A = 2, a = (—1.5,-0.75,0.75,1.5), 02 = 2.5

A~

2 N . A a 02
Viés EQM  Viés EQM  Viés  EQM
100 -0.2235 0.0512 0.9260 0.8654 -0.0546 0.0030
15 200 03187 01017 -0.7621 05839 0.0579 0.0034
300 0.1355 00185 -0.0740 0.0063 0.0595 0.0036
100 0.7786 0.6077 -0.9926 1.0012 0.0928 0.0087
075 500 02580 00667 -0.2098 0.0446 0.0175 0.0003
300 -0.0510 00027 -0.0101 0.0004 0.0595 0.0036
o 100 -0.1573 0.0249 0.2573 0.0666 -0.0345 0.0012
075 200 01746 0.0306 -0.2912 0.0849 0.0608 0.0037
300 -0.1041 00108 0.1337 0.0179 0.0229 0.0005
100 -0.1615 0.0261 -0.1840 0.0339 0.0746 0.0056
15 200 03013 01532 -0.2019 0.0408 0.1785 0.0319
300 -0.2836 0.08045 0.1675 0.0281 0.0368 0.0014
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Como podemos observar nas Tabelas [4] e 2, o viés das estimativas dos pardmetros do mo-
delo RCINAR(1) apresenta valores préximos de zero e tende a diminuir ainda mais conforme o
tamanho da amostra aumenta.. Em relacdo ao erro quadratico médio (EQM), os valores sdo
baixos €, na maioria dos cenéarios, o EQM tende a diminuir conforme o tamanho da amos-
tra aumenta. Portanto, podemos concluir que as estimativas dos parametros se comportam

conforme o esperado, ou seja, estdo proximas aos valores reais dos parametros.

42 CASO RCZINAR(1)

Para o processo RCZINAR(1), analisamos a precisdo das estimativas dos pardmetros por
meio do viés e do erro quadratico médio (EQM) para diferentes tamanhos amostrais. Foram
consideradas amostras de tamanho n € {100,200, 300}. Fixamos o = {—1.5, —0.75,0.75, 1.5},
0% ={2.5,5}, \ =2ep=0.7. Apds a geracio de 300 réplicas para cada cendrio, foi analisada

a precisao das estimativas dos parametros do processo.

Tabela 3 — Viés e EQM das estimativas dos pardmetros do processo RCZINAR(1), para diferentes tamanhos
de amostra, fixando A = 2, a = (—1.5,—0.75,0.75,1.5), 02 = 2.5

N A A 2
9 A p Qa o

Viés EQM Viés EQM Viés EQM Viés EQM
100 0.2729 0.0746 0.0758 0.0058 0.5276 0.2888 -1.9361 3.7938

-15 200 0.1470 0.0221 0.0232 0.0006 0.1142 0.0486 0.6088 3.1434
300 -0.2741 0.0751 -0.0140 0.0002 0.0951 0.0162 0.0035 0.6884
100 -0.2080 0.0433 0.0291 0.0009 -0.1408 0.0271 -2.0442 4.2057
25 075 200 0.1154 0.0134 -0.0269 0.0007 0.0140 0.0009 3.6371 13.8595
300 -0.0092 0.0002 -0.0040 0.0000 0.1705 0.0328 -1.3233 2.0025
100 -0.2988 0.0893 -0.0969 0.0094 0.2137 0.0462 1.8496  3.4887
0.75 200 -0.0181 0.0004 -0.0283 0.0008 -0.3553 0.1274 -0.6987 0.6561
300 -0.2960 0.0877 -0.0247 0.0006 0.2316 0.0550 0.4345 0.2908
100 -0.2711 0.0735 -0.1196 0.0143 0.3433 0.1182 3.1386 9.8912

15

200 -0.1935 0.0376 -0.0250 0.0006 -0.3019 0.0927 -0.1191 0.0861

300 0.0487 0.0025 -0.0019 0.0000 0.1052 0.0120 1.8448 3.4752
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Tabela 4 — Viés e EQM das estimativas dos pardmetros do processo RCZINAR(1), para diferentes tamanhos
de amostra, fixando A = 2, a = (—1.5,—0.75,0.75,1.5), 02 = 5

) A p a o2
Viés EQM  Viss EQM  Viés EQM  Viss  EQM
100 0.5739 0.3294 -0.0585 0.0034 0.9736 0.9499 -2.6259 7.0684

15 200 0.4092 0.1676 0.0224 0.0005 0.6007 0.3618 -3.2363 10.5931

300 -0.4576 0.2094 -0.0763 0.0058 0.2051 0.0456 3.1879 11.2714

100 -0.1927 0.0374 0.0694 0.0048 0.1534 0.0540 -4.4112 19.7081

075 200 0.6114 0.3739 0.0102 0.0001 0.0762 0.0067 -3.9333 15.5206
300 -0.4515 0.2039 -0.0816 0.0067 0.1306 0.0175 -2.2210 5.2006
100 -0.2371 0.0562 0.0579 0.0034 0.2919 0.0857 2.6749 7.8990
0.75 200 0.1848 0.0342 -0.0329 0.0011 -0.3342 0.1118 -2.8843 8.3377
300 -0.1845 0.0340 -0.0073 0.0001 0.3907 0.1528 6.9065 47.8547
100 0.1819 0.0331 -0.0229 0.0005 -0.3305 0.1096 1.0484 1.1645

15

200 0.2057 0.0423 -0.0301 0.0009 -0.3110 0.0969 -0.4578 0.2217

300 -0.0058 0.0001 -0.0418 0.0018 0.3909 0.1542 3.0346 9.4051
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5 RESULTADOS E APLICACOES

Para ilustrar as metodologias apresentadas nesta dissertacdo, aplicamos essas técnicas a
um conjunto de dados reais. Consideramos o conjunto de dados sobre o niimero mensal de
casos de poliomielite nos EUA, registrado entre 1970 e 1983. Originalmente, o banco de dados
contém 168 observacoes, mas utilizamos apenas as primeiras 166 para estimar os parametros,
reservando as duas dltimas para fins de comparacdo no estudo de previsdes. Esse conjunto
foi analisado e disponibilizado inicialmente por |Zeger (1988) e, conforme mencionado por
Zheng, Basawa e Datta| (2006)), tornou-se um exemplo para modelagem de dados de contagem.
Zheng, Basawa e Datta| (2006) utilizam seis modelos diferentes, todos com abordagem cléssica,
incluindo o modelo RCINAR(1) como descrito no capitulo anterior.

Na Tabela [5| sdo apresentadas algumas estatisticas descritivas da série. Podemos observar
que o conjunto de dados apresenta uma porcentagem de 38% de zeros, com observacdes
variando entre zero e quatorze. Os graficos e auxiliam na visualizacdo dos dados e
podemos observar que as observacdes possuem uma grande quantidade de valores zeros e uns.
Além disso, temos a Figura , que apresenta a funcdo de autocorrelacdo (ACF) e a funcdo de

autocorrelacio parcial (FACP), que sugerem um modelo autorregressivo de primeira ordem.

Tabela 5 — Estatisticas Descritivas

n Minimo Média Mediana Maximo Varidncia % de zeros

168 0 1.33 1 14 3.50 38
o 0 N NUTERNT I § LAY —‘ﬂﬂmﬁﬁﬁﬁﬁ
0 50 Tempo 100 150 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 14
(a) (b)

Figura 3 — Ndmero mensal de casos de Poliomielite nos EUA, registrados entre 1970 e 1983.
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Figura 4 — ACF e PACF do conjunto de dados Poliomielite.

Na Tabela [0} sdo apresentadas as estimativas dos pardmetros utilizando as metodologias
discutidas anteriormente, e estatisticas como o desvio padrao e o intervalo de credibilidade
simétrico de 95% de confianca. Para cada modelo, foram realizadas 250000 iteracdes, com
um periodo burn-in de 20% e thin de 2. Sendo assim, teremos 100000 realizacdes finais da

distribuicdo a posteriori, e elas serdo usadas para o calculo da Inferéncia Bayesiana.
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Tabela 6 — Tabela de resumo MCMC para os modelos INAR(1), ZINAR(1), RCINAR(1), RCZINAR(1) e

RCINARz(1).
Modelo Parametro Média DP Mediana  Qq.025 Qo.975
INAR(1) o 0.142 0.046 0.141 0.054 0.235
A 1.071  0.096 1.069 0.889 1.266
ZINAR(1) o 0.133  0.049 0.132 0.040 0.231
A 1.440 0.165 1.436 1.128 1.775
P 0.243  0.069 0.245 0.102 0.373
RCINARy(1) o -3.071 0.790 -3.096 -4552 -1.444
o? 18.868 6.619  18.344 7.306  34.000
A 1.018  0.090 1.015 0.849 1.199
RCINAR(1) o -2.6358 0.2372 -2.7806 -2.8890 -2.3025
o? 0.0051 0.0049 0.0036 0.0005 0.0194
A 1.3420 0.0896 1.3398 1.1725 1.5227
v 3.0140 25519 23136 1.0369 9.1027
RCZINAR(l) o -3.172  0.829 -3.161 4776  -1.591
o? 16.200 5.727 15.931 5.821  28.336
A 1.346  0.163 1.340 1.044 1.681
p 0.229 0.073 0.232 0.078 0.367

Para esta aplicacdo, consideramos o modelo INAR(1) como M, ZINAR(1) como My,
RCINARy(1) considerando W; ~ N(«,0?) como Mj, RCZINAR(1) considerando W, ~
N(a,0?) como M, e, RCINAR (1) considerando W; ~ t,(a,0%) como Ms. A Tabela

apresenta as densidades marginais estimadas para os respectivos modelos.

Tabela 7 — Densidade marginal estimada para os modelos estudados.

Modelo (1}) [y M)

INAR(1) 5.677908 x e~
ZINAR(1)  7.314772 x e~ 149
RCINARy(1)  3.062886 x e~
RCZINARy(1)  9.175483 x =129
RCINAR7(1)  2.5348450 x ¢~ 139

O fator de Bayes do modelo Ms3, ou seja, RCINAR (1), em relacdo aos demais é: 5.39 x 10°
em relacdo ao modelo M, 4.19 x 10?0 em relacdo ao modelo My, 3.34 x 10° em relacdo ao

modelo M, e 1.21 x 10'7 em relacdo ao modelo Ms5. Isso indica que, em relacdo aos outros
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modelos o RCINARy(1) é o mais indicado para a modelagem desse conjunto de dados.
As Figuras — apresentam o histérico das cadeias MCMC, bem como as densidades

marginais a posteriori aproximadas dos pardmetros, considerando o modelo RCINAR(1).

1.50
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£
g
< 8’ |
g
1.00 T
4000
0.75
0
0 25000 50000 75000 100000 0.75 1.00 1.25 1.50
Simulacgdes A
(a) (b)
Figura 5 — Histérico das cadeias e densidade posterior marginal aproximada de )\, considerando o modelo
RCINAR(1)
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Figura 6 — Histérico das cadeias e densidade posterior marginal aproximada de «, considerando o modelo

RCINAR(1)

De forma subsequente, foi obtida a distribuicdo preditiva, utilizando a estratégia apresen-
tada na Secdo para as duas ultimas observacdes do conjunto de dados Polio, utilizando

o modelo RCINAR(1). A Figura [8| apresenta as distribuicdes preditivas, enquanto a Tabela
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Figura 7 — Histérico das cadeias e densidade posterior marginal aproximada de o2, considerando o modelo

RCINAR(1)

fornece um resumo das estatisticas principais, incluindo a média, o desvio padrdo, bem como

os quantis Q259 € Q97.5%.
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Figura 8 — Gréfico de barras da distribuicdo de previsdo das observagbes 167 e 168, do modelo RCINAR(1)

Os valores reais das observacdes #167 e #168 sdo respectivamente 0 e 1. Na Figura (8)),é
possivel observar que o valor mais provavel para ambas as observacdes é 1. Para observacao
#167 a probabilidade de que ela assuma o valor 1 é de aproximadamente 36% enquanto a
probabilidade de que o valor seja 0, é cerca de 28%. Embora o valor mais provével seja 1, a
probabilidade do valor 0 também é consideravel, e ao analisarmos o intervalo de confianca, a

probabilidade da observacdo #167 ser zero, pode ser bem alta, isto é, com 95% de confianca,
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Tabela 8 — Estatisticas da distribuicdo preditiva das observacdes #167 e #168, no modelo RCINAR. As linhas
a partir de j=9 possuem todos os valores iguais a zero.

#167 #168

Média SD Qo025  Qoors  Média SD Qoo2s  Qoors

0.2887 0.0839 0.1452 0.4676 0.3138 0.0760 0.2008 0.4626
0.3613 0.0398 0.2886 0.5271 0.3436 0.0368 0.2737 0.4147
0.2204 0.0486 0.1254 0.4099 0.2007 0.0348 0.1357 0.2666
0.0913 0.0404 0.0225 0.2663 0.0912 0.0365 0.0273 0.1661
0.0281 0.0167 0.0050 0.1735 0.0340 0.0188 0.0050 0.0680
0.0079 0.0091 0.0000 0.1328 0.0111 0.0103 0.0000 0.0354
0.0020 0.0034 0.0000 0.1101 0.0045 0.0050 0.0000 0.0151
0.0003 0.0011 0.0000 0.1050 0.0008 0.0026 0.0000 0.0077
0.0001 0.0006 0.0000 0.1000 0.0003 0.0013 0.0000 0.0050

—

o N O B~ W NN =R O

podemos afirmar que a média preditiva da observacdo #167 ser zero, esta entre 14% e 46%.
Por outro lado, para a observacao #168, o valor mais provavel coincide com o valor real,
apresentando em média uma chance de 31%.

Com o intuito de verificar a metodologia proposta, implementamos também a distribuicdo
preditiva para o modelo RCZINAR. Os resultados da tabela e do grafico se encontram no
Apéndice[f] Se observarmos os intervalos de confianca de 95%, podemos ver que s3o similares

aos intervalos da distribuicdo preditiva do modelo RCINAR.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacdo, estudamos o modelo RCINAR(1) com inovacdo Poisson e o modelo
RCZINAR(1) com inovagdo Poisson inflacionada em zeros. Para ambos os modelos usamos
a funcdo de transformacdo logito para o coeficiente. Utilizamos uma abordagem Bayesiana
para a estimacdo, propondo um algoritmo de Gibbs com auxilio do Metropolis-Hastings. Além
disso, o método de Bootstrap em blocos para a distribuicao aproximada da previsao também
foi abordado.

Os resultados obtidos no estudo de simula¢do para o modelo RCINAR(1) indicam que o
viés das estimativas dos parametros é pequeno e tende a se aproximar de zero conforme o
tamanho da amostra aumenta. Além disso, na maioria dos cenarios, o Erro Quadratico Médio
diminuiu, sugerindo que a estimacdo foi eficaz. Ja na aplicacdo a dados reais, de acordo com
o fator de Bayes, o modelo RCINAR(1) apresentou um melhor ajuste.

Para trabalhos futuros, pretendemos, em primeiro lugar, desenvolver pacotes estatisticos
na linguagem R Core Team| (2024)), possibilitando que outros pesquisadores utilizem as me-
todologias apresentadas nesta dissertacdo. Além disso, exploraremos modelos que incorporem
inovacOes pertencentes a classe inflacionada em zeros, o que pode oferecer uma compreensao
mais abrangente das caracteristicas dos dados. Outra direcdo de pesquisa sera a extensdo deste

estudo, com a investigacdo da abordagem Bayesiana para o processo RCINAR(p).
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Neste apéndice, apresentamos os resultados da analise preditiva para o modelo RCZINAR.

A seguir, s3o exibidos a tabela com as estatisticas descritivas da distribuicao preditiva e o

grafico correspondente, com destaque para os intervalos de confianca de 95%. Esses resultados

complementam a analise principal, permitindo uma comparacado direta com o desempenho do

modelo RCINAR.

Tabela 9 — Estatisticas da distribuicdo preditiva das observacdes #167 e #168, no modelo RCZINAR. As
linhas a partir de j=9 possuem todos os valores iguais a zero.

#167 #168
j Média SD Q0.025 QO0.075  Média SD Q0.025  QO0.075
0 0.3265 0.0653  0.2255 0.4675 0.3437 0.0539 0.2558 0.4324
1 0.3397 0.0443 0.2693 0.4273 0.2970 0.0295 0.2612 0.3475
2 0.1992 0.0299 0.1505 0.2663 0.1943 0.0330 0.1446 0.2568
3 0.0920 0.0243 0.0501 0.1309 0.1033 0.0297 0.0603 0.1612
4 0.0322 0.0169 0.0101 0.0707 0.0389 0.0149 0.0198 0.0655
5 0.0083 0.0046  0.0000 0.0152  0.0148 0.0102 0.0000 0.0354
6 0.0018 0.0024  0.0000 0.0050 0.0053 0.0060 0.0000 0.0201
7 0.0004 0.0018 0.0000 0.0052 0.0020 0.0036 0.0000 0.0102
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0005 0.0015 0.0000 0.0050
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0008 0.0000 0.0001
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Figura 9 — Gréfico de barras da distribuicdo de previsdo das observacdes 167 e 168, do modelo RCZINAR(1).
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