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“A mente quer ser, mas querendo erra

Pois s6 sem desejos é que se vive o agora.” (BELCHIOR, |1980).



RESUMO

Nesta tese, propomos um estudo que conecta conceitos de sistemas complexos e termodi-
namica da informacdo com mercados financeiros. O foco estd nos mercados Forex, especifi-
camente nos trés pares de moedas mais negociados: EUR-USD, USD-JPY e GBP-USD. As
distribuicdes de retorno e volatilidade sdo examinadas usando o formalismo da teoria H, que
fornece um modelo de intermiténcia hierdrquica para a cascata de informacdes no mercado
de cambio. ldentificamos que os mercados possuem uma hierarquia de escalas de tempo, em
que mercados maiores apresentam um ndmero maior de niveis hierdrquicos. Os tempos de
primeira passagem dentro de um intervalo também foram estudados para os mesmos pares.
Para explicar a divergéncia da lei exponencial nos tempos medidos, utilizamos a abordagem da
teoria H para as distribuicdes de tempos caracteristicos, que foi realizada nas duas classes de
universalidade resultantes da teoria. Constatou-se que os mercados possuem um nimero de
niveis de hierarquia distintos e pertencem a classes diferentes. Uma anélise sobre a influéncia
do tamanho do intervalo de observacao também foi realizada, e verificou-se que intervalos
maiores resultam em um menor niimero de niveis hierarquicos para um mesmo mercado. Na
parte de termodinamica da informac3o, criamos um analogo da maquina de Szilard que opera
no Forex. Ela funciona utilizando um Expert Advisor, ou rob6 de trading, que executa compras
e vendas automaticamente. As operacoes sao feitas por uma rede neural artificial que observa
os valores dos indicadores financeiros. Por meio de teoremas de flutuacdo, é possivel verificar

a contribuicdo de informacdo trazida pela rede neural.

Palavras-chaves: Sistemas Complexos. Termodinamica de Informacdo. Tempos de Primeira

Passagem. Expert Advisor. Redes Neurais.



ABSTRACT

In this thesis, we propose a study connecting concepts from complex systems and the thermo-
dynamics of information to financial markets. The focus is on Forex markets, specifically the
three most traded currency pairs: EUR-USD, USD-JPY, and GBP-USD. Return and volatility
distributions are examined using the H-theory formalism, which provides a hierarchical inter-
mittency model for the cascade of information in the foreign exchange market. We identify
that markets exhibit a hierarchy of time scales, where larger markets present a greater number
of hierarchical levels. First-passage times within an interval were also studied for the same
currency pairs. To explain the deviation from the exponential law in the measured times, we
utilized the H-theory approach for the distributions of characteristic times, performed within
the two universality classes resulting from the theory. It was found that markets have distinct
numbers of hierarchical levels and belong to different classes. An analysis of the influence
of the observation interval size was also conducted, revealing that larger intervals result in a
smaller number of hierarchical levels for the same market. In the information thermodynamics
part, we created an analog of the Szilard engine that operates in the Forex market. It works
using an Expert Advisor or trading robot that automatically executes buy and sell operations.
These operations are driven by an artificial neural network that observes the values of financial
indicators. Using fluctuation theorems, it is possible to verify the informational contribution

provided by the neural network.

Keywords: Complex Systems. Thermodynamics of Information. First-Passage Times. Expert

Advisor. Neural Networks.
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1 INTRODUCAO

O estudo do fluxo de fluidos tem sido fundamental para a humanidade desde os tempos an-
tigos. Sistemas hidraulicos eram essenciais para suprir necessidades basicas dos seres humanos
em diversas civilizacoes. A selecdo de materiais, dimensionamento de tubulacdes e otimizacao
de conexdes constituiam conhecimentos necessarios para uma melhor eficiéncia do transporte.
O projeto e construcdo de sistemas hidraulicos no periodo medieval baseavam-se inteiramente
em experiéncia pratica (MAGNUSSON|, 2003)).

O artista renascentista Leonardo da Vinci fez anotacées e desenhos detalhados acerca do
movimento de fluidos. Em especial, ele registrou a presenca de redemoinhos (eddies), docu-
mentando diferencas de tamanho e velocidade. Um marco na compreensdo quantitativa desses
fendmenos foi estabelecido por Reynolds em seu experimento seminal, que consistia em inserir
corante dentro de um fluido em escoamento num tubo e observar o comportamento desse
corante sob diferentes velocidades. Uma quantidade fundamental neste estudo é o nlimero de
Reynolds (Re), definido como Re = UL/v, onde U é a velocidade caracteristica do fluido, L
é o comprimento caracteristico do problema (por exemplo, um obstaculo no caminho em que o
fluido passa) e v é a viscosidade cinemaética. Este nimero adimensional pode ser interpretado
como uma razao entre as forcas inerciais e as forcas viscosas.

Os principios de conservacdo da massa e as leis de Newton, ja bem estabelecidos para
corpos sélidos no século XIX, motivaram tentativas de estender a mesma descricao para fluidos.
Esse raciocinio levou ao desenvolvimento da equacdo de Navier-Stokes, cuja complexidade
matematica nao possibilitou até hoje uma solucdo analitica geral. Esta equacdo fundamenta-
se nos principios de conservacao do momento linear e massa. Para descrever o movimento do
fluido, utilizam-se campos continuos como grandezas fundamentais. A dindmica do sistema é
caracterizada pelos campos de densidade, velocidade, viscosidade e pressao.

A auséncia de solucGes analiticas gerais para as equacdes de Navier-Stokes em regimes
turbulentos motivou abordagens alternativas. Desenvolveu-se entdo uma abordagem fenome-
nolégica, caracterizada por uma modelagem que busca descrever fenémenos observaveis sem
necessariamente se basear em uma fundamentacdo microscépica detalhada. A turbuléncia foi
reinterpretada como um fenémeno estocastico.

Na anélise de um fluido turbulento, observa-se pelo aspecto das curvas de velocidade a

presenca de um carater aleatério como ilustrado na Figura[I] A aleatoriedade manifesta-se em
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Figura 1 — Sinal de velocidade de um fluido em um tdnel de vento. Fonte:(FRISCH) [1995)

todas as escalas do sistema, de modo que a analise de intervalos pequenos ou grandes do eixo
x revela uma figura de aparéncia estocastica. A turbuléncia possui uma escala caracteristica
de injecao de energia, que pode ser observada por exemplo, quando um fluido passa por uma
barreira de tamanho L gerando redemoinhos. A energia é injetada no sistema apenas na escala
maior, suscitando questdes importantes: Como a injecdo de energia na escala de comprimento
maior resulta em vaérias flutuacGes nas pequenas escalas? Como essas pequenas escalas sdo
geradas?

A teoria estatistica da turbuléncia de Kolmogorov (KOLMOGOROV, |1962) e Obukhov
(OBUKHOV, (1962)) estabelece relaces entre escalas que caracterizam a dindmica do fluido.
As escalas caracteristicas da turbuléncia classificam-se em: Escala integral: Compreende as
maiores escalas das estruturas turbulentas, coincide com a escala do préprio fluxo e apresenta
anisotropia decorrente das condicdes de contorno do problema; Escala inercial: Compreende
escalas menores que a escala integral e caracteriza-se pela auséncia de dissipacdo de ener-
gia; Escala dissipativa: Representa a menor escala onde ocorre a dissipacdo de energia, com
estruturas localmente isotrdpicas no espaco. Através de analise dimensional, determina-se o
nimero de Reynolds associado a cada escala.

O principal resultado da teoria K41 de Kolmogorov é a lei dos 5/3 para o espectro de
energia, representada esquematicamente na figura 2| & é o nimero de onda, definido como
o inverso da escala caracteristica, sendo que pequenos valores de k correspondem a grandes
escalas espaciais. No regime de baixos nimeros de onda, o espectro exibe um patamar, in-
dicando que o perfil de velocidade aproxima-se de um ruido branco. Para altos niimeros de

onda, a queda na energia torna-se mais pronunciada.
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Figura 3 — Densidade de probabilidade para os incrementos de precos Az = x(t) — z(t + At), para diferentes
At. Fonte:(GHASHGHAIE et al., [1996))

Uma limitacao da teoria K41 é sua incapacidade de descrever o fenémeno da intermiténcia,
caracterizado pela dependéncia nas diferentes escalas das distribuicoes de probabilidade das
flutuacdes de velocidade, conforme identificado por Landau. A teoria Kolmogorov-Obukhov
KO62 abordou esta limitacdo ao ndo considerar a taxa de dissipacdo de energia como cons-
tante, mas sim como variavel aleatéria com distribuicao log-normal.

Mercados Forex (abreviacdo em inglés para Foreign Exchange, que significa “mercado de
cambio”) apresentam intermiténcia, como mostrado na Figura . Existe uma analogia entre
flutuacdo de precos e turbuléncia completamente desenvolvida (GHASHGHAIE et al., (1996) onde

uma “cascata de informac3o” (de escalas de tempo mais longas para mais curtas) entre os
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investidores desempenha o papel da cascata de energia (das escalas de comprimento maiores
para as menores) na turbuléncia de fluidos.

A analise da turbuléncia em mercados Forex foi realizada a luz da teoria H, que é um for-
malismo estocastico hierarquico. Ela surgiu inicialmente no contexto de turbuléncia em fluidos
(SALAZAR; VASCONCELOS, 2010) e posteriormente foi estendida a outros sistemas (GONZA-
LEZ et al} [2017; [MACEDO et al., [2017; BARBOSA et al., |2022). As familias de distribuicdes de
probabilidade resultantes dessa teoria sdo rotuladas pelo niimero de niveis na cascata de ener-
gia. Ela possui duas classes de universalidade de distribuicdes: classe lei de poténcia e classe
exponencial esticada.

Este estudo permitiu verificar que existem multiplas escalas de tempo no mercado Forex,
bem como calcular o nivel da hierarquia. Observou-se também que quanto maior o tamanho
do mercado, maior o niimero de hierarquias.

Outro nicleo da tese consiste em incorporar aspectos temporais na analise de mercados.
O tempo de primeira passagem é o tempo que leva para um processo estocastico atingir
um certo valor. A dindmica estocastica faz com que o tempo para chegar nesse valor critico
também seja aleatério, o que conduz a uma formulacdo estatistica, ou seja, tem-se uma
distribuicio de probabilidade dos tempo de primeira passagem. E possivel que este valor limiar
nunca seja atingido dependendo do tipo de sistema ou da sua dimensionalidade. Existe uma
outra distribuicao de probabilidade importante que estd intimamente ligada com o tempo de
primeira passagem, denominada a probabilidade de sobrevivéncia. Ela é a probabilidade de que
o valor alvo n3o tenha sido atingido ainda até um certo tempo. Todo esse formalismo pode
ser desenvolvido para espaco e tempo discretos, mas o nosso interesse € no continuo.

A distribuicdo dos tempos de primeira passagem foi estudada em diversos campos, apresen-
tando aplicacdo em movimento browniano (REDNER, 2001)), bioquimica (SZABO; SCHULTEN;
SCHULTEN, 1980), teoria de decisdo (SIGGIA; VERGASSOLA, 2013; ROLDAN et al., |2015) e finan-
cas (VALENTI; SPAGNOLO; BONANNO, 2007} [MASOLIVER; PERELLO), [2008} [EISLER et al, [2009;
SAZUKA; INOUE; SCALAS| 2009; IMASOLIVER; PERELLO) 2009} PERELLO; GUTIERREZ-ROIG; MA-
SOLIVER, [2011)). No ramo de financas ela é (til para caracterizar mercados distintos; o agente
que atua no mercado tem que saber os tempos tipicos das negociacdes para cada mercado que
ele opera, uma vez que os mercados possuem diferentes tamanhos e volatilidades. E também
usado para descrever o tempo para sair de um intervalo, se é mais provavel que o preco atinja
uma barreira superior ou inferior. Uma outra aplicacdo mais completa consiste em modelos

financeiros que levem em consideracdo o carater estocastico da volatilidade, tal como o mo-
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delo de Heston (HESTON, 1993). Enfatiza-se que essas anélises tém ampla abrangéncia, sendo
feitas em mercados de titulos, acdes e em Forex.

Embora exista uma natureza aleatéria nos tempos de primeira passagem, é possivel verificar
regularidade em algumas caracteristicas gerais. De forma simples, o resultado observado em
um problema de primeira passagem depende de duas caracteristicas: as propriedades fisicas do
sistema e a geometria que ele esta inserido. A primeira parte se manifesta, por exemplo, na
magnitude da volatilidade ou na presenca de uma deriva. A segunda parte, por sua vez, tem
a ver com a magnitude da distancia que deve ser percorrida ou o tipo de barreira. Para ficar
mais claro, pode-se fazer uma comparacao com um circuito resistor-capacitor, nesse sistema o
potencial do capacitor em descarga é dado por V' (t) = Vge_R%, onde Vj é o potencial inicial, R
é a resisténcia e (' a capacitancia. Dizemos que 7 = RC' é o tempo caracteristico de descarga
do capacitor. A resisténcia é dada por R = pL/A, onde p é a resistividade do material, L
é o comprimento do resistor e A é a area transversal. A capacitdncia de um capacitor de
placas paralelas é dada por C' = €A./d onde € é a permissividade elétrica do material, A. é
area das placas do capacitor e d é a distancia entre as placas. Temos portanto que o tempo
caracteristico é composto por uma parte que depende das propriedades fisicas, evidenciadas
em p e €, e das caracteristicas geométricas, isto é, L, A A, e d.

Em fisica da matéria condensada, o termo relaxacdo diz respeito a uma abordagem depen-
dente do tempo de um sistema de um estado estacionario para outro (DATTAGUPTA, [2012),
no contexto de termodinamica isso significa uma transicdo entre estados em equilibrio tér-
mico. Em muitos sistemas fisicos, observa-se um tempo de relaxacao exponencial parecido
com aquele mostrado no caso do circuito resistor-capacitor. Porém para sistemas complexos,
isso ndo é verificado. Experimentos evidenciam que a forma da relaxacao segue uma expo-
nencial esticada ou uma lei de poténcia (METZLER; KLAFTER, 2000). E possivel desenvolver
modelos tedricos capazes de explicar o surgimento de tais divergéncias da exponencial, eles
devem incorporar aspectos fisicos como dindmica, vinculos e hierarquia (PALMER et al., |1984)).
Veremos que o movimento browniano tem um decaimento exponencial quando se trata de
tempos de primeira passagem e portanto possui um tempo caracteristico. Mercados reais, por
sua vez, apresentam uma dindmica mais complexa.

A Figura mostra a distribuicao dos tempos de primeira passagem para o mercado de
acOes e faz a comparacao com o modelo de Heston e com uma distribuicao exponencial
representada pela linha preta. Observa-se que uma exponencial ndo descreve adequadamente

esse fendmeno para tempos pequenos. Nesta tese, é feita uma analise que se assemelha com
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o visto nessa figura, porém é feita em mercado Forex e considera duas barreiras absorventes.

Para isso, assume-se que ha uma dinamica hierarquica nos tempos caracteristicos de escape
e devemos descrevé-los como uma variavel aleatéria. Na primeira parte desta tese demonstra-
se a existéncia de niveis de hierarquia para a volatilidade em mercados Forex, isso serve
de motivacdo para que se acredite que a existéncia de hierarquia também se manifeste nos
tempos de primeira passagem. Veremos que nessa analise mercados distintos podem apresentar
diferentes classes de universalidade da teoria H.

E importante que também seja observado como o aspecto geométrico condiciona as gran-
dezas observadas. Busca-se que uma boa classificacao de um fenémeno fisico ndo dependa
excessivamente de parametros arbitrarios, como distancias especificas ou limites impostos pe-
las condicdes iniciais. Em vez disso, uma descricao robusta deve ser capaz de capturar as
caracteristicas fundamentais do sistema, independentemente de variacbes no tamanho do in-
tervalo.

O outro aspecto que finaliza as nossas investigacGes no mercado Forex é quantificar o
papel da informacdo em negociacdes. Escolher estratégias de investimento neste mercado é
uma tarefa desafiadora. Este ambiente é compartilhado por diversos tamanhos de capitais,
desde pequenos investidores até grandes corporacdes devido a sua alta liquidez. O horizonte
dos investimentos é também variado, certas negociacoes tém expectativa de durar anos, outras
podem durar até mesmo segundos. Investimentos de longo prazo possuem a caracteristica de
protecdo. Em geral, eles sdo feitos para evitar prejuizos oriundos de grandes variacdes nas
cotacdes. Investimentos com prazos pequenos, em geral, buscam se aproveitar das tendéncias

de precos daquelas horas, dias ou semanas para obter lucro. Denominaremos essas negociacoes
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de curto prazo como trades.

Nos dias atuais, informacGes impactantes no mercado financeiro tais como rendimento de
empresas, decisGes de bancos centrais, conflitos entre naces etc. sdo adquiridas cada vez
mais rapidamente. O agente que opera nesses mercados precisa ter expertise para filtrar toda
essa informac3o e tomar suas decisGes. E conhecido que tracos psicolégicos podem afetar
significativamente o comportamento e a performance em um contexto financeiro (BIAIS et al.,
2002). Para evitar intervencdes humanas que estejam influenciadas por emocdes, estresse ou
ansiedade, é preferivel que os trades sejam feitos de forma automatica. Isto é possivel por meio
de um Expert Advisor (EA), que s3o programas que executam uma operacdo obedecendo a
uma légica estabelecida previamente. A forma mais popular de usa-los é através da plataforma
MetaTrader. Quando o agente entra no mercado, seja comprando ou vendendo, é preciso
selecionar dois valores importantes: Stop Loss (SL) e Take Profit (TP), o primeiro diz respeito
ao maior prejuizo naquela operacdo que o agente aceita; é uma barreira que limita as perdas. O
segundo é o maior lucro aceito na mesma operacao; é também uma barreira. Uma grande parte
das transacdes s3o feitas de forma automatica. Em 2009, 73% dos tradings dos Estados Unidos
eram algoritmicos (HENDERSHOTT; JONES; MENKVELD, 2011)). Mesmo com apoio tecnolégico,
porém, é preciso ter cuidado: foi mostrado que 97% dos traders brasileiros perdem dinheiro
(CHAGUE; DE-LOSSO; GIOVANNETTI, [2020). A Figura[5|mostra o percentual de traders lucrativos
em funcdo do nimero de dias operando. Ela demonstra que quanto mais tempo no mercado,
mais provavel estar no grupo dos que perdem dinheiro. Existe também o fenémeno denominado
de Stop hunting onde participantes do mercado intencionalmente buscam manipula-lo para
ativar ordens de SL de outros participantes (NOERTJAHYANA et al., 2020).

Para evitar ainda mais vieses humanos nas tomadas de decisdes, vem crescendo a tendéncia
de que o préprio EA obedeca a uma légica otimizada, o que pode ser alcancado com o auxilio de
redes neurais artificiais. Redes neurais sdo modelos de aprendizado supervisionado nao lineares
baseado em neurdnios. O uso de redes neurais com objetivo de lucro é bem estabelecido (DUNIS;
WILLIAMS, [2002; |KUO; CHEN; HWANG, [2001)). Nosso interesse é em redes neurais profundas
(DNN,do inglés deep neural network), comumente usadas em reconhecimento de padrdes em
imagens, mas nosso interesse, entretanto, é no reconhecimento se uma tendéncia dos precos
é de alta ou de baixa.

O estudo sobre trading se da, quase em sua totalidade, no aspecto financeiro. Entretanto,
do ponto de vista fisico pouco se sabe sobre essa atividade. Nesta tese, busca-se estreitar a

distancia entre os campos de trading e fisica. De forma geral, a grandeza mensuravel mais
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Figura 5 — Frac3o de day traders com lucro positivo. Esta figura mostra a fracdo de individuos com lucro bruto
positivo (linha preta com circulos) e lucro liquido positivo (linha vermelha com tridngulos). As linhas
tracejadas indicam o intervalo de confianca de 95%. Fonte:(CHAGUE; DE-LOSSO; GIOVANNETTI,
2020)

atil nessa direcdo é a quantidade de informac3o disponivel (SHANNON, |1948). Para conectar
as areas, a analogia feita é com uma maquina de informacdo de Szilard (SZILARD, (1929),
um experimento imaginario em que é possivel extrair trabalho a partir da informacao da
localizacdo de uma particula numa caixa. O EA funciona como tal maquina, onde o lucro
é extraido da informacao do estado do preco. A quantificacdo do estado do preco é feita a
partir de indicadores financeiros que contém, de forma implicita, informacGes sobre tendéncias,
desvio padrao, reversoes de tendéncias, etc.

Outra forma de caracterizar fisicamente um EA é através do uso de conceitos da termodi-
namica estocastica. Esta area incorpora o efeito de flutuacées em sistemas termodinamicos.
Ela tem se tornado importante devido aos avancos tedricos e experimentais (SEKIMOTO) (1998;
BUSTAMANTE; LIPHARDT; RITORT, 2005; SEIFERT), 2008). Sua base tedrica tem se consolidado
em virtude do encontro de vérias igualdades tais como teoremas de flutuacdo e igualdade de
Jarzynski (JARZYNSKI, |1997; ICROOKS, (1998; ICROOKS, |1999). Tempos de primeira passagem
podem ser (teis para nos mostrar relacdes de flutuacdo, como mostrado em (SINGH et al|
2019). A Figura |§] mostra uma relacdo de flutuacdo ao longo do tempo para um sistema que
consiste em duas ilhas metalicas no regime de bloqueio de Coulomb. Nesta tese, foi construido
um grafico similar para o periodo de operaciao do EA.

Esses sistemas de termodinamica estocastica podem ser manipulados de forma que ocorram
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pequenas mudancas em seu estado, por exemplo, uma modificacdo em sua posicdo, ou uma
alteracdo no seu volume. Denominamos essa modificacdo como protocolo de controle. Se
esse protocolo depender dos resultados obtidos apds a interacao com o sistema, caracteriza-se
como um protocolo de controle com feedback. Em situacoes que hé protocolo com feedback, o
teorema de flutuacdo sofre uma modificacdo, sendo incorporado um termo devido a informacao
mutua (SAGAWA; UEDA, [2012). Ao considerarmos o EA como uma maquina de Szilard de
informacao, a rede neural vai atuar como um protocolo com feedback e é possivel medir a
quantidade de informacdo acrescentada pela rede.

A tese é dividida da seguinte forma: No capitulo 2 é discutido hierarquia em mercados
Forex segundo o formalismo da Teoria H. A analise é feita nos trés pares de moedas mais
negociados. Um ajuste conjunto nas distribuicdes de retornos e de volatilidade é realizado a
fim de modelar essas curvas. E calculado o niimero N de escalas de tempo de cada mercado.

Em seguida, no capitulo 3, sdo apresentados os tempos de primeira passagem tedricos por
uma barreira e por um intervalo. Em seguida, é elaborado um modelo dinamico e hierarquico
para os tempos caracteristicos. As distribuicGes empiricas sao calculadas e ajustes sdo feitos
para evidenciar a existéncia de hierarquia também nos tempos de primeira passagem.

O capitulo 4 mostra como categorizar informacdo de Expert Advisors. Isso é feito por
uma analogia com uma maquina de Szildrd. S3o demonstradas as formas que teoremas de
flutuacdes tém quando existe informacdo mdtua. Uma rede neural artificial auxilia na decisao

de compra ou venda e é possivel medir quanto de informacao ela adicionou.
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O capitulo 5 encerra a presente tese com conclusdes e perspectivas a respeito do trabalho

aqui elaborado.
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2 HIERARQUIA DA TURBULENCIA EM MERCADOS FOREX

A aplicacdo inicial de conceitos e métodos da fisica, especialmente da fisica estatistica,
na modelagem de sistemas econémicos e financeiros remonta ao inicio do século XX, com
as contribuicdes de Louis Bachelier (BACHELIER, 1900) em 1900. Em sua tese de doutorado,
ele modelou as flutuacbes de precos no mercado financeiro usando um passeio aleatério,
antecipando o conceito de movimento browniano, formalizado por Albert Einstein em 1905.
Bachelier propos que as mudancas nos precos obedeciam a um processo estocastico, e seu
trabalho constitui um precursor fundamental da teoria moderna de financas.

O mercado financeiro representa um sistema complexo. Uma das caracteristicas que evi-
denciam sua complexidade é o desvio da distribuicdo gaussiana, manifestado através de distri-
buicoes com caudas do tipo lei de poténcia. Isso é observado particularmente na distribuicao
dos incrementos de precos. O efeito pratico desta caracteristica é que fendmenos extremos,
como uma alta ou baixa repentina, ndo sdo t3o improvaveis quanto seriam se os incrementos
de precos fossem regidos por uma distribuicdo normal. Uma das primeiras tentativas de mode-
lar os precos considerando essa caracteristica foi através de distribuicdes de Lévy. O problema
que surgiu foi que tais distribuicGes possuem variancia infinita, uma caracteristica indesejavel
com sistemas financeiros reais. Observou-se também que essas distribuicGes com cauda pesada
podem surgir da superposicao de estatisticas. Nessa abordagem considera-se a existéncia de
duas escalas de tempo bem distintas, onde a distribuicdo para tempos curtos, devido a varia-
veis rapidas, é calculada sobre a distribuicdo das variaveis lentas. Esta descricdo, entretanto,
ndo fornece a dinamica que governa o fendomeno, limitando sua capacidade explicativa.

Paralelamente ao mercado de acdes e indices, existe outro instrumento financeiro relevante
chamado opc¢des. Uma opcéo da a seu possuidor o direito de compra (ou venda) de uma
quantidade de acdes por um preco fixado numa data estabelecida (opgdo europeia). Neste
tipo de contrato, o negociador busca saber se vale a pena exercer seu direito de compra ou
venda. A compreensao da dindmica da opcao é fundamental para estratégias de negociacdo
lucrativas. Uma solucdo matematica foi desenvolvida por Black, Scholes e Merton em 1973
(BLACK; SCHOLES, [1973). Esse modelo fundamenta-se em uma série de suposicBes e permite
encontrar uma forma fechada para determinar o valor da opcdo.

Entretanto, em mercados reais, o modelo de Black-Scholes falha, devido a suposicdes irreais

do ponto de vista fisico como a volatilidade constante, desconsideracao de salto entre os precos
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al., [2024]).

e, do ponto de vista mais técnico, omissdo do pagamento de impostos e comissoes. Para lidar
com o problema da volatilidade constante, surgiram novas abordagens a partir da observacao
da volatilidade como uma variavel aleatéria. Exemplos notaveis dessa abordagem incluem
os modelos de Heston (HESTON, [1993)) e Hull-White (HULL; WHITE, 1987)). A volatilidade
é modelada n3ao apenas como um processo estocastico, mas através de uma dindmica via
equacdes diferenciais estocasticas.

Em mercados Forex, uma analogia entre flutuaces de precos e turbuléncia foi proposta de
forma que no lugar de uma cascata de energia, ha uma cascata de informacdo (GHASHGHAIE
et al}, [1996)). A hierarquia consiste no fato do fluxo ir das maiores escalas de tempo para as
menores. A Figura [/| mostra a caracteristica aleatéria das cotacOes nos trés pares de moedas
mais negociados do Forex.

Neste capitulo vamos apresentar a teoria H e sua classe de universalidade de distribuicdes
com cauda lei de poténcia. Apresentamos o procedimento de ajuste conjunto que consiste em

fazer o ajuste simultaneamente da distribuicdo dos retornos e da volatilidade

2.1 TEORIA HEM MERCADOS FOREX

A teoria H é uma abordagem para andlise de problemas envolvendo sistemas complexos.
Desenvolvida inicialmente no estudo de fluidos classicos, a teoria expandiu-se para diversos
outros contextos. Ela fundamenta-se no modelo de cascata de energia de um fluido turbulento,
incorporando o fendmeno da intermiténcia e caracterizando o nimero de escalas relevantes do

sistema. O modelo consiste em um conjunto de equacdes diferenciais estocasticas com escalas
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bem separadas, onde existe uma conexdo hierarquica entre escalas adjacentes, formando uma

hierarquia.

2.1.1 O modelo

Apresentamos a seguir uma descricio matematica do modelo. Em sistemas financeiros,
tradicionalmente trabalha-se com o logaritmo dos retornos, z, = In S(t + 7) — In S(t), onde
S(t) é a taxa de cAmbio para um par de moedas no tempo ¢ e 7 é uma escala de tempo curta.

O correspondente processo estocastico é descrito pela equacao de Langevin:

dr.(t) = —px,(t)dt + \/ po, (t)dWy(t), (2.1)

onde 11 é uma constante positiva, v, (t) é a volatilidade na escala 7, e W (¢) é um processo de
Wiener (movimento Browniano). Posteriormente mostraremos o método para extrair a série
da volatilidade.

E bem estabelecido que a volatilidade em sistemas financeiros n3o é uma constante
(SHEPHARD; ANDERSEN, 2009), portanto deve-se considerar essa caracteristica em qualquer
modelagem que busque representar adequadamente a realidade. Este comportamento é ana-
logo a ndo constancia da taxa de dissipacdo de energia em sistemas turbulentos. Adicional-
mente, a volatilidade forma clusters ao longo das escalas de tempo (MANDELBROT, (1967)),
fendmeno andlogo a intermiténcia da dissipacdo de energia em turbuléncia. Para incorporar
essas caracteristicas da volatilidade em mercados forex, a teoria H propée um modelo de cas-
cata de informacao mediante um sistema de equacdes diferenciais estocasticas, fundamentado
na teoria de Kolmogorov de intermiténcia (FRISCH, |1995).

As volatilidades dependentes das escalas s3o:

dl)z<t> == —’}/Z[Uz(t) - UZ_1<t>]dt + Iiﬂ);ll)il__ladwi, 1= ].,...,N, (22)

onde 7; e K; sdo constantes positivas e W;(t) sdo processos de Wiener independentes. Detalhes
sao encontrados no Apéndice . S6 existe solucdo analitica para os casos a =1 e o = 1/2.
Cada um desses valores difere na familia de distribuicGes resultantes, o primeiro da a classe
lei de poténcia e o segundo a classe exponencial esticada. Neste capitulo, apenas a primeira
classe nos interessa. A outra classe produz ajustes tedricos que muito diferem do observado

empiricamente. O modelo considera uma hierarquia de escalas de tempo, 7, < 71, © =



29

1,...,N tal que v; é a volatilidade na escala 7;, onde 7y representa a maior escala de tempo
(correspondente a extensdo da série temporal) e v, representa a volatilidade histérica medida
na escala 7. A forma da equacido [2.2] apresenta as propriedades desejadas da volatilidade. O
primeiro termo descreve a assimetria no fluxo de informacao, que flui das escalas maiores para
as menores. O segundo termo garante que a volatilidade mantenha-se flutuante e positiva.

Na equacdo [2.1] a volatilidade estd associada com a menor escala na hierarquia. Para V
escalas, define-se v(t) = vy(t). Todas as varidveis v; possuem a mesma média (v;) = vy.
Consequentemente, todas as volatilidades nas vérias escalas de tempo flutuam ao redor da
mesma média v,.

A composicdo das equacdes 2.1 e[2.2]ndo possui solucdo exata; para lidar com isso assume-
se uma grande separacdo de escalas de tempo. Como a volatilidade é calculada com base nos
valores dos retornos, ela apresenta-se mais suave e portanto varia mais lentamente do que
os proprios retornos, ou seja, Ty > 7. Assim, sobre uma escala de tempo 7y, na qual a
volatilidade vy apresenta variacdo limitada, os retornos atingem um regime quase estacionario

descrito por uma distribuicdo Gaussiana.

P(xfoy) = \/;T_UN exp <_2fjv> | (2.3)

Para chegarmos na distribuicao dos retornos precisamos integrar sobre todos os valores possi-

veis de vy, portanto :

o 1] x?

P(z,) = /0 S O (-M) F(vx) doy, (2.4)
onde f(vy) é a funcdo densidade de probabilidade estacionaria para vy. Vamos novamente
tratar a variavel mais lenta como fixa, agora na andlise de. Para v;_; fixo, calculamos apenas
a solucdo estacionaria da equacao de Fokker-Planck correspondente, que d4 uma distribuicao

gama inversa:

9. Bi+1 9.
f(vilvizg) = %U;fhﬂ exp (_/82::—1> ’ (2.5)

onde 3; = 2v,;/rk?. Para encontrar a distribuicdo f(vx) na menor escala devemos integrar

sobre as maiores escalas. Devemos fazer

flon) = /f(UN|UN—1)f(UN—1)dUN—1
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e repetir o procedimento até chegar ao topo da hierarquia.

flon) = / dvn_1 ... / dvlﬁ Flvilvier). (2.6)

Usando a equacdo [2.5 em [2.6| para todas as integrais, chegamos em:

o 1 onN|[ _g—
f(UN)_vowF(ﬂH)GN’O( -

onde w =T[[IL, 85, B = (B1,....Bn), T(B) = TIIL, T(B)), e G € a fungdo G de Meijer
(ERDELYI, |1953). A demonstracdo de como se obtém esse resultado estd apresentada no
Apéndice [Al

Substituindo em [2.4] temos

UN) , (2.7)

VoW

”N) doy,  (2.8)

Vow

. 0 1 1'3_ 1 o,N —A-1
Plar) = /0 V2muN P <_ QUN) vowI (B + l)GN’O ( -

pela propriedade das funcGes de Meijer, temos

s UN ~0,1
f— ) 0
exp < on Z—xz Gip| 2

que retornando para a integral fica
(o

As funcoes de Meijer possuem a propriedade

_ m,n ap+p
x) =Gpg (bq+ﬁ

que pode ser usada na integral e assim obter

Z;ZV) , (2.9)

1 1 ® 01
G
V2T ’UQWP(,B + 1) /0 1.0

P(z,) =

x) (2.11)

2
UN) GJ?T’,](\)T ( —8-1/2

prymmn CEP
Gy (bq

12

“N> doy.  (2.12)

Vow

_ 1 1 0,1
P(xT) - \/ﬁUQMF(IB-F 1)/0 Gl,O (O

Essa expressdo possui a integral de duas funces G, que pode ser simplificada usando a pro-

wv Co
7795) GO’,T (d;

priedade

o0 s
G m,n P
/0 P,q | by

fl') dr = le+V,n+,u (&’n,—d:,d‘p

cOrirate | G, ',

Z) . (2.13)
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Identificando n = 1/wvy, € =2/2>, m=q=0,p=q=N,u=7=0,0=v=1,6 =0

e d, = —f — 1/2, chegamos em

1 1,N
P G~ —-B-1/2
N () N1 ( 2wty

- V2mwue (B 4 1) 0

No restante da tese vamos assumir 3; = (3,7 = 1,...,N. Essa escolha ¢ justificada se

ﬁ) . (2.14)

considerarmos que ha invariancia de escala ao longo da hierarquia de informacao, de modo
que as distribuicoes de probabilidade tenham a mesma forma em todas as escalas.
A equacdo pode ser expressa em termos de uma outra funcdo mais conhecida, ,F7,

que é uma funcdo hipergeométrica generalizada. Para mostrar isso, vamos usar a identidade

ap I'(by) L —ap
o, 2| = r(aq) Gyr —z|, (2.15)
bq P 0,1 —bqg
e chegamos em
1 T(B+3/2) 7
P = F 3/2;— . 2.1
w(@) V2rwv, T(B+1) V0 B+3/2 2wy (2.16)

O caso N =1 é de particular interesse pois a equacdo acima pode ser expressa em termos de

uma fungdo elementar ao usarmos a identidade | Fy(a,z) = (1 — 2)~“. Ficamos com

1 T(B+3/2) 22\~ (+3)
= V2ihn T+ 1) (1 * 2m0> |

A funcdo P;(z) também pode ser escrita em termos da distribuicdo ¢-gaussiana (TSALLIS,

1988):

Pi(z) (2.17)

1 2
p _ q—1 I (q—l) < [_ x ] 2.18
(%) (5—3q)mo> I' (27 — %) *Pe (5—3q)o* ]’ (218)
onde

1 2 2.19
=i 26 +3’ (2.19)

o> =vy = (2%), e
exp,(z) = [1 + (1 — q)z] ™7 . (2.20)

A relacdo estabelece uma restricdo aos possiveis valores de g dadoque 8 > 0,1 < ¢ <

g. A distribuicdo g-gaussiana é extensivamente aplicada na modelagem de distribuicoes com
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caudas pesadas. Ela aparece no contexto de mecéanica estatistica nao extensiva, resultando
da maximizacdo do funcional de entropia generalizado (TSALLIS, |2009)). Vale destacar que o
aparecimento destas distribuicoes na teoria H nao deriva do formalismo de mecéanica estatistica
ndo-extensiva. Na teoria H, a ¢-gaussiana representa apenas o primeiro membro de uma familia
de distribuicdes ndo gaussianas com comportamento de lei de poténcia nas caudas.

A distribuicdo P;(x) decai como lei de poténcia para x grande:

1 T

O comportamento assintético da y Fp, por sua vez, é

al 1
NFo(ar,...an; —z) ~ > ™ {1 +0 ()} : for x| — oo, (2.22)
i=1 x

onde ¢;'s sao constantes. Isso mostra que ela decai como lei de poténcia para qualquer N.
Como estamos considerando todos os f3; iguais, as distribuicdes Py (z) apresentam a mesma
dependéncia assintética de lei de poténcia:

Cn

para uma constante C'y e uma escala caracteristica z},. Importante ressaltar que as distribui-
cbes diferem em sua forma funcional, convergindo assintoticamente da mesma forma.

Adicionalmente, a constante C'y e o valor caracteristico 3 aumentam com N. Conse-
quentemente, quanto maior N, maior o intervalo necessario até que a distribuicdo entre no
regime de lei de poténcia. Este comportamento é ilustrado na figura[8a, que apresenta funcdes
Py(x), para N =1,2,3,4,5 e vy = 8 = 1. Na figura |8b| apresenta-se a parte positiva dessas
distribuicdes em escala log-log. Observa-se um intervalo transiente antes que as curvas, que
decaem com o mesmo expoente, tornem-se paralelas. Adicionalmente, na regido central da
distribuicdo manifestam-se diferencas significativas.

A anélise de ajustes de dados empiricos requer cautela devido ao seu alcance limitado,
que dificulta a percepcdo do comportamento das caudas. Ademais, um bom ajuste na regido
das caudas ndo garante um bom ajuste na regido central da distribuicdo. Como apresentado,
e evidenciado em (VASCONCELOS; SALAZAR; MACEDO, 2018; SOSA-CORREA et al., 2019)), as
distribuicdes do sinal podem ser ajustadas por diferentes modelos probabilisticos, dificultando

a escolha do modelo mais adequado. Para superar essa limitacdo, sugerimos um método de
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Figura 8 — (a) Graficos da distribuicdo Py(x) dada na Eq. (2.14) para vy =1, 8 =1e N = 1,2,3,4,5. (b)
O mesmo que em (a), em escala log-log para o lado positivo (z > 0) das distribuicdes. Fonte:
Elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., [2024]).

ajuste conjunto (descrito a seguir) no qual ajustamos simultaneamente as distribuicdes obser-
vadas tanto do sinal (retornos) quanto do background (volatilidades), utilizando as equacdes

derivadas do modelo.

2.1.2 A série da volatilidade

O formalismo da teoria H fornece uma forma analitica para as distribuicGes dos retornos
e da volatilidade, permitindo ajustes e determinar qual a menor escala de tempo relevante do
sistema. Nesta analise, ambas as distribuices devem estar bem ajustadas. E necessario obter
uma série para a volatilidade. Essa série é extraida da série de retornos z,(t) variando com o

tempo, denotada de v, (t). Para uma janela mével de tamanho M sobre a série original dos
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retornos x-(t), para cada janela calcula-se o estimador de variancia

M—1
v(t) x(t — jot) — z(t)]?, (2.24)
~ i S
onde Z(t) é dado por
1 M-1
= — x(t — jot). (2.25)
i

A série temporal parametrizada pelo tamanho da janela é denotada por vy, (t). Resolve-se
entdo numericamente a equacdo [2.4] A varidvel de integracdo é vy, representando a média

da funcao

1 z?
Pz |oy) = mexp <_21)N> . (2.26)

Para séries temporais com valores discretos, essa integral, que representa uma média,

EXpressa-se por:

1 n—M 1 2

POD (2 = 3 i (—‘7”) , (2.27)

n—M = Jomvy(i 2upr(1)

onde n é o nimero de pontos da série original x(t). A soma vai até n — M porque temos que
desconsiderar o tamanho da janela. Note que estamos somando todos os termos que contém
vpr(i) para apenas um valor de x. Esse procedimento é repetido para diversos valores de M
e selecionamos o melhor valor M* que faz com que a distribuicido P*)(z) se ajuste com a
distribuicdo empirica dos retornos.

Determinado M*, realiza-se um ajuste conjunto das distribuicdes P(x) e fy(v). O nimero
de escalas IV é fixado e determina-se o valor de 5 que melhor ajusta as duas distribuicdes

tedricas simultaneamente. Busca-se minimizar, para cada N, a seguinte funcdo de erro:

1 n n—M*
i=1 =1

onde P; e f; sdo respectivamente os valores dos histogramas dos retornos e da volatilidade.
Definimos o valor de vy = 1 e isso faz com que, para um dado N, s6 tenhamos que encontrar
o melhor valor para o parametro 3. Escolher um certo valor de N nao é considerar apenas

aquela escala, mas sim toda a hierarquia até ela.
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Figura 9 — Erros do ajuste conjunto em funcdo do nimero N de niveis hierdrquicos para os trés pares de
moedas mais negociados: EUR-USD (circulos azuis), USD-JPY (tridngulos laranja) e GBP-USD
(quadrados verdes). Fonte: Elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., [2024).

2.1.3 Resultados

Vamos agora apresentar o resultado desse procedimento de ajuste conjunto aos pares de
moedas. Nds analisamos cotacdes de intervalo de uma hora do periodo de Novembro de 2012
a Abril de 2024. Isso nos da um valor aproximado de 64000 pontos para cada mercado. Os
dados foram obtidos gratuitamente através do centro histérico da plataforma MetaTrader 4
(MetaTrader 4 Platform), 2023).

Na figura [9) mostramos graficos da funcdo de erro em funcdo de N para os trés
pares de moedas considerados aqui. A partir dessa figura, encontramos que o erro minimo
para o par EUR-USD ¢ atingido em N = 5, enquanto para USD-JPY o erro minimo ocorre em
N = 2. Para o par GBP-USD, no entanto, o erro aumenta com NN e, portanto, consideramos
N =1 como o melhor valor (ou seja, o menor erro). Os valores do melhor tamanho de janela
para cada par sdo respectivamente M* =5, M* =6, M* = 6.

Na figura apresentamos o resultado para o par EUR-USD para os valores de N =
1,2,3,4,5 onde observa-se que o menor erro ocorre em N = 5, como ja mencionado, e
B = 2,27. As linhas representam as curvas tedricas para cada N com o seu respectivo melhor
valor de (3, enquanto circulos correspondem ao histograma empirico. Para maiores valores de
N o erro apresenta tendéncia crescente. Observa-se que a curva tedrica para N = 5 ajusta-se
adequadamente tanto para a distribuicido empirica dos retornos quanto para a volatilidade.
Para a distribuicdo dos retornos, o ajuste mostra-se adequado tanto na regido central quanto

na regidao das caudas.
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Figura 10 — (a) Distribuicdo dos retornos das taxas de cdmbio (circulos pretos) para EUR-USD e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 1 e 8 = 0,53 (tracejado verde), N = 2 e 5 = 0,93 (pontilhado
laranja), N = 3 e 8 = 1,36 (tracejado roxo), N = 4 e § = 1,85 (tracejado azul), N = 5
e B = 2,27 (vermelho). O melhor ajuste conjunto foi alcancado para N = 5; ver Fig. [9] (b)
Histograma (circulos pretos) da série de volatilidade v(t) e a previsdo do modelo (linhas) com
os mesmos pardmetros e convencdo de cores utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor e
publicada em (VASCONCELOS et al, 2024).

Na figura apresentamos o melhor ajuste para o par USD-JPY para ocaso N =1 e
N = 2. O segundo caso apresenta S = 0,85 e resulta em um erro menor. Observa-se que
a distribuicdo de retornos (Figura possui uma assimetria, caracteristica frequentemente
observada em sistemas financeiros e crucial na turbuléncia em fluidos. Uma abordagem via
Teoria H que capta a existéncia de assimetria pode ser encontrada em (SOSA-CORREA et al.,
2019).

Na figura (12| apresentamos o ajuste para o par GBP-USD, onde o melhor caso ocorre para
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Figura 11 — (a) Distribuicdo dos retornos das taxas de cambio (circulos pretos) para USD-JPY e a previsdo
da teoria H (linhas) para N =1 e 3 = 0,38 (tracejado verde), N =2 e = 0,85 (vermelho). O
melhor ajuste conjunto foi alcancado para N = 2; ver Fig.[9] (b) Histograma (circulos pretos) da
série de volatilidade v(t) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo
de cores utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al., [2024]).

N = 1. Como demonstrado anteriormente, essa distribuicdo é a g-gaussiana com = 0,35.
A distribuicdo ¢-gaussiana caracteriza-se por uma lei de poténcia na cauda; no contexto da
teoria H, ela representa a primeira distribuicao de uma familia hierdrquica de distribuicdes do
tipo lei de poténcia. Esta distribuicdo apresenta-se como a melhor escolha especificamente no
par GBP-USD.

Todos os ajustes foram feitos para a classe lei de poténcia. Apenas para mostrar que de
fato a classe exponencial esticada n3do corresponde a uma boa descricdo dos dados, a Figura
mostra o ajuste para o par GBP-USD com N = 10 e g = 5,23. O valor do erro vai

diminuindo a taxas cada vez menores com o aumento de NV até se atingir o limite de precisdo
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Figura 12 — (a) Distribuicdo dos retornos das taxas de cdmbio (circulos pretos) para GBP-USD e a previsdo
da teoria H (linha vermelha) para N = 1 e 8 = 0,35. O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para N = 1; ver Fig.[9] (b) Histograma (circulos pretos) da série de volatilidade v(t) e a previsdo
do modelo (linha) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores utilizada em (a). Fonte:
Elaborada pelo autor e publicada em (VASCONCELOS et al, [2024).

do algoritmo. Mesmo assim, é um erro de magnitude duas vezes maior que o encontrado na

classe lei de poténcia.

2.1.4 Discussao

A andlise contemplou os trés maiores mercados por volume de negociacdo: EUR-USD
(28%), USD-JPY (13%) e GBP-USD (11%); com N étimos dados por : N =5, N =2e N =
1 respectivamente. Observa-se que a profundidade da hierarquia correlaciona-se positivamente

com o tamanho do mercado. Para garantir a robustez das conclusdes, mostramos que a classe
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Figura 13 — (a) Distribuicdo dos retornos das taxas de cdmbio (circulos pretos) para GBP-USD e a previsdo da
teoria H (linha vermelha) para N = 10 e § = 5,23, classe exponencial esticada. (b) Histograma
(circulos pretos) da série de volatilidade v(t) e a previsio do modelo (linha) com os mesmos
pardmetros e convencdo de cores utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

exponencial esticada mostrada na Figura ndo descreve o fendmeno. Percebe-se que na
regiao das caudas o ajuste ndo fica tdo bom quanto o verificado pela figura [12]

Exceto pelo par GBP-USD, verificamos a existéncia de cascatas de informacdo nas moedas
analisadas. Sugerimos que esse fen6meno em sistemas financeiros resulta do fato de haver
diferentes horizontes de investimento pelos agentes participantes do mercado. Investimentos
de longo prazo influenciam os investimentos de curto prazo pois os traders monitoram esses
movimentos visando identificar oportunidades de lucro. O sentido inverso ndo se observa fre-
quentemente, pois agentes de longo prazo priorizam questdes macroecondmicas de variacao
mais gradual. Esta assimetria caracteriza uma cascata de informacao das grandes para as

pequenas escalas de tempo.
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A caracterizac3o de escoamentos em dinamica de fluidos baseia-se no nimero de Reynolds.
No contexto de mercados financeiros, adaptacGes destes conceitos resultaram em um anélogo
ao "ndmero de Reynolds” para mercados forex (KARTONO et al., [2020)). O volume de negociac¢do
representa o tamanho do mercado como uma medida da escala integral (grandes escalas).
Propde-se que o tamanho do mercado correlaciona-se com a dispersao dos horizontes de
investimento, resultando em mais escalas de tempo diferentes. Esta correlacdo manifesta-se
no nosso estudo. O EUR-USD, maior mercado, apresenta o maior nimero de escalas de tempo
(N = 5), enquanto o segundo par mais negociado, USD-JPY, exibe N = 2. O EUR-USD
apresenta volume 2,2 vezes maior que o USD-JPY, e a razdo do nimero de escalas entre
ambos os pares é 2,5, indicando correlac3o significativa. Na comparacdo entre os pares USD-
JPY e GBP-USD a correlacdo enfraquece. O primeiro é aproximadamente 20% maior que o
segundo enquanto o valor de N é o dobro. Essa discrepancia sugere uma limitacdo do modelo
na captura de escalas de tempo discretas; um modelo de cascatas continuo poderia refinar
estas relacdes, conforme modelos j& estabelecidos na literatura (BACRY; KOZHEMYAK; MUZY|,
2008; IMASKAWA; KURODA) 2020).

Os resultados indicam novas e promissoras direcGes de pesquisa, destacando-se: A analise
dos trés pares de moedas mais negociados, onde o terceiro par mais ativo (GBP-USD) apre-
sentou o menor nimero de niveis hierarquicos (N = 1). Consequentemente, a hipdtese de
que N cresce com o tamanho do mercado merece investigacao em outros contextos, como o

mercado de acoes e indices de bolsas.

2.2 CONCLUSAO DO CAPITULO

A aplicacdo de uma abordagem de turbuléncia em mercados de cambio (Forex) revelou
evidéncia direta de uma hierarquia de escalas de tempo na dinamica do mercado. A analise
quantificou o nimero de escalas temporais efetivas para os trés pares de moedas mais ne-
gociados: EUR-USD, USD-JPY e GBP-USD, com base no modelo de intermiténcia da teoria
H. Os resultados demonstram que quanto maior o mercado de cambio, maior o niimero de
escalas temporais relevantes, estabelecendo uma analogia direta com a turbuléncia, onde a
separacdo entre as maiores e menores escalas na cascata de energia aumenta com o niimero
de Reynolds.

O modelo proposto proporciona uma compreensdo mais profunda do complexo processo

pelo qual a informacao, medida pela volatilidade dos precos, propaga-se de escalas temporais
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mais longas para mais curtas. Modelos financeiros baseados em analogias com a turbuléncia
contribuem para a compreensdo da dinamica das taxas de cambio. Esta visdo hierarquica do
processo fornece insights fundamentais para o desenvolvimento de estratégias eficientes de

trading algoritmico.
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3 HIERARQUIA EM TEMPOS CARACTERISTICOS
DE PRIMEIRA PASSAGEM

O tempo de espera desempenha um papel importante em sistemas financeiros. No mer-
cado de opcodes, por exemplo, estipula-se uma data limite para o acordo. No mercado Forex,
pequenos investidores geralmente buscam operacdes que terminam no mesmo dia, caso deseje
manter uma posicao aberta no mercado por mais de um dia, é cobrado uma taxa chamada
swap. Dessa forma, estimar o tempo tipico de uma negociacao é uma informacdo essencial
para uma estratégia lucrativa.

Uma anélise temporal pode ser incluida nesse contexto através dos tempos de primeira
passagem. Veremos que ela conduz a um tempo caracteristico no regime de tempos grandes. De
forma anéloga ao que é feito para tempos de relaxacdo em sistemas complexos (PALMER et al.,
1984)), neste capitulo é mostrado como calcular distribuicdes de tempos de primeira passagem
para mercados Forex; é feita uma composicao de uma distribuicdo do tempo caracteristico T
com uma distribuicdo exponencial.

No Capitulo 1, constatou-se que esses mercados possuem uma dindmica hierarquica, no
qual foi calculado o nimero de escalas de tempo relevantes. Isso é um indicio de que um
simples decaimento exponencial n3o é suficiente para descrever o tempo de primeira passagem
para mercado Forex. E preciso verificar e explicar como de fato se d4 essa divergéncia da
exponencial. De forma semelhante ao que foi feito para a volatilidade no capitulo anterior,
assume-se que ha uma hierarquia nos tempos caracteristicos. Serd empregado novamente o
formalismo da teoria H para calcular o nivel dessa hierarquia.

Vamos inicialmente mostrar alguns casos mais elementares do como se calcula os tempos
de primeira passagem. Em seguida, a fim de descrever distribuicGes empiricas, usa-se o modelo

dinamico e hierarquico para os tempos caracteristicos.

3.1 INTRODUCAO A TEMPOS DE PRIMEIRA PASSAGEM

Apresentamos uma descricdio matematica para problemas que envolvem tempos de pri-
meira passagem. O conteldo fisico do sistema estad contido na equacdo diferencial parcial da
distribuicdo de probabilidade. Os métodos apresentados calculam inicialmente a probabilidade

de sobrevivéncia.
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3.1.1 Tempos de primeira passagem em uma barreira

Vamos agora voltar nossa atencdo para o caso de problemas que sejam continuos no tempo
e no espaco. Podemos encontrar solucdes desse tipo em (REDNER, 2001)). Esses sistemas sdo
tipicamente descritos por equacdes diferenciais parciais, sendo fundamental a equacdo da
difusdo dada por:
Oc(x,t) D?c(x,t)

5 =D 92 (3.1)

onde c¢(z,t) é a concentracdo de particulas, que representa a densidade de probabilidade de

ocupacdo no continuo, e D é o coeficiente de difusdo. Para resolver essa equacao, introduzimos

a transformada de Fourier

c(k,t) = /c(x,t)e“”dx. (3.2)

Substituindo a equac¢do [3.2] em [3.1] temos

¢(k,t) = —Dk%c(k.t). (3.3)

Esta é uma equacao diferencial ordinaria, cuja solucao é

c(k,t) = c(k,0)e DK, (3.4)

A condic3o inicial é uma particula localizada em x, representada por ¢(z,t = 0) = §(x — x9).

No espaco de Fourier, isto resulta em ¢(k,0) = exp (ikzg) , levando a
c(k,t) = e*roe= PRt (3.5)

Para obter a distribuicdo de probabilidade no espaco real, aplicamos a transformada inversa

de Fourier

1 .
c(xt) = —/e‘Dkzt_Zk(z_””O) dk. (3.6)

2

Resolvendo esta integral gaussiana através do método de completar quadrados, obtemos a

distribuicao de probabilidade

1 _(a—zg)?
C(x,t) = me 4Dt | (37)

Para abordar o problema de primeira passagem, exploramos sua analogia com a eletros-

tatica. Esta analogia emerge naturalmente da similaridade matemética entre as equacdes
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Figura 14 — llustracdo de um movimento browniano que se inicia em X = 10 até atingir a origem. Fonte:
Elaborada pelo autor.

diferenciais e condicoes de contorno dos dois problemas. A probabilidade de saida corresponde
ao campo elétrico no ponto de fronteira em uma geometria equivalente.

O caso em questao é uma particula em difusdo simples iniciando em 75 com uma fronteira
absorvente B. Para resolver matematicamente, temos as condicdes c(7,0;7) = d(7" — 7p) e

o7, t; Fo)‘ = 0. A distribuicdo dos tempos de primeira passagem é dada pelo fluxo j(75,t)

FeB
através de um ponto 7' na fronteira B (REDNER, [2001):

J(pt) = =D (3.8)

onde 7 € um vetor unitario normal em 3.

No caso unidimensional, a particula inicia seu movimento em zy, > 0, e é absorvida na
origem, onde ¢(z = 0,6 > 0) = 0. A figura |14 exemplifica a situacdo descrita. Denotando a
distribuicdo dos tempos de primeira passagem por F(0,t), aplicamos o método das imagens
da eletrostatica. Este método introduz uma “antiparticula” em ©* = —z( que, junto com a
particula original em x = x, satisfaz automaticamente a condicdo de contorno na origem. A

distribuicdo de probabilidade resulta da superposicdo de duas gaussianas com sinais opostos:

(e, ) = @ [exp (-W) ~exp <—(5"’L§))2>1 | (3.9)

Para calcularmos a distribuicdo dos tempos, vamos utilizar a equacéo [3.8} isto é, fazemos

dc(x,t) T x3
F0,t) =+D——— = — - t 3.10
0.0 =+p%0 mexp( ) s (10)

que é uma distribuicao gaussiana inversa. A equacdo [3.10| revela importantes propriedades
fisicas do sistema. A normalizacdo da distribuicao implica que a particula inevitavelmente

alcancard a origem, com probabilidade 1. Esta propriedade ndao se mantém necessariamente
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Figura 15 — llustracdo de um movimento browniano que se inicia em X = 10 até atingir uma das duas barreiras
situadas em X =0 e X = 20. Fonte: Elaborada pelo autor.

para outros regimes difusivos ou em dimensoes superiores. Notavelmente, o tempo médio de

primeira passagem diverge, como demonstrado por

) = [TeROd~ [T = o (3.11)

3.1.2 Tempos de primeira passagem dentro de uma regiao

Consideremos agora o movimento browniano confinado a um intervalo finito. As condicoes
de contorno podem variar entre barreiras refletoras, transmissoras ou absorventes. Vamos focar
no caso de barreiras absorventes em ambas as extremidades. Uma quantidade fundamental é
a probabilidade de sobrevivéncia S(t), que representa a probabilidade da particula n3o atin-
gir nenhuma barreira até o tempo t. A distribuicdo dos tempos de primeira passagem F(t)
relaciona-se com S(t) via F(t) = —[0S(t)/0t] (GARDINER, [1985; REDNER), 2001)). Para uma
distribuicdo inicial normalizada c(z,t = 0), a probabilidade de sobrevivéncia no intervalo [0,L]
é dada por:

S(t) = /OL c(x,t) dx. (3.12)

Consideremos novamente a difusdo simples descrita pela equacdo [3.1 O movimento agora
esta restrito ao intervalo [0,L] com condicdes de contorno absorventes, temos que ¢(0,t) =
c(L,t) = 0. A condic3o inicial localiza a particula em xg, expressa por ¢(z,t = 0) = §(z — x).
A figura [15] fornece uma visdo esquematizada do problema.

Analogamente a relacdo anterior com a eletrostatica, este problema apresenta uma cor-
respondéncia com o poco quadrado infinito da mecéanica quantica. Observe a equacdo de

Schrédinger unidimensional dependente do tempo:
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,ha\ll(x,t) B _ﬁ@QW(x,t)
! ot 2m  Ox2

Na difusdo simples, V(z) = 0 dentro do intervalo e V(z) = oo fora. O coeficiente de

+ V(x)¥(z,t). (3.13)

difusdo D faz o papel do —h?/2m. Resolvemos a equagéo através do método de separacdo

de variaveis c(z,t) = f(t)g(x), que fica

olf)g(@)] _ [f()g(z)]
o =D (3.14)

Separando as varidveis e expressando em termos de derivadas totais, obtemos

g(:L‘)d];(;) - Df(t)ddgx(f) — ; - Dgg” (3.15)

A igualdade para todos valores de x e t requer que ambos os lados sejam iguais a uma

constante negativa, assegurando o decaimento temporal da densidade de probabilidade

f=—kf, (3.16)
Dg" = —kg. (3.17)

A solucdo da parte espacial é da forma sin (nmz/L) com n inteiro. A parte temporal
apresenta decaimento exponencial, onde o n-ésimo modo decai com taxa k,, = D(nw/L)2. A

solucdo geral, obtida pela soma das solucGes particulares, é

nmx

© nm 2
c(z,t) =) A,sin () e~ () bt (3.18)
n=1 L
onde as constantes A,, sdo determinadas pelas condicdes iniciais. A estrutura temporal merece
atencdo especial, pois t aparece exclusivamente no termo exponencial. Os modos de ordem
superior decaem mais rapidamente, tornando-se irrelevantes para tempos longos. Assintotica-
mente, apenas o modo fundamental n = 1 contribui significativamente.
A integracdo definida na equacdo[3.12] preserva a dependéncia temporal. O comportamento

assintotico da probabilidade de sobrevivéncia é dado por

S(t) o e P = =t/ (3.19)

onde 7y = L?/Dm? é o tempo de decaimento caracteristico do sistema, combinando para-
metros dinamicos da particula e geométricos do meio. A anélise do tempo caracteristico em

diversos mercados é um ponto importante deste capitulo.
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3.1.3 Tempos de primeira passagem para volatilidade estocastica

Como demonstrado anteriormente, a probabilidade de sobrevivéncia na difusdo simples
apresenta decaimento exponencial. Neste processo, a varidncia permanece constante, pois D =
0?/2, onde o é o desvio padrdo. Diversos sistemas fisicos, entretanto, exibem varidncia que
evolui no tempo. Os modelos de varidncia estocastica oferecem uma abordagem mais robusta
para estes sistemas, superando limitacoes de modelos mais simples. Esta generalizacao nos
leva a investigar o comportamento assintotico da probabilidade de sobrevivéncia em sistemas
com variancia flutuante.

No contexto de sistemas financeiros, destaca-se o modelo de volatilidade estocastica de
Heston (HESTON, [1993). O modelo descreve a evolucdo dos log-precos centrados X (t), sub-

traidos de sua média:

dX (t) = Y (t) AW, (2). (3.20)

A variancia do processo X (t), representada pela variavel aleatéria Y (t), evolui segundo

dY (t) = —a(Y (t) — m?)dt + k\/Y () AW, (t), (3.21)
onde a, m e k sd3o constantes positivas e W;(t) sdo processos de Wiener. A equacdo m
significa que a soluc3o deterministica de Y tende exponencialmente para m? com taxa «. Aqui
k é a amplitude das flutuacdes da volatilidade.

A probabilidade de sobrevivéncia caracteriza os tempos de escape dentro de uma faixa.
Para volatilidade flutuante, esta probabilidade depende tanto do retorno quanto da volatili-
dade. Denotando esta probabilidade de sobrevivéncia bidimensional por S(x,y,t). Esta fungdo
representa a probabilidade do retorno X (t), iniciando em X (0) = x com volatilidade Y (0) = v,
permanecer no intervalo (—L/2,L/2) até o tempo t.

O processo difusivo bidimensional em X () e Y () resulta na seguinte equagdo de Fokker-
Planck reversa (GARDINER, |1985)):

s 1., 9*S 1 9%S

s ,
ot~ g ok gt v

com condicdes de contorno no tempo e no espaco dadas por

(3.22)

S(z,y,0) =1, S(+L/2,y,t)=0. (3.23)



48

A solucdo desta equacado pode ser obtida via séries de Fourier. Dada a condicdo de con-
torno S (+L/2,y,t) = 0, a simetria do intervalo sugere uma solucdo em termos apenas das

componentes de cosseno:

S(z,y,t) ZS y,t Cos<(2 +Ll> ) (3.24)

onde os coeficientes S, (y, t) sdo dados por

L/2 2 1
y,t =7 /L/Q x,y, 1) cos (W) dx. (3.25)

Aplicando a condicdo inicial da equacao [3.23| a expressdo dos coeficientes, obtemos

b2 on + 1

== /L/2 < (2n + l)mz ) PR Gl (3.26)

L/2 m(2n +1)

Denotando estes termos por 7,,. Substituindo a solucio [3.24] na equacio [3.22] a independéncia

dos termos de cosseno resulta na equacdo diferencial parcial

S, 5 08, 1., 98, 1(@n+Dr)’
= —aly — - (R . 2
v aly —m?) 9y + 21{7 Y a2 2 ( 7 ySy (3.27)

Introduzindo novas escalas de tempo e volatilidade, 7 = at e v = (2a/k?)y. Esta transforma-

cdo resulta em

or ~ 0%, e T \ar (3.28)

onde 3, = (k/a)(2n + 1)m e § = (2a/k*)m?. Esta equacdo diferencial, independente de z,

2
s, 95, , &S, (m) -

admite a solucdo

Sp(v,7) =y exp [—A, (1) — Bp(7)v], (3.29)

em que A,(7) e B,(7) sdo funcbes do tempo a serem determinadas. Substituindo em

3.28, obtemos para cada termo

S, .
8 — —[An(r) + Ba(r)o]Sh,
S,
S = = Bu(7)S,, (3.30)
S,

oz "
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Aqui, fizemos o uso da notacdo A, (7) e B, () para designar derivadas totais em relacio ao

tempo. Substituindo na equacao diferencial parcial obtemos

—[An(T) + Bu(m)v] = (v — 0)By(7) + vB2(7) — (8n/2L)%. (3.31)
Por independéncia linear da variavel v, encontramos duas equacdes diferencias ordinarias para

A,(7) e B,(1), sdo elas

Ay (1) = 0B, (1), (3.32)
Bu(1) = =Bu(7) — Ba(7) + (8a/2L)*. (3.33)

A primeira tem como solucdo

An(r) = 6 / By (s) ds, (3.34)

JO

enquanto a segunda é uma equacao de Ricatti. Mostramos a solucdo da equacao de Ricatti e

posteriormente da equacdo para A, (7) no Apéndice . Temos que

An(r) =10 [,unT +1In (“n t ZZ o )1 (3.35)
e
By(1) = Le (3.36)

My - A
Lt (/i )=
onde pf = (A, +1)/2 com A, = /1 + (B,/L)2. Agora que ja calculamos todas as quanti-

dades, podemos retornar a forma da probabilidade de sobrevivéncia, ela é dada por

S(z,v,7) Z'yn exp [—An(7) — By (7)v] cos <(2n—|—Ll)7mc> : (3.37)

No regime de tempos grandes, quando 7 > 1, temos que A,(7) ~ Ou, 7 e B,(1) = u.
Entdo o comportamento assintético da probabilidade de sobrevivéncia para tempos longos é

dado por

S(x,v,7) Z Y €XP { (67 + v)} cos (W) : (3.38)

3.2 VERSAO HIERARQUICA DOS TEMPOS CARACTERISTICOS

Ambos os regimes de volatilidade, constante e estocastica, apresentam um tempo carac-

teristico de escape da regido delimitada. Este tempo depende tanto dos parametros geomé-
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tricos quanto da dinamica do sistema. No modelo de Heston, evidenciamos a dependéncia da
probabilidade de sobrevivéncia com a volatilidade. A introducdo da dinamica na volatilidade
modifica substancialmente o decaimento assintético de S(t). Conforme demonstrado no Ca-
pitulo 1, mercados Forex exibem uma dinamica hierarquica para a variancia. Esta hierarquia
naturalmente suscita questdes sobre sua influéncia nos tempos de primeira passagem e sua
formalizacdo matematica.

Uma abordagem proposta é incorporar a turbuléncia observada nos mercados ao estudo
dos tempos de primeira passagem. Mantendo os aspectos geométricos, modificamos apenas o
tratamento da volatilidade. Uma simplificacdo possivel é tratar o tempo caracteristico como
variavel aleatoria.

Esta abordagem encontra paralelos nos fenémenos de relaxacdo. Materiais como vidros,
polimeros e proteinas apresentam tempos caracteristicos de retorno ao equilibrio apds pertur-
bacBes. Sistemas complexos exibem relaxaco distinta da exponencial de Debye (DEBYE, [1945;

DATTAGUPTA, 2012)

B(t) = Dy exp (-i) . (3.39)

Geralmente, o fendmeno é descrito em termos de uma exponencial esticada de Kohlrausch-
Williams-Watts (KOHLRAUSCH, 1847; [WILLIAMS; WATTS|, 11970 IKLAFTER; SHLESINGER, |1986;

BLUMEN; KLAFTER; ZUMOFEN, 1986)

O (t) = Pgexp [— (f_)a} , O<a<l, (3.40)

e também pode ser descrita por um assintético do tipo lei de poténcia (KLAFTER; SHLESINGER,
1986} SINGH|, 2020)

(1) = B, (1 + j)n n> 1. (3.41)

A relaxacdo de Debye, caracterizada por um unico tempo de relaxacdo 7, implica esta-
bilidade dindmica para tempos superiores. Uma descricdo mais completa dos sistemas fisicos
requer n3o apenas ajustes as funcdes e [3.41] mas uma fundamentacdo dindmica. Como
demonstrado em (PALMER et al., 1984)), tratar o tempo de relaxacdo como variavel resulta em
uma equacao mais geral que a relaxacao exponencial simples. Esta generalizacao é obtida pela

composicao
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o(t) = [ " w(r) exp(—t/7) dr, (3.42)
onde w(7) é uma distribuicdo de probabilidade de 7. Fisicamente, esta distribuico deve emergir
naturalmente da dinamica do sistema, em vez de ser arbitrariamente escolhida.

Esta abordagem pode ser estendida a probabilidade de sobrevivéncia, desde que identificado
o kernel apropriado. O kernel exponencial na equacao (3.42|emerge naturalmente do problema.
Este kernel permite generalizar a relaxacdo de Debye para sistemas complexos. A exponencial
atua como base para uma distribuicdo mais abrangente.

O capitulo anterior evidenciou mdltiplas escalas temporais na evolucdo dos precos Forex.
Considerando os tempos de escape extraidos do histérico, questiona-se: Como serd que essa
hierarquia se manifesta em problemas de primeira passagem? Sera que o nimero de hierarquias
vai se repetir para cada par de moedas? Qual a relacdo do nimero de hierarquias com a
geometria do problema? Abordaremos estas questdes desenvolvendo um modelo dinamico e
hierarquico para os tempos caracteristicos. Iremos novamente empregar o formalismo da teoria
H, dessa vez utilizando as classes de universalidades presentes no Apéndice [Al A distribuicdo

dos tempos de primeira passagem F'(t) é dada por

Fa(t) = /0 Pty )wn (rw) drw, (3.43)

em que wy(7y) € a distribuicdo da superposicdo de NNV varidveis de background, tal como no

Apéndice [A} e F'(t|Tn) é uma exponencial

Fa(t]ry) = ;V exp (—t/7x). (3.44)

Da discussdo sobre o kernel, ficou claro que queriamos um S(t|7n) o exp (—t/7n). O
fato de que F(t|r) = —[0S(t|7n)/Ot] (GARDINER, |1985)) faz com que a equagdo seja
a escolha certa, ela inclusive ja esta normalizada. A forma como extrairemos esses dados faz
com que a distribuicdo relevante seja F'(t) ao invés de S(t), mais detalhes serdo mostrados

adiante.

3.2.1 Classe Lei de Poténcia

A primeira classe a ser estudada é a familia de distribuicGes com comportamento assintético

de lei de poténcia. Inicialmente, realiza-se a composicao para N = 1; em seguida, aborda-se
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o caso geral.

3.2.1.1 Caso N=1

Comecaremos pelo caso onde ha apenas uma escala de tempo relevante 7, que segue uma

distribuicdo gama inversa

(Brmo)Pr —B—2 AT
—_— . 4
TG+ 1) 71 e (3.45)

wl(Tl\To) =

Com isso, a composicao é

(517—0)51Jrl o —t —py—2 £ (617'0)’81+1 * -3 —
(t) = 7/ —et/m ! 1 odr = 7/ 1 (Briro+t)/m1 g
1t LB +1) Jo 7'16 n © o an ['(B1+1) Jo 1 ¢ i

(3.46)

A integral acima é resolvida fazendo uma simples substituicdo 7 = 1/u, a nova expressdo é
identificada como similar a uma funcdo gama em forma integral. Temos entao que
1
(Bimo)" ™ T(B1 +2)

Fill) = 130D Gor s i (3.47)

Dessa forma fica evidente que o comportamento assintético neste caso é uma lei de po-

téncia 7172, Veremos agora qual a express3o e o comportamento assintético para o caso de

N geral.

3.2.1.2 Caso N>1

Colocando a equacdo (3.44] no formalismo das funcoes de Meijer, ela fica

™~

1
Fiem) = it

) . (3.48)

Na classe lei de poténcia, a distribuicdo w(7) tem a mesma forma que a equacdo |A.42|

Deixando com as variaveis apropriadas, temos

TN) , (3.49)

Tow

_; ON|[ —B-1
v = rowF(B+1)GN’O( i

Vamos usar a propriedade de inversdo das funcdes de Meijer, isso nos da



53

1
Fn(t|mv) = ;G(}f (I

Inserindo |3.50| e [3.49| em [3.43] temos

0 TN). (3.50)
b e 0| TN Ao [ —p-1
0 = T o Gw( t)Qm( -

Usando a propriedade da integral do produto de duas funcdes de Meijer, resulta em

Tow

rowl(B 4+ 1)t V!

TowW

SR

LA 1 LN (g | b
TOCU) - wl(B + 1)GNv1 ( 0 ) (3.52)

Podemos novamente nos valer da relacao para analisar mais facilmente o comportamento

assintético para tempos longos. Esse procedimento resulta em

1 T(B+2)
Tow (B + 1)
Sabendo que o comportamento assintético de uma funcdo hipergeométrica desse tipo obedece

Fu(t) = ~Fo (ﬂ t 2 —wt) . (3.53)

To

a equacao [2.22 chegamos em

Cn

Fy(t) = e (3.54)

em que fizemos a consideracdo de que todos os [3;'s sdo iguais a J e a constante C'y cresce
com o valor de N. A Figura [16al mostra a distribuicdo [3.53| onde é fixado o valor N =1 e
os valores de (3 sdo diferentes. Nota-se que quanto maior (3, mais intenso é o decaimento. A
Figura mostra as curvas para o valor de fixo de § = 1 para os diferentes valores de N.

Nesse caso, quanto menor o /N, mais intenso é o decaimento.

3.2.2 Classe Exponencial esticada

A outra classe é composta por distribuicoes com comportamento assintético de uma expo-
nencial esticada modificada. Para evidenciar a razdo dessa nomenclatura, inicialmente aborda-

se o caso N = 1, seguido pela anélise do caso geral.

3.22.1 Caso N=1

A variavel 71 tem uma distribuicdo de probabilidade gama dada por
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Figura 16 — (a) Distribuic3o teérica dos tempos de primeira passagem para N = 1 e 8 = 1,2,3,4,5 na classe
lei de poténcia. (b) Distribuicdo tedrica dos tempos de primeira passagem para N = 1,2,34,5,
70 =1 e 8 =1 na classe lei de poténcia. Fonte: Elaborada pelo autor.

B1 B171
wi(rfm) = L -2 (3.55)

L)

isso faz com que a composicao fique

I'(51)

e T dr = -—— T e

(/61/7—0)61 o0 ¢ IB _1 _ﬁl‘l‘l (/61/7—0)51 fe'e) /8 _9 _517_1 _t/T
Fi(t / - /T1 -1 / ) L ' g
1( ) 0 7_16 T F(51> 0 0 1

(3.56)

Essa integral é similar a seguinte integral de Bessel (GRADSHTEYN; RYZHIK| 2014):

/ Tl dp = 2(afv)E K, (2/a) (3.57)

0
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onde K, (z) é uma funcdo de Bessel modificada de segundo tipo. Ao compararmos as duas

equacdes, conseguimos identificar v = 31 — 1, 7 = 1/79 € a = t, isso resulta em

To B1 % )
Fl(t):(ﬁliéﬁli 2<ﬁ1t/70> K (2 ti) (3.58)

E conhecido que
K, (z) = ,/%e_z, Z — 00, (3.59)

Com isso em maos, conhecemos o comportamento assintético de Fi(t), ele tem a forma
1
F (t) ~ tB1=3/2)/2 ,=2(B1t/70)2 (3.60)

3.222 Caso N>1

Na classe lei de poténcia, a distribuicdo w(7) tem a mesma forma que a equacdo :

O que adaptando as variaveis fica

WN) (3.61)

To

w * ~0,1 TN\ ~No[ -
F — ) 0 v B
wn(t) TOI‘(B)t/o Gio ( : )GO,N (,8—1

Aplicando a propriedade da integral do produto de funcoes Meijer, resulta em

w(TN) = @Géﬁ\? (,6:1

Inserindo [3.50| e [3.61] em [3.43] temos

WTN

) dry. (3.62)

To

wt _ w GN—H’O _
To 7_01-\(/8) 0,N+1 | B—1,0

Queremos o comportamento assintético para tempos longos para a distribuicdo acima. Em

To

W N+1,0 - wt
Fy(t) = WtGo,;fH (5—1,0 ) (3.63)

(MATHAI; SAXENA; HAUBOLD, [2009) podemos encontrar diversas relacdes assintéticas para
funcoes H de Fox, elas podem ser simplificadas para o caso de uma funcao G de Meijer, no

limite £+ — oo vamos usar

g0 | a
Gp,q (b

x) ~ O (fv & 3‘1bj_zg‘laj+p2q)+l/2}/(q_p)> exp [~ (g — p)a'/" V], (3.64)
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Figura 17 — (a) Distribuicdo teérica dos tempos de primeira passagem para N = 1 e § = 1,2,34,5 na
classe exponencial esticada. (b) Distribuic3o tedrica dos tempos de primeira passagem para N =
1,2,3,4,5, o = 1 e B = 1 na classe exponencial esticada. Fonte: Elaborada pelo autor.

Como p = 0, ndo temos termos a;. O parametro ¢ = N 41 em que um dos termos b; = 0,
os outros b; = f — 1, ao passo que = = wt/7y. Isso nos dd o comportamento assintético de
uma exponencial esticada modificada, de modo que a distribuicao dos tempos de primeira
passagem fica

N(B=3/2)

Fu(t) ~ R exp [~ (N + 1) (wt /7)Y O+ (3.65)

A Figura [L73] mostra as curvas tedricas da equacdo para NV fixo e variando o valor de 3.
Percebe-se que 3 pequeno decai de forma mais branda. Na Figura pode-se ver as curvas
tedricas para o caso de [ fixo e N variando. Nota-se que quanto menor /N, mais intenso é o
decaimento.

A distincao entre os niveis da hierarquia sao mais evidentes em tempos longos. A forma
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Figura 18 — Distribuices tedricas das equacdes e para N =1, 7 =1e 3 = 1. Fonte: Elaborada
pelo autor.

de extrair empiricamente essas distribuicdes nem sempre resulta numa distribuicio com muito
alcance, isso dificulta na hora de se fazer um ajuste e selecionar qual a melhor distribuicdo.
Essa complicacao pode existir até mesmo na comparacao entre classes diferentes, como mostra
a Figura [I8 Percebe-se que até algo em torno de ¢t = 10 as distribuicdes das classes, com

mesmo valor de N e 3 s3o bem préximas.

3.3 APLICACAO EM MERCADO FOREX

Para manter consisténcia com o tipo de sistema analisado anteriormente, vamos explorar o
conceito de hierarquia em tempos caracteristicos e as correspondentes equacoes estabelecidas
nos mesmos pares de moedas, a saber: EUR-USD, USD-JPY, GBP-USD. Um tipo muito
comum de estratégia usada em mercado Forex é vocé realizar uma operacao de compra ou
venda e estabelecer limites superiores e inferiores para encerrar a posicdo através de uma
operacdo inversa de mesmo volume. Este tipo de operacdao possui uma clara semelhanca
com o problema de escape de uma particula dentro de um intervalo. Estamos interessados
no aspecto temporal dessa operacdo. Tal conhecimento pode contribuir ndo apenas para a
compreens3o cientifica mas também fornecer informacao atil para estratégias de negociacdes
no mercado financeiro.

Antes de prosseguirmos, devemos examinar uma questdo fundamental: O mercado Forex
é realmente um exemplo de desvio da exponencial? Inicialmente, precisamos verificar a ade-
quacdo do sistema em estudo. Na Figura [19al vemos um ajuste exponencial para os tempos de

primeira passagem por um intervalo significativamente mais amplo do que na[19b] Os métodos
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Figura 19 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para GBP-USD e ajuste
exponencial (linha vermelha) para L = 250 . (b) Mesma convenc&o de cores de (a) com L = 20.
Fonte: Elaborada pelo autor.

de extracdo desses valores serdo detalhados adiante. A primeira figura mostra que o ajuste
exponencial apresenta boa concordancia, embora exista um ponto discrepante (chamamos de
outlier). Ja na segunda figura o ajuste mostra limitacdes, ndo reproduzindo adequadamente
a forma levemente curvada da distribuicdo. Isso serve de motivacdo para buscarmos o ajuste

tedrico apropriado.

3.3.1 Extracao de dados

Os dados foram coletados diretamente do centro histérico da plataforma MetaTrader.
O arquivo possui o histérico de precos com informacdes temporais, dos valores de abertura,
maxima, minima, fechamento e volume. O valor de referéncia adotado é o preco de fechamento.

Uma questao importante a considerar para a extracao dos tempos de primeira passagem
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é sua metodologia de obtencdo. Uma abordagem possivel é realizar simulacoes que geram
varias trajetérias a partir de um modelo escolhido, mensurando quanto tempo foi necessario
para que cada trajetdria atingisse uma das barreiras. Nosso interesse entretanto nao é analisar
simulacdes, mas sim o mercado real. Por se tratar de uma série histérica, o mercado real sé
possui um valor para cada instante medido, uma unica trajetéria é observavel. A forma de
abordar tal problema é fazer uma sucessdo de trades, todos com o mesmo tamanho L ao
longo da trajetéria.

Podemos ilustrar esse procedimento pela figura 20} Nela, a linha continua azul representa
a evolucao temporal de uma cotacdo. Observa-se que logo no inicio temos um ponto vermelho
que simboliza uma compra efetuada nesse mercado, representando o ponto inicial até que
uma das barreiras seja atingida. Nota-se que as linhas tracejadas esbocam os limites que esse
preco pode atingir. Uma vez que esse preco é atingido, uma nova entrada nesse mercado
é feita (gerando um novo ponto vermelho na figura) e novos valores para as barreiras sdo
estabelecidos.

Para determinar onde serdo posicionadas as barreiras é preciso considerar um detalhe, as
equacoes que derivamos para tempos de primeira passagem no inicio deste capitulo derivam de
um movimento browniano. No caso do modelo de Heston, sdo os log-retornos que apresentam
uma distribuicio gaussiana com volatilidade flutuante. Isso significa que o tamanho L ndo
pode ser usado diretamente no preco. Seja S; o preco da barreira inferior e Sy o preco da

barreira superior, numa trajetéria que se inicia em Sy, para um intervalo simétrico, temos:

S, =Sy — 6, (3.66)
Sy = Sy + 6, (3.67)

onde 9 é a distancia do ponto inicial da trajetéria para qualquer uma das duas barreiras. A
distancia L tem que ser mantida nos log-precos em todas as entradas (compras) no mercado.
Assim, requeremos que

So+06 (el —1)

0 —

Dessa forma, sabemos como encontrar a posicao das barreiras para qualquer valor inicial
de uma compra Sy, mantendo o L fixo nos log-precos. A equacdo [3.68| é usada no algoritmo

que faz a varredura nos precos de fechamento para observar se as barreiras foram atingidas,
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Figura 20 — Simulacdo de cotacdo de um par de moedas quaisquer ao longo do tempo. A linha azul e continua
representa o valor da cotacdo. As linhas tracejadas representam as barreiras para um preco inicial
especifico sendo a vermelha a barreira superior (Take Profit) e a azul a barreira inferior (Stop Loss).
Os pontos em vermelho representam o momento em que se entrou comprado nesse mercado.
Fonte: Elaborada pelo autor.

e em caso positivo, posicionar novas barreiras. Também é registrado o tempo decorrido entre
as negociacdes, o que fornece a série de tempos de primeira passagem 7'(t) = {t;}, onde i
conta os trades.

Outro fator importante na extracdo dos tempos de primeira passagem é o tamanho do
fator L. Espera-se intuitivamente uma relacdo de proporcionalidade direta entre o tamanho do
intervalo e o tempo que é necessario para o preco atingir uma das barreiras. Para realizar uma
comparacdo mais equilibrada entre diferentes moedas utilizaremos intervalos L comparaveis
ao desvio padrdo dos log-retornos de cada uma delas, sdo eles: o(pyr-Usp), FWUsp-spPY) €

O(GBP-USD)-

3.3.2 Uma série para a média

E importante que se obtenha um bom ajuste tanto para a distribuicio dos tempos de
primeira passagem quanto para os tempos caracteristicos. Na secdo anterior, descrevemos o
procedimento para obter a série T'(t), agora buscamos um procedimento para construir uma
média mével 7(t). Considere uma janela mével tamanho M sobre a série T'(t) e em cada
janela calculamos a média mével

1 M—-1

7(t) = i Z_: [T(t — jot)]. (3.69)

Existe uma dependéncia dessa série com o tamanho da janela M, adotaremos a notacdo
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7M(t) com o indice sobrescrito para nio ser confundido com o indice subscrito que foi usado
para designar o niimero de escalas. Agora podemos escrever a versao discreta da equacao(3.43}

dada por

o0 _ 1n_MleX—t
P00 = S e () 10

onde n é o ntimero de pontos da série original T'(t). Para obter o melhor ajuste de F™)(t) aos

valores empiricos, precisamos do melhor valor do tamanho da janela M*. Ele é obtido através
da realizacdo deste processo para diversos tamanhos de janela.

Conhecendo o valor de M* realizaremos o ajuste conjunto das funcdes Fy(t) e wy(T)
para cada uma das classes. O valor N é fixado e buscamos o melhor valor de 5 que ajusta

simultaneamente as duas distribuicoes. Para cada /N, buscamos minimizar a funcdo

1 n n—M*
Erro(N) = T SnFy(t) —InFi| + Y Inwn(r) — Inwl|, (3.71)
i=1 i=1

onde F; e w; sdo os valores dos histogramas dos tempos de primeira passagem e das médias.
Como temos duas classes, exponencial esticada e lei de poténcia, utilizaremos uma notacdo

para diferencia-las. Para a primeira temos 5 e Errog(N), para a segunda 31, e Errop(N).

3.3.3 Resultados

Apresentamos o resultado do procedimento de ajuste conjunto para os tempos de primeira
passagem em um intervalo nos pares de moedas ja mencionados. Aplicamos a equacao (3.71
nas classes lei de poténcia e exponencial esticada, isso resulta em varios valores para o erro e
buscamos o menor deles.

Em todos os conjuntos de dados precisamos criar histogramas para comparar com as curvas
tedricas. Utilizamos a regra de Sturges (STURGES, |1926)) para determinar o nimero de bins. No
apéndice [B| é mostrado que o valor 7y é obtido pela média dos tempos de primeira passagem,
portanto ele n3o é um parametro que precisa ser encontrado pelo ajuste.

As tabelas a seguir mostram os erros e os valores de 5 para cada classe e cada N. A Tabela
é referente ao par GBP-USD com tamanho do intervalo L = 20(ggp—-yspy, 0 tamanho da
janela M = 99 e 7, = 4,78. Ela indica que o menor erro ocorre para N = 2 na classe

exponencial esticada com fr = 15,94. A Figura ilustra esse resultado, apresentando as
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correspondentes curvas tedricas. Na distribuicao dos tempos de primeira passagem as curvas
sao bastante similares, exceto para tempos longos. J& na Figura as curvas apresentam

maior distincao, permitindo ver que a curva vermelha aproxima-se melhor aos pontos.

Tabela 1 — Erros para cada N e cada classe do par GBP-USD. L = 20(gpp-usp)

N B B Errop, Errog
1 8,18 8,22 0,151 0,133
2 15,28 15,94 0,141 0,131
3 22,36 24,44 0,139 0,132
4 29,44 32,94 0,138 0,1335
5 28,18 - 0,1383 -

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

A Tabeladiz respeito ao par USD-JPY com L = 20(ysp—spy), M = 33 e 7o = 4,49. Nela
vemos que o menor erro ocorre para N = 5 na classe exponencial esticada com (g = 22,78.
A classe lei de poténcia chega ao limite de precisao do algoritmo a partir de N = 6. A Figura
exibe as curvas tedricas que permitem fazer a comparacao entre as classes. Na Figura

podemos ver que na regido da cauda a curva vermelha estd mais préxima dos pontos.

Tabela 2 — Erros para cada NV e cada classe do par USD-JPY. L = 20y sp—spy)

N Or 1535 Errog, Errog
1 4,49 3,91 0,089 0,080
2 9,70 8,74 0,080 0,0735
3 14,49 13,52 0,077 0,0730
4 19,27 18,29 0,0766 0,0728
5 24,04 22,78 0,0758 0,0727
6 - 27,26 - 0,0728

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

A Tabela [3| é relativa ao par EUR-USD com L = 40gpyr-vspy, M = 181 e 1y = 9,51.
Ela mostra que o menor erro ocorre para N = 2 na classe lei de poténcia com By = 14,23. A
classe exponencial esticada chega ao limite de precisdo a partir de N = 6. A figura [23| mostra
as melhores curvas tedricas de cada classe. As curvas da distribuicdo dos tempos de primeira
passagem sao bastante similares enquanto na Figura [23b|é possivel ver uma boa diferenciacao,
sendo a curva azul a melhor.

A mesma analise em busca das melhores curvas tedricas para cada valor de N sera feita

escolhendo um intervalo L maior para cada par de moedas. A Tabela 4] é referente ao par
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Figura 21 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para GBP-USD e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 2 e 8g = 15,94 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =5e 8 = 28,18 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe exponencial esticada; ver Tabela [1] (b) Histograma (circulos pretos) da série da
média w(7) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores
utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

GBP-USD com L = 40(gpp-vsp)y, M =15 e 79 = 10,96. Ela exibe o valor N = 1 da classe
exponencial esticada como sendo o menor erro e temos Sr = 5,55. A classe lei de poténcia
chega ao limite de precisao do algoritmo a partir de N = 6. Esse resultado é ilustrado na
Figura [24) podemos notar em [24b] que a curva vermelha é bem melhor ajustada.

A Tabela 5] diz respeito ao par USD-JPY com L = 4o@wysp—spy), M = 15 e 1 = 10,23.
Nela vemos que o menor erro ocorre para N = 3 na classe exponencial esticada com [ = 8,32.
A classe lei de poténcia chega ao limite de precisao do algoritmo a partir de N = 9. A Figura
mostra as melhores curvas de cada classe. Verifica-se que na Figura a linha vermelha
se aproxima mais dos pontos na regido da cauda.

A Tabela |§] é relativa ao par EUR-USD com L = 60(gyr-vsp), M = 71 e 79 = 16,63.
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Figura 22 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para USD-JPY e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 5 e 8 = 22,78 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =5 e 8, = 24,04 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe exponencial esticada; ver Tabela [2| (b) Histograma (circulos pretos) da série da
média w(7) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores
utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

Ela mostra que o menor erro ocorre para N = 1 na classe lei de poténcia com (5, = 4,93.
A classe exponencial esticada chega ao limite de precisao a partir de N = 7. Isso € ilustrado
na Figura[26] Na Figura [26b] vemos que nenhuma das curvas duas classes passam exatamente
sobre os pontos da cauda, em contra partida a cuva azul se sai excelente na primeira metade

do grafico.

3.3.4 Discussao

Os resultados mostrados dizem respeito aos trés maiores mercados em volume de negocia-

¢cSes. Demonstramos que os tempos caracteristicos para que a cotacao atinja uma das barreiras
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Tabela 3 — Erros para cada NV e cada classe do par EUR-USD. L = 40(gur—vsp)

N Or 1535 Errog, Errog
1 6,59 6 0,0933 0,108
2 14,23 13 0,092 0,10
3 21,88 20,01 0,0931 0,0983
4 29,01 27,02 0,0936 0,0976
5 - 34 - 0,09715

1071.

102+

1074.

10—5_

1071

w(T)

6x1072

4x1072

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)
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Figura 23 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para EUR-USD e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 5 e g = 34 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =2e 8, = 14,23 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe lei de poténcia; ver Tabela (b) Histograma (circulos pretos) da série da média
w(T) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores utilizada
em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

apresentam uma dinamica prépria que é necesséria para a determinacdo do niimero de escalas

de tempo relevantes e da classificacdo do fendmeno. Note-se que nos graficos das distribuicdes

dos tempos de primeira passagem as curvas sao bem similares, isso aumenta a importancia de

possibilitar a distincdo entre as possiveis distribuicGes para 7 (t).

Para a elaboracdo dos histogramas foi preciso um algoritmo que realizasse uma varredura
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Tabela 4 — Erros para cada IV e cada classe do par GBP-USD. L = 40pp_usp)

N Or 1535 Errog, Errog
1 2,82 5,65 0,1739 0,1058
2 7,47 8,60 0,153 0,1161
3 12,99 13,26 0,1466 0,1202
4 19,22 - 0,1425 -
5 23,87 - 0,14.01 -

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)
Tabela 5 — Erros para cada NV e cada classe do par USD-JPY. L = 4oysp—spy)

N Br, 1575 Errog, Errog
1 2,40 2,45 0,1 0,078
2 5,50 5,49 0,083 0,0721
3 8,55 8,32 0,077 0,0714
4 11,66 11,28 0,074 0,0716
5 14,61 - 0,0735 -
6 17,63 - 0,0730 -
7 20,65 - 0,0726 -
8 23,67 - 0,073 -

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)
Tabela 6 — Erros para cada IV e cada classe do par EUR-USD.L = 60(gyr-vsp)

N Or 1535 Errog, Errog
1 4,93 3,57 0,1171 0,1414
2 10,26 8,29 0,1220 0,1327
3 15,01 12,19 0,1239 0,1309
4 16,63 16,98 0,1249 0,13
5 - 21,69 - 0,1295
6 - 26,01 - 0,1291

Fonte: Elaborada pelo autor (2024)

em toda trajetéria das cotacOes e verificasse se uma das barreiras era atingida, bem como
contabilizar o intervalo de tempo decorrido. Por se tratar de dados reais, os histogramas
podem ficar irregulares de maneira que nao seja possivel realizar um bom ajuste. Aplicamos a
regra de Sturges em todos os histogramas para padronizar a andlise. A escolha do tamanho
L = 40(pur-vsp), que é diferente de L = 20 para os outros dois pares, foi feita devido a
irregularidade que aparecia, uma distribuicao repleta de outliers. O mesmo motivo justifica a

escolha de L = 6o (gyr-usp) quando optamos por ampliar o tamanho do intervalo. Para o
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Figura 24 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para GBP-USD e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 1 e g = 5,55 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =5 e 8, = 23,87 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe exponencial esticada; ver Tabela [4 (b) Histograma (circulos pretos) da série da
média w(7) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores
utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

par EUR-USD ampliamos o tamanho do intervalo em 50%, enquanto para os pares USD-JPY
e GBP-USD ampliamos em 100%. Essa diferenca n3o gera prejuizo na anélise pois o objetivo
é mostrar a influéncia do tamanho de L no valor de .

O primeiro valor de L resultou nos seguintes valores do niimero de escalas: N = 2 para o
EUR-USD, N = 5 para o USD-JPY e N = 2 para o GBP-USD. O segundo e maior valor de
L resultou em: N = 1 para o EUR-USD, N = 3 para o USD-JPY e N =1 para o GBP-USD.
Observa-se que N decresce com o aumento de L, uma observacdo que exige mais discussao.

A série dos tempos de primeira passagem 7'(t) é claramente dependente do tamanho do
intervalo L; espera-se que intervalos maiores necessitem de mais tempo para serem atingidos.

Consequentemente, os tempos caracteristicos 7(¢) também s3o dependentes do intervalo.
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Figura 25 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para USD-JPY e a previsdo
da teoria H (linhas) para N = 3 e S = 8,32 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =8e 8, = 23,67 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe exponencial esticada; ver Tabela [5 (b) Histograma (circulos pretos) da série da
média w(7) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores
utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

Como vimos na Figura [193} a distribuicdo F'(¢) para L grande é dada por uma exponencial,
dessa forma existe apenas um tempo caracteristico desse processo. O fato de termos observado
que N diminuiu com o aumento de L esta de acordo com o esperado uma vez que no limite
de L grande retornamos ao caso exponencial, saindo de uma situacdo de miultiplas escalas de
tempo relevantes para apenas uma Unica.

Nas tabelas, vimos que a partir de um certo valor de N chegamos ao limite de precisao
do algoritmo. Embora isso tenha ocorrido, nota-se que os valores dos erros minimos nas duas
classes foram suficientemente diferentes para que uma classe apropriada fosse selecionada.
Também observou-se que o erro estava diminuindo com o aumento de N de forma desacele-

rada. Por exemplo, veja a Tabela[dl De N =4 para N =5 o Erroy, s6 reduziu 0,0024, e de
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Figura 26 — (a) Distribuicdo dos tempos de primeira passagem (circulos pretos) para EUR-USD e a previséo
da teoria H (linhas) para N = 6 e 8 = 26,01 na classe exponencial esticada (linha vermelha),
N =1e 8 = 4,93 na classe lei de poténcia(linha azul). O melhor ajuste conjunto foi alcancado
para a classe exponencial esticada; ver Tabela [6] (b) Histograma (circulos pretos) da série da
média w(7) e a previsdo do modelo (linhas) com os mesmos pardmetros e convencdo de cores
utilizada em (a). Fonte: Elaborada pelo autor.

certa forma, esta proporcionalmente longe de Errog = 0,1058.

Uma outra questdo pertinente é o fato dos pares USD-JPY e GBP-USD pertencerem
a classe exponencial esticada enquanto o par EUR-USD pertence a classe lei de poténcia.
Constatou-se que mudar o valor de L n3o modifica a classe a qual o par de moedas per-
tence. E conhecido que tempos de primeira passagem em sistemas financeiros distintos podem
apresentar distribuicdes diferentes. Em (SAZUKA; INOUE; SCALAS, [2009) podemos ver uma des-
cricdo do USD-JPY do Sony Bank usando uma distribuicdo de Weibull enquanto os futuros
do BTP (Buoni del Tesoro Poliennali), um titulo do governo italiano, sdo descritos por uma
funcao de Mittag-Leffler.

No processo de modelagem dos retornos e da volatilidade presente em (VASCONCELOS et
al., 2024), foi encontrado N = 5 para o EUR-USD, N = 2 para o USD-JPY e N =1 para

o GBP-USD. Esses nimeros de escalas de tempo relevantes ndo coincidem em valor com
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0 que obtivemos para a modelagem dos tempos caracteristicos. Isso nos indica que embora
continuemos a notar indicios das miltiplas escalas em sistemas financeiros, os tempos de

primeira passagem possuem uma dindmica prépria.

3.4 CONCLUSAO DO CAPITULO

Propusemos uma versao hierarquica para os tempos que caracterizam a duracdo necessaria
para o preco sair de um intervalo. Uma vez que ja foi demonstrado haver evidéncias de miltiplas
escalas de tempo em mercados financeiros, constatamos que esta hierarquia se estendeu para
os tempos caracteristicos de escape. Nossa analise nos levou a categorizar este fendmeno em
duas classes distintas: exponencial esticada e lei de poténcia. Verificamos que nem todos os
mercados pertencem a mesma classe, o EUR-USD pertence a classe lei de poténcia e os pares
USD-JPY e GBP-USD a classe exponencial esticada. Tal diferenca de classes observada nos
pares pode auxiliar investidores na escolha de estratégias de investimento e dessa forma alinhar
o andamento de suas ordens enviadas com o que é esperado para aquele mercado.

Observamos o impacto que o tamanho do intervalo em que a cotacdo estd confinada
influencia no nimero de escalas de tempo relevantes dos tempos caracteristicos; é uma relacdo
de inversa proporcionalidade. Entretanto o tamanho do intervalo ndo modifica a classe a qual
um determinado par de moedas pertence, dando mais consisténcia a hipétese de que realmente

o par de moedas foi corretamente caracterizado.
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4 INFORMACAO EM EXPERT ADVISORS

O trading algoritmico é um tipo de operacdo financeira executada por programas que
operam no mercado seguindo uma légica pré-estabelecida. Um programa desse tipo é chamado
de Expert Advisor (EA), através do qual é possivel realizar simulacdes de negociacdes para
otimizar estratégias. Através do histérico de negociacoes, pode-se comparar quais estratégias
levaram a um maior ganho. Mais do que analisar o desempenho do EA, vamos caracteriza-lo
fisicamente.

A medida essencial da teoria da informac3o é a entropia de Shannon (SHANNON, 1948),
que quantifica a incerteza de um conjunto de dados. Ao se considerar a relacdo entre duas
varidveis, outra quantidade importante entra em cena: a informacao mdtua. Este capitulo
desenvolve uma forma de quantificar essa quantidade para sistemas financeiros.

Uma rede neural artificial é treinada e usada para melhorar o desempenho do EA. A rede
usa indicadores financeiros para tomar decisdes. Assim, é possivel comparar o desempenho do
EA com a rede e sem ela e com isso verificar se a rede é efetivamente adequada para essa

tarefa. Outro resultado fornecido é a quantidade de informacdo que a rede adiciona ao EA.

4.1 INTRODUCAO A TERMODINAMICA DA INFORMACAO

Para que se possa quantificar em termos fisicos o desempenho de um EA devemos esta-
belecer quais grandezas sao as mais relevantes e como elas se relacionam. O foco serd uma
analise que se utiliza de conceitos oriundos da Termodinamica. O ponto de partida serd a
segunda lei da Termodindmica. Ela estabelece que a mudanca de entropia em um sistema
termicamente isolado é sempre igual ou maior que zero, ou seja, dS > 0. Este principio tem
sido resistente aos avancos tedricos e experimentais da area e se manteve verdadeiro.

Um experimento mental proposto por Maxwell questionou a segunda lei. Imagine um
observador microscépico, chamado de demoénio de Maxwell, que interfere na dinamica do
sistema. Ele observa o movimento das particulas, obtém informacdo sobre elas e executa
acoes conforme necessario. Assume-se que exista uma barreira separando duas partes de uma
caixa que contém gas, e que nessa barreira exista uma pequena porta que o demoénio pode
deixar uma particula passar de um lado para o outro. Ao observar a velocidade das particulas,

ele abre a porta e permite que uma particula com velocidade mais baixa passe para o outro
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Figura 27 — llustracdo de uma maquina de Szilard: uma caixa contendo uma dnica molécula é dividida em
duas partes iguais. A parte que contém a molécula pode se expandir até o volume total da caixa
levantando o bloco. Em seguida, a particao é introduzida novamente e o processo se repete.
Fonte: (KOSKI et al., [2014])

lado. Esse processo seria repetido inlmeras vezes até que os dois lados da caixa possuam
temperaturas diferentes. Dessa forma, teriamos uma diferenca de temperatura suficiente para
criar uma maquina térmica sem realizar nenhum trabalho no sistema, em uma clara violacao
da segunda lei.

Um importante resultado para essa quest3o foi mostrado por Landauer (LANDAUER, 1961).
O argumento é que o demdnio precisa guardar a informacdo que ele obtém ao observar as
particulas e depois apaga-las para registrar novas informacoes. Ao apagar informacdo de uma
memoria, uma quantidade de energia é dissipada, o que aumenta a entropia e no final n3o

resulta em uma violacdo da segunda lei.

4.1.1 Maquina de Szilard

Outro experimento mental com uma aparente violacdo da segunda lei da termodinamica
é a maquina de Szilard. Sua forma consiste em uma caixa de volume V' contendo uma (nica
particula. A caixa esta em contato com um banho térmico de temperatura 7. Em um dado
momento, uma medida da posicdo da particula é feita, e ela pode se encontrar no lado direito
ou esquerdo da caixa. Uma barreira mével é inserida instantaneamente apés a medida com
gasto de energia desprezivel. Como é conhecida a posicdo da particula, também é conhecido
para que lado a barreira vai se deslocar. Dentro da maquina, a particula perde energia para a
barreira apds cada colisdo, mas como esta num banho térmico, ela a recupera. A forca exercida
pela particula para mover a barreira pode ser usada para realizar trabalho, podendo-se acoplar
um peso, por exemplo, e eleva-lo a medida que a barreira se move.

A Figura [27]ilustra a situacdo. O trabalho feito pelo gas de uma particula uma vez que a

barreira foi posta no meio é dado por:
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%4
W = gy 8eT
V/2

= KpTn?2 (4.1)

As paredes sao térmicas de modo que a particula se mantém com temperatura constante e
o calor flua para dentro do sistema durante a expansao. Essa observacdo permite deixar claro
que na verdade o trabalho de mover o pistao esta vindo do banho térmico. Por conservacao de
energia, o calor absorvido pelo sistema é igual ao trabalho realizado pelo sistema. Q = W =
KgTIn2. O processo é bem lento de forma que em todo contato com a barreira o sistema
estd em equilibrio. A variacdo de entropia ao final de um ciclo seria entdo AS = —Kgln2.

Essa maquina serve de motivacdo para a descricao fisica de um EA.

4.1.2 Teorema de flutuacao

A termodinamica estocastica emergiu como um campo fundamental para estudar sistemas
microscépicos e mesoscopicos, onde flutuacdes térmicas desempenham um papel significativo.
Diferentemente da termodindmica classica, que lida com médias macroscépicas, a termodi-
namica estocastica descreve os processos termodinamicos no nivel de trajetérias individuais,
levando em conta a natureza probabilistica dos sistemas microscépicos.

Apresentamos brevemente a notacdo para a termodindmica estocastica. Seja x um ponto
no espaco de fase de um certo sistema e A um conjunto de parametros externos. Um protocolo
de controle A(¢) guia o sistema durante um certo tempo, portanto criando uma trajetéria
x(t). E possivel pensar que esse protocolo atua modificando o valor do volume de um gés,
por exemplo. Ao longo do tempo, o sistema entra em contato com n banhos térmicos com
temperaturas diferentes. E possivel discretizar o intervalo de tempo de atuacdo do protocolo
de controle [0,7] dividindo em N intervalos pequenos com tamanho At = 7/N. Um tempo
t,, dentro do intervalo é dado por t,, = nAt. A trajetéria para os tempos discretos é dada
por X,, = (zo,...,z,). Assumindo que o protocolo \(t) seja constante entre dois tempos
consecutivos, ele pode ser discretizado como A,, = (Ag, - .., A\n_1).

A distribuicdo de probabilidade de x em um tempo ¢, é dada por P,[x,], sendo que a
distribuicdo inicial é Py[xo]. O z,41 é determinado a partir de um protocolo ), atuando
em X, com uma probabilidade de transicio dada por P[z,.1|X,,\,]. A probabilidade da

trajetéria X,,, condicionada a trajetéria do protocolo A,,, é dada por:
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PX,|A,] = :f[ Pl | XA Polzo). (4.2)

Nessa equacao inicia-se do estado inicial xo e é feita uma série de transicbes para outros

estados seguindo o protocolo em cada etapa. A distribuicdo condicionada ao estado inicial ser

7

T €

n—1

k=0

Formularemos agora a dindmica para o protocolo reverso. O protocolo \* é a reversdo
temporal de \. Sua forma dependente do tempo é dada por AT(t) = \*(7—t) onde T é o tempo
final de atuac3o do protocolo A(t). Para tempos discretos, temos Al = (A5 1, ..., Ny, 1)
Consideramos que a trajetéria gerada pelo protocolo reverso é igual a reversdo temporal da
trajetéria Xy, isto é, X1 = (z},... 21), com a notacdo I = x%_ . A distribuicio inicial do

processo reverso é P [xo] A probabilidade de se obter a trajetéria reversa XN condicionada

ao protocolo reverso AN é dada por

PIXNIAN] = T Pled [ XA R[] (4.4)
k=0

A distribuicdo condicionada ao estado inicial ser ;1:2J é

N-1
PIX}lag,AN] = TT Plaf XL (4.5)
k=0

A seguir apresentamos um resultado bem estabelecido para termodindmica estocastica no
que diz respeito a troca de energia (SAGAWA; UEDA, 2012). Seja @Q;[Xn,An]| o calor absorvido

pelo sistema pelo i-ésimo banho térmico que satisfaz Q;[ X n,An]| = —Qi[X]TV,AEV], temos que

P[XN‘I'(),AN] .
PHX LIl AL ( 254 X“N) (46)

que é chamado de teorema de flutuacao detalhado. Nota-se que existe uma dependéncia

condicional dos pontos iniciais das trajetérias. Pelas relacdes e substituindo em

temos

(4.7)

P[XN|J}0,AN} _ P[XN|AN]P0[ZL’O] _ P[XN|AN] (npo[lfo])
PHXR|=hAR]  PHXEIANIR] =] PHXLIAY] Pid])

Portanto é possivel reescrever o teorema da flutuacdo detalhado como
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PIXNIAN] _ oixy)

PIXyIAY) ’ (48)

onde

o[Xn] = —In P} [}] + In Py|a] Z@ Q[ X n,An], (4.9)

é a producdo de entropia ao longo da trajetéria X . A equagao-d|z respeito a um protocolo
de controle arbitrario, geral. Em diversos sistemas fisicos é desejado que se tenha um certo
controle sobre a forma com que o sistema vai ser modificado de modo a obter uma melhor
performance em um determinado critério.

O conceito de controle de feedback estabelece que a decisdo tomada por um protocolo
depende dos resultados observados. Assim, o agente passa a interferir no sistema baseando-se
na informacao disponivel, em vez de fazé-lo de forma desorientada. A forma de quantificar
essa ideia é apresentada a seguir.

Seja x uma variavel aleatéria com distribuicdo P[z|. Realizamos uma medida nela e ob-
temos o resultado y, que também é uma varidvel aleatéria. Pode-se caracterizar o erro dessa
medida pela distribuicdo condicional P[y|z]. A probabilidade conjunta é Plz,y| = Ply|z|P[x].
O contelido de informacdo de cada uma dessas variaveis é dado pela entropia de Shannon, ja

o contelido de informacdo mutua entre essas duas variaveis é dado por

= ZP[x,y]][m syl (4.10)
onde
Iz:yl=In P]Eﬁf- (4.11)

Quando ha controle de feedback, o protocolo de controle depende do resultado medido,
isto é, A\,(Y,,) onde Y,, = (yo, - ..,yn). A equacdo diz respeito a duas variaveis, sua versio
com duas trajetdrias e com controle de feedback é (SAGAWA; UEDA), 2012)

P.[Y,| X,

L[Y,: X,]=1In PIV.]

(4.12)

onde o subindice c significa que esta sendo realizado um controle de feedback. O teorema de
flutuacao detalhado nessas condicGes é modificado para incluir a contribuicdo da informacao
mutua, sendo dado por (SAGAWA; UEDA, 2012)

P[Xn|YN]
PHXL|Yy]

onde o controle de feedback n3o foi aplicado na trajetéria reversa. Observa-se que o contetdo

= exp (o[ Xn,AN(YN)] + L[ X0 : Yal), (4.13)

de informacdo mdtua aumenta a producdo de entropia efetiva do processo.
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4.2 REDES NEURAIS E TRADING

Em sistemas financeiros, é de se esperar que a quantidade de informacdo seja uma gran-
deza importante na obtenc3o de lucros. Tais informacoes chegam para os agentes do mercado
através de diferentes formas e métricas. Além de ser necessario obter varias fontes de informa-
¢do sobre o comportamento do mercado é de fundamental importancia dar os devidos pesos
para cada informac3o; o agente precisa ter critérios para selecionar o que lhe serve.

Iniciamos aqui uma abordagem que quantifica em termos fisicos informacdoes presentes no
mercado. Tal procedimento foi descrito, por exemplo, em (TOUZO; MARSILI; ZAGIER, 2021)). O
estudo mostra uma anélise fisica acerca de um mercado simplificado de ativo (nico, o modelo
de Glosten-Milgrom (GLOSTEN; MILGROM, [1985)). Esse estudo foi capaz de mostrar qual a
melhor estratégia para traders informados, qual o limite de ganho médio e identifica uma
“temperatura do mercado’.

Em mercados reais, entretanto, a complexidade é maior. Enquanto em um modelo tedrico
tal como descrito em (TOUZO; MARSILI; ZAGIER, 2021)) os traders sdo classificados apenas
como informados ou ndo informados, numa situacao real existem niveis de informacdo em um
espectro continuo. O fato do mercado ser um sistema aberto onde é permitido o fluxo de
informacdo ou até mesmo de valores ja dificulta uma tentativa de universalizar conceitos e
estratégias de investimento. Além do mais, é de se esperar que se uma estratégia for lucrativa
e de conhecimento publico, a tendéncia é de que ela torne-se cada vez menos lucrativa ao
longo do tempo até se tornar obsoleta.

A pergunta fundamental que um agente do mercado se faz é se a tendéncia do preco de um
determinado ativo financeiro serd de alta ou baixa. Devido a natureza aleatéria de mercados
financeiros, ndo ha uma expectativa de acertar com precisdo absoluta se o preco subird ou
descera. Ao invés disso, espera-se que apds varias tentativas a estratégia seja lucrativa no fim
das contas. Traders guiam suas acdes com base em indicadores de mercado tais como: Indice
de forca relativa (RSI - Relative Strength Index) e Bandas de Bollinger. Esses indices serdo
explicados com detalhes adiante. Os EA’s calculam os valores desses indices e tomam a decisdo
de comprar ou vender baseado em sua ldgica interna que foi desenvolvida por um agente. Isso
automatiza o processo, tirando a necessidade de se passar horas em frente ao computador
esperando por tais oportunidades. Percebe-se que o EA apenas esta reproduzindo os mesmos
critérios que uma pessoa usaria. Um exemplo de uso de EA seria a seguinte logica: se o valor

do RSI for menor que 30, compre; se for maior que 70, venda.
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Embora exista muita informac3o disponivel online sobre quais valores dos indicadores que
tipicamente sdo usados para tomar a decisdo de compra ou venda, eles ainda parecem ser
arbitrarios. Outra questdo importante é qual a relacdo entre os indicadores. Para lidar com
esses problemas, vamos criar uma rede neural que decida se a melhor forma de entrar no
mercado ¢ através de uma compra ou uma venda com base nos indicadores. A relacdo entre os
indicadores vai estar implicita, contida nas camadas internas da rede. Ela precisa ser treinada
com um histérico de valores de precos e dos indicadores numa forma que sera detalhada
adiante.

Existe uma similaridade entre esse procedimento e uma maquina de Szilard. Na maquina, o
demoénio observa se a particula esta do lado esquerdo ou direito da caixa para decidir quando
colocar o pistdo e poder extrair trabalho. De forma analoga, a rede neural identifica se a
tendéncia é de alta ou baixa e a partir disso decide se entra comprado ou vendido. Como a
tendéncia pode n3o se confirmar, existe uma probabilidade da rede medir o resultado errado,
isso faz com que o conceito de informacdo mdtua apresentado seja aplicavel. Enquanto na
maquina de Szilard o trabalho de mover o pistao esta vindo, através da particula, do banho
térmico, no EA o lucro esta vindo, através da rede neural, da informacdo dos indicadores. A
rede neural faz com que o EA aja como uma espécie de protocolo com feedback.

Uma forma pratica de se calcular a quantidade de informacdo mutua devido a um protocolo
com feedback é através das equacdes e[4d13] Se I.[X,, : Y,] = 0 a dltima fica igual
a primeira. E possivel executar o experimento das duas formas e ver efetivamente qual a
contribuicao que veio da parte com feedback.

Desenvolvemos uma forma de observar fisicamente qual a influéncia da rede neural no
trading. O ponto de partida é novamente um problema de primeira passagem. O interesse nao
esta no tempo que demora para atingir uma das barreiras tal como foi estudado no capitulo
anterior. O interesse é em quanto tempo demora para que se tenha um certo valor de lucro. Essa
ideia é uma adaptacdo direta do problema apresentado em (SINGH et al., 2019). Neste artigo,
foi analisado o tempo de primeira passagem para o nimero liquido de elétrons transferidos
entre duas ilhas metalicas no regime de bloqueio de Coulomb. Py(t) é a probabilidade de um
processo estocastico atingir pela primeira vez o valor N no tempo t. N é o nimero liquido
de elétrons que foram para o lado esquerdo do aparato. O nidmero liquido de elétrons no lado
direito é denotado por —N.

Analogamente para o EA, realizamos todas as entradas no mercado com o mesmo valor

de SL e TP, isso faz com que uma operacdo de prejuizo anule uma operacdo com lucro.
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Com isso, o que antes era um procedimento de contagem do saldo do nimero de elétrons se
torna uma contagem do lucro. Apenas para explicitar o que realmente N esta contabilizando,

consideramos alguns exemplos de resultados que o EA pode obter:

= Resultado 1 do EA: (ganho, ganho, ganho) — N =3
» Resultado 2 do EA: (ganho, perda, ganho) — N =1

= Resultado 3 do EA: (perda, perda, perda) — N = —3

Nos exemplos acima, houve 3 resultados que podem ter ocorrido em tempos distintos ja
que o tempo até atingir uma barreira é uma variavel aleatéria. A razdo Py(t)/P_y(t) é uma
relacdo de flutuagcdo (SINGH et al., [2019; [DERRIDA, [2007)). Ela é a principal relacdo para que
se possa comparar empiricamente o processo com feedback e sem (com a rede neural e sem).

Realizamos um ajuste exponencial nos valores empiricos obtidos para essa relacao.

4.2.1 Rede Feed-Forward

Apresentamos o basico do funcionamento de uma rede neural. A unidade basica de uma
rede é um “neurdnio” i representado por um vetor de entradas x = (x1,...,zr4) € produz
uma saida escalar a;(x). Esses neuronios sdo empilhados em camadas em que a saida de uma
camada é a entrada de outra, tal como ilustrado na Figura 28] Os valores a; s&o obtidos
através de uma operacao que da um peso relativo a cada uma das entradas do neurdnio
mais um fator de viés, isso combinado com uma operagdo ndo-linear o;(z). O vetor de pesos
para cada neurbnio é w(® = (w!”, .. w(’) e o viés & b@. Assim, a;(x) = o;(2®), onde
20 = w . x + b A n3o-linearidade é inserida nessa abordagem através de funcdes que
possuem tais caracteristicas. Dois exemplos bastante usados s3o as funcdes ReLU (do inglés
rectified linear unit) e sigmoide.

O nlGmero de parametros de entrada, a quantidade de neurdnios e o niimero de camadas
escondidas n3o possuem uma receita pronta. Cada escolha nesses valores vai gerar uma rede
que aprende de forma diferente. De forma geral, existem dois problemas principais que devem
ser evitados: underfitting e overfitting. O primeiro ocorre quando a rede é simples demais
para capturar os padrdes nos dados. O segundo ocorre quando a rede aprende em excesso,
ela captura até pequenos desvios mas ndo aprende a tendéncia geral. Nos dois casos a rede é

fragil em fazer boas previsées com dados novos.
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Figura 28 — Arquitetura bésica de redes neurais. (A) Os componentes basicos de uma rede neural s&o neurbnios
passam por uma transformac3o linear que pondera os pesos das vérias entradas, seguida por uma
funco de ativacdo n3o linear. (B) Os neurbnios sdo organizados em camadas com a saida de uma
camada servindo como entrada para a préxima camada. Fonte: (MEHTA et al/, [2019)

De forma simplificada, uma rede neural aprende segundo o seguinte procedimento: cons-
truir uma funcdo de custo, minimizar essa funcdo custo. Em algoritmos mais simples, como
regressao linear, essa minimizac3do é feita, por exemplo, por gradiente descendente. Em redes
neurais, entretanto, devido ao grande nimero de camadas escondidas é usado o algoritmo
backpropagation para calcular esses gradientes.

Um ponto no conjunto de dados é dado por (x;,y;), onde y; é o valor nos dados da
caracteristica na qual se deseja fazer previsdes. O valor da previsdo em si é chamado de §;(w),
com dependéncia dos parametros da rede. Para redes que busque categorizar dados, a funcao
custo mais usada é chamada de cross-entropy. Para categorizacdo binaria, ela tem a forma
(MEHTA et al., [2019):

n
E(w) = — z;yz log §;(w) + (1 — y;) log[1 — §;(w)] (4.14)
1=

Com essa funcdo custo pode-se treinar o modelo. O algoritmo de backpropagation calcula
os gradientes da rede, resta agora buscar os melhores valores dos parametros. Existem diversas
formas de realizar essa otimizac3o, um algoritmo bastante popular para isso é o Adam (KINGMA,

2014).
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4.2.2 Construcao e utilizacao da Rede
4.2.2.1 Treinamento

A rede neural foi construida usando o pacote TensorFlow, que é uma biblioteca de apren-
dizado de maquina e aprendizado profundo desenvolvida pelo Google. Ele permite, de forma
simples, criar uma rede em que os parametros importantes para o treinamento sao de escolha
do usuédrio. Para a realizacao dos trades, foi utilizado o pacote backtrader. Ele utiliza um
histérico precos e simula negociacdes seguindo uma légica pré-determinada. O procedimento
para treinamento da rede é descrito a seguir.

O interesse continua sendo em mercados Forex. Portanto, inicialmente obtém-se os dados
do centro histérico da plataforma MetaTrader para o par GBP-USD. As cotacGes sao dadas
em intervalos de cinco minutos. Realizamos o procedimento de backtest do periodo de julho
de 2023 até dezembro de 2023. A estratégia utilizada nesse periodo sdo entradas aleatérias
no mercado com 50% de chance de entrar comprado ou vendido. Em todas as entradas, o
tamanho de SL e TP s&o mantidos fixos de forma que o lucro e o prejuizo sejam iguais (em
moédulo) em todas as operacdes. No momento em que se entra no mercado, seja comprando

ou vendendo, é registrado o preco e uma série de valores dos indicadores financeiros, sao eles:

= Indice de Forca Relativa (RSI, do inglés Relative Strength Index): Mede a forca e a

velocidade dos movimentos de preco em relacdo as altas e baixas recentes.

100

[=100— ———
RST =100 =775

Onde:

RS — Média de ganhos positivos (n periodos)

~ Média de perdas negativas (n periodos)
= Média Mével Rapida (FMA, do inglés Fast Moving Average): Calcula a média dos precos
de fechamento em um curto periodo, identificando tendéncias de curto prazo.

iz P
n

FMA, =

Onde:

— P;: Preco de fechamento no dia ¢;

— n: Periodo de calculo.
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= Média Mével Lenta (SMA, do inglés Slow Moving Average): Calcula a média dos precos
de fechamento em um longo periodo, identificando tendéncias de longo prazo.

n
i=1 Pz
n

SMA,, =

» Bandas de Bollinger (Upper_BB e Lower_BB, do inglés Bollinger Bands): Representam

desvios padrao acima e abaixo de uma média mével, medindo a volatilidade do mercado.
Upper_BB =SMA, + k-0

Lower_ BB =SMA,, — k-0

Onde:

— k: Ndmero de desvios padrdo (geralmente 2);
— 0 Desvio padrao dos precos no periodo n.

» Média Mével Ponderada (WMA, do inglés Weighted Moving Average): Pondera com

maior peso os precos mais recentes, capturando mudancas rapidas no mercado.

Z:‘L:1 w; - B
n

i=1 Wi

WMA,, =
Onde:

— w;: Peso atribuido ao preco do dia i (geralmente proporcional a i, com pesos
maiores para valores mais recentes);
— P;: Preco no dia .
= Média Mével Exponencial (EMA, do inglés Exponential Moving Average): Atribui maior

peso aos precos recentes, suavizando os dados histéricos e identificando tendéncias mais

rapidamente que a SMA.
EMA;, =a- P+ (1 —a)-EMA,_;
Onde:

— « = —2_: Fator de suavizac3o:
n+1 7
— P;: Preco no periodo atual;

— EMA,_;: EMA do periodo anterior;
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— n: Ndmero de periodos.

= Convergéncia e Divergéncia de Médias Méveis (MACD, do inglés Moving Average Con-
vergence Divergence): Mede a diferenca entre duas médias méveis exponenciais (rapida

e lenta) para identificar mudancas de tendéncias.
MACD = EMA 5pida — EMAjenta

Linha de sinal:

Sinal = EMA de 9 periodos do MACD

Histograma:

Histograma = MACD — Sinal

Onde:

— EMA 4,42 Geralmente uma EMA de 12 periodos;

— EMAenta: Geralmente uma EMA de 26 periodos.

Nem todas as operacGes obtém lucro. De fato, sé interessam as operacdes lucrativas, uma
vez que s3o elas que corretamente acertaram a tendéncia, mesmo que ao acaso. Sdo nelas que
os valores dos indicadores realmente tém algo significativo para a rede aprender. O objetivo
é que a rede decida, com base nos indicadores, se é melhor entrar comprado ou vendido.
Podemos dizer que as entradas do neurdnio sdo x = (preco de entrada, RSI, FMA, SMA,
Upper_BB, Lower_BB, WMA,EMA, MACD), e y sé pode possuir dois valores (comprado,
vendido).

Para um bom desempenho na fase de treinamento indica-se dividir o conjunto de dados
nas fases de treinamento,validacdo e teste. Foi escolhido 50% para treinamento, 25% para
validacdo e 25% para teste. A rede possui duas camadas escondidas, cada uma com 18 neurd-
nios e funcao de ativacao ReLU. A camada de saida s6 tem um neurdnio, e por estar em um
problema de classificacdo binaria a funcdo de ativacao é sigmoide. Outro fator que contribui
para o aprendizado da rede é normalizar os inputs pela sua média e seu desvio padrdo, tal
procedimento também foi realizado. Um ciclo completo de atualizacdo de todos os dados de
treinamento de uma rede sdo chamados de épocas, apds uma época os pesos sao atualizados.
Foi escolhido um total de 20 épocas.

O procedimento descrito anteriormente cria um modelo que pode ser usado para fazer

predices, é possivel armazenar os valores dos pesos que a rede aprendeu em um arquivo no
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formato h5, uma abreviacdo para HDF5 (Formato de Dados Hierarquicos, versdo 5, do inglés
Hierarchical Data Format). O modelo faz a previsdo de que comprar é a melhor opcio se,
dados os devidos inputs, ele der uma probabilidade maior que 50%; do contrério a venda seria

mais indicada. Vamos nos ater apenas a operacdes de compra.

4.2.2.2 Usando a rede treinada

O periodo em andlise nesta outra fase é de Janeiro de 2024 até Outubro de 2024. O
primeiro protocolo a seguir é realizar apenas operacoes de compra durante todo esse periodo,
elas ocorrem de maneira sequencial, assim que uma acaba a outra é iniciada com SL e TP de
forma a manter o lucro ou prejuizo por operacao sempre o mesmo. Isso corresponde a ndo usar
um controle de feedback. Realizar esse backtest fornece um arquivo com todas as compras,
resultados (lucro ou prejuizo) e o tempo que demorou cada operacdo.

O segundo protocolo é realizar o backtest no mesmo periodo com a diferenca que as
operacdes de compras ndo sao feitas sem critério, é preciso que a rede faca a avaliacdo e
decida se é melhor comprar. Isso corresponde a usar um controle de feedback uma vez que
as acOes sdo tomadas apenas quando a rede observar uma situacdo favoravel. Os dados dos
trades executados também contém o tempo que demorou cada operacdo, com isso é possivel

fazer histogramas paras as distribuices Py (t).

4.2.3 Resultados e Discussao

O primeiro resultado importante de se observar é se de fato a rede esta aprendendo. Isso
pode ser verificado pela diminuicdo do valor da funcdo Loss tanto na fase de treino quanto da
fase de validacdo. O contrario significa que pode estar havendo um underfitting ou overfitting.
A Figura |29 mostra que a rede construida de fato aprendeu algo.

A figura 30| exibe o teorema de flutuacdo Py (t)/P_n(t). Através dos resultados dos back-
tests foram criados histogramas para um saldo de N lucros e de — N, neste caso N = 2. Para
calcular essa razao, os histogramas devem ter a mesma largura no tempo. Isso é necessério para
evitar que se execute a divisdo em tempos diferentes. Outra exigéncia matematica é n3o fazer a
divisdo nos valores em que P_x(t) é nulo. As figuras claramente tém uma dependéncia tempo-
ral. As linhas vermelhas correspondem a ajustes exponenciais da forma Py (t)/P_n(t) = Ae™.

A Figura diz respeito ao backtest sem rede neural, sempre comprando sem nenhum crité-
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Figura 29 — Valor da funciao Loss em cada época. Em azul o valor para a fase de treinamento. Em laranja
para a fase de validac3o. Fonte: Elaborada pelo autor.

rio. Nela temos que v = 0,0109. A Figura [30b| é relativa ao uso da rede neural, as operacoes
sdo apenas de compra mas com critério definido pela rede. Calculou-se que o = 0,0198.

A Figura (31| mostra o histograma da relacdo de flutuacdo para N = 3 e os ajustes exponen-
ciais. Na Figura[31altemos o caso sem a rede neural e foi calculado um expoente o = 0,0227.
Na Figura temos o resultado para o backtest com uso da rede neural, o expoente é
a = 0,0252. Nota-se um bom ajuste que passa préximo a todos os pontos.

Aumentar o valor de N implica em expandir o alcance do saldo, isso faz com que seja
necessario incluir na contagem um nimero maior de operacdes o que aumenta o tempo para
atingir uma das metas. O efeito disso é a diminuicdo do niimero de pontos no histograma. O
grafico para N = 4, por exemplo, ndo é apresentado devido ao baixo niimero de pontos que
inviabiliza realizar o ajuste.

Para os dois valores de N verificou-se que o valor de o é maior para o backtest com a
rede. Isso, de certa forma, estd de acordo com o previsto pela equacdo [4.13] O expoente deve
ser maior no caso com controle de feedback por que a informacao mitua é uma quantidade
maior ou igual a zero. Para N = 2 o aumento do valor de « foi quase o dobro, enquanto
que para N = 3 o aumento foi bem mais modesto. Esse fato merece atencao pois ele implica
que a rede neural tem uma contribuicdo maior na informacdo quanto menor a producao de
entropia sem controle de feedback.

Do ponto de vista de estratégia de investimento, é fundamental que se entenda primeira-
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Figura 30 — Relag3o de flutuacdo para tempos de primeira passagem. Razdo Py(t)/P_n(t) para N = 2 e
véarios valores de t. Os pontos azuis representam a distribuicio empirica e a linha vermelha o ajuste
exponencial. (a) EA atuando sem rede neural e coeficiente & = 0,0109. (b) EA atuando com rede
neural e coeficiente o = 0,0198. Fonte: Elaborada pelo autor.

mente que os resultados aqui apresentados tém objetivo académico e ndo devem ser usados
como recomendacao de investimentos. Uma contribuicdo que é evidenciada através dessa ana-
lise € a melhora da eficiéncia dos trades. Em situacGes reais, as corretoras cobram taxas em
cada operacao realizada, portanto deve-se atentar ao nimero total de operacdes realizadas
para evitar gastos elevados. Em todos os testes feitos, o valor de lucro ou prejuizo de cada
operacdo foi fixado em US$ 1,5. O EA sem rede neural teve lucro médio de US$ 0,015 por

trade, enquanto o EA com rede obteve US$ 0,055 por trade.
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Figura 31 — Relacdo de flutuacdo para tempos de primeira passagem. Razdo Py (t)/P_n(t) para N = 3 e
varios valores de t. Os pontos azuis representam a distribuicdo empirica e a linha vermelha o ajuste
exponencial. (a) EA atuando sem rede neural e coeficiente a« = 0,0227. (b) EA atuando com rede
neural e coeficiente o = 0,0252. Fonte: Elaborada pelo autor.

4.3 CONCLUSAO DO CAPITULO

Foi elaborada uma forma de quantificar informacao em EA’s através de uma série de
trades. O EA pode atuar como um agente sem informacdo, executando compras sem critério,
ou com informacdo, escolhendo o melhor momento para entrar comprado no mercado. Uma
rede neural artificial foi criada para a tomada de decisdo de compra, ela foi treinada usando
indicadores financeiros comumente usados durante um periodo de seis meses. Uma conexdo
com conceitos de termodindmica estocastica foi estabelecida, em especial com o teorema de
flutuacdo para um protocolo com controle de feedback. Sabe-se que a existéncia de feedback
resulta em um aumento da producdo de entropia efetiva devido a informacao matua. De forma
similar, vimos que a grandeza «, que de certa forma representa a producdo de entropia efetiva,

é maior quando ha a rede neural.
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Redes neurais artificiais podem ser aliadas no desenvolvimento de estratégias de investi-
mento. A rede que apresentamos possui alguns pontos que podem ser otimizados. Pode-se
escolher um nimero maior de indicadores financeiros, bem como alterar o valor de parametros
desses indicadores como por exemplo o periodo que eles sdo calculados. Os valores de SL e
TP também podem ser aprimorados. E de se esperar que para cada mercado seja necessério
construir uma rede prépria uma vez que mercados diferentes possuem propriedades distintas,
tais como as mostradas nos capitulos anteriores. Um outro aspecto que pode ser melhorado
é a frequéncia com que a rede é treinada e seus parametros sao atualizados. Nesse trabalho,
a rede neural foi treinada em um periodo de seis meses e ndo foi mais atualizada durante
os dez meses que o EA operou. Pode-se atualizar a rede semanalmente ou mensalmente, por
exemplo. Existem redes criadas com aprendizado por reforco, elas tomam decisGes com base
no ambiente que est3o e sdo atualizadas a cada decisdo como presente em (THEATE; ERNST),

2021)), esse também é um possivel caminho futuro.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

5.1 CONCLUSOES

Nesta tese, investigamos conexdes entre fisica e mercados financeiros. Comecamos por
uma evolucdo histérica do entendimento sobre turbuléncia até evidenciarmos que cotacdes
nos mercados de cdmbio podem ser descritas dessa forma. Apresentamos a modelagem mate-
matica dos retornos, dos tempos de primeira passagem e elaboramos uma técnica de trading
algoritmico que permite quantificar informacao.

Por meio do formalismo da teoria H, quantificamos o niimero de escalas temporais efetivas
para os pares de moeda mais negociados. Mostramos que quanto maior o mercado de cambio,
maior o nimero de escalas temporais relevantes. Esse modelo permite um maior entendimento
sobre como a informac3do, medida pela volatilidade dos precos, é propagada das escalas mais
longas para as mais curtas.

A versao hierarquica dos tempos de primeira passagem é uma forma de incorporar a variavel
tempo nas nossas analises de mercados. A presenca de uma dinamica hierarquica verificada no
capitulo 3 serviu de motivacao para verificar como isso se manifesta em tempos de primeira
passagem. Assim como sistemas complexos possuem tempos de relaxacdo que diferem da
exponencial, mercados reais também diferem na forma do tempo caracteristico para o preco
sair de um intervalo. Mostramos que nem todos os mercados pertencem a mesma classe
de universalidade da teoria H. O impacto do tamanho do intervalo em que a cotacao esta
confinada também foi medido, mostrando que quanto maior o intervalo, menor o niimero de
escalas de tempo relevantes.

Fizemos a analogia entre uma méaquina de Szildird e um EA. Uma rede neural artificial
foi treinada para decidir quando entrar no mercado com base nos valores dos indicadores
financeiros. Através do teorema de flutuacao, percebeu-se que essa rede acrescenta informacao
se comparado ao EA sem a rede. Essa parte da tese tem uma importancia fundamental pois
aplica conceitos de fisica para o desenvolvimento de estratégias de trading.

Os resultados apresentados no capitulo 3 foram publicados e podem ser encontrados na

referéncia:

= Vasconcelos, G. L., Ribeiro, L. R., Macédo, A. M., Gonzélez, |. R., Ospina, R., & Brum,
A. A. (2024). Turbulence hierarchy in foreign exchange markets. Physical Review E,
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109(4), 044313,

5.2 PERSPECTIVAS

A modelagem dos retornos foi realizada em trés pares de moedas, isso sugere a possibilidade
de realizar o mesmo procedimento para outras moedas. Um outro segmento que tem cada vez
mais adeptos e também pode ser avaliado é o de criptomoedas.

Outra perspectiva, relacionada aos tempos de espera, refere-se a demora para que o preco
mude de valor, independentemente de qual seja. Essa abordagem permite uma visao discreta
sobre o movimento dos precos. Ha evidéncias de que uma descricdo em que um processo
estocastico esta subordinado a outro seja aplicavel a mercados financeiros. Esse aspecto apre-
senta potencial para investigacOes futuras, visando explorar de forma mais detalhada suas
implicacdes. Uma versdo hierarquica de processos subordinados é um caminho possivel.

No ambito do desenvolvimento de EA's pode-se aprimorar a forma como se treina a rede,
testar diferentes valores dos conjuntos de treino e validac3do, selecionar diferentes indicadores
financeiros, escolher outro valor para o nimero de épocas. Também podem ser construidas
redes de aprendizado por reforco que visem encontrar a melhor politica para um agente agir

em um ambiente, como no caso do algoritmo deep Q-learning.
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APENDICE A - TEORIAH

Apresentamos os argumentos e pressuposicdes necessarios para implementacdo desse mo-
delo que foi desenvolvido por Salazar e Vasconcelos em 2012 e Macédo et al. em 2017. Vamos
considerar um sistema que possua /N escalas de tempo 7;,7 = 1,...,N bem separadas. A maior
escala é 7y, e para as demais escalas vale a relacdo 7; < 7;_1. Vamos chamar nossas variaveis

de interesse de ¢; e elas sdo descritas por um processo estocastico geral da seguinte forma:

dGZ' = E(Go,...,EN,t)dt + Gi(EQ,...,EN,t)dWi (A].)

E associado a cada nivel de hierarquia uma variavel aleatéria €; e a um processo de Wiener
independente ;. Queremos que os termos Fj(¢o,...,en,t) € G;(€o,...,en,t) satisfacam algumas

restricGes dinamicas.

i) Simetria de Translacdo no Tempo:

8tE(€Q,...,6N,t) = atGi(Eo,...,EN,t) = 0 (A2)
ii) Interacdo Local:
E(GU,...,EN,t) = Fi(@'fl;ei) (A3)
Gi(€o,-.renyt) = Gi(€i-1,6:) (A.4)
(A.5)
i) Invaridncia de Escala:
F’i()\ei—h)\ei) = )\Fi(ei_l,ei) (A6)
Gi()\ei—b)\@) == )\Gi(ei—17€i) (A?)
(A.8)
iv) Condicdo de Equilibrio:
(e,) =€y para t— o0 (A.9)

v) Positividade de ¢;:

P <0)=0, Vt, see(t=0)>0 (A.10)
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E possivel mostrar que tais condicdes levam a:

de; = (€ — €i_1)dt + Kyl =W, (A.11)

onde 7; e k; sdo constantes reais positivas. Queremos ter uma solucao analitica para a
equacao de Fokker-Planck associada com a equacdo acima, isso s6 é possivel para dois valores

de o, sdoelesa=1/2ea=1.

i) a=1

A equacdo diferencial estocastica fica:

dGi = —’)/(EZ — 61_1)dt + liiEidWi. (A12)

Como se assumiu que as escalas de tempo s3o bem separadas, a variavel ¢; flutua muito
mais rapidamente que ¢;_;. Pode-se ent3o, via equacao de Fokker-Planck, encontrar a
distribuicdo de probabilidade condicional f;(¢;|e;_1) para o caso estacionario. Ela é dada

por:

= Bi+1 =
il€l€i—1) = M€fﬁi*2 ex _5@61—1
eden) g (B

G+ 1) ez ) ’ (A13)

onde (3; = % Essa é a distribuicio gama inversa. Nota-se que o célculo foi feito de
uma forma geral, independente da escala escolhida. Porém, ela diz respeito apenas a
uma Unica escala, queremos uma solucdao que considere multiplas escalas.A varidvel €y

tem distribuicdo fy(en). Como a dependéncia esta na escala anterior, temos que:

fn(en) = /f(eN‘ENfl)f(ENfl)dGNfl- (A.14)

Este procedimento é repetido de forma recursiva até que se chegue nas maiores escalas,
filen) = [ den-r... [ desflexlen1).f(e1]eo). (A.15)

O préximo passo para resolvermos essa integral é com o uso da transformada de Mellin

que é definida como

MA{h(x)}(s) = H(s) = /Oo ¥ h(z)dr, (A.16)

0

e da férmula de Parseval

[ bt = ! / )G — s)ds, (A17)

271 Je—ico
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onde H(s) e G(s) sdo as transformadas de Mellin de h(x) e g(x) respectivamente.

A distribuicdo f(ey) é calculada através das distribuicdes condicionais f(es|e1) e f(€1]€o),
assim temos

faler) = [ Flealenferlen)der. (A18)

Utilizando a equacdo ((A.13]) na integral acima, obtemos

Bo+1 _—p2—2 B+l oo
€ € €1| _g,— €
faleg) = 2—2 (Breo) /0 Pt exp [— Pacy 1](—:1 P12 exp [— hico Oldel.

L(By +1)L(Br + 1) € €
(A.19)
Algumas propriedades das transformadas de Mellin ser3o usadas, so elas:
M {h(az)} (s) = a *H(s), (A.20)
M {h(a/x)} (s) = M{h(az)} (=s) = a’H(—s), (A.21)
M{ath(x)} (s) = H(s +b), (A.22)
M{e} (s) = a™I(s). (A.23)

Pode-se identificar g(x) = x®*lexp | — 52””] e h(z) = 277 2exp {— ﬁfo} onde

fizemos = = ¢;. Usando (A.22)) temos que

Mg} (1-5) = M {ﬁ exp [— 5] } (1-5) = M {exp [— s } 248-9).
(A.24)
Usando agora (/A.23)), temos
Bs —(2+B2-3)
M{g(x)} (1 —s) = (62) T2+ B2 — s). (A.25)
O uso dessas propriedades é feito também para h(x), obtemos
MA{h(z)} (s) =M {:10_61_2 exp [— 550} } (s). (A.26)

Antes de prosseguir, é preciso usar (A.21]), que implica em
M {x_61_2 exp [— 6160] } (s) = M {x'ng exp [— ﬁlegx] } (—s). (A.27)
T
Pela propriedade (A.22), temos entdo que

MA{f(x)}(s) =M {$61+2 exp [— ﬁleox] } (—s) =M {exp [— Bieo

} (24B1—s5),
(A.28)
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e pela (A.23):
M {exp [ ) 6] } (24 6= 5) = (heo) P ITQ@ 4B —5). (A29)

Esses valores sdo as transformadas de Mellin das funces que aparecem em (|A.19).
Substituindo os valores encontrados em e na equacdo (|A.19)) e usando a
formula de Parseval [A.17] temos

1 1
BiBaT (By + 1)I(By + 1)eg 2mi

c+ioo € —f
X /c_ioo (51526()) L2+ 61— s)T'(2+ f2 — s)ds.

/ooo flealer) fler]eo)der =

(A.30)

Pode-se escrever esse resultado em termos da funcdo G de Meijer, definida por (MATHAI;

SAXENA; HAUBOLD), 2009)

@ 1 m o T(b; + " T'(l—a;—
Gl wle) =5 T PO )L T =0y =)y a3
’ q 21 Sy Tl—p1 U(ay + 8) [Ti—pin T(1 = b — 5)
Onde @, = (a1,...,Gp,...,a,) € (;q = (b1yeeesbiyeesby).
Comparando a definicdo (|A.31)) com a equacdo (|A.30)), conclui-se que © = ﬁlﬁgm, l;q =0,

a; =—f31 —1eay; =—f3 — 1. Temos, portanto

faler) = [ flerlen)flaleo)den

1

= GO,Z —B1—1,—B2—1
BBl (B1 + D) (Bo + 1)eg 2 N

€2
W%) (A:32)

Algumas das propriedades importantes das funcoes G de Meijer s3o:

3, (A.33)

fymn ap _ mymn | @ +f
' Gy (Eq | =Gy (5:+f x) : (A.34)
o Gmn dp G v Co dr = 1Gm+u,n+u En,—d:,&'p n A.35
0 pa bq M ot \ dr f.fl? v E p+T7.q+o [ g ’ ( : )

Com f(€g) calculado, pode-se encontrar a distribuicdo para as demais varidveis usando

as propriedades acima das funcdes G. Vamos calcular a distribuicao da variavel e3. Pela

equacio temos
fales) = [ [ Fleslea) flealer) flerleo)derdes, (A36)
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ou

ﬁ@az/fﬁwa(/NQMﬁ@mwwqd@ (A37)

onde o resultado da integracdo entre paréntesis é f>(e;). Utilizando das equacdes (|A.13))

e ((A.32)) obtemos

_ > (Beea)™ 6553_26_6% 02 —p1-1,—f2—1| __©2
fales) = /0 (B3 +1) B1Bel'(B1 + )T (B2 + 1)eo G20 B B1B2¢€0 dés-
(A.38)

Vamos deixar a forma desse integrando como sendo o produto de duas funcdes G.

Inicialmente, note que pelas propriedades (|A.33)) e (A.34)

B3+1 B3+1
Baea | “se2 (i€ ’ alof - B3€a _ ol -
- e B =\—- 01| ol 7] = Go1| gs+1
€3 €3 €3

Substituindo o resultado acima na equagdo (A.38)), resulta

5362

€3

) . (A39)

1
€q) =

fsles) 1521 (B1 + DT(Be + 1T (B3 + 1)epes
O e I e - N PP Y (N =) I A.40
/ m( S S G | |7 de (A40)

Usando ((A.35) com n = 5151250 el = f—; chegamos em

1 0,3 —B1—1,—B3—1,—B3— €2
€2) = Gy B1—1,—p2—1,—fB3—1 ]
fales) BB (B1 + DI(B2 + 1)I(Bs + 1)eg ° ( - B1B253¢€0

(A.41)

E possivel observar um padrao. Esse processo pode ser repetido para as demais escalas.

Para uma escala arbitraria IV, temos (MACEDO et al, 2017):

o 1 ON ([ _3-T| N
Inlen) = eOwF(5+ T) G ( - eow)’ (A-42)
onde N
i=0
L N
L(B+1)=]]TB+1), (A.44)
i=0
_E_T: (_61_17_62_177_BN_1) (A45)
a=1/2.

A equacdo diferencial estocastica é da forma
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de; = —vi(€; — €i—1)dt + Ki€3/2€2121dm~ (A.46)

A equacdo de Fokker-Planck associada a ({A.46]) tem solucdo estacionaria dada por

(Bz/ez 1) Bl ey | —
flales) = L p[

2 6] , (A.47)

€i—1

que é uma distribuicdo gama. Vamos inicialmente considerar o caso de duas escalas. Ao

substituirmos a equac3o - na (A.18) temos

B2 52
fa(ea) = by e (5 5;/60 / de ey PePee2/a gl g=hra/co, (A.48)
2

Faremos agora a transformada de Mellin sendo ¢, = 2, g(z) = o~ "2e~22/ e h(z) =

zPr—le=fz/eo  As propriedades das transformadas de Mellin permitem fazer:

M {x’ﬁQe’ﬁQQ/x} (1—s)=M {xﬁQe’@e”} (s —1)
=M {e—ﬁzszx} (B2 —1+5)
= (Baeg) P2 1IT(By — 1 4 5), (A.49)

e também

6 (B1—1+s)
M {xﬁl_le_ﬁlx/eo} (s) =M {e_ﬁlx/m} (b1 —1+5s) = <1> LB —1+s).
€0
(A.50)
Usando a férmula de Parseval junto com as duas transformadas de Mellin encontradas

acima em (|A.48)) obtemos

B152 1
L(B1)T(B2)eo 2mi

X/HM<&@@>SH@—1+gm@—1+@d&(Aﬂ>

—100 €0

Awﬂ@hﬁkw@%ﬁz

Comparando a integral acima com (|A.31]) vemos que x = %0262 a,=0,bp=p—1e
[Bo = o — 1. Substituindo tudo isso, segue que

B132€2

€0

fae2) = /OOO f(ealer) flerleo)der = wﬁ%@éf (ﬁlfﬂ“

) . (A52)

Substituindo o resultado acima na equagdo (|A.37)) temos

L(B1)L(B2)e0 T'(B5) Jo €0
(A.53)

1 > —1 _—B3e3/e — €
f3(es) = Gt / dey(Bs/e2) ey e s/ 2Goy (51_1752_1 ‘ Prpacr
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Para usar novamente a propriedade da integral do produto de duas funcées G, vamos

inicialmente fazer

—Bzezfea _ 10| —
€ = GO,l 0

<ﬁ3€3>53 —f3ezfea _ ( €2 >_53
A = = G
€2 5363

Substituindo os resultados acima em (A.53)), resulta

62) , (A.54)

o B132 o 01 1-85| € |20 - B1 262
fales) = L (1)L (B2)I'(B3)€oes /0 dexCio (1 N 5363) Co2 (61_1’62_1 €0 )
(A.56)
Usando a propriedade (jA.35]) chegamos em
. B182/33 3,0 - B1B2/33€3
f3(€3) - F(Bl)l—‘(ﬁQ)F(ﬁ?))eO G0,3 (51—1,62—1763—1 €o ) (A57)

Um padrao se forma e a distribuicio de probabilidade para a escala N é da forma

(MACEDO et al., 2017

“’EN) , (A.58)

Onde w é definido por (A.43]) e

-,

r(5) = 1T, (A.50)

=0

B-T=(B—18—1,..8y—1). (A.60)
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APENDICE B - CALCULO DE

Neste apéndice é mostrado que 7y é média a dos tempos de primeira passagem e das

distribuicdes de background.

i) Classe lei de poténcia.

A distribuicdo de background é dada por

_ 1 ON| —B-1
vl = TowF(6+1)GN’O( )

Tow

e tem por média

B—1

— — 1 oON | —
<’7'N> = /TNU)(TN) d’TN = 7WI‘(/B—|—]_)/TNGN’O ( _

Em definimos a funcao G de Meijer pela transformada inversa de Mellin. De forma

ToWw

TN) dry.  (B.2)

equivalente, podemos usar a transformada de Mellin

/OO ajs—le,n ap nx dr — 77_5 H;nzl (b + S) " F(l —a; — 8)
0 i bq ?=m+1 F( b - S) H] =n+1 F(CL] -+ 3) ’

(B.3)

Comparando com a equacdo anterior, conseguimos identificar s = 2, n = 1/7ow, m =

n=0p=q¢g=Nea,=—8—1. A média fica

1 N N 1
Usando o fato de que w = ijzl Bel(B+1)=pI'(B), temos que
TOH 151_[ (5)
_ _ B.
=T ) (5:2)

i) Classe exponencial esticada.

A distribuicdo de background é

U)(TN) TOF(IB)GNO( —1 '

e tem por média

(Tn) = / TNw(TN) dTNy = Tolid(ﬂﬂ / TNGON <ﬁ_

WTN

) d’TN. (B?)

To
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ii)

Comparando com [B.3] pode-se identificar s =2, n = w/m, p=g=0,m=n=Ne
b, = 8 — 1.A média fica

N

(To/w)? [IT(B-1+2) +ﬂf‘(ﬁ+1):¢0 (B.8)

() = oF(IB) j=1 wili= T(8) j=i

Distribuicao dos tempos de primeira passagem.

Vamos calcular a média dos tempos de primeira passagem, definida por

= /tFN(t) dt, (B.9)

onde

Fu(t) = /O Pt )wn (a) dr, (B.10)

Fa(t|ry) = ;Vexp (—t /7). (B.11)

Para o presente propésito, wy(7x) pode ser de qualquer uma das duas classes. Substi-

tuindo as equacGes acima na média, temos

— /t/;VGXP<—t/TN)U)N<TN)d7—th = /;/teXP(—t/TN)dth(TN) dn

(B.12)
A integral dependente de ¢ é resolvida com a substituicdo t = 7y, e fica
/ rry ety de = 2T(2) = 72, (B.13)
0
Dessa forma, a média do tempo é
I,
(t) = /T—TN wy(Tn) dTn = /TN wy(Tn) dry = (Tn) = To, (B.14)
N

onde foi usado o resultado obtido nos itens i) e ii) sobre o valor da média das distribuicdes

de background.



APENDICE C - FUNCOES A,(7) E B,(7)

Para obter as funcdes A, (1) e B, (7), vamos comecar pela equacio de Riccati

- 5.\
B,=-B,- B2+
”+<2L /

com condicio inicial B, (0) = 0. Vamos definir uma funcdo Z(7), dada por

Desta forma é obtido uma equacao linear

.. (B
Z+7Z—(=| Z=0
) 2o

cuja solucao é

Z(1) = CreM™ + CQB_Mj;T,

onde (] e (; sdo constantes arbitrarias, e

A expressdo para B, (7) é dada, portanto, por

—ehn T _ ol T
Bn(T) _ Hy € (CQ/Cl)#ne

ehnT 4 (CQ/CI)Q_IJ'IT

e a condic3o inicial B,(0) = 0 fornece

Co _
4 MTJ{.
Portanto,
1 — e Bn7

Bn(T>

= [l - AT
Lt (i )eanT

Sabe-se que

Ay(r) = e/OT B, (s) ds.

Utilizando ¢ = e~®»* como nova variavel de integracdo, temos:

)
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(C.2)

(C.5)

(C.7)
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_ Oy e 1—¢
) =5 o T G (C.10)
1—¢ L o
/ 0+ (g =me (0 gt/ ) i [L 4 (g ) €] (C.11)

o que resulta em

+ —o—AnT
An(r) =10 |f%;7 + In ('un + 'Zne )] . (C.12)
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