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Resumo

Esta dissertacao tem dois objetivos. O primeiro é a obtencao da correcao de viés de
segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca na classe dos Modelos em Série
de Poténcia Nao-Lineares Generalizados, considerando o parametro de dispersao conhecido,
via Cox & Snell (1968) e bootstrap (Efron, 1979). O segundo objetivo é a obtenc¢do da
correcao de Bartlett & estatistica da razao de verossimilhancas nesta classe de modelos.
Desenvolvemos estudos de simulacao para avaliar e comparar numericamente o comporta-
mento dos estimadores de méaxima verossimilhanca, bem como o de suas versoes corrigidas,
em amostras finitas. Adicionalmente, avaliamos numericamente o desempenho dos testes
da razao de verossimilhancas e suas versoes corrigidas em relagao ao tamanho e poder em

amostras finitas. Por fim, realizamos uma aplicagdo empirica.

Palavras-chave: Modelos em Série de Poténcia; Correcao de Viés; Correcao de Bartlett.

Abstract

This dissertation has two purposes. The first one is to obtain the second-order bias cor-
rection of the maximum likelihood estimators in the class of the in Power Series Generalized
Nonlinear Models, considering the dispersion parameter known, via Cox & Snell (1968) and
bootstrap (Efron, 1979). The second objective is to obtain the Bartlett correction to the
likelihood ratio statistic in this class of models. Numerical evaluation is performed envolving
the different estimators. Additionally, we have numerically evaluated the finite sample per-
formance of likelihood ratio tests and its Bartlett-corrected versions on the size and power.

Finally, we present one empirical application.

Keywords: Power Series Models; Bias Correction; Bartlett Correction.
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Capitulo 1

Introducao

Com o intuito de unificar varios modelos discretos importantes em uma tnica estrutura
conceitual, Cordeiro et al. (2009) propuseram uma nova classe de modelos em séries de
poténcias nao-lineares generalizados (MSPNLG). Esta classe de modelos é definida pela
familia de distribuicoes em séries de poténcias modificada para representar a variavel resposta
em termos da média e uma funcao de ligagao nao-linear para a média da mesma. Desta forma,
esta classe de modelos abrange modelos tradicionais tais como os modelos log-nao-lineares,
binomial nao-lineares e binomial negativa nao-lineares. Nesta dissertacao destacamos dois
aspectos inferenciais no MSPNLG: o primeiro corresponde a obtencao da expressao do viés
de segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca (EsMV) dos parametros do
modelo e o segundo visa a obtencao de ajustes para a estatistica da razao de verossimilhancas
(LR).

A estimagao dos parametros no modelo MSPNLG ¢ feita pelo método da maxima veros-
similhanca, que por sua vez fornece, em geral, estimadores viesados. Em alguns casos, o viés

é considerado insignificante quando comparado ao erro-padrao dos EsMV, visto que ele é de

1 1/2

ordem n~ ", enquanto o desvio padrao da estimativa é de ordem n~"/°. Porém, no caso de
modelos nao-lineares quando o tamanho da amostra é pequeno ou a informacao de Fisher é
reduzida, o viés passa a ter uma magnitude comparével ao erro padrao do EMV (Cordeiro,
1999). Deste modo, é de suma importancia o calculo dos vieses de segunda ordem dos EsMV
a fim de obtermos estimadores mais precisos.

J& a estatistica da razao de verossimilhancas, em problemas regulares e sob a hipotese



nula, tem uma distribuicao qui-quadrado aproximadamente, em grandes amostras, e o erro
desta aproximacdo é de ordem n~!. Desta forma, torna-se importante obter ajustes para a
estatistica LR que reduzam esse erro de aproximacao. A idéia é modificar essa estatistica
por um fator de correcao, visando produzir uma nova estatistica com o primeiro momento
igual ao da distribuicao qui-quadrado de referéncia.

Diante disso, o objetivo deste trabalho é fornecer uma expressao do viés de segunda
ordem de Cox & Snell (1968) dos estimadores de méaxima verossimilhanga dos parame-
tros do MSPNLG e outra expressao da correcao de Bartlett para a estatistica da razao de
verossimilhancas.

No Capitulo 2, discorremos sobre a familia de distribui¢oes em séries de poténcia, ex-
pondo algumas caracteristicas e propriedades, bem como a definicado do MSPNLG e seus
aspectos inferenciais. No Capitulo 3, fornecemos uma expressao, em forma fechada, para o
viés dos EsMV dos parametros do MSPNLG, considerando o parametro de dispersao conhe-
cido. Adicionalmente, discorremos sobre a obtencao da correcao de viés via a metodologia
bootstrap (Efron, 1979). Resultados numéricos sobre o desempenho dos EsMV, bem como
das suas versoes corrigidas, em amostras de tamanho finito, aplicacoes a dados reais e al-
gumas consideracoes finais também sao apresentados neste capitulo. O Capitulo 4 trata de
ajustes para a estatistica da razao de verossimilhancas, com base na correcao de Bartlett.
Comportamentos em amostras finitas dos testes baseados na estatistica LR e nas suas ver-
soes corrigidas sao apresentados em relacao ao tamanho e poder. Complementando, uma
aplicagado com dados reais e alguns comentarios sao encontrados no Capitulo 4. Por fim, no
Capitulo 5, sao expostas as conclusoes deste estudo. Vale salientar aqui que esta dissertacao
foi escrita de tal forma que os Capitulos 2, 3 e 4 sao independentes, significando que alguns
resultados basicos e notagao sao apresentados mais de uma vez.

Finalmente, deve ser enfatizado que nao ha resultados na literatura relacionados com os
MSPNLGs. Nosso trabalho veio preencher esta lacuna, tornando-se o pioneiro em explorar
essa classe de modelos. Deve ainda ser destacado que os Capitulos 3 e 4 sao as principais
contribuicoes teoricas desta dissertagao de mestrado.

Nesta dissertacao, os resultados numéricos foram obtidos utilizando a versao 4.10 da
linguagem matricial de programacao 0x para sistema operacional Windows. Esta linguagem

foi criada por Jurgen Doornik, em 1994, na Universidade de Oxford (Inglaterra). Ela é



muito flexivel com sintaxe similar as sintaxes das linguagens de programacgao C e C+-+.
Mais detalhes sobre esta linguagem de programacao podem ser encontrados em Doornik
(2001) e em Cribari-Neto e Zarkos (2003). As apresentagoes graficas foram produzidas com
o ambiente de programacao R, tendo sido utilizada a versao 2.8.0 para a plataforma Windows.
O R é um ambiente integrado que possui grandes facilidades para manipulacao de dados,
geragao de graficos e modelagem estatistica em geral (vide Cribari-Neto e Zarkos,1999; Thaka
e Gentleman 1996; Venables e Ripley, 2002).



Capitulo 2

Modelos em séries de poténcia

nao-lineares generalizados (MSPNLGs)

2.1 Introducao

Dados na forma de contagem sao frequentemente analisados utilizando modelos de re-
gressao Poisson e binomial negativa (Cameron e Trivedi, 1998). No entanto, em muitas
situagoes podem ocorrer os fenomenos conhecidos como superdispersao e subdispersao, que
acontecem quando a variancia da variavel resposta ¢ maior ou menor do que a sua média,
respectivamente. Nesses casos, a suposicao de distribuicao de Poisson para a resposta é
inadequada, sendo necessario o uso de modelos alternativos. Neste contexto, a nova classe
de modelos em séries de poténcias nao-lineares generalizados (MSPNLG) foi proposta por
Cordeiro et al. (2009) com o objetivo de acomodar as diferentes relagoes de dispersao.

A classe MSPNLG é definida por um conjunto de variaveis aleatorias independentes
pertencentes a familia de distribuicoes em séries de poténcias, adotando o componente sis-
tematico dos modelos ndo-lineares da familia exponencial (Cordeiro e Paula, 1989). Este
componente consiste de uma fung¢ao de ligagdo nao-linear entre a média da variavel resposta
e a estrutura nao-linear do modelo. J4 o componente aleatorio do MSPNLG ¢ definido por
uma subclasse de distribuicoes em série de poténcias, originalmente proposta por Gupta

(1974) e, posteriomente, expressa em termos de sua média por Consul (1990).



2.2 Definicao

Sejam Y7p,...,Y, variaveis aleatorias discretas independentes e tais que Y; segue uma
familia de distribuicoes com parametros de média p; > 0 e parametro de dispersao ¢ > 0,

com funcao de probabilidade na forma

a(y, )g(pi, ¢)”
flpi, o)

em que o suporte de Y; é um subconjunto A, dos inteiros {e,e + 1,...} e que ndo depende

m(y; i, ¢) = y € A, (2.1)

de parametros desconhecidos, ¢ > 0, a(y,¢) é positiva e as fung¢oes analiticas g(u;, @) e
f (i, @) dos parametros p; e ¢ sdo positivas, finitas e duas vezes diferenciaveis. Satisfeita a
suposicao de que o parametro ¢, que assumimos ser conhecido, é maior do que 0, temos que
a variavel aleatoria Y tem uma distribuicao de probabilidade completamente determinada

por sua func¢io de variancia. A funcao f(u,¢) é tal que
Fl,d) = aly, ¢)g(p, ¢)".
YEA.

Para a familia de distribui¢oes dada em (2.1), valem as seguintes relagoes:
_ I

fg
em que f = f(ui, ), g = g(ui, @) e o simbolo “/
Observe que a fungdo de variancia depende apenas da fun¢do g(u, @) e pode ser expressa

e Var(Y)=V(u¢) =2 (2.2)

EY)=up 7

79

indica a diferenciacao em relacao a .

como um fator multiplicativo da média dado por V (i, ¢) = [(log f)]7'u. A média de Y;,

estd relacionada com o componente sistemético através de uma funcao de ligagao da forma

em que h(-) é uma fun¢ao de ligagdo conhecida e duplamente diferenciavel, 8 = (51,...,5,)"
¢ um vetor de p (p < n) parametros desconhecidos a serem estimados, z; = (z1,...,Tp) "

representa os valores de k variaveis explicativas e 7(+;-) é uma fungdo possivelmente nao-
linear no segundo argumento, continua e diferenciavel com respeito aos componentes de (3
tal que a matriz de derivadas X = X(8) = dn/08", com n = (n1,...,n,) 7, tem posto p
para todo 3. A matriz X tem elementos que sdo, em geral, funcdes do vetor de parametros

[ desconhecidos.



As distribuicoes Poisson, Binomial, Binomial Negativa, Poisson GGeneralizada, Binomial
Negativa Generalizada, Borel, Consul, Borel-Tanner, Geeta-m e Haight sao algumas das dis-
tribuicoes pertencentes a familia (2.1). Caracteristicas destas distribuigdes sdo apresentadas
na Tabela 2.1.

Consideremos um MSPNLG definido por (2.1) e (2.3). O logaritmo da funcao de ve-
rossimilhancga dos parametros do modelo, dado o vetor de observacgoes (y1,...,9,)", é dado

por
1(Bsy) = Zlog{a(ym o)} + Z [yilog{g(pi, )} — log{ f (i, #)}]. (2.4)

Com o parametro ¢ conhecido, (2.1) é uma familia exponencial natural discreta uni-

paramétrica e a funcdo de variancia V(u, ¢) determina a funcido desvio do MSPNLG em

consideragao, que pode ser escrito como D@ = 23" | D;(y;, ﬂ§¢)), em que

(i) = luslo 9(yi, ¢) o f (i, @)
Dilyo ) = [yll g{g(ui,aﬁ)} ! g{f(yz-,cb) }]

e (i'?) ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca de i, considerando conhecidos o parametro

v da distribuicio Binomial Negativa Generalizada e o parametro ¢. O desvio D?) que
depende do parametro ¢ conhecido ou consistentemente estimado, tem uma distribuicao
Xifp aproximada, embora em geral esta aproximacao possa nao ser valida, pois a dimensao
do modelo saturado depende de n e os argumentos assintoticos usuais nao sao aplicaveis.
Apresentaremos a seguir a fun¢ao desvio dos modelos referentes as distribui¢oes apresentadas
na Tabela 2.1, que nestes casos, tem distribuicao X721—p aproximada pelo menos quando todos

0s i;’s sao grandes ou n ¢é grande.

1. Poisson generalizada:

B y(1+ dp) Y — p
Dy ) _Zlylog{u(lJrcﬁy)} 1+ pg

Aqui V (i, ¢) = pu(1+ ¢p)?. Esse modelo reduz-se ao modelo de Poisson quando ¢ = 0.

2. Binomial negativa generalizada (BNG):

D(y. 1) :2y10g{%<v+¢u>¢<v+¢y—y>¢—1}+2V10g{(V+¢u)(V+¢y—y)}7

v+oy/) \v+ou—p (v + oY) (v + dp — p)



em que v > 0 é suposto conhecido mas ndo necessariamente inteiro e V' (u, ¢) = p(1 +
21 {1 + @} O modelo BNG se reduz ao modelo Binomial e Binomial Negativa,

quando ¢ = 0 e ¢ = 1, respectivamente.

. Borel-Tanner:

e e R (G IF=|

Nesse caso, ¢ = 1 e V(u,¢) = (u — m)u?/m?*. Quando m = 1, temos o modelo da

distribuicao Borel.

. Delta binomial:

B w(oy—y+m o loe d W M) (b —ptm
D(y,,u)—2y¢log{y<—¢u_u+m>}+2(y )lg{(ﬂ—m)<¢y—y+m>}'

Aqui V(p, @) = p( —m){(¢ — 1)+ m}/(¢m?). O caso especial m = 1 representa a

distribuicao Consul.

. Geeta-m:

D(y. 1) = 2ylog { (y —m) (g>¢1<¢u - m>¢} + 2mlos { (: —m)(¢y —m) }

(1 —m)\p ¢y —m

Aqui V(p, o) = p(p/m — 1)(op/m —1)/(¢ — 1). A distribuigdo Geeta-m decorre da
soma de m varidveis i.i.d. com distribuicao Geeta, ji esta se reduz & distribuicao Haight

quando ¢ = 2.
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2.3 Aspectos inferenciais

2.3.1 Estimacao dos parametros de regressao

A funcao escore para o parametro [, condicionando em ¢, é dada por

_ 0lBry)

U =X (Ty - Q),
8 a3 (Ty - Q)
em que 17" =diag{ty,...,t,} é uma matriz diagonal de dimensao n x n cujo i-ésimo elemento
6t = gig}i; e @=(q,...,q,)" éum vetor n x 1 cujo i-ésimo elemento é ¢; = ff—,;, A matriz
de informacao de (3, dado ¢, é
PUBYN _ w1 7
Ky = B{ ——’} - XWX, 2.5
B (‘M@ﬁT ( )

em que W é uma matriz diagonal n x n de pesos dados por

fi/gi 1

Sejam f = fTI e f= fTH (mantendo a mesma notagao para a fungao g). Temos que

N Y e VL (0 A R o L4

& (fill))? won (W)

Do mesmo modo,

Qi

_ = — =, N -2
w; = {gi(fi — f2) + (g} — 3:)(g:) " i (2.6)
De (2.2) vem f; = p1;4;, ou seja, f! = fip;g;. Dessa forma, temos que
L 9197 — (97)° L _
[ = fiwigs + figi + fiﬂz‘{T = fipgi + figi + firi(G: — g7)-

Consequentemente,

fi = firigi + gi + (3 — 37) = (ige)® + i + (3 — 37). (2.7)

9



Substituindo f; = p;g; e (2.7) em (2.6), teremos que os elementos da matriz de pesos W que
dependem da distribuicao de Y; reduzem-se a w; = gih;’Q = V[lhﬁ, em que V; = V(p;, 9)
e, portanto, W = (LV L)™' em que V =diag{V4,...,V,} e L =diag{h},... ,h}.

A inferéncia sobre os parametros 3 e ¢, baseada no método de méaxima verossimilhanca,
pode ser realizada maximizando (2.4) numericamente. Alternativamente, podemos supor ¢
fixo e utilizar o processo iterativo de Newton-Raphson a fim de obter a estimativa de (.
Usando a notagao em que (¢) explicita a dependéncia da estimativa de 3 neste parametro,

0 processo iterativo escoring de Fisher ¢ definido como
B+ — g@)k) 4 Kfl(ﬁ(qﬁ)(k))U(ﬁ(qﬁ)(k))’ k=0,1,....

Ressaltando que t; e ¢; podem ser reescritos como t; = (V;h})™' e ¢; = p;(V;hl)™!, fazendo
com que a matriz T seja expressa como (VL)™' e o vetor Q como (VL) 'u, em que p =
(1, - - ,,un)T é um vetor n X 1. Esse processo iterativo pode ser reescrito como um processo

de minimos quadrados reponderados, como se segue:

R R
BONk+1) BOW 4 (FOWTO® F@W)-1 FOWT (TO)®, _ @)k

_ (XOWTO® FOWNAFOW T OO | —0 1 (2.8)

em que

FOE — T GOE | (@ ®) 1 (P@F,y _ o))
= XOWFO® 4 (LOWYE® L) (V@O0 LOR)-1, (O [@0)-1, )0+
_ XO®GO®E L [O®(y _ ,@E)

Em (2.8), §@*) desempenha o papel de uma variavel dependente modificada, enquanto
W@K) ¢ yma matriz de pesos que muda a cada passo do processo iterativo. O valor inicial
BO) pode ser obtido, por exemplo, ajustando um modelo lognao linear. O estimador

restrito B(¢>) tem uma distribuicao assintoticamente normal com média 3 e matriz de cova-
2@ _ =29
riancias (Kj)~! consistentemente estimada por (X ~ W®@X )L

A estimacao do parametro ¢, quando o mesmo é desconhecido, pode ser feita direta-

mente pelo método da maxima verossimilhanca. No entanto, esse método torna-se bastante

10



complexo para algumas distribui¢oes pertencentes a familia (2.1), visto que a fungao a(y, ¢)
usualmente envolve razao de fungoes gama com argumentos que dependem de ambos y e
¢ e possiveis constantes. Portanto, a equacao nao-linear para ¢ contém soma de fungoes
digama. Esta dificuldade pode ser evitada estimando o parametro ¢ por métodos indiretos.
A seguir, descrevemos um desses métodos.

De posse de 39, a estimativa de ¢ pode ser obtida inserindo ﬁg"” = h (2 B9)) em
(2.4) e maximizando o logaritmo da funcao de verossimilhanca perfilada [,(¢) = 139, ¢) de
¢ dada por

b(9) = 3 _log{a(y: )} + 3 [uilos{g (@, )} — log{f (7, 9)}].

2.3.2 Testes da razao de verossimilhancas em MSPNLG

Seja Y = (Y1,...,Y,)" uma amostra aleatoria de tamanho n e cujo logaritmo da fungio de
verossimilhanca [(3; y), dado por (2.4), depende do parametro desconhecido 3 = (34, ..., 05,)".
Assumimos que [(3;y) seja regular com respeito aos componentes de 3 até quarta ordem.

Considerando que o vetor de parametros 3 pode ser decomposto como 3 = (3] ,05,)7,
sendo 3 = (B1,...,053,)" o vetor de parametros de interesse e B2 = (B441,...,8,) 0 vetor
de parametros de perturbacao. Em muitas situagoes ha interesse em testar hipoteses sobre
uma parte do vetor de parametros (3, digamos Hy : f; = ﬂﬁo) versus Hy : ) # @}0), em que
ﬁfo) ¢ um vetor especificado de dimensao ¢ (¢ < p). Podemos definir a estatistica da razao

de verossimilhancas, assumindo um valor fixo para ¢, como

LR =2{1(8");y) — (3 y)}, (2.9)

em que B(¢) é o estimador de méaxima verossimilhanca de (3 sob a hipotese alternativa H;
e @ = (ﬁfU)T,ng)T) é o estimador correspondende de 3 sob a hipdtese nula Hy. A es-
tatistica da razao de verossimilhancas tem, sob a hipotese nula, distribuicao assintotica Xg.
Rejeitamos a hipotese nula Hy, ao nivel de significancia o, se LR > X%a;q), em que X%oz;q) éo

percentil (1 — a) da distribuicao x;.
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Capitulo 3

Correcao de viés em MSPNLG

3.1 Introducao

O viés estatistico ¢ uma medida de qualidade de um estimador e é calculado como a
diferenca entre o verdadeiro valor do parametro e o valor esperado do estimador em apreco.
Em geral, o método da maxima verossimilhanca fornece estimadores viesados quando o
tamanho de amostra n é pequeno ou quando a informacao de Fisher é reduzida. Em alguns
casos, 0 viés pode até ser considerado insignificante quando comparado ao erro-padrao dos

1

EsMV, visto que ele ¢ de ordem n™", enquanto o desvio padrao da estimativa é de ordem

~1/2 Porém, encontrar estimadores corrigidos pelo viés de ordem n~2 pode melhorar a

n
qualidade das estimativas, principalmente, em amostras pequenas.

Na literatura, varias prospostas sobre a correcao de viés vém sendo estudadas. Bartlett
(1953) apresentou uma expressao simples para o viés de ordem n~! do EMV no caso uni-
paramétrico. Haldane (1953) e Haldane e Smith (1956) desenvolveram expressoes de ordem
n~! para os primeiros quatros cumulantes em amostras aleatérias de um ou dois parametros
desconhecidos. Cox e Snell (1968) obtiveram uma expressao geral para o viés de ordem n !
dos EsMV nos casos uniparamétrico e multiparamétrico, supondo observacoes independentes
mas nao necessariamente identicamente distribuidas. O viés de ordem n~2? em modelos nao-
lineares em que a matriz de covariancias é conhecida foi obtido por Box (1971). Cook, Tsai

e Wei (1986) analisaram os vieses das estimativas dos residuos e dos estimadores de maxima
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verossimilhan¢a em modelos de regressao nao-linear. Estimadores corrigidos em modelos de
regressao log-gama generalizada foram apresentados por Young e Bakir (1987).

Cordeiro e McCullagh (1991) derivaram uma formula geral para o viés de ordem n ™2
dos EsMV em modelos lineares generalizados. A expressao do viés de ordem n=? dos EsMV
em uma ampla classe de modelos multivariados normais nao-lineares foi apresentada por
Cordeiro e Vasconcellos (1997). Cordeiro e Vasconcellos (1999) forneceram EsMV corrigidos
para o modelo de regressao von Mises. Expressoes em forma matricial para o viés de ordem
n=2 dos EsMV em modelos de regressao multivariado nao-linear com erros ¢ de Student
e em modelos de regressao nao-lineares simétricos foram desenvolvidos por Vasconcellos e
Cordeiro (2000) e Cordeiro, Ferrari, Uribe-Opazo e Vasconcellos (2000), respectivamente.
Cribari-Neto e Vasconcellos (2002) analisaram o comportamento, em amostras finitas, de
trés procedimentos alternativos para corrigir o viés de ordem n~! dos EsMV dos parametros
da distribui¢ao Beta. Vasconcellos e Silva (2005) obtiveram estimadores corrigidos em um
modelo de regressao ¢t de Student nao-linear quando o nimero de graus de liberdade é
desconhecido. Ospina, Cribari-Neto e Vasconcellos (2006) derivaram expressdes em forma
fechada para os vieses de ordem n~! dos EsMV em modelo de regressao Beta.

Lemonte et al. (2007) desenvolveram estimadores ndo-viesados para os parametros que
indexam a distribui¢gdo Birnbaum-Saunders. Cordeiro e Barroso (2007) obtiveram uma for-
mula matricial para o viés de ordem n=? dos EsMV em modelos lineares generalizados e
mostraram, através de simulacoes de Monte Carlo, que a nova estimativa pode fornecer me-
lhorias substanciais em termos de viés e erro médio quadratico em relacao as estimativas
EsMV usuais e as estimativas corrigidas propostas por Cordeiro e McCullagh (1991).

Cordeiro et al. (2008) desenvolveram corre¢ao de viés do EMV em modelos nao-lineares
superdispersados. Cordeiro e Udo (2008) derivaram formulas gerais para o viés de ordem
n~2 das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros em modelos nao-lineares
generalizados com dispersdo nas covariaveis. Cordeiro e Demétrio (2008) obtiveram corregao
de viés no modelo de quasi-verossimilhanga estendido. Recentemente, Cordeiro et al. (2009)
derivaram uma féormula matricial para o viés de ordem n=? dos estimadores de maxima
verossimilhanca dos parametros de média e variancia em modelos nao-lineares heterocedéas-
ticos. Cysneiros et al. (2009) derivaram uma formula geral para o viés de ordem n™? dos

estimadores de maxima verossimilhanca nos modelos de regressao nao-lineares simétricos
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heterocedésticos.

3.2 Correcao de Cox & Snell

Nesta secao, nossa atencao esté dirigida a obtencao da correcao do viés de estimadores
de maxima verossimilhanca. Para isto é necessario obter derivadas do logaritmo da funcgao
de verossimilhanga com relagdo ao vetor de parametros 6 = (0y,...,6,)" desconhecido e
alguns momentos destas derivadas. Assumimos, portanto, no que segue, que tais derivadas
e momentos existem. Por outro lado, introduziremos a seguinte notacao: U, = 0l/00,.,
U,s = 0%1/00,00,, U, = 8°1/00,00,00; ¢ assim por diante, em que [ é o logaritmo da funcao
de verossimilhanca e b, 7, s, t, sao indexadores do espaco paramétrico. Consequentemente, os
cumulantes conjuntos das derivadas do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca sao definidos
como kps = E(Us), krs = EUUy), krst = E(Urst), krst = E(UpsUt), etc. Denotamos
as derivadas dos momentos em relacao aos componentes do vetor 6 por rl) = ORps/00;. A
metodologia para encontrar o viés dos EsMV segue o trabalho de Cox & Snell (1968), no qual
eles mostraram que para observagoes independentes, mas nao necessariamente identicamente
distribuidas, o viés de ordem n~! do EMV 0, de 6, é expresso da seguinte forma:

B(éb) = E(éb —6) = Z /{brm“(/{rs,t + %/{mt), parab=1,2...,p, (3.1)

r,8,t

em que —k"® = K™ representa o elemento (r, s) da inversa da matriz de informagao de Fisher

Ky de 0. Em decorréncia da identidade de Bartlett, a saber K, ¢+ Kpse — HS? = 0, a expressao

. L. t R
(3.1) pode ser reescrita substituindo o termo k.5 + %/{rst pelo termo wl) %/{mt, ou seja,

. . 1
B(6,) = Z e §n,st}, parab=1,2...,p. (3.2)

r,8,t
A partir da expressao (3.2), definimos um estimador de méaxima verossimilhanga corrigido

6, para o parametro 0, da seguinte forma:

~ A

Qb:éb—é(ﬁb),parab:1,2...,p,

sendo B(6) o estimador de maxima verossimilhanca do viés (3.2), ou seja, os parametros

desconhecidos sao substituidos por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca.
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Este novo estimador tem viés de ordem n~2, pois E(6,) = 6, + O(n~2). Consequentemente,
esperamos que o estimador corrigido 6, tenha melhores propriedades em amostras finitas do

que 6y, cujo viés é de ordem n~1.

3.2.1 Correcao de viés dos EsMV dos MSPNLGs

O objetivo desta subsecao é obter uma expressao geral, em forma fechada, para o viés
de ordem n~! dos EsMV dos parametros dos MSPNLGs. No Apéndice A sdo apresentados
os céalculos dos cumulantes e as derivadas dos cumulantes necessarios para a obtencao de
B(Bb). Por simplicidade, aqui apresentamos somente o processo pelo qual a expressao (3.2)
foi conduzida a forma matricial.

Consideremos n variaveis aleatorias discretas independentes Y7,...,Y, cada qual com

funcao de probabilidade da forma

m(y; i, @) = a(y,fqﬁ(f(;;), Ve, i1 (3:3)

em que o suporte de Y; é um subconjunto A, dos inteiros {¢,e +1,...}, € > 0, e que nao
depende de parametros desconhecidos, a(y, ¢) é uma fungao positiva, as fun¢des analiticas
fi = [, @) e g; = g(us, ¢) sdo positivas, finitas e duas vezes diferenciaveis, ¢ > 0 e yu; > 0
sao chamados de parametros de dispersao e de média, respectivamente. Para a familia de

distribui¢oes dada em (3.3) as seguintes relagbes sao validas:

B f(l)g
=g

em que o indice sobrescrito (1) indica a primeira diferenciacgdo em relacdo a p. Os modelos

e Var(Y)=V(u,¢)= %7

E(Y) =

em séries de poténcia ndo-lineares generalizados sdo definidos por (3.3) e pelo componente

sisteméatico
em que h(-) ¢ uma fungio de ligagio conhecida e duplamente diferenciavel, 8 = (3,...,3,)"
é um vetor de p (p < n) parametros desconhecidos a serem estimados, x; = (z;1,. .. ,:cl-k)T

representa os valores de k varidveis explicativas e 7(+;-) é uma fungdo possivelmente nao-

linear no segundo argumento, continua e diferenciavel com respeito aos componentes de (3
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tal que a matriz de derivadas X = X(8) = dn/08", com n = (m1,...,n,)7, tem posto p
para todo 3. A matriz X tem elementos que siio, em geral, funcoes do vetor de parametros

[ desconhecidos.
O logaritmo da funcao de verossimilhanca do vetor dos parametros 3, dado o vetor de

observacoes (yi, ..., yn), dos MSPNLGs pode ser expresso na forma

(Byy) = Zlog{a(yz-, )} + Z [yilog{g(pi, ®)} — log{ f(11:, 8)}].

Assumimos que a funcao [(3;y) é regular com respeito as derivadas em relagdo aos com-
ponentes de (3 até a quarta ordem. Para a obtencao dessas derivadas, utilizamos a notacao
Tir = ON; /0By, Tirs = 0*1; /05,085, Tirst = 0°0; /08,008,003, etc. Assumindo que ¢ é conhe-

cido, temos que as trés primeiras derivadas de [(3;y) sdo

n
UT = E dOii‘ira
=1

Us = Z {dlifisfir + doz‘o%irs} e

i=1

n d Zh(2) o o o o .
Us = Z { [d% — I—Z} TitTisTir + d1i(TistTir + TisTirt + TitTirs) + doﬂirst}>

(Dy2
i=1 (hi ")
em que
() ()
0i = Yiti — q; e ii= T
(hi )
g ) . . N o .
com t; = —m 6 = ,m €0 indice sobrescrito () indicando a j-ésima derivada em re-
gin,; il
lagado ppcom j = 1,2 e ¢ =1,--- ,n. Tomando as esperancas das duas tltimas expressoes,
encontramos:
n
Rrs = g wliiisiir €
i=1
n (2)
wlihi ~ o~ o~ ~ o~ ~ ~ ~ ~
Krst = E Wa; — W TuZisTir + W1i(TistTir + TisTire + Turlirs) ¢,
i=1 i
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sendo a derivada do primeiro cumulante dada por

n n
t _ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
nﬁﬁ = E W1 T3t TisTir + E W1 TistTir T E W1 s Tirt s
i=1 i i—1

em que wj; e Wj; sao escalares definidos, respectivamente, por

(1)
_(figie o i) L
Wyji = (1)ti i

figi

(= DVt h® — ¢V g n®

7

com ' Ny -
o 1y |
7 =12ei=1,...,n. Vale ressaltar que as quantidades acima envolvem derivadas que

dependem das formas especificas das funcoes f, g, h e V nas diversas distribuicoes perten-

@ 1

centes a familia de série de poténcia. Temos, entdao, que a quantidade rrs — 5K, dada na

expressao (3.2) tem a seguinte forma:

n n

1 1 S 1
K — kg = Z {@h‘ -5 [w2i - wl—l} }fitfisfir t3 Z Wi (TistTir + TisTire — TitTirs)

1
2 2 (h")?
= i CiTitTisTiy + 1 i W1i(ZTistTir + TisTirt — TitTirs),
i=1 2 i=1
sendo ¢; = wy; — 3{wa; — wuhgz)(hl(-l))”}, i=1,---,n. Entdo, a partir da expressao (3.2)

obtemos a féormula para calcular o viés de segunda ordem da b-ésima componente de (3, a

qual é dada por

~ o 1 L
B(ﬁb) = E KR E CiTitTisTy + 5 E KRS g W1 TistTir, b =1,...,p,
3

7,85t i 7,8t

em que 7, s e t variam em Fg = {1,...,p}, o indice i varre todas as observagoes e —k"* = K"*

representa o elemento (7, s) da inversa da matriz de informacao de Fisher Kz de 3, dada por

_ UL\ _ wryrw
Kg_E{—aﬂaﬁT}_XTWX,
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em que W é uma matriz diagonal n x n de pesos dados por

0
wiz(q(”—f" g"t‘.”)i i=1,--.n.
Z figi(l) 1 hl('l)

Portanto, o viés de ordem n~=2 pode ser escrito, em notacio matricial, como
B(3) = (XTWX)'XTs, (3.4)

em que § = (Z4C + %DWl), com Zy e D sendo matrizes diagonais de ordem n x n, em
que a diagonal da primeira é igual a diagonal da matriz Z = X()N(TW)N()_lXT e 0 i-ésimo
elemento da segunda é igual ao trago de ()?TW)Z')_U@, em que )%Z ¢ uma matriz p X p cujo
elemento (7, s) é Z;.5, C e W; s@o vetores coluna de ordem n com respectivos elementos ¢; e
wi;, © = 1,--- ,n, dados acima. Observamos, portanto, que B(B) pode ser obtido através de
uma regressao de minimos quadrados reponderados.

Na constru¢ao da matriz W e dos vetores C' e Wy, presentes na equacao (3.4), necessi-
tamos da funcao de ligacao e das funcgoes t e ¢ com suas respectivas primeiras e segundas

derivadas, das funcoes f, g e de variancia com suas primeiras derivadas, respectivamente.

Para obtermos as matrizes Z, Z; e D precisamos da matriz modelo X e das matrizes

~ N

quadradas X;, ¢ = 1,--- ,n. Uma vez computadas as matrizes acima, o calculo de B(f3)
¢ imediato. E 6bvio que a expressao (3.4) depende muito do particular modelo adotado.

Se n(-;-) for linear temos que ):(Z = 0 e, consequentemente, 6 = Z;C. Este resultado
mostra que para os modelos pertencentes tanto a classe dos modelos em séries de poténcia
lineares generalizados quanto a classe dos modelos lineares generalizados, a formula matricial

dada em (3.4) coincide com a formula de Cordeiro e McCullagh (1991, p. 635, equagao 4.2).

3.3 Correcao via bootstrap

Uma forma alternativa de se obter a correcao de viés é através da técnica bootstrap. Este
& um método computacionalmente intensivo, introduzido por Bradley Efron em 1979 (Efron,
1979) e utilizado para obter solu¢oes aproximadas de problemas estatisticos cujas solugoes
analiticas sao complicadas ou desconhecidas.

Considere uma amostra aleatoria y = (y1,...,%,)  de uma variavel Y, cuja distribuicao

esta completamente determinada por sua fungao de distribuicao F' = Fy (y), e indexada pelo
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parametro desconhecido @ = 7(F). Seja 6 = s(y) uma funcio da amostra aleatoria y e
um estimador para #. Uma vez que é impossivel extrair repetidas amostras da populagao
descrita pela funcao de distribuicao desconhecida F', a idéia é obter a partir da amostra
original, um grande nimero de subamostras y* = (yf,...,y)" com base numa estimativa
F de F, visando com isso obter um estimador de § = 7(F), denotado por 6 = 7(F). A
reamostragem pode ser feita de forma paramétrica ou nao-paramétrica.

Na versao nao-paramétrica, a reamostragem é feita retirando-se uma amostra a partir

de uma estimativa nao-paramétrica F,, de F', que ¢ a funcao de distribuicao empirica da

amostra original, a qual atribui probabilidade 1/n a cada y;, i = 1,...,n, isto é,
; #Yi <y
By y) = =)

que representa a proporcao amostral de valores observados menores ou iguais a y. Na versao
paramétrica, quando se conhece previamente o modelo paramétrico F¢ ao qual I pertence,
a amostra y* é formada realizando-se a amostragem com base na estimativa paramétrica
Fg, em que os parametros desconhecidos sao substituido por suas respectivas estimativas
paramétricas.

A implementacdo do método bootstrap permite a estimacao do erro padrao, viés, va-
ridncias, intervalos de confianca e outras quantidades de interesse da inferéncia estatistica.
Nesta subsecao, no entanto, nosso foco serd na obtenc¢ao da estimativa de viés por bootstrap.

Com essa finalidade, denote por Bp(é, 0) o viés do estimador é, ou seja,

Br(0,0) = Er[s(y)] - 7(F), (3.5)
em que o subscrito F' indica que a esperanca matematica é calculada com base na funcao
de distribuicdo F. Substituindo F' por suas respectivas estimativas bootstrap em (3.5),
obtemos os estimadores bootstrap para o viés nas versoes nao-paramétrica e paramétrica,

respectivamente, dados por

By, (0,6) = Ep [s(y)] = 7(Fy) e By, (0,60) = Eg [s(y)] — m(£y).

A partir da geracio de N subamostras y*!, ..., y*" podemos ter uma aproximacio para
Ep[s(y)] e Ep,[s(y)], por meio da média aritmética das respectivas réplicas bootstrap

01, ..., 0*N, onde 6% = s(y*), i =1,..., N, ou seja,
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N

40 _ % S 6

i=1
Com isso, as estimativas do viés via bootstrap nao-paramétrico e paramétrico sao, respecti-

vamente, dadas por

A ~ N ~ ~

Bp (6,0) = 6" — s(y) e By (0,0) = 6*0) — s(y),

n 3

as quais diferenciam-se na forma de obter as subamostras. Tendo em maos as estimativas

do viés, podemos definir estimadores corrigidos até segunda ordem ordem de 6 da forma

~ A~

01 = s(y)— Bp (0,0) =2s(y) — 00 e

= 2s
by = s(y)— By (0,0) = 2s(y) — 0°0).

>

3.4 Resultados numéricos

Nesta secao, o objetivo é comparar, por meio do método de simulacao de Monte Carlo,
os desempenhos dos estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros que indexam
os modelos em séries de poténcias lineares e nao-lineares generalizados e das suas versoes
corrigidas via Cox & Snell e por bootstrap paramétrico, em amostras de tamanho finito e
sob diferentes cenérios, tanto no que se refere aos vieses quanto a eficiéncia. Para isso foram
calculados medidas de qualidade para a estimacao pontual como: viés, viés relativo e erro
quadratico médio (EQM). O viés relativo é definido como 100x (viés / valor verdadeiro do
parametro)%. Os estimadores avaliados foram: estimador de maxima verossimilhanca (B),
estimador de maxima verossimilhanca corrigido via correcao de Cox & Snell (B) e corrigido
via bootstrap (f3).

Formulamos um experimento de simulagao de Monte Carlo baseado em 10000 répli-
cas considerando os seguintes tamanhos amostrais: n = 25,35,45,100. Para cada réplica
de Monte Carlo, consideramos B = 600 réplicas bootstrap. Foram selecionadas trés dis-

tribuigoes da classe MSPNLG a saber, Binomial Negativa Generalizada (BNG), Poisson
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Generalizada (GPO) e Consul. Os resultados numéricos basearam-se nos seguintes predi-

tores:
ni = Bo+ bz + Pawa e (3.6)
ni = Bo+ Bz + exp(Bawy), (3.7)
em que 1 = 1,...,n e as covaridveis foram tomadas como amostras aleatorias da distribuicao

uniforme U(0, 1). No caso da distribui¢do BNG, fixamos os parametros ¢ = 1,5 e v =5, ja
para a GPO e a Consul fixamos ¢ = 0,2 e ¢ = 1,0, respectivamente. Os valores verdadeiros
considerados para o vetor de parametros 3 = (3, 51, 32) " variaram entre 0,25, 0,5, 0,75 e 1.
O processo de simulacao foi realizado utilizando a linguagem matricial de programacao 0x
(Doornik, 2001).

3.4.1 Modelos lineares

Nesta se¢ao, daremos énfase aos modelos em séries de poténcias lineares generalizados,
cujo preditor linear é dado em (3.6).

Inicialmente, temos como objetivo analisar a influéncia do tamanho da amostra no de-
sempenho dos estimadores. Os resultados apresentados nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 correspon-
dem as estimativas do viés do vetor de parametros ( considerando amostras de diferentes
tamanhos e a variavel resposta proveniente das distribuicoes BNG, Consul e GPO, respecti-
vamente, tendo sido geradas amotras assumindo que Gy = (51 = (5 = 0,25. Notamos que, em
todos os modelos, as estimativas dos vieses das versoes corrigidas do estimador de méxima
verossimilhanca, 3 e 3, sdo, em moédulo, menores do que as correspondentes estimativas
B, independentes do tamanho amostral, com apenas uma excecao no modelo Consul para
n = 35, no qual 3, apresentou uma estimativa de viés, em modulo, igual a 0, 01369, enquanto
que no mesmo contexto Bl forneceu uma estimativa igual a 0,00970. Entre os estimadores
B e (3, o estimador B foi o mais eficaz no sentido de que, na maioria das vezes, forneceu
a menor estimativa de viés em valor absoluto. Para o modelo BNG e n = 25, por exem-
plo, as estimativas dos vieses, em modulo, para o vetor de parametros ( provenientes do
estimador B foram 0,00384, 0,00676 e 0,00212, ao passo que as provenientes do estimador
(3 foram 0,00611, 0,01382 e 0,00939. As estimativas do viés relativo e do erro quadratico
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médio fornecidas pelos novos estimadores, B e [3, refletem o ganho de precisio conseguido
pelas correcoes feitas no estimador de méxima verossimilhanca. Este fato é mais notério nas
estimativas referentes ao parametro 3y do que naquelas referentes a 3; e F5. Em relacao ao
tamanho da amostra, como era de se esperar, vemos que todos estimadores apresentam uma
melhora nas estimativas a medida que o tamanho de amostra cresce.

Analisamos também o comportamento dos estimadores para diferentes valores de [.
Neste caso, fixamos o tamanho da amostra em n = 35, os valores de By = 31 = 0,25 ¢
variamos o valor de 5. As Tabelas 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam esses resultados para os mo-
delos BNG, Consul e GPO, respectivamente. Observamos que as estimativas, em modulo,
apresentadas pelo estimador B sao bem melhores do que os demais estimadores em todos os
modelos. No modelo Consul, por exemplo, quando G, = 0,5, as estimativas dos vieses de
B para o vetor de parametros 3 sao, em modulo, iguais a 0,00160,0,00662 e 0,00273, en-
quanto que para B temos 0,07738,0,01256 e 0,01659 e para 3, 0,01424,0,01168 e 0, 00592.
E notorio também que 4 medida que aumentamos o valor de 35, para este mesmo parametro
h& uma reducao, em modulo, nas estimativas do viés relativo produzidas por todos esti-
madores. No entanto, essa reducao nas estimativas do viés relativo nao é o bastante para
dispensar o uso das correcoes. Um fato importante que observamos é que as estimativas do
viés produzidas por [ para o parametro (; sdo, em modulo, na maioria das vezes, superiores
as estimativas correspondente de B

Observamos também que, em todos os modelos, o estimador B subestima (3, e superestima
01 e PBs. As correcoes feitas no estimador de méxima verossimilhanca corrige essa tendéncia
de diferentes maneiras. Enquanto que a correcao de Cox & Snell leva o estimador a fornecer
vieses relativos, na maioria das vezes, positivos para todos os parametros, a correcao por
bootstrap faz com que o estimador forneca vieses relativos sempre positivos para 3y e vieses

relativos quase sempre negativos para [3; e (3.
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3.4.2 Modelos nao-lineares

Nesta secao, enfatizaremos os modelos em séries de poténcias nao-lineares generalizados,
cujo preditor ndo-linear ¢ dado em (3.7).

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.7, 3.8 e 3.9 correspondem as estimativas do
vetor de parametro § nos modelos BNG, Consul e GPO, respectivamente, nos quais foram
consideradas amostras de diferentes tamanhos. No caso dos modelos BNG e GPO, a variavel
resposta foi gerada assumindo que Sy = (1 = (2 = 0,25, ji no caso do modelo Consul
assumimos que Gy = 1 = 0,25 e 5 = 1. Os resultados mostram que as estimativas dos
vieses das versoes corrigidas do estimador de méaxima verossimilhanca, B e (3 sao, em modulo,
menores do que as estimativas de B, independente do tamanho amostral, com excecio de [,
em n = 25, o qual apresentou, nos modelos BNG e GPO, estimativas de viés iguais a 0, 02302
e 0,02582, respectivamente, superiores as estimativas correspondentes fornecidas por ﬁo, as
quais foram, em modulo, iguais a 0,01346 e 0,01477. O ganho de precisao conseguido pelos
estimadores 3 e (3 é refletido nas estimativas do viés relativo e do erro quadratico médio
proveniente desses estimadores. Nos modelos BNG e GPO, entre os estimadores 5 e § nio
h& indicio que um tenha um melhor comportamento que o outro. Por outro lado, no modelo
Consul, o estimador B mostrou-se mais eficiente do que o  ao apresentar, na maioria dos
casos, menores estimativas, em moédulo, do viés, do viés relativo e do erro quadratico médio.
Observamos também que todos os estimadores tornam-se mais eficientes a medida que o
tamanho da amostra cresce, conforme era esperado.

Para avaliar o desempenho dos estimadores quando o vetor de parametros § assume di-
ferentes valores, fixamos o tamanho de amostra em n = 35, os valores de 3y = 3, = 0,25
e variamos . As Tabelas 3.10, 3.11 e 3.12 apresentam esses resultados para os modelos
BNG, Consul e GPO, respectivamente. Dessa vez, os resultados mostram que, em todos
os modelos, o estimador B é bem mais preciso do que os demais estimadores. No modelo
GPO, quando (B, = 0,5, por exemplo, as estimativas do viés de 3 sdo, em modulo, iguais
a 0,00029, 0,00487 e 0,02325, enquanto para ﬁ temos 0, 02128, 0,00967 e 0,08210 e para B,
0,00581,0,00745 e 0,05261. Assim como nos modelos lineares, quando o valor do parametro
(o cresce, observamos que, para este mesmo parametro, ha uma reducao nos valores absolutos
das estimativas do viés relativo fornecidas pelos estimadores em estudo. Vemos também que

o estimador § tem uma tendéncia de subestimar 3, e 35 e superestimar (3;, enquanto que os
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estimadores corrigidos apresentam tendéncias diferentes. O estimador {3 fornece, na maioria
das vezes, vieses relativos positivos para todos os parametros e B, por sua vez, fornece vieses
relativos quase sempre positivos para [y e (5, e quase sempre negativos para [3;.

Outro estudo de simulacao utilizando modelos nao-lineares foi realizado com o objetivo
de analisar o desempenho dos estimadores em diferentes distribuicoes. Para isso, utilizamos
os dados analisados por Previdelli (2005), os quais foram obtidos durante um teste de apren-
dizagem e memoria espacial aplicado em ratos portadores de lesao cerebral isquémica, ou
seja, falta de sangue no cérebro. No experimento, descrito aqui de forma bem sucinta, foram
utilizados 51 ratos, sendo que 25 deles foram submetidos a isquemia cerebral global e tran-
sitoria (lesionados) e os outros 26 animais foram designados como grupo falso isquémico
(ndo-lesionado). Foi utilizado no experimento um labirinto radial de oito bragos aversivo, o
mesmo é considerado como um modelo de aprendizagem que pretende imitar situagoes em
que o animal possa encontrar no ambiente natural. Na Figura 3.1 temos uma representacao
esquemaética do labirinto radial de oito bracos aversivo. Esse tipo de experimento parte do
pressuposto que alguns comportamentos aprendidos pelo animal sao tteis em sua sobre-
vivéncia no meio selvagem, como por exemplo, a procura por dgua e comida. No labirinto
utilizado no experimento, os bragos se originam num ponto central e a comunicagao dos
bragos com a arena central tem transito livre. Nas extremidades dos bracgos, uma abertura
permite o acesso do animal a uma pequena caixa escura localizada logo abaixo de cada orifi-
cio, a qual pode ser inserida e removida como uma gaveta abaixo, servindo como refigio
para o rato em relacao as areas iluminadas do labirinto. Dentre os oito bracos, somente
um contem o refagio verdadeiro, sendo que nos demais bracos os esconderijos sao de fundo
falso. As funcoes cognitivas de todos os ratos foram testadas através do teste do labirinto,
no qual era avaliada a capacidade do rato em encontrar o esconderijo. Cerca de vinte dias
apos a inducao da isquemia cerebral, os ratos foram colocados diariamente no labirinto. O
experimento durou 15 dias, e a cada dia de teste foram dadas trés tentativas ao animal para
encontrar o esconderijo. A variavel resposta corresponde ao nimero de erros cometidos pelos
ratos e as covariaveis foram

1, se o i-rato for lesionado

g =
0, caso contrario,
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Figura 3.1: Representacao esquematica do labirinto radial de oito bragos aversivo.

1, se o i-rato for nao-lesionado
r =
0, caso contrario

e o que corresponde ao tempo representado em cinco blocos de trés dias cada, conforme a
Tabela B.2. O modelo utilizado por Previdelli (2005) foi o modelo de regressao nao-linear
generalizado superdispersado Poisson, tendo como funcao de ligacao a funcao identidade e
no qual

n; = ﬁOin + T1; exp(ﬁlx%) + Lo exp(ﬁgxgi), 1= 1, ey 255. (38)

Em nosso estudo, utilizamos o preditor nao-linear acima, com Gy = 0,25 e 3 = (B = 0, 1,
para gerar a variavel resposta proveniente das distribuicoes BNG, GPO, Consul e Poisson.
Novamente, consideramos 10000 réplicas de Monte Carlo e B = 600 réplicas bootstrap. Os
resultados, apresentados na Tabela 3.13, mostraram que em todos os modelos, de um modo
geral, h4& um ganho consideravel com o uso da corregao de Cox & Snell no estimador de
maxima verossimilhanca. Nos modelos BNG e PO, o estimador 3 foi o que teve o melhor
desempenho, uma vez que apresentou as menores estimativas de viés em valores absolutos.
No modelo BNG, particularmente, o estimador 3 forneceu as maiores estimativas de viés,
tendo assim o pior desempenho entre os estimadores. Nos modelos GPO e Consul, am-
bos os estimadores corrigidos tiveram um bom desempenho, fornecendo estimativas de viés

inferiores as do estimador [3.
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3.5 Aplicacao

Nesta secao, apresentaremos uma ilustragao numeérica da corregdo de viés via Cox & Snell
em um conjunto de dados reais. Os dados, apresentados na Tabela B.1, correspondem ao
niimero de espécies de peixe em um lago (variavel resposta) e o logaritmo da area do lago,
em km?, (r). Esses dados foram analisados inicialmente por Barbour e Brown (1974) e,
posteriormente, por Rigby et al. (2008) e por Cordeiro et al. (2009). Estes altimos discutem

a flexibilidade dos MSPNLGs em ajustar esses dados, adotando como preditores lineares

ni = Bo + B log(x;) (3.9)

e
0 = Bo + B log(x:) + Bf log(:) }, (3.10)
i =1,...,70, com n; = log(p; — m), em que m denota o valor minimo do suporte da

distribuicao associada ao modelo. As Tabelas 3.14 e 3.15 apresentam as estimativas do
vetor de parametros 3 dos modelos analisados por Cordeiro et al. (2009). Observamos
que as estimativas de 3 e § nio diferem muito para o preditor (3.9). Para a distribuigao
Delta Binomial, por exemplo, as estimativas de B e B para (3 foram em torno de 2,12 e
para (3; foram em torno de 0,18. J& para o preditor (3.10), em alguns modelos, B e B
apresentaram estimativas razoavelmente diferentes, como por exemplo o modelo GPO, no
qual as estimativas de B foram 2,84570, —0,03851 e 0,01688 e as de [ foram 3,02570,
—0,09795 e 0,02243. Pelo Critério de Informacao de Akaike (AIC), dentre os modelos
analisados, o modelo Delta Binomial com o preditor linear (3.10) foi o modelo mais adequado
para o ajuste do nimero de espécies de peixe, uma vez que forneceu o menor AIC, a saber
612,1. Este resultado coincide com o resultado obtido por Cordeiro et al. (2009). A Figura
3.2 apresenta os valores ajustados obtidos ao estimar este modelo a partir das estimativas
de 3 e de B Observamos que nao ha diferenga entre os valores ajustados obtidos a partir
de ambas estimativas quando area do lago é pequena. No entanto, & medida que aumenta
a area do lago, os valores ajustados obtidos a partir de B se aproxima mais do ntimero de

espécie de peixes existente no lago do que os valores ajustados obtidos a partir de B
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Tabela 3.14: Estimagao dos parametros 3 nos modelos com preditor linear dado em (3.9).

5 ;

Distribuicoes | Parametros | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao
Binomial Bo 2,39010 0,27833 2,40890 0,27820
Negativa 51 0,17292 0,03693 0,17232 0,03692
GPO Bo 2,53280 0,66835 2,64440 0,70120
(¢ =5) o5 0,14890 0,10717 0,15171 0,11326
BNG Bo 2,38070 0,18626 2,38900 0,18617
(p=1,v=2,43) B 0,17404 0,02459 0,17376 0,02458
Delta Binomial Bo 2,11480 0,26548 2,13170 0,26643
(¢ =5,m =5) B 0,18194 0,04142 0,18217 0,04164
Geeta-m Bo 2,15640 0,61525 2,25360 0,65666
(p=1,1,m =5) B 0,17544 0,10974 0,18257 0,11834
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Tabela 3.15: Estimagao dos parametros  nos modelos com preditor linear dado em (3.10).

5 ;3
Distribuicoes | Parametros | Estimativa Erro-Padrao | Estimativa Erro-Padrao
Bo 2,68330 0,09214 2,68660 0,09204
Poisson 51 0,03034 0,02513 0,02960 0,02510
0 0,01164 0,00164 0,01168 0,00164
Binomial Bo 2,83420 0,41083 2,90700 0,41023
Negativa 51 -0,03361 0,13757 -0,05374 0,13743
B2 0,01651 0,01047 0,01802 0,01046
GPO Bo 2,84570 0,62688 3,02570 0,66123
(p=0,3) B -0,03851 0,24313 -0,09795 0,25657
Ba 0,01688 0,02109 0,02243 0,02242
BNG Bo 2,83610 0,27435 2,86850 0,27398
(p=1, v =2,43) B -0,03477 0,09160 -0,04371 0,09152
B2 0,01662 0,00696 0,01729 0,00696
Delta Binomial Bo 247760 0,36148 2,563710 0,36482
(¢ =3,m=1D5) B -0,02307 0,13866 -0,04238 0,14025
B2 0,01818 0,01195 0,01994 0,01212
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Figura 3.2: Numero de espécie de peixe versus area do lago, juntamente com valores ajustados

do modelo Delta Binomial(¢ = 3,m = 5), cujo preditor linear é dado em (3.10).

3.6 Comentarios

Neste capitulo, obtivemos uma expressao em forma matricial do viés de segunda ordem
via Cox & Snell (1968) para os estimadores de méxima verossimilhanca dos parametros
dos modelos em séries de poténcia lineares e nao-lineares generalizados, considerando fixo o
parametro de dispersao. A partir desta expressao, definimos um estimador de maxima veros-

imilh igid 1 t iés de ord ~2 inferi ié tado pel
similhanca corrigido, o qual apresenta um viés de ordem n~ inferior ao viés apresentado pelo

estimador de maxima verossimilhanca, que por sua vez ¢ de ordem n~!.

Adicionalmente,
discorremos sobre a correcao de viés através do método bootstrap. Resultados de simulagao
foram obtidos tanto para os modelos lineares quanto para os modelos nao-lineares, envol-
vendo o estimador de maxima verossimilhanca (B), o estimador de maxima verossimilhanca
corrigido via correciio de Cox & Snell (3) e corrigido via bootstrap ().

Os resultados mostraram que o estimador B, entre os estimadores em estudo, teve o pior

desempenho por apresentar as maiores estimativas de viés em valor absoluto. Ja o estimador
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corrigido B foi o mais eficaz, uma vez que apresentou estimativas de viés, em mddulo, sempre
menor do que o estimador B e, na maioria das vezes, menor do que o estimador corrigido
3. Este, por sua vez, em algumas situagoes, apresentou estimativas de viés, em modulo,
maiores do que o estimador B

A medida que o tamanho de amostra cresce, como era de se esperar, todos os estimadores
apresentaram uma reducao nos valores absolutos das estimativas do viés, mesmo assim as
correcoes mostraram-se necessarias, uma vez que as diferencas entre as estimativas do esti-
mador de méxima verossimilhanc¢a usual e as estimativas dos novos estimadores foram bem
distintas, mesmo quando consideramos um nimero grande de observagoes. (Quando aumen-
tamos o valor de um dos parametros, no caso do nosso estudo aumentamos o valor de [3s,
para este mesmo parametro houve uma reducao, em moédulo, nas estimativas do viés relativo
produzidas por todos estimadores. Vimos também que a correcao de Cox & Snell feita no
estimador de méxima verossimilhanca produziu estimativas, na maioria das vezes, superiores
aos valores verdadeiros dos parametros e a correcao por bootstrap mudou, quase sempre, os
sinais das estimativas do viés do estimador de maxima verossimilhanca usual.

Em suma, de acordo com os resultados obtidos nas Secoes 3.4.1 e 3.4.2, recomendamos
o uso da correcao de viés dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros dos
modelos em séries de poténcia lineares e nao-lineares generalizados. Para isso, sugerimos o
uso da correcao de Cox & Snell, no caso dos modelos lineares, e ambas corregoes de Cox &

Snell e via bootstrap, no caso dos modelos nao-lineares.

43



Capitulo 4

Correcao de Bartlett em MSPNLG

4.1 Introducao

Estatisticas de testes, em que as suas distribuicoes sao baseadas em aproximacoes para
grandes amostras, sao bastantes utilizadas quando ha uma grande dificuldade em se determi-
nar as suas distribuicoes exatas, como é o caso das estatisticas da razao de verossimilhancas
(LR), Wald e escore. Estas estatisticas possuem a mesma distribuigao de referéncia x? e,
portanto, sao assintoticamente equivalentes. Testes baseados nessas estatisticas sao deno-
minados assintoticos de primeira ordem, isto é, sao baseados em valores criticos obtidos de
uma distribuicao nula limite conhecida. No entanto, em pequenas amostras ou mesmo em
amostras de tamanho moderado, a aproximacao da distribuicao dessas estatisticas pela dis-
tribuicao x? pode nao ser satisfatoria, podendo conduzir a taxas de rejeicdo sob a hipotese
nula bastante distorcidas, tornando, portanto, uma preocupacao recorrente verificar a qua-
lidade dessa aproximacgao.

Com esse intuito, Bartlett (1937) propos um fator de corre¢ao para o teste da razao de
verossimilhancas originando, assim, uma estatistica da razao de verossimilhancas modificada
LR*, cuja média esti mais proxima do valor esperado da distribuicao x? de referéncia. Isso
porque, sob a hipotese nula, o valor esperado E(LR) corresponde a g{1 + b + O(n~?)},
em que ¢ é o nimero de restricoes impostas por Hy, n é o tamanho da amostra e b uma

constante de ordem n~!, que pode ser estimada consistentemente sob H, enquanto que o
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valor esperado de LR* corresponde a ¢+ O(n~2). Além disso, para testes de homogeneidade
de variancias, Bartlett mostrou que os trés primeiros momentos de LR* concordam com os
momentos correspondentes da distribuicao y? até ordem n~!. Consequentemente, temos que
a distribuicao de LR* melhor se aproxima da distribuicao x? do que a distribuicao de LR.

Lawley (1956) desenvolveu um método geral de obtencao para o fator de correcao que
envolve momentos das quatro primeiras derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca
e mostrou que a estatistica LR* tem todos os momentos concordando com os respectivos da
distribuicao x? de referéncia, ignorando os termos de ordem n~2. Posteriomente, Hayakawa
(1977) obteve uma expansao assintotica de ordem n~! para da distribuigdo nula de LR e
mostrou que, se a hipotese nula for simples, a estatistica LR* tem distribuicao x? até a
ordem n~!. Porém, para hipoteses compostas, s6 seria possivel obter o fator de correcao se
um determinado coeficiente da expansao fosse nulo, o que parecia conflitar com os resultados
de Lawley (1956). Chesher e Smith (1995) resolveram esse impasse quando notaram um erro
na formula do coeficiente em questao e mostraram que este, depois de corrigido, é sempre
igual a 0.

Dentre os diversos artigos produzidos na literatura que apresentam correcoes de Bartlett
para a estatistica da razao de verossimilhancas em modelos variados e em situagoes especi-
ficas, destacam-se os seguintes trabalhos: Cordeiro (1983, 1987) para os modelos lineares
generalizados (MLGs) quando o fator de escala é conhecido e desconhecido, respectivamente;
Cordeiro e Paula (1989) para os modelos nao-lineares da familia exponencial com parametro
de dispersao conhecido; Cribari-Neto e Ferrari (1995) para os modelos lineares normais he-
teroscedasticos; Cribari-Neto e Zarkos (1995) para os modelos de regressao multivariada;
Cordeiro et al. (1995) para a familia exponencial uniparamétrica; Ferrari e Arellano-Valle
(1996) para os modelos de regressao com erros ¢ de Student; Ferrari e Uribe-Opazo (2001)
para os modelos lineares simétricos; Montenegro e Cordeiro (2002) para os modelos nao-
lineares de locagao e escala supondo que o parametro de escala é conhecido; Cordeiro (2004)
para os modelos nao-lineares simétricos, generalizando os resultados de Ferrari e Uribe-Opazo
(2001). O fator de corregao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhangas per-
filada foi obtido por Ferrari et al. (2004) para o modelo de regressao normal linear hete-
roscedastico e por Cysneiros e Ferrari (2006) para os modelos de regressao nao-lineares da

familia exponencial.
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Frydenberg e Jensen (1989) mostraram, por meio de simulagao, que os resultados teori-
cos que garantem que a distribuicao da estatistica corrigida tenha uma boa aproximagao
com a distribuicio x? sdo validos apenas para os modelos continuos. No entanto, Cordeiro
(1982) fez varios estudos de simulacdo envolvendo distribui¢oes multinomial e de Poisson
que mostraram que os testes modificados, baseados em LR*, apresentam taxas de rejeicao
da hipotese nula bem mais proximas dos respectivos niveis nominais do que o teste nao mo-
dificado. As correcoes nos modelos discretos também se mostraram eficazes nos estudos de
simulagao realizados por Cysneiros (1997), que obteve correcoes de Bartlett e tipo-Bartlett

nos modelos lineares generalizados continuos e discretos.

4.2 Correcao de Bartlett

Considere um modelo multiparamétrico com vetor de parametros desconhecidos 6 =
(0],0,)7, sendo 6, e Oy vetores de dimensdes q e p — g, respectivamente, e | = [(6) re-
presentando o logaritmo da funcao de verossimilhanga. Para testar Hy : 61 = 9%0) versus
Hy : 0, # 9%0), sendo «950) um vetor de constantes conhecidas, a estatistica da razao de

verossimilhancas é definida como
LR = 2{1(0) — 1(0)}, (4.1)

em que 6 = (07 ,0])T e 6 = (ng)T, 07)7 sdo os estimadores de méxima verossimilhanca de
0= (6],0,)", segundo H; e Hy, respectivamente. Adotando 7, s,t,u, v, w como indexadores
do espaco paramétrico, as derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca podem ser
denotadas da seguinte maneira: U, = 91/00,, U,, = 0%*1/90,00,, U,y = 0°1/90,00,00; e
assim por diante. Consequentemente, os cumulantes conjuntos dessas derivadas sao definidos
como fips = E(Ups), krs = E(UUs), kst = E(Upst), Krst = E(U,sUy), etc. Denotamos as

derivadas dos momentos em relacao aos componentes do vetor 6 por ,11(2 = Ok,s/00; €

KW = 02k, /06,00,

Sob condicoes gerais de regularidade, Lawley (1956) obteve uma expansao de [(f) em
1

~

série de Taylor sob a hipotese nula até termos de ordem n~" envolvendo derivadas até de
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quarta ordem do logaritmo da funcao de verossimilhanca. Assim, ele mostrou que
2E{1(01,6,) — 1(61,02)} = p+ e, + O(n72), (4.2)

sendo o termo €, de ordem n~! expresso da seguinte forma:

Ep = Z()\rstu - )\rstuvw>7 (43)

em que Y denota o somatorio sobre todas as componentes do vetor 6,
M = K7 (/A = 68+ 1GY) e (4.4)

Arstuvw = I{rs,{tuﬁvw{/{rw (Hsuw/G - KSZ,)) + Krtu (/{svw/4 - Kgﬁ?)

e +K%;g}, (w3)

com —k" = k"° representando o elemento (r,s) da inversa da matriz de informacao de

Fisher Ky de 6. Além disso, Lawley (1956) também demonstrou que

2E{U(61",05) = 1(61,05)} = p — ¢+ €54 + O(n™?), (4.6)

1

sendo o termo ¢,_, de ordem n~' obtido analogamente ao termo ¢, dado em (4.3) com o

somatorio » . estendendo-se apenas sobre os componentes do vetor 65, ou seja, sobre os p—q
parametros de perturbagdo. A estatistica da razao de verossimilhancas definida em (4.1)

pode ser reescrita como
LR=2 [{1(91, by) — 1(61,05) — {16, 6,) — 1(6:, 92)}} .

A partir de (4.2) e (4.6) segue que, sob a hipotese nula, o valor esperado de LR é dado

por

B(LR) = 2B [{1(6,,6:) — 1(61,62)} — {1(6”,6) — 1(61, 62)}]
= q+e€ —€qt O(”_2>
= q (1 + %) +0(n™?).
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Desse modo, a aproximacao da distribuicao da estatistica da razao de verossimilhancas
pela distribuicao Xﬁ pode ser melhorada substituindo LR pela estatistica modificada LR*
dada por

ou, equivalentemente,

LR = LR(1 —d),

em que os fatores de corregido de Bartlett, 1/(1 4 d) e (1 — d), sao determinados através de

d = %. (4.7)

As estatisticas modificadas LR* e LR} possuem distribuicao XZ até ordem n~! sob Hj e
sob certas condigoes de regularidade, segundo Hayakawa (1977) (vide corre¢ao de Chesher e
Smith, 1995). Um teste da razdo de verossimilhangas aperfeicoado compara as estatisticas
LR* e LR} com a distribuicao Xg de referéncia. Deve-se destacar que os fatores de correcao
nao dependem do valor da estatistica da razao de verossimilhancas, mas podem depender
de parametros desconhecidos e, neste caso, estes devem ser substituidos por suas respectivas
estimativas de maxima verossimilhanca sob Hy, o que nao afeta a ordem de aproximacao
resultante. Vale a pena ressaltar que no caso do teste da hipotese nula simples Hy : § = 00,
a quantidade d dada em (4.7) que determina os fatores de correcdo de Bartlett se reduz a

d = €,/p, em que ¢, é calculado pela expressio dada em (4.3).

4.2.1 Correcao de Bartlett em MSPNLG

Os fatores de corregao de Bartlett dependem da quantidade ¢,, dada em (4.3), que é uma
funcao aparentemente complicada dos cumulantes conjuntos x’s de derivadas do logaritmo
da funcao de verossimilhanca. O objetivo desta secao é apresentar €, em forma matricial e
de facil computacao para a classe dos MSPNLGs.

Com essa finalidade, considere Yi,...,Y,, variaveis aleatorias discretas independentes,

cada qual com funcao de probabilidade na forma

a(y, ¢)g(pi, ¢)"
f(/% ¢)

7T<y7 Hi, ¢) = ’ ) € A67 (48)
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em que o suporte de Y; é um subconjunto A, dos inteiros {¢,e +1,...}, € > 0, e que ndo
depende de parametros desconhecidos, a(y, ¢) é uma func¢do positiva, as funges analiticas
fi = (i, @) e gi = g(us, ¢) sdo positivas, finitas e duas vezes diferenciaveis, ¢ > 0 e pu; > 0
sao chamados de parametros de dispersao e de média, respectivamente.

Para a familia de distribuigoes dada em (4.8), as seguintes relagoes sao validas:

e Var(Y)=V(u,o) = %

EY)=p=

em que o indice sobrescrito (1) indica a primeira diferenciacdo em relacdo a pu. Os modelos

em séries de poténcia ndo-lineares generalizados sao definidos por (4.8) e pelo componente

sistematico
em que h(-) é uma fungdo de ligagdo conhecida e duplamente diferenciavel, 8 = (51,...,5,) "
¢ um vetor de p (p < n) parametros desconhecidos a serem estimados, z; = (71, ..., 7))

representa os valores de k varidveis explicativas e 7(+;+) é uma fungdo possivelmente nao-
linear no segundo argumento, continua e diferenciavel com respeito aos componentes de (3
tal que a matriz de derivadas X = X(8) = dn/08", com n = (n1,...,n,) 7, tem posto p
para todo 3. A matriz X tem elementos que sao, em geral, fungoes do vetor de parametros
[ desconhecidos.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca do vetor dos parametros 3, dado o vetor de

observacoes (yi, ..., Yyn), dos MSPNLGs pode ser expresso na forma

I(B) = Z log{a(y;, ¢)} + Z [yi log{g (1, #)} — log{ f(pi, @)} -

A funcao escore para o parametro [, condicionando em ¢, é dada por

0lB) _ wr
Us=—>=X (Ty—
"= a5 (Ty - Q),
em que T' =diag{ty,...,t,} € uma matriz diagonal de dimensao n X n cujo i-ésimo elemento
et = gf,é; e @=1(q,...,q,)" & um vetor n x 1 cujo i-ésimo elemento ¢ ¢; = ff—};;A matriz
de informacao de Fisher de § dado ¢ é
921(B) ST S
Kg=F<— =X WX 4.9
8 { 9505 7 (4.9)
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em que W é uma matriz diagonal n x n de pesos dados por

(1)
w:(q@_fi git(1)> LI R T
7 i 1) Vi 1)’ 9 s 10
fz’g‘() h{"

2 1

Considere que o vetor de parametros 3 pode ser decomposto como 3 = (3/,05])7,
sendo 3, = (B1,...,0,)" o vetor de parametros de interesse e B2 = (Byt1,--.,0,)" 0 ve-
tor de parametros de perturbacdao. Essa decomposi¢ao induz a correspondente particao
X = (X3, X,), sendo X a matriz de derivadas com X; = dn/93, e X, = dn/dB; . O nosso
interesse é testar a hipotese nula Hy : § = Bfo) versus a alternativa Hy : 3 # 650), em que
BEO) é um vetor especificado de dimensao ¢ (¢ < p). A estatistica da razao de verossimilhangas

para o teste de Hy, assumindo um valor fixo para ¢, pode ser escrita da forma

LR = 2{I(B) - 1(B)},

fO)T, B§¢)T) o esti-

sendo B o estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 3 e § = (6
mador correspondende de (3 sob a hipotese nula.

Utilizamos a notagao Ty = 01;/08,, Tirs = 0°1;/03,08s, Tirst = 0°0;/03,03,08; e deno-
tamos por ) . o somatorio sobre os dados. Definimos também os escalares wj;, w;; e W73,

respectivamente, por

(1)
wi; = (Mt(a‘>_q(j>> e
1 1) 7 ) 1)?
fig§ : hV

)

(G = DaVit!"n? — g qPn?

]

g initz(?) . tz(l)(qg2)‘/; + qu(l)vi(l) _'_qi(l)vi@)) - hZ@)(Pli - qz(3) . 3q§2)h§2)
Wi = ST D)2 My~ (M3 My
(hi”) (hi) (hi ") (hi?) (hi)
3 2
g hy? _4 h)?
Gy T 20y |
(hi )t (h7)
com 4 , 4
Pji = ) )
" (1)
para j = 1,2,3 e i = 1,...,n. Aqui o indice sobrescrito (j) indica a j-ésima derivada em

relacao a p. Vale ressaltar que as quantidades acima envolvem derivadas que dependem das
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formas especificas das fungoes f, g, h e V nas diversas distribuicoes pertencentes & familia de
série de poténcia. Temos, entao, os seguintes cumulantes para os MSPNLGs (vide Apéndice

A):

n
Rps = E W1iXirLis,
=1

n (2)
w zh I . - - - -
Krst = Z Wo; — (;(—1)32 TirZisTit + W1 TirTist + TirtTis + TirsTit] e
i=1 i
n (2) (3) (2)y2
wZihi wu‘hi wli(hi ) e~ -
Rrstu — Z Ws; — 3 1 - 1 1 LirLigTitLiy
(W) (nys (A
wl'h@)
+ |wo; — hz—l)Z)z [ZirTisTitu + TirTisuTit + TiruTisTit + (TirTist + TireTis

+xirsxit)xiu] + W1, (xirxistu + LiruList + LirtLisu + Lirtulis + LirsLity + Lirsulit

+xirstxiu>

As derivadas dos cumulantes dados acima séo

n
t . ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
FGS«S = E {1 %4y TisTir + W1 TirtTis + W1 TistTir }
i=1
n
tu) ko~ e e T e T
f@(«S ) = E W1 TirTisTitTiny, + W1 L0 TisTity, + W15 TiruTisTit + W15 TirTisuTip + W13 Tirt TisTin
i=1

FW1TirtuTis T W1iTirtTisy + W1iTirLTistTin, + W1iTiruList T W1iTirLispy o €

u < 71 S (W2
I o L S L S LG S NS

“ WPy @ a0y

rst
n 2
wlihi ~ o~ o~ o~ - A~
+ Woj — ——— 2 {ZirTisTitu + TirTisuTit + TiruTisTit }

n

+ E W1 ZTiud{ TirZist + TirtTis + TirsTit }
i=1
n

+ g wli{xirxistu + LiruList + LirtLisuy + Lirtulis + LirsLity + xirsuxit}-

i=1
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Sejam Z, a i-ésima linha da matriz X, X; uma matriz p x p cujo elemento (r,s) & s,
1=1,...,n,¢ Kﬁ_1 a inversa da matriz de informacao de Fisher Kz dada pela equacao (4.9).
Definimos

Z=XX"TWX)'X",

uma matriz de dimensao n x n positiva semi-definida de posto p com elementos z; =
f:Kgli’j, as matrizes quadradas B e C' de dimensao n X n, com elementos dados por

b = tr(Kﬂ_lf(iKglf(j) e ¢y = aE-TKﬁ_lXjKﬁ_li:i, respectivamente, e a matriz diagonal

K3
D =diag{dy1,...,d1,} com dy; = tr(Kﬁ_lXi). Utilizamos a notacao Zy, By e Cy para re-
presentar matrizes diagonais formadas pelos correspondentes elementos das diagonais das

matrizes Z, B e C, respectivamente. Denotamos Z®) = Z? o Z, Z®) = Z© Z, em que ®

3
ij
Adicionalmente, definimos as matrizes diagonais )1, @2, @3 ¢ Q4 de dimensao n X n, cujos

denota o produto de Hadamard (Rao, 1973, p. 30), ou seja, o elemeto (i,5) de Z® & z

elementos sao dados, respectivamente, por

(2)
wh‘h-
Qi = Wy — —m— 4.10
(hi))? e
1 wlih@) -
i == - i — — Qs 411
42 G (wz (h,(”)Q 51 ( )
1 wyh? N
;i = - i — L — W1, 4.12
qs 1 (wz (hz(-l))Q w1 e ( )
1 Bwuhl? 3wkl bwu(hP)? @k
G = e — S Wil n Wyl ~ _wl( ; ) Wil — oy +w;’7 (4_13)

R E N TR

)

t=1,---,n. Uma expressao simples para o termo ¢, em notacao matricial pode ser obtida
substituindo os k’s na expressao (4.3) e efetuando as somas sobre os parametros seguidas das
somas sobre as amostras. Ao procedermos assim, aparecerao termos da forma — | Z;, K™ Z s,
SRS T K Tty Y Tit KM T jusk™ Tip € — Y K5 T40g, €M que —K'™® = K™° representa o elemento
(r,s) da matriz Kgl, r,s =1,...,p. Esses termos correspondem aos elementos das matrizes
Z, B, C e D, respectivamente.

Detalhamos agora a obtengdao da parcela Y A\.g, de €,. Substituindo ks, Y e gl
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na expressao de Y \.g, dada em (4.4) temos que

A TS tu DA R od ~ 3 o~ od o hod
rstu R Q4iTirTisTitTiy + wli_ZQM ($irxisxitu+xirxisuxit

=1
+ZiruTisTit) + Zq1i$iu($ir$ist + TipiTis + TirsTit) — W1iZTirtTisTiy
1

+Zw1i<i’irt%istu + jirujist + jirsj:itu + jirsuf%it + i'irstjiu)
3 . .
_lelz' (xirtxisu + xirtuxis) .
Invertendo a ordem das somas e rearranjando os termos, obtemos
n
Sy A tur A
E Arstu = E q4; < § K xirxis> < E R mitxiu>
=1
n
~ tu~
+ E (wli q17,) (E '% xzrxzs> <§ K $itu>
=1
= 1
~, rs tuz, rs turz, ~,
+ (wli - q1z) KK xzt‘rzsuxzr - §w1i R K TipyTist
=1
1 =1 TSz tu 5,
+Z v = LWy, K Tirs R Tty | -

Das defini¢oes dos elementos das matrizes Z, B, C' e D, esta parcela se reduz a

Z Arstu Z Q4zZ“ + Z (wlz - _QIZ) Zudlz + Z wlz q11 Ciz — Z wlz zz di)

Em notagao matricial, expressamos » g, na forma
~ 1 ~ 1
Z )\rstu = LTZdQ4ZdL + LT <W1 — §Q1> DZdL + LT(Wl — Ql)CdL — Z[LTWI(QB — D2)L,

em que ¢ é um vetor n x 1 de uns, Wi e W, sio matrizes diagonais de dimensao n X n, cujos
elementos sdo wy; e wy;, respectivamente, Q1 =diag{q1,...,qn}, Q2 =diag{q,...,qn},
Qs =diag{qs1,...,qn} € Q4 =diag{qui, ..., qu} sdo matrizes diagonais de dimensdo n x n
cujos elementos estao definidos em (4.10)—(4.13), respectivamente. De modo semelhante,

obtemos a segunda parcela de ¢,, denotada por > A stuww, (vide Apéndice A) expressa, em
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notacao matricial, por
Z Mstuow = 1 Q1ZPQot + "W ZOW + T Q1 ZaZ Z4Qst + "W ZyZ ZaWie
+}1LTDW12 {WlD + 42, (W1 — %Ql)] L
iy { {(WI . Ql) C— %WlB] le} .
A expressao de €, resultante é decomposta em

€ = EI(,L) + eND), (4.14)

em (L) ., (NL) o : f Faiag
que €p ' € €p tém as seguintes formas matricias:

) = 1T ZgQuZy+1" Q1 ZP) Qor+ . TW ZOW 11T Q1 24 Z ZiQst+ LW ZyZ Zg W, (4.15)

que reflete a parte linear do modelo e

p

~ 1 ~ 1
E(NL) = LT (Wl — 5@1) DZdL -+ LT(Wl — Ql)CdL — ZLTW1(2B — DZ)L (416)
]. T T 1 T 1
-+ Z_lL Dle WlD -+ 4Zd W1 - 5@1 L+ tr <W1 — Q1> C - §WlB le s

que pode ser interpretado como um termo devido & nao-linearidade na componente sis-
tematica do modelo. Se 7(-;-) for linear, as quantidades dy;, ¢;; e b;; se anulam e, conse-
quentemente, eéNL) = 0. Para os modelos pertencentes tanto a classe MSPNLG quanto a
classe dos modelos nao-lineares da familia exponencial, vale ressaltar que a formula matricial
dada em (4.15) coincide com a férmula de Cordeiro (1983, p. 406, equagio 4) e a formula
dada em (4.16) coincide com a férmula matricial dada em Cordeiro e Paula (1989, p. 97,
equagao ) .

Considere as matrizes ):(QZ- = 0?;/00,083, ,i=1,....n,e Kz = X, WX,. A formula de
€p—q € definida analogamente a de €, dada em (4.14) com X, ):(Z e Kz substituidos por X,
):(21' e Kpg,, respectivamente.

Os fatores de correcao de Bartllet para o teste da razao de verossimilhancas discutidos
na Segdo 4.2 sdo obtidos de (4.7) com as quantidades ¢, e ¢,_, deduzidas de (4.15) e (4.16).

E importante salientar que a formula dada em (4.14) somente envolve operagoes simples

de matrizes e pode ser facilmente implementada em pacotes de computacao simbolica e
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linguagens que permitam executar operagoes simples de algebra linear, tais como 0x, MAPLE,
MATHEMATICA, S-Plus, R, etc.

Na construcao da matrizes W, Wi, Wi, Q1, Qa, Q3 e Q4, presentes nas equacoes (4.15)—
(4.16), necessitamos da fungdo de ligacao com suas respectivas primeira, segunda e terceira
derivadas, das funcoes t e ¢ com suas respectivas primeiras e segundas derivadas, das fungoes
f, g e de variancia com suas primeiras derivadas, respectivamente. Para obtermos as matrizes
Z. Zy, B, C, Cy e D precisamos da matriz modelo X e das matrizes quadradas ):Q, 1=
1,...,n. Uma vez computadas as matrizes acima, o calculo de €, na equacdo (4.14) é

imediato. I ¢bvio que a expressio (4.14) depende muito do particular modelo adotado.

4.3 Resultados numeéricos

Com o objetivo de avaliar o desempenho da correcao de Bartlett para o teste da razao
de verossimilhancas nos MSPNLGs, apresentamos, nesta secao, os resultados de simulagoes
de Monte Carlo. Comparamos os desempenhos de trés estatisticas de testes, isto é, a da
razao de verossimilhancas com suas versoes modificadas (LR* e LRY). Estes desempenhos
sao avaliados em funcao da proximidade das probabilidades de rejeicao da hipdtese nula,
sendo esta verdadeira (probabilidade do erro tipo I) aos seus respectivos niveis nominais dos
testes. Avaliamos também os poderes dos testes em estudo sob algumas situacoes.

O estudo de simulacao foi baseado nas distribuicoes da classe dos MSPNLGs, a saber,
Binomial Negativa Generalizada (BNG), Poisson Generalizada (GPO) e Consul. No caso da
distribuicao BNG, fixamos os parametros ¢ = 1 e v = 3, ja para a GPO e a Consul fixamos
¢ =10,2e ¢ =1, respectivamente. Este estudo foi desenvolvido utilizando a linguagem de
programacao matricial 0x (Doornik, 2001) para 10000 amostras de Monte Carlo, enquanto
que os graficos foram construidos utilizando o pacote estatistico R na versao 2.8.0 (Venables
e Ripley, 2002). As amostras consideradas foram de tamanhos n = 20, 30,40, 50 e os niveis
nominais considerados foram a = 1%, 5% e 10%.

Para cada tamanho da amostra e cada nivel considerado, calculamos as taxas de rejeicao
de cada estatistica de teste, isto é, estimamos via simula¢ao P(LR > X%a;q))7 P(LR* > X(Qa;qﬂ

e P(LR} > X{,.,)), em que X7,y € o percentil (1 —a) da distribuigio x;.
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4.3.1 Modelos lineares

Nesta secao, apresentaremos os resultados de simulacoes referentes aos modelos em séries

de poténcias lineares generalizados, cujo preditor linear é dado por

k
ni=Po+ Y Bimy, i=1..nek=1..8
j=1
A hipétese nula considerada foi Hy : 85 = J¢ = 0 e a variavel resposta foi gerada assumindo
que By = PB1 = P2 = B3 = By = By = s = 0,05. As covaridveis xq,...,xg foram tomadas
como amostras aleatorias das seguintes distribui¢oes: U(0,1), F(2,5), Cauchy, N(0,1), ts,
LN(0,1), x3 e F(3,3).

Assumindo diversas distribuicoes para a variavel resposta, na Tabela 4.1 temos as taxas
de rejeicao dos testes nos modelos com p = 8 e diferentes tamanhos de amostra. Podemos
observar, conforme esperado, que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimi-
lhancas modificadas, LR* e LR}, apresentam melhores desempenhos do que o teste baseado
na estatistica da razao de verossimilhancas usual, LR. Notamos ainda que este teste é
bastante liberal, apresentando taxas de rejeicao bastante superiores aos niveis nominais cor-
respondentes, principalmente quando o tamanho da amostra ¢ pequeno. Para n = 20 e
a = 10%, por exemplo, o teste baseado em LR apresenta nos modelos BNG, Consul e GPO
taxas iguais a 15,4%, 17,8% e 15,8%, respectivamente, enquanto que as taxas correspon-
dentes fornecidas pelo teste baseado em LR* sao de 10,8%, 9,9% e 10, 8%, respectivamente,
e as do teste baseado em LR} sao de 9,8%, 9,4% e 10,0%, respectivamente. No entanto,
conforme cresce o tamanho da amostra, as taxas de rejeicao do teste usual vao se aproxi-
mando dos respectivos niveis nominais. J& para os testes modificados, quando o tamanho da
amostra aumenta, as taxas de rejeicao permanecem mais estaveis em relacao aos respectivos
niveis nominais se comparadas as taxas do teste baseado em LR.

Com o objetivo de analisar a influéncia do ntimero de parametros de perturbacao no
desempenho dos testes, fixamos o tamanho da amostra em n = 30 e consideramos os seguintes

preditores lineares:
L. m; = Bo+ Bsxis + Pexis  (p = 3),
2. ;= Po+ Bixi + Psxis + Bexis  (p=4),
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3. mi = Bo+ Bixin + Patio + Bsis + Bsris  (p = D),

8. 1 = Bo + brxin + Paio + Bsis + Batia + Bsis + Beis + Prrir + Pstis  (p=9).

Vale lembrar que a hipdtese nula a ser testada é Hy : 85 = g = 0, ou seja, temos
fixo o nimero de parametros de interesse em ¢ = 2. A Tabela 4.2 apresenta as taxas de
rejeicao dos testes dos referidos modelos. Podemos notar que para um nimero pequeno de
parametros, todos os testes apresentam taxas de rejeicao bem préximas aos niveis nominais
correspondentes. Porém, o teste baseado na estatistica de verossimilhancas LR torna-se
bastante liberal & medida que aumentamos o nimero de parametros de perturbagao, ou
seja, suas taxas de rejeicao tornam-se consideravelmente superiores ao nivel de significancia
correspondente, enquanto para os demais testes, as taxas continuam estéveis. Este fato é
mais notorio no modelo Consul, em que para p = 9 e a = 5%, por exemplo, as taxas de
rejeicdo dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR; sdo, respectivamente, 10, 1%,
5,9% e 5,1%. Esses resultados também podem ser visualizados nos graficos das Figuras
4.1, 4.2 e 4.3, os quais mostram as distor¢oes dos tamanhos dos testes em relacao ao nivel
nominal para os modelos BNG, Consul e GPO, respectivamente, e diferentes niveis nominais.
Definimos como distor¢ao do tamanho do teste a diferenca entre as taxas de rejeicao e o nivel
nominal correspondente. Através desses graficos, observamos que o aumento do nimero de
parametros faz com que o teste LR fornega tamanho estimado bastante distorcido. Notamos
ainda que entre os testes corrigidos, o impacto do niimero de pardmetros é bem menos
marcante no teste baseado na estatistica LR?].

Os resultados apresentados na Tabela 4.3 foram obtidos levando em consideracao a
hipotese alternativa Hy : 5 = (g # 0 para n = 30, p = 4, a = 5% e diferentes valores
de 5 = Bs = B9, com B variando de 0,05 a 0,35. Visto que o teste LR é bastante liberal,
as simulagoes foram feitas com os valores criticos estimados, ou seja, com os quantis da dis-
tribuicao empirica de LR, em vez dos valores tabulados para que todos os testes pudessem
ter o mesmo tamanho. A partir desses resultados, observamos que o poder do teste LR
é ligeiramente superior aos dos testes corrigidos, ji estes apresentam poderes praticamente
iguais. Para o modelo BNG, por exemplo, quando 3 = 0,25, as estimativas dos poderes
dos testes LR, LR* e LR} sao, respectivamente, 94,4%, 94,2% e 94, 2%.
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Tabela 4.1: Taxas de rejeicao de Hy : 05 = g = 0 de acordo com as estatisticas dos testes

LR, LR* e LR} em modelos lineares com p = 8 e diversos valores de n.

Modelo BNG Modelo Consul Modelo GPO

n | «(%)| LR LR* LR} LR LR* LR; LR LR* LRj
1 25 1,3 13 27 1,1 20 25 1,2 14
20 5 90 57 53 10,9 51 54 90 58 54
10 | 154 10,8 9,8 178 99 94 15,8 10,8 10,0
1 1.8 12 12 23 14 12 18 12 12
30 5 75 57 55 81 57 51 75 56 53
10 13,3 10,9 10,5 14,3 10,6 9,7 13,3 10,8 10,5
1 1,6 12 12 17 12 11 14 12 11
40 5 59 49 48 69 52 50 6,1 50 49
10 [ 11,6 9,8 96 12,6 10,1 9,7 11, 10,0 9,8
1 1,3 1,0 1,0 15 11 11 1,3 10 1,0
50 5 56 48 48 6,1 51 50 57 50 50
10 | 11,1 99 98 11, 99 98 10,9 9,7 9,6
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Tabela 4.2: Taxas de rejeicao de Hy : 05 = g = 0 de acordo com as estatisticas dos testes

LR, LR* e LR} em modelos lineares com n = 30 e diversos valores de p.

Modelo BNG Modelo Consul Modelo GPO

a(%) D LR LR* LR; LR LR* LRj LR LR* LR;
3 1,1 1,0 1,0 1,0 09 09 1,1 1,0 1,0

4 1,0 1,0 1,0 1,0 09 09 1,0 0,9 09

5 12 10 1,0 12 1,1 1,0 1,0 09 09

1 6 1,3 1,1 1,1 1,3 1,0 1,1 1,3 1,0 1,0
7 14 1,1 1,0 L7 11 11 14 1,1 1,1

8 18 12 12 23 14 12 18 1,2 12

9 23 13 12 31 1,3 1.2 23 1,3 1,1

3 53 5,1 51 51 49 49 51 5,0 5,0

4 53 5,1 51 51 47 47 53 52 52

5 57 52 51 56 45 45 54 50 49

5 6 59 51 50 6,3 50 49 58 5,1 5,0
7 6,7 54 52 75 54 52 6,6 54 53

8 75 57 55 81 57 51 75 56 53

9 84 57 53 10,1 59 51 86 59 54

3 10,6 10,2 10,2 10,5 10,2 10,2 10,2 10,0 10,0

4 10,5 10,1 10,1 10,7 10,2 10,2 10,3 10,0 10,0

5 11,0 102 102 11,6 104 104 11,1 104 104

10 6 12,0 10,9 10,8 124 10,7 10,5 12,0 10,8 10,8
7 12,8 10,8 10,6 13,7 10,9 10,5 12,7 10,9 10,7

8 13,3 10,9 10,5 14,3 10,5 9,7 13,3 10,8 10,5

9 |149 11,1 10,3 168 109 97 146 11,0 10,1
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Figura 4.3: Distorcao de tamanhos dos testes no modelo linear GPO, com n = 30.
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Tabela 4.3: Poder dos testes em modelos lineares com n = 30, p =4 ¢ a = 5%.

Modelo BNG Modelo Consul
5O LR LR* LR} LR LR* LR}
0,05 8,3 7,9 7,9 71 6,9 6,8

0,10 206 20,2 202 13,8 132 132
0,15 46,8 46,4 464 270 262 26,1
0,20 769 76,6 76,6 464 453 453
0,25 944 942 942 669 66,0 66,0
0,30 99,3 99,3 993 833 82,7 82,7
0,35 | 100,0 100,0 100,0 924 923 923

4.3.2 Modelos nao-lineares

Os resultados apresentados nesta secao sao referentes aos modelos em séries de poténcias

nao-lineares generalizados, cujo preditor nao-linear é dado por
k
n; :ﬁo‘i‘Zﬁjl’U—i—eXp(ﬁgl’ig), 1, = 1,...,TL6 k= 1,...,7.
j=1

Novamente consideramos a hipotese nula Hy : 5 = B = 0 e a varidvel resposta gerada
assumindo que By = B1 = Po = B3 = B4 = Br = Os = 0,05. As covariaveis xq, ..., g foram
tomadas como amostras aleatorias das seguintes distribui¢oes: LN(0,1), F(2,5), Cauchy,
X3, Beta(2,3), N(0,2), Exp(1) e U(0,1).

A Tabela 4.4 mostra os resultados obtidos nos modelos em que fixamos o ntimero de
parametros em p = 8 e variamos o tamanho da amostra. Os resultados indicam que, em
amostras de tamanho pequeno, o teste da razao de verossimilhancas ¢ notavelmente liberal,
uma vez que suas taxas de rejeicao sao maiores do que os niveis nominais correspondentes.
Neste caso, os testes corrigidos apresentaram um melhor desempenho ao fornecer taxas de

rejeicao proximas aos niveis nominais correspondentes. Para o modelo Consul, por exemplo,
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quando n = 20 e o = 10%, temos que a taxa de rejeicao fornecida pelo teste baseado na
estatistica LR excede 15%, ao passo que as taxas de rejeicdo dos testes que se baseiam
nas estatisticas LR* e LR} sdo 9,3% e 10, 3%, respectivamente. Conforme o tamanho da
amostra cresce, no entanto, as taxas de rejeicao das estatisticas nao-modificada e modificadas
se aproximam dos correspondentes niveis nominais, e as correcoes vao sendo cada vez menos
necessarias.

Para avaliar a influéncia do ntimero de parametros de perturbagao nos desempenhos dos
testes nos modelos nao-lineares, fixamos o tamanho da amostra em n = 30 e consideramos

os seguintes preditores:
L. n; = Bsxis + Bexis + exp(fBsziz)  (p=3),
2. 1 = Bo + Bsis + Bexic +exp(fsrig) (p = 4),

3. mi = Bo+ Bixin + Bsxis + Bexic + exp(fBszis) (p=5),

8. m; = Po+ Bixit + Poxio + B3z + Baia + Psxis + Betic + Srair + exp(fsxis) (p=9).

Os resultados desse estudo estao apresentados na Tabela 4.5. Notamos que quando o
numero de parametros de perturbacao é pequeno, tanto a estatistica da razao de verossimi-
lhancas usual como as versoes corrigidas tém boa aproximacao pela distribuicao x2. Mas, de
maneira andloga aos modelos lineares, o aumento no ntimero de parametros de perturbacgao
provoca um aumento nas taxas de rejeicao fornecidas pelo teste baseado na estatistica LR,
enquanto que para os demais testes, as taxas continuam estaveis. Novamente, no modelo
Consul o ganho com o uso da correcao de Bartlett ¢ mais notério. Neste modelo, quando
p=9ea=10%, por exemplo, as taxas de rejeicdo dos testes baseados nas estatisticas LR,
LR* e LR} sdo, respectivamente, 14,3%, 9,6% e 9,0%. Os graficos das Figuras 4.4, 4.5 ¢ 4.6
apresentam as distor¢oes dos tamanhos dos testes para os modelos nao-lineares BNG, Consul
e GPO, respectivamente, e diferentes niveis nominais. A partir desses graficos, observamos
que nos modelos BNG e Consul, para os niveis nominais o = 5% e o = 10%, os tamanhos
estimados do teste LR sao bastante distorcidos, independente do ntimero de parametros. O
mesmo ¢ visto no modelo GPO quando o = 10%. Para os demais casos, o impacto com o

aumento do nimero de parametro ¢ mais marcante no teste LR.
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Os resultados apresentados na Tabela 4.6 foram obtidos levando em consideracao a
hipotese alternativa Hy : 05 = (s # 0 para n = 30, p = 4, a = 10% e diferentes valo-
res de 35 = B = B9, com 3 variando de 0,05 a 0,50. Analogamente aos modelos lineares,
as simulacoes foram feitas com os valores criticos estimados em vez dos valores tabulados.
Através desses resultados, observamos que o poder do teste LR é ligeiramente superior aos
dos testes corrigidos, ja estes apresentam poderes praticamente iguais. Para o modelo Con-
sul, por exemplo, quando 3® = 0,50, os poderes estimados dos testes LR, LR* e LR} sdo,
respectivamente, 91, 2%, 90,6% e 90, 6%.

Tabela 4.4: Taxas de rejeicao de Hy : 05 = B = 0 de acordo com as estatisticas dos testes

LR, LR* e LR} em modelos nao-lineares com p = 8 e diversos valores de n.

Modelo BNG Modelo Consul Modelo GPO
n | (%) | LR LR* LR} LR LR* LRj LR LR* LRy
1 22 1,1 20 25 12 23 18 1,3 16

20| 5 82 53 64 86 47 6,0 73 51 56
10 |147 101 11,1 155 93 103 129 96 10,0

1 15 11 11 16 1,1 12 14 1,1 1,0
30| 5 64 51 50 71 48 48 63 50 50
10 121 100 99 133 98 96 11,9 101 99
1 14 11 12 1,7 12 11 14 1,3 13
0] 5 61 51 51 68 52 50 61 53 572
10 |11,7 100 98 127 103 10,0 11,9 104 10,2
1 L1 09 09 1,3 09 009 1.0 09 009

50| 5 55 48 47 59 47 4T 55 49 48
10 |11,0 98 97 11,7 100 98 108 100 9.9
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Tabela 4.5: Taxas de rejeicao de Hy : 05 = g = 0 de acordo com as estatisticas dos testes

LR, LR* e LR} em modelos nao-lineares com n = 30 e diversos valores de p.

Modelo BNG Modelo Consul Modelo GPO

a(%) D LR LR* LR; LR LR* LRj LR LR* LR;
3 1,3 09 09 L1 09 09 09 08 08

4 09 08 08 1,0 0,8 0,8 09 09 09

5 09 08 08 09 08 08 1,0 0,9 09

1 6 1,109 09 1,1 0,7 0,7 L0 0,9 09
7 1,2 09 11 14 07 1,0 1,2 09 09

8 15 1,1 11 16 11 12 14 1,1 1,0

9 1,7 1,0 13 21 1,1 1,1 16 1,1 12

3 58 51 51 58 5,0 5,0 53 5,0 5,0

4 56 5,1 51 50 49 48 50 4,6 4,6

5 57 53 53 58 5,0 5,0 53 5,1 51

5 6 54 49 48 59 49 48 53 5,0 5,0
7 6,5 51 51 70 49 50 6,1 48 48

8 6,4 51 50 71 48 48 6,3 50 50

9 6,7 50 50 79 50 46 6,5 50 50

3 114 102 10,1 11,5 102 10,2 109 10,4 10,4

4 11,0 104 104 112 102 10,1 10,7 102 102

5 10,9 10,3 10,3 11,3 10,2 10,1 10,9 10,5 10,5

10 6 |109 101 10,1 116 102 10,1 10,6 10,1 10,1
7 124 10,0 10,1 132 98 98 12,0 10,0 9,9

8 12,1 10,0 9,9 13,3 98 96 11,9 10,1 9,9

9 129 98 98 143 96 9,0 12,6 10,2 10,1
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Tabela 4.6: Poder dos testes em modelos ndo-lineares com n = 30, p =4 ¢ a = 10%.

Modelo Consul Modelo GPO

B LR LR* LR} LR LR* LR}
0,05 104 96 95 176 17,6 176
0,10 141 131 131 38,1 383 383
0,15 204 19,0 189 61,3 614 614
0,20 293 27,8 278 779 78,0 78,0
0,25 40,0 38,5 384 87,1 87,1 87,1
0,30 52,1 50,6 50,5 914 913 914
0,35 65,0 63,5 63,5 93,6 93,3 934
0,40 75,8 74,7 74,6 949 941 942
0,45 85,1 84,2 84,1 95,7 93,5 938
0,50 91,2 90,6 90,6 96,0 91,6 918

4.4 Aplicacao

Nesta secao, aplicaremos a metodologia apresentada nas se¢oes anteriores ao conjunto de
dados reais (Tabela B.1) referentes ao nimero de espécies de peixes em um lago (variavel
resposta) e o logaritmo da area do lago, em km?, (z). Esses dados foram analisados inicial-
mente por Barbour e Brown (1974) e, posteriormente, por Rigby et al. (2008) e por Cordeiro
et al. (2009). Estes ultimos discutem a flexibilidade dos MSPNLGs em ajustar esses dados,

adotando como preditores lineares

ni = Bo + B1log(z;) (4.17)

e
m = Po+ Brlog(x:) + Bz {log(w:)}*, (4.18)
i=1,...,70, sendo que n; = log(p; —m), em que m denota o valor minimo do suporte da

distribuicao associada ao modelo. O nosso objetivo é testar a hipotese Hy : f = 0 contra
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Hy : B2 # 0, ou seja, se o modelo (4.17) é mais adequado para representar o conjunto de
dados do que o modelo (4.18). Com esse propdsito, consideramos os modelos analisados por
Cordeiro et al. (2009), a saber: Poisson, Binomial Negativa (BN), Poisson Generalizada
(GPO), Binomial Negativa Generalizada (BNG) e a Delta Binomial (DB). A Tabela 4.7
apresenta os resultados, nesses modelos, dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR}
e 0s respectivos niveis descritivos. Observamos que ao considerarmos o nivel nominal 10%,
todos os testes considerados rejeitam a hipotese nula nos modelos Poisson e BNG, mas nao
rejeitam Hy nos modelos BN e GPO. Ja no modelo DB, para esse mesmo nivel nominal, os
testes em estudo conduzem a conclusoes divergentes e apenas o teste baseado na estatistica
LR rejeita Hy. Pelo Critério de Informagao de Akaike (AIC), dentre os modelos analisados,
o modelo Delta Binomial com o preditor linear (3.10) foi o modelo mais adequado para o
ajuste do namero de espécies de peixe, uma vez que forneceu o menor AIC, a saber 612,1.

Este resultado coincide com o resultado obtido por Cordeiro et al. (2009).

Tabela 4.7: Valor das estatisticas dos testes e p-valor (entre parénteses) para alguns modelos

ajustados aos dados da Tabela B.1, considerando (4.18) como preditor linear.

Estatistica

Distribuigoes LR LR* LR}

Poisson | 46,8610 46,8270 46,8270
(0,0000)  (0,0000) (0,0000)
BN | 24882 24439 24431
(0,1147)  (0,1180)  (0,1180)
GPO (¢=0,3) | 0,7701  0,7361  0,7346
(0,3802) (0,3909) (0,3914)
BNG (¢ =1, v =2,43) | 5,6522 56129 56126
(0,0174)  (0,0178)  (0,0178)
DB (¢=3,m=>5)| 2,7447 25624  2,5494
(0,0976)  (0,1094) (0,1103)
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4.5 Comentarios

Neste capitulo, derivamos o fator da correcao de Bartlett para a estatistica da razao de
verossimilhangas nos modelos em séries de poténcia nao-lineares generalizados (MSPNLG).
Abordamos o caso em que o parametro de dispersao é conhecido. Resultados ntmericos,
apresentados tanto para os modelos nao-lineares como para os modelos lineares, mostraram
o desempenho, em amostras finitas, dos testes baseados na estatistica da razao de veros-
similhancas original (LR) e nas estatisticas da razao de verossimilhangas corrigidas LR* e
LR;.

Concluimos desses resultados que os testes baseados nas estatisticas corrigidas LR* e LR}
tiveram um melhor desempenho do que o teste baseado na estatistica da razao de verossimi-
lhancgas original. Isso porque ao utilizarmos as estatisticas LR* e LR}, obtivemos taxas de
rejeicdo bem mais proximas do nivel nominal do que os fornecidos pela estatistica LR. Este,
por sua vez, apresentou taxas de rejeicao superiores aos niveis nominais correspondentes,
principalmente quando o tamanho de amostra foi pequeno e/ou o nimero de parametros
de perturbacao foi grande, o que o torna liberal. Nestes casos, o ganho com a correcao de
Bartlett aplicada a estatistica da razao de verossimilhancas ficou ainda mais evidente. O
uso dessa correcao atenua o efeito do tamanho da amostra e do nimero de parametros de
perturbacao e, consequentemente, as taxas de rejeicao fornecidas pelos testes baseados em
LR* e LR} continuaram proximas do nivel nominal mesmo quando o tamanho da amostra era
pequeno e/ou o nimero de parametro de perturbacio aumentou. As simulagoes do poder do
teste foram feitas usando os valores criticos estimados, ou seja, com os quantis da distribuicao
empirica de LR, em vez dos valores tabulados, de maneira que todos os testes pudessem ter o
mesmo tamanho. Os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas corrigidas
se tornam consideravelmente menos poderosos do que o teste da razao de verossimilhancas
original. Isto ilustra o fato de que em alguns caso o tamanho ajustado implica em alguma
diminuicao do poder.

Por fim, levando em conta as simulagoes envolvendo tamanho e poder dos testes nos
modelos lineares e nao-lineares, recomendamos o uso dos testes baseados nas estatisticas da
razao de verossimilhangas corrigidas LR* e LR} em vez da estatistica LR em inferéncias
sobre os parametros do MSPNLG.
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Capitulo 5

Conclusoes

Resumimos as principais contribuigoes tedricas desta dissertacao nos seguintes itens:

(i)

No Capitulo 3, derivamos uma expressao em forma matricial para o viés de segunda
ordem de Cox & Snell (1968) para os estimadores de méaxima verossimilhan¢a dos
parametros dos modelos em séries de poténcia nao-lineares generalizados. Os resultados
cobrem a situacao em que o parametro de dispersao e, no caso da distribuicao Binomial

Negativa Generalizada, o parametro v sao conhecidos.

No Capitulo 4, derivamos uma expressao em forma matricial do fator de correcao de
Bartlett usado para aperfeicoar o teste baseado na estatistica da razao de verossimi-
lhangas (LR) na classe dos MSPNLGs, considerando fixos o parametro de dispersao e,

no caso da distribuicao Binomial Negativa Generalizada, o parametro v.

Além dessas contribuicoes, estudos de simulacao foram feitos com a finalidade de verificar

o efeito das corregoes nos modelos em séries de poténcia lineares e nao-lineares generalizados,

dos quais podemos tirar as seguintes conclusoes:

(a) Os resultados das simulag¢oes de Monte Carlo para a correcao de viés mostraram que,

entre os estimadores em estudo, o estimador de maxima verossimilhanca corrigido via
Cox & Snell é o mais eficaz, em termos do viés, no caso dos modelos lineares. Para os
modelos nao-lineares ambos estimadores de maxima verossimilhanca corrigidos via Cox

& Snell e via bootstrap apresentam um bom desempenho. As corre¢oes nos estimadores
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se fazem necessarias mesmo com tamanhos de amostras consideraveis, uma vez que
estas produzem, em qualquer tamanho de amostra, estimadores mais eficientes tanto
em termos de viés, como em termos de viés relativo e erro quadratico médio, do que o

estimador de maxima verossimilhanca usual.

Os resultados das simulacoes de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes
baseados na estatistica LR e nas suas versoes corrigidas LR* e LR} nos MSPNLG in-
dicaram que o teste baseado na estatistica da razao de verossimilhancas apresenta taxas
de rejeicao superiores aos niveis nominais correspondentes, ou seja, ele rejeita erronea-
mente a hipotese nula com uma probabilidade maior do que o nivel de significancia do
teste. A correcao de Bartlett mostra-se eficaz, produzindo testes com taxas de rejeicao
bem mais proximas do nivel nominal, corrigindo a tendéncia liberal do teste original
em rejeitar com maior frequéncia a hipotese nula. O tamanho amostral e o nimero
de parametros de perturbacao tém impacto consideravel nas taxas de rejeicao apresen-
tadas pelo teste baseado na estatistica LR. Ja para os testes baseados nas estatisticas
modificadas LR* e LR}, as taxas de rejeicao permanecem mais estaveis. Em relagao
aos poderes dos testes, o teste baseado em LR apresentou uma leve vantagem. Os
resultados indicam que nao ha nenhuma perda de poder derivada do fato de usar os

fatores de correcao de Bartlett obtidos nesta dissertacao.
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Apéndice A
Calculo dos Momentos

Considere o modelo em séries de poténcia nao-linear generalizado, apresentado na Secao
2.2, com o parametro de dispersao ¢ conhecido. Neste apéndice, apresentamos a obtencao de
expressoes gerais para as quantidades necessarias ao calculo da correcao de viés do estimador
de maxima verossimilhanca B do vetor de parametro 5 que indexa o referido modelo, uti-
lizando a expressao geral de Cox & Snell (1968) apresentada na Se¢ao 3.2.1. Apresentamos
também a obtencao de expressoes gerais para as quantidades necessarias ao calculo do fator
de correcao de Bartlett para a estatistica LR, apresentado na Secao 4.2.1.

O logaritmo da funcao de verossimilhanca do parametro (3, dado o vetor de observacoes
(Y1,.-,Yn) ", do MSPNLG tem a forma

(Byy) = Zlog{a(yi, &)} + Z [yilog{g (i, ¢)} — log{ f (i, ®)}].

em que a funcdo a(y, ¢) é positiva e as fungdes analiticas g(u;, @) e f(ui, @) dos parametros
i € ¢ sao positivas, finitas e duas vezes diferenciaveis. Denotando f = f(u;, ), g = g(pi, @)
e o indice sobrescrito () indicando a j-ésima derivada em relacdo u, j = 1,2, 3, definimos
a seguir quantidades, para ¢ = 1,...,n, que serao de grande valia para a simplificacao dos

calculos:
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ti - gzh(ly
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q; = W,
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dji = ——gp——>
(h{)s
VY 1 V9 4 Ve
o (I |
By = o (j 1)qﬂ/}t§j)h§2) B AR L ¢ n® .
o pOpe @Oy a0y
P qi%t§j+2) . t§j>< q§2)Vi +2q§1)V¢(1) +q§1)Vz~(2)) -
Jt (J+1)i (hgl))J+1 (hgl))]Jrl J
) (2)\2 (+2)
. @GVt [ : (h;™) (3)} 4 .
+(J )(h§1>)a‘+2 (j+1) ig hg (hl(l))j+2+(2]+1
(3) 2)y2
-(j)[ i —(i+9 (hi™) }
+74; (hf-l))j*?’ 7+ )(hgl))j‘M ’

)

G+1) 7 (2)

2
hz( )%‘i

[

(hi")i+3

Vale ressaltar que as quantidades acima envolvem derivadas que dependerd das formas es-

pecificas das funcoes f, g, h e V nas diversas distribuicoes pertencentes a familia de série
de poténcia. Denotando Z; = 91;/083,, Tirs = 0°1;/03,08s € Tirst = 0°1;/0B3,08,03;, alguns

resultados importantes sao apresentados a seguir:

E(dol) - 0,
(4) (4)
piti” — g

E(d) = wji=W7

Owji = Wil

aﬁr jilir

Owji - _ Wt E

8,67» jidir,

ddy; _ Ot; Op; Oni Oqi O Oy e 1 (l)ij _

06, Vo on; 08, dwion0p, M 0T TG m
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Odsi - (YLt (") e — a0 ] = it — a7y ()
2

oJeR (hiV
[ylt(ﬁrl) q£j+1)} ) [yzt(]) - qZ(J)]hEQ) ) .djihl(-z) .
= Tip — J Tip = [d(j-i-l)i - ]—} Tiy
(h{)it1 (h{V)i+2 (h)2
e
dd;i [d (j+ 1)d(j+1),~h§2)] .
= j+2)i LisLir
03,003, v (RVy2
_{j(hz(l))Q [(dgn — 3dish (W) )z + dh® (WD) ] %,
(")’ ”
2jd;; (K2R (B 13,7 ; dhiP
[ (h(l)) i|$ir + |: G+1)i —J (h(l))2i| Lirs
(2) + Ddgeniht?  jdh® (G +2)jdu(B7)?
= [d(j+2)i - - + ]xirxis
() () ()’

A.1 Derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca

Por simples diferenciacao em relacao aos componentes do parametro (3, temos

_0l(Byy)
TR
1 0g(pi, ®) Op; On; 1 8f (ti, @) Op; O
> Y o

v Q(sz ¢) a,uz 877@ 867" /Lza a,uz 8777, aﬁr

= Zyz ! (1) 1 ~i7" Z Efz(l %jzr = Z( - xzr ZdOzmzr

i 7 A

De forma analoga, as derlvadas de segunda, terceira e quarta ordem podem ser obtidas
do seguinte modo:
(B y)
95,005
8d0i~ 85727" ~ o~ ~
= Z; {a_ﬁsxzr + dOia_ﬁS} = Z {dlixisxir + dOixi’/‘s}’

(2

Urs



Ur st

UT‘ stu

(B y)
8ﬁraﬁ58ﬁt

8dz~ ~ azg~ 8@7" adz~ 827‘5
- Z { . 5 LisLir + dlz ’ -5 Lir + dlzxzs ’ + _Oxirs dOz ’ }

el e B 0P et

dy; h(2)
= Z { [d% : }xitjisjir + d1i ZistTip + d1iZisTive + d1i Tt Tirs + d()z‘first}

(k)

i

d ih- o o L o ~
= Z { |:d2i - 1—1} TitTisTir + d1i(TistTir + TisTirt + TitTirs) + dOixirst}

()

9'U(B;y)
aﬁraﬁsaﬁtaﬁu

32d1i o dlzh£2) o 3 o
Z {aﬂtaﬁu TisLir + |:d21 - W] xit(xisuxir -+ xisxiru)

8dh
Jr (xzstmzr + xzsxzrt + mztmzrs)

OB
_'_dlz (l‘zstufiir + ‘%isti‘iru + jisujirt + jisjirtu + jitufiirs + jit-i‘irsu)

Ody; .
+ 660 Lirst + dOzxzrstu}
3 { [ p 3duh”  duh?  3dii(h)?

3 — +
(hi)? <h“ oo )

dyih” dyih”
(1) (1))

+d1i (xistuxir + ListLiry + Lisulirt + LisLirty + LituTirs + xilﬂh‘rsu) + dlixiuxirst

_'_dOi:Z‘irstu }

LituLisTir

dyihy”
W

}xiu(];istl‘ir + LisLirt + l‘itl‘irs)

]xiuxitxisxiT + [d% —

i

+ [dm -

}i‘it(jisui'ir + TisTiru) + [in —

Bdyh? dyh{ 3du(hP)*
Z {[ 31 (h(l))z - (h(l))S (h(l))4 ]xzuxztxzsxzr
dlih(2)
(hi)2

_'_dli (:L‘zstumzr + xzstl‘iru + Lisulirt + LisLirtu + LituTirs + LitLirsu + xiumirst)

_'_dOi-%irstu } .

7

+ |:d2'i - } [-Tituxisxir + TuZisuTir + TitTisTira + Tiw(TistTir + TisTire + iUitJCirs)]
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A.2 Calculo de cumulantes

Tomando as esperancas nas derivadas acima, obtemos os seguintes cumulantes:
Rrs = E wlijisjiry
i

(2)
wyh, 7. . Lo o
Krst = g { [w% - —(;(1))2 } TitZTisTir + W1i(TistTir + TisTire + xitxirs)} e

Swyhl?  wih 3wy (h?)?
Krstu = Z{[wgi— w2(1)z _w Z + E1)Z ) TiuTitTisTir
i ()2 ()3 (hi")*t
wlihf)

("

+w1i (jistui'ir + ListLiru + Lisulirt + LisLirtu + LituLirs + LitLirsu + xiuxirst)}-

+ [wm - ] [@tufz’sf?ir + TuZisuTir + TuZisTira + Tiw(TistTir + TisTire + Jiz‘txz'rs)}

A.2.1 Derivadas dos cumulantes

Calculando as derivadas das expressoes da Secao A.2 em relacao aos componentes de (3,

obtemos:
kO — Ofirs :Z{@l'f'tf Tir + W1 Tist Tir + W1 T4 f't}
rSs 8/61‘, - )
(tu) 82“7’5 Z{~*~~~~+~~~~+~~~~+~~~~
R = = W1 i LitLisLir T W1iLituLisLir T W1iLitLisuLir T W1iLitLisLiry
rs aﬂtaﬁu : 17 t 1 t 1 t 1 t
+w1ii‘iu‘%isti‘ir + wlifistui'ir + wlifiistjiru + wlijiui‘isjirt + wlijisujirt + wlii‘isi‘irtu}
e
S anm_z oo (O @k oah? () )
rst — A, — 2iLiu —
" 5, (h{")s
2hV R (D) 7wk
+ - (;7/(1)) ———— | T ZisTir
+[ w“h(z)]( TisTir + TitlisuTir + TitTisTira)
W2 — —— v | \TituLisLir T LitLisuLir T LitLisLiry
(h)?

+ W1 T (TistTir + TisTirt + TitTirs)

+w1i (xistuxir + ListLiruy + Lisulirt + LisLirtu + LituTirs + xitxirsu)}
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LTt TisLir

- IDuhEQ) w1z‘h§3) w1i<h£2))2
Z [ ' D g 2 1)
(hi)? () (hi )
(2)
wlihi ~ o~ o~ O "~
+ E [w% - —(h(l))2 (TituZisTir + TitTisuTir + TitTisTiru)

(2

+ E W1 T (TistTir + TisTirt + TitTirs)

)

+ E wli(l‘istuxir + ListLiry + Lisulirt + LisLirty + LituLirs + :Eitl'irsu>-

)

A.3 Calculo de > A stuvw

Para obtencao, em forma matricial, do segundo termo » | A de €, sendo este definido
. D

em (4.3), consideramos Z; como sendo a i-¢ésima linha da matriz X, X; uma matriz p x p
cujo elemento (r,8) é Ty, i = 1,...,n, Kﬁ_1 a inversa da matriz de informacao de Fisher Kz

dada pela equacao (4.9), a matriz
Z=X(X"WX)'x"

de dimensao n x n positiva semi-definida de posto p com elementos z; = @TKﬂ_ljj, as
matrizes quadradas B e C' de dimensao n x n, com elementos b;; = tr(Kﬁ_lXiKﬁ_lXj) e
Cij = NiTKﬁ_lXjKﬁ_lfi, respectivamente, e a matriz diagonal D =diag{dy,...,d,} com d; =
tr(K 5 1)@). Utilizamos a notacao Z,;, By e Cy para representar matrizes diagonais formadas
pelos correspondentes elementos das diagonais das matrizes Z, B e C, respectivamente.
Denotamos Z®) = Z®@ o Z, 73 = Z©® Z, em que ® denota o produto de Hadamard (Rao,
1973, p. 30), ou seja, o elemeto (i,;) de Z® ¢ z%. Adicionalmente, definimos as matrizes
diagonais ()1, Q2 e @3 de dimensao n X n, cujos elementos estao definidos em 4.10, 4.11 e
4.12, respectivamente.

Substituindo os valores de k’s, encontrados para os modelos MSPNLG na Secao A.2,
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temos que

1 1 1wy h? 5
- _ ) Pt U ST S S-S S S S 5 A
6"'isuw 'Lisw - Z { [6w21 6 (h,gl))Z wlz:| LiwTiyLis 6wlz(xzuwxzs + xzwxzsu>
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1 1 1 wyh? 3 N
Z/fsvw - KSJJ = Z { [szi - Z(;TZ)Q - wlz} TiwTinvTis — Zwli(fww%s + ifiwiﬂisv)
.
+Zw1ixivxisw}-

Das defini¢oes dos elementos q1;, g2; € ¢3; na Secao 4.2.1, temos que
1 W) (u N e
lirtv(aﬁsuw - 'fgﬁ,)) + mﬁﬁmgw’ = Z {(Q1iQ2j + W1015) Tin Tt Tir T oy T ju T js
2%

5 . o L L Lo
+ < — =qui + wu) W1 i TitTir (TjuwTjs + TjwTjsu) + 6Q1jw1il’jw$ju$js(xitvxir + TuZiro)

6
1 [ o . O o
+ éwljwu(%w%r + TitZiro)) (Tjuuljs + Tjwljsu + Tjuljsw)
. L 5 L. L
+ W1 T Tirt [Q2j13jw$ju$js - é’wu (T juwjs + l’jw%‘suﬂ
| R .
+ awljxjuxjsw<q1ixivxitxir + W1 TipTirt) (A1)
e
! ) 4 £ 0) —
/irtu(zl/isvw - I‘fsw) T Ryt Kgyp = (quiqs; + W101) TiwTit Tin T juo T jul js
i7j

3 5 o . o o
+ ( — ZC]u + wli) W1 T ZitTir (T jowTjs + TjwTjsy) + ZQijlixijjvxjs<xituwir + T Tiry)

+ Zwljwli(jitujir + TiZiru) (T jowTis + Tjwlisy + TjnTjsw)
- o 3 . R
+ WLy Tirt [Q3j$ijjvxjs W (TjowTjs + xijjsv)}
r . o -
+ — w1 T 0T jsw (QiTinTitTir + WL Tirt) |- (A.2)
4
O proximo passo sera multiplicar (A.1) e (A.2) por K™k™K"™, em que —K" = K™ repre-
senta o elemento (r,s) da matriz Kgl, r,s = 1,...,p, e aplicar o somatoério sobre todos os

componentes do vetor 5. Invertendo a ordem das somas e rearranjando os termos, obtemos
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Adicionalmente, denotamos os termos » Hrsﬁtujfirfjt.fjsu, — > KSR TirtTivTjsw T ju €
— Y KRRV T Ty T jsp T jo encontrados em (A.3) e (A.4) por a;j, fij e gi;, respectivamente.
Uma vez que os demais termos, a saber — > &k 5Zjs, > Tjsul™ Titr, Y Ltk T jusk™ Tiy
e — > K'*Ts, correspondem aos elementos das matrizes Z, B, C e D, respectivamente, as

parcelas (A.3) e (A.4) reduzem-se a
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5 1
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i.j i.j 0] 0]
1
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Assim, a parcela > s € dada por

> Nt = KEME [%rtv(%suw/ 6 — K02)) + Forpu (oo /4 — £)) + 11y L) + ﬁgﬁ)ﬁgﬂ
N - 1
= Z { — (quige; + Wi )2 — (wu - q1i>w1jzz‘jcij + §w1iw1jzz‘jbz‘j
1,
- - 1 1
—(quigs; + W115) 20025255 — (wu - §Q1z‘> w125 2iidj — Zwliwljzijdidj}-
Em notagao matricial, expressamos > Arsiupw na forma

Y Avstwow = —1TQZOQu — Wi ZOWi = T Q1202 Z4Q5r — Wi ZaZ ZaW e

—%LLTDWIZ[WlD n 4Zd(W1 . %Ql)} L — tr{ [(Vvl _ Q1>C _ %WIB} WIZ}.
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Apéndice B

Conjuntos de dados

Tabela B.1: Namero de espécies de peixe em um lago (y) e o logaritmo da area do lago, em

km?, (x).

y |y |y x|y x|y x|y x|y x
10 2|10 4,68 8|18 8 |11 9 (24 6 (48 7
37 414 093 10214 1048 10|12 10|21 5
60 5 (39 o5 |13 7 |177 11|14 3 |26 10|46 7
113 1014 1 (53 8 [ 17 1128 9 |13 6 |14 7
9 1114 4 |17 8 | 50 10|17 1 {19 6 | 7 5
13 0|67 11245 10| 5 10|17 11|19 7 |5 2
30 4136 4|8 822 T |21 5 (22 4 [40 9
114 11130 0 |24 3 |15 13|13 8 |15 4 |18 9
112 10119 2 |37 9| 7 13|14 5|9 3|20 6
17 2146 9|22 8|13 521 9|23 5 |17 6
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Tabela B.2: Média dos erros cometidos pelos ratos.

Ratos isquémicos (lesionados)

Rato Bl; Bl, Bly Bly Bl; | Rato Bl; Bl Bls Bly Bl
1 05 1,2 03 05 03 14 32 26 27 08 03
2 05 10 06 00 0,0 5 22 19 03 00 00
3 03 05 02 06 01 6 19 03 04 02 02
4 03 04 00 00 00 17 09 18 1,1 1,0 0,6
5 08 01 00 00 0,1 8 1,8 19 08 02 06
6 1,3 10 05 00 0,6 19 32 26 27 08 03
7 08 01 02 00 0,0 20 22 19 03 00 00
8 23 04 00 00 00 21 19 03 04 02 0,2
9 06 08 00 00 00 22 09 18 11 10 0,6

10 04 00 00 0,0 00 23 18 19 08 02 06
1 o1 02 06 00 0,0 24 08 10 0,0 03 00
12 03 02 08 00 00 25 02 05 02 02 0,1
3 02 00 09 01 00

Ratos nao-lesionados

Rato Bl; Bl, Bly Bly Bl | Rato Bl; Bl, Bls Bly Bl
1 08 00 00 00 00 14 09 00 01 0,0 00
2 03 04 02 00 0,0 5 28 1,8 10 00 0,1
3 07 00 00 00 00 6 09 07 00 00 00
4 0,7 08 00 00 00 17 o8 04 0,2 0,0 00
5 08 04 01 00 0,0 8 04 02 01 00 00
6 09 03 01 00 00 9 o7 02 00 00 00
7 06 01 00 00 0,0 20 33 18 0,7 02 00
8§ 1,1 12 03 02 00 21 24 13 00 00 00
9 02 06 03 00 00 22 33 18 07 02 00

0 11 00 00 0,0 0,0 23 24 1,3 00 00 00
1 02 01 00 0,0 0,0 24 06 03 03 00 00
12 o7 01 00 00 0,1 25 04 00 02 02 00
3 o1 00 01 0,0 0,0 26 12 01 00 00 00
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