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Resumo

Esta dissertacao tem como objetivos principais fornecer expressoes para os vieses de
segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo
de regressao normal assimétrico, utilizando-as para obtermos estimadores corrigidos, e
apresentar uma alternativa para modelar dados que sao restritos ao intervalo (0,1). Com
o intuito de reduzirmos os vieses destes estimadores, em amostras de tamanho finito,
utilizamos corregao de viés via Cox e Snell (1968) e por bootstrap.

Apresentamos resultados das simulagdes de Monte Carlo, as quais foram utilizadas
a fim de verificarmos o comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca dos
parametros do modelo de regressao normal assimétrico, bem como o de suas versoes

corrigidas, em amostras finitas.

Palavras-chave: Correcao de viés; Bootstrap; Normal assimétrica; Méaxima verossimil-

hanca.
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Abstract

Our chief interest, in this thesis, is to supply closed-form expressions for the second
order biases of the maximum likelihood estimators of the skew-normal regression model
parameters, using them to get corrected estimators and to present an alternative to data
analysis that are restricted to the (0, 1) interval. In order to reduce the bias of these esti-
mators, in finite sample, we use bias correction via Cox & Snell (1968) and via bootstrap.

Numerical evaluation is performed using Monte Carlo simulation.

Keywords: Bias correction; Bootstrap; Skew-normal; Maximum likelihood.
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CAPITULO 1

Introducdo

1.1 Introducao

Em muitas situacoes praticas, a rotineira suposicao de normalidade nao é satisfeita,
fato este que alavanca cada vez mais o uso de modelos mais maleaveis, como é o caso do
modelo normal assimétrico.

A distribuigao normal assimétrica univariada foi introduzida por Azzalini (1985, 1986).
Posteriormente, Azzalini e Dalla Vale (1996) estenderam a normal assimétrica ao caso
multivariado. Azzalini e Capitanio (1999) enfatizaram aplicagoes estatisticas da versao
multivariada. Sartori (2006) estuda uma corre¢ao de viés para o parametro de forma o,
baseada no método de Firth (1993), a qual sempre produz estimativas finitas. Entretanto,
tal autor nao considera um modelo com estrutura de regressao.

Neste trabalho, consideramos um modelo de regressao normal assimétrico e utilizamos
o método de maxima verossimilhanca para estimarmos os parametros deste modelo.
Porém, tais estimadores podem se apresentar bastante viesados quando o tamanho amos-
tral n € pequeno ou até mesmo moderado. Para grandes tamanhos de amostras, o viés nao
¢ um problema sério, pois tipicamente ¢ de ordem O(n~!), enquanto que o erro-padrao
assintotico é de ordem O(n~'/?). Assim, a derivacdo de expressdes que possibilitem re-
duzir o viés é de suma importancia para a obtencao de estimadores mais precisos que os

nao-corrigidos. Desta forma, adicionalmente, apresentamos expressoes de forma fechada



para o célculo do viés de segunda ordem dos estimadores de méxima verossimilhanca
do modelo de regressao normal assimétrico, as quais foram obtidas a partir da expressao
geral dada por Cox e Snell (1968). Ainda, utilizamos o método bootstrap, introduzido por
Efron (1979), com o intuito de reduzir o viés dos estimadores de maxima verossimilhanga

do modelo de regressao normal assimétrico.

1.2 Organizacao da Dissertagao

Esta dissertacao esté dividida em cinco capitulos e contém trés apéndices. No segundo
capitulo, apresentamos caracteristicas e propriedades da distribuicao normal assimétrica,
abordamos aspectos inferenciais e expomos o modelo de regressao normal assimétrico.
Fornecemos, também, uma alternativa para modelar dados que sao restritos ao intervalo
(0,1). No terceiro capitulo, apresentamos uma revisao sobre corregao de viés. Através da
formula geral de Cox e Snell (1968), fornecemos expressoes de forma fechada para o viés
de segunda ordem dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros do modelo
de regressao normal assimétrico. Adicionalmente, apresentamos a metodologia bootstrap
e como utiliza-la para obter estimativas do viés de ordem O(n~') dos estimadores de
méaxima verossimilhanca dos parametros do modelo de regressao supracitado. No capitulo
quatro, realizamos simulagoes de Monte Carlo, a fim de verificarmos o desempenho dos
estimadores de maxima verossimilhan¢a dos parametros do modelo de regressao normal
assimétrico, bem como o de suas versoes corrigidas, em amostras de tamanho finito. No
quinto capitulo, apresentamos duas aplicagoes do modelo de regressao normal assimétrico

e as conclusoes dos resultados obtidos neste trabalho.

1.3 Suporte computacional

As avaliacbes numéricas realizadas nesta dissertacao foram feitas utilizando a lin-
guagem matricial de programagao 0x em sua versao 4.04. Esta linguagem foi desen-
volvida por Jurgem Doornik, sendo bastante semelhante & linguagem C. Um grande atra-
tivo desta plataforma computacional é o fato de que ela é distribuida gratuitamente para
uso académico, e esta disponivel em http://www.doornik.com. Outra vantagem é que

ela possui um nimero elevado de implementagoes numeéricas que sao de grande valia para



estatisticos, economistas, matematicos, etc. Para mais detalhes veja Doornik (2001) e
Cribari-Neto e Zarkos (2003).

Os graficos que sao apresentados ao longo deste trabalho foram confeccionados no
ambiente de programacao, analise de dados e graficos R em sua versao 2.4.0. R ¢ distribuida
gratuitamente e esta disponivel em http://www.r-project.org. Uma grande vantagem
de tal linguagem é o fato dela ser utilizada amplamente no meio académico, o que contribui

para a imensa variedade de pacotes desenvolvidos nas diversas areas da estatistica.



CAPITULO 2

O modelo de regressdo normal assimétrico

2.1 Distribuicao Normal Assimétrica

2.1.1 Introducao

Ha um interesse crescente, na literatura estatistica, por modelos flexiveis, que per-
mitam representar o comportamento dos dados tao adequadamente quanto possivel e
capazes de reduzir suposicoes irrealisticas. Uma das razoes dessa tendéncia é a existéncia
de intmeros conjuntos de dados que sao providos de assimetria.

Uma classe paramétrica de distribuicoes de probabilidade, introduzida por Azza-
lini (1985), denominada normal assimétrica ¢ o resultado da procura por modelos mais
flexiveis. Tal classe engloba o modelo normal através de um parametro adicional que
regula a assimetria, além de ser matematicamente tratavel e de possuir algumas pro-
priedades em comum com a distribui¢ao normal; por exemplo, a funcao densidade normal
assimétrica é unimodal, seu suporte é a reta e o quadrado de uma normal assimétrica é

uma distribuigao qui-quadrado (x?) com um grau de liberdade.

2.1.2 Definicao e Propriedades

Definicao 2.1.1. Dizemos que Y tem distribuicao normal assimétrica padrao com pard-
metro « € R, denotado por Y ~ SN(«), se sua fung¢ao densidade de probabilidade (fdp)

¢ dada por



fr(y;a) = 26(y)@(ay),  —oo <y < oo (2.1)

onde ¢(-) e ®(-) sao as fungoes densidade de probabilidade e de distribuigao da normal
padrao, respectivamente. A densidade (2.1) é idéntica ao modelo normal padrao se o = 0.
O parametro de assimetria «a define a forma da distribuigao. Valores positivos (negativos)
de o apontam uma assimetria positiva (negativa) no modelo. A figura (2.1) mostra o
comportamento desta densidade para diferentes valores de o. Note que, se a — 0o ou

a — —o00, mais acentuada se torna a assimetria da distribuicao.

0.8

a
-- a
a
a

oo
=
o

0.6

Densidade
0.4

0.2

0.0

Figura 2.1: Grafico da distribui¢ao normal assimétrica para alguns valores de «

Apresentaremos algumas propriedades da distribuicao normal assimétrica no decorrer do
capitulo, tais propriedades ja encontram-se na literatura, ver por exemplo Azzalini (1985).

Duas propriedades que vém como conseqiiéncia da defini¢ao (2.1) sdo expostas a seguir.
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Propriedade 2.1.1. A fun¢ao densidade de uma varidvel aleatoria’Y ~ SN(0) é idéntica

a de uma varidvel aleatoria X ~ N(0,1).

Propriedade 2.1.2. Quando a — oo, a densidade (2.1) converge para 2¢(y)I,~0, a qual

corresponde a fdp de uma seminormal.

Propriedade 2.1.3. A fdp (2.1) € unimodal, sendo log fy(y; &) uma fungao concava de
Y.

Propriedade 2.1.4. A funcao de distribuicao acumulada de uma varidvel aleatoria com

fung¢ao densidade como em (2.1) é dada por

Fy(y:a) = / io 26()D(at)dt = 2 /_ io 6(1) /_ Z S(u)dudt = 2 /_ : /_ Z (1) (u)dudt.

Assim,

Ra=2 [ [ oot

A fim de efetuarmos o célculo de Fy (y; a) podemos utilizar a fungao T'(y; «), para y e
a positivos, estudada por Owen (1956), a qual integra a densidade de uma normal padréao
bivariada sobre a regido limitada pelas linhas © = y, 2z = 0, 2 = az no plano (z,z). A

saber,

ro)= [ [ otstudude. (2.2)

Dessa forma,

Fy(y;a) = ®(y) — 2T (y; o). (2.3)
T(y; a) € uma fungao decrescente de y e tem as seguintes propriedades:
T(-y;0) = T(y; ), —T(y;a) =T(y;—a), 2T(y;1) = 2(y)@(—y).

Para mais detalhes ver Azzalini (1985).
Assim, a partir de (2.3) e das propriedades citadas acima, temos as seguintes pro-

priedades adicionais



Propriedade 2.1.5. I-Fy(—y;a) = Fy(y; —a).

Prova :

1 — Fy(—y;a)

= 1-[0(—y) —2T(—y;0)] =1 = P(—y) + 2T (~y; @)
= O(y) +2T(y; ) = P(y) — 2T (y; —a) = Fy (y; — ).

Propriedade 2.1.6. Se Y ~ SN(«), entio =Y ~ SN(—a).

Prova : seja W = —Y’; entao,

PW < w)

= P(-Y<w)=PY >-w)=1-P(Y < —-w)
= 1—- F(—w;a) = Fy(w, —a).

Assim, W = =Y ~ SN(—a).

Propriedade 2.1.7. Fy(y;1) = [®(y)]>.

Prova :

Fy(y;1) = @(y) —2T(y; 1) = O(y) — ®(y)@(—y) = D(y)[1 — ¢(—v)]
= [®(y)]*.

Proposicao 2.1.1. Se W ~ N(0,1) e Y ~ SN(a) entao |W| e |Y| tém a mesma distri-

bui¢ao (seminormal).

Prova: sejam w > 0ey >0,

P(W]<w) =
P(Y|<y) =

P—w < W < w) =o(w) - ¢(—w) =20(w) — 1.
P(—y <Y <y) = Fy(y;a) — Fy(~y;a)

O(y) — 2T (y; ) — [@(—y) — 2T (~y; o)]

O(y) — 2T (y; ) — 14+ P(y) + 2T (—y; ) = 2P(y) — 1.

Dessa forma, uma conseqiiéncia direta da proposigao (2.1.1) é a propriedade que segue:

Propriedade 2.1.8. Se Y ~ SN(a), entdo Y? ~ x2.



A propriedade (2.1.8) é de suma importancia, pois auxilia-nos a calcular os momentos
pares da distribuicao normal assimétrica, dado que tais momentos sao iguais aos de uma
variavel aleatoria normalmente distribuida.

A seguir, apresentamos um lema de grande valia para o calculo da fungao geradora de

momentos da normal assimétrica, o qual é apresentado em Azzalini (1985).

Lema 2.1.1. Se V' tem distribui¢ao N(0,1), entdo

k
Vit

A fungao geradora de momentos de uma variavel aleatoria Y regida por uma dis-

E[(I)(hVJrk)]:(I)( ) Vhk€R.

tribuicao normal assimétrica padrao ¢ dada por

My(t) = Ele™]= / " e2(y)Bay)dy = 2 / ) j_e—f“y@(ay)dy

o0 o0 27T

Tl ey 2

= 2 \/ﬁe 2 ez d(ay)dy
o A O

= 2e: 27r6 2 O(ay)dy; se x=y—t,

2 * 1 z2 t2
= 2e?2 e 2 P(ax + at)dr = 2e2 E|®(aX + at)],
| =T+ [B(aX +a0)

onde X ~ N(0,1). Portanto, a partir do Lema (2.1.1), temos que

My (£) = 2% ®(5¢), (2.4)

onde
o

V1+ a2
Assim, através de (2.4) podemos obter, apds alguma algebra, a esperanga e a variancia
de Y, a saber

5= (2.5)

onde



b=1/2: (2.8)

T

Henze (1986) apresenta a seguinte expressao, de forma fechada, para os momentos

impares de uma variavel SN («):

k
t1(2a)?
E(Y?1) = pa(1 (k+1/2)9=F(2k + 1)! : 2.9
( ) = ba(l+a®)” + tZ%H — ) (2.9)

Portanto, a partir da propriedade (2.1.8) e de (2.9), podemos calcular os coeficientes de

assimetria (p3) e curtose (f4), os quais sdo dados respectivamente por

ps = 54— m)sinal(a) [%} "

O coeficiente 3 mede a assimetria, enquanto que py avalia a espessura das caudas da
distribui¢do. Os intervalos de variacao de ps e g sdo (-0.9953,0.9953) e |0,0.8692], respec-
tivamente. Valores de u3 positivos (negativos) indicam que a distribuigdo é assimétrica
a direita (esquerda). Como p4 s6 assume valores no intervalo [0,0.8692] temos que a
distribui¢do normal assimétrica pode ser classificada como mesoctrtica (py = 0) ou lep-
toctrtica (uy > 0).

Na pratica, freqiientemente é necessario introduzirmos parametros de locagao e escala.
Seja Y ~ SN(a); estenderemos o modelo (2.1) através da transformagao Z = p+oY. A

fdp de Z é apresentada na defini¢ao subseqiiente.

Definicao 2.1.2. Dizemos que Z tem distribuicao normal assimétrica com pardmetros
de locagao (u € R), de escala (o > 0) e forma (o € R), denotado por Z ~ SN(u,o, ),
se sua fdp € dada por

fz(z)=§¢(z_ﬂ><b(az_u), —00 < 7 < 0. (2.10)

A partir da transformacao Z = p + oY podemos obter facilmente a fungao de dis-
tribuicdo acumulada de uma variavel aleatoria com fungdo densidade como em (2.10), a

qual é dada por



Fy(za) = P(Zgz)—P(/LJraYgz)—P(Yg Z_“> = Fy (Z;”;a)

Assim,

z

i /_ " o (t) ¢ (w)dudt.

Fy(2a) = 2/_

A funcao geradora de momentos de Z = i+ oY é dada por
My(t) = Ele?] = B[] = Ele™e!Y] = e Ele!Y]
— My (to) = 26 F B(Sto),
onde § ¢ definido em (2.5).
Vé-se facilmente que o valor esperado e a variancia de Z sao dados por
ElZ] = p+obd,
Var(Z] = o*(1—b*6%).
Apresentaremos dois métodos bem conhecidos, discutidos em Azzalini e Dalla Valle
(1996), que possibilitam a geracao de variaveis aleatorias normais assimétricas.

Proposigao 2.1.2. (Método da Condigao) Se (X,Y') € um vetor aleatdrio normal bivari-

ado com distribui¢oes marginais N(0,1) e correlagao 0, entdo a distribui¢ao condicional
de Y dado X >0 é SN(a)

A segunda técnica, denominada método da transformacao, é uma representacao es-
tocastica obtida por Henze (1986). Este método é de extrema importancia por facilitar

extensoes para o caso multivariado.

Proposicao 2.1.3. (Método da Transformagao) Se Yy e Y| sao varidveis aleatorias nor-

mais independentes N(0,1) e 6 € (—1,1), entao

7 =8|V 4+ (1 — 632y, (2.11)
¢ SN(«), onde 6 ¢ definido como em (2.5).
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2.2 Aspectos Inferenciais

Seja z = (z1,...,2,) uma amostra aleatoria de Z ~ SN(u, o, «a); entdo, a fungao de

verossimilhanca é dada pela expressao
2\" 1~ 2 — | 2 —
L = (- ) . 2.12
(1,0,0) (0) H¢( . ) (a : ) (2.12)

Portanto, a fungao de log—verossimilhancga, a menos de uma constante, é dada por

Up,0,a) =log[L(u,o,a)] = —nloga+210ng5 (ZZ ; ﬂ) +Zlog<1> (azi ; M) (2.13)
i=1 =1

Embora o modelo normal assimétrico possua boas propriedades, existem alguns pro-
blemas inferenciais. Considere o caso em que ;4 = 0 e ¢ = 1, ou seja, o cenéario em que
Z ~ SN(a). Analisando a verossimilhanga com um pouco de atengao, vé-se neste caso
que se todas as observagoes forem positivas (negativas), a fungao de verossimilhanga sera
uma fun¢ao mondtona crescente (decrescente) de o e a estimativa de maxima verossimi-
lhanga de « sera infinito (menos infinito). Isto ocorre com probabilidade positiva, embora
tal probabilidade decresca substancialmente a medida que o tamanho amostral aumenta
(Liseo e Loperfido, 2004). No caso em que temos a func¢do dada em (2.12) é mais dificil
identificar amostras que produzam estimativas infinitas de «. No entanto, evidéncias
empiricas mostram que tal problema é restrito ao parametro de forma « e que estimativas
dos parametros de locacao (1) e escala (o) sempre existem.

Com o proposito de solucionar o problema de estimativas infinitas, Sartori (2006)
propoe que a estimagao de « seja feita através de um estimador corrigido preventivamente
(Firth, 1993). No caso geral, em que temos os parametros de locacao e escala, a sugestao de
Sartori (2006) é que a estimagao de p e o seja feita via método da maxima verossimilhanga.
A partir dai, tais parametros sao considerados fixos, e procede-se com a estimacao de
« através do estimador corrigido preventivamente. Outra opc¢ao é proceder uma anélise
bayesiana, onde se pode incluir informacoes adicionais sobre « através de uma distribuigao
a priori. Liseo e Loperfido (2004) realizam uma analise bayesiana para a distribui¢ao
normal assimétrica e provam que a priori de Jeffrey é propria.

A partir de (2.13) obtemos as equagoes de verossimilhanga, dadas por
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ol(p, 0, @) 1< o
UL ()
o a;w a;

ol(p, 0, @) nolgs O
- 5 T T_T— i T Wby =0,
+ ;w U; ¥

oo o o
M(p,0,0) < B
S = ;WM =0,
onde
_ AT H _ Ploahy)
S T

Dessa forma, vé-se que nao é possivel encontrar uma expressao de forma fechada
para os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros. Portanto, devemos
utilizar procedimentos de otimizacao nao—linear a fim de maximizarmos a funcao de
log-verossimilhanca e, conseqiientemente, acharmos as solucoes das equacoes de verossi-
milhanga. Alguns métodos que podem ser empregados sao Newton—Raphson, BHHH,
Escore de Fisher, BFGS, e em alguns casos de nao-convergéncia o algoritmo EM ¢é suge-
rido, embora tenha a desvantagem de ser muito lento.

Apos alguma algebra, obtemos a matriz de informagao de Fisher Ir(u, o, ) dada por

B 1+a2cg ba(1+2a?)(1+a2)"3/2+a2c;  b(14+a?) 3/2—ac; 7]
o? o? o
_ ba(142a2)(14a2)3/2 42 2
IF(M7G; Oé) — a(1420%)( +gé ) +aofc 2+a2 c2 _ac ,
o o o
b(1+a2)~3/2—acy acs
s —oz Co
L o o .

onde ¢;, = E[Yp,W?], h=0,1,2,..
Dessa forma, outra complicacao que surge é o fato da matriz de informacao de Fisher

ser singular quando o — 0. Além disso, ha um ponto de sela em

n

1
(i, 0, ) Zal o ; 1 (z; —2)2,

A fim de resolver o problema da singularidade da matriz de informacao de Fisher,

Azzalini (1985) sugere uma reparametrizagado do modelo.
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2.3 O modelo de regressao normal assimétrico

Em diversas situacoes praticas, temos interesse em pesquisar o comportamento de uma
determinada variével em fungao de outras. Uma alternativa muito utilizada para detectar
tais relagoes é a aplicagao de um modelo de regressao linear. No entanto, tal alternativa
pode nao ser adequada quando a variavel resposta assume valores no intervalo (0, 1), por
exemplo, taxas e propor¢oes. Uma possivel solugao é transformar a variavel dependente
de tal maneira que esta assuma valores em toda a reta. Entretanto, em alguns casos,
tal alternativa pode nao produzir um resultado satisfatorio, pois a variavel resposta pode
ser provida de assimetria. Outra possivel solugao é utilizar um modelo de regressao beta
como proposto por Ferrari e Cribari—Neto (2004). Tal modelo é baseado na suposigao de
que a variavel resposta tem distribuicao beta sob uma determinada parametrizacao.

Nossa proposta é aplicar uma transformacao na variavel resposta de tal forma que
esta assuma valores na reta e substituir a usual suposicao de normalidade dos erros pela
suposicao de que os erros tém distribui¢ao normal assimétrica. Dessa forma, utilizando o

modelo normal assimétrico, levamos em consideracao a assimetria que € inerente a variavel

dependente.
Seja y = (y1,...,yn) onde os y;’s sdo varidveis aleatorias independentes e cada y;,1 =
1,...,n, é a variavel resposta relativa & i—ésima observacao. Assumimos que os y;’s sao

restritos ao intervalo (0,1). A transformagao sugerida ¢ a logistica (veja Aitchison 1986).

Assim, o modelo proposto é definido por

log (1 vi > = X B+e, (2.14)
onde X, = (1, X;1,..., X;,_1) sao observagoes de p (p < n) covariaveis conhecidas e fixas,
B = (Bo,P1,---,8,)" € um vetor de parametros de regressao desconhecidos (3 € R?*) e

g; a0 variaveis aleatorias regidas por uma distribuigdo SN (0, o, ). Definindo z; da forma

temos que

2z =X B +¢;. (2.15)

Ainda,
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Z=XpB+e.

onde

Z=1|z,...,m e X=[X,.. X"

Utilizaremos a seguinte notagao, dada por Lawley (1956), para as derivadas da fungao

_ o 1 — 86([3,0'70() — 85(,370,01) — 8£(ﬁ707a) — 82((570704)

de log—verossimilhanca. U, = o5 Ue = =577 Uy = =57, Uy = 25,05
3 . . . . N

Uroa = TUBoY) o assim sucessivamente, onde as letras r, ¢, ..., dizem respeito as compo-

 0Br000a ’
nentes de 3; da mesma forma, o e a correspondem aos parametros o e «, respectivamente.

Os cumulantes sao denotados por ks = E(Uyt), kroa = E(UreUs), kroa = E(Urgq) € assim

por diante. As derivadas dos cumulantes sao representadas por /{Sj) = %, /{ffz) = 85—0”,
(u) _ Okoa
Koo = ;ﬂ , ete.

Portanto, a partir do modelo (2.15), temos que a fun¢do de log—verossimilhanga, a

menos de uma constante, é dada por

B, 0,0) = —nloga+21og¢( )+Zlog<1>< XZTB) (2.16)

= —nlogo + Z log ¢(w;) + Z log ®(aw;),
i=1 i=1

onde

g

W; =

Assim, a fim de obtermos o vetor escore, diferenciamos (2.16) em relagao aos parame-

tros desconhecidos (3,0, ). Como se pode verificar no Apéndice B, as quantidades sdo

dadas por

,3,0@

Ug = = ZX%——ZXAZ, (2.17)
n (6%

U, = ——+-— 22N A, 2.18
U+a;wz U; w (2.18)

Us = Y Aw, (2.19)
i=1
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onde

A partir de (2.17) temos, parar =0,...,p

gﬁa @) _ ZXZM - —ZXWA (2.20)

Portanto, o vetor escore U(0), de dimensdo (p+2 x 1), com 8 = (B87,0,a)", ¢ dado por

Os estimadores de méxima verossimilhanga do vetor de parametros @ sao obtidos pela

solucdo do sistema U(0) = 0, ou seja,

Us = 0,
U, = 0,
U, = 0.

Observamos que nao existem solugoes explicitas para o sistema U(6) = 0. Porém,
as estimativas de méxima verossimilhanga do vetor @ podem ser encontradas a partir de
procedimentos numéricos que maximizem a fungao de log—verossimilhanga. O método de
otimizagao nao—linear empregado a fim de obter tais solugoes foi o algoritmo BFGS.

Com o intuito de obtermos a matriz de informacao de Fisher K(6), calculamos as
derivadas de segunda ordem e seus momentos. O céalculo dessas quantidades esta apre-

sentado no Apéndice B. Os cumulantes sao dados por
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1
Kep = 0— 1 + Oé2A2 Z XWX”,

(0] _ _
Rro = ; [_b(l + 062) /2 _ bOé2<1 + 062) 3/2 _ 06142 ZXW,
Rra = _{b[ 1+OZ 3/2—<1+&) 1/2 ‘I’ A2 }ZXZT‘7
foy = —-o 2+ A3 ()]
oo 0_2 2 ’
no
ac T _A2 ’
K o 2(a)
Koo = —nA3(a),
onde
AM(a) = B, [ATwW?. (2.21)

Apresentamos aproximagoes para algumas quantidades da forma A”(a) no Apéndice
A.

Assim, de posse dessas informacdes, definimos a matriz W, de dimenséo (n+2)x(n+2),

da forma
N Weas Was Wga
W - WU,B Wao Woa 9
Wa,@ Waa Waa
onde

Was = dlag{ ! [1+ A} (a )}} ,

nxn

Wsy = rep{o‘ [b(1+a)—1/2+ba2(1+a2)—3/2+aA§(a)}} ,

nx1

Wga = rep{——{b[ (1+a?)” 3/2—(1+042)1/2]+aAf(04)}} :

nx1
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Waa = Koo,
Waa = Roa,
_ T
Waﬁ — W,@OU
Waa = Wg—l—aa
Waa = —Raa-
Ainda, diag{d;} é uma matriz diagonal formada pelos elementos d;,i = 1,...,n, e rep{d}

é um vetor coluna formado por d, onde todos os elementos sao iguais.

Definimos a matriz estendida X, de dimensao(n + 2) x (p + 2), da forma

N X 00
X=[(010],
0 01

onde X é a matriz de covariaveis, a qual tem dimensao n X p.
Dessa forma, a matriz de informacao de Fisher é dada por
Kgs Kgo Kpga ot
KO)=| Ko Koo Koo | =X WX,
Ka,@ Kaa' Kaa
onde K@g = XTWBgX, Kgo = XTWﬁg = K;rﬁ, Kga = XTWBQ = K(Iﬂ? KUU
Koo = Waa.
Conseqlientemente, temos que a inversa da matriz de informacao é dada por
KBB KB [Ba

T ———
K'0)=| K°® K°° Koo | =(X WX) .
Kaﬁ Koo [oa

E importante salientar que os parametros nao sao ortogonais, pois

Ko =Kgy, #0,
Kop = Kga # 0,
Kop = Kya # 0.
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CAPITULO 3

Correcdo de Viés

3.1 Revisao

O estudo do comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanga (EMV) em
amostras finitas € uma notavel area de pesquisa em estatistica. Tais estimadores sao, tipi-
camente, viesados para os verdadeiros valores dos parametros quando o tamanho amostral
n é pequeno ou a informacao de Fisher é reduzida. Esse viés nao é um problema relevante
para tamanhos de amostra relativamente grandes, pois em geral ¢ de ordem O(n™!), en-
quanto que o respectivo erro—padrdo é de ordem O(n~'/2). Todavia, quando trabalhamos
com tamanhos amostrais pequenos ou até mesmo moderados, esse viés pode tornar-se
grande quando comparado ao erro—padrao do estimador. Nesse caso, o viés pode vir a
ser um problema. Portanto, formulas que permitam o célculo dos vieses de segunda ordem
dos EMV sao extremamente tteis, essencialmente quando os tamanhos de amostra sao
reduzidos.

Corregoes de viés tém sido bastante estudadas na literatura estatistica. Um artigo
precursor sobre corregao de viés surgiu através de Bartlett (1953), o qual apresentou uma
expressao simples para o viés de ordem O(n~!) do EMV no caso uniparamétrico. Haldane
(1953) e Haldane e Smith (1956) forneceram expressoes de ordem O(n ') para os primeiros
quatro cumulantes em amostras aleatoérias de um ou dois parametros desconhecidos. Cox

e Snell (1968) apresentam uma expressao geral para o viés de ordem O(n~!) dos EMV nos
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casos uniparamétrico e multiparamétrico. Box (1971) fornece uma expressao geral para o
viés de segunda ordem em modelos nao—lineares onde a matriz de covariancias é conhe-
cida. Pike, Hill e Smith (1980) investigam o viés em modelos lineares logisticos. Cook,
Tsai e Wei (1986) apresentam os vieses dos EMV em um modelo de regressao nao—linear
onde os erros tém distribuicao normal. Eles mostram que o viés pode ser conseqiiéncia da
posicao de covariaveis no espago amostral. Young e Bakir (1987) mostram que a corregao
de viés pode melhorar a estimacao em modelos de regressao log—gama generalizados.

Posteriormente, Cordeiro e McCullagh (1991) obtém uma féormula geral para os vieses
de segunda ordem dos EMV em modelos lineares generalizados. Expressoes para os
vieses de ordem O(n~') dos EMV em modelos de regressao normais heteroscedésticos sao
fornecidas por Cordeiro (1993). Firth (1993) desenvolve um estimador corrigido, o qual
corresponde & solu¢ao de uma equacao escore modificada. Mais recentemente, Cordeiro e
Vasconcellos (1997) apresentam uma formula geral para calcular o viés de segunda ordem
em uma ampla classe de modelos de regressao multivariados nao—lineares com erros nor-
mais, enquanto Cordeiro e Vasconcellos (1999) obtém os vieses de ordem O(n™!) dos EMV
em modelos de regressao von Mises. Vasconcellos e Cordeiro (2000) derivam expressoes
em forma matricial para o viés de segunda ordem dos EMV em modelos de regressao
multivariados nao—lineares com erros t—Student. Cordeiro, Ferrari, Uribe—Opazo e Vas-
concellos (2000) derivam uma férmula geral para os vieses de segunda ordem dos EMV
em uma classe de modelos de regressao nao—lineares simétricos. Cribari—Neto e Vascon-
cellos (2002) analisam o comportamento, em amostras finitas, dos EMV dos parametros
que indexam a distribuicao beta. Recentemente Vasconcellos e Silva (2005) obtém uma
formula geral para os vieses de segunda ordem dos EMV dos parametros em um modelo
de regressao nao—linear t—Student onde o ntmero de graus de liberdade é desconhecido.
Ospina, Cribari—Neto e Vasconcellos (2006) derivam expressoes de forma fechada para os
vieses de ordem O(n~!') dos EMV em um modelo de regressao beta.

Outra técnica que pode ser utilizada com o intuito de obter estimadores corrigidos,
¢ o método de reamostragem bootstrap, desenvolvido por Efron (1979). O bootstrap é
um método computacional de inferéncia estatistica que substitui calculos analiticos por
esfor¢o computacional. Tal método tem sido bastante explorado nas tultimas décadas. O

uso de bootstrap em modelos de regressao foi amplamente estudado por Wu (1986). Efron
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e Tibshirani (1993) e Davison e Hinkley (1997) descrevem detalhadamente a corre¢ao de
viés por bootstrap. Ferrari e Cribari—Neto (1998) estudam a relagdo entre o método
analitico, baseado em expansoes de Edgeworth, e a técnica bootstrap. Esta técnica esté

descrita em detalhes na Segao (3.3).

3.2 Correcao de Cox & Snell

Uma férmula geral ,bastante conhecida, utilizada com o proposito de obter o viés de
segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanga em modelos multiparamétri-
cos, com vetor de parametros 8 = (61, ...,0,)", foi desenvolvida por Cox e Snell (1968) e

é dada por

R g 1
B(Qa) = Z Iiah/i” {"ihi,j + §I€}w‘j} s (31)
h,i,j

ah

onde a, h,i,7 indexam o espa¢o paramétrico, k" sendo referente ao elemento (a,h) da

inversa da matriz de informagao de Fisher K(0). Em diversas situages, é conveniente
substituirmos, em decorréncia das identidades de Bartlett, xp; ; + %K}hij por Ii%) — %/imj.

Assim, a formula dada em (3.1) é de grande valia, pois a partir de tal resultado,
podemos definir um estimador corrigido 6, = 6, — B(6,), onde B(6,) ¢ o viés estimado de
6,. Podemos mostrar que 6, tem viés de ordem O(n=%). Logo, & medida que o tamanho
amostral n aumenta, esperamos que o viés de 6, aproxime-se mais rapidamente de zero

que o viés de 0,.

3.2.1 Correcao de viés dos estimadores de maxima verossimilhan-
ca do modelo de regressao normal assimétrico

A fim de obtermos uma expressao matricial para calcularmos o viés de ordem O(n™!)
dos estimadores de méaxima verossimilhanca do modelo de regressao normal assimétrico,
utilizaremos a formula geral de Cox e Snell (1968). A notac¢do empregada é dada por
Lawley (1956), como apresentado no Capitulo 2.

A partir da expressao (3.1), obtemos a férmula para calcular o viés de segunda ordem

da s—ésima componente de B, a qual é dada por
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sr ta (@) 1 ST, .ou (u) _1
+ ;Ks K {/{Tt 2,%”@ —1—;/{ K {Km QKWU
+ Z RS0 u) lﬂ + k5 Z s K(“) _ lli .
. ro 92 U o ot 9 otu
+ HSQZKJW k! )—1/46 ¢ —|—/€JUZ/€ST k) — 1/<c
— at 2 altu - ro 2 roo
4+ RO Z L I{(a) 1/{ 4+ g Z s H(O’) 1 P
- ro 2 rocx - ro 2 roc
4 Koo Z K57 Ii(a) lli 4 KSTROT I{(O') o llﬂ
- ro 9 roo oo 2 goo
+ K59 4T I{(a) o 1/{ + P /{(‘7) _ lli
oo 9 oox oa 92 oao
1
+ KR {ngi;) — EHO—M} + K™ K77 {/fgja) - 5“&00}
+ Pl H(Oé) _ lﬁaaa + Pt H(U) — l/ﬂaaa
oo 2 ac 2
+ RUORCY R L ~Koaa ¢ + K Z Kto d k) /ﬁgtg
2
so ta a 1 s to U ]'
+ K Z K Kot” — 2H0ta + K Z K Kot 2K‘at0
4+ g Z i Ii(a 1 Zk 4 K5 Z KU (u) 1:‘1
- at 2 ata o'o' 2 oou
1
+ RSU Z "iau { Uqéz QHUom} + l{sa Z KU“ { oxr HCWU}
4+ g Z et (u) 1 “k
g Rao o faou -

Da mesma forma, temos que a férmula para calcular o viés de ordem O(n

0 é da forma

~1) do estimador
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"t U
1 w 1
K7 K {I{&t) - §/‘€atu} + K77 Z K" {,‘iff? - 55“7‘7}
t,au r
K SRR — S b A0TSR SR~
- ro 9 g . ra 2 i
1 1
ao or (a) e (@) _ .
K Z K {’{rcx 2"{7’0@} TRTOR {HUU QKUUU}
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KT Z el KJ(U) . 1,{
- oo 2 oou
e Z et Ii(u) . lﬁ
- oo 2 (670477

——
+
=
q
q
=
Q
<
—N
?E\
€
|
| —
=
q
q
S
——

—_—— ——

Ainda, para o estimador & temos
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ar, .ou U 1 oo U u 1
+ Tzu:/f K {ﬁga) §/<¢mu}—|—/i tzu:/ft {/{f,t)— 2liatu}
wy 1 1
+ K Z K {/ﬁét) 5 Hatu} + K77 Z K {mﬁ‘;) ~ 3 /fma}
t,u T
1 1
+ ko° Z Kor {Kﬁf;) _ 5’17“004} + KOO Z (O {KJ%) _ 2/{7“040}
+ /{:aa Z K:OLT’ /{(O‘) 1"{:1”0104 + FLO!O’ /{:UJ /{(o—) — l/iaaa
(e’ 2 oo 2

+ aazﬁau{ o:fx _%Klaau}~

Devido ao fato dos parametros nao serem ortogonais, todos os termos dados em (3.2),
(3.3), e (3.4) devem ser calculados.

Assim, objetivando facilitar o calculo de tais quantidades, apds alguma algebra, con-
seguimos expressi-las em forma matricial. No Apéndice B, sao apresentados os calculos

dos cumulantes, as derivadas dos cumulantes e o processo pelo qual as expressoes (3.2),
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A

(3.3), e (3.4) foram conduzidas a forma matricial. Dessa forma, notamos que B(f) pode

ser escrito como

B(B,) = @Qie] KX 7655+ Qoe] KPXTXK™ + Qse] KX T XK
Qie] K XTXK + Qse] K XTX K™ + Que] K" tr( X KPXT)
Qse] KPtr(XKPXT) 4+ Qee] KPP X TI1K + Qse] KPP X T1 K
Qre] KX TIK™ + Qoe] K X TLK* + Qoe, KK
Qne:KﬂaK‘m + Q12€:KﬂaKm + Q13€:Kﬁng

leeZKﬂQK(w + Q13e:KBaKm + Q14€:KﬁaKm

Qise] KK + Qse] K 1" X K% + Qe K717 X KP*
Qse] K" 1T X K% + Qoe] KP*1T X K" + Qee] K7 1T X K77

+ o+ 4+ + + + o+

Qire] K7 1T XK 4 Qire] K1 X K% + Qize] K17 X K",

onde e4 é 0 s—ésimo vetor coluna da matriz identidade de ordem n, tr(-) denota o operador
trago, 1 ¢ um vetor coluna com todos os n elementos iguais a 1, dgg é um vetor coluna
formado pelos n elementos diagonais de XK X T e as quantidades Q; a Qs estdo
definidas no Apéndice B.

Podemos ainda, colocar alguns termos em evidéncia, o que nos permitira escrever B([;)

de uma forma mais simplificada:

es KX TQ1055 + (Q2 + Qu) X K7 4 (Qs + Q5) X K7 + (Q7 + Qs) LK™
QK77 4+ QoL K|

el K7 [Qutr(XKPPXT) + (Qs + Qi) 1T XK + (Q7 + Qi) 1T X K7
(Qu1 + Qu2) K7 + Q10K + Q13 K]

e) K[Qstr(X KX T) + (Qs + Qur) 1T XK + (Qo + Q15) 1" X K™
(Qi3 + Qu) K7 + Q12K77 + Q15 K]

B(6s)

+ 4+ + + o+

Logo, o viés de segunda ordem de B ¢é dado por
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KX T[Q18p5 + (Q2 + Qu) X K™ + (Q5 + Q5) X K7 + (Q7 + Q) LK™
Q6L K77 + Qo1 K]

K7[Qutr(X KX ) + (Qs + Q1e) 1T X K7 4 (Q7 + Qu7) 1T X K"
(Qu + Q12) K7 + Q1o K77 + Q13 K]

K%Qstr(XKPXT) + (Qs + Qi) 1T XK + (Qy + Q15) 1" X K
(Q13 + Q) K7 + Q12K + Q15 K.

=
E>
I

+ + + 4+ o+

Definimos o bloco superior de K~!(8), de dimensao p x (p + 2), como

KB — (Kﬁﬁ KB Kﬁa)‘

Definimos ainda, as quantidades d11, d91 € d3; da forma

611 = Qiops + (Q2+ Q) XK 4+ (Qs + Q5) X K + (Q7 + Q) 1K™
+ QK7 + QoI K¢,

021 = Q4tT(XKBﬁXT) + (Q6 + Qw)ﬂTXKﬁU +(Q7 + Ql?)]lTXKﬁa
+ (Qu + Qu2) K% + Q1o K77 + Qi3 K,

051 = Qstr(XKPPXT) 4+ (Qs + Q1)1 T XK + (Qq + Q1)1 T X KP
+ (Qi3+ Q1)K + Q12K + Q15 K.

Consideramos, assim, o vetor 5,0 qual tem (n + 2) elementos, dado por

Desta forma, o viés de ordem O(n™') de B pode ser expressado por

B(B) = KX 4. (3.5)
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Analogamente, mostramos que B(d) pode ser escrito da seguinte forma

B(6) = QKX 63+ QK PXTXKY 4+ Qs KPX T X K
QEPXTXKY + Qs KPP X T XK + QK tr( X KPP XT)
Qs Kotr(X KX T) + Qe K’ X T1K°° + Q; KX "1 K°®
Qs KPP X TIK + QoKPX TI1K + Q10K K°°

QuE77 K™ + QK77 K + Q13 K77 K

QK7 K77 + Qs K “ K" + Q14 K°“ K

Qs KK + QK1 X KP7 + Q;K°°1" X K"

Qs KN XK + QoK1 X K" + Qs K°° 1" X K"°

+ + 4+ + + o+ o+

QK 1T XK 4+ Q17 K°°1T X K% + Qs K1 T X P~

Assim, evidenciando alguns termos, B(d) pode ser expressado como

B(o) KX T[Q1035 + (Q2 + Q) X K7 4 (Q5 + Q5) X K™ + (Q7 + Q) LK™
QK7 4+ Qo K9]

K[Qutr(XKPXT) + (Qs + Qi) 1T XK + (Q7 + Q7)1 X K7
(Qui + Qu2) K7 + Q10 K77 + Q13 K]

KoQstr( X KPP XT) + (Qs + Qur) 1T X K% + (Qg + Q1)1 T X K

(Q13 + Q14) K% 4+ Q12K°7 + Q15 K.

+ o+ o+ o+ 4

Definimos o bloco mediano de K~1(0), de dimensao 1 x (p + 2), como

Ko — (Koﬂ K°° KUQ).

Portanto o viés de segunda ordem de ¢ pode ser escrito como

B(6) = KX 4. (3.6)
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Da mesma forma, deduzimos que B(&) pode ser escrito como

B(a) = QKX T35 + QK XTXK + Q3K X T X KP*
QUEPXTX K + Qs KX TXKP* 4+ QK tr( X KX T)
Qs Ktr(XKPXT) + Qe K’ X T1K? + Q;K** X T1K°®
Qs KPP X TIK™ + QoKX TIK + Q10K K°°

QuE“ K™ + Qra K K7 + Q3 K* K

QK"K + Qi3 K K" + QuuK*“ K"

Qs K"K + Qe K" 1" X K" + Q:K* 1T X KP

Qs K 1" X K% + Qo K*1" X K% 4+ Q4K 1" X K#°
QurK“1T XKP + Q7 K1 X K% + Qs K1 T X KP~,

+ + + + + + + o+

Podemos colocar em evidéncia algumas quantidades, o que simplificara B(&) na forma

B(&) KX T(Q16p5 + QuX K% + Qs X K + QX K" + Qs X K™
QLK + Q71K + Qs K + Qo K*%)
K*[Qutr(XKPXT) 4+ Q10K + Qi K7 + Q12K + Q13K
Qell ' XK + Q1" XK + Q1" X K% + Q171" X KP?]
KQstr(X KPP X T) + Q12K 4+ Quz K™ + Q14K + Q15K

Qs " X K% + Qoll " X K% + Q171" X K% 4 Q51" X KP*].

+ 4+ + + o+

Definimos o bloco inferior de K~1(0), de dimensao 1 x (p + 2), como

Ko* — (Kozﬁ Koo Koza>'

Logo, o viés de ordem O(n™') de & ¢ dado por

B(4) = KX 4. (3.7)
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Dessa forma, com base nos resultados (2.23), (3.5), (3.6) e (3.7), temos que o viés de
segunda ordem do estimador de méaxima verossimilhanga do vetor de parametros 6 pode

ser representado como

A

BO) =K '0)X §=(X WX)'X 3.
Uma forma bastante interessante de expressar tal resultado é dada a seguir

. T T~

B(O) = (X WX)'X W¢ (3.8)

onde é = W~15. Desse modo, vé-se facilmente que B(@) pode ser obtido a partir de uma
regressao de minimos quadrados generalizados.

A partir da expressao (3.8), definimos um estimador de méxima verossimilhanga cor-

rigido 0 da seguinte maneira:

A

6=06-—DB(), (3.9)

onde B(é) denota o estimador de maxima verossimilhanca de B(é), ou seja, 08 parametros
(B,0,a) sao substituidos por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanga.
Este novo estimador tem viés de ordem O(n~2), pois E(@) = 6 + O(n~2?). Portanto,
esperamos que o estimador corrigido 0 tenha melhores propriedades em amostras finitas

que o usual estimador de méxima verossimilhanca, cujo viés ¢ de ordem O(n™1).

3.3 Correcao por Bootstrap

Em diversos problemas estatisticos existe a dificuldade e, em alguns casos, até mesmo
a impossibilidade de se obter solugoes analiticas. Uma alternativa que permite obter
solucoes aproximadas para tais problemas é a metodologia bootstrap. O bootstrap é um
método de reamostragem, originalmente proposto por Efron (1979), que se baseia na cons-
trucao de subamostras a partir de uma amostra inicial. O emprego de tal técnica evita a
necessidade de complicados calculos analiticos, porém, requer um intensivo procedimento
computacional.

O método bootstrap é de grande utilidade quando se deseja estimar varidncias, vieses,

intervalos de confianca, p—valores e outras quantidades de interesse da inferéncia estatis-
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tica. Ainda, podemos emprega-lo de forma paramétrica ou nao—paramétrica. Em sua
forma paramétrica, fazemos suposicoes sobre a distribuicao dos dados, e a partir dai,
geramos pseudo—amostras com base nas estimativas dos parametros provenientes dos da-
dos. No bootstrap nao—paramétrico, utilizamos os proprios dados a fim de obtermos as
subamostras.

Considere uma amostra aleatoria z = (21, ..., 2,) de uma variavel aleatoria popula-
cional Z cuja distribuicao esta completamente determinada por sua fungao de distribuigao
acumulada F. Seja, 6 = ¢(F) uma funcio de F denominada parimetro e § = s(z) um es-
timador de 6. Neste caso, o emprego da técnica bootstrap consiste basicamente em obter,
a partir da amostra original z, um grande nimero de subamostras z* = (z,...,2}),
calcular as respectivas réplicas bootstrap de é, g = s(z*), e com base na distribuigao
empirica de é*, estimar a fun¢ao de distribuicao de g,

Em sua versao nao—paramétrica, a amostra z* é obtida de uma estimativa nao—pa-

ramétrica F de F , que ¢ a funcao de distribuicao empirica da amostra original, dada

por
- 2 <z
pe=H2=2
n
a qual atribui probabilidade % a cada z;,7 = 1,...,n. Assim, o bootstrap nao—paramé-

trico ¢ uma aplicacao direta do principio “plug-in”, que utiliza F no lugar da distribuicao
populacional desconhecida F'. Logo, se 6 = t(F'), o seu estimador ¢ dado por 0 = t(ﬁ’)
Na versao paramétrica, F' deve pertencer a um modelo paramétrico conhecido F¢. Assim,
a obtencao de um estimador consistente de £ viabiliza uma estimativa paramétrica de F,
denotada por F.

Podemos utilizar o método bootstrap para estimarmos o viés de um determinado

estimador. Assim, denotamos o viés de 0 = ¢(F) por By (6,6), que é definido como sendo

Brp(0,0) = Ep[s(z)] — t(F).

Dessa forma, os estimadores bootstrap de viés nas versoes nao—paramétrica e paramétrica

sao dados por



Gerando B amostras bootstrap independentes, (2*!,...,2*8) de z, calculando as suas

respectivas réplicas bootstrap (8*1,...,0*5), onde 0% = s(z*') parai = 1,..., B, podemos

aproximar Ep[s(z)] e Er,[s(z)] pela média

| B
PR
Obtemos assim, as estimativas bootstrap de viés B’F(é, 0) e BFE (é, 0), dadas por

A A ~ ~

Bp(6,0) = 0" —s(2) e Br(6,0) =60 —s(2).

Observe que a diferenca entre as estimativas estd na forma de geragao das subamostras.
Podemos, a partir das estimativas bootstrap de viés, definir estimadores corrigidos até

segunda ordem por bootstrap como

0, = s(z) — Bp(6,0) = 2s(z) — 0%, (3.10)
05 = 5(2) — Br,(0,0) = 2s(z) — "V, (3.11)

onde ; e 05 sdo denominadas estimativas CBC (Constant—Bias—Correcting) como dado
em MacKinnon e Smith (1998).

No presente trabalho, faremos uso do estimador corrigido por bootstrap em sua forma
paramétrica, como visto em (3.11). Para uma discussao sobre corregao de viés de segunda
ordem por bootstrap e sua relagao com a corre¢ao analitica veja Ferrari e Cribari—Neto

(1998).
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CAPITULO 4

Avaliacdo Numérica

4.1 Detalhes Metodologicos

Neste capitulo, avaliamos numericamente, através do método de simulacao de Monte
Carlo, o desempenho dos EMV dos parametros do modelo de regressao normal assimétrico
em amostras de tamanho finito e sob diferentes cenarios, bem como suas versoes corrigidas
analiticamente via Cox e Snell (1968) e por bootstrap. A fim de avaliarmos a qualidade das
estimativas obtidas através do emprego dos estimadores citados anteriormente, utilizamos
algumas medidas, tais como viés, viés relativo e erro quadratico médio. O processo de
simulacgao foi realizado utilizando a linguagem matricial de programacgao 0x na versao 4.04
[Cribari—Neto e Zarkos (2003); Doornik (2001)], enquanto os graficos foram construidos
no pacote estatistico R na versao 2.4.0 [Venables e Ripley (2002)].

Os resultados apresentados sao baseados no seguinte modelo de regressao:
zi=po+ bizite, i=1,...,n (4.1)

Os valores da covariavel x; permanecem constantes em todo o experimento e foram gera-
dos de forma que z; ~ U(0,1). Os parametros de regressao sao definidos como [y = —2
e f1 = 2. O parametro de escala foi definido como ¢ = 1. Ao parametro de forma foram
atribuidos os valores: o = 3,5 e 10. Os g;’s sao variaveis aleatorias regidas por uma

distribui¢ao SN (0, o, «) e foram gerados através do método da transformagao, o qual esta
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descrito no Capitulo 2, proposicao (2.1.3). Consideramos, também, os tamanhos amostrais
n = 50, 100, 150, 200, 250, 300, 350 e 400. O nimero de réplicas de Monte Carlo foi fixado
em 5000, enquanto que o numero de réplicas bootstrap foi de 600. Para cada cenario
considerado, nés calculamos a taxa de falha da simulagao, a qual é baseada no nimero
de nao-convergéncias ocorridas, isto ¢, na quantidade de vezes em que o procedimento de
maximizacao da fungao de log—verossimilhanga nao convergiu para uma solugao 6tima.
Nos cenarios onde houve a ocorréncia de nao-convergéncia para um valor 6timo, noés
continuamos com a simulagao até obtermos 5000 réplicas para as quais o procedimento de
maximizacao da log—verossimilhanca alcangou convergéncia. A taxa de falha é definida
como (N — 5000)/N, onde N é o ntumero total de réplicas até a obtengao das 5000
convergéncias.

A partir da definicao das quantidades (3y, 31, 0, a e da geragao das varidveis aleatorias
e;’s e x;, obtemos as variaveis dependentes z;’s, onde cada z; ~ SN(fy + [rz;, 0, ).
A funcao de log—verossimilhanca foi maximizada utilizando-se o método de otimizacao
nao—linear BFGS, através da fungao MaxBFGS, que esta implementada no pacote Maximize
da linguagem de programacao 0x. Os valores de (3, /1,0 e a que maximizam a funcao
de log—verossimilhanga sao as estimativas de maxima verossimilhanca BO, Bl, o, e & dos
pardmetros do modelo de regressao normal assimétrico. A partir das estimativas obtidas,
calculamos as estimativas dos vieses de segunda ordem B (é) e, a seguir, as estimativas
corrigidas 8 = 6 — B(8).

De posse das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo de
regressao (4.1), geramos, para cada réplica de Monte Carlo, 600 réplicas bootstrap, de
forma paramétrica, provenientes de uma distribuicao SN (ﬁo + lei, G,&). A partir das
réplicas bootstrap, calculamos as estimativas dos vieses dos parametros do modelo de
regressio (4.1), e a seguir, as estimativas corrigidas 8 = 0— Bpé(é, 0).

Com o intuito de analisarmos o comportamento dos estimadores apresentados, para
cada tamanho de amostra e para os diferentes valores de «, foram calculadas as estimativas
de viés, viés relativo ! e erro quadrético médio (EQM) baseados nas 5000 estimativas dos

parametros.

10 viés relativo de um estimador ¢ definido como sendo { E(d) — 6} /6.
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4.2 Resultados e Discussao

Nesta secao apresentaremos os resultados das simulagoes referentes a correcao de
viés dos EMV do modelo de regressdo normal assimétrico dado em (4.1). Seja 6 =
(Bo, B1,0,a)" o vetor de parametros do modelo de regressio supracitado. Assim como
denotado nos capitulos anteriores, 0 = (BO,Bl,&,d)T diz respeito aos EMV de 0, en-
quanto que 0 = (Bo, 61,5, @) & atinente aos EMV corrigidos analiticamente via Cox e
Snell (1968) e 8 = (3,, 3,,7,a@)" é relativo aos EMV corrigidos por bootstrap.

Nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 sao apresentados os resultados de simulagao para as esti-
mativas dos parametros de regressao Gy e (J; no caso em que Fy = =2, 1y =2, 0 =1
e a = 3,5 e 10. Podemos observar que no caso onde a = 3, para tamanhos amostrais
inferiores a 200, o estimador [y possui viés, viés relativo, e EQM superiores aos apresen-
tados pelo estimador Bo. No entanto, para tamanhos amostrais superiores a 200, nota-se
que o estimador Bo trabalha de forma eficiente no que diz respeito a reducao de viés e de
EQM. Observe que, em geral, o estimador 3, apresenta menor viés e viés relativo que Bo,
independentemente do tamanho de amostra. Quanto ao EQM, nao observamos grandes
variacoes entre os diferentes estimadores para tamanhos de amostra maiores que 200. Nos
casos em que a = 5 e 10, notamos que, em grande parte dos tamanhos de amostra, os
estimadores (3, e B, possuem desempenho superior a Bo no que diz respeito as medidas
de viés e viés relativo. Os EQM das estimativas produzidas pelos estimadores Bo; Bo e Bo
nao possuem diferencas muito marcantes. Por exemplo, para n = 350 e o = 10 todas as
estimativas do EQM sao iguais a 0.00304.

Com relagao as estimativas do parametro (31, podemos observar que o estimador cor-
rigido por bootstrap, em grande parte dos tamanhos amostrais, possui um desempenho
inferior ao EM'V nao-corrigido. Quanto a corre¢ao analitica de Cox e Snell (1968), percebe-
mos que, para a = 3, tal correcdo nao é eficiente, dado que os valores observados nas
medidas de viés e viés relativo sao superiores aos obtidos pelo EMV nao-corrigido. No
entanto, quando temos valores maiores de o (a« = 5 e 10), notamos que, na maioria dos
tamanhos de amostra, o estimador 51 apresenta um desempenho satisfatorio, diferente-
mente do estimador 3,. Por exemplo, para n = 350 e a = 5, as estimativas de viés
relativo de Bl,ﬁl e Bl sao iguais a 0.00005, 0.00002 e 0.00138, respectivamente. Dessa

forma, o emprego da correcao de viés por bootstrap para o parametro de inclinacao [;
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nao é recomendado.

Embora, na maioria dos casos, os estimadores corrigidos (analiticamente e por boot-
strap) de (y e corrigido analiticamente de [3; possuam melhor desempenho que o EMV
nao-corrigido, percebemos que tais corregoes de viés nao produzem uma melhora signi-
ficativa.

Concluimos que os estimadores Bo e Bl possuem boas propriedades em amostras finitas,
ou seja, os valores estimados dos parametros se aproximam dos verdadeiros valores dos

parametros de regressao.

Tabela 4.1: Estimativas de méaxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-

metros By e fynocasode By =—2, 01 =2, 0=1ea=3.
Estimativas de (3 Estimativas de (3;
n  Estimador Viés Viés Rel  EQM Viés Viés Rel  EQM
50 0 0.06615  0.02205 0.08536 | —0.00359 —0.00120 0.11434
0 —3.77386 —1.25795 4353.15 | —0.00053 —0.00018 0.11429
0 —0.00285 —0.00095 0.08099 | 0.00674 0.00225 0.11437
100 0 0.02094  0.00698 0.03281 | 0.00209 0.00070  0.05422
0 —0.13057 —0.04352 24.3339 | 0.00162 0.00054 0.05422
[ 0.01205  0.00402 0.03252 | —0.00138 —0.00046 0.05422
150 ] 0.00827  0.00276 0.01872 | —0.00124 —0.00041 0.03569
0 —0.08347 —0.02782 30.5652 | —0.00138 —0.00046 0.03569
[ —0.00956 —0.00319 0.01874 | 0.00833 0.00278 0.03575
200 0 0.01064  0.00355 0.01249 | —0.00342 —0.00114 0.02399
0 0.00412  0.00137 0.01182 | —0.00365 —0.00122 0.02399
0 0.00447  0.00149 0.01240 0.00297 0.00099 0.02399
250 0 0.00346  0.00115 0.00905 | —0.00215 —0.00072 0.01836
0 —0.00131 —0.00044 0.00881 | —0.00229 —0.00076 0.01836
[ 0.00387  0.00129 0.00905 | —0.00895 —0.00298 0.01843
300 ] 0.00552  0.00184 0.00775 | —0.00232 —0.00077 0.01438
9 0.00159  0.00053 0.00758 | —0.00251 —0.00084 0.01438
[ —0.00494 —0.00165 0.00774 | 0.00615 0.00205 0.01442
350 0 0.01128  0.00376  0.01298 | —0.00126 —0.00042 0.01224
0 0.00800  0.00267 0.01287 | —0.00139 —0.00046 0.01224
0 —0.00189 —0.00063 0.01286 | —0.00535 —0.00178 0.01226
400 0 0.00552  0.00184 0.00775 | —0.00232 —0.00077 0.01438
0 0.00160  0.00053 0.00758 | —0.00251 —0.00084 0.01438
0 —0.00494 —0.00165 0.00774 0.00615  0.00205 0.01442
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Nas tabelas 4.4, 4.5 e 4.6, apresentamos os resultados da avaliagao numeérica de corre¢ao

de viés dos EMV dos parametros ¢ e a nos casos onde fy = =2, 1 =2, 0 =1ea =3,5

e 10. Percebemos que, embora o EMV do parametro de escala o tenha boas propriedades

amostrais, isto €, possua viés, viés relativo e EQM muito pequenos, a correcao de viés via

Cox e Snell (1968) e por bootstrap, na maioria dos casos, trabalham de forma satisfatoria.

Tabela 4.2: Estimativas de maxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-
metros By e fy nocasode fy=—2,0, =2, 0=1ea=>5.

Estimativas de (3,

Estimativas de (3;

n  Estimador Viés Viés Rel EQM Viés Viés Rel EQM
50 0 0.06136  0.01227 0.05129 | —0.00549 —0.00110 0.08674
0 —1.44626 —0.28925  1603.39 | —0.00170 —0.00034 0.08671
0 —0.04993 —0.00999  0.05003 | —0.00540 —0.00108 0.08674
100 0 0.01032  0.00206 0.01504 | 0.00139  0.00028 0.03637
0 0.00348  0.00070 0.01671 0.00077  0.00015 0.03637
0 0.00692  0.00138 0.01499 | —0.00889 —0.00178 0.03645
150 0 0.00599  0.00120 0.01116 | —0.00034 —0.00007 0.02428
0 0.00206  0.00041 0.01099 | —0.00052 —0.00010 0.02428
0 0.00133  0.00027  0.01113 | —0.00572 —0.00114 0.02431
200 0 0.00206  0.00041 0.00692 | 0.00198  0.00040 0.01605
0 —0.00075 —0.00015  0.00685 | 0.00167  0.00033 0.01605
0 0.00373  0.00075 0.00693 | 0.00005  0.00001 0.01605
250 0 0.00115  0.00023 0.00516 | 0.00126  0.00025 0.01268
0 —0.00111 —0.00022  0.00512 | 0.00107  0.00021 0.01268
0 —0.00745 —0.00149  0.00521 0.00900  0.00180 0.01276
300 0 0.00076  0.00015 0.00438 | 0.00188  0.00038 0.00971
0 —0.00107 —0.00021  0.00435 | 0.00163  0.00033 0.00971
0 —0.00129 —0.00026  0.00438 | —0.00228 —0.00046 0.00971
350 0 0.00581 0.00116 0.00737 | 0.00026  0.00005 0.00834
0 0.00424  0.00085 0.00736 | 0.00008  0.00002 0.00834
[ —0.00112 —0.00022  0.00734 | 0.00689  0.00138 0.00839
400 0 0.00173 0.00035  0.00317 | —0.00120 —0.00024 0.00728
0 0.00033 0.00007 0.00316 | —0.00135 —0.00027 0.00728
0 0.00184 0.00037 0.00317 | —0.00505 —0.00101 0.00730

E importante notar que o estimador corrigido analiticamente nao apresenta um bom de-

sempenho para tamanhos de amostras muito pequenos. Note que, independentemente do
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valor de «, para n = 50, o EQM de tal estimador é muito superior aos EQM apresentados

pelo EMV nao-corrigido e corrigido por bootstrap. Por exemplo, para n = 50 e a = 3, as

estimativas dos EQM de 7,7 e 7 sao 0.03129, 17.6035 e 0.02919, respectivamente.

Tabela 4.3: Estimativas de maxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-

metros By e 5y no caso de By = —2, 1 =2,0 =1¢e a = 10.

Estimativas de [ Estimativas de (3;
n  Estimador Viés Viés Rel  EQM Viés Viés Rel EQM
50 0 0.08083 0.00808 0.04110 | —0.00972 —0.00097 0.06223
0 —1.59408 —0.15941 2506.85 | —0.00537 —0.00054 0.06216
[ 0.02326 0.00233 0.03511 | —0.01391 —0.00139 0.06233
100 0 0.01874 0.00187 0.00938 | —0.00025 —0.00003 0.02228
0 0.01514 0.00151 0.00916 | —0.00101 —0.00010 0.02228
[4 0.00285 0.00029 0.00904 | 0.00763 0.00076  0.02234
150 0 0.00609 0.00061  0.00599 | 0.00355 0.00036  0.01500
0 0.00368 0.00037  0.00595 | 0.00332 0.00033  0.01500
[4 —0.00085 —0.00009 0.00596 | 0.00393 0.00039  0.01500
200 0 0.00256 0.00026 0.00379 0.00078 0.00008 0.00974
0 0.00088 0.00009 0.00378 0.00039 0.00004 0.00974
[ 0.00102 0.00010 0.00379 0.00308 0.00031  0.00975
250 0 0.00312 0.00031 0.00275 | —0.00290 —0.00029 0.00735
0 0.00174 0.00017 0.00273 | —0.00314 —0.00031 0.00735
[4 —0.00106 —0.00011 0.00274 | —0.00109 —0.00011 0.00734
300 0 —0.00010 —0.00001 0.00228 | 0.00173 0.00017  0.00587
0 —0.00120 —0.00012 0.00228 | 0.00141 0.00014  0.00587
[4 —0.00328 —0.00033 0.00229 | 0.00812 0.00081  0.00593
350 0 0.00138 0.00014  0.00304 | 0.00058 0.00006  0.00483
0 0.00042 0.00004  0.00304 | 0.00036 0.00004  0.00483
[4 —0.00079 —0.00008 0.00304 | —0.00444 —0.00044 0.00484
400 0 0.00104 0.00010 0.00166 | 0.00002 0.00000 0.00433
0 0.00019 0.00002 0.00166 | —0.00017 —0.00002 0.00433
[4 —0.00103 —0.00010 0.00166 | —0.00201 —0.00020 0.00433

Contrariamente ao observado nos EMV dos parametros (g, 31 e o, notamos que o esti-
mador de maxima verossimilhanca do parametro de forma « nao possui boas propriedades
em amostras finitas, dado que as estimativas de viés, viés relativo e EQM sao muito altas.

Um fato importante que deve ser ressaltado é que & medida que o parametro de forma
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aumenta, o EQM do estimador de maxima verossimilhanca & também cresce. Percebe-
mos que, para a = 3 e tamanhos amostrais menores que 200, o estimador corrigido via
Cox e Snell (1968) apresenta EQM muito superior aos obtidos pelo EMV nao-corrigido e
corrigido por bootstrap.

Nos casos onde @ = 5 e 10, ocorre um problema similar, sendo diferenciado apenas por
manifestar-se em tamanhos amostrais menores que 150. O mau comportamento de tais
estimadores pode ser explicado observando a matriz de informagao de Fisher K(8). Note
que a informagao sobre a é dada por —ku = nA%(a). Com base na figura 4.1, podemos
observar que quando aumentamos o médulo de «, a quantidade A%(«) fica mais proxima
de zero. Assim, se « é grande, devemos ter um valor de n relativamente alto para termos

informagao suficiente a fim de estimarmos o com uma boa precisao.

0.4 0.5

A22
0.3
|

0.2

0.1

0.0

Figura 4.1: Grafico da quantidade A%(«).
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Observamos que, para pequenos tamanhos amostrais, o estimador corrigido por boot-

strap trabalha de forma eficiente em relacao & reducao de viés. Assim, para pequenas

amostras, recomendamos o emprego da correcao de viés por bootstrap.

Tabela 4.4: Estimativas de méaxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-

metros o e a no casode By = -2, 51 =2, 0=1e a=3.
Estimativas de o Estimativas de «
n  Estimador Viés Viés Rel EQM Viés Viés Rel EQM
50 0 —0.04856 —0.01619  0.03129 0.89085 0.29695 11.1182
g 0.26372  0.08791 17.6035 7.10607 2.36869 19209.1
0 0.01607  0.00536 0.02919 | —0.15926 —0.05309  10.35
100 0 —0.01864 —0.00621  0.01459 0.59821 0.19940 6.80705
6 0.00905 0.00302  0.15582 0.19093 0.06364 122.055
[ —0.00784 —0.00261  0.01431 | —1.11418 —0.37139 7.69059
150 0 —0.00864 —0.00288  0.00856 0.39957 0.13319 3.63552
0 0.00621 0.00207  0.13631 | 0.204031  0.06801 133.01
[ 0.00106 0.00035  0.00849 0.17758 0.05919  3.5074
200 0 —0.00904 —0.00301  0.00632 0.19758 0.06586 1.17157
g —0.00231 —0.00077  0.00604 | —0.01374 —0.00458 0.75163
0 —0.00580 —0.00193  0.00627 | —0.65905 —0.21968 1.56688
250 0 —0.00349 —0.00116  0.00458 0.20441 0.06814 0.77876
g 0.00170 0.00057  0.00447 0.03930 0.01310 0.58374
[4 0.00073 0.00024  0.00457 | —0.26799 —0.08933 0.80879
300 0 —0.00408 —0.00136  0.00395 0.12814 0.04271 0.52819
6 0.00026 0.00009  0.00387 | —0.00124 —0.00041 0.42918
[ 0.00360 0.00120  0.00394 0.03037 0.01012 0.51269
350 0 —0.00635 —0.00212  0.00475 0.08873 0.02958  0.53990
g —0.00266 —0.00089  0.00468 | —0.01993 —0.00664 0.46719
0 0.00288 0.00096  0.00472 0.06021 0.02007  0.53565
400 0 -0.00408 —0.00136  0.00395 0.12814 0.04271 0.52819
g 0.00026 0.00009  0.00387 | —0.00124 —0.00041 0.42918
[ 0.00360 0.00120  0.00394 0.03037 0.01012 0.51269

Para tamanhos de amostra maiores que 200, os resultados de simulacao evidenciam
que os estimadores corrigidos sao altamente eficazes. Tal eficacia nao é restrita apenas a
reducao de viés e viés relativo das estimativas produzidas, mas se estende & diminuicao do

EQM das mesmas. Por exemplo, para n = 200 e a = 10, as estimativas de viés relativo de
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a,a e @ sao 0.31624,0.13234 e 0.07254, respectivamente. Ainda, as estimativas de EQM

das mesmas sao dadas por 91.4574,36.9437 e 81.9832, na devida ordem.

Tabela 4.5: Estimativas de méaxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-

metros o e o no casode By = -2, 51 =2, 0 =1e a=>5.
Estimativas de o Estimativas de «
n  Estimador Viés Viés Rel  EQM Viés Viés Rel EQM
50 0 —0.05804 —0.01161 0.02340 | 1.01041 0.20208  19.4995
g 0.07498 0.01500 6.40787 | 0.47046 0.09409 7346.36
[4 0.05035 0.01007 0.02257 | 5.70363 1.14073  51.0099
100 0 —0.01198 —0.00240 0.00898 | 1.40308 0.28062 20.7737
g —0.00315 —0.00063 0.00867 | —0.72798 —0.14560 7.76156
[4 —0.00340 —0.00068 0.00885 | —0.49194 —0.09839 19.0471
150 9 —0.00778 —0.00156 0.00609 | 1.11355 0.22271 18.0888
0 —0.00207 —0.00041 0.00597 | —0.17863 —0.03573 5.16099
[ 0.00095 0.00019 0.00603 | —0.95938 —0.19188 17.7693
200 0 —0.00364 —0.00073 0.00443 | 0.73891 0.14778 10.6378
9 0.00064 0.00013 0.00439 | —0.03413 —0.00683 4.52676
[ —0.00334 —0.00067 0.00443 | 0.42888 0.08578  10.2758
250 0 —0.00310 —0.00062 0.00338 | 0.49874 0.09975  3.44447
g 0.00032 0.00006 0.00336 | 0.01486 0.00297  1.8849
[4 0.00305 0.00061 0.00338 | 0.01804 0.00361  3.19605
300 9 —0.00324 —0.00065 0.00294 | 0.41749 0.08350  2.54949
0 —0.00039 —0.00008 0.00292 | 0.03417 0.00683  1.5784
[ —0.00015 —0.00003 0.00293 | 0.08576 0.01715 2.38254
350 0 —0.00373 —0.00075 0.00318 | 0.31171 0.06234 1.92501
0 —0.00129 —0.00026 0.00316 | 0.00003 0.00001  1.39815
[ 0.00069 0.00014 0.00317 | —0.04780 —0.00956 1.83013
400 0 —0.00176  —0.00035 0.00216 | 0.28275 0.05655 1.45074
g 0.00039 0.00008 0.00215 | 0.01668 0.00334 1.09107
[4 0.00022 0.00004 0.00215 | —0.98791 0.19758 2.34676

Outro fato que pode ser notado, com base nos resultados da avaliagao numeérica de
correcao de viés, é que o EMV do parametro de forma « tende a superestimar o verdadeiro
valor do parametro, dado que todos os resultados obtidos mostram viés positivo, com
excecao de um caso (n =50 e a = 10).

Dessa forma, a correcao de viés do EMV do parametro de forma o torna-se muito
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importante. Para efetuar tal correcao, sugerimos o emprego do estimador corrigido por
bootstrap se o tamanho amostral ¢ menor que 200. E para outros casos, recomendamos
fortemente a utilizacao do estimador corrigido analiticamente via Cox e Snell (1968), o
qual apresenta, no cenario em discussao, todas as estimativas de viés e viés relativo, com
exce¢ao de um caso (n = 200 e a = 10), e todas as estimativas de EQM, sem excecao,

menores que as apresentadas pelo EMV nao-corrigido e corrigido por bootstrap.

Tabela 4.6: Estimativas de maxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas dos para-

metros 0 e a no caso de By = -2, 51 =2, 0 =1e a=10.
Estimativas de o Estimativas de «
n  Estimador Viés Viés Rel  EQM Viés Viés Rel EQM
50 0 —0.07399 —0.00740 0.02214 | —0.81705 —0.08171 34.2103
0 0.05381 0.00538 8.71368 | —5.17018 —0.51702 143454
[ —0.01100 —0.00110 0.01678 0.05789 0.00579  33.5461
100 0 —0.02002 —0.00200 0.00718 277737 0.27774  78.0995
g —0.01356 —0.00136 0.00695 | —5.45438 —0.54544 83.0145
[4 —0.00089 —0.00009 0.00678 0.56843 0.05684  70.7089
150 0 —0.01072 —0.00107 0.00459 3.51681 0.35168 106.035
g —0.00650 —0.00065 0.00452 | —2.97075 — 0.29708 81.7602
[4 —0.00343 —0.00034 0.00448 0.76676 0.07668 94.2549
200 0 —0.00404 —0.00040 0.00338 3.16235 0.31624 91.4574
0 —0.00088 —0.00009 0.00338 | — 1.32335 —0.13234 36.9437
[ —0.00320 —0.00032 0.00338 0.72537 0.07254 81.9832
250 0 —0.00273 —0.00027 0.00264 2.56996 0.25700  70.0661
0 —0.00020 —0.00002 0.00263 | —0.55217 —0.05522 17.9073
[4 —0.00023 —0.00002 0.00263 0.91349 0.09135  64.2959
300 0 —0.00252 —0.00025 0.00228 2.27603 0.22760 63.0355
0 —0.00041 —0.00004 0.00227 | —0.17485 —0.01749 20.3519
[4 0.00031 0.00003 0.00227 1.10782 0.11078  59.0824
350 0 —0.00233 —0.00023 0.00210 1.74024 0.17402  41.0000
0 —0.00051 —0.00005 0.00209 | —0.03217 —0.00322 17.1723
[ —0.00313 —0.00031 0.00210 | —1.60484 —0.16048 40.5471
400 0 —0.00200  0.00020 0.00169 1.44658 0.14466  26.5398
0 —0.00041  0.00004 0.00169 0.07407 0.00741  8.34100
[4 —0.00203  0.00020 0.00169 | —8.34879  —0.83488 94.1496

Com o intuito de ilustrar o comportamento do EMV e dos estimadores corrigidos via
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Cox e Snell (1968) e por bootstrap do parametro «, construimos um grafico onde sao
apresentadas as densidades estimadas, via kernel, a partir 5000 estimativas obtidas, para
cada um dos estimadores considerados, no caso onde n = 250 e o = 10. Tal grafico é
apresentado na figura 4.2. Denotamos o estimador corrigido analiticamente via Cox e
Snell (1968) por EMVCS e o estimador corrigido por bootstrap por EMVBOOT. Observe
que as médias das estimativas produzidas pelos estimadores corrigidos sao inferiores as
produzidas pelo EMV. As médias dos EMV, EMVCS e EMVBOOT sao 12.56996,9.44783
e 10.91349, respectivamente. Assim, é notorio que a corregao de viés desloca a distribuicao
do EMV na direcao do verdadeiro valor do parametro a. Observe que o EMVBOOT
desloca a distribuicao do EMV sem afetar muito a estrutura de variancia. J4 o EMVCS
nao s6 desloca a distribuicao, como também altera a estrutura de variancia de tal forma
que as estimativas fiquem mais concentradas em torno do verdadeiro valor do parametro

o = 10.

— EMV
g _ --- EMVCS
o ---- EMVBOOT
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Figura 4.2: Gréfico das densidades estimadas do EMV, EMVCS e EMVBOOT para
a =10 en = 250.
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Na tabela 4.7 sao apresentadas as taxas de falha observadas em cada cenario conside-

rado na avaliagao numérica.

Tabela 4.7: Taxas de falha observadas nos diversos cenérios considerados.

Tamanhos amostrais (n)
o 20 100 150 200 250 300 350 400
3 0.1218 0.0174 0.0010 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
5 0.3508 0.0658 0.0136 0.0018 0.0012 0.0004 0.0002 0.0000
10 1.1212 0.3560 0.1342 0.0624 0.0216 0.0104 0.0036 0.0022

Percebemos que podem ocorrer problemas de convergéncia, principalmente quando o
tamanho amostral é reduzido e o parametro « é grande. Porém, quando n aumenta, este
problema tende a desaparecer. Por exemplo, para n = 150 e a = 5, n6s observamos
que a taxa de falha é de 0.0136, ou seja, tivemos problemas de convergéncia 68 vezes,
precisando de 5068 réplicas para obtermos as 5000 estimativas. No caso de n = 350 e
a = 5, o nimero de nao-convergéncias foi reduzido a 1, produzindo uma taxa de falha de

0.0002.
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CAPITULO b

Aplicacdes e conclusdes

Neste capitulo, apresentamos duas aplicacoes do modelo de regressao normal as-
simétrico. Os conjuntos de dados utilizados foram extraidos de Ezekiel (1930) e Prater
(1956), os quais sao referentes as distancias percorridas por carros desde o momento da
frenagem até sua parada e a proporgao de petroleo cru que é convertido em gasolina apos

a destilacao e fracionamento, respectivamente.

5.1 Distancias percorridas por carros desde o momento
da frenagem até sua parada

Utilizamos os dados referentes as distancias percorridas por carros desde o momento
da frenagem até sua parada, os quais tém como covariavel a velocidade em que o carro
se encontra antes da frenagem. As distancias percorridas e as velocidades sao medidas
em pés (ft) e milhas por hora (mph), respectivamente. O nimero de observagoes de tal

conjunto de dados é n = 50. O modelo ajustado foi

dist; = Bo + (rspeed; +¢;, i=1,...,50, (5.1)

onde dist; e speed; correspondem as i-ésimas distancias percorridas e velocidades antes
da frenagem, respectivamente. Assumimos que os ¢;’s sao variaveis aleatorias regidas por

uma distribuigdo SN (0, o, ). As estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros
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do modelo de regressao 5.1 e suas versoes corrigidas analiticamente via Cox e Snell (1968)
e por bootstrap sao apresentadas na Tabela 5.1. Um fato que deve ser ressaltado é que as
versoes corrigidas dos EMV sempre apontam na mesma dire¢ao. Este fato indica que os
estimadores corrigidos estao trabalhando de forma a reduzir o viés. Mais especificamente,
as estimativas corrigidas dos parametros [, e a indicam que as estimativas de maxima
verossimilhanca de tais parametros estao superestimadas. Por outro lado, as estimativas
corrigidas dos parametros de inclinagao () e de escala (o) indicam que as estimativas

de maxima verossimilhanca dos mesmos estao subestimadas.

Tabela 5.1: Estimativas de maxima verossimilhanca e suas versoes corrigidas; dados de
distancias percorridas.

Parametros EMV EMVCS EMVBOOT

Bo —25.92804 —26.28965 —28.72346
B 3.30412 3.30680 3.33175
o 23.72400 24.17027 25.42527
o 4.34865 2.94933 3.50036

5.2 Proporcao de petroleo cru

Consideramos os dados da proporc¢ao de petroleo cru que é convertido em gasolina apos
a destilac¢ao e fracionamento (o0il), os quais s@o a variavel de interesse. Como covariavel
temos o grau API do petroleo cru (api), o qual é uma forma de expressar a sua densidade
relativa. O grau API do petréleo cru varia inversamente a sua densidade relativa. Outras
covariaveis sao a pressao de vapor do petroleo cru (press), que é uma medida de tendéncia
de evaporacao do petroleo cru, e ainda, as temperaturas, em Farenheit, em que 10% do
petréleo cru (tempten) e toda a gasolina (temp) sdo vaporizados. Tal conjunto de dados
é provido de n = 32 observagoes. Note que a varidvel resposta se trata de uma proporgao.
Assim, como sugerido no capitulo 2, aplicamos a transformacao logistica a esta variavel.

Logo, definimos o modelo da seguinte forma

log <1 — oil-) = [o + Brapi; + PBopress; + Bstempten; + Batemp; + &, (5.2)

onde ¢ = 1,...,32. Supomos que os g;’s tém distribui¢ao SN (0,0, ). Apresentamos
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na tabela 5.2 as estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros do modelo de

regressao 5.2. Notamos que as estimativas de maxima verossimilhanga do vetor de para-

metros 3 = (fy, - . .

corrigidos, da mesma forma como observado na avaliagdo numérica. Assim, a corregao de

,34)" e de o nao diferem muito daquelas produzidas pelos estimadores

viés dos EMV dos parametros de regressao e escala nao sao muito necessérias. Entretanto,
a correcao de viés do EMV do pardmetro de forma « é recomendada. Note que a maior
diferenga entre os EMV dos parametros do modelo de regressao e suas versoes corrigidas
reside nas estimativas do pardmetro «. Ainda, com base nos resultados da avaliacao

numérica, a utilizacao do estimador corrigido por bootstrap ¢ mais indicada.

Tabela 5.2: Estimativas de méaxima verossimilhanga e suas versoes corrigidas; dados de
proporc¢ao de petréleo cru.

Parametros EMV EMVCS EMVBOOT
B —2.86107 —2.83070 —2.74428
1 0.00276 0.00290 0.00339
(s 0.05568 0.05524 0.05223
03 —0.01059 —0.01062 —0.01070
04 0.01110 0.01110 0.01114
o 0.26641 0.29227 0.29778
Q —1.84622 —1.30983 —2.26362

5.3 Conclusoes

Neste trabalho, apresentamos caracteristicas e propriedades do modelo de regressao

normal assimétrico.

Adicionalmente, fornecemos uma alternativa para modelar dados

que sdo restritos ao intervalo (0,1). A alternativa apresentada consiste basicamente em
transformar a variavel resposta de tal forma que esta assuma valores em toda a reta
(transformagao logistica) e substituirmos a usual suposi¢ao de normalidade dos erros pela
suposicao de que os erros tém distribuicao normal assimétrica.

Derivamos expressoes de forma fechada para os vieses de ordem O(n™!) dos EMV
do modelo de regressao normal assimétrico, as quais permitem a remocao do viés de
segunda ordem dos EMV dos parametros do modelo supracitado. Ainda, mostramos que

o viés de ordem O(n™') obtido através da formula geral de Cox e Snell (1968) pode ser
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encontrado a partir de uma regressao de minimos quadrados generalizados, o que facilita o
seu célculo. Apresentamos a metodologia de correcao de viés dos estimadores de maxima
verossimilhanca por bootstrap paramétrico. Adicionalmente, apresentamos, no Apéndice
A, boas aproximagoes para as quantidades da forma A7(«), as quais sd@o necessarias
para o calculo dos vieses de segunda ordem dos EMV dos parametros do modelo de
regressao normal assimétrico. Tais aproximagoes sao de facil calculo e diminuem o custo
computacional.

Os resultados das simulagoes de Monte Carlo mostram que as corregoes de viés sao efi-
cazes. Embora tais corregoes trabalhem reduzindo o viés dos EMV, percebemos, que para
os parametros de regressao e escala, as estimativas produzidas nao apresentam uma forte
melhoria, indicando que os EMV desses parametros tém boas propriedades em amostras
finitas. Entretanto, no caso do parametro de assimetria «, as estimativas de méaxima
verossimilhanga se apresentam muito viesadas, e as estimativas corrigidas produzem uma
melhora significativa. Mais precisamente, para tamanhos amostrais menores que 200, a
corre¢ao por bootstrap trabalha de forma mais satisfatoria, enquanto que para tamanhos
de amostra maiores que 200 o estimador corrigido analiticamente via Cox e Snell (1968)
apresenta um desempenho superior aos dos estimadores de méaxima verossimilhanca e de
sua versao corrigida por bootstrap. Assim, recomendamos fortemente a correcao de viés

do EMV do parametro de forma a.
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APENDICE A

Aproximacdes

Neste apéndice, apresentamos aproximagoes para algumas quantidades da forma A”'(«),

as quais sao definidas como

A™(0) = B, [ATwr] = / A2 (w:) By sy (A1)

—o0

As quantidades para as quais apresentamos aproximagoes sao A3(a), A3(a), A3(a),
Ad(), A%(a), A3 (), A3(a), A2(a) e A%(a). As aproximagoes propostas foram desenvolvi-
das para valores de « diferentes de zero, dado que A”*(0) pode ser obtida sem recorrer a
métodos numeéricos. Notamos que, para valores pares (impares) de m, as fungdes A («)
sdo pares (impares). Desta forma, a partir de tal observac¢ao, primeiramente as aproxi-
magcoes foram obtidas para valores positivos de «, e, posteriormente, generalizamos as
mesmas para valores negativos de a.

As aproximagoes foram obtidas através de modelos de regressao da forma

A™(a) = Boa™ (1 4 a?)™2. (A.2)

Observe que tal modelo se torna linear através da transformacao logaritmica

log A™(a) = By* + B loga + B log(1 + a?), (A.3)
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onde (y" = log By. Note que o modelo A.3 considera o > 0. Utilizando a informacao de
que para valores de m pares (impares) as fungoes A («) sdo pares (impares), obtemos as

seguintes aproximacoes:

Ad(a) = exp{—0.2172 + 0.21741log |a| — 0.5692log(1 + a?)}

Ad(a) = —sinal(e)exp{—0.0320 + 1.08521log |a| — 1.5257 log(1 + a?)}
Ada) = exp{0.3360 4 0.45811og |o| — 1.6676log(1 + a?)}

A¥a) = —sinal(e)exp{1.1627 4+ 1.1295log |o| — 2.5415log(1 + o?)}
Al(a) = exp{—0.3670 + 0.0411log|a| — 0.51121og(1 + a?)}

A%a) = —sinal(e)exp{—0.7260 + 0.9769log |a| — 1.4927log(1 + o)}
Ala) = exp{—0.2199 + 0.11101log |a| — 1.5335log(1 + o?)}

Al(o) = —sinal(e)exp{—0.3460 + 0.9647 log |a| — 2.4880log(1 + o)}
A¥a) = exp{1.0023 4 0.1678log |o| — 2.55441og(1 + a?)}

A regressao foi feita para valores de « variando no intervalo (0.01,12). O ndimero de
observagoes utlizadas para estimar os parametros do modelo (A.3) foi 11991.

Com o objetivo de avaliarmos as aproximagoes propostas, construimos graficos das
fungdes A(«), obtidas através de integragdo numeérica, e suas respectivas aproximagoes.
Apresentamos, também, os coeficientes de determinacao R? obtidos pelos ajustes dos
modelos que deram origem as aproximagoes.

Podemos observar, através dos gréaficos, que as aproximacoes fornecidas trabalham de
forma eficiente, pois sao muito proximas dos valores obtidos por integracao ntmerica.
Outro indicativo de que as aproximagodes propostas sao boas estd presente nos valores
obtidos pelos coeficientes de determinacao R?. Notamos que as aproximacoes onde m é

impar trabalham de forma mais satisfatoria que aquelas onde m é par.
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Figura A.1: Grafico da quantidade A}(«) e sua aproximagao.
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Figura A.2: Gréfico da quantidade A?(a) e sua aproximagao.
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Figura A.3: Gréfico da quantidade A3(a) e sua aproximagao.
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Figura A.4: Grafico da quantidade Aj(«) e sua aproximagao.
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Figura A.5: Grafico da quantidade AZ%(«) e sua aproximagao.

N

S 2
— Al2 R“=0.9999
- - - Aproximagao

|

o

o

S -

—

d —

]

N

S -

I

-10 -5 0 5 10

Figura A.6: Gréfico da quantidade A?(a) e sua aproximagao.
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Figura A.7: Gréfico da quantidade A3(a) e sua aproximagao.
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Figura A.8: Grafico da quantidade A%(«) e sua aproximagao.
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Figura A.9: Gréfico da quantidade A%(a) e sua aproximagao.
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APENDICE B

Calculo dos Momentos

A fungao de log-verossimilhanga, para o modelo de regressao normal assimétrico, a

menos de uma constante, tem a seguinte forma:

. i — X . i — X
I(B,0,a) = —nlogo+ Zlog¢ <%) + Zlog@ (au>
i=1 =1

o

= —nlogo + Z log ¢(w;) + Z log ®(aw;),

=1 =1

onde ¢(-) e ®(-) sdo, respectivamente, a fun¢do densidade e a fungdo de distribuigao
zi—XiT,B

acumulada da variavel aleatéria normal padrao e w; = =—

As seguintes derivadas serao de grande valia na simplificacao dos célculos:

)
g

Ja oo

ow; 2 2z — X' RYE - X W
o Oc o o o o
0

(%)i 0 Zi — X;rﬁ .
oeR oJes ( o ) B

o4



Alguns resultados importantes:

AP (aw;),

= —aw;A;,

w;/2)(=1/2)(2w;) _

(27)~1/2 exp(

) R

925/(04%) = —aw;p(aw;).

wi/2)(2m) % exp [(~

e
oo UV 2T
—1/20 e b:\/g,
T

Olaw;) A = ¢law;) =
Plaw) _ —awdlaw)
B(aw, Bl
¢lwi) _ (2m) 7 exp(=
¢(w;)
Logo,
E[A] = / Qsozwz
B /OO (2m) "2 exp (—
- %/_Zexp {—%w
< w6
- U{T%:\E(Hoﬂ)
= b(1+a?) V2
P = [ doe)
= bu/_oo u\/_
P = [ 2o

:bu/

U\/_

25

@%M%—2/wM%WWMMw

aw;)? /2] dw;

(1+a )} dwi;  Seu = (1 +a?)71/2,

u\/2m
T

22¢ (wi) P (aw;)dw; = 2/00 wlp(w;)o(aw;)dw;

1w
exp{ (2)}dwz—bu = b(1 +a?)73/2.

42¢> (wi)P(aw;)dw; = 2/00 wid(wi) o aw;)dw;

|- (5)] 2 -

54'4 3b 3b(1 5/2
UL = u’ = 3b(1 4 o)/,



V r impar, temos:

o) = [ & Ha 200w Plow)ds; =2 [ wloluo(ow)do
= bu/_oow u\/_exp[ 1 (C;Z) ]dwz—O

Elw;] = ba(1l + a?)~1/2,

00 0 00
E[WZQ] = /_ %22@5(%)@(04%)61%’:/ 2wz‘2¢(wi)q>(awi)dwi+/o 2wz‘2¢(wi)q>(awi)dwi

Sez; = —w;, -
7] / 26(z) <az>z+/0 22(z2)B(az)dz / 26(z)[1 - B(az)|dz

T2 . Nz — - 20(2:)dz: = ~ 20(2)dz: =
+ /0 22;0(2)P(az;)dz; /0 2220(2;)dz; /_OO zip(zi)dz; = 1.

Algumas derivadas importantes

0A; 0 [dlaw)]  —2Xiud (aw;)P(aw;) + & X d(aw;)d(aw;)
a6, 9B, [(I)(awi)} N D2 (aw;)
_ oy ¢ (aw;) Lo *(aw;)

o T D(aw) | o T2 (aw;)

2
= _gXir(_awiAi> + gXirA? = a_XirAiwi + gXirA?,
o o o o

0A; 0 [ dlaw;) _ —fwid (aw;) P(aw;) + Swid(aw;)d(aw;)

oo Jo |Plaw;)| P2 (aw;)
el o o) e e o
T o(aw) " o S aw) uilawilhi) & Zwilly = TAwi+ AW

0A; 0 (olaw;)\  wid(aw;)P(aw;) — wip(aw;)d(aw;) ¢ (ow;) & (aw;)
O dav ((I)(ozwi)> B D2 (aw;) witb(awi)
= wi(—awid;) — wA? = —Alw; — alw?.
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Calcularemos, agora, as derivadas de algumas fungdes, as quais foram definidas em (2.21):

dA2(a)
do

dA2(a)
da

e 152) = 4o ([ at2stae(aw)a)

2 %[A?m)@(_:wi)]}wi -2 {¢<wi>% [A20(awy)] } e
2 /_ Z d(w;) {QAZ-(I)(ozwi)iéi + A2 d(b((izwi) } duw;

2/ P(wy) {28,®(aw;) [~ Aw; — aAiw?] + Afg(aw;)w; | dw;

2/ P(w;) { —2A%w;P(aw;) — 20A7w; (aw;) + Afw;d(ow;) } dw;

—4 /00 A3w;ip(w;) P (aw;)dw; — 4/ aA?w2 p(w;) P (aw; ) dws

—00 —0o0

2/00 A?w@(%)ﬁb(awi)dwi

—2B[Adw;] — 2aE[AZW?] +/ AZw;26(w; )P (aw; ) dw;
—2B[A%w;] — 20 E[A2w?] 4 E[Adw)]
—Aj(a) — 2043(a),

E[Aw;] = % {/00 A?wi%(wi)@(awi)dwi}

—00

2 [ [atstetew)] fdu =2 [ ot { 5 [A0(awn] b
2 [ oo {20,000 G + Mliad(aws) | do

do

2/ 20 w;d(w;) P (aw;) [~ AZw; — aAw?]dw; + 2/00 A2w?d(w;) o (aw;)dw;

—00
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_ / " AR226(w1)®(ows)dws — 20 / " A2 (1) D (ows)dws

—00

+ / A2022¢(w;) b (aw;)dw;

= —2E[Afwf] — QaE[Afu)S’] —|—/ Af’w?%(wi)@(awi)dwi
= 2E[A3W7] — 2aE[A2W7] + E[A W]
= —A(e) — 2045(w),

dA () 2,21 202
- - d_EA {/ Asw;2¢0(w;) awi)dwi}

= 2 [ {4 [attoaan)] | au
= 2 [ {opan g (%2 + Al ol blaw)] b

_ 9 /_ ) {B(w)®(aw;) [28,02(— A2w; — aAw?)] + A20? [$(w;)d(aw;)w;] } dw;

_ / " {200l ®(0w) — 20A8%6(w)P(0w,) + Ao (w)d(aw)
— —2B[AW] - 20E[A%] + B[AN]
= —243(a) — 2a42(a) + A3(a) = —A3(a) — 2aA2(a).

Derivadas da funcao de log-verossimilhanca

Derivadas de primeira ordem

ol(B, 0, )
9,

0
log ¢(w;) + Z R log ®(aw;)

c%zl 80sz

%o
_Zl (I)

o8



Xir
o

_0l(B,0,a)
Uo = do

_ Z Qs (%)Z Z gb 30sz

= ——+ Zw ——ZA%,
ol(p,0,a)

Vo = O

— P(aw;)
Z O (aw;)

Derivadas de segunda ordem

021(0)
aﬁraﬂt

= aﬂt ( ;erwz ZXZTAZ>
= _ZXZT‘ ZX’L’!‘

n

= 012 X Xi (1+ a®Ajw; + ?A7) |
=1
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5% (O‘l il:Xirwi> — ozaga (Ul zn:XirAz)
1 < . wi 1
i 2 Xt | 3% (-7) ;] o

% Z Xir (—Zwi + al\; — QQA?wi — oz3AZwi2) ,
i=1

921(0)

Ura = 00,0c
S
- aa 0’@21 wmnre — r 1

1 n
= — Z X”«(—Az + 042Al-wi2 + ozA?wi),
o

i=1

60




0-2

Uao

B 021(0
T dado
a n
= Ajw;
Jo (; w)
=y (e D - B
o 177 1 o
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Derivadas de terceira ordem

o PUBo)
" 08,0608,
_ 9 1nX»X- 1 — o’ Ajw; — a?A?
- aﬂu ;121 ir zt(_ — W — o z)
1 < o) %)
= 3 XirXit | =—(— 3Ai i) — 2A2
o2 p t |:aﬁu( o w) aﬂu(a z>:|
1 ¢ 5 [0 2 @ 2 Xiu 2 0 \2
1 5 4 3
= — Z XirXit [_a_XiuAiwg - a_XiuA?Wi + a_AiXiu:|
0% = o o o
1 < ) o? a 5
- 3 ;XirXit {20& A; (;XiuAiWi + ;XiuAi):|
1 n
= E Z erthXw (—045Azwi2 — 3a4A?wi + OZ3A1' — 20[3A§) s
i=1
>PU(B, 0, )
Urte = 5 a7
aﬁraﬁtaa
_ Y Ly X X (1 A N2
= 9 —EZ X (1 + a”Ajw; + a”A7)
— Z X Xir (1 + a®Ajw; + a? A7) — Z XWXlt (@®Ajw; + a?A?)

=1

1 n
= ; Z erth(Q + 2053A2‘(UZ‘ + 20[2A12) —

1 & 2 1 2 202
- =) XX [ (gA?wf + a—Aiwf — —Aiwi) + a? (—aAfwi + iA?w?)}
0? ‘= o o o o o
1 n
= — Z Xin Xt (2 4+ 202 Ajw; + 202 A7 — o' A?w? — o’ Ajw? + o Ajw; — 203 Adw; — 2a4A?wf)
- <

= — Z X Xt (2 + 207 A2 + 30 Ajw; — 20° Adw; — 3a*A2w? — o Aw?),
o
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&U(8,0,0)
03,00, 0c

| 1<
B [_; Z XirXu(1+ o Aw; + a®A)
=1

Urta =

da

n

1
=~ Xir X {

i=1

a 3A i 2 A2
OQ(Q Azwl) + aa/(a Az):|

1 n
) ZXz‘er’t {3042Aiwi + &’ [wi(—Afw; — aAw?)] + 20A7 + 202 A (—Aw; — aAiw?)}
o
=1

1 n
_ - ZXirXit(3a2Aiwi - Oé4Al'w3 - aBA?w? _ 2053A?u)i2 — 2OJ2A?W1' + 2aA?)
g

%
i=1

1 <& :
_ __22 :XirXit(3Oé2Aiwi — oA} — 303 A2} — 207 Adw; + 2aA?),
o
i—1

&Up,0,0)

Urao = 8@002

0 [1 u
= — —E Xir(—2w; + al; — a?A2w; — a*Aw?)

2 wr (2 (2 7 K3 1
do | 0% =

2 n
- T3 Z X (—2w; + al; — *Ajw; — a®Awy)
g
=1
1 & 0 272 3 2
+ — ZXW %(—20)1 + (l/Ai — Aiwi —Q A’sz
o
=1

2 n
- o Z Xir(—2w; + al; — *Aw; — o’ A7)

i=1

n % ZX" {_2 (—%) + « <%A?wi + %QAZ'W?)}
e (B ) (2]
o (et ety e ()]
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U?"O'Oé

1
ol

1
o8 4

1

o3

n
Z Xir(dw; — 2a\; + 2042A? + 2043Aiwi2 + 2w; + a2A? + a?’Aiwf — 2043Af’wi2)
i=1

Z Xir(—20*Aw? + a2 A2w; — o* AW} — o°Ajwf + 203 Ajw?)
=1

Z Xir(6w; — 2aA; + 4a2A3wi + 5a3Aiwl~2 — 2a3A?wi2 - 3a4A$w§’ — oz5Aiwf),

=1

*U(B, 0, )
96,000
0 [ 1 Z Xir(—Qwi + OZAZ' - 042A22wi - asAiwf)
=1

Oa | o2

U5y (9 0y — 2 2azo) - 2 (adan?
o2 ;X@T {aa(aAz) (a”Ajw;) P (@”Aw;)

~ da a

- 5 X {[A + a(~A%, — adw?)] - 208%; — ? [2Aw(~ Ak, — abw?)]}
=1

% z”: X {302 A7 + aP|w? (—A2w; — aAw?)}
=1

% zn: Xir(Ai = aAfw; — oA} = 2007 w; + 202 AW} + 20° Alw;] — 30”Aw?)
i=1

% Z Xir(@®Afw} + o' Aw)
=1

% Z Xir (D = 3aiw; — 40 A} + 207 Alwf + 30°Alw? + o' A)),
=1

(B, 0, )

Uraoz 8ﬁr a2

0 |1
= % [; Z er(_Az + OCQAZ‘(UZ-Q + OZA?WZ‘)

i=1

RS OA; 0, 5, 0 5
= U;XW[ 5 + 8a(a Aws) + aa(aAiwz)}
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UO’O’O’

1 & ON,;
— Z Xir [A?wi + 304Aiwi2 + OzQw?—
o

1 0 0
— Z X, [A?wi + aljw? + 2aA;w? + o —(Aw?) + A2w; + a—(A?wi)}
o

i=1

Oa oo

. O,
A2 4+ 20 A —-
Oa T 8w 2R 804}

1 n
— Z Xir[A20; 4 3aliw? + 02w} (—A2w; — aAw?) + Alw; + 20l wi(—A%w; — aliw?)]
o

=1

1 n
— E Xir[2A%w; + 3aAw] — 30°Alw? — o’ Aw] — 202307,
o

i=1

>’l(B,0,a)
do3

O e e a0
. ' ; i=1
o (”‘3ZW #203 A= ? ) A% agiA"“’3>
]_ [ 3Z2wl +2aza sz QQZ@ A2 2 3280- AW
2n+62w —4aZAwl+2a ZA +20432Aiw§>
i=1
6Zw + 2« ZaA2w2+a _Aiwi)}

1
o3

OéQ

| =

Q|H
/—’H/—/%/—’H/_\

3 [2A;w? (aA2w; + ?Aw?) — ZA?wf]}

Q

|~

n
=1
3
1

o’ Z(QA?UJ? + a?Aw? — 3Aiw?)}

=

Q

n

(=2 + 12w} — 6aAw; + 60°Afw? + T’ Aw? — 20°Alw? — 30 Alw! — °Aw?)

le —

=1

65



UO’O’Q -

UO’O{&

Jdo20x

a%[% <n—3§w?+2agAiwi—a2iA3w3—a32n:Aiwf>
(29 -25e) 2b5n).

% :QiAiwi—l—Z&i%(Aiwi) —2agA$w§ 2Zaa (A20?)
% -304 ZAw +a32

% QZAiwi—l—ZaZ( Alw? — aAw?) —QQZA ZZ(—QA?LU?—Q&A?QJ?)
[ =1 i=1 i=1 i=1
i n n
% 3a? Z Aw? + o Z (—Aw} — aAwy)
i=1 i=1

% 2 z": Ajw; — 4o z”: Alw? — 5a” Zn: Aw? + 20° z": A?w?)
i=1 i=1 i=1 i=1
% 3a? g A2t 4 ot é Awf) ,

B, o, )
Jdoda?

d [, . . RS
B (%;Aiw5+%ZA?w3 — ;ZAMZ)

0
25 25 25

QQZAw +a22( ) ZH:A?wijag(

Q|+~

QI»—‘
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oo — " Do

En <a3 Zzn; A,-wf’)

1=



Uaoza =

UOCO[OL

Ql— Q|rF

Q|+

2 Z Aw? + o? Z W (—Akw; — aAw?) + Z A2+ 20 Z Aw?(—A2w; — aAw?)

=1

Zwi(—A?wi — alw?)

Li=1

Ja Zn: Aw? — 3a? z”: Alw! — o z": A +2 z": A2w? - 20 z": Afu}?) :
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

>’l(B,0,a)
oo’

e

=1

ERVE

i=1

)
- (;Aiw?+a;8—&(Aiw > ZZ&I (A7w?)
- z": Aw? — a Xn:wf (—Ajw; — aAw}) — 2 2”: A (—AZw; — aAw?)

=1

— i Aw? + 3ai Alw! + Zi Alw? + o i Aw?.
i=1 i=1 i=1 i=1

Calculo de cumulantes

1 n
knw = E[Uy)=E - Z X Xit(1 4 a® + Ajw; — a?A2)
=1
1 n
= —> Z XX {1+ ’E[Aw] + o*E[A]}

1
= — [1+a2A2(a ZXWXM,
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1 n
s Z Xip(—2wial; — a?A2w; — P Aw?)
i=1

= % Z X {—2E[wi] + aE[A}] — &®E[Aw;] — &®E[Aw?] }

Ko = FElU|=FE

= ZX"’ —2ba(1 + )"V 4 ba(1 + )7V — a2 A%(a) — bad(1 + a2)_3/2]
1
= = [—ba(1+a®)7% — a?Af(a) — ba®(1 + )~/ ZX"

- & [—b(l + a2)’1/2 —ba(1+ 042)’3/2 adi(a ZX”“’

o2

Fra = E[Un=FE 1 Xir (=D + ?Ajw? + allw;)
g “
= I3X, {SEIA] + 0 E[Aw?] + aB[AN])
= —{-b(1+a*) " +ba*(1+a?) 2+ adl(a)} Z Xy

_ é{b[a2(1+a2)3/2—(1+04) 2]+ aAi(a }ZX”“’

Roo = EUO’O':E 2
o

:%{ 3ZE +2aZEAwZ i [A202] — oz?’iEAw}
=1 =1
= [n—?m—oz ZAQ

— s 2+042A2( )]

i (n— 3Zn:wi2+2a§n:Aiwi —oz2zn:A?wi2 —agzn:Ai%?’)
‘ i i=1 i=1

= [ 2n — na” A3 ()]
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Rriy

Rrto

oo = EUsal = —aZAw —ZA
= —aZEAw?’]—ZEA? 2] ZAQ
=1 =1
= —ndj(a)
ElUn,) = E % > X XuXi (—0” A} — 3a* Alw; + o’ A; — 20°AY)
=1

1 n
= XXX {—0"E[Aw]] - 30" E[A]wi] + o*E[A]] — 20° E[AY]}
o

=1

1 n

= D XXX {—0a’(1 4 0%) ™ = 30* A} (a) + ba®(1 + *)7/* = 20° A}() }
=1

1

= {ba’[—a®(1 + )32 4 (14 a0V + a®[—30A%(a) — 243 (a ZerthXw

i=1

o’

S {b[(1+a)72 = a’(1+0*) 7] = 3a4}(a) — 24()} ZX,TXan,

1 n
ElUn) =E | = Z Xir Xt (2 + 303 Ajw; — 3atAZw? + 207 AT — 20° Adw; — a5Aiw?)
g
=1
1 n
= D XX {2+ 30°E[Ajwi] — 30" E[A}w]] + 20°E[A}] — 20° B[ Alw)] — o’ E[Aw]]}

1
— [2 = 30" 43(a) + 20 Af () — 20° A} (a Z X5 X,
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n

1
Rrta = E[Urta] =L |- Z XirXit<3a2Aiwi - CV4A7;W? - SCYSAZZCUZZ — 2042A§’wi + QCYAZQ)

02 4
=1

12 Z ‘(zriizt { 30(2E [Azwz] O[4E [Azw?] 3043E[A2 2] + 20[2E[A wz] — 20[E[A2]}
g
i=1

1 n
= 5 Z Xir Xit [30° A3 (@) 4+ 207 AT () — 20 A ()]

_ % [30%A2(a) + 2043 (a) — 24%(a ZX”,XM,

1 n
— Z Xir(6w; — 20A; + 40 AZw; + 50° Ajw?)
o

i=1

Rrooe = E[UTO'O'] =L

%X}%@m%%}a&ﬁﬁ-&&ﬁ)
=1

1 n
= =D Xi {6Bw] - 20E(A] + 40* B[Afwi] + 50’ B[Aw?] — 20° B[Aw]]}

=1
T ZXW{ 30’ E[Alw]] — o’ E[Aw]]}
= LS, [Bha(l+a?) 72— 2ba(l + a?) V2 + 402 A3(a) + Sha*(1 + a?)
g
i=1
1 n
+ 3 ZXir [—2043,43(04) — 3044143(04) — 3ba’(1 + 042)_5/2}
=1
1 n
= <> X, [4a(14a?) 72 4 5ba’(1 4 a*) %2 = 3ba’ (1 + a®) /7]
g
=1
1 n
£ D0 X [40P43(a) — 20843 (0) — 30t ¥ ()]
=1

= S{b[0+a?) T 4501+ 0?) 2~ 30l (1 + ?) 5”}§:XW

+ % [4aAT(a) — 20° A3(a) — 3a° A3 (a)] ZX"’

=1
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Rroa = FlUreal = Z Xir(Aj — 3al2w; — 402 Ajw? + 202 A3w? + 303 A2w? + ot Awy)
= = Z X {B[A)] — 3aE[A%w;] — 40’ E[Aw?] + 202 E[AW?] + 3 E[AZW?] + o E[Aw!]}
= ZX““ (14 a?) Y2 —3aA4%(a) — 4ba*(1 + 042)_3/2}
+ s Z Xir [20°A3(a) + 30 A3 () + 3ba* (1 + 042)’5/2]
i=1

n

— ig {0[(1+ ) =401+ 0*) %2 + 30 (1 + )]} Y X,
o

i=1
1
+ = (30 A3(a) + 20° 4A3(a) — 3a Al (a Z Xir,
1 n
Rraa = FElUrao) = E |— Z XiT(QAfwi + 304Al-wi2 — BaQA?wf’ — a?’Aiwf — QaA?wiz)
o

=1

= = Z Xir {2B[A}w;] + 3aE[Aw]] — 30’ E[Aw}] — &’ E[Aw]] — 2aE[A}w?]}
= — Z Xir 247 (@) + 3ba(1 4+ o)~ 32 _ 302 A%(a) — 3ba3(1 + a?) 752 — 200 A3 ()]

= - {Sba [(1+a®) ™2 — (1 + o) ™?] + 24}(a) — 2a43(a) — 30’ A3(a)} ZX'”“’

Rooo = E[ 0'0'0' =

— Z —2 4+ 1207 — 6aAw; + 602 Afw? + TaPAw?)
o

— —2043A3w3 — 30 A2t — ASAWD
0_3 . [t} (ad'} )

= 013{ 2n+122E —6a;E[AM]+6aQZEA2 2] +7QSZEAW }

=1

1 n n
+ ;{—20[32E[A?w?]—3a4ZEA2 4 5ZEAw }
i=1 i=1
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1
= = [—2n + 12n 4 6na’Aj(a) — 2na® A3(a) — 3na’A3(@)]

n
= [10 + 60 A3 (@) — 20*A(a) — 3a* A3(a)] ,

Rooa = E[Uaaa] =L

% (2 z": Ajw; — da z”: Alw? — 502 z”: Aw? 4 202 z”: A?w?)
i=1 i=1 i=1 i=1

E % (3043 Xn: Ao +at z”: Aiwf’)
i=1 i=1

+

n

1 n n n )
= 2 ElAw] -4 E[A22] — 502 E[AW] +2a%) E[A3W?
25 SR SO B D S NEIRRE) v

i=1 i=1 i=1
{3043ZEA2 4 + « ZEAw }

5 [—4naAi(a) + 2na” Aj(a) + 3na’Aj(a)]

N

Q|3q|r—~ q|+—~
(V)

[204A3( ) + 30 Al(a) — 445(a)],

Roaa — E[ana] =F

%<3aiAiw?—3a2iA?w§1—a3iAiw§>
=1 =1 =1

§<2iAfw?—2aiA?w?)
{3aZEAw ] —3a® ZEN 4 3ZEAw }
{QZEAQ 2] —QaZEA?' 3}

[—3na”Aj(a) + 2nA5(a) — 2nadi(a)]
[

+ B

SHE

242(a) — 20A43(a) — 302 A%(a)]

Q39— Q|
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Raaa = E aaa

ZAW +3aZAfwf+22n:A?w?+a2iAiwf
— _ZE[AiW§]+3aZEA2 4 +QZEA3 I +a ZEAw
1=1 =1

= n[3c_JzAﬁ(a) +2A3(a)].

Derivadas de cumulantes

(u) 8"{rt - 0 1 - —
"= 95, 90 {_F [+ (@) ZX"X“} -

n _9 9
= _[1 + 042A(2)(0z)] ZXiTXit (ao_a > = 0__ 1 + O{2A2 Zertha

i=1 9
(a)_alirt_a 1 2 492 . 1n d 2 42
Ky = Ja 8_a {_E A ZXlT'X’Lt} = _E ;XWXUE [Oé Ao(a)]
1 & ) 2 dAG (@)
= -5 ; X Xt {204140(@) 1o

= —% Z Xir Xt {20414(2)(@) —a?[A}(e) + 204/13(0‘)]}

= 2 [a4(a) + 20° A3(a) — 24%(a ZX,TXU,
o

=1

Ok 0 | «
) _ ro 1/2 2 2\-3/2 42 ,
frd = 95 T 9o {02 [—b(1+a?)” ba*(1 + a”) W H] E Xw}

2
= O;[b(lea) V2 1 ba®(1 4 a?) 72 + aAl(a ZX”,,
o
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Ok 0 | «
Kro' = o O { 3 [ b(1+ o) bo (1~|—a — aAj( E XW}

= ZX““ {— —ba(l +a?)” 1/2} — di [ba®(1 + a2)_3/2} - % [042/@(&)]}

07
- 5 LS X (b [(1+ %72 — a2(1 + 0?7 — b [30%(1 + a2) 2 — 3a(1 4 a2)"7])
i=1
+ % Xn:Xir {—20414%(04) — o[- Al(a) — 204143(04)]}
= ZXW {b[-(1+ )2+ (1 + %) = 3a%(1 4+ a®) % + 30’ (1 + o) ]}

+ Z X {—2aA% (@) + a®Aj(a) 4+ 20°A3(0) }

= = L[ (14 a?) 2 — 202(1 4+ 0®) %2 4 3a'(1 + a?) 7] ) > X

=1
+ %{—20&4%(0&)-1—0&2143 + 2« 3A2 }ZX”"
W OKra
- Okra
K@) = SR = { {b[(1+ a7 = (1+a*)7] + adi(a }ZXW}

= —i{b[a2(1+a2)_3/2—(1+04 2 4 aAl(a }ZX“"’

o2
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Oa '
=1

o _ 0 {% {b[a*(1+a*) 72 = (140%™ + adi(a)} ZXw}
—Zxﬂ{b a1 +0?) 72 = 303(1 + 0) %] + b [a(1 + a?)~¥/2]}
. Z Xip {A} (@) + a [-A}(a) — 2043(0)] }

% {3ba [(1+a®) ™2 — (1 + a®) 7] + A¥(a) — adl(a) — 202 A3(a)} ZXW,

Ok 0 n
w — n 2 42 _
K = — = { . [2“‘0“42(04)]}_0’

0 = G LB e} = R e,
S N ST A
_ _%{zmgm [—Ag(a>—2aAi<a>]}

= =5 [20°43(a) + af() - 243(0)]

Ok
(w _ oo [NQ 9 —
Foa B, [ Ala )} &
Ok 0 [no no
(o) — Zhoa & IR 20y = Y 2
Foa oo oo [ o Az(a)} o? Al

@ = U D[] 2 () ol - 20
= 2 [43(0) - adi() - 2043(0)]
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= A2 =
3. ~og, | @] =0
Ok 0
(U) — Z e = —|— 2 —
Raa 80' ao_[ TLA2<C¥)] 07
Ok 0
(@ _ YHaa _ 2 _ 3 2
W = e = L) = nlAd(a) + 2043()]

Utilizando os resultados acima, calculamos as quantidades a seguir:

1
L = a2 ] e - 24w} 37X XK
=1

Definindo (); como

@ =~ [0 [(1+ 07 — 021 +0?) ) — Bai(a) —243(e)}

20°
temos
W — ko= Q: Z Xip Xt X,
logo, i
> KR { mtu} > RTEMQ, Z X3 X Xiw = Q1 En: > TR X X X
ey e P

= @ Z DR X Y Xk X = Q1 Z ed KX, X KPX,
=1 r tu

=1

= Que] K " Xi(X[ KPX;) = Q1e] KX T 545,

i=1
onde 5 ¢ o vetor formado pelos elementos diagonais de X KPP X' T

Analogamente, temos
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@ 1 _ 2 2 42
Ry _5’%“0 - 0_3 +Oé A ZXW'X’Lt

1
— 2 - 3a*Aj(a) + 20° A (a) — 20° A3 Z X X

203

o

1 3
= = [2@2/1(2)(04) +2-1+ §a4A§(oz) +a?A3(a) — a?A3(a ] E Xir Xit
_ ! 2A2 1 5 142 PA3 E X X;
= ; e 0(0{) + 1+ 50[ ( +« ir<3qt.
Definindo )2 como

1 3
Q2 = s {azA(Q)(a) +1+ 50/543(&) + 04314?(“)} )

temos

o 1
’igt) ’irto Q2 Z erth7

assim,

Z KK { /im,} Z KK Qy Zerth =@ Z Z KR X Xt

=1 nrt
= Qs Z D RTX > KXy = Qo Z el KX, X K%
i=1 r t i=1

= Qoe] KD " XX K7 = Qoe] KPXTX K7

i=1

7



Da mesma forma,

RN

(0%
Kot _Elirtoc = ; [O[A?)( )+2 2A2 _2A2 Zerth

- 53 % [30242(a) + 2043 (a) — 242(a Z X Xy
o
= 5 |adie) + 202 43(0) — 243(0) - Sa*43(@) — (@) + A¥(a }waxn
- 2 2a2Ag<a)_ga2Ag(@>_zA2 T Aa ]Z X X
a r 2
- _2 _AZ :|2erth
o

Definindo ()3 como

obtemos

logo,

2

Qu= 5 | A) - 43|

o2 | 2

@ 10N yox
Kyt _ilirtoc_QSZ:erth

Z 5T Rl { /-i,m} Z KK Q3 Zerth =@ Z Z KK X Xt

=1 rt
Qs Z D RTXp > KXy = Qs Z el KX, X K™
=1 r t =1

Qsel K7 " XX K7 = Qze] KX T XK.

=1

Da mesma maneira, temos

4
— §/<;mu T 953 [ 2+ 3a'A3(a) — 202 A% (a) + 20° A% (a ZerXm
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Definindo ()4 como

Q4 = [—2 4 3a*A3(a) — 20° A3 (@) + 20° AT (a)],

203

obtemos
K'(u) - 1/ﬁzmu = Q4 Y XirXiua
ro 2 ;:

logo,

Z ST U { _ Hrau} Z /isrliqu ZXH"XZU
= Q4 Z Z K'sr"'iauXirXiu = Q4 Z Z '%STXir Z K'UuXiu
=1 r u

=1 ru

= Qi) e/ KPXXTKY = Que] K X, X K™
=1 =1

= Que! KPPXTXKP.

De maneira analoga,

= - [30{2142( ) =+ 20[14:13( — 2A2 Z erqu

g = g
= % |:Ag(04) - &A?( ) - _a2A2 :| ZXWXW
g

Definindo ()5 como

3
Qs = =5 | A2(a) — aAl(a) - Sa’Ad(a)|
o2 2
temos
R(U)_lﬁ =Q Xn:X»X-
ro 9 rou 5 ' <Yy
assim,
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U

Da mesma forma,

logo,

> TR {Hﬁfc‘) n} Zn%w@ ZXWXW

Q5 Z Z ﬁSTﬂauXirXiu = Q5 Z Z KJSTXZ'T Z /iauXiu
i=1 r u

=1 ru

Qs Y el KX XK = Qe[ Ky " X, X[ K"
i=1 =1

Qsel KPP X T X P

CIIE PN o
/ia't - §Hotu - Q4 ;thsz

kST Z /{tu { u) — '%Utu} = /{sg Z /ftuQ4 Z thqu

_ Q4/{sa Z Z K'tuXitXiu _ Q4/{SJ Z Z Xit/{tuX

i=1 tu i=1 tu
n

= Quel K" X[ KX, = Que] K77tr(XKPXT).

=1

Analogamente, temos

assim,

W Lo 0N xox
Rat — §Hatu - Q5 ;XltX’L’UJ

e Z Pt { u) "fatu} = g°“ Z IituQ5 Z Xit X

= Q5™ Z D Xuk" Xy = Qse] K™ Z X KX,
=1

=1 tu

= Qsel KPtr(XKPPXT).
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Dessa forma,

" 1 «Q 2\—1/2 2 2\—3/2 2 -
MO~ S = (140272 200?14 02)2 4 2043 ()] Y X,

|
Q|Q

5 3 -
{ (1+a%)~ 1/2+2a (1+a?)™32 - 2a4(1+a2)‘5/2}}ZX¢T

|
Q|Q

[20[142 —a?Ad(a) — —a3A2 ] ZX”

e
[
{

Q|Q

5 _ 3
(14a?)73/2 - 5@ a?(1+a?) 3/2+§a4(1—|—a 5/2]}29%
+ 04

3A2 :|ZXZT

3 3
[——a (1+a?)73% 4 §a4(1 + a2)_5/2} +a?Ad(a) + Eongg(a)} ZX"'

+
Q|Q

Q|Q

Definindo (g como

1 3 3
Qs == {b {—5042(1 +?) 2 Dat(l+ o?)m} +atAy(a) + 50‘3‘4%(0‘)} !
obtemos
ff - firacr QG ZX“’7
logo,

TR B
r =1

r

= QK" i Z KX = QK i pi XKPe, = Qs K°°1" X KPPe,
j= i=1

= Qpel KPP XT1K.

De maneira analoga,
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1 1 n
RS = ghiree = (b [~(14+0?) 2 = 202(1 4 0?) 2 4 3 (14 0?) PP Y X

i=1

_I_
Q|}_x

[ 20A% () + a? Al () + 20° A3 (« ZX”"

I
Ql,_u

3 n
—1/2 o2 2\—3/2 4 2\—5/2 ,
{b{ 20°(1 4 a”) +2a(1+a) }}E Xir

{

|
Q| =
N o

a3A2 2A3( :| ZXW

Q|,_A

3 12, 93 5/2 2 L 342
b {—5 (1+a?)7 12+ 7 Y1+a%)” 2A1(a) +50 As(a) ZX”.

Definindo ()7 como

K ﬁraa - Q? Z Xz'r

logo,

- Z - { o - R"’a} =KD KT z”: Xir = Q7R z": > RTXG,
" i=1 i=1 7
= QR ZP?XKWGS = Qrel KV XT1K,

i=1

Da mesma forma, temos
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1 - n
ra 5’417“040' = {b[ 1+a —3/2 _ (1+Oé2) 1/2] —FOéA%(Oé)}Zer

=1

_ Ti? {61+’ —4a®(1+0°) 2 + 30" (1 +0°) ]} Y X,

=1

— 2;2 (3 A3(a) + 20°A3(ar) — 3adi(a ZX““

_ 1 1 2\—1/2 2 2\-3/2 93 4 —5/2
- ﬁ{bb(l%—a) +a*(1+a) —504(1—1-04 ZX”“
L ta 2 43 3 340 -
+ = §A1(a) —a“As(a) — 2@ A3 () ZX"'
i=1
Definindo (g como

1 1
Qs = — {b [5(1 +a*) V2 4?1+ a?) 3 — ga4(1 + a2)5/2] }
o
l o o 243 3 540
+ 52 §A1<a) —a”Ay(a) - 504 Az(a) |,

obtemos

fi firaa QS E er )

assim,

ety Z kST {Kﬁz) Klrow} ao Z I{STQ Z er leiaa z”: Z "{STXZ‘T‘
=1 r

T

= Qs p] XKPe, = QsK™*1T X KHe, = Qse] KX T1K™.
i=1
Analogamente, obtemos

o 1 1 . .
Ao = Shraa = — {3ba [(140®) ™2 = a*(1 4 a®) ] + A(a) — adi(a) — 20745(a }ZXW

1 1 1
- {3ba {5(1 +a?) 7= Sa?(14 oﬁ)‘m] + A%(a) — add(a) — 2A2 } ZXW
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Definindo ()9 como
1
Qg = % {3ba [(1 +a?)7¥? — %1+ oz2)_5/2} — azAg(oz)} ,
temos

/f(a K/’I‘Oé()é QQ Z XZ?"’

assim,

K™ Z K" {ﬁgfg) ’iraa} = R Z /{STQQ Z er QQKO@ i Z IQSTXZ'T
=1 r

T

= QoK) pl XK¥e, = Qoe] KPP XT1K

=1

Da mesma maneira,

1 2
KG) = Shave = D24’ 43(a)] - % [10 + 602 A%(a) — 20°A3(a) — 3a*A2(a)]

O'O' 0__
% [—1 —a?Al(a) + o’ Al(a) + ga4Ai(o¢)] :
Definindo Q19 como
o 92 343 § 442

Qo = 1 —aAj(a) + o’ Aj(«) + 5 Aj(a) |,

obtemos
oo EKJUU(T — QIOJ

assim,

oo o so o0 T o 1700
k% K {mfm) - 5/1000} = kK77 Q10 = Q1o€, KPoKe°.

De maneira analoga,

o 1 no 3
K,((TU) ~ Hhosa = 02 [2042A2( )+ aAd(a) - 2A§(a)} =] aA3(a) + 5042142(04) —2A5(a)
3
no
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Definindo )1; como

temos

dai,
SO0, .o (o)
R KR { Rso

Da mesma forma,

1
(o) -
Roao 9 Roao

Definindo Q12 como

Q12:_

obtemos

logo,
K59 (OO {"’igy)
(@) _ 1 n

K:O'Oé - 5'%0'0504 = — [A%(a)

Definindo )13 como

Qu = FA4(04),

1
() _ = =
Roo 2H00a Q117

1
B 5’%;@} = K7 Qu = Quel KK,

no
2

1Ay () - 9 {aAg(a) ¥ 20%A3(0) - 2A§(a)}

no
o2

[—Agm) +ad¥(a) + gamz(a)] |

no

na {—Ag(a) + aAd(a) + %Mﬁ(a)} :

o2

2

1
/ﬁ?g(;) — ZRoac = Q127

2

1
B 5"'0&0} = KK Q12 = Qae, KK,



temos

1
(a) —
R — ZRoaa = )
oo 2 Q13
dai,
1
o e {f@ffg — §/igaa} = K7 KYQ13 = nge;rKﬁ"K‘m.
Analogamente,
1
(0) _ 2 —
Koo 2"30400 Ql?a
dai,

oo

1
P i {H(J) . 51{()‘00} _ /{SOLKUO'Q12 _ Q12€;—KﬁQKUU.

De forma similar,

@
"fﬁw) — s Raca = Ql?n
assim,
1
s, .oa a _ T 1-Ba 17oa
K%K {I{Ew) — 5/1,10,1 = Q13e, K7YK7%.

De maneira semelhante,

1
5552 — 5/%@0 = —g {Ag(a) — adj(a) — gaQAZ(a)} .
Definindo )14 como
e 3 3 542
Qu =2 | 43(e) - asffe) - Jaa)]

temos

1
() _ Z —
Raa 2/101040' Q147
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dai,

Da mesma forma,

1
RE;Q — §/iaaa = n[Ag(a) + 204Ai(a)] -n EaAZ(a) + Ag(a)

no

Definindo Q15 como

no
Q15 = _A421<a)7
obtemos

(@) _ = —
K'oéa 2"1010404 Q157

dai,
sa, .o (o) 1 T r-Ba rraa
KK Kon — 5/%@& = Q56 K7YK*,

De forma similar,

:‘i Iigtg Qﬁ Z th

dai,
S {0 = Sap = >y z Xi = Qo z SR,
= Qeel K77 Z X, K% = Qge] KP° Z pl XKP°
i=1
= Qpel K1TX K.
Analogamente,

/i Hmﬁa Q7 E tha
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assim,

K5O Z R { a) tha} — K5 Z KtaQ7 ZXlt _ Q?KSO Z Z HtaXlt

= Qqel K™ Z XK = Qrel KP° Z pi XK
i=1

= Qrel KP71T X KP~,

De maneira semelhante, obtemos

/’f /ﬁ:ata QS E th>

assim,

K Z k' {’f&? - %Hata} = K Z K7 Qs Zn: Xit = QK™ z”: Z R Xy
t i=1 =1t

t

= Qse] K7 XK = Qse] K7 pl XK = Qge] KP*1TX K"
=1

=1

Da mesma maneira,

ﬁ; - Hozta QQ E th )

dai,

I ) B SCD SR P D) D

= Qqe] K Z X, KPe = Qgel K5 Z pi XKP* = Qoel KP*1T X KPe,

i=1 i=1

Analogamente, temos

" 1 «Q 2\—1/2 2 2\—3/2 4 2\—5/2 -
K = Shoms = —5os Ab[A0+0) 7 45021+ 0?) 7 =30l (14+0?) )} 3T X,

i=1

- 2—[4aA2< a) — 202 A3(a) — 303 A% (a ZXW
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Definindo ()14 como

Qu = —55 (B[40 +0) 72 +50%(1+0%) 72 = 30" (14 a%) 7]}
T [4aA2< )~ 2a2A§<a> — 3a®43(a)]
obtemos
"3( “oau Q16 Z Xius
assim,

K Z k7" { Kb — —ffaau} = k" Z K7 Qe Z Xiu = Q16k™ Z Z K7 Xiu
u i—1 :

= QIGeSTKﬁ“E § mWXiuzQwejKﬁUE XK =Q, GeTKﬂUE pi X K57
j— i=1
= Quee, KP1TXK",

Da mesma forma,

1 1
Foa = hoan = —5 5 {b[(1+a®) 7 = da®(1+a*) 7 + 3a’(1 4 a®) 7] }ZXW

¥ [30242() + 202 A3(a) — 3adi(a ZXW

Definindo ()17 como

Q7 = —LQ {b[(1+a*)™? —4a®(1+a®) ™2 + 3a* (1 + o) 7*?]}
— 2(172 [3a° A3(a) + 20°A3(a) — 3aAi(a)],
temos
’@(m - —/‘Gaau Q17 ZX’HM
dai,

5T Z el { u) 1/{00“1} — K5 Z Kloch17 Z qu Ql,?l{/so' Z Z K,auXiu
=1 u
= Qurel K% Z > KX = Qure] K7 Z X, KB = Qurel K97 zn: p; X K5
= =1 i=1
= Qure] KP71TX K",
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De forma semelhante, temos

H'( Kjaau Ql? Zqua

assim,

5Q Z (OU { u) 1Kaau} — Z KUUQ17 Z qu Ql?ffsa Z Z KauXiu
=1 wu
= Qe K% Z > KXo = Qurel K Z X, K% = Qrel K5 En: pl X KP7
=1 u i=1 =1
= Quel KP1TXK",

Por ultimo,

n

1 1
kY — Sfaau = =5 {3ba [(1+ )32 —a?(1 + a2)75/2} + 247 () — 2a43(a) — 3a” A3 () } ZXW'
o

i=1

Definindo ()13 como

1
Qus = =5 {3ba [(1 + o) — P (1+ 0?) 7] 4+ 243 (@) — 20:43(cr) — 30 A3(a) }
obtemos

’f( "iaau Q18 Z qua

dai,
K Z K™ { (U) ’faau} = K" Z HQUQIS Z qu Q18’€8a Z Z /{auXiu
=1 u

= Quzel K™ Z Z KX, = Qusel KP@ Z X, KPP = Qe KP* i pi XK
i=1 =1

= ngejKﬁaNXKﬁa.
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APENDICE C

Programa de Simulacdo

Apresentamos, neste apéndice, o programa de simulagao utilizado nesta dissertacao. O

programa foi desenvolvido na linguagem de programacao 0x, a qual esta descrita com

mais detalhes no Capitulo 1, segao 1.3.

C.1 Programa Principal

/3 sk ok ok sk sk ok sk ok ok sk o sk o ok ok o ok oK o ok ok oK ok o sk o ok ok R ok oK o ok ok o ok ook o ok ok R ok oK o ok ok K ok ook o ok ok ok ok o oK ok oK oK
Autor: Enio Lopes

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

Programa:Prog_Corregdo.ox

Fungédo:

Correcdo analitica via Cox e Snell (1968) e
corregdo por boostrap dos EMV dos parémetros

de regressdo, escala e forma do modelo de regresséo
normal assimétrico.

Orientador: Prof. Dr. Klaus Leite Pinto Vasconcellos.
ok KKK oK oK ok o KK KK oK oK oK o KK KK oK oK o o K KK oK oK ok o K KK oK ok ok o o KK Kok ok ok ok o K KK ok ok ok o K KKK ok ok ok Rk /

/*Bibliotecas Principais*/
#include<oxstd.h>
#include<oxprob.h>
#include<oxfloat.h>
#import<maximize>
#include<quadpack.h>

#include

"funcoes.ox"

/*Definigdes da simulag8o e do modelo utilizadox*/
const decl rep=2; //Namero de réplicas

const decl p=2; //Numero de parimetros de regressé&o
const decl beta_0=-2; //Valor do par&metro beta_0
const decl beta_1=2; //Valor do parémetro beta_1
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cons
cons

/*Co

main

{

/*De
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl
decl

/*Al
n=(2

t decl sigma=1; //Valor do pardmetro de escala sigma
t decl Bboot=2; //Namero de réplicas bootstrap

rpo Principal do Programax/

O

clarag8o das variaveis locais*/

beta,alpha,b;

thetaini,theta,dfunc,msg;

i,j,k,n,conv,nrep;

hattheta,vieshattheta;
A12,A03,A02,A22,A13,A23,A32,A33,A42,erro,errol;
q1,92,93,94,95,96,97,98,99,q10;
ql1,q12,q13,914,915,916,917,918;
hatsigma,hatbeta_O,hatbeta_1;
wl,W,W_bb,W_bs,W_ba,W_sb,W_ss,W_sa,W_ab,W_as,W_aa;
delta_bb,deltall,delta2l,delta3l;

K,B,invK;
invK_bb,invK_bs,invK_ba,invK_sb,invK_ss,invK_sa,invK_ab,invK_as,invK_aa;
hatB,hatthetacor,vieshatthetacor;

liminf,limsup;

egmhattheta,egmhatthetacor;

hatz,m,hatthetaboot;
erroboot,thetainiboot,msgboot;
vieshatthetaboot,hatthetabootcor;
vieshatthetabootcor,egmhatthetabootcor;

gumas definigdes*/
00]250); //Tamanhos amostrais

b=sqrt(1/(M_PI_2)); //Define a constante b;

alph

a=(315110); //Valores do par@metro de forma alpha

beta=(beta_Olbeta_1); //Vetor de beta’s

/*In
for(

icio do loop para os diversos tamanhos de amostrax/
k=0;k<rows(n) ;++k){

ranseed ("MWC_52"); //Define o gerador de numeros pseudo-aleatdrios de George Marsaglia
ranseed(-1); //Retorna & semente inicial

W_bb=zeros(n[k] [0] ,,n[k] [0]);
x=(1"ranu(n[k] [0],1)); //Matriz de covariaveis

/*Inicio do loop para os diferentes valores de alpha*/
for(j=0;j<rows(alpha);++j){

nrep=0;
i=0; //zerando contador do nimero de réplicas
theta=(betal|sigmalalphal[j][0]); //Vetor de paradmetros do modelo

/*Inicializag8o de variadveis que armazenarfo alguns resultados*/
hattheta=zeros(p+2,rep); //Armazenard par@metros estimados por Maxima Verossimilhanga
hatthetacor=zeros(p+2,rep); //Armazenarad parimetros estimados corrigidos analiticamente
hatthetaboot=zeros(p+2,Bboot); //Armazenarad os par@metros estimados corrigidos por bootstrap
vieshattheta=0; //Armazenard os vieses estimados por Maxima Verossimilhanga
vieshatthetacor=0; //Armazenari os vieses estimados analiticamente
vieshatthetaboot=zeros(p+2,rep); //Armazenard os vieses estimados por Maxima Verossimilhanga
hatthetabootcor=zeros(p+2,rep); //Armazenard os vieses estimados por bootstrap
eqmhattheta=0; //Armazenard o erro quadratico médio do EMV dos par@metros do modelo
eqmhatthetacor=0; //Armazenarad o erro quadratico médio do EMV corrigido analiticamente dos
//parémetros do modelo
hatB=zeros(p+2,rep); //Armazenarad os vieses estimados de determinada réplica de Monte Carlo
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while(i<rep){ //Inicio da simulag8o de Monte Carlo

m=0; //inicializag8o do contador do nimero de réplicas bootstrap
erro=rskewnormal (n[k] [0] ,alpha[j]1[0]); //geragdo dos erros

z=x*betatsigma*erro; //Gerag8o da variavel resposta segundo o modelo definido

thetaini=(invert (x’*x)*x’*z|0.5/0.5); //chute inicial para os par@metros.
msg=MaxBFGS(flogver,&thetaini,&dfunc,0,TRUE); //Maximizag&o da fungio de log-verossimilhanga
if (MaxConvergenceMsg(msg)=="Strong convergence"){ //Verifica se ocorreu convergéncia forte
hattheta[] [i]=thetaini; //armazena os valores estimados dos par@metros do modelo
hatalpha=thetaini[3][0]; //armazena o valor estimado de alpha
hatsigma=thetaini[2][0]; //armazena o valor estimadode sigma
hatbeta_O=thetaini[0] [0]; //armazena o valor estimado de beta_0
hatbeta_1l=thetaini[1] [0]; //armazena o valor estimado de beta_1

/*inicio da corregio por bootstrap*/

hatz=x*(hatbeta_0O|hatbeta_1);
while (m<Bboot){
erroboot=rskewnormal (n[k] [0] ,hatalpha) ;
zboot=hatz+hatsigma.*erroboot;
thetainiboot=(invert (x?*x)*x’*zboot|0.5/0.5);
msgboot=MaxBFGS (flogverboot ,&thetainiboot,&dfunc,0,TRUE) ;
if (MaxConvergenceMsg(msgboot)=="Strong convergence"){
hatthetaboot [] [m]=thetainiboot;
m=m+1;
}//fim-do-se
}//fim-do-while(bootstrap)

/*Calculo dos vieses estimados e estimativas corrigidas por bootstrap*/
vieshatthetaboot [] [i]=meanr (hatthetaboot)-hatthetal[] [i];
hatthetabootcor[] [i]=hattheta[] [i]-vieshatthetaboot;

/*Inicio da correg8o analitica de Cox e Snell (1968) */

liminf=-36/fabs(hatalpha); //Limite inferior para a integrag&o numérica
limsup=36/fabs(hatalpha); //Limite superior para a integragdo numérica

QAGS(al2,liminf,limsup,&A12,&errol); //calcula
QAGS(a03,liminf,limsup,&A03,&errol); //calcula
QAGS (a02,1liminf,limsup,&A02,&errol); //calcula o valor de AO2(alpha)
QAGS(a22,liminf,limsup,&A22,&errol); //calcula o valor de A22(alpha)

o valor de A12(alpha)
o
o
o

QAGS(a13,liminf,limsup,&A13,&errol); //calcula o valor de A13(alpha)
o
o
o
o

valor de AO3(alpha)

QAGS (a23,1liminf,limsup,&A23,&errol); //calcula o valor de A23(alpha)
QAGS(a32,liminf,limsup,&A32,&errol); //calcula o valor de A32(alpha)
QAGS (a33,1liminf,limsup,&A33,&errol); //calcula o valor de A33(alpha)
QAGS(a42,liminf,limsup,&A42,&errol); //calcula o valor de A42(alpha)

/*Calculo das quantidades necessarias para efetuar a correg8o analitica */
ql=((-hatalpha~3)/(2*hatsigma~3))*(bx((1+hatalpha~2)~(-1/2)-hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-3/2))-
3xhatalpha*A12-2%A03) ;

q2=(1/hatsigma~3)* (hatalpha~2+A02+1+(3/2)*hatalpha~4*A22+hatalpha~3%A13);
q3=(hatalpha/hatsigma~2)*((hatalpha~2/2)*A22-402) ;
q4=(1/(2*hatsigma~3))*(-2+3*hatalpha~4*A22-2xhatalpha~2*A02+2*hatalpha~3*A13) ;
q5=(hatalpha/hatsigma~2)*(A02-hatalpha*A13-(3/2)*hatalpha~2*A22);

g6=(hatalpha/hatsigma~3)* (b*((-1/2)*hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-3/2)+(3/2)*hatalpha~4*
(1+hatalpha~2)~(-5/2))+hatalpha~2%A23+(3/2) *hatalpha~3%A32) ;
q7=(1/hatsigma~2)*(b*((-3/2)*(1+hatalpha~2)~(-1/2)+(3/2) *hatalpha~4*(1+hatalpha~2)~(-5/2))-
(hatalpha/2)*A12+(1/2)*hatalpha~3*A32) ;
q8=(1/hatsigma~2)*(b*((1/2)*(1+hatalpha~2)~(-1/2)+hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-3/2)-(3/2)*
hatalpha~4*(1+hatalpha~2)~(-5/2)))+(1/hatsigma~2)*((hatalpha/2)*A12-hatalpha~2*A23-(3/2)*
hatalpha~3*A32) ;

q9=(1/(2xhatsigma))* (3xb*hatalpha* ((1+hatalpha~2)~(-3/2)-hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-5/2))-
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hatalpha~2+%A32) ;

q10=(n[k] [0] /hatsigma~3)*(-1-hatalpha~2*A22+hatalpha~3*A33+(3/2)*hatalpha~4*A42) ;

ql1=(n[k] [0] *hatalpha~3*A42)/(2*hatsigma~2) ;

q12=((-n[k] [0] *hatalpha)/(hatsigma~2))*(-A22+hatalpha*A33+(3/2)*hatalpha~2%A42);

q13=(-n[k] [0]*hatalpha~2%A42)/(2*hatsigma) ;

q14=(-n[k] [0] /hatsigma)* (A22-hatalpha*A33-(3/2) *hatalpha~2%A42) ;

q15=(n[k] [0] *hatalpha*A42)/2;
ql16=(-hatalpha/(2*hatsigma~3))* (b* (4*(1+hatalpha~2)~(-1/2)+b*hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-3/2)-
3xhatalpha~4* (1+hatalpha~2)~(-5/2))) - (hatalpha/(2*hatsigma~3))* (4*hatalphaxA12-2*hatalpha~2*
A23-3*hatalpha~3*A32) ;

q17=(-1/(2xhatsigma~2))* (b* ((1+hatalpha~2)~(-1/2)-4*hatalpha~2+*(1+hatalpha~2)~(-3/2)+3*hatalpha~4*
(1+hatalpha~2)~(-5/2)))-(1/(2*hatsigma~2))* (3xhatalpha~3*A32+2*hatalpha~2*A23-3*hatalpha*A12) ;
q18=(-1/(2xhatsigma))* (3*¥b*hatalpha*((1+hatalpha~2)~(-3/2)-hatalpha~2*(1+hatalpha~2)~(-5/2))+2*A12-
2xhatalpha*xA23-3*hatalpha~2*A32) ;

/*Célculo da matriz W tilx/
wl=((1/hatsigma~2)*(1+hatalpha~2%A02)) .*ones(n[k] [0],1);
W_bb=diag(wl);

W_bs=-((hatalpha/hatsigma~2)*(-b* (1+hatalpha~2)~(-1/2)-bxhatalpha~2+*(1+hatalpha~2)~(-3/2)-
hatalpha*A12))*ones(n[k] [0],1);

W_ba=- ((1/hatsigma)* (bx (hatalpha~2+*(1+hatalpha~2)~(-3/2)-(1+hatalpha~2)~(-1/2))+hatalpha*A12))x*
ones(n[k][0],1);

W_sb=W_bs’;

W_ss=(n[k] [0] /hatsigma~2)* (2+hatalpha~2%A22) ;

W_sa=-(n[k] [0] *hatalpha*A22)/(hatsigma) ;

W_ab=W_ba’;

W_as=W_sa’;

W_aa=n[k] [0]*A22;

W=((W_bb~W_bs~W_ba) | (W_sb"W_ss"W_sa) | (W_ab"W_as"W_aa));

/*Definindo X aumentadax/
Xaum=((x~070) | (0707170) | (070~0~1));

K=Xaum’*W*Xaum; //Matriz de Informagdo de Fisher

/*Inversa da Matriz de Informag8o de Fisherx/
invK=invert (K) ;

invK_bb=invK[0:p-1]1[0:p-11;
invK_bs=invK[0:p-1][2];
invK_ba=invK[0:p-1][3];
invK_sb=invK[2] [0:p-1];
invK_ss=invK[2] [2];
invK_sa=invK[2] [3];
invK_ab=invK[3] [0:p-1];
invK_as=invK[3] [2];
invK_aa=invK[3] [3];

/*Calculo do vetor delta til*/

delta_bb=(diagonal (x*invK_bb*x’))’;
deltall=ql.*delta_bb+(q2+q4) . *x*invK_bs+(q3+q5) . *x*invK_ba+(q7+q8) .*ones (n[k] [0],1)*invK_sa+
q6.*ones (n[k] [0],1)*invK_ss+q9.*ones(n[k] [0],1)*invK_aa;

delta21=qg4.*trace (x*invK_bb*x’)+(q6+q16) . ¥ones(1,n[k] [0])*x*invK_bs+(q7+ql7) .*ones(1,n[k] [0])*
x*invK_ba+(ql11+q12) .*invK_sa+ql0.*invK_ss+ql3.*invK_aa;

delta31=g5.*trace (x*invK_bb*x’)+(q8+q17)*ones (1,n[k] [0])*x*invK_bs+(q9+q18) .*ones (1,n[k] [0]) *x*
invK_ba+(q13+q14) .*invK_sa+ql2.*invK_ss+ql5.*invK_aa;

deltatil=(deltall|delta2l|delta3l);

/*Calculo do viés estimadox/
B=invK*Xaum’*deltatil;
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/*Calculo das estimativas corrigidas via Cox e Snell (1968)x*/
hatthetacor[] [i]=hattheta[] [i]-B;

i=i+1;//incrementando contador
}//fim-do-se
nrep=nrep+1;//incrementando contador do nimero de réplicas executadas
}//fim-do-while(loop de Monte Carlo)

/*Calculo dos vieses dos diferentes estimadores dos paré@metros do modelox*/
vieshattheta=meanr (hattheta)-theta;

vieshatthetacor=meanr (hatthetacor)-theta;

vieshatthetabootcor=meanr (hatthetabootcor)-theta;

/*Calculo do erro quadratico médio dos diferentes estimadores dos parimetros do modelox/
eqmhattheta=vieshattheta. 2+varr(hattheta);

eqmhatthetacor=vieshatthetacor. 2+varr(hatthetacor);
eqmhatthetabootcor=vieshatthetabootcor.~2+varr(hatthetabootcor);

/*Impress8o dos resultados da simulag8o de Monte Carlox*/
println("Namero de Réplicas: ",rep);

println("Tamanho amostral: ",n[k][0]);

println("alpha: ",alphalj][0]);

println("Namero de réplicas totais: ",nrep);

println(" ");

println("Viés de theta Viés de theta corrigido Viés de theta corrigido por bootstrap");
println(vieshattheta[0] [0]," " vieshatthetacor[0] [0]," " vieshatthetabootcor[0] [0]);
println(vieshattheta[1][0]," " vieshatthetacor[1][0]," " vieshatthetabootcor[1][0]);
println(vieshattheta[2] [0]," " ,vieshatthetacor[2] [0]," " vieshatthetabootcor[2] [0]);
println(vieshattheta[3][0]," ",vieshatthetacor[3][0]," " vieshatthetabootcor[3][0]);

println(" ");

println("EQM de theta EQM de theta corrigido EQM de theta corrigido por bootstrap");
println(egmhatthetal[0] [0]," ",eqmhatthetacor[0] [0]," ", eqmhatthetabootcor [0] [0]);
println(egmhatthetal1] [0]," ",eqmhatthetacor[1] [0]," ",eqmhatthetabootcor[1] [0]);
println(egmhatthetal[2] [0]," ",eqmhatthetacor[2] [0]," ", eqmhatthetabootcor[2] [0]);
println(egmhattheta[3] [0]," " ,eqmhatthetacor[3] [0]," ", eqmhatthetabootcor [3] [0]);

println(" ");
}//fim-do-for(diferentes valores de alpha)
}//fim-do-for(diferentes tamanhos de amostra)

}//fim-de-main()
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C.2 Biblioteca de Funcoes

/s ok ke sk ks ok sk ok ok sk sk ks ok e sk sk ok sk ok o sk sk ks ok o sk sk sk ok o sk sk ks ok sk sk ks ok o sk sk ks ok sk sk ok sk ok o sk sk ok
* Autor: Enio Lopes *
* Programa:funcoes.ox *

stk ke ok sk sk ok ok ok sk ok ke sk sk ks ko sk kst ok s ke stk sk ke ks ks ke sk ks ko ks ks sk ok sk ksl ok ks sk kok /

/*Declaragdo das variaveis globais*/
decl x,z,erro;

decl hatalpha;

decl Xaum,deltatil;

decl zboot;

/*funcdo que gera uma amostra de tamanho n de uma SN(alpha) */
rskewnormal (n,alpha){
decl y,delta,dados;
delta=alpha/(sqrt(1+alpha~2));
y=rann(n,2);
dados=deltaxfabs(y[][0])+sqrt(1-delta~2)*(y[1[1]);
return dados;

/*funcdo de log-verossimilhanga*/
flogver(const vp,const adfunc, avscore, const amhess)
{
decl somal,soma2,omega,beta;
beta=(vp[0] vp[1]);
omega=(z-x*beta) /vp[2];
somal=sumc (log(densn(omega))) ;
soma2=sumc (log (probn (vp[3] *omega))) ;
adfunc [0]=-rows (x) *log(vp[2])+somal+soma2;
return 1;

}

/*fungdo de log-verossimilhanga para bootstrap*/
flogverboot (const vp,const adfunc, avscore, const amhess)

{
decl somal,soma2,omega,beta;
beta=(vp[0] |vp[1]);
omega=(zboot-x*beta) /vp[2];
somal=sumc (log(densn(omega))) ;
soma2=sumc (log (probn (vp[3] *omega))) ;
adfunc[0]=-rows (x)*log(vp[2])+somal+soma2;
return 1;
}
/*Funcdes necessarias para o cadlculo das quantidades da forma Anmx/
a12(omega)
{
return ((densn(hatalpha*omega)/probn(hatalpha*omega)) ~2*omega*2*densn(omega)*probn(hatalpha*omega)) ;
}
a03 (omega)
{
return ((densn(hatalpha*omega)/probn(hatalpha*omega)) ~3*2*densn(omega)*probn(hatalpha*omega));
}
a02(omega)
{
return ((densn(hatalpha*omega)/probn(hatalpha*omega))~2*2*densn(omega)*probn(hatalpha*omega)) ;
}
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a22(omega)
{

return
}
al3(omega)
{

return
}
a23(omega)
{

return
}
a32(omega)
{

return
}
a33(omega)
{

return
}
a42 (omega)
{

return
}

((densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega)) ~2*omega~2*2*densn(omega) *probn (hatalpha*omega)) ;

((densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega)) ~3*omega*2*densn (omega) *probn (hatalpha*omega)) ;

((densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega)) ~3*omega~2*2*densn(omega) *probn (hatalpha*omega)) ;

((densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega)) ~2*omega~3*2*densn (omega) *probn (hatalpha*omega)) ;

(densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega) ) ~3*omega~3*2*densn (omega) *probn (hatalpha*omega) ;

((densn(hatalpha*omega) /probn(hatalpha*omega)) ~2*omega~4*2*densn(omega) *probn (hatalpha*omega)) ;
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