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Resumo

Nesta dissertacao nos estudamos um processo multi-dimensional com intera-
¢ao local, que é essencialmente um exemplo de percolacao orientada com qualquer
dimensao natural mais que um. Nosso resultado principal, o teorema 2, ¢ uma gen-
eralizagao da Lei dos Grandes Numeros (LGN) para conjuntos finitos arbitréarios
das componentes deste processo. Desde que nossas componentes sao colocadas
em um espaco multi-dimensional, nao ha maneira preferivel de ordené-la em uma
seqliéncia. Assim, anunciamos e provamos um analogo multi-dimensional da LGN
para todos os conjuntos finitos das componentes. Este resultado ¢ baseado em
um outro, o teorema 1, a saber um decrescimento exponencial da correlagao entre
componentes quando a distancia entre eles tender a infinidade.

Palavras-chave: Percolagao Orientada, Lei dos Grandes Nameros.



Abstract

In this dissertation we study a multi-dimensional process with local interaction,
which essentially is a case of oriented percolation with any natural dimension
greater than one. Our main result, theorem 2, is a generalization of the Law of
Large Numbers (LLN) for arbitrary finite sets of components of this process. Since
our components are placed in a multi-dimensional space, there is no preferable way
to order them in a sequence, so we state and prove a multi-dimensional analog of
the LLN for all finite sets of components. This result is based on another one,
theorem 1, namely an exponential decay of correlation between components when
the distance between them tends to infinity.

Key Words: Oriented Percolation, Law of Large Numbers.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

A Lei dos Grandes Numeros é o principio geral das ciéncias de observacao,
segundo a qual a freqiiéncia de determinados acontecimentos, observados em um
grande numero de casos anélogos, tende a se estabilizar cada vez mais, & medida
que aumenta o nimero de casos observados, aproximando-se do valor previsto pela
teoria das probabilidades.

Historicamente, o conceito de percolagao surge do estudo do fenémeno de trans-
porte de um fluido através de um meio poroso. Por exemplo, o petroleo através
de uma rocha, ou a agua em um filtro de areia. Formulado no final da década
de 50 por Broadbent e Hammersley [5], o modelo de percolagao concentra-se em
descrever o meio poroso, que sera visto como uma rede de canais aleatoérios, por
onde escoa um fluido deterministico.

A percolagao é uma parte da teoria da probabilidade moderna que tem re-
cebido muita atencao nas ultimas décadas. Os modelos de percolacao encontram
aplicacao em varias situagoes fisicas de interesse tais como o problema da mecanica

estatistica de sistemas ferromagnéticos diluidos, no problema do transporte de cor-



rente elétrica através de uma rede composta por um grande ntimero de resistores,
em problemas de prospeccao de petroleo e até mesmo na propagacao de epidemias
e de incéndios em bosques.

O processo de contato é um sistema de particulas interagentes que pode ser
interpretado como um modelo para descrever o espalhamento de uma infecgao.
Neste contexto, cada ponto de uma rede d-dimensional representa um individuo
que pode estar infectado ou saudavel, assumi valor 1 e 0 respectivamente. O
sistema evolui segundo uma dindmica estocéastica, que consiste dos eventos ele-
mentares de infecgao e recuperagdo. (Uma definicdo mais precisa do modelo se
encontra na proxima segao.) A infecgao se espalha através do contato direto entre
individuos infectados e saudaveis. O espalhamento da infecgao depende de um
parametro de infeccao que chamaremos de #. Individuos infectados se recuperam
com uma taxa unitaria e sao suscetiveis a re-infeccao. Como um individuo deve
ter pelo menos um vizinho doente para tornar-se infectado, o estado no qual to-
dos os individuos sao saudéveis é absorvente: o sistema nao pode escapar desta
configuracao! Neste contexto, o estado absorvente representa o fim da epidemia.

A persisténcia da epidemia é controlada pelo parametro de infeccao. Se 6
é muito pequeno, a extin¢ao da infeccao em tempos longos é certa; por outro
lado, grandes valores de 6 asseguram que a infeccao pode espalhar indefinida-
mente. A fronteira entre persisténcia e extin¢cao é marcada por um ponto critico.
O parametro critico separa os dois estados estacionarios que o sistema pode atingir
em tempos longos: um estado livre de doengas (absorvente), e um estado “ativo”
onde a epidemia sobrevive. Este parametro critico marca uma transicao de fase
continua entre um estado absorvente e um estado ativo.

Neste primeiro capitulo apresentaremos um processo que é de fato um caso de
percolacao orientada multi-dimensional e enunciaremos dois teoremas sobre esse

processo; um deles é sobre a quasi-independéncia e o outro teorema é um analogo



da Lei dos Grandes Numeros. No segundo capitulo enunciaremos e provaremos
algumas propriedades em percolagao que serao tuteis nas demonstragoes dos teo-
remas. No terceiro capitulo demonstraremos o primeiro teorema com respeito a
quasi-independéncia dos pontos do processo, isto é, quanto maior a distancia entre
dois pontos do processo tao menor é a covariancia entre eles. O quarto capitulo
diz respeito a prova do segundo teorema; este se relaciona com a Lei dos Grandes
Numeros. No Apéndice A provamos um lema que diz respeito a soma de uma série

usada na demonstragao do teorema 2.

1.2 Descricao do Processo

Consideraremos o espaco d-dimensional discreto Z¢; cada elemento deste espaco
chamamos de vetor inteiro, o qual possui d componentes pertencentes a Z. Para
cada 1 = 1,...,d denotaremos por e; o vetor cuja i-ésima componente é um e as
demais componentes sao zeros. Os vetores eq, ..., e, sao chamados de candnicos.
Usaremos a norma

lolf = max Jvif,

)

e para todos os pontos v, w definimos distdncia entre eles como

dist (v,w) = |jv — w| = ma d]vi—w,-|. (1.1)

)

Denotamos
d

V:{UEZd:ZviZO}.

=1

Cada elemento de V' é chamado de ponto. Cada fungao de V' em {0, 1} chamamos
de configuragdo. Assim o espago configuracional que consideraremos ¢ Q = {0, 1}".

Cada configuragao x tem componentes z, € {0, 1} para todo v € V.



Para cada ponto v € V' temos a varidvel aleatoria auziliar a, que é indepen-

dente das outras variaveis aleatorias auxiliares e toma valores

0 com probabilidade 6,
1 com probabilidade 1 — 6.

Ay =

Logo temos uma medida produto p para as variaveis a,,.

Vamos definir um mapa f de 2 para 2. Denotaremos por a o argumento do
mapa f e de x o valor dele. Este mapa transforma cada configuracao a de variaveis
auxiliares em uma configuracao z = f(a) € 2 pela indugao:

Base de indugao:
se v1 + ...+ vg =0, entao

Ty = Qy.

Passo de indugao:

se v1 + ...+ vg > 0, entao
T, = Min(Max(Ty_e, - - - To—ey)s Ay)- (1.2)

Este mapa f de () para () define uma distribui¢ao em 2 induzida pela medida
p em {0,1}V. Esta distribuigdo é o processo qual iremos estudar. E é claro que
este processo definido assim é um tipo de percolagao.

Podemos interpretar o processo como segue: Consideraremos um sistema de
pontos que possuem duas fungoes basicas dos seres vivos, a saber, reproducao e
morte. Dizemos que um ponto esta vivo se x, = 1; do contréario, diremos que o
ponto esta morto.

Para cada t > 0, definimos
Vi={veV:iv+...+uvs=1t}. (1.3)

Cada ponto em V;,; esta relacionada a d pontos em V.



e Se estes d pontos de V; estiverem mortos, o ponto em V;; que os relaciona

estara também morto.

e Se existe ao menos um destes d pontos de V; vivo, o ponto em V;,; que os

relaciona podera estar também vivo com uma probabilidade 1 — 6.

Por isso chamaremos 6 de pardimetro de mortalidade do processo.

Como na fisica estatistica, aqui também teremos dois comportamentos distintos
para o processo: um deles quando d = 1 e outro quando d > 1.

Para dimensao d = 1, temos um tnico ponto em cada Vi, e este esta rela-
cionado a um tnico ponto de V;; assim, se o ponto em V; estiver morto, o ponto em
Vi+1 também estara; do contrario ele pode estar vivo com probabilidade 1 — 6. E
um fato bem conhecido que neste caso os pontos acabam mortos quando ¢ — oc.

Seja x e y duas configuracoes,isto é, elementos de €. Dizemos que z < y se

YveV: z, <y, Dizemos que uma funcao h : 2 — €2 ¢ mondtona se
x <y = h(z) < h(y).
Para dimensao d = 2, esta provado que
3C > 0: para cada 0 € (0,C),Yv € V, p(z, =1) > const > 0,

e esta prova pode ser encontrada na referéncia [6].

Podemos baseado no caso d = 2 provar o mesmo para dimensoes maiores
utilizando a monotonicidade do mapa f de 2 para €2, que de fato é monotono,
pois é definido usando composigoes de fungdes mondtonas em (1.2).

Assim durante todo o nosso estudo utilizaremos apenas dimensao d > 1.

1.3 Enunciados dos Teoremas Principais

O primeiro teorema que iremos demonstrar se refere a covariancia entre pontos

do processo, de forma que quanto maior é a distancia entre os pontos, tanto menor



é a covariancia entre eles.

Para cada d > 2, definimos

0, = (3d+1)—2x(1+dx4d). <14)

Teorema 1 (Quasi-Independéncia). Para cada dimensio d > 2 e parametro de
mortalidade 6 € (0,04), existem constantes positivas p e ¢ com q < 1, tais que
para todos v,s €V,

fo—s|

|Cov(zy, z5)| < p X q|

Depois mostraremos como o maior resultado que uma forma analoga da Lei

dos Grandes Numeros sera valida para o processo.

Teorema 2 (Lei dos Grandes Numeros). Para cada dimensao d > 2, pardmetro

de mortalidade 0 € (0,04) e € > 0, existe uma constante R tal que para todos n

pontos distintos v',...,v" € V,
n
Z(Q?Ui - Efbvi) R
Prob | |=L Se| <2
n n

onde E € a esperanca.



Capitulo 2

Nocoes da Teoria de Percolacao

Para provar nossos teoremas usaremos algumas idéias sobre percolacao. Assim
neste capitulo definiremos alguns conceitos relacionados a percolagao e enunciare-

mos e provaremos lemas menores.

Definicao 1. Dados dois pontos v,s € V, dizemos que o ponto s € receptor de v,

ouv € emissor de s se Ik € {1,...,d}: s =v+ e.

Entao para cada ponto em V temos que ele possui d pontos receptores, e
também, possui d pontos emissores se v; + ...+ vg > 0 e nenhum ponto emissor
se v1 + ...+ vy = 0. Consideraremos que para cada ponto v de V existem elos
cuja extremidade inicial é v e extremidade final estd em cada ponto receptor de v.

Denotaremos o conjunto de todos os elos por F.

Definicao 2. Chamamos de grafo orientado G o grafo com o conjunto de vér-

tices V' e conjunto de elos E.

2.1 Conjunto de Influéncia

Utilizaremos o grafo G descrito anteriormente nas demonstracoes a seguir

neste capitulo.



Definicao 3. Dados dois pontos v,s € V, um caminho de s para v é uma
seqiiéncia s — elo — ponto — elo — ponto— ... —ponto—elo—v onde cada elo conduz

de um ponto a um ponto receptor.

Definicao 4. Dados dois pontos s,v € V, dizemos que s precede v ou v sucede

s, e escrevemos s < v, se para todo i € {1,...,d}, s; < wv;.
Caso contrario dizemos que s nao precede v e escrevemos s 4 v.

Lema 1. Dados dois pontos v,s € V, existe caminho de s para v se e somente se

s <.

Demonstragao:  Chamaremos de conjunto dos emissores de um ponto v o

seguinte conjunto
Emissor(v) ={w eV, Ik e{l,...,d} :w=v—e}.

Supondo que exista um caminho de s para v, entao existe uma seqiiéncia de pontos
V=g, V1, ...,V =8, onde para cada k > 0, v, € Emissor (v,_1). Mas se existir
w € Emissor(v) temos que w < v, pois se w € Emissor(v) entdo w = v — e,
para algum k = { 1,...,d}, logo w; < v;, para todo ¢ € {1,...,d}. Logo para
cada k > 0, v, < vp_1, assim s < ... < v; < v. Portanto s < v.

Por outro lado, se s < v, isto é, para cada i € {1,...,d}, s; < v;, entdo
podemos criar um caminho de s para v, definido por d partes. Primeiramente

considere estes pontos w [0] = v, e parai=1,...,d,
w(i] = wli — 1] — (v;—s;) €;.

Denotaremos por cam(w(1],v) um caminho do ponto w[l] até o ponto v. Cada

parte do caminho é obtida utilizando os seguinte pontos:



cam(w[l],v) & v,v—e,v—2e1,...,0— (v1 — s1)e; = w|l]
1)) w[l],w[l] —eg,w[l] —2eq,...,w[l] — (va—53) €2 = w [2]
2)) e w2, w(2] —esw(2] —2es,...,w[2] — (v3—s3) €3 = w [3]

cam(wld],wld — 1)) & wld—1],w[d—1] — ez, w [d—1] — 2eg4, . ..
coowld—1] = (vg—sq) eq = w[d] .

Assim temos um caminho de w [d] para v, agora note que:

wld = v—(v1—81)e1 — (va —$2)ea... — (Vg1 — Sqg_1) €4—1 — (Vg — Sq) €q
= v—(vie1—sie1) — (vaea—52€2) ... — (Va—1€4-1—5a-1€4-1) — (Vaea—Saca)
= v—(vie1 + vaea + ... + V41641 + Vaeq) +
+ (s1€1 4+ s2€a + ... + Sg_1€4-1 + Sq€q)
= v—v+s=s.
Portanto existe um caminho de s para v.

Assim o lema 1 esta provado.

Assim, o lema 1 nos diz que s6 existe caminho conduzindo de um ponto s ao
ponto v se s preceder v; entao, dado um ponto v, podemos formar um conjunto de

todos pontos que sao possiveis conduzir por um caminho até v.

Definigao 5. Para cada ponto v € V' formamos um conjunto Inf (v) o qual de-
nominaremos conjunto de influéncia do ponto v, definido pelos pontos que

precedem o ponto v, isto €,
Inf(v) ={weV: w=<v}.

Definicao 6. Dado qualquer ponto v € V' e um nimero natural m, considere o

subconjunto denominado congunto de influéncia proximo,

Inf (v,m) ={w eV :w <wv, dist(w,v) < m},



onde dist esta definida na expressao (1.1).

Lema 2. Para todos os pontos distintos v,s € V e todos os m < dist(s,v), 0s

conjuntos Inf (s,m) e Inf (v, m) nao tém pontos em comum.
Demonstracao: Tomaremos r € Inf (v, m) entao
Vied{l,....d} :v;—m <r; <.
Lembrando que se m < ||s — v|| = jmax |s; —v;| ent@o temos
Jje{l,....d} :m <|s; — v
e Se s; > v, entao s; > v; +m > r; +m assim r; < 5; —m.

e Se s; < v; temos s5; < v; —m <1y, assim r; > ;.

Portanto, temos que 7; < s; —m ou r; > s;, logo r ¢ Inf (s, m).
Analogamente se r € Inf (s,m) entao r ¢ Inf (v, m).

Assim o lema 2 esta provado.

2.2 Barreiras

Para cada ponto v em V, dizemos que este ponto é aberto se a, = 1, e é
fechado se a, = 0. Dizemos que um caminho € aberto, quando todos os seus pontos

sao abertos.

Definicao 7. Para cada s € V' dizemos que s é um ponto doador de v se existe

um caminho aberto de s para v.

Definicao 8. Para cada S C 'V diremos que S é um conjunto doador de v se

existe um caminho aberto de pelo menos um ponto de S para v.

10



Dados um conjunto B C V e um ponto v € V nos denotamos W(v | B) o
conjunto dos pontos doadores de v se B é o conjunto de pontos fechados. Diremos
que B é uma v-barreira para um ponto s € V se s ¢ W (v | B). Diremos que B
uma v-barreira para um conjunto S CV se SNW (v | B) = 0.

Chamamos de Fonte o conjunto Vj, caso particular de V; com t = 0,

Fonte:{UEV:Zvi:O}. (2.1)

i=1
Definicao 9. Diremos que um conjunto B é uma v-barreira, se B for uma v-

barreira para a Fonte.

Definicao 10. Uma v-barreira serd chamada de v-barreira minimal se todos os

seus subconjuntos proprios nao forem uma v-barreira.

A figura 2.1, ilustra um exemplo de uma v-barreiras minimal e um caminho da
Fonte até o ponto v, quando consideremos a dimensao d igual 2. Destacamos os

seguintes pontos:
e O ponto mais acima no tridngulo é o ponto v.
e Os pontos da base do triangulo fazem parte da Fonte.
e Os pontos em cinza fazem uma v-barreira minimal.

e Os pontos que possuem uma marca dentro fazem um caminho da Fonte até

0 ponto v.

11



Figura 2.1: Figura de uma v-barreira e um caminho da Fonte até v quando d=2.

Lema 3. Cada v-barreira minimal é subconjunto de Inf (v).

Demonstracao: Suponhamos que exista um ponto b pertencente a v-barreira
minimal B, que nao estd no conjunto de influéncia, isto é, b £ v. Pelo lema
1 nao existe caminho de b até v, logo mesmo que b esteja aberto, e exista um
caminho aberto de s pra b, nao existiria um caminho aberto de s para v, isto é,
s &€ W | By \b), logo B, \ b é uma v-barreia de s. Portanto B, nao é uma
v-barreira minimal.

Assim o lema 3 esta provado.

Definicao 11. Dado um conjunto de pontos K, chamamos de diametro de K e

denotamos por diam(K) a maior distancia entre dois pontos do conjunto K.

E facil ver que cada subconjunto finito de V possui um diametro.

12



Definicao 12. Dizemos que a distancia entre um ponto s e um conjunto K,

denotado por dist(s, K), é min ||s — v|| .
veEK

Também ¢é facil notar que para cada conjunto finito K C V' e cada ponto de

s € V existe a distancia entre eles.

Definicao 13. Para cada i =1,...,d, e para todos v € V' chamaremos de i-ésimo

V-€1T0 0 conjunto
Fizo;(v) ={w eV, Idk>0:w=v—Fkx e} (2.2)
Lema 4. Seja d > 2. Para cada1=1,...,d, e dado v € V temos
FEizo;(v) N B, # ()

Demonstragao:  Suponha que nenhum elemento do Fizo;(v) pertenga a v-
barreira minimal B,. Assim nenhum elemento pertencente ao Eizo;(v) é fechado.

Como sempre hé interse¢ao do Eixo;(v) e a Fonte no ponto
d
w=v— (sz> X €;.
i=1
Portanto temos um caminho aberto da Fonte até v, logo B(v) ndo é uma barreira.

Portanto o lema 4 esta provado.

Lema 5. Seja d > 2. Para cada v-barreira minimal B, a distdncia entre v e B,

nao excede diam(B,).

Demonstragao:

Utilizando o lema 4, temos que:

e Ja € B, N Eizo;(v), isto é, Jo : a = v — a X ¢; assim temos v — a = a X ¢;

portanto dist(v,a) = a.

13



e db € B, N Eizoj(v), isto é, 30 : b = v — [ X e; e analogamente dist(v,b) = (3.
Como diam(B,) > dist(a,b) pois a,b € B,. E temos

dist(b,a) = ker{riz'mf{d} |br, — ai| = max{|b; — a;l,|b; — a;|}

= max{|v; — (v; —a X&), [(v; — B X e;) — v}
= max{|a X &/, | — 3 X ¢;)|} = max{a, 5}

= max{dist(v,a),dist(v,b)}.

Assim dist(b,a) > dist(v,a). E como a € B, temos dist(v,a) > dist(v, B,).

Portanto o lema 5 esti provado.

2.3 Pontos Molhados

Definicao 14. Para cada ponto v em V dizemos que é um ponto molhado, se

x, = 1, do contrdrio diremos que € um ponto seco.

Lema 6. Para cada ponto v € V, a Fonte € doador de v se e somente se o ponto

v € molhado.

Demonstragao: Suponha que a Fonte seja doador de v, isto é que exista um
caminho aberto ligando algum ponto do conjunto Fonte ate v. Seja f este tltimo
ponto do caminho que estd na Fonte, como ay = 1 temos que xy = 1. O proximo
ponto ao ponto f no caminho também serda molhado pois é aberto e possui um
vizinho molhado, transformando assim todos os pontos do caminho aberto em
pontos molhados, logo o ponto v é molhado.

Por outro lado, temos que v € molhado entao v é aberto e: ou v € Fonte; ou
existe um ponto v!' molhado tal v! = v — ¢y,.

Assim, temos um caminho aberto de v! até v, onde v! é molhado entdo v' é

aberto e: ou v' € Fonte; ou existe um ponto v? molhado tal v? = v — ey, — e, .
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Indutivamente, criamos um caminho aberto de v™~! até v utilizando os pontos
o™ vl v, onde v™ ! molhado, logo v™ ! & aberto e assim: ou v~ ! € Fonte;
ou existe um ponto v™ molhado tal v™ =v — ey, —€p, — ... — €,

Obtemos assim um caminho aberto o ponto v™ até o ponto v, utilizando os

m ,m—1 2
pontos v, v e, VT U0,

Agora observamos que os pontos v e v podem ser escritos como

Vv = U1 X€+...+Ug X €q,

vV = vy Xert+ ...+ vy Xeg—€ —€py— ... — €L,

Assim a soma das coordenadas de v™ é:

d d d
Zv{”:Zvi— 1+1+...+1 :Zvi—m.
i=1 i=1 i=1

m vezes

d
Assim se m = Z v;, temos que v™ € Fonte, temos que a fonte é doador.
i=1
Portanto o lema 6 esta provado.
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Capitulo 3

Prova do Teorema 1

3.1 Quasi-independéncia das

Componentes do Processo

Neste capitulo provaremos o teorema 1, enunciado no primeiro capitulo.

Definigao 15. Seja S C V. Diremos que S é cheio de zeros se a, = 0 para todo

v € S. Denotaremos o evento correspondente de Zeros(S).

Entao, para cada configuragao auxiliar a, escrevemos a € Zeros(S) se
YveS:a,=0.
Demonstracao do Teorema 1: Para um dado v € V' consideraremos o evento
B, = {z, =0}

significando que o ponto v esté seco. Utilizando o lema 6, o ponto v é seco se e
somente se a Fonte nao é seu doador, isto é, nao existe caminho aberto que ligue
a Fonte até o ponto v. Portanto o evento F, equivale a existéncia de pelo menos

uma v-barreira minimal cheia de zeros.
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Para cada m natural podemos apresentar
E,=E!UE?

onde E! significa que existe pelo menos uma v-barreira minimal cheia de zeros
diamet igual E? signifi isténcia de pel

com didmetro menor ou igual a m, e E; significa a existéncia de pelo menos uma
v-barreira minimal cheia de zeros cujo diametro é mais que m.

Tomando uma v-barreira B, com diametro menor ou igual a m, e utilizando
o lema 5, temos que a distancia entre esta v-barreira e o ponto v nao excede
diam(B,). Entao o ponto de B, mais distante de v estd no maximo a distancia
2 x diam(B,). Logo esta v-barreira esta contida no Inf (v, 2m) .

O mesmo pode ser feito para um ponto s € V, assim consideraremos o evento
Es={zs; =0}
€ para 0 mesmo m natural apresentar
E,=E!'UE?

onde E! significa que existe pelo menos uma s-barreira minimal cheia de zeros
diamet igual E? signifi isténcia de pel

com diametro menor ou igual a m, e E? significa a existéncia de pelo menos uma

s-barreira minimal cheia de zeros que possua diametro mais que m . E também

concluir que uma s-barreira com didametro menor ou igual a m esta contida no

Inf (s,2m) .

Escolheremos o valor de m como sendo

s~ ol
LA — o] >2
[ se s

0, c.c.

m (3.1)

l[s—ll
4

onde ] HSZ—”” [ ¢ o menor inteiro que nao é menor que
Assim temos 2m < dist(v,s), temos utilizando o lema 2 que os conjuntos

Inf (v,2m) e Inf (s,2m) ndo tem pontos em comum. Assim os eventos E! e FE!
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sao independentes, pois a existéncia de uma v-barreira minimal cheia de zeros
no conjunto Inf (v,2m) ndo possui nenhuma rela¢do com a existéncia de uma s-

barreira minimal cheia de zeros no conjunto Inf (s,2m).

Lema 7. Se o didmetro de uma v-barreira excede m entdao esta v-barreira nao estd

contida no Inf (v, m)

Demonstragao: se diam(B,) > m entao
da,b € B,, dist(a,b) >m

equivale a

Jda,b € B,, max |a;—b]>m
1e{1,....d}

da,b € B, Ji € {1,...,d}: |a; —b;| >m,

como a e b pertencem a v-barreira minimal, usando o lema 3 temos a < v e também

que b < v, agora note que

e se a; > b; entdo |v; — by = |v; — a;| + |a; — bi| > |vi —a;| +m >m
e se a; < b; entdo |v; — a;| = |v; — b + |b; — a;| > |vi = bi| +m >m
Seja

b, sea;>0b

a, c.c.
assim Je € B, tal que |v; — ¢;| > m o que implica dist(v,c) > m. Portanto a
v-barreira nao esta contida no Inf (v, m).

Portanto o lema 7 esta provado.

O evento E? significa a existéncia de pelo menos uma v-barreira cheia de zeros
que possua didmetro mais que m. E pelo lema 7 esta v-barreira nao esté contida

no Inf (v, m).
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Denotaremos por H o conjunto de todas v-barreiras minimais que nao estao
contidas no Inf (v, m). Assim a probabilidade de existir pelo menos uma v-barreira
cheia de zeros que possua diametro mais que m é

wED) = 07, (3.2)

B,€H
onde | B,| representa a cardinalidade de B,, isto é, o ntimero de pontos do conjunto
B,. Seja b é a menor quantidade de pontos das v-barreiras pertencentes a H. Para
cada k definimos M}, o numero de v-barreiras minimais cheia de zeros contendo k

pontos. Assim

Z H‘Bv‘ < iMk X (9’“
By,eH k=b

A menor quantidade de pontos das v-barreiras que nao estao contidas no

Inf (v,m) & pelo menos m. Assim b ¢ maior ou igual a m, temos

io:MkXQkS io:kaek
k=b k=m

Podemos estimar My, utilizando a seguinte proposicao.
Proposicao 1. Para cada d > 2 existe numero C, a saber
C = (3d+1)2><(1+d><4‘1) (33)

tal que para cada ponto s € V e cada natural k o nimero de v-barreiras minimais

contendo k pontos nao excede C*.

Demonstracao: A prova encontra-se como lema 14, no artigo de referéncia [8].

Assim temos M, < C*, assim
P(EY) <> My x 68 <) (Cx )k
k=m k=m

Supondo 0/ < 64 = % temos que esta série converge, assim




De forma similar obtemos o mesmo resultado para o evento E? o qual significa
a existéncia de pelo menos uma s-barreira minimal cheia de zeros que possua
didmetro mais que m. Assim

o)
1-Co

n(E:) <

s

(3.5)

Usaremos agora um lema demonstrado na dissertacao de Andréa Rocha, refer-
éncia [4], no qual transcrevi para a comodidade do leitor.
Lema 8. Em qualquer espaco amostral sejam os eventos A e B, onde
A=A1UAy e B= B, UB:s.
Supondo que Ay independente de By, 1(As2) < € e u(Bz2) < € entdo
[W(AN B) — pu(A) x u(B)| < 3e.
Demonstracgao: Inicialmente consideraremos

pw(ANB) = p((A1UA)N(BLUBy))
= p((ANB1)U (42N B;) U (A1 NBy)U(A2 N By)),

como f1(As) < € temos que u(Ay N By) < €, e como u(By) < € também temos que

WAL N By) < €ee pu(As N By) < € logo
w(ANB) < p (AN By) + 3¢,
assim podemos obter
lw (AN B) — (A1 N By)| < 3e. (3.6)

Como A; C A entao p(A;) < u(A), analogamente By C B entao pu(B;) <

i (B), temos assim que

(A1) X p(Br) < p(A) x p(B) (3.7)
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Considere agora que

p(A) x p(B) = p(A1UAy) X pu (B U By)
< (u (A1) + p(Az)) x (u(B1) + p(Bz))
= p(Ar) x p(Bi) + p(A2) x p(Br) +

+ 1 (Ar) X p(Ba) + pu(Ag) X p(Ba),

como pu(As) < € temos que p (As) X 1 (B1) < €, e como p(By) < € também temos

que pt (A1) X 11 (B2) <€ e p(Az) X pu(Bs) logo
p(A) x p(B) < pu (A1) x p(Br) + 3e
e utilizando a expresao 3.7 podemos obter

|1 (A) x 1 (B) = p (A1) x p(By)] < 3e.

Como por hipdtese A; e B; sao independentes temos

w(ArNBy) = p(A) x u(By),

sendo assim,

1w (A) X p(B) — (A1 N By)| < 3e. (3.8)

Dessa forma pelas expressoes 3.6 e 3.8 podemos concluir
(AN B) — pu(A) x u(B)| < 3e.
Portanto o lema 8 esti provado.

Tomamos Ay = E? e utilizamos a expressao (3.4). Também tomamos By = E?
e usamos a expressao (3.5). Vimos que os eventos A; = E} e By = E! sdo

independentes. Logo pelo lema 8, obtemos a seguinte expressao

o)
1-Co

(B N Ey) — p(Ey) x p(E)| < 3 x
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Como u(Es) = BE(1 — xy), u(E,) = E(1 —z,),
wE, NEs) =E(l —x,,1—x,) onde E(x) é a esperanca. Assim

|Cov(l — @y, 1 — )| <3 X

Notamos que
|Cov(zy, z5)| = |Cov(l — z,, 1 — )|
e observando que o valor de m definido em (3.1) excede  ||s — v|| assim temos

3
1-C%0

|Cov(zy, xs)| < X (Cé’)i”‘s_””.

Assim concluimos a prova do Teorema 1, fazendo

3

T 1-00 (3:9)

p
q=(CO), (3.10)

onde lembrando que 0 < § < C~! temos p, ¢ >0, e ¢ < 1.

Portanto o teorema 1 esti provado.
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Capitulo 4

Prova do Teorema 2

4.1 Lei dos Grandes Numeros para Componentes

do Processo

Neste capitulo apresentaremos a prova do teorema 2, enunciado na primeira

secgao. Considere o conjunto
A= {vi:ie {1,...,n}}

- 1 o .
Inicialmente mostraremos que — x Var E x, | € limitado superiormente, através
n

vEA
do seguinte lema

Lema 9. Para toda dimensao d e todo 6 € (0,0,), existe Q € R, tal que para todo

n e todos pontos distintos v',... V",

Var <Z SCU¢> <nxQ.
i=1

Demonstragao:

Var (2 I'Ui) = Z anv(xy,xs). (4.1)

vEA s€A
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Como pelo o teorema anterior |Cov(z,, x,)| < p x ¢l*=*I assim

Z Zcov(a:v,azs) <px Z quls—vll.

VEA sEA vEA s€A

Considere o seguinte conjunto
N ={(v,s) € Ax A:dist(v,s) =k},

seja a = diam(A) e assim podemos observar que

diam(A)
STl < Nolg + [Nilg! + Nalg? + .+ Nag = D INel x b, (42)
vEA seA k=0

Lema 10. Para todos d e k naturais, com k > 1
|Ni| <nox [(2k+ 1) — (2k — 1)9] .

Demonstragao: Para cada ponto v € A definimos os seguintes conjuntos

D*(v) = {s € Z* : dist (v, s) = k} (4.3)
Dienor(v) = {s € Z : dist (v, s) < k} (4.4)
Donor(v) = {s € Z% : dist (v,s) < k}. (4.5)

Seja um conjunto formado pelos elementos de Z¢ em que cada coordenada

de seus pontos podem assumi m valores distintos, entao a cardinalidade desse

conjunto é m<.

Como nos trés conjuntos as cardinalidades nao dependem do ponto v, temos

que | D20 (V)] = |{s € Z%: ||s|| < k}| e neste conjunto cada coordenada pode

assumi 2k + 1 valores distintos, assim D2, (v) tem cardinalidade (2k +1)*. E

| Dinenor(v)| = |{s € Z4 : ||s|| < k}| e neste conjunto cada coordenada pode assumi

2k — 1 valores distintos, assim Dypenor(v) tem cardinalidade (2k — 1)%.
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Agora observe que

Dmenor(”) c D (U)

menor

D'(U) = D (U)\Dmenor(v)a

menor

portanto

|D*(v)| = (2k + 1)* — (2k — 1)".

Vale a pena notar que

[Nl <> 1D*(v)].

vEA

e como temos n pontos distintos em A, e |D*(v)| ndo depende de v temos
INe| <nx |D*(v)] =nx [(2k+1)*— (2k —1)7] .
Assim o lema 10 esta provado.

Agora note que |No| = | {(v,s) € A x A:v=s}|=]A| =n, utilizando o lema

10 e voltando a expressao (4.2) temos
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diam(A)

Z |Ni| x ¢" <

k=0
diam(A)
< n+ > onx [2k+1)7— 2k —1)7] x
k=1
< <1+§: [(2k + 1) @k—lﬂ}x&)

= nx |1+ }:@k+1Vqu—§:@k—1WXq1>
Lk=1 k=1

= nx |1+ }:@k+1ﬂxqk—§:@k+2—1ﬂqu1)
Lk=1 k=0

= nx |1+ (2k+1)d><qk—<q+q2(2k+1)d><qk>]>
Lk=1 k=1

= nXx 1—q+(1—q)i(2k—l—1)dqu>.

k=1

Utilizando o seguinte lema

Lema 11. Para cada a € {0,...,d+ 1}, definimos

K= S (-1) o (e m 1y

m=0

temos
d+1

- ZKaxqa
D @2k + 1) x gt ==
(1

d+1 °
st )

-4

Demonstracao: A prova deste lema se encontra no apéndice A.

Denotaremos
d+1
> Kaxq"
a=1
- =K.
(1 . q)d-i-l
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portanto temos

diam(A)
Y N xg <nx(1-qg+(1-q)K). (4.7)

k=0

Assim ao aplicamos a espressao (4.7) na expressao (4.2) temos
D li<nx(1-g+(1-qK),
vEA s€A

agora voltando a expressao (4.1) temos

vEA s€A

IN

3
1_00><n><(1—q—|—(1—q)K)
= nxQ,

onde

3(1-q+(1—-¢q)K)

@= 1-C6 (4.8)

e K definido na expressao (4.6).

Assim o lema 9 esti provado
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Prova do teorema 2: Usamos a desigualdade classica de Tchebyshev, que se

encontra na referéncia [3]. A unica suposigao para o uso desta desigualdade é que
n

E T, seja integravel, e é facil ver que de fato é, assim

i=1
Var (Z :L‘vz)
,u( >ne) < =1 ,Ve >0

> i — B> a]
=1 i=1

(ne)?
: Ténxeg
- L [““ﬁi%gw)}
- o e

Logo, apresentamos R como sendo

3(1—CJ+(1—Q)K)}

h= e(1—Co)

onde C, ¢, e K estao definidas nas respectivas referéncias (3.3), (3.10) e (4.6).

Assim o Teorema 2 esta provado.
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