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RESUMO

A classe de modelos de regressao beta é de grande utilidade em situagoes de modelagem
onde o objetivo reside no estudo da relacao entre uma varidvel de interesse que assume
continuamente valores no intervalo (0, 1) e outras varidveis que afetam seu comportamento
através de uma estrutura de regressao. A presente dissertacao dedica-se a estudar aspectos
computacionais inerentes a estimacao pontual dos parametros do modelo de regressao beta
proposto por Ferrari & Cribari-Neto (2004) através da avaliacdo de diferentes métodos de
otimizagdo nao-linear que podem ser utilizados para maximizar numericamente a funcao de

log-verossimilhanga.

Nés mostramos, através de simulacoes de Monte Carlo e de estimacoes com conjuntos de
dados reais, que os métodos de otimizacao nao-linear que usam informagcao relativa a matriz
hessiana, como é o caso dos métodos de Newton e BFGS, sao os mais eficientes no que tange
a maximizacgao da funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressao beta. Isso ocorre
devido a sua rapidez, precisdo e robustez frente a perturbagoes comumente verificadas em
situacoes praticas, tais como presenca de pontos de alavanca e elevada correlagao entre

varidveis regressoras.

Palavras-chave: Regressao beta, Otimizagao, Maxima verossimilhanga.
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ABSTRACT

We consider the beta regression model proposed by Ferrari & Cribari-Neto (2004), which is
tailored to situations where the response is restricted to the standard unit interval and has a
regression structure involving regressors and unknown parameters. Our chief interest is the
evaluation of several nonlinear optimization methods in the context of maximizing the beta
regression log-likelihood function. The numerical evidence from Monte Carlo simulations
and empirical analyses based on real data favors the Newton and BFGS algorithms, which
are fast, accurate and behave well even in unfavorable situations such as the existence of

leverage points and high correlation amongst regressors.

Key words: Beta regression, Optimization, Maximum likelihood.
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cAPiTULO 1

Introducao

A classe de modelos de regressao beta é de grande utilidade em situacoes de mode-
lagem onde o objetivo reside no estudo da relagdo entre uma variavel de interesse que assume
continuamente valores no intervalo (0, 1) e outras varidveis que afetam seu comportamento
através de uma estrutura de regressao. Na literatura estatistica, é possivel encontrar di-
ferentes especificagoes desse modelo; ver, e.g., Paolino (2001), Kieschnick & McCullough
(2003), Vasconcellos & Cribari-Neto (2005) e Smithson & Verkuilen (2006). A classe de
modelos estudada nesta dissertagao é aquela especificada por Ferrari & Cribari-Neto (2004),
a qual é indexada por parametros de locagao e dispersao. A resposta média é relacionada a
um preditor linear que incorpora as covaridveis e parametros desconhecidos através de uma

funcao de ligacao.



Um aspecto importante na estimacao dos parametros por méaxima verossimilhanca é a
escolha de um processo numérico eficaz de maximizacao da funcao de log-verossimilhanca,
dado que podem surgir problemas numéricos dependendo da forma da funcao. Por exemplo,
se a funcao for relativamente plana na regiao préxima ao ponto de maximo, o algoritmo
pode ser interrompido longe do verdadeiro valor do parametro. Adicionalmente, o valor
maximo obtido pode depender do ponto escolhido para iniciar o processo iterativo; se o
ponto inicial estiver muito longe do ponto maximizador, pode ser dificil localizar o valor

maximo da funcao.

O objetivo da presente dissertacao é estudar aspectos computacionais inerentes & estimagao
pontual dos parametros que definem a classe de modelos de regressao beta proposta por
Ferrari & Cribari-Neto (2004). Nés avaliamos os desempenhos de alguns algoritmos de
otimizacao nao-linear sob diferentes condicoes tanto via simulacao de Monte Carlo quanto
através de aplicacoes que usam dados reais. A estrutura do restante da dissertacao encontra-
se descrita a seguir. No Capitulo 2 é apresentado o modelo de regressao beta, assim como
aspectos da estimacao pontual de seus parametros por maxima verossimilhanca e algumas
de suas propriedades assintoticas. No terceiro capitulo sdo apresentados alguns métodos
de otimizagao de grande utilidade para a maximizacao da funcao de log-verossimilhanca do
modelo. O quarto capitulo contém os resultados das simulagoes de Monte Carlo realizadas
para a avaliacao dos métodos de otimizacao usados na estimacao pontual do modelo. No
Capitulo 5 sao avaliados os desempenhos dos métodos considerados nos Capitulos 3 e 4
a partir de aplicagdoes com dados reais. Finalmente, as conclusoes do presente trabalho

encontram-se agrupadas no Capitulo 6.



CAPITULO 2

Regressao Beta

2.1 Introducao

Em diferentes areas de aplicacdo da Estatistica, é préatica comum analisar a in-
fluéncia de diversas varidveis sobre a esperanga condicional de porcentagens, proporgoes ou
razoes. Kieschnick & McCullough (2003) listaram varios estudos que incluem tais variaveis
e destacaram a falta de consenso entre os pesquisadores no que diz respeito aos modelos dis-
tribucionais e aos modelos de regressao que devem ser usados na modelagem. Segundo estes
autores, alguns dos modelos empregados sdo, inclusive, de utilidade duvidosa. Por exem-
plo, freqiientemente sao ajustados modelos de regressao normal linear, os parametros que
indexam o modelo sendo estimados pelo método de minimos quadrados ordinarios (MQO).

Esta aproximacao nao é adequada, pois, entre outras razoes, a variancia da resposta deve ser



variavel, aproximando-se de zero quando a média se aproxima de qualquer um dos pontos

extremos do intervalo (0,1).

Em resposta a este problema surgiu o modelo de regressao beta, onde a resposta, que é
continuamente distribuida no intervalo (0, 1), segue lei beta e depende de outras varidveis
através de uma estrutura de regressao. Mais geralmente, se a varidavel dependente estiver
restrita ao intervalo (a, b), em que a < b sao escalares conhecidos, pode-se modelar a variavel
transformada (y—a)/(b—a). E plausivel assumir que a resposta segue distribuicao na familia
beta, caracterizada por sua flexibilidade para produzir distribui¢oes unimodais, uniformes
ou bimodais simétricas e assimétricas; adicionalmente, esta familia é uma das mais usadas

em modelagens paramétricas (Johnson, Kotz & Balakrishnan 1995).

Segundo Smithson & Verkuilen (2006), os trés primeiros exemplos de regressao beta vieram
da literatura na area de Economia, onde Brehm & Gates (1993) modelaram proporgoes
usando a parametrizacdo padrao das distribuicoes beta, que complexifica a formulacao do
modelo de regressao e dificulta a interpretacao dos parametros. Posteriormente, Paolino
(2001) mostrou, por simulacdo de Monte Carlo, que a aproximacgao do ajuste de modelos
lineares por minimos quadrados pode levar a inferéncias erradas sobre os efeitos das co-
variaveis. O autor propoOs estimar o efeito da varidvel explicativa sobre a média e sobre a
dispersao da variavel resposta especificando os parametros da distribuicdo da resposta em
termos da média e da dispersao, tornando mais simples a interpretacao dos parametros e a
inferéncia sobre os efeitos das covaridveis sobre a resposta esperada e sobre a dispersao.
Buckley (2003) apresentou uma alternativa bayesiana ao modelo proposto por Paolino

(2001) e usou amostragem MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para extrair amostras



de uma distribuicao beta a posteriori.

Recentemente, Ferrari & Cribari-Neto (2004) propuseram um modelo de regressao beta
usando uma parametrizagao da distribuicao beta indexada pelos parametros de locacao e
dispersao. Estes parametros podem ser interpretados em termos da média das observacoes,
que é modelada usando um preditor linear que relaciona a resposta média a covariaveis e
parametros desconhecidos através de uma funcao de ligacdo, como acontece nos modelos
lineares generalizados. O comportamento das estimativas dos parametros deste modelo em
amostras pequenas foi estudado por Ospina, Cribari-Neto & Vasconcellos (2006) através da

avaliagdo de diferentes estratégias de estimagao pontual e intervalar.

Além de apresentar detalhes da estimacao dos parametros por maxima verossimilhanca,
Ferrari & Cribari-Neto (2004) desenvolveram um conjunto compreensivo de ferramentas de

inferéncia, tais como testes de hipdteses e medidas de diagndstico.

2.2 O Modelo

No modelo de regressao beta, assume-se que a varidvel resposta segue distribuicao

beta com densidade

F(p + q) p—1

flyip.q) = T (1—y Tt ye(01), (2.1)

onde p >0, ¢ > 0eI'(:) é afuncdo gama. A média e a variancia de y sdo, respectivamente,

p pq
Ey)=—— e var(y) = :
p+q (p+a)Pp+aq+1)
Sejam yq, ..., Yy, varidveis aleatérias independentes, em que cada y¢, t = 1,...,n, segue dis-
tribui¢ao beta de média i, com densidade como a apresentada em (2.1), e sejam x4y, . . ., Ty



observagoes de k covaridveis fixas (k < n). Uma possivel especificacdo do modelo assume

que a média é uma funcao linear das variaveis explicativas, i.e.,
T
E(y) = =z B,
em que z;] = (241,...,24) ¢ B é um vetor de parametros desconhecidos. Esta formulacao
nao é muito adequada, pois nao restringe os valores assumidos pela média condicional,
exigindo a imposicao de restri¢coes sobre os valores das varidveis explicativas para fornecer

resultados plausiveis (Kieschnick & McCullough 2003). Outra formulagao, mais adequada,

consiste em assumir que

1

E(y) = pe = h(n) = H—ex—p(—m)’

em que n; = 2, B. A funcdo h™'(-) dada aqui é um caso especial do que se conhece como

funcao de ligacao. E importante notar que esta especificagao restringe a média condicional

da varidvel de interesse ao intervalo (0,1), o que é apropriado no presente contexto.

Ferrari & Cribari-Neto (2004) definem a estrutura de regressao usando uma reparametri-

zacao da densidade apresentada em (2.1), indexando-a pelos parametros de locagao e pre-

cisao p e ¢, respectivamente, sendo pu = p—ﬁq e ¢ =p-+q. Assim,
4D
E(y) = e var(y) = ,
(W) =n W) =17 5

em que V(u) = pu(1 — p), de tal forma que p é a média da varidvel resposta e ¢ pode ser
interpretado como um parametro de precisao, no sentido de que, para u fixo, quanto maior
for o valor de ¢, menor sera a variancia de y. A densidade da varidvel resposta, y, pode ser

escrita como

F.0) = T T o<yl (22)



onde 0 < u < 1e ¢ >0. Esta densidade pode apresentar muitas formas diferentes depen-
dendo dos valores assumidos pelos parametros i e ¢. Em particular, ela pode ser simétrica

(quando p = 1/2) ou assimétrica (quando p # 1/2).

O modelo é definido assumindo que y; segue distribuicao beta, com densidade (2.2), de

média u; e precisao desconhecida ¢ e que

k
9(pe) = meﬂi =Nt (2.3)

i=1
em que 3= (B1,...,0)" é um vetor de parametros desconhecidos (3 € IR*); as covaridveis
Z1, ..., Ty sA0 assumidas fixas e conhecidas. Aqui, g(-) é uma funcao de ligacao estrita-

mente mondtona e duas vezes diferencidvel com dominio no intervalo (0, 1) e contra-dominio
IR. Cabe notar que a variancia de y; é funcao de u; e, como conseqiiéncia, dos valores das
covaridveis. Assim, varidncias nao-constantes da resposta sdo naturalmente acomodadas no

modelo.

No modelo de regressao beta podem ser usadas diferentes fungoes de ligacao, tais como a
funcao logit g(p) = log (ﬁ), a funcao probit g(u) = ®~1(u), onde ®(-) representa a funcao
de distribui¢ao normal padrao e a fungao log-log complementar g(u) = log{—log{l — u}}.
Para maiores detalhes sobre fungdes de ligagao, ver McCullagh & Nelder (1989). Particu-
larmente, quando usamos a funcao logit, a média pode ser escrita como

et
b= e
Aqui, os parametros do preditor linear tém interpretacdo importante. Suponha que o valor

do i-ésimo regressor é incrementado em uma unidade e que todas as outras covaridveis

permanecem inalteradas. Seja uf a média de y sob os novos valores das covaridveis, enquanto



1 denota a média de y sob os valores originais das covaridveis. Entao,

5 /(L= pt)

C T =

i.e., exp{0;} ¢ igual a razao de chances (Ferrari & Cribari-Neto 2004).

2.3 Estimacao dos Parametros

A funcao de log-verossimilhanca baseada em uma amostra de n observacoes inde-

pendentes é dada por

0B 0) => L, 9), (2.4)
t=1

onde

Cy(pue, @) = log I'(p) — log T'(pe¢p) —log T((1 — pit)@) + (e — 1) log yy

+{(1 — )¢ — 1} log(1 — yt),

com p; definido segundo (2.3). Como (2.4) é uma reparametrizagdo invertivel da log-
verossimilhanca beta, pode-se garantir que o estimador de méaxima verossimilhanca é 1inico

(Ospina et al. 2006).

A funcao escore, obtida derivando-se a funcao de log-verossimilhanca com respeito aos para-

metros desconhecidos, é dada por (Ug(f3, )", Uy (8, #))", onde

8Et (ﬁ? qb) o En: 8&5 (Mh qb) dlut 877t

Uﬁ(ﬁ,cb):iaﬁi = T R

t=1

d dg~! 1
Note que ore _ %9 () = . Também,

dny dny g’ (1)




oty (Nta <Z5)

=¢ |l
Ot ¢ [og

L~ ld) — (1 - o)}

dlogF( )

onde 9(+) é a funcao digama, ou seja, 1(z) =

Yt
—Yt

, para z > 0. Sejam y; = log (1

e py = Y(ued) — (1 — pu)¢). Entao,

1
Us(B,0) =0 ) (v — i)t
’ ; b ()
ou, em notacao matricial,
Us(B,6) = oX T T(y* — p*), (2.5)
em que X é uma matriz n x k cuja t-ésima linha é x| y* = (... ,y:)T, W= (.. ,,u:"L)T

e T =diag{1/¢'(1t,),---,1/9'(1,))}. De forma similar, pode-se mostrar que a fungio escore

para o parametro ¢ pode ser escrita como

Z{ut —py) +log(l — ) — (1 — pe)9) + ()} (2.6)

Os estimadores de maxima verossimilhanga (EsMV) de (3 e ¢ podem ser obtidos igualando
(2.5) e (2.6) a zero e resolvendo o sistema de equagoes resultante. Dado que a solugao destas
equacoes nao possui forma fechada, ela deve ser obtida pela maximizacao numérica da fungao
de log-verossimilhanca usando algoritmos de otimizacao nao-linear. Estes algoritmos, que
sao tipicamente de natureza iterativa, requerem a especificacado de um valor inicial. Ferrari
& Cribari-Neto (2004) sugerem usar como valor inicial do vetor # a estimativa obtida por
minimos quadrados do vetor de coeficientes da regressao linear das respostas transformadas
g(y1), ..., 9(yn) em X, ou seja, (X' X)X Tz onde z = (g(y1),...,9(yn)). No que tange

ao parametro de dispersao, os autores sugerem usar como valor inicial

_Z,Ut (1 — ju) _,



onde fi; é obtido pela aplicacio de g~!(-) ao t-ésimo valor ajustado da regressdo linear
T

e e
de z em X, isto é, jiy = g~ (2] (XTX)71XT2) e 67 = sendo ¢ = z —

(n—k){g (hie)}*’

(XTX)"'X T2 o vetor de residuos de minimos quadrados da regressao linear sob a resposta

transformada.

Para determinar a variabilidade das estimativas dos parametros do modelo de regressao
beta, Ferrari & Cribari-Neto (2004) obtiveram uma expressao para a matriz de informacgao
de Fisher. Sejam W = diag{wy,...,w,}, com

1
{9/ ()}

¢=(c1,...,¢) " com elemento tipico ¢ = ¢{o) (1) pe =1 (1= 1) 9) (1—puz) }, em que ¢/ (-) é

wy = ¢{Y' () + ' (1 — pe)d)}

a fungdo trigama, e D = diag{d1, ..., dy }, onde d; = o/ (1) 2+ (1~ 1) $) (1— 12— ().

A matriz de informagao de Fisher pode ser escrita como

Kps Kpe
K =K(f,¢) = : (2.7)
Kop Koo
onde Kgg = ¢ X 'WX, Kgg = K(;)r = X'Tce Ky = tr(D), onde tr(-) denota o trago de

uma matriz quadrada. Em contraste ao que ocorre na classe dos modelos lineares general-

izados, os parametros 3 e ¢ nao sao ortogonais.

E possivel obter aproximacoes para as quantidades wy, ¢, di, t = 1,...,n, que facilitam o
célculo da matriz de informacao de Fisher quando ui¢ e (1 — py)¢ sdo grandes. Pode-se
mostrar que, para z — 00,

11 1
-1 2
W(z) =log(z) = o~ = o5 + 1507

1 1 1 1 n
z 222 623 3020

_|_...’

V'(z) =
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Desta forma, se py¢ e (1 — )¢ sdo suficientemente grandes, i.e., se ¢ é grande, entao, ao

utilizar as expansoes para a funcao digama e sua primeira derivada, tém-se as aproximagoes

1 _ 1
(1 — pae) B ¢V(Mt)7

wr ~

CN¢|: ! ! ]—0
o) e ] T

1-— 1
Nl B S
¢ ¢ ¢
T T ~
Logo, Kgs ~ X WX, com Wys = diag <<di) )> Kps = Kl = 0 ¢ Kyy ~ 0,
onde 0 é um vetor de zeros de dimensao k£ x 1. Desta forma, a medida que ¢ aumenta, os

blocos K34 e Kyp tendem a zero, assim como Kgs. Porém, quando ¢ — oo, a derivada
m (2.6) tende a zero e a curvatura tende para zero, i.e., a fungao de log-verossimilhanca

torna-se menos curva, o que faz com que ¢ seja de dificil estimagao.

Usando a expressao padrao para a inversa de matrizes particionadas (ver Rao (1973) e
Harville (1997), entre outros), é possivel mostrar que a inversa da matriz de informagao de

Fisher (2.7) é

KBB KB
L= K(B,0) = , (2.8)

K8 o

com
X Tee"TTX(XTWsaX)~!
K98 = (XTWssX)~" {Ik n 7( 56X) } (2.9)
_ KpsKssK 5

= K5, {Ik + fﬁﬁ , (2.10)

em que v = tr(diag(dy)) — ¢ TTX(X "W X) 1 X Te = tr(diag(di)) Ky K 55 1Kpg. Adi-

cionalmente,
1
KB = (K97 = —;(XTWMX)_IXTTC = ——K 3 K5
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e K% = % Aqui, I representa a matriz identidade de dimensao k. Sob condigbes de
regularidade, quando o tamanho amostral é grande,
] 8
AN K807
¢

<)

com 4 denotando assintoticamente distribuido, B e gg sendo os EsMV de e ¢, respectiva-

mente, e NV, , denotando a distribuicdo normal (k + 1)-variada.

+1
A partir da normalidade assintética e dada a consisténcia do estimador de méaxima verossi-
milhanga, podem ser construidos intervalos de confianca assintéticos para os parametros do

modelo de regressao beta. Assim, parar =1,...,k,

~ ~ ~

(Br = 2102 (KB.)")' " B + 210j2(K (B,0)™)?)

o~

(8= 210 (KB )26 4 210 o (K (B,0)%)?)

sao intervalos de confianca assintéticos para 3, e ¢, respectivamente, de cobertura 100(1 —

~

a)%, 0 < a < 1/2. As variancias assintéticas de Er e gg sao K(Zi\, P)'" e K(Zi\, $)¢¢, sendo

~

K(B,$) o elemento (r,7) da matriz K% avaliado em (87, ¢)".

Usando aproximagoes obtidas a partir da normalidade assintética do estimador de maxima
verossimilhanca, Ferrari & Cribari-Neto (2004) obtiveram algumas estatisticas tteis para a
realizacao de testes de hipdteses. Adicionalmente, os autores apresentaram algumas medidas
de diagnéstico para o modelo de regressao beta. Posteriormente, Espinheira, Ferrari &
Cribari-Neto (2006) propuseram medidas de diagndstico baseadas em residuos derivados do

algoritmo iterativo escore de Fisher na estimacao do parametro 8 quando ¢ é fixo.
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2.4 Implementacao Computacional

O pacote betareg do software R (http://www.r-project.org), desenvolvido e man-
tido por Alexandre Simas, implementa a classe de modelos de regressao beta apresentada
neste capitulo. Este pacote contém rotinas para estimacao, testes de hipdteses e andlise de

diagnéstico. Estimacao pontual é realizada usando o método quasi-Newton BFGS.
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CAPITULO 3

Métodos de Otimizacdo Numérica

3.1 Introducao

Métodos de otimizacao de fungoes sdo de grande importancia na resolucao de proble-
mas estatisticos cujas solugoes correspondem a pontos de maximo ou de minimo de fungoes
de interesse. Algumas técnicas de otimizacdo precisam apenas da funcéo objetivo, sendo
chamadas de métodos de procura direta, como é o caso do método simplex; outros métodos
requerem a avaliagdo explicita do vetor de derivadas parciais (vetor gradiente) da fungao
a ser otimizada; estes sao chamados métodos gradiente, dentre os quais pode-se citar o
método de gradiente conjugado. Existem também técnicas que envolvem a estimacao da
matriz hessiana da funcao, sendo conhecidas como métodos de métrica varidvel ou métodos

quasi- Newton.
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O procedimento geral dos algoritmos de otimizacao consiste em, a partir de um ponto inicial,

determinar a melhor direcao e o tamanho do passo para “caminhar” pela superficie de uma
funcao até o ponto 6timo, seja este um ponto de maximo ou de minimo. O processo iterativo
é finalizado quando algum critério de parada é satisfeito. A convergéncia de cada um destes
métodos é afetada pelas freqiientes mudancas de direcao necessarias, pela possibilidade de
que a direcao em uma dada iteragao seja quase perpendicular a dire¢ao até o ponto étimo e
pelo tamanho do passo na direcao do ponto 6timo, determinado pelo processo interno que
ocorre durante a execucgao do algoritmo conhecido como busca em linha. Adicionalmente,
alguns métodos podem ser ineficientes quando a aproximagcao de primeira ordem da funcao
nao é muito adequada; neste caso, uma aproximacao de segunda ordem deve ser procurada
(Khuri 1993).

Os métodos de otimizacao aqui apresentados sao os do tipo gradiente, quasi-Newton e sim-

plex. Embora todos estes sejam métodos de minimizacao de fungoes, eles também podem ser
usados para encontrar o ponto de maximo apenas trocando o sinal da funcao e minimizando

esta funcao modificada.

3.2 Meétodos Gradiente

H4 duas grandes familias de algoritmos para minimizagao multidimensional que re-
querem o cédlculo do gradiente (primeiras derivadas). A primeira delas é conhecida sob o
nome de métodos de gradiente conjugado e requer armazenamento apenas de ordem d, além
do célculo de derivadas e de um procedimento de sub-minimizacao unidimensional, onde d

é a dimensao do problema. A segunda familia é conhecida pelo nome de métodos quasi-
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Newton e requer armazenamento de ordem d?, assim como um processo de sub-minimizacao
unidimensional e o calculo de derivadas de segunda ordem. A seguir serdo descritos alguns
dos algoritmos mais conhecidos pertencentes a cada familia (Press, Teukolsky, Vetterling &

Flannery 1992).

3.2.1 Meétodo de Gradiente Conjugado

O primeiro método de gradiente conjugado nao-linear foi introduzido por Fletcher
& Reeves (1964) e é uma das primeiras técnicas conhecidas de resolucao de problemas de
otimizacao de grande escala. Muitas variantes deste método tém sido propostas. Entre as
principais caracteristicas destes algoritmos estao sua convergéncia quadratica e seu baixo
custo computacional dado que cada iteracao requer apenas a avaliagdo da fungdo objetivo
e de seu gradiente, ndo sendo realizadas operagoes matriciais (Nocedal & Wright 1999).

A convergéncia quadrética de um método iterativo implica que, para fungdes quadraticas,

o ponto minimo serd localizado de forma exata em um numero finito de iteracées. Para
funcoes gerais, quando as iteragoes se aproximam do minimo, a aproximacao quadratica da
funcao se torna melhor e a convergéncia é garantida. Adicionalmente, mesmo em regides
afastadas do minimo, o método consegue lidar com situagoes complexas, como a presenca
de grandes vales, levando em conta a curvatura da funcao.

Fletcher & Reeves (1964) desenvolveram uma férmula recursiva simples que produz uma

seqliéncia de diregoes mutuamente conjugadas. Um conjunto de vetores nao-nulos {po, ..., p;}

é dito ser conjugado com respeito a matriz G simétrica positiva-definida se
p;erj =0 paratodo i # j.
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Qualquer conjunto de vetores satisfazendo esta propriedade também é linearmente inde-
pendente. Estas propriedades das diregoes sao importantes uma vez que a minimizacao é
realizada sucessivamente ao longo das diregoes individuais em um conjunto conjugado. Por
exemplo, se a matriz G for diagonal, os contornos da funcao sao elipses cujos eixos estao
alinhados com as direcoes coordenadas. Assim, pode-se achar o ponto de minimo realizando
minimizagoes unidimensionais ao longo das dire¢oes coordenadas, uma de cada vez (Nocedal
& Wright 1999).

O passo inicial do algoritmo é na direcao de descida e as subseqiientes dire¢oes sao encon-

tradas a partir de
Pi+1 = —gi+1 + Bipi,

2
onde 3; = % e gi = g(x;) representa o gradiente da fungao calculado no ponto
gi
;. Aqui, o subescrito ¢ indexa as iteragoes. Este processo garante que serd localizado o
ponto minimo de qualquer funcao quadratica de d argumentos em, no méaximo, d iteragoes

(Everitt 1987).

Para funcoes nao-quadréticas, o processo realiza mais de d iteragoes e é requerido um

teste de convergéncia. As direcOes p; geradas sdo aquelas que correspondem a aproximacao
quadratica atual da funcdo e a taxa de convergéncia depende da resposta a mudancas na
aproximagao quadratica local de iteragdo para iteragao.

Fletcher & Reeves (1964) testaram o método com a funcdao de Rosenbrock! em duas di-

mensoes e encontraram que ele apresenta convergéncia lenta devido as sucessivas diregoes

'Esta é uma das funcées de teste mais utilizadas, sendo definida por

fl@1,z2) = 100(z2 — 23)% + (1 — 1)
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quase paralelas que tornam muito préximos pontos resultantes de iteracoes sucessivas. Os
autores adotaram uma solucdo para superar problemas com func¢oes nao-peridédicas que
nunca poderia reter a convergéncia quadratica do processo quando aplicada a funcoes
periddicas. Tal solucao consiste em voltar periodicamente a direcao de descida —g ao invés
de p. Assim, o processo completo é periodicamente reiniciado no ponto atual, descartando
toda experiéncia precedente, certa ou errada, que normalmente seria transmitida no calculo
de p. O processo permanece quadraticamente convergente desde que tais reinicios nao sejam

mais freqiientes do que a cada d iteracses.

3.2.2 Método Newton-Raphson

Talvez o método mais conhecido de busca unidimensional de raizes de fungoes seja o
de Newton, também conhecido como Newton-Raphson. Geometricamente, o método con-
siste em tracar a reta tangente a fungao no ponto x; e tomar como x;4+1 o ponto determinado
pela interseccao desta reta com o eixo das abcissas, calculando o valor da funcao nesse ponto
e tracando uma nova tangente. Encontra-se, assim, uma melhor aproximacao da raiz a cada
iteragao. O processo para quando é alcangada a precisao estipulada. Este método nao esta
restrito a apenas uma dimensao e pode ser facilmente generalizado para multiplas dimensoes
(Press et al. 1992).

O algoritmo de maximizacao de Newton-Raphson pode ser obtido a partir da expansao da

funcao f(6) em série de Taylor em torno de um ponto 6(k) até a segunda ordem, obtendo-se

a seguinte aproximacao quadratica:
F(8) = F(6(k)) + (0 —6(k)) TV f(O(K)) + %(9 —6(k))TH(6(k))(0 — 6(k)) = a(0),

18



onde Vf(6(k)) é o gradiente da funcdo f avaliado em 60(k), H(A(k)) é a matriz hessiana
avaliada no ponto (k) e € pertence a uma vizinhanga de 6(k). O préximo ponto da iteragao,
denotado por 6(k + 1), é dado pelo méximo de ¢(f). Com este fim, primeiro se determina

o gradiente de ¢(0), i.e.,
Va(0) = V£(O(k)) + H(O(k))(0 — 0(k));
faz-se, entdo, V() = 0, obtendo-se
H(0(K))(0 — 0(k)) = =V f(0(k)).
Supondo que a inversa de H (6(k)) existe, tem-se que
6 = 6(k) — [H(6(K))] " VF(6(K)),

f sendo uma aproximagao para o ponto maximizador da fungdo f. Assim, aproximacoes

para o ponto de maximo desta funcao sao obtidas através da lei de recorréncia
O(k +1) = 6(k) — [H(O(k)] ™' VS (O(k)).
Generalizando, tem-se
B(k + 1) = (k) — s(k) [H(O(k)] ™' Vf(B(K)),

onde s(k) é um escalar determinado por um procedimento de busca linear a partir de (k) na
direcao de — [H(0(k))] "' Vf(6(k)) de tal forma que f(6(k)) cresca ao longo desta direcao.

O aumento da funcao f é caracterizado pela desigualdade

VIFOK))(O —0(k)) > 0= —(0 —0(k)) H(O(K))(0 — b(k)) > 0.
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Portanto, H deve ser negativa-definida para todo k. Porém, quando 6 esta longe do ponto
de maximo, nao ha garantia de que a matriz hessiana satisfaca esta condicao. Assim, o
incremento —s(k) [H(0(k))]”" V£(6(k)) pode mover o ponto 8(k) para um ponto 6(k + 1)
no qual o valor da funcao é menor, podendo acarretar nao convergéncia do algoritmo. Uma
opgao é utilizar o algoritmo BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb & Shanno), que nao sofre
deste problema.

Os métodos do tipo Newton apresentam taxa rapida de convergéncia local, tipicamente

quadratica. Quando uma vizinhanca da solugao é alcancada, freqlientemente ocorre a con-
vergéncia com alta precisao em poucas iteracoes. Porém, longe do ponto 6timo, onde os
termos de ordem superior na expansao de Taylor sdo importantes, o método pode fornecer
solucoes extremamente imprecisas. Este método tem tendéncia & nao convergéncia global,
pois pode convergir a diferentes solugoes dependendo do ponto inicial. Para contornar este
problema tém sido desenvolvidas varias modificagoes que combinam as propriedades de
rapida convergéncia local do método Newton com estratégias globalmente convergentes que
garantam progressos na dire¢ao da solugdo a cada iteragao; ver Sherman (1978), Moré &
Sorensen (1979), Goldfarb (1980), Denbo, Eisenstat & Steihaug (1982) e Schnabel & Eskow
(1991), entre outros.

Um dos inconvenientes destes métodos é a necessidade do uso da matriz hessiana, pois

o calculo explicito da matriz de segundas derivadas é, muitas vezes, um processo com-
putacionalmente custoso e convidativo ao erro. Para mais detalhes sobre este método de

otimizacao, ver Nocedal & Wright (1999) e Press et al. (1992).
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3.3 Meétodos Quasi-Newton

Os métodos de métrica variavel ou quasi-Newton derivam do método de Newton,
tendo o mesmo objetivo: acumular informacoes das sucessivas minimizacoes em linha que
levem ao 6timo exato de uma forma quadratica em d dimensdes. A técnica dos métodos
quasi-Newton difere da utilizada pelos métodos de gradiente conjugado na forma de ar-
magzenar e de atualizar essas informagoes acumuladas, pois, ao invés de requerer armazena-
mento de ordem d (o nimero de dimensoes), requer-se armazenamento de uma matriz de
tamanho d x d (Press et al. 1992).

Uma outra diferenca entre os métodos de Newton e quasi-Newton reside no calculo da in-

versa da matriz hessiana, que é aproximada por uma matriz simétrica e positiva-definida

Q(k) tal que

lim Q(k) = —H %

k—00
A matriz Q(k) é atualizada depois de cada passo para levar em conta o conhecimento
adicional ganho durante a iteracdo. As atualizacées usam o fato de que as mudancas no
gradiente proporcionam informagcao sobre a segunda derivada da funcao ao longo da direcao
de busca (Nocedal & Wright 1999).

A matriz inicial mais comumente usada para Q(k) é a matriz identidade de mesma ordem,

pois ela é positiva-definida e simétrica, resultando, assim, em aproximagcoes Q) (k) positivas-
definidas e simétricas.

O método quasi-Newton mais utilizado é o BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno),
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cuja forma recursiva de atualizacao da aproximacgao da matriz hessiana é dada pela expressao
(O(k+1) —0(k) @ ((0(k+1) —0(k)))
(O(k +1) = 0(k)) " (Vf(O(k+ 1)) = VF(0(k))
)

1 (6(K)))
[QE)(VFO(k + 1) = VI(O(K))] © [QE)(VF(O(k + 1)) Vf(6(F)))]
(VF(O(k+1)) = VI(OK)TQENVF(Ok+1)) = V(O(K)))

+ (VF(O(k+1)) = V(O(k) T QR)(Vf(O(k +1)) = Vf(6(k)))U @ U,

Qk+1) =Q(k) +

onde o operador ® denota produto de Kronecker e U é o vetor coluna dado por

U=

(O(k +1) - 0(k )) ( ( (

1) -
(V0K + 1)) ( ( TQ(k)(V (G(k‘ +1)) = V£(0(k)))
Dessa forma, mesmo quando 6 estd longe do méximo, as matrizes Q(k) garantem que

os pontos se movem em direcao ascendente. De forma semelhante ao método anterior, o

esquema iterativo é
0(k+1) =0(k) + s(k)Q(0(k))V f(6(k)),

onde s(k) é o tamanho do passo. Embora o método de Newton convirja mais rapidamente
(ou seja, quadraticamente), seu custo por iteragao é maior devido a necessidade da solucao
de um sistema linear. Uma vantagem mais notdvel do método BFGS é que ele nao requer
o calculo de segundas derivadas (Nocedal & Wright 1999).

Embora seja raro, pode acontecer que erros de arredondamento produzam uma matriz

Q(0(k)) quase singular ou nao positiva-definida. Isto pode ser sério, pois as diregoes de
busca neste caso nao seriam em descida e, adicionalmente, matrizes quase singulares tendem
a induzir matrizes quase singulares subseqiientes. Para lidar com este inconveniente, tém

sido implementadas variantes do método que consistem em construir uma aproximacao de
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H ao invés de H~'. Aqui o truque consiste em armazenar, nio esta aproximacdo, mas sua
decomposicao triangular ou decomposicao de Cholesky, que pode ser reorganizada de forma
a garantir que a matriz permaneca nao-singular e positiva-definida mesmo na presenca de

erros de arredondamento (Press et al. 1992).

3.4 Método Simplex

Este método estd baseado nos simplexes, que sao figuras geométricas em d dimensoes
definidas por d + 1 vértices. Por exemplo, um simplex em duas dimensoes é um triangulo,
em trés dimensoes é um tetraedro e assim sucessivamente. O procedimento de otimizacao
deste método comeca pela escolha dos d + 1 pontos onde sera feita a avaliacao da resposta,
0 objetivo sendo forcar o simplex a mover-se para a regido de resposta étima através de
operacoes de reflexdo, expansao e contragao. Este algoritmo néo precisa das derivadas da
funcao e tipicamente nao é eficiente em termos do numero de avaliagbes da fungao até
convergéncia.

Nelder & Mead (1965) desenvolveram o algoritmo conhecido como simplex downhill, que

considera a minimizacao de uma funcao de d variaveis, sem restricoes. O método pode ser
descrito como a seguir. Sejam Py, Pj,..., Py os (d + 1) pontos no espago d-dimensional
definindo o simplex atual. Denota-se por y; o valor da funcdo em P; e define-se h como o
subindice tal que y;, = max;(y;) e [ como o subindice tal que y; = min;(y;). Ainda, define-se
P como o centréide dos pontos com i # h e [P;P;] como a distancia entre P; e P;. Em cada

etapa do processo, P}, é trocado por um novo ponto usando trés operagoes:

23



e Reflexao de Pj: Denotada por P*, suas coordenadas sao definidas pela relagao

P*=(14a)P —aP,

em que « (coeficiente de reflexdao) é uma constante positiva. Assim, P* estd sobre a
reta que une P, e P com [P*P] = a[P,P]. Se y* estiver entre y;, e y;, entdo P, é

trocado por P* e o processo € reiniciado com o novo simplex.

e Expansao de Py: Se y* < y, i.e., se a operacao de reflexdo produz um novo ponto

minimo, entao expande-se P* a P** pela relacao
P =~yP* 4+ (1 —~)P.

O coeficiente de expansio 7, que é maior do que 1, é a razdo entre as distancias [P** P]
e [P*P]. Se y** <y, troca-se P, por P** e o processo é reiniciado; se y** > y;, entdo

a expansao é falha e deve-se trocar Pj, por P* antes de recomegar o processo.

e Contragao de P,: Se na reflexdo de P a P* se encontra y* > y; para todo i # h,
i.e., que a troca de P por P* resulta em um y* méaximo, entdo define-se um novo P
sendo igual ao Py, anterior ou a P* (qualquer um deles possui menor valor y). Entao

forma-se

P™ = BP, + (1 - H)P.

O coeficiente de contragao 3 esté entre 0 e 1 e é a razdo das distancias [P**P] e [PP).
Assim, aceita-se P** para Pj e o processo é reiniciado, a nao ser que y** > min(yp, y*),
i.e., o ponto depois da operacao de contracao é “pior” do que o “melhor” entre P} e
P*. Quando ocorre tal falha na contragao, todos os P; sao trocados por (P, + P;)/2 e

0 processo é reiniciado.
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Finalmente, o critério de parada do algoritmo consiste em comparar o “erro padrao” dos

y’s, \/ {3 (yi —9)?/n}, com um valor pré-fixado. O processo pira quando este valor é
maior que o erro padrao. O sucesso deste critério depende do simplex nao chegar a ser
muito pequeno em relacao a curvatura da superficie até que o minimo seja alcancado. A
motivacao por tras deste critério deve-se a que em problemas estatisticos em que o objetivo é
encontrar o minimo de uma superficie de verossimilhanca negativa (ou de uma superficie de
soma de quadrados) a curvatura préxima do minimo prové informagao sobre os parametros
desconhecidos. Se a curvatura for leve, a variancia amostral das estimativas serd grande e
nao tem sentido encontrar as coordenadas do minimo com muita precisao, ao passo que se
a curvatura for acentuada, hd justificativa para se procurar o ponto de minimo com maior

exatidao (Nelder & Mead 1965).
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cAPITULO 4

Avaliacao Numérica

4.1 Introducao

Através de simulagbes de Monte Carlo foram avaliados os desempenhos de dife-
rentes métodos de otimizacdo nao-linear no que tange & maximizacao da funcao de log-
verossimilhanca do modelo de regressao beta proposto por Ferrari & Cribari-Neto (2004).
No estudo de simulagao foram comparadas as estimativas obtidas no processo de otimizacao
através dos métodos BFGS, Newton, simplex e gradiente conjugado (CG), descritos no
Capitulo 3, sob diferentes cenarios. Outras variantes do método de Newton foram avalia-
das, como, por exemplo, os métodos scoring de Fisher (que usa o valor esperado da matriz
de segundas derivadas ao invés da matriz hessiana), steepest descent (que usa a matriz iden-

tidade ao invés da matriz hessiana) e BHHH (Berndt, Hall, Hall & Hausman 1974), mas os
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resultados nao diferiram de forma clara dos obtidos a partir do método de Newton-Raphson

e, portanto, nao sao apresentados.

Os dados foram gerados do modelo de regressao beta dado por

g(lut) :ﬁo_‘_ﬁlxtv t= 17"')”5 (41)

onde g(+) é a fungao de ligagao logit. Os valores da variavel regressora z; foram obtidos como
realizacgoes independentes da distribuicao normal padrao. A matriz de varidveis regressoras
X permaneceu constante ao longo do experimento e para cada réplica de Monte Carlo foi
gerada uma amostra aleatéria da varidvel resposta y = (y1,...,yn) ', onde y; é obtido da
distribuicao beta apresentada em (2.2), i.e., y; ~ B(u, @), t = 1,...,n. O pardmetro de

locagao, ¢, é dado por

_ exp(fo + Bixy)
H= T exp(fBo + Bray)

Os valores considerados para os parametros de intercepto e inclinacao foram Gy = 1.0
e 01 = 0.1, respectivamente; o valor do parametro de precisao foi fixado em ¢ = 35 e
os tamanhos amostrais utilizados foram n = 20,60, 100,200 e 500. Para cada tamanho
amostral foram calculadas as medidas descritivas: média e variancia. Adicionalmente foi
calculado o critério de avaliagao erro absoluto percentual médio (MAPE) nas 1000 réplicas

de Monte Carlo realizadas.

4.2 Ambiente Computacional

Todos os experimentos foram conduzidos sob o sistema operacional Microsoft Win-

dows 2000 Professional, em um computador com processador Pentium IV de 2.40 GHz e 1.0
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Gb em memoéria RAM. A simulacao foi realizada através de procedimentos implementados
na linguagem de programagao 0x, em sua versao 4.02 (distribuida gratuitamente para uso
académico e disponivel no site http://www.doornik.com), e no software R em sua versao

2.1.1 (disponivel gratuitamente em http://www.r-project.org).

As avaliagbes numéricas dos métodos de otimizacao nao-linear foram executadas utilizando
as rotinas de otimizacao MaxBFGS, MaxNewton e MaxSimplex do sistema 0x; os resultados
relativos a0 método CG foram obtidos a partir da fungao optim do software R; a versao
usada desse método foi aquela desenvolvida por Fletcher & Reeves (1964). Os métodos
de tipo gradiente e de Newton foram utilizados com gradiente analitico da funcao de log-
verossimilhanca e, quando necessario, com matriz hessiana numérica. Para maiores detalhes
sobre estas rotinas de otimizacao, ver Doornik & Ooms (2005), no caso do 0x, e Venables

& Smith (2004), no caso do R.

4.3 Resultados

Inicialmente foram avaliadas as precisces dos diferentes métodos na estimacao dos
parametros do modelo (4.1). Os valores iniciais (fy,, 81, € ¢0) para o processo iterativo
da estimagado dos parametros foram obtidos como descrito na Secao 2.3 do Capitulo 2. Os
valores iniciais médios obtidos para cada parametro com diferentes tamanhos de amostra
nas 1000 réplicas de Monte Carlo realizadas, sao apresentados na Tabela 4.1. Os valores (3,
e 31, estao proximos dos verdadeiros valores dos parametros 3y e 31, independentemente do
tamanho de amostra, enquanto que o valor do ¢y nao se encontra muito préximo do valor

verdadeiro.
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n  Boo B1o Po
20 0.89446 0.12707 31.44047
60 1.05745 0.10087 23.63574
100 0.99091 0.12537 29.27570
200 1.08458 0.09968 29.06153
500 1.01183 0.10887 32.45599

Tabela 4.1: Valores iniciais na estimacao dos parametros fy = 1.0, 1 = 0.1 e ¢ = 35.

Em resumo, o valor inicial para a estimacao do parametro de locagdo (p¢) estd préximo
do valor verdadeiro, diferentemente do que ocorre com o parametro de precisao do modelo
(¢). Isto pode produzir alguma desvantagem para a eficiéncia dos métodos no que tange a
estimacao do parametro ¢, uma vez que, em pontos afastados do maximo, a aproximacao
quadratica da funcao de verossimilhanca pode nao ser precisa, fazendo com que o algoritmo
necessite de maior ntimero de iteragoes, levando assim maior tempo para atingir o ponto
otimo.

A Tabela 4.2 apresenta os resultados obtidos para o parametro de intercepto do modelo.
Observa-se que todos os métodos proporcionaram valores semelhantes no que tange as esti-
mativas. Os métodos BFGS e Newton forneceram os mesmos resultados para as quantidades
calculadas e sempre apresentaram a menor variancia das estimativas. O método simplex foi
0 que apresentou, em geral, maior variabilidade das estimativas, mesmo para tamanhos de
amostra grandes. A diferenca nas medidas de viés e variancia entre os resultados fornecidos
pelos métodos CG e BFGS (assim como o método de Newton) tornou-se menor na medida

em que o tamanho de amostra aumentou.

No referente a taxa de erro (MAPE), os métodos BFGS e Newton forneceram as menores

taxas para tamanhos amostrais pequenos, enquanto que para tamanhos grandes o método
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simplex proporcionou as menores taxas, seguido pelos métodos BFGS e Newton. Por exem-
plo, para n = 200 o MAPE do método simplex foi de 4.32% enquanto que para o método
BFGS esta medida foi de 4.34%, indicando assim que os métodos BFGS, Newton e sim-
plex podem ser usados indistintamente na estimacao do parametro 3y, no que se refere a
este critério, quando o tamanho amostral é suficientemente grande. As maiores taxas de
erro foram exibidas pelo método CG para todos os tamanhos de amostra, sendo que, para
tamanhos de amostra grandes, estas tém magnitude semelhante as dos métodos BFGS e

Newton.

n Medida BFGS Newton simplex cG

20 Meédia 1.0032 1.0032 1.0028  1.0057
Variancia  0.0275 0.0275 0.0279  0.0360
MAPE 13.1400 13.1400  13.1390 14.9989

60 Média 1.0002 1.0002 1.0003  1.0025
Variancia  0.0108 0.0108 0.0108  0.0108
MAPE 8.2950 8.2950 8.2980  8.3636

100  Média 1.0017 1.0017 0.9999  0.9996
Variancia  0.0059 0.0059 0.0075  0.0064
MAPE 6.1120 6.1120 6.9130  6.3739

200 Média 1.0001 1.0001 0.9950  1.0003
Variancia  0.0030 0.0030 0.0080  0.0032
MAPE 4.3420 4.3420 4.3240  4.5366

500 Média 0.9999 0.9999 0.9676  0.9995
Variancia  0.0013 0.0013 0.0681  0.0013
MAPE 2.8380 2.8380 2.6350  2.8825

Tabela 4.2: Resultados da simulacao para as estimativas de méaxima verossimilhanca do
parametro 3y = 1.0.

Realizando a mesma andlise para o parametro de inclinagdo do modelo (3;), achou-se que
os resultados obtidos foram andlogos aos do parametro de intercepto. Todos os métodos es-
tudados forneceram estimativas semelhantes, apresentando menores variancias os métodos

BFGS e Newton, como observado na Tabela 4.3. Para tamanhos amostrais pequenos,

30



o método simplex apresentou variancia igual as dos métodos BFGS e Newton, enquanto
que para os maiores tamanhos de amostra ele apresentou a maior variabilidade. Observa-se
também que, embora o método CG tenha apresentado a mesma varidncia nas estimativas dos
métodos BFGS e Newton para tamanhos de amostra suficientemente grandes, suas taxas de
erro tenderam a ser as maiores. Por exemplo, paran = 60 seu MAPE foi de 15.86% enquanto
que para os outros métodos o valor desse critério esteve préximo de 13.92%; para n = 100,
seu MAPE foi de 13.47%, os outros métodos apresentando valor do MAPE em torno de

11.19%. Este fato coloca novamente o método CG em desvantagem em relagao aos demais.

n Medida BFGS Newton simplex cG

20 Média 0.1006 0.1006 0.1006  0.1004
Variancia  0.0012 0.0012 0.0012  0.0014
MAPE 26.9970 26.9970  26.9780 29.2827

60 Média 0.1001 0.1001 0.1001  0.0999
Variancia  0.0003 0.0003 0.0003  0.0004
MAPE 13.9190 13.9190  13.9250 15.8608

100  Média 0.1000 0.1000 0.1003  0.1004
Variancia  0.0002 0.0002 0.0003  0.0002
MAPE 11.1880 11.1880  13.4680 12.2886

200 Média 0.1001 0.1001 0.0996  0.1001
Variancia  0.0001 0.0001 0.0005  0.0001
MAPE 8.2930 8.2930 8.2560  8.6677

500 Média 0.1000 0.1000 0.0928  0.1001
Variancia  0.0001 0.0001 0.0007  0.0001
MAPE 5.4600 5.4600 5.0640  5.4430

Tabela 4.3: Resultados da simulacao para as estimativas de méaxima verossimilhanca do
parametro Gy = 0.1.

Observa-se na Tabela 4.4 que, para tamanhos de amostra pequenos, existe viés significa-
tivo nas estimativas do parametro de precisao (¢) e que a variancia de tais estimativas é

consideravelmente alta, tornando-se menor rapidamente com o aumento do niimero de ob-
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servagoes, como esperado. Os valores estimados fornecidos pelos diferentes métodos foram
muito homogéneos, sendo o método simplex aquele que apresentou sempre a estimativa
mais proxima do verdadeiro valor do parametro. Verifica-se que os métodos BFGS, Newton
e simplex apresentam valores parecidos no critério MAPE; novamente, o método CG foi o
menos eficiente, com as maiores taxas de erro para todos os tamanhos amostrais. Em geral,
o método simplex apresentou as menores taxas de erro, indicando que possivelmente uma
opgao razoavel para nao contribuir ao aumento do viés na estimacao desse pardmetro é o

uso de um método que nao dependa da informacao relativa ao gradiente da funcao.

n Medida BFGS Newton simplex CcG

20 Média 43.9741  43.9741  43.9715  43.9905
Variancia 273.7639  273.7639 274.2863 270.0874
MAPE 37.0300  37.0300  37.0020  37.1427

60 Média 37.5441  37.5441  37.4428  37.5192
Variancia  51.7303  51.7303  51.7413  49.5842
MAPE 16.3900 16.3900  16.3990  16.6759

100 Média 36.5494  36.5494  36.4109  36.4984
Variancia  27.6131 27.6131 279915  27.9175
MAPE 12.1140 12.1140  11.9490  12.1407

200 Média 35.7115  35.7115  35.5278  35.7096
Variancia  12.8998 12.8998  19.3014  18.2372
MAPE 8.2040 8.2040 8.1610 8.3627

500 Média 35.2698  35.2698  35.2085  35.2424
Variancia 4.9738 4.9738 7.9740 7.9975
MAPE 5.0820 5.0820 4.7210 5.8254

Tabela 4.4: Resultados da simulacao para as estimativas de méaxima verossimilhanca do
parametro ¢ = 35.

Em geral, pode-se deduzir das Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4 que, em principio, os métodos BFGS,
Newton e simplex sao competitivos no que tange a obtencao das estimativas de méaxima
verossimilhanca dos parametros do modelo de regressao beta. Os resultados da simulagao

indicam que qualquer um desses métodos pode ser usado na estimacdo do parametro de
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locagao, enquanto que nao ha suficiente clareza sobre qual método é o mais adequado para
a estimacao do parametro de precisao. O método gradiente conjugado nao é recomendavel,
pois é propenso a alcangar as maiores taxas de erro. O fato de que os métodos de Newton e
BFGS sempre fornecem as mesmas estimativas, assim como a mesma variabilidade e taxas
de erro, indica que nao estd havendo dificuldade no que concerne a inversao da matriz hes-

siana no método de Newton.

Para os valores de n considerados, observou-se que a taxa MAPE diminui aproximadamente
em 50% com o aumento do tamanho amostral, independentemente do método usado. Ainda,
esta taxa foi sempre maior na estimacao de ¢, evidenciando a dificuldade dos métodos para

estimar com precisao esse parametro.

Um segundo experimento de simulagao foi realizado, desta vez com um modelo com duas
covariaveis. As conclusoes extraidas foram as mesmas que no caso de uma covariavel, i.e.,
todos os métodos forneceram estimativas semelhantes para o parametro de locacao, havendo
uma certa superioridade dos métodos que usam a informagao da matriz hessiana além do
gradiente da funcdo. No referente ao parametro de precisao, houve maior dificuldade na
determinacao do método que apresenta o melhor desempenho de acordo com os critérios
de avaliacdo. Independentemente do tamanho de amostra, o método simplex foi o que tipi-
camente apresentou as menores taxas de erro, apesar de ter fornecido as estimativas com

maior variabilidade.

Visando verificar se o viés significativo nas estimativas de ¢ estd relacionado com o ponto
inicial, foram comparados os resultados fornecidos por cada método para diferentes valores

iniciais do parametro ¢, a saber: o valor inicial descrito na Se¢ao 2.3 (¢o,,,), o verdadeiro
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valor do parametro (¢p = 35), um valor menor e outro maior do que o verdadeiro valor
do parametro (¢pg = 15 e ¢y = 70, respectivamente). Observa-se na Tabela 4.5 que nao hé
grande diferenca nas estimativas fornecidas pelos métodos BGFS e Newton. Nesse caso, os
resultados apresentam insensibilidade ao ponto inicial e o viés diminui com o aumento do
n, como esperado. O método simplex fornece estimativas e valores do critério de avaliagao
semelhantes aos obtidos com os métodos BFGS e Newton. Para este método sao obser-
vadas leves diferencas nas estimativas causadas pelos diferentes pontos iniciais. O método
CG fornece pontos diferentes dependendo do valor inicial utilizado; adicionalmente, a va-
riabilidade das suas estimativas tende a ser menor quando o processo comeca em um ponto

proximo do verdadeiro valor do parametro, como € o caso do ponto ¢g,., -

Como esperado, existe uma tendéncia dos métodos a apresentar menores taxas de erro
quando o ponto inicial coincide com o verdadeiro valor do parametro. Novamente, as
maiores taxas de erro foram as do método CG e as estimativas mais proximas do valor ver-
dadeiro foram as fornecidas pelo método simplex. Observa-se também que a variabilidade
¢é grande para pequenos tamanhos amostrais, diminuindo rapidamente com o aumento do
numero de observacoes; igualmente, os valores dos critérios de avaliacao diminuem rapida-
mente. O tempo gasto por cada método no processo de maximizagao foi também usado
como critério de avaliagdo. Observa-se na Tabela 4.6 que os métodos simplex e CG pre-
cisaram sempre de mais tempo para convergir, sendo que o método simplex foi mais lento.
Mais importante ainda é observar que, embora as estimativas fornecidas pelos métodos
BFGS e Newton sejam iguais, este iltimo precisou de menos tempo para realizar o processo

de otimizagao.
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93

BFGS Newton simplex CcG

n Medida | ¢o=15 ¢o=35 o=70| do=15 o=35 do=70| do=15 po=35 Go=T0 | ¢o=15 ¢o=35 =70
20 Média 43.9741  43.9741  43.9741 | 43.9741  43.9741  43.9741 | 43.9626  43.9572  43.9568 | 43.8581  43.8101  43.9412
Variancia | 273.7639  273.7639  273.7641 | 273.7639  273.7639 273.7641 | 274.0156 274.1241  274.1579 | 280.0874  280.2947  280.2954
MAPE 37.0300  37.0300  37.0300 | 37.0300  37.0300  37.0300 | 37.0170  37.0100  37.0100 | 37.5080  37.5240  37.5865

60 Média 37.5441  37.5441  37.5441 | 37.5441  37.5441  37.5441 | 37.5482  37.5399  37.5405 | 37.5271  37.5804  37.5541
Variancia | 51.7303  51.7304  51.7303 | 51.7304  51.7303  51.7303 | 52.0045  51.7003  51.7582 | 51.1975  50.0001  49.7303
MAPE 16.3900  16.3900  16.3900 | 16.3900  16.3900  16.3900 | 16.4330  16.3840  16.3960 | 16.4357  16.2255  16.0840

100  Média 36.5494  36.5494  36.5494 | 36.5494  36.5494  36.5494 | 36.2801  36.5382  36.5513 | 36.6143  36.4415  36.6081
Varidncia | 28.2322  27.6131  27.6131 | 28.2322  27.6131  27.6131 | 33.3614  27.6620  27.7911 | 28.0567  27.9965  27.9220
MAPE 12,1140 12,1140 12,1140 | 12.1140  12.1140  12.1140 | 12.0730  12.1280  12.1390 | 12.2755  12.1632  12.0235

200 Média 35.7115  35.7115  35.7115 | 35.7115  35.7115 357115 | 35.5183  35.4999  35.5089 | 35.6585  35.6376  35.6237
Variancia | 12.8998  12.8998  12.8998 | 12.8998  12.8998  12.8998 | 19.4357  20.3108  19.7923 | 20.4598  22.4623  20.1486
MAPE 8.2040 8.2040 8.2040 8.2040 8.2040 8.2040 8.1600 8.1610 8.1550 8.2705 8.2176 8.2705

500 Média 35.2698  35.2698  35.2698 | 35.2698  35.2698  35.2698 | 35.3605  35.2382  35.4480 | 35.2935  35.2974  35.2548
Variancia 4.9738 4.9738 4.9738 4.9738 4.9738 4.9738 8.5441 8.9082 8.6196 3.5621 7.0165 5.4462
MAPE 5.0820 5.0820 5.0820 5.0820 5.0820 5.0820 4.7440 4.7220 4.7400 5.0585 5.0276 4.9225

Tabela 4.5: Resultados da simulagao para as estimativas de maxima verossimilhanga do parametro ¢ = 35 com diferentes valores
iniciais do parametro de precisao.



Todos os métodos gastaram menos tempo de execugdo quando o valor inicial foi aquele
apresentado na Tabela 4.1 ou menor do que o valor verdadeiro; adicionalmente, evidenciou-
se maior dificuldade quando o valor inicial utilizado foi maior do que o valor verdadeiro do

parametro.

n MétOdO ¢0FC ¢0:35 ¢0:15 ¢0:70
20 BFGS 0:01:17 0:01:17 0:01:15 0:01:21
Newton 0:00:48 0:00:50 0:01:00 0:00:58
simplex 0:07:10 0:08:50 0:05:44 0:06:43
CcG 0:0:20 0:06:54 0:03:46 0:05:27
60 BFGS 0:03:59 0:05:58 0:04:25 0:04:08
Newton 0:02:21 0:02:22 0:03:09 0:02:57
simplex 0:23:06 0:22:00 0:19:39 0:20:38
CcG 0:15:47 0:13:25 0:10:05 0:08:25
100 BFGS 0:06:49 0:04:54 0:08:16 0:07:47
Newton 0:03:57 0:03:51 0:03:14 0:04:46
stmplex 0:34:13 0:40:34 0:31:09 1:10:23
oe 0:30:18 0:34:23 0:25:06 0:50:36
200 BFGS 0:15:20 0:13:38 1:00:48 1:05:57
Newton 0:09:05 0:08:02 0:42:36 0:43:21
stmplex 1:14:49 1:19:40 1:16:36 3:35:50
CG 1:00:02 1:01:56 1:00:14 2:45:35
500 BFGS 5:21:10 5:31:19 6:22:38 6:37:29
Newton 2:44:40 2:50:18 5:17:50 4:54:08
simplex 12:01:16 8:54:17 7:55:41 20:49:46
CcG 10:52:46 6:35:42 6:05:23 18:58:32

Tabela 4.6: Tempo gasto pelos métodos no processo de maximizacao para diferentes valores
iniciais do parametro de precisao. (Formato: hh:mm:ss)

FEmbora o método simplex conduza as estimativas mais precisas quando o ponto inicial
estd proximo do valor verdadeiro, este método nao é computacionalmente eficiente, pois é
muito lento, sendo que este comportamento piora quando o tamanho amostral aumenta.
O método CG apresenta convergéncia lenta nas maiores amostras. Nota-se a eficiéncia do

método de Newton na maximizagao da log-verossimilhanca do modelo de regressao (4.1).
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Um outro interesse reside em determinar a robustez dos métodos a presenca de pontos de

I nos dados. Com este fim, foram gerados n — 1 valores da varidvel regressora z;

alavanca
a partir da distribuicdo normal padrao e o n-ésimo ponto de cada amostra foi fixado em
2.5,3.0,4.0,5.0,6.0 ou 7.0. Neste caso, o critério de comparagao foi o nimero de iteragoes
realizadas por cada método para alcangar o ponto 6timo. (Pontos de alavanca induzem viés

nas estimativas e, portanto, nao é possivel determinar até que ponto os desvios sao causados

pelo ponto de alavanca e até que ponto sao devidos ao processo de otimizagao.)

A Tabela 4.7 apresenta o numero médio de iteragdes de cada método nas 1000 réplicas de
Monte Carlo realizadas, para os tamanhos amostrais n = 20 e n = 100. Observa-se que o
método mais eficiente é o de Newton seguido de longe pelo BFGS; o método que precisa de
maior nimero de iteragdes é o simplex, com mais de 100 iteracoes em média. Em todos os
métodos hé tendéncia de aumento do ntimero de iteragoes quando a magnitude do ponto
de alavanca aumenta. O método que permaneceu mais estavel as perturbacoes nos dados

foi o de Newton.

Magnitude do ponto de alavanca

Método n 25 30 40 50 6.0 7.0
BFGS 20 12 12 13 14 16 21
00 10 11 11 12 13 14
Newton 20 3 3 4 4 ) 6
100 3 3 3 3 4 4
simplex 20 141 144 147 148 151 157
100 128 133 137 144 147 145
CG 20 40 39 39 52 60 76
100 45 46 55 50 52 53

Tabela 4.7: Nimero médio de iteragoes até convergéncia dos métodos na presencga de pontos
de alavanca.

!Pontos de alavanca sio observacdes com valores atipicos das covaridveis e podem afetar as propriedades
dos estimadores em amostras finitas, para maiores detalhes, ver Montgomery, Peck & Vining (2001).
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Também é importante verificar as taxas de convergéncia dos métodos. Os métodos BFGS
e de Newton convergiram em todos os casos, independentemente da magnitude do ponto
de alavanca e do tamanho amostral. A Tabela 4.8 reporta as taxas de convergéncia dos
métodos simplex e CG, que foram os tnicos métodos afetados nas suas propriedades de
convergéncia pela existéncia dos pontos de alavanca. Nota-se que o método simplex foi o
mais robusto, pois a reducao da sua taxa de convergéncia foi baixa comparada com a da

taxa do método CG.

Magnitude do ponto de alavanca
Método n 2.5 3.0 4.0 50 6.0 7.0

simplex 20 100.0 100.0 100.0 100.0 95.2 77.3
100 994 996 993 99.7 99.5 929
CG 20 81.1 88.7 835 81.8 64.9 44.8
100 625 55.8 619 62.2 63.7 63.1

Tabela 4.8: Taxas de convergéncia na presenca de pontos de alavanca.

Finalmente, foi avaliada a robustez dos métodos estudados a existéncia de correlagdao acen-

tuada entre as variaveis regressoras. Com este fim, foram geradas amostras de tamanho n

da distribuigao normal bivariada com vetor de médias u = (0,0) e matriz de covariancias
1 Op 1o

Y= )

Opoxy 1

onde 03,4, = Ogzyz, = 0.0,0.1,0.3,0.5,0.7 ou 0.9. A estrutura do modelo empregado neste
caso é dada por
9(e) = Bo + Brza + Loz, (4.2)

onde g(+) é a funcao de ligagao logit e os valores dos pardmetros foram fixados em [y = 1.0,
1 =01, 3 =05e¢ =35
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Foram medidos os tempos gastos por cada método na maximizagao. Os resultados se
encontram na Tabela 4.9. Nota-se que o método de Newton continua sendo o mais rapido e
que o grau de correlacao nao afeta o processo de otimizacao dos métodos BFGS e Newton,
pois os tempos de execucao permanecem estaveis para todos os graus de correlagdo. No que
diz respeito ao método simplex, para os maiores tamanhos amostrais héd leve tendéncia de

aumento do tempo gasto na otimizacao quando o grau de correlacao é elevado.

Em termos gerais, observou-se que o método de Newton é uma étima opcao para o processo
de maximizacao da funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressao beta, devido a
sua rapidez, robustez e precisao para atingir o ponto étimo. O método BFGS é competitivo
também, dadas as precisoes das suas estimativas, sendo, porém, sempre mais lento do que o
método de Newton. Esta pode ser uma indicagéo de que para o caso especifico da funcao de
log-verossimilhanga do modelo de regressao beta, a matriz hessiana nao é de dificil inversao

e esta geralmente distante da singularidade.

Os métodos BFGS e de Newton se mostraram robustos a condi¢cbes comumente verificadas
na pratica estatistica, como elevada correlacao entre varidveis regressoras e existéncia de
pontos de alavanca nos dados. Embora o método simplex tenha sido tao eficiente quanto os
dois métodos anteriormente mencionados, ele sempre necessita de mais iteracoes para atingir
o ponto 6timo. Adicionalmente, quando submetido a algumas condigoes adversas, como a
presenca de pontos de alavanca, a taxa de convergéncia foi afetada. No caso do método CG,
verificou-se que nao é recomendavel seu uso na obtencgao de estimativas pontuais no modelo
de regressao beta, pois sua precisdo é menor do que as dos outros métodos; verificou-se que

ha uma baixa taxa de convergéncia quando os dados contém pontos de alavanca.
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n|Método| p=0 | p=01 | p=03 | p=05 | p=07 | p=09

BFGS 00:00:15.76 | 00:00:15.61 | 00:00:15.18 | 00:00:15.34 | 00:00:16.57 | 00:00: 17.56
20 | Newton | 00:00:12.34 | 00:00:13.65 | 00:00:13.00 | 00:00:13.37 | 00:00:14.28 | 00: 00 : 14.59
stmplex | 00:01:12.76 | 00:01:22.79 | 00:01:08.64 | 00:01:08.81 | 00:01:22.53 | 00: 01 :23.40
CcG 00:55:12.00 | 00:01:00.00 | 00 :45:48.00 | 00 : 48 :48.00 | 00 :36:00.00 | 00 :43:12.00
BFGS 00:00:36.89 | 00:00:37.50 | 00:00:38.17 | 00:00:37.23 | 00:00:39.72 | 00:00:39.97
60 | Newton | 00:00:30.43 | 00:00:29.34 | 00:00:30.67 | 00:00:31.22 | 00:00:27.82 | 00:00:31.95
stmplex | 00:04:29.76 | 00:03:14.15 | 00: 03 :02.56 | 00 : 03 :01.73 | 00 : 03 : 30.57 | 00 : 03 : 12.87
CG 00 :12:00.00 | 00:28:00.00 | 00:21:36.00 | 00:26:24.00 | 00:33:36.00 | 00:35:36.00
BFGS 00:01:12.45|00:01:09.39 | 00:01:10.53 | 00:01:14.67 | 00:01:16.07 | 00:01:13.45
100 | Newton | 00:00:59.37 | 00:00:54.84 | 00:00:58.81 | 00:00:54.14 | 00 : 01 :04.28 | 00 : 01 : 00.51
stmplex | 00:07:20.78 | 00:06:07.95 | 00:07:45.80 | 00:08:25.95 | 00:12:32.40 | 00: 08 :10.39
CcG 00 : 43 :00.00 | 00:40:48.00 | 00 :38:24.00 | 00 :50:24.00 | 00:37:12.00 | 00 : 38 :24.00
BFGS 00:03:39.90 | 00:03:51.06 | 00:03:57.42 | 00:04:08.86 | 00:04:12.53 | 00:04 :10.97
200 | Newton | 00:03:15.75 | 00:03:22.75 | 00:03:20.22 | 00:03:26.67 | 00:02:59.62 | 00: 03 :20.75
simplex | 00:26:32.70 | 00 : 24 : 45.00 | 00 : 40 : 23.00 | 00 :44:42.30 | 01 :49:03.56 | 02:09 :12.89
CcG 01:15:12.00 | 01:40:48.00 | 01 : 38:24.00 | 01 :50:24.00 | 01 :48:00.00 | 01 : 28 :48.00
BFGS 00:38:13.10 | 00:38:12.70 | 00 : 37:32.90 | 00:39:36.30 | 00:37:23.20 | 00 : 39 :59.50
500 | Newton | 00:35:06.80 | 00:33:25.70 | 00:33:58.80 | 00:34:06.50 | 00 :35:40.50 | 00:35:10.90
stmplex | 07:25:43.73 | 07 : 03 : 32.67 | 14 : 28 : 53.00 | 20 : 10 : 40.00 | 18 :39:46.00 | 22 : 19 : 55.00
CG 03:43:12.00 | 02:59:36.00 | 03:52:48.00 | 02:24 :00.00 | 05:58:55.00 | 04 :38:24.00

Tabela 4.9: Tempo gasto no processo de maximizagao na presenca de correlacao entre as covaridveis (Formato: hh:mm:ss.ms)



Pode-se, entao, concluir que os métodos que apresentaram melhor desempenho na maxi-
mizagao da funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressiao beta foram BFGS e
Newton. Quando o tamanho amostral é grande, pode-se usar o método de Newton, por sua

rapidez no processo de otimizacao.
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CAPITULO b

Aplicacoes

5.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentadas e discutidas duas aplicacoes a dados reais do modelo
de regressao beta descrito no Capitulo 2. A primeira aplicacao utiliza os dados apresentados
em Prater (1956), em que o interesse recai sobre a modelagem da proporgao de petréleo cru
convertido em gasolina apds destilacao e fracionamento. A segunda aplicacao emprega os
dados analisados por Smithson & Verkuilen (2006). Estes autores consideram a contribuigao
relativa do quociente intelectual (QI) nao-verbal e a condigao de dislexia ou nao-dislexia

para a distribuicao das pontuacgoes obtidas por criangas em um teste de precisao de leitura.

Para cada conjunto de dados, a funcdo de log-verossimilhanca foi maximizada numerica-
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mente através dos métodos de otimizagao nao-linear estudados nos Capitulos 3 e 4. Com a
finalidade de avaliar a eficiéncia e a precisao de cada método, foram comparados os valores
obtidos para as estimativas pontuais e seus erros-padrao assim como os valores maximos
das funcoes de log-verossimilhanca. Adicionalmente, foi observado o comportamento das
estimativas dos parametros e, quando necessario, do gradiente da funcao em cada uma das

iteragoes realizadas por cada um dos métodos.

5.2 Aplicacao a Dados de GGasolina de Prater

A varidvel dependente é a proporcao de petréleo cru transformado em gasolina apds
o processo de destilacao e fracionamento. As covaridveis sdo: temperatura em que 10%
do petréleo cru é vaporizado e temperatura (°F) em que toda a gasolina evapora. Essas
covaridveis correspondem aos diferentes tipos de petréleo cru submetidos a experimentagao
sob diferentes condicGes de destilagao. O conjunto de dados contém 32 observagoes. A
primeira covariavel assume dez valores diferentes, que sao usados para definir os dez niveis

de petrdleo cru. A especificacdo do modelo para a resposta média é

g(pe) = Bo + Biza + Paxso + - - - + Bozeg + Proxro, t=1,...,32, (5.1)

em que ¢(-) é a funcao de ligagao logit, x¢1, ..., x4 representam nove varidveis dummy para
0s primeiros nove niveis do petréleo cru e x;;9 mede a temperatura em que a gasolina é

vaporizada.

A Tabela 5.1 apresenta as estimativas dos parametros do modelo (5.1) e os respectivos erros-
padrao assintéticos. Observa-se que as estimativas obtidas através dos métodos BFGS e

Newton sao iguais, sendo o valor maximo encontrado da fun¢ao de verossimilhanca de
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84.7976. Adicionalmente, notamos que os métodos simplex e CG nao convergiram em 1000
iteracoes. Porém, as estimativas dos parametros de regressao fornecidas pelo método CG
na iteracao 1000 ficaram proximas das fornecidas pelos métodos que apresentaram con-
vergéncia, a do pardmetro de precisao tendo ficado consideravelmente afastada do valor
fornecido pelos outros métodos. Isso sugere que a maior dificuldade do método estd em
encontrar a estimativa de maxima verossimilhanca desse parametro, fazendo com que o
critério de parada nao seja satisfeito. Tal como observado na Segao 4.3, os métodos BFGS
e Newton tipicamente sao capazes de fornecer com boa precisdo uma estimativa para o
parametro de locacao do modelo, apresentando erros-padrao menores do que os dos demais

métodos. Os métodos simplex e CG foram avaliados considerando-se maior nimero de

iteragoes e o primeiro s6 convergiu apos 12000 iteragoes, alcangando um valor maximo da
funcao de log-verossimilhanca igual a 83.2066, com estimativas dos parametros de locacao
e erros-padrao muito proximos dos obtidos até a iteragao ntumero 1000; a estimativa do
parametro de precisao mudou consideravelmente, contudo, ficando em 338.5943 com erro-
padrao de 84.609. No que tange ao método CGQG, ele nao convergiu nem mesmo com 150000
iteracoes, fornecendo, ao término desse total de iteracoes, maximo de 82.9085 e estimati-
vas dos parametros de locacao e precisao muito semelhantes aquelas obtidas até a iteracao
nimero 1000. Dado que o valor méximo da fungao de log-verossimilhanca fornecido pelos
métodos BFGS e Newton foi superior ao valor méaximo encontrado pelo método simplex,

podemos considerar que as estimativas obtidas através daqueles métodos sdo preferiveis.

Cabe destacar a proximidade dos valores maximos da fungao de log-verossimilhanga e das

estimativas de ¢ pelos métodos BFGS, Newton e simplex, quando este tultimo convergiu.
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Parametro BFGS Newton Simplex** CG*™

o —6.1596  —6.1596  —6.4164  —6.1386
(0.1823)  (0.1823) (0.2277)  (0.2365)

B 1.7277 1.7277 1.7863 1.7227
(0.1012)  (0.1012) (0.1258)  (0.1314)

B3 1.3226 1.3226 1.4043 1.3182
(0.1179)  (0.1179) (0.1463)  (0.1530)

33 1.5723 1.5723 1.6557 1.5668
(0.1161)  (0.1161) (0.1442)  (0.1507)

B 1.0597 1.0597 1.1063 1.0565
(0.1024)  (0.1024) (0.1271)  (0.1328)

B 1.1338 1.1338 1.1716 1.1299
(0.1035)  (0.1035) (0.1286)  (0.1344)

B 1.0402 1.0402 1.0796 1.0369
(0.1060)  (0.1060) (0.1317)  (0.1376)

B 0.5437 0.5437 0.5970 0.5426
(0.1091)  (0.1091) (0.1352)  (0.1415)

Bs 0.4959 0.4959 0.5394 0.4945
(0.1089)  (0.1089) (0.1350)  (0.1413)

Bo 0.3858 0.3858 0.4148 0.3847
(0.1186)  (0.1186) (0.1469)  (0.1539)

Bio 0.0110 0.0110 0.0115 0.0109
(0.0004)  (0.0004) (0.0005)  (0.0005)

& 440.2784 4402784  288.8015  259.5773
(110.0256)  (110.0256)  (72.16055) (64.85121)

Méximo 847976 84.7976 827459  82.9088

x+ Indica nao-convergéncia em 1000 iteracoes.

Tabela 5.1: Estimativas obtidas para o conjunto de dados de gasolina de Prater.

Neste conjunto de dados foi detectado um ponto de alavanca, o qual foi removido, tendo sido
os parametros do modelo entdo estimados novamente. Os resultados obtidos encontram-
se apresentados na Tabela 5.2, onde é possivel observar que o maior impacto do ponto
de alavanca reside na estimacao do parametro ¢, cuja estimativa aumentou notavelmente
(mudanga relativa de 31.23%) para os métodos BFGS e Newton, que foram os tnicos que

alcancaram convergéncia. Adicionalmente, pode-se observar que os erros-padrao das esti-

45



mativas dos parametros de locagdo nao apresentaram mudancas significativas; entretanto,

o erro-padrao da estimativa do parametro de precisao aumentou.

Parametro BFGS Newton Simplex** cG**
5o —6.3565 —6.3565 —6.5777 —6.4951
(0.1716)  (0.1716) (0.2141)  (0.2307)

061 1.8869 1.8869 1.8944 1.9381
(0.1002) (0.1002) (0.1233) (0.1344)

0o 1.3704 1.3704 1.3855 1.4232
(0.1042) (0.1042) (0.1283) (0.1397)

03 1.6251 1.6251 1.6558 1.6809
(0.1028)  (0.1028) (0.1264)  (0.1379)

04 1.0807 1.0807 1.0674 1.1104
(0.0898) (0.0898) (0.1101) (0.1205)

s 1.1516 1.1516 1.1247 1.1790
(0.0907) (0.0907) (0.1113) (0.1217)

B 1.0577 1.0577 1.0517 1.0842
(0.0929) (0.0929) (0.1139) (0.1247)

B7 0.5652 0.5652 0.5193 0.5985
(0.0956) (0.0956) (0.1178) (0.1281)

Os 0.5007 0.5007 0.4654 0.5182
(0.0953) (0.0953) (0.1170) (0.1279)

B9 0.3852 0.3852 0.3450 0.3983
(0.1038) (0.1038) (0.1274) (0.1392)

B1o 0.0115 0.0115 0.0121 0.0118
(0.0004) (0.0004) (0.0005) (0.0005)

¢ 577.7907 577.7907 379.3334 322.2157
(146.7204) (146.7204)  (96.31674) (81.80703)

Maximo 86.6187 86.6187 84.1378 84.1647

x+ Indica nao-convergéncia em 1000 iteracoes.

Tabela 5.2: Estimativas obtidas para o conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos
de alavanca.

Notamos que o método simplex agora apresentou convergéncia apoés 7400 iteracdes, o que
equivale aproximadamente a vigésima parte das iteracoes efetuadas até convergéncia na pre-
senca do ponto de alavanca. Para este método, as estimativas dos parametros de locacao sao

muito préximas das fornecidas pelos métodos que tiveram rapida convergéncia, enquanto
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a estimativa obtida para o parametro de precisao foi de 412.9487 com valor méximo da
funcao de verossimilhanga igual a 84.6132. Este valor é bem menor do que o alcancado
pelos métodos BFGS e Newton, indicando que o ponto atingido nao é aquele que maximiza

a funcao.
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Figura 5.1: Fungoes de log-verossimilhanga para diferentes valores dos pardmetros de
locacao e precisao no conjunto de dados de gasolina de Prater.
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Dada a diferenga notdvel entre as estimativas obtidas através dos métodos BFGS, Newton
e simplex para o parametro ¢, foram construidos graficos com o objetivo de examinar como
variagoes em 3 = {0y, f1,-..,010} € em ¢ alteram o valor da funcao de log-verossimihanca
0(8,¢). Em primeiro lugar, foi investigado o impacto de variagdes no vetor de parametros
de locacao (3; este vetor, todavia, possui mais de dois parametros e nao é possivel fazer o
grafico em trés dimensoes. Portanto, foi fixado o valor de ¢ como aquele estimado pelo
método BFGS (e de Newton) e o valor de [ foi variado em forma linear, com a funcao
0(B3, ¢) substituida por E(aﬁ, ¢). Os valores estabelecidos de Zj foram aqueles encontrados
pelo método BFGS (e de Newton); o valor da constante a foi variado. Posteriormente, foi
observada a variacao da funcao de log-verossimilhanca para diferentes valores do parametro
de precisao ¢, tendo sido considerados os valores B obtidos através dos métodos BFGS e
Newton como fixos e o parametro ¢ como varidavel independente. Este procedimento foi
realizado tanto para os dados com ponto de alavanca quanto para o conjunto de dados sem

este ponto.

Os graficos de avaliagao sao apresentados na Figura 5.1. No que se refere a variagao do vetor
0B, pode-se notar a concavidade da curva que evidencia que o ponto de maximo esta no valor
a = 1, ou seja, a otimizagao pelos métodos BFGS e Newton foi bem sucedida. No que tange
ao parametro de precisdo, observa-se que a concavidade da funcao se vé significativamente
afetada pela eliminacdo do ponto de alavanca. Verifica-se que, no conjunto de dados que
inclui o ponto de alavanca, hd pouca variagdo na fungdo para valores de ¢ entre 200 e
500, aproximadamente. No caso em que nao ha ponto de alavanca, o intervalo em que a

variagao de ¢ produz pouca variagao na fungao se estende aproximadamente de 400 a 700.
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Assim, pode-se concluir que a dificuldade dos métodos para fornecer estimativas precisas
de ¢ deve-se ao fato de que uma variacao no parametro ¢ nao implica necessariamente uma

variagao significativa na funcao de log-verossimilhanca.

As Figuras 5.2, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6, 5.7, 5.8 e 5.9 mostram o comportamento das estimativas
e gradientes de cada parametro do modelo nos métodos BFGS e Newton, tanto para o
conjunto de dados com o ponto de alavanca quanto para o conjunto sem esse dado. Pode-
se observar que, tal como ocorrido na simulacdo, o método de Newton se mostrou mais
eficiente em termos do numero de iteracoes até convergéncia e mais robusto & presenca do
ponto de alavanca, pois nao houve variacao significativa no comportamento das iteracoes
quando este ponto foi retirado dos dados. Nota-se também a dificuldade do método BFGS
para obter a estimativa do parametro de precisdo, pois ele ficou preso em um mesmo valor
em varias iteragoes.

Analogamente, as Figuras 5.10, 5.11, 5.12 e 5.13 mostram o comportamento das estimativas
dos parametros em cada uma das primeiras 1000 iteracoes efetuadas pelos métodos simplex
e CG para os dados com e sem ponto de alavanca. Evidencia-se a alta sensibilidade do
método simplex a presenca do ponto de alavanca, pois o comportamento foi claramente
afetado por tal ponto. Por sua parte, o método CG se mostrou mais estavel, com pouca
variagao no comportamento das estimativas ao longo das iteracoes, apés a retirada do ponto

de alavanca.

Finalmente, pode-se concluir que para este conjunto de dados o método mais eficiente na
estimagao dos parametros de locacao e precisao do modelo (5.1) foi o método de Newton, por

sua robustez a presenca do ponto de alavanca e pela rapidez na obtencao das estimativas.

49



09

"I9yelJ op eurjoses op sopep op ojunfuod o ered g0 Iq

¢'G emsryg

OpO3}9W Op 0BILId)T BPRD WO sorjowrered SOp SBAIJRUIN}SO Sep ojusurejroduwio))

ogdesay

ogdelay

ogdelay

Estimativa B9

0.36 0.38 0.40 0.42
° T S TR T R B |
o
e
S
n
o
w
o

Estimativa 10
0.0109 0.0112 0.0115
o L
o
e
S
n
o
w
o
Estimativa ¢
300 350 400

° | | |
o
=
)
N
o
w
(=}

|

oedesa:

|

oedesa:

|

oedesa:

0T § 0

(4

og

0T § 0

(4

og

(4 0T § 0

og

Estimativa 86

1.01 1.03 1.05 1.07
T Y N T N N B |
Estimativa 7
0.48 0.52 0.56 0.60
T TR N N B
Estimativa 38
0.44 0.48 0.52

|

ogdels:

|

ogdesa:

|

oedess:

0T § 0

4

0€

4 0T § 0

0g

4 0T § 0

0€

Estimativa B3

156 158 1.60 1.62
| | | |
Estimativa B4
1.04 1.06 1.08 1.10

1.10
1

Estimativa f5

112 114
| |

1.16
|

ogdeuay

ogdelay

ogdelay

(74 0T § 0

og

(4 0T § 0

og

(4 0T § 0

og

Estimativa B0

-6.40 -6.30 -6.20
1 1 1 1 1 1

Estimativa f1

172 1.76 1.80 1.84
1 1 1 1 1 1

Estimativa B2

1.30 1.34 1.38




o - o -
[N
i 1
= a v | a8~
2 - g ! 2
5 5§ o 5
5 i 5 5 o
o I o
o 9] T o
. | -
7 N
= 4 —
T T T T ! T T T T ! T T T T T T
0 5 10 20 30 0 5 10 20 30 0 5 10 20 30
Iteragdo Iteragdo Iteracdo
- o
- - <
@ -1 < n
a 3 a
o 1] Q ™ -
z £ © o £
(] Q ]
g 7 g g~
g} 6 94 o
- -
¢ A ° 1
T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 20 30 0 5 10 20 30 0 5 10 20 30
Iteragéo Iteragéo Iterag&o
o 4
. =
o ©
= &5 o o &
) B o a <
2 T o< o £
2 2 2
g 7 g o~ g
o O O
. o
. . )
<
T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 20 30 0 5 10 20 30 0 5 10 20 30
Iteracao Iteracéo Iteracao
o
S 4
S
- )
-~ N
o S
Q 2 B s ©
2 N ) E
5 E 5
2 @ © - 5 O
5 i & =]
S & 5 9
0] 5 O o
g | g
T T T T T Il T T T T T oS T T T T T T T
0 5 10 20 30 0 5 10 20 30 0 5 10 20 30
Iteragdo Iteragdo Iteracdo

Figura 5.3: Comportamento dos gradientes em cada iteragao
conjunto de dados de gasolina de Prater.

do método BFGS para

51



(4"

“gOoURAR[R 9p sojuod WS I9jeIJ Op BUI[OSES op sopep op ojun(uod o ered ¢o.Jq

°G 3]

OpO3}9W Op 0BILId)T BPRD WO sorjowrered SOp SBAIJRUIN}SO Sep ojusurejroduwio))

ogdesay

ogdelay

ogdelay

0T

(4

og

ot

4

0g

0T

(4

0g

Estimativa B9

0.38 0.40 0.42
1 1 1 1 1

Estimativa 10

0.0114 0.0117 0.0120
I I O R N |

Estimativa ¢

350 400 450 500 550
1 | | | |

|

oedesa:

|

oedesa:

|

oedesa:

ot

(4

og

0T

(4

0g

oT

(4

0g

1.02 1.04

Estimativa 86

1.06 1.08 1.10

Estimativa 7

0.52 0.56 0.60
| T R B
Estimativa 38
0.46 0.50 0.54

|

ogdels:

|

ogdesa:

|

oedess:

0T

4

0€

0T

0z

0€

oT

0z

0g

Estimativa B3

1.60 1.64

1.68

1.

o
>

Estimativa B4

1.08 1.10 112 114

113
1

Estimativa f5

115 117
I N |

119
|

ogdeuay

ogdelay

ogdelay

0T

4

og

0T

0z

0g

oT

4

0g

Estimativa B0

-6.55 -6.45 -6.35
1 1 1 1 1

Estimativa f1

1.88 1.92 1.96
1 1 1 1

Estimativa B2

136 1.38 140 142 144
1 | | | |




wn
© - o 4 c 7
© -
o
a i a o S S
g ¥ g T )
3 o 5 g 9 |
H E o7 E S
o 4
o o o °
4 o 7
<
[ 0
T T T T T T 7 T T T
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
<+ - ~ ~
o -
a 3 o 2
@ @ @
5 " 5 5
K S o ] K
g - g ! g o
o O O
o - T
- 4
- _| 1
I o |
T T T ! T T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
o 4
< A -
© -
© -
& o 8 o & <«
2 2 2
2 g v g
g °7 g oA g
9} o 6 o
o~ | © 9
I ~ N
Dl 1
T T T T T T T T T
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
m o
o & 1]
S
~ o .
2 2 3
Mw Al w. =] 2
g 2 g | c o
o 4 5 = 2 3
g ° 3 [
R 5 o - o
3 8
oS - (=]
© T 8
' T T T T T T [S] T T T
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30

Iteragéio

Iterag&o

Iteragéo

Figura 5.5: Comportamento dos gradientes em cada iteragao do método BFGS para o
conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos de alavanca.

93



%

"I9yeIJ Op euIoses op sopep op ojun(uod o ered UOIMIN Op

9°G em3ryg

OpO3}9W Op 0BILId)T BPRD WO sorjowrered SOp SBAIJRUIN}SO Sep ojusurejroduwio))

ogdesay

ogdelay

ogdelay

S ¥ € 2 1

9

9 § v € ¢

L

Estimativa B9

0.37 0.39 0.41
| | | | |
Estimativa 10
0.0104 0.0108 0.0112 0.0116
T N N |
Estimativa ¢
250 350 450

|

oedesa:

|

oedesa:

|

oedesa:

9 § v € ¢

L

Estimativa 86

1.01 1.03 1.05 1.07
T TR T N N T B
Estimativa 7
0.48 0.52 0.56 0.60
T R N B
Estimativa 38
0.44 0.48 0.52

|

ogdels:

|

ogdesa:

|

oedess:

T

S ¥ €& ¢

8 L 9

S v e 2 1

9

L

9 S v e ¢ 1

L

Estimativa B3

154 156 158 1.60
| | | |
Estimativa B4
104 106 108 110
| | | |
Estimativa f5
1.125 1.135 1.145

ogdeuay

ogdelay

ogdelay

S v € 2 1

9

T

9 § v € ¢

L

Estimativa B0

-6.4 -6.2 -6.0
| | | | |
Estimativa f1
165 170 175 1.80
| | | |
Estimativa B2
1.26 1.30 134 1.38




Gradiente B0

Gradiente p3

Gradiente 6

Gradiente B9

10

-15

00 05 10 15

-1.0

Iteragéio

Iteracéo

Iteragdo

Iteragéio

Gradiente 1

Gradiente p4

Gradiente 7

Gradiente B10

15

10

-5

-10

10

-5

-15

0 1000

-1000

-3000

Iteragao

Iteracdo

Iteracdo

Iterag&o

95

Gradiente 82

Gradiente p5

Gradiente 8

Gradiente @

-0.05 0.00

-0.10

-2 -1

-3

-5

-10

0.005 0.015

-0.005

-
~ o
w -
a4
o -
o -
~ 4
© -

Iteragao

-
~ o
w -
a4
o -
> -
~ 4
© -

Iteracdo

-
~
w -
~
o
o
~
o

Iteracdo

-
~ o
w -
a4
o -
o -
~ 4
o -

Iteragéo

Figura 5.7: Comportamento dos gradientes em cada iteracdo do método de Newton para
conjunto de dados de gasolina de Prater.

O



9¢

“eOoURAR[R Op sojuod WIS I9jeIJ Op BUIOSES op sopep op ojun(uod o ered UOIMIN OP

8'G Bmn3ryg

OpO3}9W Op 0BILId)T BPRD WO sorjowrered SOp SBAIJRUIN}SO Sep ojusurejroduwio))

ogdesay

ogdelay

ogdelay

S ¥ € 2 1

9

9 § v € ¢

L

Estimativa B9

0.37 0.39 0.41
| | | |
Estimativa 10
0.0104 0.0108 0.0112 0.0116
| T N N N
Estimativa ¢
250 350 450
| | | |

|

oedesa:

|

oedesa:

|

oedesa:

9 § v € ¢

L

Estimativa 86

1.01 1.03 1.05 1.07
T TR T N N T B
Estimativa 7
0.48 0.52 0.56 0.60
T R N B
Estimativa 38
0.44 0.48 0.52

|

ogdels:

|

ogdesa:

|

oedess:

T

S ¥ €& ¢

8 L 9

S v e 2 1

9

L

9 S v e ¢ 1

L

Estimativa B3

154 156 158 1.60
| | | |
Estimativa B4
104 106 108 110
| | | |
Estimativa f5
1.125 1.135 1.145

ogdeuay

ogdelay

ogdelay

S v € 2 1

9

T

9 § v € ¢

L

Estimativa B0

-6.4 -6.2 -6.0
| | | | |
Estimativa f1
165 170 175 1.80
| | | |
Estimativa B2
1.26 1.30 134 1.38




Iteragéio

Iterag&o

s 2
wn o
=
8
& o a 8 S
2 2 2
5w 5 5
i 2 g3
(0] 6 o 9
i
0
hl =] o
= S
! =]
T T T T T T T T T T T T T T [ B B S B B R
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
< ~
N
N
- -
@ < n
a =y a
@ @ @
- 5 °
K S o K
g g g 7
o O O
N T &
© T
[ B S S . R T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 45 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
e
i B
o )
— [}
& un =y &
2 © 2 © 2 ©
€ € €
2 o 2 2
g ° g ! g
o o o !
o
o o S
| 1
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
o
[=3
=
o (=}
[~ - S
y 2 2
2 2 g £
2 § 3 £ 8
? ° g 0 g S
g 5 5
° o
D 8
g S
S ?
I

-
~ o
w -
a4
o -
o -
~ 4
o -

Iteragéo

Figura 5.9: Comportamento dos gradientes em cada iteragdo do método de Newton para o
conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos de alavanca.

o7



0 200 400 600 800

Iteragéio

0 200 400 600 800

Iterag&o

D
& 4
N -
®
S s 4
g ¢ a a5 |
2 g o g -
s o s N 5 .
E 2 £ - £
. & g 84
-
<
<] ~ T
< -
© o
] ™
T T T T T T T T T T T T - T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
©
© ° 4
| =
e @
< =4
Q © s o o
@4 ) @
g g S ER
g 8 B B
E < £ « E 9 ]
@ B S @ -
w9 W« w
]
et .
5
B - 3
- T T T T T T T T T T T -5 T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
n
8 ©
[S) M —
=
3 .
g 5 3 2 o
Q Qa o a o 4
© © © (=}
2 2 =
g 5 T T -
E 3 E B E
= = 72 Q]
w w w3
wn o A
(=} n
= s e
T T T T T T T T T T T T S T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
o
3
3 2 ]
S &
< .
g
2 2 S e s |
s © b s o
= g 2~
2 2 g w ]
£ 9 g E B
% o = a ]
w w o
b=
< .
< S
S c 3
v
T T T T T T T T T T T T 3 T T T T T T
N

0 200 400 600 800

Iteragéo

Figura 5.10: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
simplex para o conjunto de dados de gasolina de Prater.

o8



0 200 400 600 800

Iteragéio

T T T T
0 200 400 600 800

Iterag&o

T T T T
0 200 400 600 800

0
«
©
]
© s
o <
8 2 S a -
R g g
g g g
o o
= = (=2} = <
& 4 < g
0
o]
i
8 8
T T T T T T - T T T T T =T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
<
~
- o S
— —
2 e Y ]
ER 2 8 2
] T - T
E o £ £ 9
z 8 = z 3
w5 w3 w
—
]
© o N
- (=} —
T T T T T T - T T T T T T - T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
©
3 0
S =]
o
S
H o
g 5 8 g @
a a © a o
< s © <
2 2 =
3 © <
£ 8 E g E g
] 7w » o
w w o w
3
o <
3 2 :
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
<
b
(=}
©
&
N
(=} o
a2 = =] N
g2 3 g o s °
g s g 2
2 2 9 g g
£ 8 £° £ 9
a [S] Z &
w ]
n o
2 <
o ja) N
3 o
Bl &

Iteragéo

Figura 5.11: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
simplex para o conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos de alavanca.

99



0 200 400 600 800

Iteragéo

0 200 400 600 800

Iteragéo

<
L]
-
@
8 &~
a8 ! a 2 a o
s g g 84
8 Q g £
™
£ 3 £ o £ <
a 2~ oo
= “
o
< o
¢ R iy
T T T T T T - T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
<
©
o = 5
o = -
©o
e 3 =Y 8 -
< < s
g . E £ .
g 3 © O S«
E 4 E 4 £ <
@ @ @
w w W
o =
v
= © o
=] ™
P a4
e
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
(=]
Q I3
S] o
i o
o 4
~ o
o © ~ © Q
a - @ 0 Q.
© © (=} © N
£ 8 E E
3 H © <
E E E ¥4
7 0 7 oo 7 o
w w w3 w
<
S s
— @ < A
T T T T T T S T T T T T S T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
o 0
9 o)
S = 8
g 2
o o g ° s N
< p a © .
2 g 2
g 2 o g o~
E 9 g 4 E 2
= 3 E o s o
g ° 7 3 d &
w i |
& w0
S ©
[o2 n
=1 o
T T T T T T 3 T T T T T 9 T T T T T T
S

0 200 400 600 800

Iteragéo

Figura 5.12: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
gradiente conjugado para o conjunto de dados de gasolina de Prater.

60



0 200 400 600 800

Iteragéo

0 200 400 600 800

Iteragéo

g 3
b -
o
2 a4 8 o S
a a o 8
s 2 < <
R £ g 5
g 5 s g
E E o E 4
k) kS k)
w I w
8 8
- -
! ©
@
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragéo Iterag&o Iterag&o
(=2}
© 3
3 P
- m E
2 =Y a 3
s 8 © ©
z S 2z R
< g o T
£ E 4 £ -
= =R =
& 3 & & 9
— —
© )
=
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteracéo Iteracdo Iteracdo
2 b
— o (S
]
3 S o
@ © @ Q
R 2 £ 8
g - g 8 ® ©
£ £E o £
@ o @ 7z %
W« w w3
©o
(=} ©
o m S
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0 200 400 600 800 0 200 400 600 800 0 200 400 600 800
Iteragdo Iteracdo Iteracdo
0 8
s g
o o
2 8 g = s o
s = o s o
> o s o SR
H £ s 5 3
E g E ®
s 8 E o =
a ® a4 w
[T w g
° g
B o~
8 3 §
e h T T T T T S 7T T T T T T @ T T T T T T
(=}

0 200 400 600 800

Iteragéo

Figura 5.13: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
gradiente conjugado para o conjunto de dados de gasolina de Prater sem pontos de alavanca.
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5.3 Aplicagao a Dados de Quociente Intelectual (QI)

Esta aplicacao utiliza os dados de Pammer & Kevan (2004), posteriormente analisa-
dos por Smithson & Verkuilen (2006). A varidvel resposta sdo pontuagoes obtidas por 44
criancas em um teste de leitura e as covaridveis sao: condicao de dislexia ou nao-dislexia
(1), quociente intelectual nao-verbal convertido a pontuagoes z (z2) e uma varidvel de in-
teragao (z3). Participaram do estudo 19 criangas disléxicas e 25 controles com idades entre 8
anos e b meses e 12 anos e 3 meses, que foram selecionadas de escolas primérias na cidade de
Canberra, capital da Australia. A covaridvel x; assume valor 1 quando a crianga é disléxica
e —1 caso contrario. As pontuacgoes observadas foram transformadas linearmente de sua es-
cala original ao intervalo unitdrio aberto (0,1), tomando primeiro ¢’ = (y —a)/(b—a), onde
a e b representam a maior e a menor pontuagao possivel, respectivamente; posteriormente,
a escala foi comprimida para evitar zeros e uns tomando y” = [y/(n — 1) + 0.5]/n, onde n

representa o tamanho amostral.

Para este conjunto de dados, a estrutura do modelo de regressao beta usada é

() = Po + Bixy + Poxso + Pxeg, t=1,...,44, (5.2)

onde g(-) é a fungao de ligacao logit. As estimativas e os respectivos erros-padrao dos
parametros do modelo (5.2) encontram-se apresentados na Tabela 5.3. Todos os métodos
apresentaram convergéncia, sendo o método de Newton o mais eficiente, com apenas 4
iteracoes realizadas, e o método simplex o mais lento, com 287 iteracoes. O método BFGS
executou 10 iteracoes, enquanto que o método CG necessitou de 32 iteragoes para atingir o

ponto étimo.
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Observa-se que o valor méaximo da funcao de log-verossimilhanga foi de 51.3504 para todos
os métodos; de fato, tanto as estimativas pontuais quanto os erros-padrao obtidos foram
iguais. E possivel observar que o erro-padrao da estimativa do parametro de precisao é
notavelmente maior do que os erros-padrao das estimativas dos parametros do preditor

linear, os quais sao muito semelhantes entre si.

Parametro BFGS Newton Simplex CG

3 1.3338  1.3338  1.3338  1.3338
(0.1357)  (0.1357)  (0.1357) (0.1357)
4 —0.9736 —0.9736 —0.9736 —0.9736
(0.1335)  (0.1335)  (0.1335) (0.1335)
3 0.1608  0.1608  0.1608  0.1603
(0.1344)  (0.1344)  (0.1344) (0.1344)
B —0.2186 —0.2186 —0.2186 —0.2186
(0.1345)  (0.1345)  (0.1345) (0.1345)
& 111332 11.1332  11.1332  11.1332

(2.4435)  (2.4435)  (2.4435) (2.4435)
Maximo 51.3504  51.3504  51.3504 51.3504

Tabela 5.3: Estimativas obtidas para o conjunto de dados de QI.

A analise dos residuos do modelo revela que ha um ponto de alavanca nos dados. Ele foi
retirado e os parametros do modelo foram re-estimados. Verificou-se que o maior impacto
exercido por esse ponto recai sobre as estimativas dos parametros (s e 33, que apresentaram
mudancas relativas de 65.6% e 48.5%, respectivamente. Como pode ser observado na Tabela
5.4, o impacto do ponto de alavanca na estimacgao do parametro ¢ é leve, sendo a mudanca
relativa na estimativa de apenas 7.7%. A estimativa menos afetada pela retirada deste
ponto é a do intercepto do modelo (fy), com mudanga relativa de 6.0%. Pode-se observar
também que o erro-padrao da estimativa do ¢ aumentou consideravelmente em comparacao

com o aumento da mesma medida para os parametros de locacao do modelo.
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Parametro BFGS Newton Simplex CG

B 1.2541  1.2541  1.2541  1.2541
(0.1325)  (0.1325)  (0.1325) (0.1325)
B —0.8916 —0.8916 —0.8916 —0.8916
(0.1306)  (0.1306)  (0.1306) (0.1306)
3 0.2663  0.2663  0.2663  0.2663
(0.1368)  (0.1368) (0.13677) (0.1368)
3 —0.3245  —0.3245 —0.3245 —0.3245
(0.1369) (0.13692) (0.13692) (0.1369)
& 11.9920  11.9920  11.9920  11.9920

(2.6549)  (2.6549)  (2.6549) (2.6549)
Maximo 504688 504688  50.4688  50.4688

Tabela 5.4: Estimativas obtidas para o conjunto de dados de QI sem pontos de alavanca.

Para este conjunto de dados foi realizada a mesma andlise grafica efetuada na aplicagao
apresentada na Subsecao 5.2. Da Figura 5.14, pode-se deduzir a razao pela qual todos
os métodos atingiram o mesmo ponto: tanto variagoes no parametro de locagao quanto
variagOes no parametro de precisdo conduzem a variagOes considerdveis na funcao de log-
verossimilhanca. Nota-se também que a concavidade da funcao de log-verossimilhanca nao

apresentou mudanca significativa apods a eliminacao do ponto de alavanca.

As Figuras 5.15, 5.16, 5.17, 5.18, 5.19, 5.20, 5.21 e 5.22 mostram o comportamento das
estimativas dos parametros e gradientes em cada iteracao dos métodos BFGS e Newton.
Observa-se que, embora o comportamento do método de Newton em cada iteragdo tenha
mudado devido a eliminagao do ponto de alavanca, a velocidade de convergéncia do método
nao foi afetada, pois o nimero de iteragoes até convergéncia passou de 4 para 5, um aumento
minimo. O ndmero de iteracoes realizadas pelo método BFGS aumentou de 10 para 12; nota-
se que nao houve mudanca significativa no comportamento das estimativas e dos gradientes

quando foi retirado o ponto de alavanca.
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Figura 5.14: Funcgoes de log-verossimilhanca para diferentes valores dos parametros de
locagao e precisao no conjunto de dados de QI.

No que se refere aos métodos simplex e CG, os aumentos nos nimeros de iteragoes até con-
vergéncia apos a retirada do ponto de alavanca foram de 11 e 95 iteracgoes, respectivamente.
As Figuras 5.23, 5.24, 5.25 e 5.26 evidenciam que quando foi removido o ponto de alavanca
houve leve mudanca no comportamento das estimativas dos parametros G5 e (33 obtidas
através do método simplex, como era esperado devido ao grande impacto dessa observacao
sobre as estimativas destes parametros. Por sua parte, o método CG nao mostrou mudanga

significativa de comportamento, porém o processo iterativo se tornou mais lento.
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Figura 5.16: Comportamento dos gradientes em cada iteracdo do método BFGS para o
conjunto de dados de QI com pontos de alavanca.
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BFGS para o conjunto de dados de Q.
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conjunto de dados de QI sem pontos de alavanca.
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70



~
o A —
o 4
1
w
i © -
j=} L=l
a a
2 2
g g ©
5 5
S o ©
o Al O}
<
~
w
2
o 4
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Iteracao Iteracao
o A nl(l
o 4
~ e
N
o [+ © -
@ (=8
8 ¥ A 2
5 5
o 2 o
g g
6 o | 9]
[l < 4
7 ~
o 4
T T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Iteracao Iteragéo
o
=S 4
o
ted
S 4
o
s 84
L o
=
2
5
g 8 |
° ¢
o
=
(=]
I
0
=
?

-
~ o
w -
a4
o

Iteragéo

Figura 5.20: Comportamento dos gradientes em cada iteracao do método de Newton para
o conjunto de dados de QI.
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Figura 5.21: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
de Newton para o conjunto de dados de QI sem pontos de alavanca.
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simplex para o conjunto de dados de QI.
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Figura 5.24: Comportamento das estimativas dos parametros em cada iteragdo do método
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CAPITULO O

Conclusoes

O presente trabalho avaliou a eficiéncia de alguns métodos de otimizagao nao-linear
como ferramentas a serem utilizadas na maximizagao numérica da fungao de log-verossimi-
lhanga do modelo de regressao beta. Considerando os resultados obtidos através das simu-
lacoes de Monte Carlo realizadas e das aplicagbes apresentadas, pode-se concluir que os
métodos de Newton e BFGS sao os mais eficientes no que tange a estimagao dos parametros

do modelo.

Levando em conta critérios como nimero de iteracoes, taxa de convergéncia e taxa de erro,
verificamos que os métodos que nao usam informagao referente a matriz hessiana da fungao
de log-verossimilhanca, como é o caso dos métodos simplex e gradiente conjugado, nao sao

eficazes relativamente aos demais.
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Todos os métodos forneceram estimativas semelhantes para os parametros do preditor li-
near. Os métodos BFGS e Newton sempre atingem o mesmo ponto, com a diferenca de que
o ultimo necessita de um nimero menor de iteragoes. O método gradiente conjugado foi,
em todos os casos considerados, o mais ineficiente tanto em termos de taxas de erro (sempre

as maiores) quanto em termos de nimero de iteragoes e taxa de convergéncia.

Constatou-se que o maior obstaculo para todos os métodos estudados reside na estimagao
do parametro de precisao ¢ do modelo, pois, para alguns conjuntos de dados, a curvatura da
funcao de log-verossimilhanga tende a ser pouco acentuada na regiao proxima a do ponto de
maximo, fazendo com que pequenas variagOes nesse parametro nao resultem em variacoes
significativas no valor da funcéo a ser maximizada. Um outro aspecto que pode impactar a
eficacia dos métodos é o ponto inicial usado no processo de otimizagao; os métodos BFGS e
Newton nao sao afetados pela escolha desse ponto, ao passo que os métodos simplex e gra-
diente conjugado podem fornecer estimativas diferentes dependendo da distancia do ponto

inicial relativamente ao maximizador verdadeiro.

Na presenca de pontos de alavanca, deve-se ter precaucao em relagao ao método de otimizacao
empregado, pois alguns deles, como o simplex e o gradiente conjugado, podem apresentar
desempenho falho em amostras de tamanho pequeno. Nesse sentido, o método de New-
ton foi eficiente, pois a magnitude dos pontos de alavanca nao impactou significativamente
nem o numero de iteragoes executadas para atingir o ponto étimo nem o comportamento
das estimativas e gradientes da funcdo na maximizacao da func¢ao de log-verossimilhanca.
Analogamente, o desempenho do método BFGS também nao foi fortemente afetado por

pontos atipicos.
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Quando as covariaveis do modelo sdo substancialmente correlacionadas, o método de New-
ton continua sendo o mais eficiente, pois o tempo gasto no processo de otimizacgao continua
sendo o menor de todos para qualquer grau de correlacdo. Em grandes amostras, o método
simplex apresentou leve tendéncia de aumento do tempo empregado quando a magnitude

da correlagao aumentou.

Considerando os resultados obtidos neste trabalho, de forma agregada, sugerimos que o
método de Newton seja utilizado na estimacao por méaxima verossimilhanca em modelos de

regressao beta.

No que tange a trabalhos futuros, sugerimos a ado¢ao de uma reparametrizacao do parametro

de precisao ¢ que facilite sua estimacao.
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APENDICE

Programas de Simulacao

Neste apéndice apresentamos os programas de simulacao utilizados neste trabalho.
Os programas foram desenvolvidos na linguagem de programacao matricial 0x em sua versao
4.02 para a avaliacdo dos métodos de otimizagao BFGS, Newton e Simplex. O software R
versao 2.1.1 foi empregado na avaliagdo do método de otimizacao gradiente conjugado.
Estes programas fornecem as estimativas dos parametros do modelo de regressao beta
proposto por Ferrari & Cribari-Neto (2004). Adicionalmente, eles calculam critérios de
avaliacdo com base na precisdo de estimativas, tais como erro quadratico médio (EQM),

erro absoluto médio (MAE) e erro absoluto médio percentual (MAPE).
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A.1 Programa de Simulacao no 0x

/**************************************************************************

**% PROGRAMA: simula.ox
*%

** USO: Calcula estimativa e variancia dos parametros do

*% modelo de regressao beta alem do Erro Quadratico Medio (EQM),
*k Erro Medio Absoluto (MAE) e Erro Medio Percentual Absoluto

*k (MAPE) para os tamanhos amostrais n=20,40,60,80,100,200 e 500.
*x

x* AUTOR: Programa originalmente criado por Ferrari & Cribari-Neto (2004),

*% posteriormente modificado por Nataly Jimenez Monroy
Kk

*x% DATA INICIO: Maio 25/2006

*ok

*x*% ULTIMA MODIFICACAO: Novembro 13/06

*ok

**************************************************************************/

/* Arquivos de cabecalho */
#include<oxstd.h>
#include<oxprob.h>
#import<maximize>
#include<oxdraw.h>

/* Variaveis globais */
static decl s_vy;
static decl s_mX;

decl yfunc;

/* Funcao de log-verossimilhanca */
floglik(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
decl k = rows(vP) - 1;
decl eta = s_mX*vP[0:(k-1)];
decl mu = exp(eta) ./ (1.0+exp(eta));
decl phi = vP[k];
decl ynew = log( yfunc ./ (1.0-yfunc) );
decl munew = polygamma(mu*phi, 0) - polygamma((1l.0-mu)*phi, 0);
decl T = diag( exp(eta) ./ (1.0+exp(eta)) .72 );

adFunc[0] = double( sumc( loggamma(phi) - loggamma (mu*phi)

- loggamma( (1-mu)*phi) + (mu*phi-1) .* log(yfunc)
+ ( (1-mu)*phi-1 ) .* log(l-yfunc) ));
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if (avScore)

{
(avScore[0]) [0:(k-1)] = phi*s_mX’*T*(ynew-munew) ;
(avScore[0]) [k] = double(sumc( polygamma(phi, 0) - mu .*
polygamma (mu*phi, 0) - (1.0-mu) .* polygamma( (1.0-mu)*phi, 0) +
mu .* log(yfunc) + (1.0-mu) .* log(l.0-yfunc) ));
}
if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )
return O;
else
return 1;

/* Funcao que gera observacoes da normal multivariada */
rmnorm(const n, const media, const sigma)
{

decl y,lambda,d,w;

eigensym(sigma,&lambda,&d) ;

lambda=diag(lambda) ;

y=rann(columns(sigma),n);

w=media+d*lambda.” (1/2) *y;

return(w’);

main()
{
decl mu, phi, k, irl,vpl, dfuncl, ybar, yvar, betaols, betaolsl,
ynew, dExecTime, nobs, olserrorvar, olsfitted, falha,
olsfittednew, p, pr, qr, n, theta, betaO, betal, beta2,
etar, phir, mur, cs, REP, s_vX, estim, mae, mape, eqm, nmin,
nmax, betaini, mmle, mvar, mmae, mmape, meqm;

/* Inicio da contagem do tempo */
dExecTime = timer();

ranseed("GM") ;

/* Tamanho minimo de amostra */
nmin = 20;

/* Tamanho maximo de amostra */
nmax = 100; //200,500
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/* Numero de replicas da Simulacao */
REP = 1000;

/* Valores verdadeiros dos parametros */

betal0 = 1.0;
betal = 0.1;
beta2 = 0.5;
phir = 35;

/* Vetor de parametros */
theta = betall|betal|phir;
// theta = betaOlbetal|beta2|phir;

/* Numero de covariaveis */
k =1;

/* Inicializacao das matrices das replicas Monte Carlo */
vpl = zeros(rows(theta) ,REP);
mmle = zeros(rows(theta),REP);
mae = zeros(rows(theta),REP);
mape = zeros(rows(theta),REP);
eqm = zeros(rows(theta) ,REP);

/* Replicas de Monte Carlo */
for(nobs = nmin; nobs <= nmax; nobs += 20)
{
/* Geracao das covariaveis e dos parametros da funcao beta */
decl media=(0]0);
decl variancia=((170)|(0~1));
// Amostra de observacoes da normal bivariada
// s_vX=rmnorm(nobs,media,variancia) ;
// Amostra de observacoes da normal univariada
s_vX = rann(nobs, k);
// Amostra de observacoes da normal univariada com pontos de alavanca
// decl a, s_vXi;
// s_vX1l = rann(nobs-1, k);
// a = 2.5;//ponto de alavanca a=2.5,3.0,4.0,5.0,6.0 ¢ 7.0
// s_vX = s_vXlla;
s_mX = ones(nobs,1) s_vX;
p = columns(s_mX);
etar = thetal0:k][]’ * s_mX’;
mur = exp(etar)./(1.0 + exp(etar));
/* Inicializacao da contagem de falhas*/
falha = 0;
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/* Geracao do vetor de respostas */
for(cs = 0; cs < REP; ++cs)
{
decl cn;
decl vY = zeros(nobs,1);
for(cn = 0; cn < nobs; ++cn)
{
pr = (mur([cn] .* phir);
gr = ((1 - murlcn]) .* phir);
vY[cn] = ranbeta(l,1,pr,qr);
}
if(vY[] >= 1.0 || vY[] <= 0.0)
{
println("\n\n ERRO: DADO FORA DO INTERVALO (0,1)!'\n\n");
exit(2);
}

/* Vetor de respostas */
s_vy = vY;

/* Vetor de respostas transformado */
log(s_vy ./ (1.0 - s_vy));

ynew

/* Calculo do vetor inicial */
if(p > 1)
{
ols2c(ynew, s_mX, &betaolsl);
betaols = betaolsl;

}
else if(p == 1)
{
betaols = meanc(ynew);
}

olsfittednew = (s_mX)*betaols;

olserrorvar = sumsqrc(ynew - olsfittednew)./(nobs-p);
olsfitted = exp(olsfittednew) ./ (1.0 + exp(olsfittednew));
ybar = meanc(s_vy);

varc(s_vy) ;

yvar

/* Valores iniciais dos parametros */
// vpl = betaols|(meanc(l ./ (olserrorvar’

85



// *(olsfitted .* (1.0 - olsfitted)))) - 1.0);
//phi inicial sugerido por Ferrari & Cribari-Neto
vpl = betaols|15; //phi inicial: 15,35,70
betaini = vpl;
yfunc = s_vy;

/* Controle de impressao de iteracoes */
// MaxControl (1000, 50);

/* Maximizacao da log-verossimilhanca */

// irl = MaxBFGS(floglik, &vpl, &dfuncl, 0, FALSE);
irl = MaxNewton(floglik, &vpl, &dfuncl, O, TRUE);
// irl = MaxSimplex(floglik, &vpl, &dfuncl, 0);

/* Calculo das medidas de precisao */
if (irl == MAX_CONV || irl == MAX_WEAK_CONV)
{
mmle[] [cs] = vpl;
mae[] [cs] = fabs(vpl - theta);
mape[] [cs] = fabs((vpl - theta) ./ theta)*100;
eqm[] [cs] = (vpl - theta)."2;

}
else
{
++falha;
--Ccs;
continue;
}

/* Resumo das medidas de precisao */
estim = (meanr(mmle));
mvar = (varr(mmle));
mmae = (meanr (mae));
mmape = (meanr (mape));
meqmn = (meanr(eqm));

/* Impressao dos resultados em arquivo */

decl file =
fopen("C:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\resultado.x1ls", "w");
fprintln(file, "\n RESUMO DAS MEDIDAS DE PRECISAO \n");

fprintln(file, "\n Tamanho da amostra: ", nobs,
"\n Replicas com falha: ", falha,
"\n Replicas efectivas: ", (cs+falha),
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"\n\n Beta real: ",theta,

"\n Beta inicial: ", betaini,

"\n Estimativas: ",estim,

"\n Variancia: ", mvar,

"\n EQM: ",meqm, "\n MAE: ",mmae,

"\n MAPE: ", mmape,

"\n Data: ", date(), "\n Hora: ", time(), "\n",

"\n Tempo total de execucao: \n", timespan(dExecTime));
fclose(file);

/* Impressao dos resultados na tela */
// println("\n ESTIMATIVA DOS PARAMETROS E RESUMO DAS MEDIDAS DE ERRO\n");
// println("\n Tamanho da amostra: ", nobs,

// "\n Replicas com falha: ", falha,

// "\n Replicas efectivas: ", (cs+falha),

// "\n\n Beta real ","Beta inicial ",theta”~betaini);
// println("%16.5f", "Jc",

// {"Estimativa","Variancia", "MAE", "MAPE","EQM"},
// estim”“mvar “mmae mmape~meqm) ;

// println("\n DATA: ", date(), "\n HORA: ", time(),
"\n", "\n TEMPO TOTAL DE EXECUCAO: \n", timespan(dExecTime));
//
/* Impressao do tempo */
// print( "\n DATA: ", date() );
// print( "\n HORA: ", time());
// print( "\n TEMPO TOTAL DE EXECUCAQO: ",timespan(dExecTime));
// print( "\n" );
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A.2 Programa de Simulacao no R

B B S
# PROGRAMA: sim_beta.txt
#
USO: Calcula estimativa e variancia dos parametros do
modelo de regressao beta alem do Erro Quadratico Medio (EQM),
Erro Medio Absoluto (MAE) e Erro Medio Percentual Absoluto
(MAPE) para os tamanhos amostrais n=20,40,60,80,100,200 e 500.

DATA INICIO: Agosto 13/2006

#
#
#
#
#
# AUTOR: Nataly Jimenez Monroy
#
#
#
# ULTIMA MODIFICACAO: Dezembro 01/06
#

HEHHHBHHHBHH R AR HHAFHBRHFHHAFH R RS HF RS HBASHH RS R R A SRR RS HF RS H B SHH RS H R RS 7S

# Pacotes usados
library(betareg) ;
library (MASS) ;

rm(1ist=1s(all=TRUE))

n<-500 # Tamanho da amostra
rep<-1000 # Numero de replicas

# Valor verdadeiro dos parametros
b0<-1.0

b1<-0.1

#b2<-0.5

phir<-35

# Vetor de parametros
theta<-cbind (b0, bl,phir)
#theta<-cbind(b0,bl,b2,phir)

# Amostra da normal univariada
X1<-matrix(rnorm(n))

# Amostra da normal bivariada
Sigma <- matrix(c(1,0,0,1),2,2) # Matriz de correlacao
#X1<-mvrnorm(n, rep(0, 2), Sigma)

# Amostra com pontos de alavanca

#a<-7.0 # magnitude do ponto de alavanca a = 2.5,3.0,4.0,5.0,6.0,7.0
#X1<-c(Xa,a)
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X<-cbind(1,X1)

p = ncol(X)

eta <- X)x%theta[l:p]
mu<-exp(eta)/(1+exp(eta))

# Inicializacao das matrizes de armazenamento
Y<-array(numeric(n*1) ,dim=c(n,1))
#coef<-array(numeric(rep*4) ,dim=c(rep,4))
coef<-array (numeric(rep*3) ,dim=c(rep,3))
#ape<-array(numeric(rep*4) ,dim=c(rep,4))
ape<-array(numeric(rep*3) ,dim=c(rep,3))
#ae<-array(numeric(rep*4) ,dim=c(rep,4))
ae<-array (numeric(rep*3) ,dim=c(rep,3))

# Funcao do pacote betareg para modificacao do algoritmo de otimizacao
# e do valor inicial do parametro phi
fix(br.fit)

# Contagem do tempo
tempo<-system.time (
for(i in 1l:rep)
{
# Geracao do vetor de respostas
for(j in 1:n)
{
pr<-mul[j]*phir
qr<-(1-mu[j])*phir
Y[jl<-rbeta(l,pr,qr)
}

# Impresao da informacao do processo iterativo em arquivo
sink(file = "c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\OutputR.txt",
# append = TRUE, type = #c("output","message"),split = FALSE)

# Estimacao dos parametros
fitnorm<- betareg(Y"X-1)
sink ()

# Armazenamento dos resultados em cada replica
coef [i,]<-betareg(Y~ X-1)$coef
apel[i,]<-abs(theta-coef[i,])/theta
ae[i,]<-abs(theta-coef[i,])

}

)
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# Impressao dos resultados em arquivo

write.table(tempo, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1ls",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "TIEMPO",
dec = ".", append = FALSE, gmethod = "double")

mediab0 <- mean(coef[,1])

mediabl <- mean(coef[,2])

#mediab2 <- mean(coef[,3])

mediaphi <- mean(coef[,3])

#media<-t (cbind (mediabO,mediabl,mediab2,mediaphi))
media<-t (cbind (mediabO,mediabl,mediaphi))

write.table(media, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1ls",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "MEDIA",
dec = ".", append = TRUE, gmethod = "double")

varbO<-var (coef[,1])

varbi<-var (coef[,2])

#varb2<-var (coef[,3])
varphi<-var (coef [,3])
#var<-t(cbind(varb0,varbl,varb2,varphi))
var<-t (cbind(varb0,varbl,varphi))

write.table(var, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1s",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "VAR",
dec = ".", append = TRUE, gmethod = "double")

eqmbO<-mean((ae[,11)"2)
eqmbl<-mean((ae[,2])"2)
#eqmb2<-mean((ae[,3])"2)
eqgmphi<-mean((ae[,3])"2)

#eqm<-t (cbind (eqmb0O, eqmbl, eqmb2, eqmphi))
eqm<-t (cbind (eqmb0, eqmbl, eqmphi))

write.table(eqm, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1ls",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "EQM",

dec = ".", append = TRUE, gmethod = "double")

maebO<-mean(ael,1])
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maebl<-mean(ael[,2])

#maeb2<-mean(ael[,3])

maephi<-mean(ae[,3])

#mae<-t (cbind (maebO, maebl, maeb2, maephi))
mae<-t(cbind (maebO, maebl, maephi))

write.table(mae, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1s",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "MAE",
dec = ".", append = TRUE, gmethod = "double")

mapebO<-mean (ape[,1])*100

mapebl<-mean (ape[,2])*100

#mapeb2<-mean (ape[,3])*100
mapephi<-mean(ape[,3])*100

#mape<-t (cbind (mapeb0, mapebl, mapeb2, mapephi))
mape<-t (cbind (mapebO, mapebl, mapephi))

write.table(mape, file =
"c:\\Users\\Alunos\\Nata\\Tese\\Resultados\\simula.x1ls",
sep = " ", row.names = #FALSE, col.names = "MAPE",
dec = ".", append = TRUE, gmethod = "double")

# Impressao de resultados na tela
tempo

media

var

eqm

mae

mape
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