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Figura 4.14: Configuragao estavel em T = 0 (o, = 360) de rede de virtices
(circulos fechados) interagindo com uma linha de centros de ancoragem (circulos

N=52

N,

= 56

abertos) com N, = 4 até N, = 64.

N,
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oo 00000
oo o0 00 0 o0 h
oo 0o 0 0 o
o000 000
o000 000

N, 8, (a/a, ouaya,) k (W, susy/h)
4 4,29828 (0,9306048) 7,448 (0,9306045)
i 3,03934 (0,75984) 5,26429 (0,75983)
12 248161 (0,80593) 4,29830 (0,93061)
16 2,14914(0,930604) 3,72240(0,9306)
20 1,92220 (0,96112) 3,32930(0,83234)

M 1,75470(0,87739) 3,03920(0,75981)

l,ﬂﬂ'ﬁ{ﬂ,‘?l

40 1,35923(0,67962)
4“ 1,29594(0,64797) 2,24451(0,89104)
48 1,240 (,62040) 3,14091 (0,93061)
52 1,1920(0,59603) 1,06416 (0,96871)
56 1,1486(0,57434)

1,1097 (0A4487)

Figura 4.15: Configuracao de uma rede de vortices na ausencia de substrato cara-
cterizado pelo seu pariametro de rede g, e a menor distancia em uma linha reta,
na direcio perpendicular a a,, entre dois vartices h. O confinamento da rede em
uma linha de centros discretos reduz-se ao problema de comensurabilidade entre o
parametro de rede do substrato a, e a, e h. A tabela demonstra que quanto mais
proximo a razao destas grandezas aproxima-se da unidade, maior a probabilidade
da orientacao seguir a respectivia constante. s casos especificos de N, = 24 e
N, = 28 sdo aqueles em que as razoes mais distanciam-se da unidade e, logo,
as duas diregoes nao sao favoriaveis. No caso de N, = 64, a densidade é alta o
bastante para induzir vortices entre os sitios de ancoragem.
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temperaturas ainda maiores, a curva do calor especifico tem um “pico”, revelando
0 aparecimento de disclinacoes desacopladas. A partir disso. a rede esta derretida

(veja figura (4.16) e (4.17)) e vortices estao totalmente desacoplados dos defeitos.
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Figura 4.16: Matriz posicao média e variancia posicional para rede de virtices
interagindo com uma linha de pogos gaussianos no centro da célula de simulagio.
Do lado esquerdo ao direito a temperatura esti crescendo. Note que em uma
determinada temperatura apenas quatro vortices possuem variancia nula, corres-
pondendo aos vortices ancorados. Em temperaturas mais altas, a variancia em
y torna-se maior que na dire¢ao x. Tal fato aponta que existe a realimentacao
do sitio cada vez que um vortice o desocupa. Para temperaturas ainda maiores a
rede desacopla-se do substrato e se funde por completo.

Este controle, em fungio da temperatura, do tipo de defeito topologico da
rede de vortices também pode ser visto em células de simulagao maiores. Neste
caso, foram analisados sistemas com a mesma densidade, porém com o dobro do

tamanho L, = L, = 16 (figura (4.18)). Observou-se que a sequéncia do tipo de
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Figura 4.17: Energia interna versus temperatura para uma rede com N, = 16
virtices interagindo com uma linha reta de centros de ancoragem. 75, e T,, sdo
as temperaturas em que a variancia em r e y explodem (no sentido de baixa a
alta temperatura). Ty & a temperatura onde C'(T') x T apresenta um méximo.
Figuras internas menores: Configuracio das redes de virtices para o instante antes
do surgimento do primeiro defeito topoldgico (a), quando na presenga de um par
de deslocacio acoplado (b), com um par de deslocacao desacoplado com vetor de
Burgers paralelo (¢) e perpendicular (d) a linha dos defeitos e finalmente (e) com
disclinacoes desacopladas. As figuras de cor verde e vermelho correspondem a
vortices com cinco e sete primeiros vizinhos, respectivamente.

0.020
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defeito topologico que aparece em temperaturas crescentes é semelhante.
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Figura 4.18: Matriz densidade de vortices para /N, = 64 interagindo com uma
linha de defeitos gaussianos central a célula de simulagio (na direcao horizontal)
de tamanho £, = 16A. A temperatura cresce no sentido da esquerda para direita e
de cima para baixo. Os pontos em vermelho correspondem aos vortices ancorados.
Note a oscilacao unidimensional crescente e o inicio do movimento de vortices
na dire¢ao perpendicular quando T = T,,. Em T = T, os virtices ancorados
comecam a escapar dos defeitos.

Agsim, para temperaturas crescentes, observa-se o aparecimento de pares de
deslocacoes acopladas, pares de deslocacoes desacopladas com o vetor de Burgers
paralelo & linha de defeito, pares de deslocacoes desacopladas com vetor de Burgers
em direcio aleatéria e, finalmente, disclinacoes desacopladas. Consequentemente,
mesmo em sistemas maiores, a linha de ancoragem consegue regular os diferentes
tipos de defeitos que aparecem gradativamente quando a temperatura aumenta.

Mais ainda, esse tipo de controle de defeitos também aparece em estruturas
mais simples de substrato, como por exemplo calhas. Estas podem ser inter-
pretadas como estruturas obtidas do caso anterior, linhas discretas de pocos, no
limite de parametro de rede g, — 0. Neste caso, o substrato consegue induzir

inicialmente uma oscilacio coletiva unidimensional que acaba por desestabilizar a
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estrutura da rede quando T' é acrescido (figura (4.19)).
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Figura 4.19; Matriz densidade de voértices para N, = 64 interagindo com uma
calha central (na direcao horizontal) na célula de simulacdo de tamanho L = 16\,
A temperatura cresce no sentido da esquerda para direita e de cima para baixo.
Note a oscilagao unidimensional, coerente, para temperaturas baixas e o inicio
do movimento de vortices em outras direcoes apenas quando T = T,.. Nesta
temperatura, os vortices ancorados comecam a escapar dos defeitos.

A curva da dispersdo posicional em funcao da temperatura para vértices inte-
ragindo com uma calha (figura (4.20)) nao apresenta os “saltos” encontrados para
defeitos pontuais em temperaturas caracteristicas T, on T, . Pelo contrario, a os-
cilagdo unidimensional coerente a baixas temperaturas provoca o aumento grada-
tivo da dispersao em uma dire¢ao a medida que os defeitos topolégicos aparecem,
tornado a transicac mais larga e suave.

Os valores das temperaturas em que os defeitos topolégicos na rede de vortices
aparecem, obedecendo a mesma ordem encontrada nos demals casos, sao menores
nas calhas que os respectivos valores no caso de substratos discretos. Isto leva a
crer, assim, que os defeitos pontuais sao mais efetivos na ancoragem de linhas de
fluxo magnéticos.

Para todos os casos em que L = 16A, linha pontual ou calha, as curvas de
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Figura 4.20: Variancia posicional em funcao da temperatura para uma rede de
vortices (N, = 64) interagindo com uma calha. Os defeitos topolégicos aparecem
gradativamente & medida em que a temperatura € acrescida, porém sem tempe-
raturas caracteristicas, isto €, sem “picos” na curva. Note que, mesmo a baixas
temperaturas, a dispersao na direcao x apresenta “saltos” devido a oscilagio da
rede induzida pelo grau de liberdade imposto pela calha.
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—

funcdo de estrutura S(k) (figura (4.21)) demonstram que existe grau de orde-
namento orientacional até T = T,, onde logo apos é perdido. O ordenamento
translacional, por sua vez, é de curto alcance ja em valores proximos a T, devido

a0 aparecimento dos primeiros defeitos topologicos.

L 4

v

T T, T T>1,

Figura 4.21: Funcao de estrutura S (E) para valores crescentes de temperatura
relacionado a uma rede de vortices interagindo com uma linha de defeitos gaus-
stanos (V, = 64 e L = 16A). Perceba o curto grau de ordenamento translacional
para temperaturas maiores que 7, , enquanto que o ordenamento orientacional sé
é perdido para T > T,.

Se a magnitude do potencial de ancoragem for feita variar, pode-se perce-
ber perfeitamente sua contribuicao na fusao da rede. No caso, sistemas de alto
valor de o, induzem redes estaveis até temperaturas elevadas. Curvas de calor
especifico (figura 4.22) demonstram que para valores de profundidade do pogo
moderados (no caso especifico «, < 11) existe duas fases, onde a rede desacopla-
se do substrato e depois definitivamente funde-se. Valores elevados de c, inibem
a existéncia da rede flutuante fazendo com que a maior parte da energia seja

absorvida para desacoplar os vortices dos sitios.
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Figura 4.22: Calor especifico em fungio da temperatura para varios valores de a,,.
Note o surgimento do pico relacionado & presenca do substrato cada vez maior e
em temperaturas maiores. Nas figuras internas, demonstra-se a configuragio de

equilibrio da rede em 7' = 0 para cada valor de a,.
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Para o, ainda maior o pico propriamente relacionado a fusio é muito menor
que a magnitude da curva no instante do desacoplamento da rede e visualmente
desaparece. A figura (4.23) mostra curvas de calor especifico para valores de
oy > 25, A figura (4.24), por sua vez, revela a existéncia de duas temperaturas
criticas para valores moderados de a,. Acima de o, = 11, o "pice” relacionado
ao depinning tem magnitude alta o bastante para “apagar” o maximo da fusio
propriamente dita e induzir o sistema a derreter e desacoplar-se do substrato ao

mesmo tempo.

B0
‘% S e
40-
E
(&1
20 <
0y T T T
1E-4 1E-3 [ 0,1 1
T(ek,)

Figura 4.23: Calor especifico em funcio da temperatura para varios valores de a,.
Note que para valores de a, crescentes o “pico” alarga-se e se direciona para altos
valores de temperatura.

Note que N, = 16 é um caso especial onde um dos vetores basicos da célula
unitiria de uma rede de vortices ideal, com simetria triangular, alinha-se perfeita-
mente com a linha de defeitos, tornando-se comensuriveis. Quando a rede de
virtices alinha-se de uma maneira diferente desta, contudo, o processo de fusio
acontece de outras maneiras. Por exemplo, com N, = 48, a rede de vortices
alinha-se perpendicular a estrutura do caso N, = 16. Nesta situacao, defeitos

topologicos aparecem, em fungao da temperatura, na mesma ordem (deslocagoes
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Figura 4.24: Valor do miximo do calor especifico para virios valores de ay,. Se
a, < 12, pode-se determinar dois maximos relacionados ao desacoplamento da
rede do substrato e a fusdo. Para o, > 12, 0 “pico” do desacoplamento tem
maximo muito maior que o da fusio propriamente dita. Este “pico” apresenta-se
em temperaturas cada vez mais altas e de largura cada vez maior se o valor de o,
& acrescido.

p WL

Figura 4.25: Variancia posicional dos vortices interagindo com uma linha de cen-
tros de ancoragem. A esquerda e a direita uma rede com N, = 32 ¢ N, = 48,
respectivamente. No primeiro caso, a prova da existéncia da fase esmética em
uma larga faixa de temperatura quando T, < T,,. No segundo caso, ndo ha fase
esmética visto que T,, = T,,.
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acopladas - deslocacoes desacopladas - disclinagoes desacopladas), mas em dife-
rentes direcoes. As curvas da varidncia posicional dos vortices mostram que todos
os valores de o's (nas direcdes = e y) crescem na mesma temperatura de modo a
nao revelar o aparecimento de fase esmética (veja figura (4.25)).

Se a orientagdo da rede de linhas de fluxo frente & linha de ancoragem for
mais complexa, como no caso N, = 32, apesar dos defeitos também aparecerem
na mesma ordem, a temperatura em que estes aparecem é Imenor que nos ca-
sos anteriores, Isto acontece porque a configuracao mais estavel em T &~ () para
N, = 32 é muito diferente da configuracio triangular (mais estavel quando a rede
estd ausente de substrato). Desta forma, os defeitos topologicos proliferam-se
mais facilmente. A baixa temperatura, a rede de vértices oscilaré entre diferen-
tes configuracoes e o processo de fusdo ird ocorrer, para temperaturas crescentes,
nestas direcoes , correspondendo ao que se pode chamar de “eixo facil de fusdo”.
As figuras (4.26) e (4.27) demonstram a matriz posicao média das particulas para
N, = 32 e N, = 48 vortices, respectivamente. No primeiro caso, atente para a
formacdo de “rios” nas direc@es de alta mobilidade dos vortices {direcbes de frus-
tacdo geométrica). Para NV, = 48, a rede de vortices ancora comensuravelmente
na linha de defeitos ao ponto da fusio ocorrer isotropicamente.

No segundo caso de configuracdo de substrato, duas linhas de defeitos parale-
los, virios “snapshots” foram obtidos para diferentes valores de nimero de vortices
(figura 4.28).

Uma das ocorréncias mais interessantes é quando o nimero de vortices é igual
a N, = 8. Nesta densidade, a rede de linhas de fluxo constitui-se de dois vortices
ancorados, e oscila entre duas configuractes: uma rede com vortices formando um
petangono e outra configuracio de rede com simetria triangular, como demons-
trado na figura (4.29).

Esta instabilidade é perdida quando a magnitude do defeito, regulado pelo
fator o, € reduzida. Neste caso, a rede aloca-se na linha de defeitos em apenas
um sitio se q, < 170 (figura (4.30)).

Se o nimero de vortices é dado por N, = 16, observa-se dois estados degene-

rados possiveis de configuracéoe de linhas de fluxo em T &= 0. O caso demonstrado
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TZ Ta

Figura 4.26: Distribuicao posicional dos vértices interagindo com uma linha de
defeitos gaussianos no centro da célula de simulagio para um sistema com N, = 32.
Ty >Th>Ty,>T, >Ts > T;.

Figura 4.27: Distribuicao posicional dos vértices interagindo com uma linha de
defeitos gaussianos no centro da célula de simulaciao para um sistema com N, = 48,
T >y >Ty>Ty > Ty > T,
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Figura 4.28: Configuracio de rede de vortices de virias densidades (n, = 1..16)
interagindo com linhas paralelas de centros ganssianos de defeitos.
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Figura 4.29: Matriz distribuicao de probabilidade da posicao do vortices (a) e as
duas possiveis configuragoes (parte (b) e (c)) encontradas quando a temperatura
& baixa para um sistema com N, = 8 com duas linhas de centros de ancoragem.
Em (b) todos os vortices possuem seis primeiros vizinhos, enquanto que no caso
(c) a rede apresenta pares com cinco (sinal de menos e preenchido em azul) e sete
primeiros vizinhos (sinal de mais e preenchido em vermelho).

L] - »
. .
L ip LS - -
=] [+] o Q =} o = 0 Q L [+] =] +]
. ot .
a s o o o a o = a o = o
" " L3 £l - "
. .
L4 -
A ; b
1 ¥ - L] LI x “ L] L] ¥ “ L] L]
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Figura 4.30: Configuracao de uma rede de virtices (N, = 8) interagindo com
duas linhas pontuais de defeitos em diferentes valores de magnitude do defeito «,.
Quando o« > 170, a rede quebra-se em wina fase pentagonal.
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pela letra (b) da figura (4.31) possui orientacao semelhante ao de uma linha de
defeitos quando N, = 16 (figura (4.14)). A configuracio demonstrada pela letra
(a) da figura (4.31), por sua vez, pode ser interpretada como uma combinagio
de duas redes com estruturas semelhantes a encontrada quando N, = 48 vortices
interagem com uma linha de defeitos (novamente figura (4.14)). Porém, apesar
da mesma densidade (N, = 16), estas duas configuracoes diferentes resultam em
diferentes comportamentos frente 4 temperatura. Em um caso, existe a fusao
isotropica, mas em outro ela @ anisotropica. Nesta tltima possibilidade, tempe-

raturas caracteristicas sao menores que no primeiro caso. Além disso, curvas da
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Figura 4.31: Estados degenerados de uma rede de virtices (configuracoes (a) e
(b)) submetidos a duas linhas paralelas de centros de ancoragem. Os dois casos
assemelham-se aos encontrandos nas situacoes anteriores de uma linha de defeitos.
(¢) e (d) sdo as respectivas variancias posicionais. A diferenca entre estas reflete
as diferentes configuragoes de mesma energia.

funcao de distribuigao radial g(r) demonstram que a rede de vortices no segundo
caso & menos densa que no primeiro caso, o que viabiliza um processo de fusio

bem diferente da fusao de uma rede triangular ideal.
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Para o dltimo caso, duas linhas perpendiculares de centros discretos gaus-
sianos, novamente virias conliguracoes de rede de vortices foram obtidas (figura

(4.32)). Porém, apenas foram estudados os casos mais interessantes, Se N, = 16,
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Figura 4.32: Configuraciao de uma rede de vortices interagindo com duas linhas
pontuais perpendiculares para diferentes valores de densidade.

por exemplo, a rede de vortices escolhe uma direcao particular para orientar-se
quando T' = (). Neste caso, apenas sitios de ancoragem na diregao r conseguem
ser ocupados, embora a altas temperaturas todos os defeitos sejam preenchidos. ()
fato de todos os centros de ancoragem estarem preenchidos quando a temperatura
& alta sugere um efeito de reentrancia, onde a corrente critica torna-se superior
encontrada em haixas temperaturas.

Além disso, sendo a orientagac da rede de vortices em relacao aos defeitos,
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em T = 0, similar ao caso de vortices submetidos a uma linha de defeitos, ocorre
também, em uma determinada faixa de temperatura, a existéncia de uma fase

esmética, embora as temperaturas caracteristicas sejam menores,

Por fim, se N, = 64, apesar da alta densidade, percebe-se de modo discreto a

existéncia da fase esmética.

4.3.3 Ordem da transicao de fusao em duas dimensoes.

Um dos principais desafios encontrados em simulacao de Monte Carlo para
modelos envolvendo transicoes de fases é determinar o quanto o tamanho finito
dos sistemas influi nos resultados obtidos. Mesmo utilizando-se de condicées de
contorno periddicas, sabe-se que o tamanho finito destes por vezes induz respostas
diferentes das encontradas em sistemas infinitos, ou pelo menos com dimensoes
maiores que o seu comprimento de correlacao na transicdo £.2. O problema assume
proporcao maior dependendo do tipo de transicdo a que o sistema é submetido.
Transicoes de fase de primeira ordem forte irdo mostrar descontinuidades pronun-
ciadas em quantidades termodinamicas tals como energia interna ou parametro
de ordem independente do tamanho do sistema. Transicoes de primeira ordem
fraca, por sua vez, podem ser mal interpretadas como transicdes continuas (tran-
sicoes de segunda ordem) se o tamanho do sistema em questao for menor que o

comprimento de correlacio na transicao &,

Assim, objetivando confirmar a veracidade dos resultados e chegar a um maior
controle do sistema a ser analisado, & de suma importancia saber a ordem da
transicao em que as particulas do sistema sao submetidas. No caso especifico de
vortices, a natureza de longo alcance da interagao (U o —Inry;) s6 aumenta o
grau de complexidade da analise, visto ser dificil para estes definir o comprimento

de correlacao.

A ordem da transicdo de fusdo de redes de vortices em sistemas 2D na auséncia

de substrato foi analisada através de diversos critérios: histograma e curva de
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Figura 4.33: Figura da esquerda: Histograma de energia para temperaturas proxi-
mas & transigao. Para todos os valores de temperatura, a curvas sao suaves e nao
apresentam coexisténeia de dois “picos”, o que credita o cardter de segunda ordem
a transigao. Figura da direita: Curva de energia em funcao da temperatura para
valores crescentes e decrescentes demonstrando a quase inexisténcia de histerese,
0 que sugere uma transicao de segunda ordem.

histerese da energia (mostrados na figura (4.33)). e analise de tamanho finito.
() histograma de energia para o sistema na regiao proxima a temperatura de
fusao (adotada como sendo a temperatura em que existe o miximo da curva
do calor especifico) demonstrou a existéncia de uma curva continua por todo o
intervalo, Assim, a auséncia de uma curva com dois maximos indica que, por este
critério, a transicio de fusao deva ser de segunda ordem ou de primeira ordem
fraca (Choguard & Clerouin, 1983; Franz & Teitel, 1993). Por sua vez, a curva da

energia do sistema em funciao da temperatura no sentido crescente e decrescente

20 comprimento de correlacio & possui valor méximo na transicio,



156

Simetria e fusao de rede de vortices em sisternas 2D

demonstrou ndo haver histerese aprecidvel no processo, o que credencia a transicao
a mesma ordem apontada no critério anterior.

Por 1ltimo, a andlise de tamanho finito aponta resultados conflitantes com
0 que € previsto na literatura tanto para transicoes continuas como transicoes
abruptas. Neste caso, utilizou-se das curvas de calor especifico em funcéo da tem-
peratura, para sistemas com tamanho L = 2\ até L = 14, no intuito de inferir
grandezas do tipo maximo do calor especifico 45, temperatura do maximo do
calor espectfico Ty 45 € largura da curva. Todas estas grandezas apresentaram
crescimento quando o tamanho do sistema era aumentado. O comportamento
destas duas tltimas duas grandezas, em particular, diferiu completamente do que
é esperado para transi¢des de primeira ou de segunda ordem (veja apéndice A).
Na figura (4.34) demonstra-se curvas do calor especifico C(T') x T para sistemas
com extensao L = 2A até L = 14\, mantendo constante a densidade de vortices.
Na figura seguinte (figura (4.35)), demonstra-se esquematicamente os valores obti-
dos para Ciax: Tomax € @ largura da curva ATy em fungdo do tamanho do
sistema. Embora o comportamento do maximo do calor especifico possa indugzir
uma transigao aproximadamente de segunda ordem com expoente = a2 2.7, a de-
pendéncia das duas outras curvas diferem por completo do previsto na literatura
para ambos os tipos de transicdes (era de se esperar uma redugdo tanto na largura
quanto na temperatura de transicio). Isto revela o quanto é dificil caraterizar a
ordem de transigoes envolvendo sistemas de interagao de longo alcance. Assim,
pode-se concluir que redes de vortices em sistemas bidimensionais seguem as pre-
visdes de KTHNY, seja na presenca, como apontado nas secoes anteriores, ou
na auséncia de substratos. Porém, definir a ordem destas transicoes, através dos
métodos usuais aqui apontados, revela ser um trabalho no minimo delicado, Os
resultados aqui obtidos sugerem, a prineipio, que as transicoes sejam de segunda

ordem.
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Figura 4.34: Calor especifico em funcio da temperatura para sistemas de diversos
tamanhos L e com densidade de vortices constante H/H, = 4. Note que 0 méaximo
da curva cresce e acontece para temperaturas cada vez mais altas se o sistema é
aumentado. Perceba também que a largura da transicdo cresce com o tamanho
do sistema.



158

Simetria e fusiao de rede de vortices em sistemas 2D

C(T) e X L)
»  simulagio
w, = —CT), =cLl*
Li»)
TemeL) X L(2)
B0 - . -
3 -
% B 2
- .____.-"l . m
=T 5 L
L(»)
0,08 |- R =t
m[ fl. (_’,--
'&Tﬂ{'l'_l-. e
nm, ,f' 3 e
mr - A =Gl
L)

Figura 4.35: Resultados obtidos através das curvas do calor especifico da figura
anterior. Maxima na curva do calor especifico (primeira figura), temperatura
desta maxima (figura do meio) e largura da transicao (figura de baixo) em fungio
do tamanho do sistema L. Na primeira figunra a =2.76 £ 0,06 e ¢; = 1.4 £ (0. 2.
Na segunda curva ¢z = 0,00028 £ 0, 00008 e 8 = 1,3 £ (), 1. Na dltima, ¢z =
000017 £0,00009 ¢ v = 1,210, 2,



Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese, estudou-se diversas possibilidades de configuracao de rede de vor-
tices submetidos aos mais diversos tipos de centros de ancoramento. Redes de
aprisionamento de simetria retangular induziram perfis de redes de virtices de
dependéncia nao trivial com o campo magnético externo H e com a anisotropia
da rede ~ de pinning. Tais configuragoes foram obtidas para todos os casos através
de simulag¢des de Monte Carlo usando o algoritmo de Metropolis. Quando sub-
metidas a temperaturas crescentes, estas redes, em casos especificos, apresen-
taram uma nova fase, a fase esmética, nascida da simples imposicao do substrato
anisotropico. Assim, apesar da definigao usual de fuséo como fendmeno essen-
cialmente isotrépico. nestes casos pode-se definir um processo de derretimento
por etapas, cuja resposta das suas particulas constituintes (vortices) é distinta
nas duas principais direcoes r e y onde o substrato hospedeiro é orientado. Para
valores especificos de densidade de vortices H/H,, obteve-se o diagrama de fases
correspondente de T versus 4. E notoria a existéncia de trés fases bem definidas
{solido ancorado, esmética, liquido desacoplado) em todas elas. Também é fato
que a regiao esmética encontra-se em grande parte do diagrama de fases justa-
mente onde a interagao defeito-virtice supera as relagoes elasticas entre vortice-
virtice, isto &, no limite de baixas densidades. A comparacao entre substratos com
redes de simetria retangular e quadrada de centros de ancoragem demonstrou que
o primeiro caso consegue estabilizar melhor a rede de vortices. Em todas as situ-
acoes, o processo de ancoragem de vortices por defeitos pode ser simplesmente

reduzido ao problema de maximizar a menor distancia entre os constituintes (vor-
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tices), visto estarem estes relacionados repulsivamente.

A fusfo da rede de vortices, esta agora submetida a linhas de centros de apri-
sionamento isoladas ou calhas ou mesmo duas linhas, sejam elas perpendiculares
ou paralelas, também foi estudada. No primeiro caso, o numero particular de
vortices NV, = 16 foi responsavel pelo surgimento gradual, em temperatura cres-
cente, de distintos tipos de defeitos topologicos. Assim, a imposicao de redes de
vortices cuja distancia média entre os seus constituintes ¢ da ordem da separacao
dos centros de aprisionamento possibilitou o surgimento “chaveado” de defeitos. A
ordem do surgimento dos defeitos, em temperaturas distintas, indicou fortemente
que a fusdo da rede é do tipo KTHNY. Deste modo, a fusao é realizada através
de duas transicées onde, seqiiencialmente, pares de deslocacoes e disclinacdes sao
desacopladas. Apesar disso, nada pode ser assegurado sobre a existéncia da fase
hexatica. Sistemas de dimensdes malores apresentaram o mesmo seqienciamento
de defeitos topologicos. Substratos na forma de calhas, por sua vez, revelaram ser
uma alternativa menos estavel a rede de vortices, porém apresentaram o Mmesmo
fenomeno de “locking”. Linhas paralelas e perpendiculares de defeitos isolados
sdo deveras distintos da configuracio de equilibrio de uma rede de vortices sem
pinning 40 ponto de conseguir apenas aprisionar a rede em temperaturas menores
que as temperaturas de desacoplamento do caso de uma linha, Mesmo assim,
sendo tecnologicamente menos relevante que og itens anteriores, estes casos reser-
vam bons exemplos. A regulacao da profundidade de “pogo” através de «,, por
exemplo, possibilita, para ¥, = 8 e duas linhas paralelas de defeitos, o surgimento
de duas fases metaestaveis de diferentes simetrias. Quando N, = 16, dois estados
degenerados surgem, possibilitando a visualizacdo ou nao da fusido anisotrdpica.
Neste mesmo valor de niimero de vortices, porém agora sob linhas perpendiculares
de defeitos, a rede procura alinhar-se com apenas uma direcdo, embora a tempe-
raturas mais altas preencham todos os sitios de ancoramento. Neste caso, uma
curiosa transi¢io de desacoplamento dos vortices acontece ( transi¢do de uma fase
com todos os defeitos ocupados a uma fase com apenas uma direcao ocupada),

nunca antes vista.

A transicdo de fusao da rede de vortices também foi estudada em sistemas
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bidimensionais através da andlise de tamanho finito e de outros métodos padroes
(histograma de energia e curva de histerese). Embora estes dois ultimos métodos
apontem para uma transicdo de segunda ordem. a andlise de tamanho finito re-
velou comportamentos diferentes dos habitualmente encontrados para transicoes
de primeira ou segunda ordem. I[sto revela o quanto é dificil definir com precisao
a ordem de transicoes em sistema cuja interacdo entre os constituintes é de longo
alcance. Assim, um estudo mais profundo deve ser realizado, com maior nimero
de passos de Monte Carlo e para sistemas maiores, para definir com precisao se a
transicao é abrupta ou continua. Até entao, através dos resultados obtidos nesta
tese, pode-se apontar que a transicao ¢ de segunda ordem, o que faz creditar ser a
fusdo em duas dimensdes um fenémeno de natureza completamente diferente do
mesmo em trés dimensoes.

Para finalizar, deve-se destacar que os resultados obtidos nesta tese podem ser
ampliados para diversos sistemas, coldides por exemplo, desde que suas particulas

constituintes correlacionem-se logaritmicamente,






Apéndice A

O método Monte Carlo

A.1 Histérico

Ma historia da ciéncia contemporianea, grande parte das principais descobertas
no ramo cientifico e tecnologico se deram sob o pano de fundo politico das corri-
das armamentistas. () método Monte Carlo, pelo seu papel atual abrangente, nao
poderia ser diferente. No ano de 1946, apds a segunda grande guerra e dos resulta-
dos iniciais obtidos com o primeiro computador eletronico (o ENIAC), Stanislaw
Ulam, John von Neumann e outros utilizaram esta altima ferramenta, inicialmente
destinada a fabricacio de uma arma termonuclear, para ressuscitar as técnicas es-
tatisticas ja conhecidas na fisica (Eckhardt, 1987; Metropolis, 1987). Nascia entao,
oficialmente, o método Monte Carlo.

O método, contudo, teve varios momentos de desenvolvimento em anos an-
teriores a 1946. Na segunda metade do século XIX, por exemplo, um grupo de
pessoas realizou experimentos no intuito de estimar a grandeza 7 (Reese, n.d.).
Para isto eles inferiram seu valor conhecido, # = 3.14... da observacio da quan-
tidade de vezes em que uma agulha cruzava linhas retas paralelas. Embora niao
usando explicitamente o método Monte Carlo, o estudo revelon a aplicabilidade
da idéia de amostragem estatistica em estimar grandezas fisicas.

No mesmo século, mais precisamente em 1899, Lord Rayleigh mostrou que uma
caminhada aleatoria unidimensional sem barreiras absorvedoras tem como solucio

aproximada uma equacao diferencial parabolica. Em anos posteriores, na primeira
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parte do século XX, o método Monte Carlo foi utilizado de forma apenas didética,
para alunos de escolas britanicas. Coube a W. 8. Gosset (1908) uma das primeiras
utilizacoes cientificas, na época um esboco do método, no intuito de descrever dis-
tribuigoes normais correlacionadas (hoje conhecida como distribui¢do t-student)
(Holton, 2005). E finalmente, apesar de toda evolugdo no método, é creditado a S.
Ulam a invencdo da ferramenta. S. Ulam, matematico polonés que trabalhou para
von Neumann no projeto Manhattan durante a segunda guerra, é hoje em dia mais
conhecido pelo trabalho realizado na fabricacdo da bomba de hidrogénio com E.
Teller em 1951. O método Monte Carlo nasceu de uma curiosidade propria, “aflo-
recida” em partidas solitarias de cartas, em momentos em que sua saide estava
debilitada. A contribuicdo de S. Ulam, enriquecida pela sua curiosidade em jogos
de azar, foi organizar tudo o que se sabia até entdo sobre o método e desenvolver
algoritmos para implemantar computacionalmente problemas de cardter aleatorio
ou nao via amostragem estatistica. A partir deste momento, a solucao de proble-
mas via amostragem estatistica deixava de ser uma curiosidade mateméatica para

ser uma metodologia robusta aplicavel em uma grande gama de sistemas.

Apesar da contribuicao de S. Ulam como um dos principais mentores do
método, deve-se a Enrico Fermi e pesquisadores como Tellers, Edward, Mici,
Rosenbluths, Marshall e Arianna a idealizacdo total do método como hoje é co-
nhecido e utilizado. O primeiro aproveitou-gse do fato dos trabalhos com o ENTAC
terem por um momento sido interrompidos para desenvolver independentemente
o método com quase 15 anos de antecedéncia dos demais. Seu interesse principal
na época estava na difusio e transporte de néutrons. Os pesquisadores restantes
(Tellers e assim por diante), por sua vez, utilizaram o método em 1952 para estu-
dar o movimento bidimensional de esferas duras e usar uma estratégia conhecida
hoje como algoritmo de Metrdpolis. Neste 11ltimo caso, como ird ser melhor expli-
cado na préxima sessao, o movimento das particulas é regido pela possibilidade

da reducio da energia total do sistema.
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A.2 O algoritmo Monte Carlo e Metrépolis: da
mecanica estatistica a4 implementacao com-
putacional

Antes de estritamente falar sobre o método Monte Carlo e o algoritmo de
Metropolis, faz-se necessaria a introducdo de algumas definicfes utilizadas na

mecanica estatistica. Seja
Pi(ng, n1, n2, .1y (A1)

a distribuicao de probabilidades conjunta de um processo estocastico qualquer
onde uma varidvel estocéstica r,; assume valores ny no instante ¢y, 721 no instante

t; e assim por diante. Do mesmo modo, suponha
Proa(nga|no, i, ..ony) (A.2)

a distribuicao de probabilidades condicional de x; assumir o valor 7,4 no instante
t = {4+ 1 haja vista ter a mesma tomado valores ny no instante ¢ = 0, 7y no
instante £ = 1 e assim por diante. Define-se que um processo estatistico é um
processo markoviano se a probabilidade condicional (A.2) for igual & distribuigao

de probabilidade condicional
Pii (g |r) (A.3)

de que a varidvel x; assuma o valor n, ¢ no instante £ =/ + 1 dado que apenas
ge sabe que ela tenha tomado o valor n; no instante £ = [, Assim, um processo
markoviano é um processo em gque uma determinada varidvel estocdstica é deter-
minada apenas pelo seu valor no instante anterior e, logo, quando o estado fisico
de um sistema em um instante ¢ é determinado apenas pelo estado fisico em um
tempo anterior £ — 1 (Tomé & Oliveira, 2001). Este limite curto de memoéria dos
eventos, embora a principio simples, é encontrado em varios sistemas como clima,
em mercado de a¢oes, na determinacdo de “bottlenecks” em redes de comunicacdo,

na previsao populacional para orcamento financeiro e até mesmo na estimativa de
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pontos assinalados em um jogo de baseball (Schwarz, 2002)!

Prosseguindo com a idéia de probabilidade condicional e conjunta, pode-se

obter que

Pilng, ny, na, ...0n) = Prlng|ng_y ). Pa(nalng )Py (ny|10) Polng), (Ad)

Bilig)y= Z Pi(ng, 0y, ma, ...ny), (A.5)

onde a soma é sobre todos os valores de n exceto 7y, temos que

Pi(ng) = Z’PJ(RHW—OPA—'l (741 (A.6)

Ty

A probabilidade condicional do lado direito da equacdo (A.6), Piln|ni_y), é co-
nhecida como matriz estocastica e interpretada como a probabilidade de transicao
da variavel ir do estado 7y | ao estado n;. Se, por simplificacdo, adota-se que

Ny =M e n; = n aequagao acima pode ser escrita como
Fi(n) = ZT(nhn)R_-, (m), (A.T)

onde T(nlm) = Pi(my|n—1) é a matriz estocastica de uma cadeia de Markov.
Como a matriz estocastica é uma probabilidade condicional, ela deve satistazer as

propriedades

T(n,m) >0 (A.8)

> T(n,m)=1 (A.9)

Agora suponha que a cada intervalo de tempo 7 ocorram transicoes entre estados
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diferentes de forma que

T(n,m) = TWin,m), se n#m (A.10)

1—7Q(n), se n=m.

Neste caso, W(n,m) & a probabilidade de transicdo por unidade de tempo da

varidvel estocastica ir de m a n ¢, da mesma forma,
Qn) = E W{m,n), (A.11)

onde na expressio acima usou-se a equacao (A.9). Usando as tltimas expressoes,
pode-se obter facilmente a probabilidade da variavel estocastica estar no estado

n no instante [ + 1 na forma

Pyi(n) = " T(n,m)P(m) +T(n,n)P, (A.12)
mi{z£n)
ou alnda
Pun)=r Z Win, m)P(m) + P(n) — 78(n)Fi(n). (A.13)
mi{£n)

Set=r1le P(n,t) = P/(n) tem-se que quando 7 — () a equacao acima torna-se

(—jP(n,t) = Z Wi{n,m)P(m,t) — W(m,n)P(n,t). (A.14)

dt
m(n)

A altima equac8o (A.14) é de suma importancia e é conhecida como equagio mes-
tra. Ela possul ampla aplicabilidade em problemas na quimica, fisica, biologia e
outros ramos do conhecimento. Além disso, como ja foi demonstrado, € a equacao
que governa a dinamica estocastica de um processo de Markov. A equacio mestra
revela que um determinado sistema sofre varias transictes na escala temporal entre
diversos estados no espaco de fase, estados estes caracterizados por valores especi-
ficos de alguma varidvel estocastica. Em casos especiais, quando o sistema esta

préximo ao equilibrio termodindmico, ou mesmo quando nao possue correntes de
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probabilidade interna, sua taxa de transicao obedece ao entédo conhecido principio

do balanceamento detalhado. Desta forma, a equacio (A.14) fica

d i B
—=P(n.1) =0, (A.15)

e, logo,
Wi(n,m)P{m,t) = W(m,n)P(n,1). (A.16)

Na pratica, o balanceamento detalhado (A.16) é alcancado em diversos sistemas
tais como reagoes quimicas proximas ao equilibrio, transicoes eletronicas e assim
por diante. Se o sistema nao esta isolado, mas sim em contato com um reser-
vatorio de calor, o equilibrio termodinamico e consequentemente o balanceamento
detalhado acontece, apds um tempo transiente, de forma natural. Dessa maneira,
a probabilidade de o sistema, em um ensemble candnico, se encontrar em um

determinado microestado n pode ser dada pelo fator de Boltzmann

oy | L
e,\p( E@?)

Pn(t) = P'n, = VA 3

(A.17)

onde Z é a funcao de particao do sistema,

E
&= Zexp (k‘ “ ) (A.18)
¥ij ‘B

Utilizando-se de todos estes argumentos, o método Monte Carlo pode ser im-
plementado de maneira simples. Supondo um certo nimero M de estados pos-

siveis, a média de uma determinada propriedade do sistema f é obtida por fazer

1 M |

Agsim, a estimativa da grandeza f serd tdo precisa quanto maior for o mimero

de estados acessados M. Como um exemplo simples, pode-se estimar a energia
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média do sistema de forma que

(E) = Z E.P = %Z Esexp{—(8E,)}. (A.20)

s=1 s=1

Retornando a equagdo (A.17), note que a probabilidade P,(f) = P, nao ¢
totalmente determinada devido & propria funcdo de particdo Z ser, na mailoria das
vezes, desconhecida. Porém esta dificuldade é superada se os principios que regem
08 processos markovianos forem aplicados. Isto é, se cada estado em determinado
instante de tempo for determinado pelo estado no instante anterior a probabilidade
relativa entre os dois estados é dada pela razdo entre as probabilidades individuais
e o denominador da equacao anterior se cancela. No final, a taxa de transicao entre
estes dois estados ird depender apenas da diferenca de energia entre os mesmos

de forma que

— (B — B
W(m,n) = Wi{n,m)exp M ; (A.21)
kgl
A equacao acima possue varias solugoes. Todas elas, por definicdo, obedecem
o principio do balanceamento detalhado, geram uma sequéncia de estados dis-
tribuidos de acordo com a distribuicao de Boltzmann, Porém, pode-se destacar o
que talvez seja a mais simples solucdo e também a mais antiga, conhecida como
método Metropolis (Mackay, n.d.). No método Metrépolis, a matriz de transi¢io
Wm,n) da equacao (A.21) é dada por
75 exp — 2L, se AE >0

Wi(m,n) = FpT? , A.22
( ) T sse AR <D, ( )

onde 7y na equacdo (A.22) é o tempo necessario para tentar uma mudanga na
configuracao do sistema. Assim, sendo AF = E,,—E,, se AE > (0 temos E,, > E,
e a probabilidade de ocorrer uma transicdo do estado n menos energético para o
estado m mais energético é dada pelo fator de Boltzmann. Em caso contririo,
para AFE < 0, a probabilidade de transicdo serd uma constante inversamente

proporcional ao intervalo de tempo entre duas tentativas consecutivas de alteracao
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do estado do sistema. Na maioria dos casos, adota-se iy = 1 e, logo, todas as
tentativas de mudanca de configuracao do sistema serdo aceitas.

Enfim, pode-se explicitamente citar os passos de uma simulacio de Monte
carlo usando o algoritmo Metrépolis da seguinte forma: comecando de um estado
sorteado aleatériamente sy, gera-se a partir deste uma sequéncia de estados sq, 52
etc. O estado seguinte ao estado inicial serd obtido de sua vizinhanga de acordo
com o algoritmo ja esplanado, ou seja, 0 novo estado serd aceito caso haja reducao
da energia total ou se a probabilidade de Boltzmann for maior que um variavel
aleatoria previamente escolhida cuja distribuicio é uniforme entre os valores () e
1. Apos descartar os primeiros estados do sistema (periodo de relaxacao), pode-se
usar o restante das configuraces para estimar grandezas fisicas quaisquer como,
por exemplo, a ja descrita energia total. Como também ja dito anteriormente, a
grandeza estimada terd seu valor mais proximo do ideal quanto maior for o niimero
de estados acessados. Neste caso, o que se espera é que a hipotese ergodica possa

ser aplicada.!

A.3 FErros

Planejar a investigacao de um sistema fisico por meio da simulacio de Monte

Carlo significa avaliar a possibilidade de implementar o método com o maximo

LA hipétese ergadica, largamente difundida desde os trabalhos de Boltzmann de 1867 (Uffink,
2004}, embora possua carater amplo, nio pode ser aplicada a todos os sistemas fisicos. Ela é uma
tentativa de dar sustentacdo 4 mecanica estatistica ao apontar, usando o teorema de Birkhoff,
que o valor médio temporal de uma observavel, determinado pela sua dindmica teruporal, é
igual a média do mesmo observavel no ensemble (Patrascioiu, 1987) (entende-se como meédia
no ensemble uma média extraida em um determinado instante de tempo ¢ fixo sobre umn largo
namero e sistemas que possuem propriedades termodinamicas idénticas, porém com configu-
ragdes moleculares diversas). A rigor, umn sistemna fisico obedece ao limite ergddico se o mesmo
corresponder ao limite termaodinarmico, a irreversibilidade (condicbes estas necessdrias) e se, prin-
cipalmente, o sistema possuir modo de frequéncia nulo (condigio suficiente). Matematicamente,
se H & o Hamiltoniano Hermitiano do sistema de interesse e A uma varidvel dinfmica, o sistema
serd ergddico se, e somente se, W for finito, onde

W= / r(t)drt.
0
_ (AA

Na tltima expressdo, r(f) = —%%)— é a funcio de relaxagio da variavel 4. Assim, se W é finito,
A,

o sistemna tende a um estado estaciondrio apés um tempo transiente 7. (Reichl, 1997).
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espaco amostral possivel e com dimensoes fisicas apreciaveis (sistemas grandes).
Porém, devido ao limite usual da capacidade computacional geralmente escolhe-
se entre realizar longas simulacoes de sistemas pequenos ou curtas simulagoes em
sistemas extensos, Tudo isto é feito no intuito de reduzir os erros inerentes ao
método., Compreender estes erros e minimizéa-los é de vital importiancia para a

confiabilidade dos resultados.

Assim, entre tantos, hoje sabe-se que erros em simulacdes de Monte Carlo
podem ser de dois tipos principais: erros estatisticos e erros sistematicos. Erros
estatisticos ocorrem devido ao niimero necessariamente finito de medidas que sao
realizadas durante uma simulacao. Erros sistematicos, por sua vez, resultam de
duas principais fontes: o mesmo nimero finito de medidas realizadas e o tamanho

necessariamente finito da amostra (Landau & Binder, 2000).

A.3.1 Erros estatisticos

Como ja foi anteriormente dito, erros estatisticos surgem naturalmente do
egpaco amostral finito utilizado para estimar observaveis quaisquer. A magnitude
destes erros pode ser estimada facilmente. Assim, seja A uma quantidade a ser

observada e
1 o
dA=< > A, — 4 (A.23)
B =

o seu desvio (erro estatistico). Pode-se calcular o valor esperado do quadrado

deste erro estatistico (variancia dividida pelo niimero de observagdes) usando

(A = 55 (A — () 3 (4 — (). (A.24)

=1 =1



172 O meétodo Monte Carlo

Agsim,

]\.’

(514)2 = N_2 Z(A,u; o <A>)2

=1
N

i Y (A — () — (A, )

H1apeFEp

A segunda parcela do lado direito da equacao acima pode ser expressa também

por

LSS Ay — A (4) — A () + (1), (4.26)

= =

e logo o valor esperado da expressao (A.25) € o mesmo que

1 &

e

p=1

2 Y () — (4D A2

p1=1 pa=p1+1

((64)%) = {(Au — (A%

+

Agora suponha que estes A, estados sejam obtidos de um conjunto mais geral
de X, estados distribuidos de acordo com a distribuicao de Boltzmann, isto &,
de acordo com a distribuicdo esperada quando o sistema alcanca o equilibrio ter-
modindmico. Neste caso, as médias calculadas sdo invariantes com relacdo ao
instante de tempo inicial ou final importando apenas o intervalo de tempo entre

as medidas.? Assim, pode-se escrever

(A Ap) = (AoAps—pu)- (A.28)

? Aqui supde-se que o indice ¢ desempenha o papel do terpo comumente usado em simulagdes
de dindmica molecular quando se fala das configuracdes sucessivag encontradas. Também supde-
se que o3 valores da grandeza 4 nos instantes iniciais da simulacio foram descartados no intuito
de desprezar efeitos de relaxagia.
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Definindo g = po — g, a equacdo (A.27) fica

645 = =[5 3

=1

23S (A ) — ()] (A.29)

-+
=1 p=I

ou melhor,

ir z Z((’{m e el = (A>2)]- (A.30)

Supondo que 1y — 0 a expressao acima torna-se

]\.’

(54 = [mw iZ(Nm«AoAn<A>2>]. (A31)

=1

Note que na ultima expressao quando g = N nao ha termo na soma pois g = 0.
Da mesma forma, se p = 0, tem-se que gy = s = N e deve haver soma nos dois
termos.

Prosseguindo, defina agora 6t o intervalo de tempo entre duas observacoes

sucessivas A, e A, .. Pode-se notar que 6¢ serd uma funcdo decrescente do nimero

de graus de liberdade do sistema /Ny de modo que

(A.32)

onde T7¢ é uma constante de tempo relacionando a probabilidade de transicao
entre estados sucessivos. Para a realizacdo de uma simulacao com resultados
seguros espera-se (ue o intervalo de tempo entre estados A, sucessivos seja muito
maior que o tempo de correlacao entre medidas sucessivas bem como maior que

o intervalo de tempo definido na equacido (A.32). Nesta aproximacao, pode-se
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converter a soma em tempos discretos t = pdt em uma integracao, de modo que

a equacao (A.31) torna-se

(Gay) = 42 -
+% 0' (1- %) [{A(0)A(t')) — <A>2]dt']. (A.33)

Definindo como a funcao de autocorrelagao temporal normalizada

o LAOA®) — (4] -
=" - @ .

a equacao (A.33) pode ser dada por

_

(64 =

HA™ — LAY [1 + %/ﬂt dt’(l - %’)@A(t’)] : (A.33)

A funcao de autocorrelacdo acima tem a caracteristica peculiar de admitir valores
dalt = 0) =1 e galt — o0) = 0 de modo que, supondo a existéncia de sua

integral, pode-se definir
TA= / @4 (t)dt (A.36)
40

como o tempo de relaxacido da quantidade A. Lembrando que na maioria dos
casos as simulacoes sdo realizadas para tempos muito maiores que o tempo de
correlagio 74, onde ¢4(f) — 0, e como ¢4 80 é aprecidvel para tempos da ordem

de 74, a equacgao (A.35) acima pode ser aproximada por
112 12 2 2 ‘
(BA) = ((42) — (AP)(1 + =7a) (4.37)
Note que a expressao (A.37) é ligeiramente diferente da equacdo ja conhecida

(B4 = ~((4%) — (472, (A.38)

onde n é o nimero de medidas independentes. Assim, uma simulacdo Monte
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Carlo com mumero finito de medidas introduz intrinsicamente um desvio no valor
da incerteza de um observivel A dado pelo fator % de modo que o nimero de

medidas independentes da observavel A é

N

. A.39
R E (A8

Consequentemente, uma maneira 6bvia de reduzir os erros estatisticos é aumentar
o nimero de medidas realizadas, isto &, impor que N — oo de modo que tenha-se
n — oc¢. Infelizmente, isto torna-se impossivel computacionalmente para sistemas
de tamanho fisico apreciavel. Uma segunda possibilidade de reduzir este tipo de
erro ¢ levar em consideracio a dependéncia da variancia da observivel (n vezes
o quadrado do desvio padrio da média) com o tamanho do sistema. Neste caso,

usufrui-se da propriedade de certas grandezas serem “auto-medializantes™.

A.3.2 Erros sistematicos

Os erros sistematicos, como o proprio nome sugere, sdo provenientes de erros
pré-existentes no modelo. Para sistemas que utilizam-se do método Monte Carlo
tais erros possuem duas principais fontes: o nimero finito de medidas realizadas
e 0 tamanho espacial finito das amostras (Ferrenberg et al. , 1991).

No primeiro caso, o nimero finito da amostragem resulta basicamente em
funcoes resposta cujos valores sao subestimados. O exemplo mais claro disso
pode ser encontrado em qualgquer bom livro de estatistica: o valor esperado F(s%)
da variancia de qualquer observavel s possue valor apreciavelmente menor que o

valor real encontrado o dado pelo fator 1 — % de modo que

E(s?) =02 [1— l) | (A.41)

(i

Define-se uma grandeza como “auto-medializante” se para n 3 1 temos que seu desvio
padrio da média dado por

(A.40)

ai a zera para L — co.
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onde na equacdo (A.41) n é o nimero de medidas realizadas efetivamente inde-
pendentes. Assim, func¢oes resposta como susceptibilidade ou calor especifico, por
serem medidas diretas da variancia, possuem valores diferentes dos seus valores no
limite termodinamico. Paralelamente, como o tempo de correlagao depende dire-
tamente do tamanho do sistema, este tipo de erro sistematico possue magnitude
diferente dependendo do tamanho fisico da amostra. Isto acaba por introduzir

uma fonte de erro a mais no sistema.

O tamanho finito dos sistemas, por sua vez, introduz erros na medida em
que o comprimento de correlacao caracteristico € de um determinado processo
no sistema fisico é compardvel ou supera sua dimensao linear. Infelizmente, este
fendmeno ocorre para muitos casos quando o sistema aproxima-se da temperatura
de transicdo. Desta forma, faz-se necessiria uma extrapolacao adequada se o
interesse é obter o comportamento de alguma observavel em particular no limite
termodinamico, isto é, para L — oc. O comportamento exato das observaveis
bem como de suas variancias no limite termodindmico ird depender fortemente da

natureza da transicdo envolvida,

A.3.3 Analise de tamanho finito

Como ja dito anteriormente, o tamanho finito de um sistema produz valores
afastados de sua caracteristica macroscopica para varias quantidades fisicas, so-
bretudo quando a amostra é submetida a transicGes de fase de primeira ou de
segunda ordem. O conhecimento prévio do efeito destes desvios é muito ftil para
estimar varias quantidades termodinamicas, a principio impossiveis. As maiores
dificuldades encontradas neste estudo referem-ge A localizacao do ponto de tran-
sicao de fase e a determinacio da ordem da mesma. Identificar ponto de transicao
e ordem da transicdao &, pois, dar um passo importante na caracterizacao do sis-
tema fisico estudado.

Transicoes de fase de primeira ordem sdo caracterizadas por uma descon-
tinuidade na primeira derivada da energia livre em uma temperatura especifica
T,, isto é, descontinuidades na energia interna ou magnetizacdo (caso as tran-

sicoes sejam dirigidas pela temperatura ou campo externo, respectivamente). Isto
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resultard em singularidades no calor egpecifico ou na susceptibilidade, respectiva-
mente, no ponto de transicao. Tais singularidades sao frutos da coexisténcia de
fages perto da transicao e nao existe regiao critica nem expoente critico. Por outro
lado, transicoes de segunda ordem possuem tanto regiao critica quanto expoente
critico e sua divergéncia estd ligada diretamente a divergéncia do comprimento
de correlacao £*. Como o proprio nome sugere, transicoes de segunda ordem pos-
suem a primeira derivada da energia livre continua e, logo, estao relacionadas a
singularidade na segunda derivada da energia livre.

Em um sistema finito, porém, tals divergéncias ndo ocorrem. Logo, para am-
bos os tipos de transicoes, o sistema caracteriza-se por valores finitos de calor
especifico ou susceptibilidade. Nestes casos, pode-se observar um “alargamento”
da regiao de transicao bem como uma reducao do valor maximo das suas curvas
caracteristicas, calor especifico em funcao da temperatura por exemplo, depen-
dendo inversamente do tamanho da amostra. Em transicoes de fase de segunda
ordem, tal “alargamento” é fruto do comprimento de correlacdo que é limitado
pelo tamanho da amostra L. Para estas transicoes, a teoria de escala prediz que
o valor maximo da curva do calor especifico em funcio da temperatura CaT di-
verge como L, sendo a e v expoentes criticos, e a semi-largura da curva decresce
como L5 . Em transicoes de fase de primeira ordem, L aparece apenas devido ao
volume da amostra e o valor maximo da curva Cz7T cresce como L¢, onde d é a

dimensdo do sistema. Da mesma forma, a semi-largura da curva cai como £7%.°

40 comprimento de correlacio ¢ mede a distincia sob o qual as particulas em um sistema
estdo significativamente correlacionadas. Quando 7' aproxima-se da temperatura critica, T, &
cdiverge. Neste caso, para sistemas finitos, £ assume magnitude da ordem do tamanho carac-
teristico do gistema, L, e, logo, as particulas na borda da célula de simulagio nos lados opostos
do gisterna tornam-ge correlacionadas. Asgim, o ordenamento nio congegue proseguir para di-
mensoes maiores que o da caixa de simulacio.

5Tadas as estimativas para o comportamento de grandezas como calor especifico em transicoes
de primeira ordem sio encontradas usando o fato de que a distribuicio de probabilidade da
energia interna do sistema pode ser aproximada, em torno do ponto de transicio, por duas curvas
gaussianas centradas em seus valores de equilibrio, no caso acima e abaixo da temperatura T,
(Challa et l. , 1986). Assim, para duas curvas do tipa

—(E - Eg)L?

Py (E) x exp T2

(A.42)
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Todas essas predicoes sdo alcancadas quando L — oc.

centradas ern suas energias caracteristicas Ey tern-ge que o calor especifico pode ser dado por

L.’I
kpT?

(E+ _ E,)ZLJ

;=
& AkpT?

((E*), — (B)])

onde

() = /H PL(EVE"E.

— o

Da mesma forma, o “alargamento” da regido de transicio é dado por

T.(L) - T.\ . 4ksT.
7. T (Ey - E_ LY

(A.43)

(A.44)

(A.45)

Nas expressdes acima, F e B sio energias caracteristicas para as fases imediatamente acima

e imediatamente abaixo da temperatura de transicio, respectivamente.
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