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Resumo

Esta tese consiste no estudo de cadeias quase-unidimensionais ferrimagnéticas rela-

cionadas a compostos inorganicos tais como os fosfatos A3Cuz(PO,), (onde A=Ca,
Sr e Pb), bem como ao composto organico PNNBNO. A modelagem teérica é re-
lizada através dos hamiltonianos de Hubbard, ¢t — J e Heisenberg nas cadeias AB, e
ABC, os quais sao investigados em varios regimes de acoplamento e preenchimento
da banda. Além disso, também consideraremos o diagrama de fases da cadeia AB,
de Heisenberg frustrada, relacionada ao composto Cuz(COs3)2(OH),. Calculamos os
estados de baixa energia através de diagonalizacdo exata (algoritmo de Lanczos) e
do grupo de renormalizagdo da matriz de densidade.

Inicialmente consideramos as propriedades magnéticas das cadeias AB, e ABC
de Hubbard em banda semi-cheia em fun¢ao da repulsao coulombiana U. Reve-
lamos numericamente a estrutura ferrimagnética do estado fundamental no limite
de Heisenberg do modelo e para U pequeno. Em conexao com esta ordem, ambas
as cadeias exibem trés modos de onda de spin, os quais foram estudados em detalhe
no limite Heisenberg. Um desses modos é antiferromagnético e necessita de uma
energia finita para ser excitado. Esta excitacao massiva é responsavel por um plato
na curva de magnetizacao em fun¢ao do campo magnético em ambas as cadeias. Os
outros modos sao ferromagnéticos: um deles é o modo de Goldstone, induzido pela
quebra espontanea da invariancia de rotacdao do modelo; enquanto que o outro modo
¢ massivo, com banda razoavelmente estreita no caso da cadeia ABC e banda sem
dispersao (modo localizado) no caso da cadeia ABs.

Em seguida, apresentamos um amplo estudo do modelo de Hubbard na cadeia
AB, dopada, nos regimes de fraco e forte acoplamento (hamiltoniano t—.J), incluindo

o limite U-infinito. Devido a topologia especial de sua célula unitaria, a cadeia exibe

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



vii

uma grande variedade de fases quando o estado ferrimagnético (n = 1) é dopado
com buracos (§ = 1 —n). Nos regimes de fraco e forte acoplamento (U # oo)
para 0 << 1, o estado ferrimagnético (6 = 0) cede lugar a estados espirais de spin;
enquanto que no limite U-infinito (J = 0), observamos o estado ferromagnético
metalico de Nagaoka. Aumentando a dopagem, o sistema exibe separacao de fases
antes de atingir um estado RVB (resonating valence bond) de curto alcance com
gap de spin e isolante de Mott em § = 1/3. Além disso, para ¢ > 1/3 observamos
um crossover, que antecipa o comportamento liquido de Luttinger encontrado para
J>2/3.

Finalmente, tratamos do efeito de frustracao magnética pela inclusdo de uma
interagao competitiva Jy no modelo de Heisenberg. Em particular, observamos que
a ordem ferrimagnética é estdavel para Jo < 0.34. Para 0.34 < J, < 0.44, o sistema
exibe ordem magnética canted na sub-rede B enquanto que a ordem magnética dos
sitios A ndo se altera em relacao a fase ferrimagnética. Para Jy 2 0.44 a fase canted
é suprimida em favor de uma fase espiral em ambas as sub-redes. Além disso, para
Jo 2 0.83 a configuracgdo estdvel corresponde a trés cadeias lineares antiferromag-

neticamente acopladas.

Palavras-chave: Fisica da Matéria Condensada, Elétrons Fortemente Correlaciona-

dos, Ferrimagnetismo, Modelo de Hubbard.

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



viii

Abstract

This work concerns the study of ferrimagnetic quasi-one-dimensional chains re-
lated to inorganic compounds, such as the fosfates A3Cuz(PO,), (with A=Ca, Sr e
Pb), as well as the organic compound PNNBNO. The theoretical modeling is based
on Hubbard, ¢ — J and Heisenberg models on the ABy and ABC chains, which
we investigate in various coupling regimes and band filling. Furthermore, we also
consider the phase diagram of the frustrated ABy Heisenberg chain, related to the
compound Cuz(COs3)2(OH),. We calculate the low energy states by exact diagonal-
ization (Lanczos algorithm) and the density matrix renormalization group.

Initially we consider the magnetic properties of the half-filled AB; and ABC
Hubbard models as function of the Coulomb repulsion U, revealing the ferrimag-
netic structure of the ground state in weak coupling and in the Heisenberg limit.
As a consequence of the ferrimagnetic order, both chains exhibit three spin wave
modes. One of then is a massive antiferromagnetic excitation, being responsable
by a plateaux in the magnetization curve of both chains. The other two modes are
ferromagnetic: the Goldstone mode, induced by broken rotation invariance of the
model; while the other is massive, with a narrow band in the ABC chain and flat
band in the AB, chain case.

In the sequence, we study the Hubbard model on the doped AB, chain, in weak
and strong coupling (¢ — J model), including the infinite-U limit. Due to the special
unit cell topology, the chain displays a rich variety of phases through the hole doping
(0) of the ferrimagnetic ground state. In weak and strong coupling (U # oo) for
0 << 1, spiral states develop, while in the infinite-U limit we observe the Nagaoka
metallic ferromagnetic state. For higher doping the system phase separates before

reaching a Mott insulating phase of short-range RVB states at § = 1/3. Moreover,
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for 6 > 1/3 we observe a crossover, which anticipates the Luttinger liquid behavior
for § > 2/3.

Finally, we treat the effect of magnetic frustration by the inclusion of a com-
petitive interaction, .Jy, into the Heisenberg model. In particular, we observe that
the ferrimangetic order is stable up to J; ~ 0.34. For 0.34 < Jy < 0.44, the system
exhibts a canted order inside the B sublattice, while the spins of the A sublattice
remain ferromagnetically ordered. For J, 2 0.44 the canted phase is unstable and
a spiral ordering develops. Moreover, for J, > 0.83 the stable configuration is one

with three antiferromagnetic coupled linear chains.

Keywords: Condensed Matter Physics, Strongly Correlated Electron Systems, Fer-
rimagnetism, Hubbard Model.
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Capitulo 1

Introducao

As tltimas duas décadas tém observado um grande esforco da comunidade
cientifica no estudo de sistemas de elétrons fortemente correlacionados em mate-
riais de baixa dimensionalidade, tipicamente compostos de metais de transicao em
estruturas bidimensionais e unidimensionais. Na maioria dos casos, cadeias e planos
de ions magnéticos sao encontrados em sélidos tridimensionais, dispostos espacial-
mente de forma tal que podemos desprezar o acoplamento entre planos ou cadeias.
Um dos casos mais relevantes de sistemas dessa natureza sao os supercondutores de
alta temperatura critica (e. g., Lag_sSrsCuQ,) nos quais acreditam-se que suas fases
nao-triviais estao intrinsecamente relacionadas a planos de 6xido de cobre (CuOy)
presentes nesses compostos [1, 2]. No material-pai (composto precursor) isolante os
planos exibem ordem antiferromagnética de longo alcance, a qual evolui através de
dopagem (¢) para o estado supercondutor. Outros fen6menos quénticos expressivos
sao observados em sistemas unidimensionais e quase-unidimensionais. Entre eles,

mencionamos a verificacado de liquidos quanticos de spin com gap para excitagoes



magnéticas em compostos do tipo escada tais como o (VO),P207, bem como os
cuprados de férmulas quimicas SrCuyO3 e Sr14Cug Oy [3]. Devido ao curto alcance
das correlacoes de spin nesses sistemas, o seu estado fundamental é um 6timo exem-
plo de estados do tipo resonating valence bond (RVB) [4]. Além disso, foi observado
que o composto Sri4Cuss 041 dopado com Ca exibe supercondutividade quando sub-
metido a altas pressoes [5].

Ao contrario de sistemas escada, que apresentam um estado fundamental sin-
gleto rotacionalmente invariante, varios compostos ferrimagnéticos quase-unidimen-
sionais foram sintetizados nos ltimos anos. Sistemas ferrimagnéticos tipicamente
apresentam redes bipartidas e exibem ferromagnetismo nao-saturado devido pre-
dominantemente a acoplamentos antiferromagnéticos entre suas sub-redes; expondo,
por conseguinte, ambas as ordens ferromagnética e antiferromagnética de longo al-
cance. A caracterizacao experimental desses compostos se da pela identificacao de

um minimo na curva x7 versus T a um temperatura T = T. como exemplificado

min>
na Fig. 1 (a) para o ferrimagneto organico PNNBNO. Diminuindo a temperatura

a partir de T}y ¢,, a curva x7" exibe um crescimento acentuado, Fig. 1(b), antes do

in>
estabelecimento de ordem magnética tridimensional em baixissimas temperaturas,
tipicamente 17" < 3K, cuja a assinatura é um pico-A na curva do calor especifico,
como mostrado na Fig. 1(c). Duas classes principais de compostos ferrimagnéticos
sao conhecidas. Na primeira delas, o nimero de sitios magnéticos é o mesmo nas duas
sub-redes e 0 momento magnético resultante é devido a spins de magnitude distintas
em sub-redes diferentes. Exemplos de cadeias ferrimagnéticas quase-unidimensionais
pertencentes a esta classe sdo as cadeias bimetdlicas NiCu e MnCu. No composto

NiCu(pba)(H20)3-2H,0, fons Cu?* (S=1/2) e Ni?** (S=1) sao dispostos alternada-

mente em uma linha (cadeia spin-1/2/spin-1); o mesmo ocorrendo no composto
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Figura 1.1: (a) Visao geral da curva do produto da susceptibilidade paramagnética
X pela temperatura 7" em fungdo da temperatura e (b) seu comportamento em
baixas temperaturas para o composto organico ferrimagnético PNNBNO. (c) Calor

especifico em funcdo da temperatura para o composto organico ferrimagnético
PNNBNO. (Figuras reproduzidas da Ref. [6].)

MnCu(pba)(H20)3-2H,0 (cadeia spin-1/2/spin-5/2), considerando-se o fon Mn?*
(S=5/2) em vez de Ni*". Na segunda classe de sistemas ferrimagnéticos, os spins
dos sitios sao os mesmos em ambas as sub-redes, todavia a topologia da célula
unitaria induz um estado fundamental com magnetizacao nao-nula. Esta classe de
sistemas representa o centro da nossa pesquisa. Em particular, estamos interessados
em cadeias do tipo AB, [7] e ABC [8] ilustradas na Fig. 1.2, as quais apresentam
acoplamentos antiferromagnéticos homogéneos e uma célula unitdria constituida de
trés centros paramagnéticos com spin 1/2.

Cadeias ferrimagnéticas desta natureza sao observadas em compostos de diver-
sas familias. Uma dessas familias inclui fosfatos de féormula quimica A3Cuz(POy)y,
onde A=Ca [9, 10, 11, 12], Sr [9, 13, 11, 12] e Pb [9, 14, 12]. Esses compostos
exibem linhas constituidas de aglomerados de trés fons magnéticos (trimeros) in-
teragindo antiferromagneticamente, como ilustrado na Fig. 1.3. Embora o acopla-

mento entre-trimeros seja muito mais fraco que a interacao intra-trimeros, aquele
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Figura 1.2: Tlustragdo das cadeias AB, (a) e ABC (b), bem como das ordens fer-
rimagnéticas de ambas as cadeias. Os circulos representam centros magnéticos de
spin 1/2, enquanto que as linhas ilustram os acoplamentos de superezchange anti-
ferromagnéticos.

se mostra suficiente para estabelecer um estado fundamental ferrimagnético. O
primeiro composto ferrimagnético organico sintetizado, o PNNBNO [6], também
estd estreitamente relacionado com as cadeias ABy e ABC, visto que o PNNBNO
também apresenta uma célula unitdria constituida de trés radicais paramagnéticos
de spin 1/2, como mostrado na Fig. 1.4. Além disso, gracas a uma simetria lo-
cal caracteristica [15, 16], uma fracao finita do espectro da cadeia AB, é idéntica
ao espectro da cadeia spin-1/2/spin-1 (NiCu) [17]. Ainda em relagdo a cadeias
AB,, gostariamos de mencionar que essas representam uma rota alternativa para
a observacao de fenomenos quanticos bidimensionais através de sistemas unidimen-
sionais [18, 19]. Por outro lado, desde a descoberta de vérios compostos organicos
ferromagnéticos quase-unidimensionais, e. g., o Poly-BIPO [20] e o p-NPNN [21],
varios esforcos foram dedicados para a elucidacao dos mecanismos fisico-quimicos
responsaveis pela ordem magnética desses polimeros. O Poly-BIPO, em particular,
apresenta uma estrutura do tipo ABC, Fig. 1.2 (b), onde os sitios A e B represen-
tam atomos de carbono e os sitios C estao relacionados a radicais com um elétron
desemparelhado. Ovchinnikov [8] prop6s que a magnetizagdo espontanea desses ma-

teriais seria de natureza puramente topoldgica, ou seja, devido a diferenca extensiva
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Figura 1.3: (a) Cadeias de trimeros encontradas em compostos do tipo A3Cuz(POy)4.
(b) Interagoes magnéticas entre ions de cobre: a interacao entre-trimeros J, é muito
menor que as interaces intra-trimeros J; e J;; entretanto, ordem ferrimagnética é
observada nesses compostos. (Figuras reproduzidas da Ref. [9].)

entre a quantidade de sitios das duas sub-redes. Conseqiientemente, segundo esse
modelo, o Poly-BIPO e compostos similares seriam, de fato, ferrimagnetos, ou seja,
deveriam exibir as assinaturas termodinamicas expostas na Fig. 1.4, o que, até onde
sabemos, nao foi detectado experimentalmente.

A primeira parte dos resultados originais desta tese (Capitulos 4, 5 e 6) [16, 22]
consiste no estudo tedrico do comportamento quantico de cadeias unidimensionais
ferrimagnéticas modeladas pelos hamiltonianos de Hubbard, Heisenberg e ¢t — J
através de métodos numéricos. Em particular, consideramos os efeitos de dopagem e

de variacoes da repulsao coulombiana no espectro de baixas energias desses sistemas.
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Figura 1.4: (a) Estrutura da cadeia em cristais PNNBNO. (b) Ilustragao da estrutura
da cadeia com os acoplamentos intra-moleculares ferromagnéticos (Jr) e antiferro-
magnético (J4r), bem como o acoplamento inter-molecular antiferromagético (J ).
(c) Estrutura ferrimagnética no limite extremo Jp — 0o. (Figuras reproduzidas da
Ref. [6].)

Estudos preliminares destes modelos foram realizados através de varios métodos
numéricos e analiticos para diversos regimes de acoplamento e ocupacao eletronica.
Para semi-preenchimento da banda, o estado fundamental ferrimagnético das cadeias
AB, [7, 23, 24] e ABC [25, 23] foi explicitado para o modelo de Hubbard e a luz
do modelo de Heisenberg quéntico na cadeia AB, [26, 27]. Além disso, os compor-
tamentos criticos dos modelos de Heisenberg quéantico anisotrépico [15] e isotrépico
[28, 29] na cadeia AB, também foram considerados, incluindo sua versdo esférica
[30], e a mecanica estatistica do modelo cldssico [31]. Cadeias AB, de Hubbard
dopadas foram estudadas através de métodos Hartree-Fock, Monte Carlo quantico
e diagonalizacdo exata nos limites de repulsdo coulombiana U fraca e forte [7], in-
cluindo também o modelo ¢t — J [19] estudado via grupo de renormalizagao da matriz
de densidade e ansdtze variacionais recorrentes, bem como o limite de U-infinito [32]

usando diagonalizacdo exata. Modelos de Hubbard para semi-preenchimento da

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



R or,
1
1
1
1
1
1
1
1
1
jov
1
1
1
1
1
1
1
1
1
oo

I‘

1
]
1
s ~mham
\
\
\
—
[\
(4
1
]
]
Tl n ==
1
1
>
(4
1
]
]
w..J _——
1
1
A\

Figura 1.5: Cadeia AB, frustrada.

banda com a inclusao de outros acoplamentos também foram caracterizados: efeitos
de interacao elétron-fonon foram revelados através de métodos Hartree-Fock para
as cadeias ABC [33] e AB, [34], inclusive na presenca de interacdo entre cadeias [35]
para o tipo ABC. Além disso, o modelo de Anderson periédico na cadeia ABC foi
estudado recentemente [36] através de diagonalizacao exata e Hartree-Fock.

A segunda parte desta tese (Capitulo 6) é dedicada ao estudo da cadeia AB,
de Heisenberg com interagoes competitivas, ou frustrada, com o padrao de su-
perexchanges mostrado na Fig. 1.5. Recentemente, foi verificado que o composto
Cu3(CO3)2(OH), (azurita) [37, 38], com uma topologia estreitamente relacionada
com a cadeia ABj, como mostrado na Fig. 1.6, é um sistema frustrado, exibindo
um platd na curva de magnetizacdo em fungido do campo magnético a 1/3 da mag-
netizacdo de saturacdo (1/2) [38].

No que segue, apresentamos o roteiro da tese. O Capitulo 2 contém uma breve
descri¢ao da fundamentacao fisica dos modelos de Heisenberg, Hubbard e ¢t — J, os
quais serao estudados nesta tese. No Capitulo 3 expomos o problema matematico e
os métodos numéricos utilizados no calculo dos estados de baixa energia dos hamil-
tonianos de interesse. No Capitulo 4 apresentamos o espectro de uma particula
nas cadeias ABy e ABC, estudamos o estado fundamental ferrimagnético para semi-

preenchimento da banda e suas excitagoes magnéticas em funcao da repulsao coulom-
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Figura 1.6: (a) Padrao de exchanges utilizado no estudo do composto Cusz(CO3)s-
(OH), (azurita), onde os circulos representam spins 1/2. (b) Representagio es-
quemdtica do estrutura cristalina da azurita. (Figuras reproduzidas da Ref. [37].)

biana U. A cadeia AB; dopada com buracos nos regimes de fraco e forte acopla-
mento, incluindo o limite U = oo, é considerada no Capitulo 5. Em particular,
veremos que a dopagem propicia o aparecimento de fases e estados quanticos nao-
triviais, tais como: estados espirais, ferromagnetismo metdlico, separagao de fases,
estados RVB e fase liquido de Luttinger, os quais sdo minuciosamente caracterizados
neste capitulo. O Capitulo 5 é dedicado ao modelo t — J na cadeia AB,; enquanto
que o Capitulo 6 a cadeia AB, frustrada. Finalmente, no Capitulo 7 expomos nossas

conclusoes.
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Capitulo 2

Compostos de Metais de Transicao

A fisica dos compostos de metais de transi¢ao apresenta uma riqueza de fases que
tem seduzido uma parcela consideravel de fisicos e quimicos a aproximadamente 70
anos. Essa classe de materiais apresenta varios comportamentos fisicos nao-triviais
em funcao da composi¢ao quimica e de varidveis termodinamicas e estruturais. Entre
essas fases, destacamos: Antiferromagnetismo, Ferromagnetismo, Ferrimagnetismo,
Supercondutividade de Alta Temperatura Critica, entre outras. Os ingredientes
microscopicos basicos para toda essa diversidade sao a concorréncia de varios graus
de liberdade, forte repulsao coulombiana, que nao pode ser desprezada em varias
situagoes, e a pequena largura da banda de conducao. Apesar de grandes esforgos
dedicados nas ultimas décadas pela comunidade cientifica mundial, alguns desses
materiais resistem a uma explicagao tedrica completa de seus diagramas de fases,
notoriamente os supercondutores de alta temperatura critica [1, 2] e as manganitas
(39].

Neste capitulo faremos uma breve introducao a fisica dos compostos de metais

10



2.1 Variaveis Relevantes 11

de transicao. Tentamos realizar uma trajetoria minima a fim de apresentar os hamil-
tonianos que serao estudados nesta tese e sua fundamentacao fisica. Aos leitores que

desejem se aprofundar no assunto, indicamos as referéncias que serao citadas.

2.1 Variaveis Relevantes

Atomos de metais alcalinos, e. g., sédio (Na=[Ne]3s'), tendem a formar sélidos pelo
compartilhamento dos elétrons da camada de valéncia. Os elétrons compartilhados
podem ser adequadamente descritos como se estivessem quase-livres, sentindo ape-
nas o potencial periddico dos ions resultantes que se arranjam em uma estrutura
cristalina. Por outro lado, em metais de transi¢do, e. g., cobre (Cu=[Ar|3d"%4s"),
o parametro de rede do cristal é relativamente grande se comparado com o raio
médio da funcao de onda dos elétrons de valéncia atomicos. Conseqiientemente,
dois 4tomos adjacentes apresentam uma pequena superposi¢ao de seus orbitais d.
Desta forma, a largura de banda desses metais é razoavelmente pequena em relacao
a dos metais alcalinos. Metais de transicao, portanto, possuem elétrons de conducao
que, apesar de itinerantes, guardam caracteristicas atomicas. Devido a esta carac-
teristica marcante, a aproximagao LCAO (Combinagao Linear de Orbitais Atomicos)
¢é particularmente adequada para esses metais.

Compostos de metais de transicao, substancias formadas por ions de um metal
de transicao (e. g., Mn**,Cu?") e fons nao-metalicos (e. g., O*7), em geral sdo
isolantes. Na Fig. 2.1 apresentamos a estrutura cristalina do 6xido de manganés
(MnO) [40], um composto de metal de transi¢do de grande importancia histérica
para a fisica da matéria condensada e para a mecanica estatistica: este foi o primeiro

material em que se detectou experimentalmente por difracao de neutrons um orde-
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Figura 2.1: Estrutura cristalina do éxido de manganés (MnO). O tipo de ordena-
mento dos spins também estd indicado na figura. (Reproduzido da Ref. [40].)

namento antiferromagnético de spins (veja a Ref. [40]). Além da disposigao espacial
dos ions, também é representada a ordem magnética inferida do experimento. Notem
que cada fon magnético de Mn?* é rodeado por fons ligantes ndo-magnéticos de O?~.

Compostos de metal de transi¢ao possuem uma largura da banda de conducao
ainda mais estreita que a dos metais de transicao, devido a presenca dos ions de
oxigénio. Para todos os efeitos, podemos considerar que nao existe superposicao en-
tre orbitais d de ions metalicos adjacentes. O transporte de carga ocorre através dos
ions nao-magnéticos pela hibridizagao dos orbitais p do anion ligante e d do cation
metalico. Apesar de existirem bandas de orbitais hibridizados que nao estao com-
pletamente cheias, em muitos casos a forte repulsao coulombiana U que é sentida
por cargas deslocadas entre cdtions induz um estado localizado. Compostos com
essa caracteristica sao chamados isolantes de Mott [41]. A abordagem tedrica mais

simples [42, 43] consiste em se admitir um cardter totalmente iénico para o material
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e calcular o efeito do campo cristalino anisotrépico nos niveis de energia do metal,
levando em consideracdo apenas a primeira camada de ligantes, veja a Fig. 2.2 (a).
Estes fons isolados sdo chamados compostos de coordenagio ou fons complexos [44]
e representam uma unidade bésica a partir da qual os graus de liberdade e os pro-
cessos microscépicos do sélido sao definidos. Os orbitais relevantes do ion metélico
para a fisica de baixas energias sdo os cinco orbitais d (dgy,ds.,dys,dy2_y2,d,2). No
cation isolado esses orbitais sao degenerados, o campo cristalino quebra esta de-
generescéncia formando dois conjuntos de orbitais de degenerescéncias 2 (orbitais
eg) e 3 (orbitais tyy). Os orbitais d mais préximos dos orbitais p do ligante possuem
uma energia mais elevada. Para um arranjo octaédrico de ligantes, veja a Fig. 2.2
(a), os orbitais e; (ds2_,2 e d,2) possuem uma energia mais elevada que os orbitais
tog(day,dzz.dy.), veja a Fig. 2.2 (b), com um gap definido por 10 Dq. Apesar da teo-
ria do campo cristalino ser qualitativamente correta, a teoria do campo ligante [45] é
quantitativamente mais precisa. Nesta teoria consideram-se os orbitais moleculares
resultantes da hibridizacao entre os orbitais d do metal e os orbitais p dos ligantes.
Além do campo ligante, uma diferenciacao interna aos orbitais ty, e e, resulta de
distor¢des Jahn-Teller (contragdes ou alongamentos ao longo dos eixos coordenados
[44]).

O spin resultante do ion metalico dependera do preenchimento dos niveis hi-
bridizados de orbitais d. Dois fatores principais, além do nimero de elétrons d do
ion definem como ocorrerd este preenchimento: a Regra de Hund, que favorece o
alinhamento dos spins, e o valor de 10 Dq. Considere, por exemplo, o fon Mn**.
Neste ion existem trés elétrons d. O acoplamento de Hund faz com que esses elétrons
ocupem os trés orbitais tay e produzam um spin resultante de 3/2. No fon de Mn?*,

o elétron extra ocuparia um orbital ty, se o valor de 10 Dq fosse maior que o ganho
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2.2 Hamiltonianos Efetivos 14

Figura 2.2: (a) Arranjo octaédrico de um fon complexo, o circulo cheio representa o
cation, enquanto que os circulos vazios representam os anions ligantes. (b) Quebra
da degenerescéncia orbital do metal, devida ao campo cristalino.

de energia pelo acoplamento de Hund e o resultado seria um spin 1. Entretanto, o
valor de 10 Dq para este ion nao é suficientemente grande e, conseqiientemente, o

elétron extra ocupa um orbital e,, o que resulta em um spin 2 para o fon.

2.2 Hamiltonianos Efetivos

O hamiltoniano de Heisenberg:
HHeisenberg = Z JZ]SZ : Sj7 (21)
1,

é o mais apropriado para o estudo de magnetismo em sistemas isolantes (veja
(45, 43]). O hamiltoniano 2.1 é um hamiltoniano de rede onde J;; representa o
acoplamento efetivo entre os spins S; e S; dos fons magnéticos ¢ e j da rede. Se
Jij > 0, o ordenamento antiferromagnético serd favorecido; se J;; < 0, a ordem ferro-

magnética dos spins serd privilegiada. Do ponto de vista microscopico as interacoes
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Figura 2.3: Angulo formado entre os fons metdlicos e o ligante intermediador da
interacao.

efetivas J;; entre os ions metalicos ocorre gragas a intermediagao dos ligantes e é
chamada superezchange [46] (veja [40]), diferenciando-a do exchange simples em que
os orbitais dos ions magnéticos possuem um certo grau de superposi¢ao. Um grande
desafio tedrico é encontrar mecanismos simples que expliquem qualitativamente e
quantitativamente os valores dos acoplamentos J;;.

Vérios mecanismos microscopicos foram propostos na década de cinquenta para
explicar o superezchange, uma revisdo desses mecanismos é feita por Kanamori [47].
Dependendo da superposicao entre os orbitais do cation e do anion adjacentes, o
acoplamento efetivo entre os cdtions pode ser ferromagnético, antiferromagético ou
nulo. Asregras de Kanamori-Goodenough-Anderson [40, 48, 47] estabelecem de uma
forma aproximada o sinal do acoplamento de acordo com o angulo € formado entre
os cations e o dnion intermedidrio [49], veja a Fig. 2.3. Por exemplo, para 6 = 180°,
o acoplamento é antiferromagnético; enquanto que para # = 90°, ferromagnético.

Estamos interessados em compostos isolantes com acoplamentos antiferromagné-
ticos, que é uma situagao bastante comum [50]. Nestes casos, os orbitais do metal
e do ligante estao razoavelmente superpostos e com um angulo # ~ 180°. Para
esses compostos, Anderson sugeriu um mecanismo efetivo béasico que é capaz de
gerar o acoplamento desejado [50]. Até este ponto da discussao vimos que toda a

explicacao baseava-se no ion metdlico e seus vizinhos nao-magnéticos; o sistema é
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€ —» > U
? Introduzindo U

Figura 2.4: Transicao metal isolante de Mott para o modelo de Hubbard de uma
banda com energia local ¢ e repulsao coulombiana U.

isolante e, portanto, nao ha a necessidade de descrevé-lo por uma teoria de bandas.
Anderson adota uma nova abordagem [50] baseada no mecanismo de localizagao de
Mott: primeiro define uma quasi-particula que existird na rede de fons magnéticos;
esta quasi-particula tem uma tendéncia a se delocalizar, baixando a sua energia.
Essa tendéncia a itinerancia é quantificada no parametro de hopping t, relacionado a
largura de banda do metal; todavia, a repulsao coulombiana U frustra essa tendéncia
e induz um estado isolante. A tendéncia frustrada de delocalizacdo juntamente com
o principio de exclusao de Pauli produz um acoplamento efetivo antiferromagnético
J (= 4t?/U) entre cdtions vizinhos. Anderson mostra que esse ¢ o processo mais
relevante, analisa processos de ordem superior entre as quasi-particulas e sugere
maneiras de se medir ¢ e U.

Um passo posterior no entendimento de compostos isolantes antiferromagnéticos
foi dado por Hubbard em uma série de trés artigos [51]. Hubbard propée um hamil-
toniano de rede, que leva o seu nome, em que os parametros competitivos ¢t e U sao

associados a seus distintos processos microscopicos:

HHubbard = —t Z CIJC]'U + U Znﬁnu, (22)

<%,]>,0 1
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2.2 Hamiltonianos Efetivos 17

onde c}LU (¢iy) é 0 operador de criagao de elétrons de spin ¢ no sitio i, n;, = c}LUcz-,, é
o numero de ocupacao de elétrons de spin ¢ no sitio i e < 7,7 > define que a soma
é realizada apenas para ¢ e j primeiros-vizinhos. Neste modelo considera-se apenas
um orbital por sitio. Para U = 0 e banda semi-preenchida, o sistema é metéalico;
a repulsao coulombiana U abre um gap na banda do metal, produzindo um estado
isolante de Mott, veja a Fig. 2.4. No limite de forte acoplamento, U >> t, por
teoria de perturbacdo de segunda ordem podemos mostrar que o hamiltoniano de
Heisenberg com J = 4t2/U é recuperado. Neste mesmo limite, o hamiltoniano de
Hubbard pode ser reescrito na forma do hamiltoniano ¢t — .J para o isolante dopado

por buracos:

J 1
Ht_J =—i Z PGCchjUPG + 5 Z (Sz . Sj - Zninj), (23)
<iyj>,0 <iyj>
onde P; = [[,(1 — nun;y) (operador de Gutzwiller) projeta o hamiltoniano no

subespago de estados simplesmente ocupados. O primeiro termo de (2.3) considera
a cinemdtica dos buracos no ambiente isolante antiferromagnético produzido pelo
superezchange J (= 4t>/U) do segundo termo.

Compostos de cobre, onde o nivel dg2_,2 estd semi-preenchido e todos os outros
orbitais d estao cheios (spin 1/2 por cation), com 6 a~ 180°, sdo bons candidatos ao
modelo de Hubbard. Entretanto, veremos em seguida que dependendo do tipo de
anion em compostos de cobre, a dopagem por buracos ativa a banda dos ligantes, e
nao a dos metais, ou seja, o gap de carga nao esta diretamente relacionado a repulsao
coulombiana em alguns compostos [41].

Considere um hamiltoniano em um nivel de descri¢cao inferior ao de Hubbard

onde levamos em conta os orbitais p dos anions (com 6 & 180°) e orbitais dz2_,2
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Figura 2.5: Ilustracao do comportamento das bandas de energia para compostos de
metal de transi¢ao. Na figura, Uy € a repulsao coulombiana local nos orbitais d,
A =¢€;—¢€,e A; éo gap de carga. As sigla BSH e BIH denotam a banda superior
de Hubbard e a banda inferior de Hubbard, respectivamente, desdobradas da banda
d para Uz = 0.

(cobre):

Hpg = —tpa Z d;!'o.pjg- —tpp Z pgapja +é€a Z Ndi + €p Z Npj +
J

<1,]j>,0 <1,j>,0 i

Udd Z NairNdil ,
i

onde ¢ (j) denota sitios de metais (ligantes), t,q (hibridizagao entre p e d,2_,2) é a
probabilidade de tunelamento de um buraco (elétron) de d,2_,2 (p) para um orbital
p (dg2_y2), tpp é a probabilidade de transferéncia direta de elétrons entre orbitais
P, Ngj € 0 nlimero de elétrons no orbital a (com a igual a p ou d) do sitio j, Uga
é a repulsdo coulombiana local em orbitais d;2_,» e €4 (¢;) é a energia local do
orbital dz2_,2 (p) do fon isolado. O hamiltoniano acima é chamado de “pd”[41].
Salientamos, entretanto, que varios termos ainda estao sendo desprezados neste
hamiltoniano, por exemplo [49]: repulsdo coulombiana intra-ligantes, hopping entre

metais, repulsao coulombiana entre ligantes e metais, exchange, etc.
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Dois regimes definidos pela relagao entre A = €5 — €, e Uyq devem ser consi-
derados, veja a Fig. 2.5. O primeiro deles, A > Uy, implica que a banda p estd
razoavelmente profunda de modo que o gap de carga A, estd diretamente ligado a
repulsao coulombiana Uy, estes sao os isolantes de Mott-Hubbard, como ja vimos.
Usando teoria de perturbacao de segunda ordem ¢é possivel mapear o hamiltoniano
pd no de Hubbard de uma banda. O segundo regime é aquele para o qual A < Uyg;
nestes casos, a excitacdo de carga com energia mais baixa é a promocao de um
elétron da banda p para a banda superior de Hubbard (veja a Fig. 2.5); compostos
incluidos neste caso sdo chamados de isolantes de transferéncia de carga [52]. Pode-
se mostrar por teoria de perturbacdo de quarta ordem em ¢,;/A ou t,q/Ugq que o
hamiltoniano é mapeado no de Heisenberg [41].

As experiéncias mostram que compostos de éxido de cobre sao isolantes de
transferéncia de carga [41]. Buracos adicionados ao sistema sdo encontrados na
banda p. Contudo, Zhang e Rice [53] mostraram que gragas a formacdo de um
estado singleto entre um buraco em um orbital p e um buraco no orbital dg2_,»
do cobre adjacente, podemos considerar o modelo ¢t — J com os buracos na rede de
metais, o estado singleto entre os elétrons em p e d “apaga’o spin do cobre. Além
disso podemos considerar a fisica de isolantes de transferéncia de carga através do
hamiltoniano de Hubbard de uma banda com um valor de U efetivo. De fato, o papel

dos ligantes na fisica nao-trivial de varios compostos ainda é um assunto discutivel

1,2, 41].
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Capitulo 3

Calculo do Estado Fundamental e
Primeiras Excitacoes do

Hamiltoniano de Hubbard

Neste capitulo tentamos caracterizar o problema da diagonalizagao do hamiltoniano
de Hubbard e apresentar os métodos utilizados para o céalculo de seus estados de
baixa energia. Inicialmente estabelecemos o espago de Hilbert do modelo e suas
simetrias. Por fim, apresentamos as duas técnicas de diagonalizacao utilizadas nesta
tese: algoritmo de Lanczos para diagonalizagao exata e grupo de renormalizacao da

matriz de densidade.

20
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3.1 Espaco de Hilbert e Simetrias do Modelo de
Hubbard

O modelo de Hubbard considera um tnico orbital por sitio da rede cristalina. Cada
sitio, portanto, comporta no maximo dois elétrons e pode ser encontrado em quatro
estados: |vac), | 1) = cmvac), ) = c“vac} e| ) = cIchac). Para uma rede de N
sitios podemos numerar cada sitio de acordo com um critério arbitrario e identificar
os estados do sistema pelo nimero de ocupacgao de elétrons (n;,) com spin o de cada
sitio:

\nunmnunﬂ PN nNi”NT)-

Desta maneira, o nimero de estados do espaco de Hilbert para uma rede de N sitios
serd 4V e sdo construidos pelo produto tensorial dos espacos de Hilbert locais de
cada sitio. Neste ponto da discussao precisamos fazer uma ressalva: para fons Cut?
com configuracao 3d° da camada de valéncia, encontrados no compostos das Figs.
1.3 e 1.6, consideramos o estado de vacuo como aquele em que os orbitais d estao
totalmente preenchidos, ou seja, |vac) = |3d'%). Note que se quiséssemos ser mais
realistas deveriamos falar em criacao de “buracos”e nao de “elétrons”. Entretanto,
visto que as regras de comutacao sao as mesmas para ambos os operadores de buracos
e elétrons — ambos sdo férmions — as conclusdes fisicas sdo as mesmas (simetria
particula-buraco).

O hamiltoniano de Hubbard, Eq. (2.2), possui dois termos que individualmente
podem ser facilmente tratados: o primeiro termo, o “hopping”, pode ser diago-
nalizado utilizando-se a invariancia de translacao do modelo; e o segundo termo,
a repulsao coulombiana, ja é diagonal. Entretanto, com os dois termos presentes

o problema requer a diagonalizacdo de uma matriz de dimensao 4. Como, em
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principio, estamos interessados em obter conclusoes sobre o limite termodinamico,
N — oo, vemos que esta ndo é uma tarefa facil. Ao nosso lado, existem as sime-
trias satisfeitas pelo hamiltoniano. Algumas simetrias sao gerais, estando presentes
independentemente da geometria do modelo , a saber: conservagao do nimero de

particulas
Ne = Z 23
i

conservacao do spin total
§* = (S7)° +(S*)° + (57)%,

com

. 1
S =) 5 (g1 = n3),

J

1
SEDD §(C}¢Cj¢ + ¢} cit);
j

1
SEDD Q_i(C;TC“ —chein);

J
e conservacao das componentes S*, S¥ e S*. Estas simetrias sao representadas pelos
grupos U(1) (carga) e SU(2) (spin). O hamiltoniano pode ser diagonalizado por
blocos com nimero de particulas N, e componente S? fixos. A dimensao desses
subespacos é facilmente calculada, sendo dada por

(V)
(N — Np)I(N = N)IN,IN;!"

dim(Ny, N}) =

Além dessas simetrias, alguns modelos tem simetrias particulares. A mais co-
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mum delas é a invariancia de translacao, que ocorre em modelos com condigoes de
contorno fechadas. Nesses casos podemos construir uma base rotulada pelo auto-
valor do operador de translacdo, o vetor de onda k, além de S* e N,. Com esta
simetria, as dimensoes dos blocos a serem diagonalizados é reduzida por um fator

N., onde N, é o nimero de células unitarias do sistema.

3.2 Algoritmo de Lanczos para Diagonalizacao Ex-

ata

Mesmo considerando todas as simetrias possiveis teremos que diagonalizar hamil-
tonianos em espagos de Hilbert que crescem exponencialmente com o nimero de
sitios da rede. Visto que o nimero de subespacos de simetrias distintas nos quais
podemos decompor o hamiltoniano cresce tipicamente de forma linear com o tamanho
do sistema, em geral precisaremos de um método numérico para calcular as pro-
priedades do estado fundamental e excitacdes dos modelos quanticos de interesse.
O algoritmo de Lanczos [54] é um método iterativo para o célculo exato dessas
propriedades. Este método requer apenas que trés estados fiquem armazenados na
memoria, a convergeéncia das menores energias é rapida e a precisao pode ser ajus-
tada a precisao de maquina. Por isso, o algoritmo de Lanczos é o método numérico
mais utilizado para o calculo exato do estado fundamental de sistemas finitos.

O algoritmo representa, de fato, uma mudanca de base para um hamiltoniano
d-dimensional. A base final, {|0), [1),...,|d—1)} é gerada a partir de um estado ar-
bitrario |0), com (00) = 1. E possivel dar uma justificativa simples para o método

lembrando que podemos decompor qualquer estado na base dos auto-estados de
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H, {|eo), |€1),|€2),- -, |€a)}, com €5 < €1 < €z... e imaginando que nao haja de-

generescéncia:
0) =) " ailes).
i

No estado H™|0), quanto maior for “n” (a ordem da itera¢ao), maior serd o peso
dos auto-estados de maior energia em sua composicao. Depois de algumas poucas
iteracOes as menores energias estarao completamente perdidas. A fim de contornar

este problema, definimos um estado, |1), como uma combinacao linear de H|0) e |0):
1) = #[0) — |0),
onde « seja tal que
(11) = (H?)o + o — 2a(H)o, (3.1)

é minimo. A partir da Eq. (3.1) adotamos a convencao: (H"); = (i|H"|i). O valor

de « para o qual (1]|1) é minimo serd

0

2 =0
20 —2a(H)y = 0
a = (H)s = ap, portanto
1) = H|0) — a[0). (3-2)

A norma do estado (3.2), a qual serd definida por /1, é dada por

B = (0H[1) (3.3)

=/ (H?)o— (H)3. (3.4)
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Com (; € R para H hermitiano. Desta maneira, o segundo estado da base serd
1
1) = E(’HI()) — a|0)). (3.5)

Note que se decompusermos |1) nos auto-estados de #,

1

|1>:E

> aile— (Ho)le),
i

fica evidente que estamos privilegiando os extremos do espectro, ou seja, o algoritmo
exibe uma rapida convergéncia para o estado fundamental e o estado de maior
energia.

Agora, a nova base ja possui dois estados ortogonais {|0), 1)}, pois (1]/0) = 0,
como podemos observar facilmente. Continuando o processo, o préximo estado sera
dado pela combinacao

2) = H[1) — all) = 5]0),
com f e a sendo tais que (2/2) é minimo:
(2[2) = (H*)1 — 20(H)1 — 2B(1[H|0) + o + 57,

p = (UH|0) = By;
a = <H>1EC¥1.

0(22) =0 =

Desta forma, o terceiro estado normalizado da base é dado por:

2) = é[(% — (H))|1) - B J0)], (3.6)

com [ = (1|H|2) € R. Note ainda que (2|1) = 0 = (2|0). Neste ponto, a base
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possui os estados {|0),|1),|2)}. Seguindo o mesmo procedimento, |3) serd expresso

como

3) = (H = (H)2)|2) = B2[1) + 7/0).

A parte de (3|3) que depende de v, (3]3), é
(3[3)y = 7* + 29(0[#]2) (3.7)
mas, de 3.6, temos que
(O1H12) = - (O/H]1) = 0w = Braa). (39
Podemos, ainda, reescrever (3.5) como
#[0) = Ai[1) + ]0),
de forma que

<1‘H2|0> Bi(H)1 + ap(1]H|0)

= fioa + apfh. (3.9)

Visto que (1|/#?|0) = (0|H?|1), podemos utilizar o resultado da Eq. (3.9) na Eq.
(3.8) para obtermos (0|H|2) = 0, ou seja, (3|3), = 7%, acarretando que v = 0
minimiza (3/3). Desta maneira, |3) serd uma combinagao apenas de |1) e |2). Pode-

se mostrar por inducao que o vetor da i-ésima iteragao s6 dependera dos dois vetores
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que o antecedem e que a relagao entre os estados da base é dada por

i) = %«H )i — 1) — fili — 2), (3.10)

com coeficientes
a; = (i|H]i) e

Bi = (i—1[H]D)

(3.11)

O processo termina quando a base cobrir todo o espaco de Hilbert. Na base de

Lanczos, o hamiltoniano serd representado por uma matriz tridiagonal:

0)

(a0 60 0 0 0 0
Bi ar o O 0 O 0
0 B an B3 0 0 0
0 0 B3 a3 By O 0
\ 0 0 0 . 0

Uma das vantagens do algoritmo é a economia de meméria ja& mencionada: sé é
preciso reter |i — 1), H|i — 1) e |i —2). Na i-ésima iteracao, o hamiltoniano terd uma
representac¢do tridiagonal de dimensao 7 + 1 com polinémio caracteristico p;(z). E

facil ver que existe uma relacao de recorréncia para esses polindomios:
pi(r) = (r — ay)pi1(z) — /BEPi—z(ﬂﬁ);

com isso, se as menores energias dos passos ¢ — 1 e 1 — 2 forem iguais, dentro da
precisao desejada, ou seja, p;_1(€9) = 0 = p;_2(€p), entao €y também sera a menor raiz
de p; e de todos os polinomios seguintes. Desta maneira, se estivermos interessados

apenas no estado fundamental, basta gerarmos a base até que a menor energia da
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matriz nos dois ultimos passos tenham convergido. O grande mérito do algoritmo é
que independentemente da dimensao do espaco de Hilbert, a menor energia converge
ap0s um numero relativamente pequeno de iteragdes (tipicamente algumas dezenas
de iteracoes).

Além da energia, com os polinomios podemos calcular os auto-estados de .

Para tanto, note que

0) = po(H)|0);
1) = 50— o))
= épl(ﬁ)m);
2) = ém_al)m—mw»
- 511@ (M — a2)pr(H) — B2po(H))[0)
1

BB,

(H)[0);

1

|7’> = szoﬁkpi

(#)[0),

com po(H) = 1. A componente do auto-estado de energia €; na direcdo de |i) serd

_r
H;c:l ﬂk

1
= mpi(ej)<€j|0>’

(ejl)y = (& pi(M)[0)
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teremos entdo todas as componentes proporcionais a (0l¢;), ou seja, o auto-estado

nao normalizado é
d—1

&) = an A pi(€;)|7)-

1=

Note, entretanto, que se a energia tiver convergido no passo dg, todos os polindmios
com ¢ > dy serao nulos. Portanto, quando a menor energia convergir, nao precisa-
remos de mais estados da base para sabermos o estado fundamental. Um problema
técnico na implementacao do método é a perda de ortogonalidade da base, devido
a erros de arredodamento. Isto nao representa um grande obsticulo, ja que nao
afeta a convergéncia das auto-energias. Estes erros podem levar a duplicagao de
autovalores da matriz tridiagonal, devendo-se ter cuidado quando se desejar obter
o espectro completo. Neste caso, existem algoritmos que realizam uma reortogonal-
izacao seletiva da base.

Existe, ainda, um algoritmo denominado “Lanczos modificado 2x2” [55] em
que s6 sdo utilizados os dois primeiros estados, |0) e |1). Diagonaliza-se a matriz
2x2. O seu autovetor de menor energia é utilizado para reiniciar o processo e assim
sucessivamente até que a menor energia entre diagonalizacoes nao varie, dentro da
precisao desejada. As vantagens do Lanczos 2x2 s3o que, a cada passo, o autovetor
de menor energia da matriz 2x2 estda mais préximo do auto-estado de H e que s6
é necessario guardar dois estados na memoria da maquina. Encontramos ainda na
literatura o “Lanczos modificado 4x4” [56], onde sdo usados apenas quatro vetores
da base de Lanczos, com procedimento similar ao do 2x2. Finalmente, notamos
que variantes do algoritmo de Lanczos sao utilizadas para o calculo de propriedades

dindmicas [57] e termodinamicas [58].
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3.3 Grupo de Renormalizacao da Matriz de Den-

sidade

O grupo de renormalizagdo da matriz de densidade [59] (adotaremos a sigla inglesa
DMRG) ¢ um dos métodos mais versateis para o célculo do estado fundamental de
sistemas quanticos com interagoes competitivas em uma e até duas dimensoes. Nesta
secao faremos uma descri¢ao abreviada do método a fim de informar ao leitor sobre
alguns termos que serao utilizadas na parte original desta tese, nao pretendemos,
portanto, falar sobre todas as suas nuances e aplicacoes. Sugerimos as referéncias
[60, 61] (e referéncias citadas) ao leitor interessado em se aprofundar no tema.

O objetivo principal do DMRG é encontrar uma base com a menor dimensao
possivel que seja capaz de representar adequadamente o estado fundamental do
hamiltoniano em um espaco com simetrias bem definidas. O hamiltoniano total do
sistema (superbloco) possui uma estrutura de quatro partes: dois blocos, com um
nimero arbitrario de sitios e um espaco de Hilbert que pode ter dimensao elevada;
e dois sitios, com um numero pequeno e fixo de estados. Na Fig. 3.1 apresentamos
uma imagem desta estrutura. O procedimento de renormaliza¢dao tenta encontrar
uma base de dimensao minima para o hamiltoniano dos blocos de modo a que o
estado fundamental do superbloco (blocos+sitios) seja corretamente reproduzido.
Naturalmente este procedimento envolve uma truncagem dos estados dos blocos
para um nimero computacionalmente vidvel de estados. Os estados com maior con-
tribuicao para o autoestado do superbloco devem ser retidos, podemos estabelecer
um critério matematico bem definido através da matriz de densidade reduzida. A
seguir faremos uma apresentagao formal do método.

Suponha que o bloco da esquerda B; tenha comprimento linear [ e espaco de

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



3.3 Grupo de Renormalizacao da Matriz de Densidade 31

Bloco da esquerda B ; Bloco da direita B,
______________ .,Sl Sr______________.,
'—0—0—000 000000000000
g A A A - A4 A -

Figura 3.1: Superbloco: estrutura bésica de execucao do DMRG: bloco da esquerda
B; de comprimento linear [, bloco da direita B, de comprimento linear r, sitio da
esquerda 9; e sitio da direita S;.

Hilbert de dimensdo M’ coberto pelos estados [m;), m; = 1... M!. O bloco da direita
By, por sua vez, tenha comprimento r e espaco de Hilbert de dimensao M" coberto
pelos estados |m,), m, = 1...M". Além disso, considere que o sitio da esquerda
(direita) S; (S,) tenha espago de Hilbert de dimensdao D' (D") e seja coberto pelos
estados |0y), 0y =1...D!' (0, = 1...D"). Estamos interessados em encontrar o es-
tado fundamental do superbloco para tamanhos inacessiveis a diagonalizacao exata
e tentar inferir com precisao as caracteristicas do sistema no limite termodinamico.
O procedimento basico do algoritmo é o crescimento dos blocos B, e B, pela ab-
sor¢ao dos sitios S; e S, formando novos blocos de comprimento [ +1 e r + 1,
respectivamente, até que um critério de finalizagao do crescimento seja satisfeito.
Considere, por exemplo, o bloco da esquerda. Em cada passo, o bloco acrescido de
um sitio tem inicialmente um espaco de Hilbert de dimensdo M'D!. O processo de
truncagem consiste em diminuir esta dimensao para um valor M pré-estabelecido.

Os estados escolhidos sao os autoestados da matriz de densidade reduzida

p= 131"mr+1 |\Il><\11"

onde |¥) é o estado fundamental do superbloco e o traco é realizado nos estados

do novo bloco da direita B,;;. Em linguagem de Mecanica Estatistica, estamos
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imaginando o superbloco como sendo o Universo, o bloco da esquerda o Sistema e o
da direita o Ambiente. Explicitamente, o procedimento de crescimento do bloco da
esquerda segue os seguintes passos: na configuracao B;S;S,B, calculamos o estado

fundamental do superbloco, |¥), através do algoritmo de Lanczos:

|\II> - Z \Ilmlo'la,,m, |ml>‘0'l>|0'7.>|m,’_>
mpoormy
Em seguida, expandimos este estado na base dos novos blocos (|myy1) € |myy1)) a

fim de construir a matriz de densidade reduzida

M'D! MT D"

) = Z Z \Ijml+1mr+1|ml+l>|m’r+l>;

mi41 My41

em geral, M'D' > M. A matriz de densidade reduzida tera os seguintes elementos

M" D"

7 = \Il ‘If ! .
pml+1m1+1 § : Mi41Mr+1 My M1
Mr41

Diagonalizamos p por meio de algum algoritmo de diagonalizacdo de matrizes den-
sas e indexamos seus autoestados (|w,)) e autovalores (w,) em ordem decrescente
de autovalor, ou seja, w; > wy > ... > wynp. O préoximo passo requer a trans-
formacao do hamiltoniano do bloco H;,; para a base dos M autoestados de maiores

autovalores w,. Esta transformacao é realizada através da operacao
Hipr = UHaU',

onde as linhas de U sdao os M estados retidos. O processo de truncagem acarreta
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em um erro da ordem de

M
1= w, (3.12)
a=1

em quantidades locais, tais como a densidade de energia e a magnetizagao. A quanti-
dade (3.12) é denominada peso descartado. O mesmo procedimento deve ser adotado
para o bloco B,;;. O processo continua acrescentando-se mais dois sitios centrais e
assim sucessivamente até que o crescimento é finalizado.

Existem dois critérios de finalizacao do crescimento, distinguido-se pela forma
com que se deseja calcular propriedades do limite termodinamico. No primeiro deles,
DMRG de tamanho infinito, o sistema cresce indefinidamente até que algum tipo
de densidade (magnetizacao, densidade de energia, etc.) tenha convergido. Esta es-
tratégia nao é muito utilizada, visto que o processo de crescimento acaba deixando
marcas que podem levar a interpretagoes erradas para o limite termodinamico. Este
problema é particularmente desastroso para pequenas dopagens nos modelos de Hub-
bard e t-J ou em sistemas nao-homogéneos [60]. Na segunda abordagem, DMRG
de tamanho finito, o crescimento ¢ finalizado quando o sistema atinge um tamanho
pré-estabelecido. A fim de eliminar os “vicios”do crescimento (denominados erros
de ambiente), os blocos da esquerda e da direita com todos os tamanhos gerados no
processo de crescimento sao reajustados no ambiente correto, ou seja, considerando-
se um superbloco com o tamanho desejado. O processo é realizado aumentando-se
o comprimento de um dos blocos as custas da diminuicao no comprimento do outro.
Considere, por exemplo, que desejamos calcular o estado fundamental de um sis-
tema com tamanho L. Apds o crescimento, o bloco da esquerda é aumentado até
o tamanho maximo permitido / = L — 2 — (r = 1), em cada passo do algoritmo a
truncagem é realizada apenas no bloco da esquerda. Os papéis entao se invertem, o

bloco da direita cresce as custas do bloco da esquerda, truncando-se apenas o espaco
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Uma sweep

comeso [ Jo o[ ]
B, cresce | | o0 I:I

B_cresce I:I o0 | |
B, cresce o0 | |

Fim | 00| |

Figura 3.2: Um ciclo completo do DMRG de tamanho finito (uma sweep).

de Hilbert do bloco da direita. Um ciclo completo em que os blocos da direita e
da esquerda com todos os comprimentos foram otimizados é chamado de sweep,
veja a Fig. 3.2. Apds alguns sweeps os erros de ambiente sao eliminados. A tnica
fonte de erro serd o peso descartado, que pode ser diminuido de forma controlada
aumentando-se o valor de M. Apds calcularmos as quantidades de interesse para
varios tamanhos L distintos, o limite termodinamico das mesmas é obtido através
de um ansatz para a dependéncia da quantidade com o tamanho L do sistema. Esta
é a versao do algoritmo que foi utilizada nos resultados de pesquisa desta tese.

A implementag¢ao computacional do algoritmo requer que o hamiltoniano e todos
os operadores associados aos blocos sejam armazenados no disco rigido do computa-
dor. A cada passo do DMRG a truncagem para a base reduzida deve ser realizada
em todos os operadores associados, com isso 0os mesmos sempre terao uma repre-
sentacao na mesma base do hamiltoniano. A operacao que demanda mais tempo de
computagao é o cdlculo do estado fundamental do superbloco. Este cédlculo é efetu-

ado através do algoritmo de Lanczos que, por sua vez, esta baseado no produto da
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matriz do hamiltoniano por um vetor (veja a se¢do anterior). Se este produto for im-
plementado descuidadamente, o custo temporal desta operagao pode ser de O(M*),
que é desastroso para fases que exigem valores de M razoavelmente grandes ~ 500.
Na Ref. [60] o autor explica como se deve proceder em uma implementacao eficiente,
mostrando que é possivel fazer o custo desta operagao ser de O(M?). Além disso,
um ponto crucial para a reducao do tempo de computacdo é o método de predicdo
do autoestado que também foi desenvolvido por S. R. White [62]. A idéia consiste
na transformacao do autoestado calculado em um passo do algoritmo para o passo
seguinte através de matrizes densidade ja obtidas. Este autoestado transformado
serve de estado inicial para o procedimento de diagonalizacao do passo posterior.
Com isso, o niimero de estados da base de Lanczos (o niimero de produtos de matriz
por vetor) necessario para o cdlculo da energia é drasticamente reduzido. Nesta tese
o procedimento de renormalizagao foi realizado apenas para sistemas com condicoes
de contorno abertas segundo o seguinte procedimento: crescemos o sistema até o
tamanho desejado retendo um nimero pequeno de estados por bloco, quando o
tamanho desejado ¢ atingido, aumentamos o valor de M a cada sweep até que M al-
cance um valor maximo pré-definido. Tipicamente, os pesos descartados sdo ~ 1077.
Além disso, a comparagao com resultados da diagonalizacao exata ajuda a evitar
erros de interpretacao que podem ser introduzidos pelas condicoes de contorno aber-

tas.
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Capitulo 4

Cadeias ABy e ABC em Banda

Semi-Cheia

Neste capitulo consideraremos as propriedades magnéticas das cadeias ABy e ABC
de Hubbard em banda semi-cheia em func¢ao da repulsao coulombiana U. Inicial-
mente apresentaremos a estrutura de bandas para U = 0 das duas cadeias. Em
seguida discutiremos uma simetria local caracteristica da cadeia ABs, a qual serd
util na elucidacao do comportamento fisico desta cadeia. Em conexao com al-
guns resultados rigorosos conhecidos, revelaremos numericamente a estrutura fer-
rimagnética do estado fundamental. Finalmente, explicitaremos a natureza das ex-

citacoes magnéticas e sua dependéncia com U.

4.1 Limite sem interacao: U =0

O primeiro passo no entendimento das propriedades de elétrons fortemente correla-

cionados é o estudo do limite U = 0. Neste regime, o estado de N, elétrons é

36
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determinado ao se preencher os niveis de energia de um elétron em acordo com o
principio de exclusao de Pauli. Como veremos, sistemas quase-unidimensionais pos-
suem propriedades topoldgicas que sao facilmente evidenciadas neste limite. Em
particular, uma quantidade extensiva de estados localizados, formando bandas sem-
dispersao (flat), que sdo determinantes na diferenciagao destes sistemas em relagao
a cadeia linear.

O 1tnico termo do hamiltoniano de Hubbard, Eq. (2.2), para um elétron é o
hopping

H=-t Z c!cj; (4.1)

<i,j>
neste caso a variavel de spin é irrelevante e nao a consideramos no hamiltoniano. E
possivel realizar um célculo unificado para a diagonalizagdo do hamiltoniano dos dois
sistemas de interesse, cadeias ABy e ABC, se considerarmos a cadeia representada,
na Fig. 4.1, que chamaremos “SSS”. Nesta cadeia o hopping (3 entre os sitios S3; e
Si1,41 € um parametro ajustdvel. Para § =1 a cadeia SSS se reduz a cadeia AB,,
com os sitios S;1 = A, S, = B; e S3 = B»; enquanto que para 5 = 0, a cadeia ABC
é reproduzida, com os sitios S; = A, So = B e S3 = C— compare as figuras 1.2 e

4.1. O hamiltoniano da cadeia SSS pode ser escrito como

Ne
HP) = =t Y (el 00+ clipca0 + clipc2010)
I=1,0

+ﬁCLo_ngl,10— + h.c.], (4.2)

onde [ identifica a célula e N, é a quantidade de células do sistema. Utilizando a
invariancia de translagdo do modelo, podemos diagonalizar facilmente o seu hamil-

toniano. Para isso, notamos que o estado |a, () localizado em um sitio qualquer «
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Figura 4.1: Tlustracao da cadeia SSS. Na figura sao apresentados os trés sitios da
célula unitdria, bem como as conexoes em que o hopping é ¢(= 1) ou g.

da célula [ pode ser expandido em auto-estados |«,q) do operador de translagao,
onde @« =1,2,3e g = 2nl/N,, com | =0 ... N, — 1. Aos estados estendidos |«, ¢)
podemos associar operadores de segunda quantizacao, e. g., o operador de criacao

ch: iqch,l. (4.3)

1
—— ) e
Na base |, ¢), o hamiltoniano (4.2) tem uma representagao de blocos indexados por
g, como podemos demonstrar invertendo a Eq. (4.3),
t 1 Z —iql .} 4.4
ch,l: \/ﬁc - € Ca,qﬂ ( . )
e substituindo a Eq. (4.4) bem como o seu hermitiano conjugado na Eq. (4.2), a

qual sera reescrita como

H(B) =) [fscl 020 + 94(B)cl ye3 + hoc], (4.5)

q
onde f, = —t(1+e7%) e g,(8) = —t(1 + fe*). Vemos entdo que a matriz hamilto-
niana apresenta N, blocos desacoplados referentes aos IV, possiveis valores de ¢g. A

representacao matricial de cada um desses blocos é a mesma, a menos do valor de

Tese de Doutorado - Departamento de Fisica - UFPE



4.1 Limite sem interacao: U =0 39

q:
0 fi 948)
f, 0 0 (4.6)
9,8) 0 0

Diagonalizando a matriz (4.6), encontraremos os seguintes auto-valores:

Ao = 0;

(@7)
A+ (B) = Lty/1+ %+ 4cos?(q/2) + 28 cos(q).

Portanto, o espectro de uma particula apresenta uma banda flat formada por N,
orbitais localizados com energia nula, visto que o autovalor )y é independente de g;
e duas bandas dispersivas constituidas de N, niveis estendidos cada. Para as cadeias

AB, (8 =1) e ABC (8 = 0) os modos dispersivos sao dados por:

ABy: €(g): = +2v/2t cos(q/2);

(4.8)
ABC: €(q)x = =+t\/1+4cos?(q/2).

Na figura 4.2 representamos as bandas eletronicas das cadeias ABy e ABC. Em par-
ticular, note que a cadeia ABC possui um gap A = 2t entre as bandas dispersivas,
que nao existe para a cadeia AB,. Esta caracteristica faz com que a cadeia ABC
seja isolante de banda nas densidades eletronicas n = 2/3 e n = 1. O gap para
estados itinerantes, relacionado as propriedades de conducao é facilmente calculado:
A =2t paran=1eA =t paran = 2/3. Por outro lado, a cadeia AB, é condu-
tora para todas as densidades acessiveis ao modelo. Ressaltamos que usar o termo
“banda” quando nos referimos a estados localizados é naturalmente uma licenca de
linguagem, visto que esta palavra estd relacionada a uma largura finita de energia

dentro da qual as particulas podem ser encontradas. As bandas de orbitais sem
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(@) ————] )
2F 1 2t 1
ik 1 /_\ i
§0— —§0- |A-
b 4t i
2F 4 2F \/ g
-3 3t : - : -

Figura 4.2: Bandas eletronicas das cadeias AB; (a) e ABC (b) no limite tight-binding.
Também mostramos o gap A entre as bandas dispersivas da cadeia ABC.

dispersao desempenham um papel dos mais relevantes nas propriedades magnéticas
dessas cadeias quando a repulsdao coulombiana U é finita. A discussao sobre essas
propriedades sera adiada para a Secao 4.3. Por enquanto, estudaremos uma simetria
particular da cadeia AB, que ajudara no entendimento de varias propriedades dessa

cadeia nos diversos regimes que serao tratados nesta tese.

4.2 Simetria local da cadeia AB, e sua relacao

com a cadeia alternada spin—1/2/spin-1

A menos de certos casos com acoplamentos frustrados (como o caso exibido na
Fig. 1.5), a cadeia AB, é invariante pela troca das varidveis associadas aos sitios By,
e By, de uma mesma célula [. Essa é uma simetria de reflexdo em que o operador de
troca m; apresenta dois possiveis auto-valores p; = +1. O espaco de Hilbert conjunto
dos sitios By; e By pode ser seccionado em dois subespacos, um deles de paridade

impar (p, = —1) e o outro de paridade par (p, = 1). Como a cadeia possui N,
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células, o niimero de subespacos de configuracoes de paridades locais distintos é 2.
Desta maneira, utilizar esta simetria na diagonalizagao requer o cdlculo do estado de
mais baixa energia nesses 2™¢ subespacos. Entretanto, se o sistema for tratado com
condicoes de contorno fechadas, o nimero de subespacos serd reduzido por um fator
~ N, devido a simetria de translacao aplicada aos arranjos de paridades locais. A
fim de facilitar a discussao, estabelecemos uma convencao para identificar os diversos
arranjos de paridades possiveis. A notagao (+)%(—)"e~%, por exemplo, representa
o setor de simetria em que existem x células contiguas de paridade par e N, — x
células contiguas de paridade impar; no mesmo espirito, [(+)1(—)3]% identifica o
setor de simetria com um arranjo periédico do grupo contido nos colchetes; e assim
sucessivamente.

Em uma abordagem direta do problema, estabeleceriamos a base de repre-
sentacao tratando os sitios By; e By, separadamente para, em seguida, projetar esta
base no subespago com o arranjo de simetrias desejado. Entretanto, utilizamos uma
abordagem que consideramos mais eficiente. Nesta, as varidveis dinamicas dos sitios
By, e By sao pré-definidas no espago de Hilbert conjunto dos dois sitios, ao qual
associamos uma base formada por autovetores do operador de troca local. Com
esse procedimento, a etapa de proje¢ao da base (que exige um tempo computacional
razodvel) é eliminada. Na tabela 4.1 apresentamos os auto-estados de 7; e algumas
de suas caracteristicas, tais como a paridade, o spin total, o nimero de elétrons e
o valor médio de duplas ocupacoes do estado. Nesta tabela, os auto-estados de

estao definidos em termos dos operadores de criacdo de estados antiligantes |a;,) e
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m Estado S | Descrigao | N, | (nisnip)
+ %(b}b]t — a¢aT)|vac> 0 Singleto 2 0
+ | bvac), o = {1,1} 1/2 | Ligante 1 0
+ lvac) 0 Viécuo 0 0
+| & (bTbJr + ala$)|vac) 1/2 — 2 1
+ aia,TbJr lvac), o = {1,1} | 1/2 — 3 1
+ a ia}b]‘ blr \vac} 0 Cheio 4 2
- (b ¢a,r ) lvac) 1 Tripleto 2 0
blr al \Uac> 1 Tripleto 2 0
- bJr aT |lvac) 1 Tripleto 2 0
- af,|vac) o={t1} 1/2 | Antiligante | 1 0
- b¥b1a$\vac), o={1,1} | 1/2 — 3 1
- %(bicﬂ - b%ai) lvac) 0 — 2 1

Tabela 4.1: Auto-estados do operador de troca dos sitios By; e By da célula I.

Também estdo expressos a paridade do estado (p;

= +1), o valor do spin total S, a

denominagdo e a quantidade de sitios duplamente ocupados (n;n;) de cada estado.

ligantes |b;,) que sdo dados por

‘alo) =

|bl0> =

L (1Bu) — |Ba));
L (1Bu) + | Ba)).

Além disso, o estado de vacuo |vac) é definido como o estado vazio.

(4.9)

A presenca de bandas flat neste modelo é facilmente revelada através desta

simetria. Considere uma cadeia com N, células em um auto-estado |I) de paridades

nao-homogeéneas; especificamente, suponha uma tnica célula com paridade par e as

outras com paridade impar: |I) = [(=)1(—)2-..(+)i-.-(—)

~.)- Com condigoes de con-

torno fechadas, existirao /N, auto-estados com a mesma energia, devido a invariancia

de translagdo do modelo; portanto, podemos construir um estado |¢) do operador
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de translagao através da seguinte composigao:

q) = \/Lﬁ g;eiqlm. (4.10)

Visto que todas as componentes |/} apresentam a mesma energia, o estado [¢) é
degenerado em ¢. Salientamos, entretanto, que o auto-estado do hamiltoniano nao
é uma superposigao coerente dos estados |l), como na Eq. (4.10). De fato, qualquer
composicao dos estados |l) com quaisquer coeficientes também teria a mesma energia.
Desta forma, podemos concluir que a banda flat nesta cadeia é conseqiiéncia de
quebra espontanea da simetria de translacdo. A banda flat que aparece em U =
0 é formada por estados do tipo |a;,) (paridade impar), enquanto que os modos
dispersivos sdo compostos de orbitais |b;,) (paridade par) e |A4;,), como podemos ver
calculando os autovetores da matriz (4.6). A ocupagdo de orbitais antiligantes por
um tnico elétron implica na inversao de simetria da célula a qual o orbital pertence
e, conseqiientemente, na presenca da banda flat no espectro de uma particula.

Um outro ponto importante diz respeito ao modelo de Heisenberg. O hamilto-

niano para a cadeia ABy de Heisenberg pode ser escrito como

N
H=1J) [Sa- (Ssu+Ssy) +Sar- (Sp,1 + Spyu-1)], (4.11)

=1
onde J = 4t?/U. Note que os spins dos sitios B de uma mesma célula acoplam
simetricamente com os sitios A vizinhos. Tendo em conta que no modelo de Heisen-
berg sitios duplamente ocupados ou vazios sao completamente suprimidos, vemos
na tabela 4.1 que os tnicos estados possiveis para os sitios B de uma mesma célula
sdo os estados singleto e tripleto. Através do hamiltoniano (4.11) observamos facil-

mente que se houver uma tnica célula no estado singleto a cadeia ficara desacoplada
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nesta célula. Por outro lado, se todas as células exibirem paridade impar, os sitios
B de uma mesma célula estardo formando estados tripletos com spin total 1, ou
seja, para este setor de arranjo de paridades o espectro da cadeia AB, de Heisen-
berg é idéntico ao espectro da cadeia alternada spin-1/2/spin-1 de Heisenberg [15].
Desta maneira, alguns dos nossos resultados podem ser comparados com resultados
conhecidos para a cadeia spin-1/2/spin-1 [17]. Em seguida, passaremos a discussao
do comportamento das AB, e ABC para a densidade de elétrons n = 1 em funcao

do acoplamento coulombiano.

4.3 U # 0: Ferrimagnetismo

O teorema de Lieb e Mattis [63] assegura que o spin total S, do estado fundamental

do modelo de Heisenberg em redes bipartidas é dado por

N =Ny

S, T (4.12)

onde N; (Ny) identifica o niimero de sitios da sub-rede 1 (2). Como ja vimos, o mod-
elo de Heisenberg é o limite de forte acoplamento (U >> t) do modelo de Hubbard
para n = 1. Ao demonstrar que S, é 0 mesmo para qualquer U finito, Lieb provou
que S, para o modelo de Hubbard e n = 1 também é dado pela Eq. (4.12) [64].
Desta maneira, se |[N; — No| ~ N o sistema exibird ferromagnetismo nao-saturado
para qualquer U finito. As cadeias ABy e ABC satisfazem as condicoes do teorema
de Lieb e apresentam 1 sitio por célula unitaria em uma das sub-redes e 2 sitios por
célula unitdria na outra, ou seja, para ambas as cadeias S, = N./2. Um segundo
ponto importante diz respeito a distribuicdo espacial dos spins para cadeias que ap-

resentam ferromagnetismo nao-saturado. Nestes casos, Tian mostrou que o estado
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Figura 4.3: Mapeamento que gera a cadeia linear efetiva (CLE) a partir da cadeia
SSS. Lembramos que para a cadeia ABy (ABC), S; = A (= A), Se =B; (=B) e
S3 = BQ (E C)

fundamental do modelo de Heisenberg é ferrimagnético, ou seja, apresenta ambas
as ordens ferromagnética e antiferromagnética [65], enquanto que Tian e colabo-
radores [66, 23] estabeleceram rigorosamente a ordem ferrimagnética para o modelo
de Hubbard em redes desta classe. Entretanto, embora esperemos ferrimagnetismo,
a estrutura magnética especifica das cadeias AB, a ABC nao é conhecida através
dos resultados gerais obtidos pelos teoremas acima mencionados, podendo depender
fortemente da repulsao coulombiana e de flutuacoes quanticas.

A ordem magnética pode ser investigada através do fator de estrutura magnético:

S(g) = %Z cam=1(s ). (4.13)

A Eq. (4.13) é definida sobre uma cadeia linear efetiva (CLE) de 2N, sitios obtida
através do mapa mostrado na Fig. 4.3. Nesta cadeia, a varidavel Xpg; associada ao
sitio B da célula [ serd dada por Xo 4+ X3,. Além disso, na expressao (4.13) ¢ assume

os valores ¢ = 2wl/(2N,), com [ =0... (2N, — 1).
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Figura 4.4: Fator de estrutura magnético S(¢) definido na CLE gerada a partir das
cadeias AB; (a) e ABC (b) no limite Heisenberg (U > t). O tamanho do sistema
variade N, = 3 até N, = 10. A figura inserida mostra a dependéncia com o tamanho
dos picos ferromagnético [S(0)] e antiferromagnético [S(7)]. Linhas tracejadas sao
guias para o olho.

A quantidade S(q) estd relacionada & susceptibilidade magnética estética x(q) =
S(q)/(kgT) a campo nulo, onde kg é a constante de Boltzmann e 7" é a tem-
peratura. A condigdo para uma ordem ferromagnética (antiferromagnética) é que
S(0)[S(m)] ~ N. Desta forma, um estado com ordem ferrimagnética de longo alcance
deve satisfazer completamente as duas condigoes, ou seja, S(0) ~ N e S(m) ~ N.
Como mostrado nas Figs. 4.4 e 4.5, este é o caso para as duas cadeias tanto no
limite de fraco acoplamento (U = 2t) quanto no limite Heisenberg.

Devido a natureza critica de ambas as cadeias em baixas temperaturas, o com-
primento de correlagdo £ e x(¢ = 0) satisfazem um comportamento tipo lei de
poténcia: E ~T Ve x~T 7 paraT — 0. Como x ~ S(¢q=0)/T ~N/Tel~N
em T = 0, teremos que x ~ T 7 ~ T V1 i e., v—v =1, em concordancia com
os valores v = 2 e ¥ = 1 derivados através de técnicas de grupo de renormalizacao

[28, 29).
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Figura 4.5: Fator de estrutura magnético S(q) para as cadeias AB, (a) e ABC (b)
usando o modelo de Hubbard para U = 2. O tamanho do sistema varia de N, = 2
a N, = 5. A figura inserida apresenta a dependéncia com o tamanho dos picos
ferromagnético [S(0)] e antiferromagnético [S(m)]. Linhas tracejadas sdo guias para
o olho.

Na Fig. 4.6 apresentamos a magnetizacao por sitio ({S?)) e o valor médio da
dupla ocupagao ({n;n;)) como funcao de U. Como o sistema se encontra em uma
fase com simetria tipo SU(2) espontaneamente quebrada, nés podemos escolher o
setor de spin S* = ). S? = S, para estudar as quantidades mencionadas. No limite
Heisenberg (U > t, (n;yn;;)=0), a magnetizagdo no volume, estimada utilizando-
se cadeias com tamanhos até N, = 10, sdo: (S%) = —0.2925 e (5%, ,) = 0.3962,
para a cadeia AB,, em concordancia com cdlculos de DMRG [19] e com os valores
de (S%) e 2(S,,) para a cadeia spin-1 /spin-1 [17]. Por outro lado, para a cadeia
ABC teremos (S%) = —0.2567, (S}) = 0.3741 e (S¢) = 0.3826. Ressaltamos
que a estrutura ferrimagnética exibe flutuagoes quanticas, fato esse que reduz a
magnetizacao local em relagao ao valor classico, embora para qualquer U # 0 a
magnetizagao por célula seja fixa em 1/2. No limite sem interacdo (U = 0) nds

observamos nas Figs. 4.6(a) e 4.6(b) que (S%) = 0 e (Sj ) + Sk,(¢)) = 0.5 para a
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Figura 4.6: Magnetizacdo por sitio (S7?) e valor médio da dupla ocupagdo (nin;)
como funcao de U para N, = 5 nas cadeias ABy e ABC no setor de spin S* = §,.
Linhas tracejadas sao guias para o olho.

cadeia ABy (ABC'). Esses resultados estao relacionados a estrutura de bandas (veja
a Fig. 4.2): preenchendo as bandas até que a ocupacdo seja n = 1 e escolhendo
o setor de simetria S* = §,, colocaremos NV, elétrons nao-emparelhados no nivel
flat, estes ocupam apenas sitios B;(B) e By(C). Salientamos ainda que o estado
fundamental nao é tinico. Para qualquer valor de S < N./2 é possivel construir um
estado fundamental. Quando a repulsao coulombina é introduzida, o estado com
Sy = N,/2 se separa e evolui continuamente do limite de fraco acoplamento para

forte acoplamento, como mostrado na Fig. 4.6.

4.4 Excitacoes Magnéticas

Mégnons ferromagnéticos (que reduzem o spin total do estado fundamental) e an-
tiferromagnéticos (que aumentam o spin total do estado fundamental) estao natu-

ralmente associados a sistemas que exibem ordem ferrimagnética. As duas cadeias
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Figura 4.7: Modos de onda de spin ferromagnéticos (F1 e F2) e antiferromagnéticos
(AF) para as cadeias AB, (a) e ABC (b) para N, = 10 (circulos), 8 (triangulo
para baixo), 6 (tridngulo para cima) no modelo de Heisenberg. Linhas sélidas sao

resultados de TOSL da Ref. [26] (AB;) e Ref. [67] (ABC); linhas tracejadas sao
guias para o olho.

apresentam trés modos de onda de spin: um modo antiferromagnético (AF), definido
como AE4F(q) = EW(S* = S, + 1,q) — Egs; e dois modos ferromagnéticos (F1 e
F2), dados por AEL (¢) = E®(S* = S, — 1,q) — Egs, onde Eggs é a energia do
estado fundamental e E((S? q) representa a menor energia (i = 1) e a energia da
primeira excitagao (i = 2) do setor {S?, ¢}, com ¢ = 2nl/N. el =0,1,...,N,.

Esses modos sao calculados através de diagonalizacao exata em sistemas com
condigoes de contorno periddicas e sao exibidos na Fig. 4.7 para as duas cadeias no
modelo de Heisenberg. Podemos observar que o modo antiferromagnético AF apre-
senta um gap, o qual serd denotado por Ag,; enquanto que o modo ferromagnético
F1 nao possui gap: este é o modo de Goldstone, cuja presenca é esperada em con-
seqiiéncia da fase com quebra espontanea da simetria do tipo SU(2); e o modo

ferromagnético F2 é uma excitacao com gap, o qual denotaremos por Ag_.
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Figura 4.8: Ilustracao do desacoplamento da cadeia AB, induzido pela excitacao
ferromagnética F2. A elipse estd representando que os sitios B; e By envolvidos
estao em um estado singleto.

Podemos ver na Fig. 4.7(a) que o modo F2 da cadeia ABy é flat. Como ja
comentamos, modos flat para a cadeia AB, estao diretamente relacionados a pari-
dades locais nao-homogéneas. Além do carater flat do modo F2, é possivel mostrar
de outras formas que o mesmo é uma superposicao incoerente de estados localiza-
dos do tipo mostrado na Eq. (4.10). Uma delas é calcular o valor da funcao de
correlagio Cp, g, = 3.1 (Sp,1 - Spy). Para qualquer valor de ¢ em uma cadeia com
10 células Cp, g, = 1.5, significando que existem 9 células com sitios B; e By em
um tripleto ((Sg,; - Sp,) = 0.25) e 1 célula em que By e By estao em um estado
singleto ({(Sp,; - Spy) = —0.75). Podemos também calcular a energia mais baixa
no setor (+)'(—)Y~! e mostrar que é igual & energia do modo flat. Como j4 foi
mostrado na Secao 4.2, esta excitagao acarreta na quebra espontanea da simetria de
translacao e no desacoplamento da cadeia, como ilustrado na Fig. 4.8. Por outro
lado, os modos AF e F1 sao dispersivos e preservam as paridades locais do estado
fundamental, ou seja, p, = —1 para qualquer [ nesses modos [15]. Desta forma, es-
sas excitagoes sdo idénticas as da cadeia spin-1/2/spin-1 [17]. Surpreendentemente,
célculo de teoria de onda de spin linear (TOSL) [26] prevé que Ag = 1, um valor
muito préximo da nossa estimativa para sistemas de até 10 células: Ag_ = 1.0004.J.

Esta estimativa foi melhorada calculando-se Ag_ para sistemas de até 120 células
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com DMRG, através do qual chegamos ao valor Ag_ = 1.00035999.J. Vemos entao
que a correcao devida a processos de ordem superior, desprezados na TOSL, é de
~ 4x10~*. Além disso, TOSL apresenta uma boa concordancia para o modo F1
no limite de longos comprimentos de onda (¢ — 0). Entretanto, TOSL e teoria
de campo médio (TCM) [31] encontram Ag; = 1, desviando da nossa estimativa
Agy = 1.7591J, que estd em excelente acordo com cdlculos analiticos e numéricos
para a cadeia spin-1/2/spin-1 [17]. Por outro lado, teoria de ondas de spin com
interacdo (TOSI) [27] estabelece um resultado melhor que TOSL e TCM para Ag,,
porém implica em um desvio maior para Ag_ e, conseqiientemente, para o modo
flat. Ressaltamos ainda que devido a diferenca de simetrias entre os modos F1 e
F2, um possivel cruzamento de niveis nao pode ser excluido a priori, como de fato é
observado nos dados da Fig. 4.7(a): para ¢ 2 0.757 a excitacao localizada se mostra
abaixo da dispersiva.

Podemos observar pela Fig. 4.7(b) que a cadeia ABC apresenta trés mo-
dos dispersivos. Como na cadeia AB;, o0 modo antiferromagnético é massivo com
Ag, = 1.4189. Mais uma vez, a aproximacao de TOSL [67] faz uma previsdo quali-
tativamente correta mas quantitativamente incorreta para o modo AF. Entretanto,
um bom acordo é encontrado entre os nossos resultados e a previsao TOSL para o
modo F1 (modo de Goldstone) no limite de longos comprimentos de onda. Além
disso, o gap para o modo F2 é estimado em Ag_ = 0.6778J. Como podemos ver
na Fig. 4.7(b), o modo F2 ndo é flat como na cadeia AB,, entretanto a largura da
banda associada a este modo é =~ 0.15 da largura do modo AF e 0.23 da largura
do modo F'1, ou seja, o modo F2 mesmo ndo sendo rigorosamente localizado, ainda
assim é uma excitacdo consideravelmente mais lenta que as outras. Além disso,

podemos notar claramente na Fig. 4.7(b) a repulsao de niveis entre os modos F1 e
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F2, os quais na cadeia ABC apresentam o mesmo grupo de simetrias.

4.5 Platos de Magnetizacao e Dependéncia dos
Gaps de Ondas de Spin com U

Os gaps antiferromagnéticos acima mencionados sao responsaveis por platos na curva
de magnetizagao por sitio [m(B) = (S?)/N] como func¢do do campo magnético
aplicado B no limite termodinamico (N — c0).

De fato, Oshikawa et al. [68] demonstraram que, se
v(s — m) = inteiro, (4.14)

um platé pode aparecer na curva m(B) para o modelo de Heisenberg no limite
termodinamico [68]. Na Eq. (4.14), s é o spin do sitio, m é a magnetizagdo e v é o
numero de sitios em uma unidade de periodo do estado fundamental para um dado
valor de B. Para os modelos aqui considerados, s = 1/2 e existem trés sitios por
célula unitaria (v = 3), entdo — a menos que o sistema quebre espontaneamente a
invariancia translacional e exiba um estado fundamental de maior periodicidade—
platés em m = 1/6 e m = 1/2 (saturacdo) sdo possiveis de acordo com a Eq.
(4.14). No célculo da curva de magnetizac¢do, devemos introduzir no hamiltoniano de
Heisenberg um termo de Zeeman, —B-S, contendo o campo magnético B. O modelo,
originalmente rotacionalmente invariante, terd um eixo preferencial na direcao de B.

Para facilitar a computacao, definimos o eixo de quantizagao z do modelo na direcdo
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de B, de forma que o hamiltoniano com o termo de Zeeman sera dado por

H(B, §%) = H(0, §%) — BS*. (4.15)

As energias F(B, S%) do hamiltoniano (4.15) podem ser facilmente obtidas calculando-
se as energias de F(0, S%) para todos os valores de S*, visto que o eixo de quantizacao
z é o mesmo nos dois casos (B = 0 e B # 0) e, portanto, os dois hamiltonianos

apresentam auto-estados comuns:

E(B,S?) = E(0,57) — BS*. (4.16)

Além disso, podemos considerar apenas S* > 0. Em sistemas finitos, a curva m(B) é
tipo degrau e pode ser obtida considerando-se as diferencas entre as menores energias
nos setores S* =i e S* = j, ou seja, Emin(0,7) € Enin(0, ) , respectivamente. Para
as cadeias ABy e ABC, se B < Ag, e nao-nulo o estado fundamental serd encontrado
no setor S§ = N./2. Podemos ver pela Eq. (4.16) que o campo By, para o qual o
estado fundamental passard ao setor S = 14 (N./2) serd By = Agy e como ja
determinamos que Ag; # 0 no limite termodinamico, m(B) apresenta platés em
m = 1/6 de larguras 1.7591 e 1.4188 para as cadeias AB, e ABC, respectivamente,
como mostrado na Fig. 4.9. A segunda transi¢ao ocorrerd para um campo By =
E(0,S55 = S; +1) — E(0,S%) e assim sucessivamente. De uma forma mais geral,
podemos construir a curva segundo o seguinte procedimento: partindo de 7 = 0
e definindo S§ = N./2, o valor de B para o qual ocorre a transi¢ao (i + 1) serd
Biiyn = min{A(j, 57)/(j — 57), 5 € (57, N/2]}, onde A(j, 57) = E(0,5) — E(0, 57)
e atribuimos o valor de j no qual o minimo é encontrado a S7,_;, incrementamos ¢ de

1 até que S7, = Sfhax = N/2. O detalhe (1) das Figs. 4.9(a) e 4.9(b) evidenciam a
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Figura 4.9: Magnetizagdo como fun¢ao do campo magnético aplicado B para o
modelo de Heisenberg nas cadeias ABy (a) e ABC (b). O detalhe (1) mostra um
estudo do comportamento com o tamanho da largura do degrau em m = 1/3; o
detalhe (2) apresenta a curva tragada através dos pontos médios dos degraus de
magnetizacao de sistemas finitos, exceto em regices de plato.

auséncia de um possivel platé em m = 1/3, que estaria relacionado a uma duplicacdo
do periodo do estado fundamental [v = 6 na Eq. (4.14)]. Para campos maiores
que By a magnetizagao cresce da forma esperada [68], como mostrado no detalhe
(2) das Figs. 4.9 (a) e 4.9 (b), até a magnetizacdo de saturacdo m = 1/2 para
Bs = 3J e Bg = 2.3660J, que sao os campos de saturacao das cadeias AB, e
ABC de Heisenberg, respectivamente, e que definem o inicio do segundo plato. O
comportamento de m(B) contrasta com o comportamento linear que é previsto por
TCM [31].

Uma questao interessante é determinar a dependéncia dos gaps AF e F2 com
a repulsdo coulombiana U no modelo de Hubbard: Ag, (U) (largura do platé em
m =1/6) e Ag_(U), respectivamente. Com o objetivo de reduzir efeitos de tamanho
finito no célculo de Ag4(U), nés escolhemos condigdes de contorno que apresentam

a menor diferenca de energia entre o estado fundamental e os estados excitados. Na
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Fig. 4.10 exibimos A1 (U) apés extrapolagao para o limite termodinamico segundo
o ansatz [69]:

A=Ayp+c N 2+eN (4.17)

utilizando-se valores calculados para sistemas com N = 9,12, 15 e 18 para a cadeia
ABy; e N = 6,9,12 e 15 para a cadeia ABC. Note que Ag (U = 0) = 0 e 2¢
para as cadeias ABy e ABC, respectivamente. FEste fato pode ser entendido se
observarmos que Ag, (U = 0) é dado pelo gap A entre as duas bandas eletronicas
dispersivas do limite tight-binding mostrado na Fig. 4.2: para U pequeno, uma
excitacao com spin mais alto que o estado fundamental é realizada pela promocgao
de um elétron da banda dispersiva inferior para a banda dispersiva superior. Além
disso, Ag (U — 0) ~ U*, z ~ 2, para a cadeia AB,, enquanto que para a cadeia
ABC Ag, (U — 0) aumenta linearmente até atingir o valor de 2t do limite tight-
binding. Para ambas as cadeias, podemos identificar um crossover para o limite
Heisenberg: Ag, ~ J, em consonédncia com os resultados da Fig. 4.7. Finalmente,
podemos notar que Ag_ (U — 0) se anula linearmente com U, para ambas as cadeias,
seguindo o comportamento do gap entre as bandas eletronicas up e down flats da

aproximagao Hartree-Fock [7].

4.6 Conclusoes

Neste capitulo apresentamos as bandas eletronicas do limite tight-binding (U = 0)
das cadeias AB, e ABC de Hubbard. Analisamos, ainda, uma simetria de troca
local da cadeia AB,y que é extremamente relevante para o entendimento fisico desta
cadeia. Estudamos a estrutura magnética especifica das cadeias ABy e ABC em

banda semi-cheia, explicitando, em particular, a ordem ferrimagnética do estado
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