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RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de duas ferramentas
computacionais — GLG (General Linear Grid) e GNG (General Nonlinear Grid) — para
a analise estrutural de lajes de concreto armado, utilizando a analogia de grelha, uma
pratica consolidada na engenharia estrutural. O GLG realiza analises lineares,
enquanto o GNG, derivado do primeiro, incorpora a n&o-linearidade fisica dos
materiais por meio dos diagramas constitutivos, da curvatura média e do giro axial
médio. Para a resolugao dos sistemas, adotou-se o método de Picard e uma estratégia
de controle de carga. As rotinas foram implementadas em Python e validadas com
exemplos da literatura, com os esfor¢os internos e deslocamentos visualizados
através do Paraview. O GLG apresentou precisao satisfatoria, enquanto o GNG,
embora nao tenha se mostrado adequado na abordagem implementada, configura-se
como uma ferramenta de cédigo aberto, flexivel e bem estruturada, que possibilita a
incorporagdo de novas estratégias. Conclui-se que essas rotinas representam um
ponto de partida promissor, e espera-se que, com futuros aprimoramentos, se
consolidem como recursos relevantes para a analise estrutural e o dimensionamento

de lajes de concreto armado.

Palavras-chave: Analogia de Grelha; Nao-linearidade fisica; Lajes de concreto

armado; Analise estrutural; Modelagem computacional.



ABSTRACT

This work presents the development of two computational tools — GLG
(General Linear Grid) and GNG (General Nonlinear Grid) — for the structural analysis
of reinforced concrete slabs using the grid analogy, a well-established approach in
structural engineering. GLG performs linear analyses, while GNG, derived from it,
incorporates the physical nonlinearity of materials through constitutive diagrams, mean
curvature, and mean axial rotation. To solve the systems, the Picard method and a
load control strategy were adopted. The routines were implemented in Python and
validated with examples from the literature, with internal forces and displacements
visualized using Paraview. GLG showed satisfactory accuracy, while GNG, although
not adequate under the implemented approach, stands as an open-source, flexible,
and well-structured tool that enables the incorporation of new strategies. It is concluded
that these routines represent a promising starting point, and it is expected that, with
future improvements, they will become valuable resources for the structural analysis

and design of reinforced concrete slabs.

Keywords: Grid Analogy; Physical nonlinearity; Reinforced concrete slabs;

Structural analysis; Computational modeling.
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1. INTRODUGAO

As lajes, também chamadas de placas, sao elementos estruturais planos e
bidimensionais cuja espessura é consideravelmente menor em relagcdo ao
comprimento e a largura. Sua principal fungdo é suportar e distribuir as cargas
aplicadas, como o peso de pessoas, moéveis, maquinas, veiculos, entre outras,
geralmente perpendiculares ao seu plano (BASTOS, 2023). Amplamente utilizadas
em edificagbes como pisos e tetos, as lajes também desempenham um papel
essencial em estruturas como pavimentos rodoviarios, pontes e reservatoérios. Assim,
seu dimensionamento e execugdo adequados sao fundamentais para garantir a
seguranga, eficiéncia e durabilidade das construcdes.

No ambito da teoria da elasticidade, foram desenvolvidos diversos métodos
para prever o comportamento das lajes. Esses métodos variam desde abordagens
que utilizam tabelas e consideram as lajes como elementos isolados, até técnicas
mais sofisticadas, que consideram a interagc&o das lajes com os demais componentes
estruturais (DUARTE, 1998). Dentre os métodos integrados, destaca-se a Analogia
de Grelha, tradicional na Analise Matricial de Estruturas. Com formulacao simples e
eficiente, € amplamente adotada em softwares de dimensionamento de concreto
armado (COELHO, 2000), permitindo representar a laje por um modelo simplificado,
capaz de abranger diversas geometrias e condigdes de contorno.

Modelos simplificados, como a Analogia de grelha, desempenham um papel
essencial na engenharia estrutural, pois tornam possivel representar sistemas reais
complexos por meio de idealizagbes que preservam o0s aspectos essenciais do
comportamento da estrutura. No contexto deste trabalho, a utilizagdo desse método
— que transforma uma laje continua em um sistema de barras — viabiliza uma analise
eficiente, segura e com menor custo computacional. Como destaca Greco et al.
(2022), a definigdo de um esquema estrutural que seja ao mesmo tempo simples e
confiavel é uma tarefa relevante. Tais idealizagdes ndo apenas tornam o problema
tratavel com os recursos disponiveis, mas também mantém a fidelidade necessaria
para atender as exigéncias de seguranga e desempenho normativo.

Outro ponto relevante refere-se a definigdo do regime de analise — linear ou
nao-linear — a ser adotado. De forma geral, a analise linear € amplamente adotada
devido a sua simplicidade, rapidez de processamento e eficiéncia computacional,

sendo adequada para muitas situacdes praticas, especialmente quando se pode
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garantir, pelo Teorema do Limite Inferior, que, se existir um campo de tensdes de
equilibrio capaz de abranger todo o corpo, equilibrar as cargas aplicadas nas
superficies de contorno e satisfazer, em todos os pontos, o critério de resisténcia do
material, entdo a estrutura ndo colapsara (CHEN; LIU, 1990).

Entretanto, embora bastante difundida, a analise linear apresenta limitagdes
significativas, ja que o concreto armado, na pratica, ndo se comporta de forma
estritamente linear, sendo afetado por fendbmenos como fissuragdo, fluéncia e
escoamento das armaduras — aspectos que caracterizam a nao-linearidade fisica
(PINTO, 1997). Diante disso, a analise nao-linear surge como alternativa mais realista,
permitindo avaliar o comportamento estrutural sob grandes deformagdes e tornando
0s projetos mais compativeis com as condigdes reais de uso. No entanto, sua
aplicacdo exige maior conhecimento técnico, uso de modelos constitutivos mais
avancgados, dados materiais detalhados e maior esforco computacional. Ademais, os
resultados sao altamente sensiveis a definicdo dos pardmetros adotados.

Portanto, a analise linear permanece adequada para situacgdes rotineiras e de
menor complexidade, enquanto a ndo-linear é fundamental quando se exige maior
rigor técnico e uma representagcdo mais precisa do comportamento estrutural. A
consolidagdo dessas abordagens, aliado ao desenvolvimento tecnoldgico, resultou
em softwares que otimizam os calculos. Todavia, a falta de conhecimento técnico e a
ignorancia sobre os pressupostos e limites dos modelos podem comprometer a
seguranga das estruturas ao aplicar essas ferramentas. Por isso, € fundamental
utiliza-las de forma consciente, reconhecendo que sao ferramentas de apoio, e nao
substitutas do conhecimento técnico. Nesse contexto, o desenvolvimento de solucdes
computacionais baseadas em principios claros e transparentes contribui para analises
mais seguras e alinhadas as particularidades de cada projeto.

Diante desse cenario, este trabalho propde o desenvolvimento das ferramentas
GLG (General Linear Grid) e GNG (General Nonlinear Grid), destinadas,
respectivamente, a analise linear e n&o-linear de lajes em estruturas de concreto
armado, tendo a Analogia de Grelha como metodologia base. O objetivo é oferecer
recursos que apoiem o processo analitico, independentemente do regime adotado,
promovendo maior clareza nas diretrizes, bem como maior controle sobre os

resultados, garantindo a precisao necessaria.
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1.1.0OBJETIVOS

1.1.1. Objetivo Geral

Este trabalho tem por objetivo principal desenvolver ferramentas
computacionais para analise linear e ndo-linear de lajes em construgdes de concreto

armado via analogia de grelha.

1.1.2. Objetivos Especificos

Entre os objetivos especificos, destacam-se:

a) Realizar uma revisao bibliografica de métodos computacionais para analise
de grelhas elasticas-lineares;

b) Desenvolver uma rotina em Python de cédigo aberto, executada no ambiente
Google Colaboratory, para a analise linear de lajes de concreto armado com
base na Analogia de Grelha, contemplando o calculo de deslocamentos e
esforcos internos, além da exportacédo dos resultados em formato VTU para
pos-processamento no software ParaView;

c) Realizar uma revisédo bibliografica dos fundamentos da n&o-linearidade fisica
do concreto armado;

d) Aplicar os fundamentos estudados para aprimorar o cédigo desenvolvido em
uma ferramenta para analise nao-linear;

e) Validar as solugdes desenvolvidas por meio de analise comparativa com
dados referenciais da literatura, visando avaliar o desempenho das

ferramentas propostas.
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1.2.JUSTIFICATIVAS

O uso do Método da Grelha Equivalente, amplamente empregado no Brasil, se
apresenta como uma vantagem, sendo reconhecido por sua simplicidade, facilidade
de interpretacao e eficacia na obtengao de resultados confiaveis (STRAMANDINOLLI,
2003). Portanto, a implementagcédo dessa metodologia no GLG e no GNG oferece uma
solugdo acessivel, alinhada a crescente demanda por métodos de analise
abrangentes e eficientes.

Ademais, o desenvolvimento de uma ferramenta institucional gratuita, flexivel e
com precisdo aceitavel, capaz de incorporar a nao-linearidade fisica ao processo de
calculo, representa uma contribuicdo para o ensino e a pesquisa na area de analise
estrutural. Ao disponibilizar um sistema de calculo simples e baseado em rotinas de
analise matricial, ela se configura como uma alternativa viavel frente aos custos de
licenciamento de softwares comerciais, que, mesmo em suas versdes estudantis,
frequentemente impdem restrigcdes.

Dessa forma, o desenvolvimento dessas ferramentas ndo sé amplia as
possibilidades de investigagdo e aprimoramento, mas também contribui
significativamente para o desenvolvimento académico e profissional, ao mesmo tempo
em que se estabelece como um instrumento para a analise e dimensionamento de

lajes.
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2. REFERENCIAL TEORICO

2.1.LAJES

O estudo bibliografico sobre o comportamento das lajes fundamenta-se nos
materiais de Araujo (2023) e Bastos (2023), que analisam de forma abrangente as
propriedades estruturais dessas estruturas e seus critérios de classificagdo. As lajes
sdo caracterizadas como superficies bidimensionais de espessura relativamente
reduzida em comparagdo as demais dimensdes, sendo predominantemente
solicitadas por cargas aplicadas perpendicularmente ao seu plano médio.

Dependendo da solugéo adotada, as lajes podem ser executadas em concreto
armado ou protendido, além de apresentarem diferentes configuracdes geométricas.
As lajes macigas, com espessura uniforme, sdo indicadas para vaos pequenos,
enquanto as lajes nervuradas, ao incorporarem espagos vazios entre as nervuras,
reduzem o peso proprio da estrutura, sendo mais adequadas para vaos maiores.
Outras tipologias incluem as lajes cogumelo, que se apoiam diretamente sobre pilares
com capitéis, e as lajes lisas, também apoiadas diretamente sobre pilares, porém sem
capitéis. Este estudo, entretanto, tem como foco a analise das lajes macicas.

A classificagao das lajes macigas pode considerar lajes armadas em uma ou duas
diregdes, conforme a relagéo entre seus lados. Além disso, a interagcédo entre a laje e
seus apoios € um fator determinante para seu comportamento estrutural. Segundo
Bastos (2023), os vinculos estruturais podem ser classificados como apoio simples,
engaste perfeito e engaste elastico, sendo este ultimo uma condi¢do intermediaria,
que permite certa flexibilidade na transmissdo de esforcos. Compreender o
comportamento das lajes é fundamental para uma modelagem e dimensionamento

adequados.
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2.2.ANALISE MATRICIAL DE ESTRUTURAS RETICULADAS: METODO DA
RIGIDEZ

Em seus estudos, Cavalcanti (2006) e Martha (2010) abordam a aplicagdo do
célculo matricial na analise estrutural. Tal abordagem, amplamente difundida na
engenharia, viabiliza a resolugado eficiente de sistemas estruturais por meio de
métodos numéricos computacionais, com base em modelos tedricos. A analise
matricial automatiza o processamento das equagdes, reduz o tempo de calculo e
melhora a precisdo dos resultados.

A esséncia dos métodos de analise estrutural esta na conversdo de um modelo
continuo em uma representagao discreta, o que permite sua resolugdo numeérica.
Nesse contexto, destaca-se o método dos deslocamentos, cuja adaptagdo
computacional deu origem ao método da rigidez direta (WHITE; GERGELY;
SEXSMITH, 1976). Embora ambos se fundamentem nos mesmos principios de
equilibrio, diferem na forma de construgao das matrizes. Com isso, a formulagdo em
algebra matricial n&o apenas generaliza as equacgdes para diferentes tipos estruturais,
como também viabiliza o processamento eficiente de grandes volumes de dados.

Antes de abordar essa metodologia, € fundamental compreender alguns conceitos
essenciais:

e Teoria da Elasticidade (TIMOSHENKO; GOODIER, 1980): Fundamenta a

maioria das analises estruturais ao estudar a relagdo entre as forgas aplicadas
e as deformagdes em corpos elasticos. Em sua forma linear, considera
hipéteses como continuidade e isotropia para avaliar tensdes, deslocamentos
e deformacgdes;

e Estruturas Reticuladas: Compostas por elementos lineares interconectados,
concentram o comportamento do meio sélido nos eixos desses elementos.
Abrangem diversas tipologias estruturais, como as grelhas;

e Enderegcamento de nds e barras: Fundamenta-se na identificagdo numérica dos
elementos. Os nds s&o posicionados por coordenadas e as barras, definidas
pela conectividade entre seus nos inicial e final;

e Deslocamento e deformagdes associadas: Conforme Martha (2010), as
deformagdes derivam dos deslocamentos e variam conforme a configuragéo da
estrutura. Ha uma correlagdo direta entre as forcas aplicadas e os

deslocamentos resultantes;
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e Carregamentos: As agdes aplicadas causam deslocamentos locais e globais.
Podem ser estaticas ou dinamicas, concentradas ou distribuidas, conforme a
velocidade e o modo de aplicagdo, respectivamente;

e Principio da superposicdo dos efeitos: Valido para sistemas elasticos com
deslocamentos suficientemente pequenos, permite analisar agdes
separadamente e somar os efeitos para obter o resultado total;

e Equilibrio e compatibilidade: Uma estrutura encontra-se em equilibrio quando
as forcas e os momentos aplicados se compensam entre si. Ja a
compatibilidade garante que os deslocamentos obtidos estejam de acordo com
as condi¢oes impostas ao sistema;

e Indeterminagado cinematica: Relaciona-se aos graus de liberdade da estrutura.
Assim, os deslocamentos desconhecidos determinam o numero de incégnitas
e a complexidade da analise.

Com a compreensao desses conceitos, procede-se a implementagcao do método

da rigidez direta.

2.2.1. Matriz de Rigidez

A matriz global de rigidez de uma estrutura pode ser construida por meio da
superposicao de casos basicos, utilizando coeficientes de rigidez previamente
definidos para tipos especificos de estruturas, como ilustrado nas Figura 1 e Figura 2.
Esses coeficientes sdo combinados para calcular os valores necessarios em

diferentes cenarios.

Figura 1 - Coeficientes de rigidez a flexdo de uma barra prismatica isolada sem articulagao
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Fonte: MARTHA (2010)



19
Figura 2 - Coeficientes de rigidez a torgcdo de uma barra isolada
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Fonte: MARTHA (2010)

A matriz global de rigidez resulta da soma das contribuigbes de cada barra,
onde cada coeficiente afeta exclusivamente os termos correspondentes aos nds de
inicio e fim da barra. O processo de alocagao dessas contribui¢des na matriz global é
realizado por meio de espalhamento assistido por um vetor denominado g1, que define
os indices das deslocabilidades dos nos, conforme a Equacéo (1):

gl=[3%nol, 3xnol+1, 3xnol+2, 3*xn02,3*n02+1, 3*xno2+2] (1)

Onde nol e no2 sao os indices dos nés dos elementos.

Cada barra é associada a um sistema de coordenadas local, o que facilita a
construgédo de suas matrizes de rigidez elementares. Os coeficientes de rigidez s&o
atribuidos aos graus de liberdade correspondentes e inseridos na matriz global por
meio do processo de montagem, no qual as contribui¢des das barras sao distribuidas
e somadas nos nos compartilhados. As Figura 3 e Figura 4 ilustram esse processo em
uma grelha com dois elementos e trés nos, sendo consideradas nove deslocabilidades
nodais (d1' a d9’'), referentes a trés graus de liberdade por nd: uma translacao
perpendicular ao plano da grelha e duas rotagbes ortogonais no plano,

correspondentes aos eixos x e y.
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Figura 3 — Exemplo genérico de grelha
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Fonte: A AUTORA (2024)

Figura 4 — Demonstracéo do processo de montagem da Matriz de Rigidez
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Fonte: A AUTORA (2024)

Para incorporar a contribuicdo de uma barra, os coeficientes de rigidez
definidos inicialmente no sistema local devem ser transformados para o sistema
global, por meio da matriz de transformagéao [T]. A matriz de rigidez do elemento [ke],
em coordenadas locais, pode ser convertida para as coordenadas globais através das

Equacgdes (2) a (4), assegurando a compatibilidade interna da estrutura.
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L3 0 12 L3 0 12
0 % 0 0o - % 0
—6*xEx] 0 4xEx] 6%Ex] 0 2%Ex]
2 2
Ke = —1L2*E*1 6*2*[ 12&5*1 6*LE*I (2)
L3 0 12 L3 0 12
o -2 0 o X o
L L
—6*xE*] 2%Ex] 6xEx] 4xEx]
L2 0 L 12 0 L
1 0 0 0 0 0
0 cos@ sinf O 0 0
_ |0 —sin@ cosf O 0 0
=10 0 0 1 0 0 (3)
0 0 0 0 cos@ sind
L0 0 0 0 —sinf cos0OA
[Ke]global = [T]T [KeliocaiT] 4)

Tal que, [T]" é a transposta da matriz de Transformacao.

Essa formulacdo pode ser aplicada a qualquer barra, independentemente da
secao, apoio ou inclinacdo, o que viabiliza sua implementagcdo padronizada em
cbédigos computacionais. Seus coeficientes dependem de pardmetros como o modulo
de elasticidade longitudinal (E) e transversal (G), os momentos de inércia a flexao (I)
e a torgao (J), além do comprimento (L) e da orientagao do elemento. As propriedades
elasticas e os momentos de inércia serdo abordados posteriormente, ja o
comprimento e a inclinagdo das barras (8) podem ser determinados a partir das

coordenadas nodais, conforme as Equacdes (5) a (7):

L=((x;—x1)+ 2—y1)? (5)

(xZle) (6)

cos @ =

sinf = @ (7)
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Onde x;, x5, y, e y, sado as coordenadas dos nds do elemento no plano x-y,

conforme a Figura 5.

Figura 5 — Elemento de grelha arbitrariamente orientado no plano x-y

4

(S

Fonte: Adaptado do LOGAN (2007)

Com todos os procedimentos descritos, a matriz global de rigidez € definida,
sem considerar as restricdes de apoio, as quais sao incorporadas em uma etapa

posterior da solugao.

2.2.2. Vetor de Cargas

No modelo discretizado, as solicitagdes nos elementos podem ser convertidas
em cargas nodais equivalentes, que refletem os efeitos dos carregamentos internos
das barras. Essas cargas sao organizadas no vetor de agdes externas do elemento
{Fel}, enquanto as cargas aplicadas diretamente nos nés compdem o vetor {A4}.

Para a implementacdao computacional, {Fel} é obtido a partir das reagdes de
engastamento de barras isoladas, uma solugdo fundamental no método dos
deslocamentos. Nesse caso, assume-se uma barra de sec¢ao transversal constante,
submetida a carregamentos externos e com extremidades rigidamente fixas (Martha,
2010). A Figura 6 apresenta as expressdes dessas reagdes e a Equagao (8) define o
vetor {Fel} a partir delas.
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Figura 6 — Reag¢des de engastamento de barras prismaticas
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Fonte: MARTHA (2010)

—q*LZ q*L

)

*L
q 0,

q*L?
2’ 12 0,

Fel =| > >

] (8)

Onde q representa a carga uniformemente distribuida ao longo do elemento.
Inicialmente expressas no sistema local, essas reagdes sdo convertidas para o
sistema global ({Fe,,.}) por meio da matriz de Transformagao [T], conforme a

Equacao (9):
{Feaux} = [T]T{Fel} 9

O vetor transformado é entéo incorporado ao vetor global de ag¢des {Ap} por
meio do processo de espalhamento, semelhante ao utilizado na montagem da matriz
de rigidez. A soma de {Ap} com o vetor {A} resulta no vetor global de cargas {FGgl},
tal como expresso na Equacgédo (10), que representa o efeito discretizado das
solicitacdes externas nos nds. Destaca-se que as acgdes externas possuem sentido

oposto as reagdes de engastamento, o que justifica o sinal negativo.

{FGgi} = {4} — {Ap} (10)

Vale destacar que as componentes das cargas nodais combinadas em dire¢des
restringidas pelos apoios podem ser ignoradas, pois ndo geram esforgos internos,

sendo, portanto, absorvidas.
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2.2.3. Aplicacao das condi¢coes de contorno

Os graus de liberdade restringidos na estrutura sdo definidos a partir das
condi¢des de contorno aplicadas a cada né. Para isso, utiliza-se o vetor {elim}, que
especifica os graus de liberdade bloqueados, adotando a mesma légica empregada
na construcao de {gl}. A imposi¢ao dessas restrigdbes ocorre por meio da modificagao
da matriz de rigidez global [KG] e do vetor de cargas {FGgl}, assegurando a solugao

do sistema de equacgdes. A auséncia dessa consideracdo tornaria o problema
indeterminado.

Martha (2010) apresenta trés métodos para esse ajuste: (i) particionamento do
sistema de equagdes, (ii) diagonalizagao das linhas e colunas associadas aos graus
de liberdade restringidos e (iii) inser¢ao de um apoio elastico ficticio com coeficiente
de rigidez elevado. Neste caso, emprega-se o método da diagonalizagao, que consiste
em anular as linhas e colunas da matriz de rigidez correspondentes aos graus de
liberdade bloqueados, atribuindo o valor 1 aos elementos da diagonal principal.

Simultaneamente, as linhas equivalentes do vetor de cargas s&o zeradas.

2.2.4. Deslocamentos

Para calcular os deslocamentos — tanto translacionais quanto rotacionais —
nos nos da grelha, emprega-se a Equacéo (11) abaixo, que descreve o equilibrio de
todos os nés da estrutura, incluindo aqueles restritos por apoio, em relagao aos graus
de liberdade. A solucdo dessa equacgao fornece os deslocamentos necessarios para

equilibrar as cargas aplicadas, levando em consideragao a rigidez da estrutura.
[KG]{desl} = {FG,} (11)

Onde {desl} representa o vetor das incégnitas a serem determinadas,

correspondendo aos deslocamentos dos nds da grelha nas diregbes dos eixos globais.
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2.2.5. Esforgos internos

Apos determinar os deslocamentos desconhecidos, € possivel calcular os
esforgos internos nas extremidades das barras. Embora os deslocamentos estejam
inicialmente no sistema global, a ortogonalidade da matriz de transformagéo por
rotacdo permite converté-los para o sistema local, facilitando a obtencao dos esforcos
internos.

De acordo com Martha (2010), além dos esforgos causados pelas
deformagdes, deve-se considerar a superposicao das reagbes de engastamento.
Portanto, o calculo dos esforgos requer tanto o vetor {desl}, convertido para o sistema
local ({desl;,cq;}), Qquanto o vetor de agdes externas do elemento {Fel}, previamente
mencionado. Dessa maneira, a obtencdo dos esforgos internos {esf} possui um

carater generalizado e se da tal como estabelecido nas Equagdes (12) e (13):

{deslipcqi} = [T] - {desl_elemento} (12)

{esf} = [ke] : {deSllocal} + {Fel} (13)

Tal que {desl_elemento} representa o vetor de deslocabilidades nodais do
elemento no sistema de coordenadas global.

Os esforcos internos nas extremidades das barras sdo determinados conforme
as diregdes dos respectivos eixos locais, cuja orientagdo depende da ordem de
definicho dos nos da barra. Esse fator deve ser considerado para a correta
interpretacdo dos valores obtidos no algoritmo. Os resultados englobam a forga
cortante, vinculada ao deslocamento na direcdo Z, o momento fletor, associado a
rotacdo em Y, e 0 momento de tor¢ao, correspondente a rotagao em X.

Para a elaboragdo dos diagramas de esforgos internos, € fundamental
converter os valores obtidos do codigo para a convengdo normalmente adotada.
Embora, inicialmente, tenha sido utilizada a convencédo de sinais do Método da
Rigidez, a anélise estrutural e o dimensionamento costumam seguir a da Resisténcia
dos Materiais, por ser mais intuitiva para essa aplicagdo. As Figura 7 e Figura 8
ilustram os sentidos positivos dos esforgos em cada abordagem. Vale ressaltar que,

para a convencao da Resisténcia dos Materiais, foi considerado que o sinal da torcéo



obedece a mesma légica dos esforgcos

compressao negativa.

Figura 7 — Sentido positivo dos esforcos pelo
Método da Rigidez

T -

Fonte: A AUTORA (2024)

26

normais, onde a tracdo €& positiva e a

Figura 8 — Sentido positivo dos esforgos pela

Resisténcia dos Materiais
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Fonte: A AUTORA (2024)

As diferengas entre essas convengdes, segundo as Equacdes (14) a (19),

possibilitam a conversao dos sinais, conforme o padrao da Resisténcia dos Materiais.

Vi=wv

T, =—-t;
M; =my
Vo ==,
T, =t
M, = —m,

(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)

Onde Vi, V,,v,,v, representam os esforgos cortantes, T;, T, t;, t, S80 0s

momentos torsores e M;, M,, m,, m, corresponde os momentos fletores, em cada n6

e sistema, respectivamente.
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2.3.ANALOGIA DE GRELHA COM ANALISE LINEAR

A analogia de grelha constitui um dos métodos numéricos mais relevantes para
a analise estrutural integrada. Entre seus principais beneficios, destacam-se a
capacidade de considerar a rotagao entre lajes adjacentes, tratar vigas como
elementos verticalmente deformaveis e representar de forma mais realista a interagao
entre lajes e vigas. Esse método proporciona um equilibrio eficiente entre simplicidade
e precisdo na estimativa de esforgos e deslocamentos, sendo aplicavel a uma ampla
variedade de configuragdes, incluindo lajes com aberturas, contornos irregulares e
outras particularidades geométricas.

Segundo Coelho (2020), o método baseia-se na subdivisdo da laje em diversas
faixas de largura definida, assumindo-se que cada faixa possa ser representada por
elementos de barra localizados em seus eixos centrais. Dessa maneira, forma-se uma
malha, composta por vigas independentes conectadas entre si por meio de nés,
conforme ilustrado na Figura 9. Essa malha concentra as rigidezes nos elementos da
grelha, de modo que os valores estimados de deformagbes e esforgos internos
reproduzam, com boa precisao, os resultados esperados para a estrutura original em
cada secao correspondente (CARVALHO,1994).

Figura 9 — Grelha Equivalente
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Fonte: A AUTORA (2024)

A precisdo da analise depende diretamente de uma modelagem criteriosa.
Assim, esta secdo abordara os principais aspectos que influenciam a definicao da
grelha, a saber: o espagamento da discretizagdo, as propriedades geométricas e
elasticas dos elementos, as condi¢cdes de contorno, os carregamentos aplicados, além
do processo de calculo dos momentos.
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2.3.1. Definicao da malha da grelha equivalente

A definigado da discretizagédo das lajes exerce forte influéncia sobre a precisao
dos resultados, conforme destacado na literatura. O posicionamento dos elementos
da grelha depende do tipo de laje: em lajes macigas, ndo ha critérios fixos para
quantidade e localizagao dos elementos, sendo definidos pela malha adotada; ja em
lajes nervuradas, os elementos devem se alinhar aos eixos das nervuras, de modo
que cada barra represente uma secdo T, composta pela nervura e pela mesa
(STRAMANDINOLLI, 2003).

Quanto a faixa de discretizagao, algumas diretrizes sdo recomendadas, como:
a distancia entre os elementos ndo deve exceder %4 do vao da laje; espagamentos
menores devem ser adotados em regides onde se deseja analisar efeitos localizados;
entre outras orientagdes (HAMBLY, 1991). Além disso, A malha deve ser adequada a
geometria da laje. Por exemplo, em lajes com grande diferenca entre dimensdes,
espagamentos iguais em ambas as diregdes podem gerar malhas grosseiras,
comprometendo a qualidade dos resultados. Por outro lado, malhas muito refinadas
aumentam o custo computacional. Assim, &€ necessario um equilibrio entre precisao e
eficiéncia.

A discretizacdo também pode ser empregada de forma estratégica para
representar forcas concentradas ou distribuidas que atuam apenas em parte do
comprimento da barra. No contexto do método da rigidez direta, essa abordagem é
valida e ndo compromete os resultados, uma vez que o comportamento estrutural das
barras é adequadamente descrito por seus parametros nodais, dispensando novas

aproximagdes além das ja adotadas na modelagem (MARTHA, 2010).

2.3.2. Caracteristicas geométricas e elasticas dos elementos

Para a andlise linear, as caracteristicas elasticas do material foram
consideradas invariaveis com o tempo e o carregamento. Os esfor¢os s&o
proporcionais as rigidezes, logo, elas afetam bastante nos resultados obtidos e por
isso devem ser determinadas adequadamente.

Em relagéo as caracteristicas geométricas e elasticas das barras, € necessario

considerar os elementos placa e viga-placa. As respectivas rigidezes desses
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elementos correspondem a rigidez a flexdo (E.sI) e a rigidez a tor¢édo (GJ). O
parametro E ;I é determinado pelo produto entre o modulo de elasticidade longitudinal
secante (E.s) € 0o momento de inércia a flexao (). Ja o parametro GJ é composto pelo
modulo de elasticidade transversal (G) e pelo momento de inércia a tor¢ao da segao
transversal (J).

O mddulo de elasticidade longitudinal secante foi determinado conforme as
expressoes apresentadas no item 8.2.8 da norma NBR 6118:2023. O médulo de

elasticidade transversal, por sua vez, é obtido a partir da Equagao (20):

G = Lo (20)

T 2x¢(14v)

Tal que o coeficiente de Poisson (v) € adotado como 0.2, conforme estabelecido
no item 8.2.9 da NBR 6118:2023.

Quanto as contribuicbes geométricas, desconsiderando-se a armadura, o
momento de inércia a flexdo dos elementos de laje (/,,j.) € calculado, tal como a
Equacgéo (21), a partir da espessura da laje (h,,j.) € da sua faixa de discretizagéo
(faixa), que corresponde a soma de metade dos espagamentos entre os elementos
vizinhos. Ja a rigidez a torgao (J;44¢), N0 regime linear, € assumida como o dobro da

rigidez a flexao, conforme Hambly (1991) e demonstrado na Equacao (22).

_ faixa*hlaje3

haje = Tt (21)

]laje =2 Ilaje (22)

Para os elementos do tipo viga-placa, nos casos em que a grelha € composta
apenas por vigas ou quando se opta por desconsiderar a largura colaborante, assume-
se uma secao retangular. O momento de inércia a flexdo, neste caso, € calculado

através da Equacéo (23):

3
__ bxhyiga

Iviga - 12 (23)
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Por outro lado, na modelagem da interagdo entre lajes e vigas, a largura
colaborante da laje pode ser considerada, resultando em segbes transversais do tipo
"T" ou "L". Essa consideracdo aumenta a precisdo da analise estrutural,
representando de forma mais realista os esforgos internos, tensdes, deformagdes e
deslocamentos, conforme o item 14.6.2.2 da NBR 6118:2023. O cddigo implementado
calcula essa largura de acordo com as recomendag¢des da norma ou com base na
malha discretizada.

Quanto a rigidez a torgao, no regime linear, desconsidera-se a contribuigdo da

laje adjacente, sendo o momento de inércia torcional calculado pela Equagao (24):

hxb3
]viga = (24)

3xdivisor_inércia_torcao

Onde o divisor_inércia_torcao € um fator ajustavel pelo usuario para reduzir a

rigidez tedrica das vigas, segundo as diretrizes do item 14.6.6.2 da NBR 6118:2023.

2.3.3. Determinagao do carregamento nos elementos

Para a distribuicdo dos carregamentos, priorizou-se a aplicagdo de cargas
concentradas nos nos, equivalentes a carga distribuida na laje, evitando esforgos
localizados irreais. A conversao da carga distribuida na area da laje para cargas

concentradas esta expressa na Equacéo (25):

Cargaconcentrada = (g + Q) * (faixa, faixay) (25)

Onde g e g correspondem, respectivamente, as cargas permanente e acidental
distribuidas na laje, enquanto faixa, e faixa, representam as faixas de discretizagao
da laje nos eixos x e y.

No entanto, diversos exemplos na literatura adotam cargas distribuidas
linearmente nos elementos de barra. Para garantir a consisténcia da analise e
viabilizar comparagbes, essa abordagem também foi empregada sempre que
necessario. A conversado da carga distribuida na area da laje para uma carga linear

nos elementos estruturais segue a Equacéao (26):
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_ (g+q)*(faixay* faixay)
Cargalinear -

(26)

(faixax+ faixay)

Com essa carga linear, determina-se o vetor de agbes externas, considerando
as reagbes de engastamento perfeito nos nds das barras isoladas, conforme
detalhado no Item 2.2.2. No caso das cargas concentradas nos noés, elas séo
incorporadas diretamente ao vetor de agdes {A}.

Vale ressaltar que a distribuicdo das cargas pode variar em fungdo da malha
adotada. Em particular, barras e nés localizados nas extremidades podem apresentar
valores distintos dos centrais, pois a carga atribuida depende diretamente da area de

influéncia correspondente.

2.3.4. Simulagao das Condi¢coes de apoio

Com base nas condicoes de contorno idealizadas, foram simuladas as
restricbes as deslocabilidades, conforme detalhado a seguir:
e Apoio engastado: Todas as deslocabilidades sao bloqueadas;
e Apoio simplesmente apoiado: Restringe-se a translagdo na direcédo Z e a
rotagcdo em torno do eixo perpendicular ao bordo;
e Bordos livres: Permitem deslocamentos translacionais e rotacionais, uma vez
que nao ha restricdo imposta.
Adicionalmente, nos apoios sobre pilares, restringiu-se apenas a translagéo
vertical. Dessa forma, esses elementos ndo foram modelados diretamente, sendo

representados por apoios indeformaveis.

2.3.5. Determinagao dos momentos

Ao resolver uma laje pela analogia de grelha, surgem descontinuidades nos
diagramas de momentos fletores, causadas pela tor¢do das barras na direcéo
ortogonal (ARAUJO, 2023). Essas descontinuidades podem fazer com que os

momentos fletores maximos n&o se localizem no centro do vao, contudo, a utilizagéo
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de uma rigidez a tor¢ao reduzida e a diminuigcdo do espagamento entre as barras
atenuam essas discrepancias (STRAMANDINOLI, 2003).

Para melhorar os resultados, o diagrama pode ser suavizado pela média dos
momentos nos nds, considerando dois componentes para os momentos fletores (nas
diregdes x e y) e um momento torsor combinado, que integra as contribuicées de
ambas as dire¢gdes. A Figura 10 abaixo apresenta ilustragbes que auxiliam na

compreensao das formulagdes dos momentos.

Figura 10 — Momentos

(a) Direcdo dos momentos em um elemento infinitesimal da laje

Md

i\

(b) Momento fletor nas barras (c) Momento torsor nas barras

Fonte: Adaptado de HOROWITZ (2016)

A Figura 10(a) ilustra as diregcbes dos momentos fletores e torsores em uma
parcela infinitesimal de uma laje genérica, mostrando que esses momentos ndo tém
natureza vetorial, sendo definidos nas diregcbes das armaduras projetadas. Ja as
Figura 10(b) e Figura 10(c) ilustram as formulagdes para o calculo dos momentos, tal
que, na Figura 10(b), duas barras conectadas por um né exibem momentos fletores
distintos a esquerda (M, ) e a direita (M, ), enquanto na Figura 10(c), quatro barras
conectadas por um no apresentam valores diferentes de momento torsor ( Ty, Tip ,

Tyq € Typ).
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Das consideragdes anteriores decorrem as Equacgdes (27) a (29), que resultam
do calculo da média dos momentos e da divisdo pelos valores de largura da faixa
associada a cada barra, que é essencial para converter os resultados obtidos nos
elementos da malha — originalmente concentrados nos ndés — em esforgos

caracteristicos da laje, expressos por unidade de comprimento.

Mxe+de
mx = + (27)
y
Mye'l'Myd
my = —2— (28)

bx

IT1al+|T1p| |T2al+|T2p|
2 : 2

mxy = —2 - s (29)
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2.4.ANALOGIA DE GRELHA COM ANALISE NAO-LINEAR

A analise nao-linear caracteriza-se pela perda de proporcionalidade entre os
carregamentos aplicados e os deslocamentos estruturais correspondentes. No caso
de estruturas de concreto armado, essa resposta estrutural € influenciada
simultaneamente por duas naturezas distintas de nao-linearidade: a fisica, relacionada
a evolugao das propriedades dos materiais ao longo da solicitacdo e a geométrica,
que considera o equilibrio da estrutura em sua configuragdo deformada.

Segundo Kimura (2018), a adog¢do da analise nao-linear na modelagem de
estruturas de concreto armado € justificada por diversos fatores relevantes, entre os
quais destacam-se: (i) o concreto armado apresenta comportamento essencialmente
nao-linear; (ii) essa abordagem proporciona uma representacdo mais realista do
desempenho estrutural ao longo da vida util da edificagao; (iii) as nao-linearidades
fisica e geométrica influenciam significativamente os esforgos internos e os
deslocamentos; (iv) com o desenvolvimento de solu¢gdes cada vez mais esbeltas na
engenharia estrutural moderna, os efeitos ndo-lineares assumem papel cada vez mais
preponderante.

Dentre os principais fendbmenos que conferem esse comportamento nao-linear
ao concreto armado, especialmente no ambito da ndo-linearidade fisica, destacam-se
a fissuracao do concreto, a fluéncia, o escoamento das armaduras e outros efeitos
dependentes do tempo ou da histéria de carregamento (PINTO, 1997). A
consideragcao apropriada desses mecanismos permite obter estimativas mais
fidedignas dos deslocamentos e redistribuicdes de esforgos internos, resultando em
uma resposta estrutural global mais compativel com a condigdes operacionais.

No contexto das metodologias contemporaneas de analise, a modelagem da
nao-linearidade fisica por meio de diagramas momento-curvatura tem se consolidado
como uma pratica recorrente, especialmente em analises refinadas de deformacodes
em pavimentos de concreto armado (KIMURA, 2018). Esta sera a abordagem adotada
neste trabalho. Assim, sera utilizado um procedimento iterativo, no qual os diagramas
constitutivos Momento-Curvatura e Tor¢gao-Rotacdo sdo empregados na atualizagéao
da matriz de rigidez secante dos elementos. Dessa forma, a rigidez da estrutura torna-
se uma fungao dos deslocamentos.

Nesta secdo, serdo discutidos a nao-linearidade fisica, os diagramas

constitutivos e as formulagdes implementadas no cddigo computacional GNG.
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Ressalta-se, por fim, que a nao-linearidade geométrica ndo sera abordada neste

estudo, sendo o foco restrito a representacido dos efeitos fisicos.

2.4.1. Nao-Linearidade Fisica

O concreto armado é amplamente empregado na construgao civil brasileira, o
que torna essencial a compreensao da complexidade do seu comportamento. Embora
possua elevada resisténcia a compressao, sua limitada capacidade de resistir a tracéo
leva a formacao de fissuras nas regides tracionadas. Essas fissuras reduzem a rigidez
da estrutura e caracterizam um comportamento ndo-linear fisico. Com o avanco das
fissuras, a rigidez global do sistema estrutural sofre variagdes continuas, provocando
aumento das deformacgdes e redistribuicdo dos esforgos internos.

Contudo, a fissuragcdo é apenas uma entre varias fontes desse fendbmeno. A
nao-linearidade fisica também decorre de fatores, como: a heterogeneidade do
concreto armado, composto pela interacdo entre o concreto e aco; a presenca e a
distribuicdo das armaduras longitudinais e transversais; os efeitos diferidos no tempo,
como fluéncia e a retragéo; entre outros fenbmenos que influenciam diretamente a
resposta da estrutura.

Neste trabalho, a nao-linearidade fisica sera considerada por meio de um
procedimento incremental-iterativo baseado na atualizagao da rigidez secante. A cada
passo incremental, a rigidez dos elementos estruturais é recalculada em fungao das
relacbes constitutivas dos materiais, refletindo a evolugdo do estado de tenséao-

deformacéao da estrutura.

2.4.2. Diagramas Constitutivos do Material

O comportamento macroscopico dos materiais € descrito por leis constitutivas,
que relacionam tensdes aplicadas e deformacdes resultantes por meio de modelos
matematicos parametrizados conforme as propriedades especificas de cada material
(MARTHA, 2010). Para o presente estudo, essas leis sdo empregadas para
representar a nao-linearidade fisica em elementos de concreto armado, por meio dos

diagramas Momento-Curvatura e Torgao-Rotacéo.
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Esses diagramas substituem a necessidade de integragdo das tensdes na
secdo transversal, permitindo a obtengao direta de esforgos internos e deslocamentos.

A Figura 11 apresenta as etapas dos diagramas constitutivos para o concreto armado.

Figura 11 — Diagramas constitutivos para o concreto armado.

i 0 de/dx

(a) Diagrama Momento - Curvatura (b) Diagrama Torgao - Rotag&o

Fonte: Adaptado de Melo (2010) e Silva (2014).

O comportamento nao-linear do concreto armado pode ser representado pelos
diagramas Momento—Curvatura e Torgdo—Rotagdo, ambos divididos em estagios. No
caso da flexao, trés fases principais sao identificadas: comportamento elastico inicial,
com participagdo do concreto e do ago; redugao de rigidez apos a fissuragdo do
concreto; e aumento acentuado da curvatura com plastificagdo da armadura até o
colapso. No caso tor¢do, observa-se resposta elastica até a fissuragcado torcional,
seguida por perda gradual de rigidez e evolugdo nao-linear marcada pela contribuicdo
da armadura transversal.

Este trabalho ndo tem como objetivo, inicialmente, o desenvolvimento das
relagbes constitutivas. Para os testes propostos, considera-se que tais diagramas
serdo fornecidos pelo usuario como dados de entrada ao GNG. No entanto,
reconhece-se que a obtencdo dessas informagdes, especialmente no caso do
diagrama Torgao—Rotacdo, pode ser complexa. Por isso, em estudos futuros,
pretende-se implementar técnicas de Inteligéncia Artificial para a sua geragao
automatica, tornando os dados de entrada mais acessiveis e alinhados com a

realidade pratica dos usuarios.
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2.4.3. Formulagdes

As formulacbes apresentadas nesta secdo sido fundamentais para a
implementagdo da nao-linearidade fisica no GNG. A partir delas, definem-se os
valores médios da curvatura e da rotagao/giro axial, bem como os procedimentos para
atualizagao da rigidez e determinagao dos deslocamentos da estrutura no regime nao-
linear.

O modelo constitutivo utilizado para a flexdo fundamenta-se na relagdo
Momento-Curvatura, cuja formulagdo decorre diretamente da equacao diferencial da
linha elastica para vigas em regime de pequenos deslocamentos, dada pela Equagao
(30):

d_zv _ M(x)

dx?2  EI(x) (30)

1 d?v
A curvatura, definida como ;, €, portanto, aproximada por FPeL resultando na

Equacéao (31):

1 M(x)

p  EI(x)

(31)

De forma analoga, para a torgao, obtém-se a Equacéao (32):

ﬁ _ T(x)
dx GJ(x)

ae
Onde Ix € a taxa de variagao do angulo de torgdo ao longo do comprimento

do elemento, que sera doravante denotada por ¢(x).

Observa-se que tanto o giro axial quanto a curvatura variam ao longo do
comprimento do elemento de barra. Dada essa variabilidade, adota-se o valor médio
desses parametros como representativo para a determinagdo dos momentos fletores
e torsores por interpolagdo nas curvas constitutivas, e, posteriormente, para a

atualizacao da rigidez.
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Neste estudo, adota-se como parametro de analise a rigidez secante, a qual
difere da rigidez elastica por ser consideravelmente inferior. Essa rigidez corresponde
a inclinagao da reta secante que liga a origem ao ponto de interesse nos respectivos
diagramas, representando, assim, um valor médio de rigidez ao longo da aplicagéo da

carga. As rigidezes sao determinadas pelas Equagdes (33) e (34):

M

Elgee = 7 (33)
Pmédia
T
Glsec = Drmeds (34)
médio
A dedugdo das expressdes de 2 € Onmeqio fundamenta-se nas

Pmédia
configuragbes deformadas elementares de barras prismaticas isoladas, conforme
descrito por Martha (2010). Tais deformagdes resultam da aplicagdo de
deslocabilidades unitarias nas extremidades dos elementos, nas dire¢cdes dos eixos
locais, sendo representadas pelas funcbes de forma associadas. O campo de
deslocamentos de um elemento de barra submetido a flexao é, entdo, expresso de

acordo com a Equacéo (35):
v(x) = Ny(x) * dy + N3(x) * d3 + Ny(x) * dy + Ne(x) * dg (35)
Em que N;(x) representam as fungbes de forma associadas aos graus de

liberdade relativos a flexao no elemento de barra isolado, cujas formulagdes analiticas

sdo apresentadas nas Equacdes (36) a (39):

N(x)=1-3+« (f)2 +2x (f)3 (36)
Ny(x) = x — Z*sz + i—j (37)

Ny(x) = 3 * (f)2 2% (f)3 (38)

L
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w

Ne(x) =5 - % (39)

L2 L

A curvatura pode ser aproximada pela segunda derivada da linha elastica,

conforme indicado na Equacéo (40):

% = N, (x) % dy + N3 (%) * dy + N,/ (x) * dy + Ng"' (x) * dg (40)

Onde as derivadas das fung¢des de forma séo definidas pelas Equagdes (41) a
(44):

12*x

6
N'(X)=—5+—]73

(41)

" 4 6%

N3"(x) = ——+ = (42)
' 6  12%

NS () = == (43)
iz 6+ 2

Ne"(x) == —+ (44)

L L

Logo, a curvatura média ao longo do comprimento do elemento é determinada
pela Equacéao (45):
1 1

L1
- =-x* | —dx 45
Pmédia L fo p 43)

A avaliagédo analitica da integral revela que as componentes associadas as
funcbes simétricas em relacdo ao centro do elemento se anulam, permanecendo
apenas aquelas ligadas aos graus de liberdade de rotagédo d; e dg. Isso resulta na

formulacédo da Equacéo (46):

1 _ (de—d3)
Pmédia L
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A priori, ndo se fara distingao entre a perda de rigidez para momentos fletores
positivos ou negativos, sendo utilizado o valor absoluto, o que também sera feito para
0 giro axial posteriormente.

Para o giro, cuja l6gica segue a mesma abordagem, considera-se a deformagao

axial rotacional expressa segundo a Equacéo (47):
d(x) = Np(x) xdp + Ns(x) = ds (47)

Onde N,(x) e Ns(x) sdo as fungdes de forma axiais da barra, dadas pelas
Equacgdes (48) e (49):

Np(x) = (1-%) (48)

Ns(x) =7 (49)

Logo, a média da rotacéo/giro axial ao longo do elemento é obtida pela

integracdo mostrada na Equacéo (50):

1 L x x (ds+d3)
Prmedio =7+ Jy (1=7) * do + 7 #ds ) dx = 522 (50)
No que tange a resolugao do sistema nao-linear, utilizou-se o método de Picard,
no qual a matriz de rigidez € atualizada a cada iteragcdo com base nas propriedades
secantes recalculadas. Assim, os deslocamentos sao obtidos pela resolugdo do

sistema da Equacao (51):

. . FG ,
[KG(desl™1)|{desl'} = %(Incr‘) (51)

Em que [KG(desl™1)]| é a matriz de rigidez secante corrente calculada com os
deslocamentos da iteragdo anterior; {desl'} é o vetor de deslocamentos atual e

incognita do sistema; Numlincr é o numero total de incrementos da carga; e Incr' é o

incremento corrente.
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Esse processo se repete a cada incremento até que a diferenca entre os
deslocamentos de duas iteragées consecutivas seja menor que a tolerancia adotada.

A convergéncia é verificada pelo critério da Equacao (52):

|desti=1|~|dest|

erro = |desti-1|

< Tol (52)

Com esse procedimento, a convergéncia ocorre de forma eficiente e o calculo

dos esforgos internos é realizado apenas uma vez, apds a solugao convergir.



42

3. METODOLOGIA

O presente estudo tem como objetivo principal o desenvolvimento de rotinas de
calculo para a analise linear e ndo-linear de lajes utilizando o Método da Analogia de
Grelha. As ferramentas desenvolvidas permitem a definicdo de grelhas simples ou
equivalentes de lajes, gerando resultados de deslocamentos (translacionais e
rotacionais) e esforgcos solicitantes (cortante, momento fletor e torsor) conforme as
tipologias de analise incorporadas.

O procedimento adotado foi estruturado em etapas interdependentes, integrando
o estudo tedrico a implementacdo computacional. A revisdo da literatura abrangeu
temas como analise linear e n&o-linear de estruturas, comportamento de lajes, Método
da Analogia de Grelha e métodos computacionais, entre outros.

A implementacao, por sua vez, foi conduzida por revisdes continuas orientadas
pela compreensao gradual dos conceitos abordados e pela analise dos resultados
obtidos, com o objetivo de atender as necessidades identificadas ao longo do
desenvolvimento. A validacdo da ferramenta foi realizada por meio da comparagao
com exemplos consolidados na literatura técnica.

Nos tépicos seguintes, apresentam-se os detalhes da estrutura dos cddigos

desenvolvidos, com énfase na organizacao interna e funcionamento.

3.1.DESENVOLVIMENTO DO CODIGO PARA A ANALISE LINEAR

O desenvolvimento do cddigo numérico de analise linear baseou-se em um
exemplo extraido do livro de Logan (2007), que apresenta as equagdes para o calculo
dos deslocamentos e esforcos em uma grelha simples. Essas formula¢des foram
adaptadas para a linguagem Python e implementadas no ambiente Google
Colaboratory. Como resultado, foi estruturada uma rotina de analise linear organizada
em cinco sec¢des principais: Instalagdes, Importacdes e Bibliotecas; Dados de Entrada;
Fungdes; Processamento; e Pds-processamento, que serdo detalhadas nos topicos
subsequentes.
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3.1.1. Instalagoées, Importagoes e Bibliotecas

Esta sec&o prepara o ambiente de desenvolvimento, assegurando a instalagao
e importacdo das dependéncias necessarias. Foram utilizados o moédulo vtkLine do
pacote EVTK (HERRERA, 2016) para manipulagao de linhas 3D, além das bibliotecas
numpy, para calculos numéricos, e math, para operagdes matematicas essenciais a

execugao do codigo.

3.1.2. Dados de Entrada

O cddigo foi estruturado para atender a dois tipos de exemplos, controlados
pela variavel calculo que pode assumir as strings "simplificado" ou "completo”. O modo
"simplificado" € indicado para modelos basicos de grelha com poucos elementos e
com todas as propriedades previamente definidas, ideal para as validagdes iniciais.
Ja o modo "completo" é destinado a analise de lajes por grelha equivalente, incluindo
célculos adicionais como a inércia dos elementos de laje e vigas.

Assim, os dados de entrada variam conforme o tipo de problema, mas
geralmente incluem os componentes listados a seguir. As Figura 12 a Figura 23,
apresentadas nesta sec¢éao, tém carater ilustrativo e genérico, servindo para facilitar a
compreensao dos dados, sem estarem vinculadas a um exemplo especifico.

A matriz de conectividades (Figura 12) é definida pela incidéncia nodal dos
elementos, sendo que a ordem dos indices dos nds determina o sentido do eixo local
X, direcionado do nd inicial ao né final. O eixo local z € perpendicular ao plano, e o

eixo y resulta do produto vetorial entre x e z.

Figura 12 — Matriz conec

### Matriz de conectividades (elemento, ndé 1, nd 2)

conec = np.array([[1, 1, 2],
[2, 2, 3]])

Fonte: A AUTORA (2024)
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A matriz de coordenadas (Figura 13) define a geometria global do modelo em um

sistema de eixos globais, atribuindo a cada n6é um indice e suas coordenadas.

Figura 13 — Matriz coord

#i## Matriz de coordenadas (né, x, y, z)
coord = np.array([[1, ©, @&, @],

[2, BJ ‘4: B]:

[3, 6, -4, e]])

Fonte: A AUTORA (2024)

A matriz de descri¢céo do tipo de elemento, como mostra a Figura 14.

Figura 14 — Matriz Tipo_elemento

### Descricdo do tipo de elemento (elemento, tipo)

Tipo_elemento = np.array([
*[[1, "vi"] for i in range(1, 11)], # Elementos 1-10: "vi"
*[[1, "L1x"] for i in range(11, 101)], # Elementos 11-100: "L1x"
*[[1, "Vv2"] for i in range(101, 111)], # Elementos 101-118: "v2"
*[[1i, "v3"] for i in range(111, 121)], # Elementos 111-120: "v3"
*[[1, "L1y"] for i in range(121, 211)], # Elementos 121-21@: "L1ly"
*[[i, "v4"] for i in range(211, 221)], # Elementos 211-226: "v4"

Fonte: A AUTORA (2024)

Os maddulos de elasticidade longitudinal e transversal, como ilustrado na Figura 15.

Figura 15 — Mddulos de Elasticidade

### Definicdo das Elasticidades:

# modulo de elasticidade longitudinal:

E = 30*10**6 # segundo NBR 6118:2823, item 8.2.8 (KN/m2?)

### Modulo de elasticidade transversal (KN/m2):

Vv = 0.25 # coeficiente de poisson, segundo NBR 6118:2023, item 8.2.9
G E/(2*(1+v)) # médulo de elasticidade transversal

Fonte: A AUTORA (2024)

A matriz de inércia para os casos de calculo simplificado, como apresentado na

Figura 16.

Figura 16 — Matriz Inércia
### Matriz de Inercia (elemento, Momento de Inércia a flexdo(m"4), Momento de Inércia a Torg¢do (m"4)):
Inercia = np.array([[ 1, 1, 1],
[ 2, 1, 1]])

Fonte: A AUTORA (2024).
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A defini¢cdo das variaveis geométricas dos elementos estruturais (Figura 17), como

largura da faixa de discretizagao, espessura das lajes e dimensdes das vigas.

Figura 17 — Variaveis geométricas

# Informacdes da Laje 1

# Largura da faixa de discretizacdo nas duas direcées :
faixal x= @.5 # (m)

faixal y= ©.5 # (m)

# Espessura da laje :

h_lajel = 0.1 # (m)

# Informacdes da viga 1
b_vigal = ©.12 # (m)
h_vigal = ©.50 # (m)
# Informacdes da Viga 2
b_viga? = 0.12 # (m)
h_viga? = .50 # (m)
# Informacdes da Viga 3
b viga3 = 0.12 # (m)
h_viga3 = .50 # (m)
# Informacdes da Viga 4

b_vigad = .12 # (m)
h_vigad = .50 # (m)

Fonte: A AUTORA (2024)

A matriz de descricdo das lajes, como demonstrado na Figura 18.

Figura 18 — Matriz Descr_lajes

### Descricao das lajes (Identifica¢dao da laje, espessura da laje, faixa de discretizagao)
Descr_lajes = np.array([[ "L1x", h_lajel, faixal_x],
[ "Liy", h_lajel, faixal_vy]])

Fonte: A AUTORA (2024)

A matriz de descri¢do das vigas, ilustrada pela Figura 19.

Figura 19 — Matriz Descr_vigas

### Descricdo das vigas (Identificacdo da viga, tipo da viga (Retangular, L_TipoI, T_TipoI, L_TipoII, T_TipoII), comprimento interno da viga, altura da viga, base da viga,

# identificacdo da laje adjacente, menor_vao, al, a2, condicao de apoio da viga).

Descr_vigas = np.array([[ " “Retangular”, 0, h_vigal, b_vigal, "faixal_borda", 0, @, 0, "Condi¢do ndo definida"],
[ "Vib", "Retangular®, 0, h_vigal, b_vigal, "faixal_borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
[ “V2a", "Retangular®, 0, h_viga2, b_viga2, "faixal_borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
[ “V2b", "Retangular®, 0, h_viga2, b_viga2, "faixal_borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
[ “V3a", "Retangular®, 0, h_viga3, b_viga3, "faixal_borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
i “Retangular”, 0, h_viga3, b_viga3, "faixal borda", 0, @, 0, "Condigdo ndo definida"],
[ “V4a", "Retangular®, 0, h_viga4, b_viga4, "faixal_borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
ks “Retangular”, 0, h_viga4, b_viga4, "faixal borda", 0, @, 0, "Condi¢do ndo definida"],
ks “Retangular”, 0, h_vigas, b_vigas, “faixal borda", 0, @, @, "Condi¢do ndo definida"],
Iik= “Retangular”, 0, h_vigas, b_vigaS, "faixal borda", 0, @, @, "Condigdo ndo definida"],
s “Retangular”, 0, h_vigaé, b_viga6, "faixal borda", 0, @, 0, "Condigdo ndo definida"],
ks “Retangular”, 0, h_vigaé, b_viga6, "faixal borda", 8, @, 0, "Condi¢do ndo definida"]
1

Fonte: A AUTORA (2024)

A definigdo das condi¢gdes de contorno para cada no, onde o valor 1 no vetor
contorno indica engastamento, O corresponde ao bloqueio da translagao, e 2 restringe

tanto a translacdo quanto a rotacdo normal ao bordo. Para o bloqueio da rotagao
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nesse ultimo caso, sio utilizados os vetores auxiliares no_elim _aux1 e no_elim_aux2,

conforme a Figura 20.

Figura 20 — Vetores de definigdo das condi¢gbes de contorno

### Aplicacdo das condicdes de contorno:

no_elim = [1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 13, 19, 20, 26, 27, 33, 34, 49, 41, 42, 43, 44, 45] # no6s com restric3o
contorno= [2, 2, 2,2, 2,2, 2, 2, 2, 2, 2, 6 2, 2, 2,6 2, 6 92, 2, 2, 2, 2] # condicido aplicada por no,
no_elim aux1 = [1, 2, 3, 4, 5, 41, 42, A3, 44, A5] # nos com restricdo em ry

no_elim_aux2 = [6, 12, 13, 19, 20, 26, 27, 33, 34, 40] # nds com restricdo em rx

Fonte: A AUTORA (2024)

A definicdo das variaveis auxiliares, como mostra a Figura 21.

Figura 21 — Variaveis auxiliares

### Definindo varidveis de auxilio:

tem_viga = "Ndo" # indica se no modelo existem elementos de viga
tem_laje = "Sim" # indica se no modelo existem elementos de laje
nel = conec.shape[@] # nimero de elementos

nn = coord.shape[@] # nimero de nés

ngl = nn * 3 #nlmero de graus de liberdade (incégnitas nodais)
nelim = len(no_elim) # ndmero de nds com GL restringido

Fonte: A AUTORA (2024)

A definicdo das agdes aplicadas diretamente nos nos (Figura 22), orientadas de
acordo com as diregdes dos eixos globais.

Figura 22 — Vetor A

### Definicao das agbes conhecidas nas estrutura real (a estrutura a seguir deve ser repetida para cada carga de
# valor diferente a ser aplicada: F1, F2, F3, etc.)
Pl = -22 # valor da carga concentrada (KN): o sinal negativo indica o sentido para baixo
A = np.zeros(ngl) # Vetor A ( para armazenar as agodes)
no_Pl_carga_aplicada = [2] # nds de aplicagado da carga
# estrutura de repeticdo para aplicacdo das cargas nos nos respectivos
for i, val in enumerate(no_P1l carga_aplicada):
A[3*(val-1)] = P1

Fonte: A AUTORA (2024)

A aplicacdo das acbes distribuidas nos elementos (Figura 23), estabelecidas

conforme as dire¢des dos eixos globais.

Figura 23 — Matriz de agbes externas:

#i## Aplicacdo das Acgles Externas (a estrutura a seguir deve ser repetida para cada carga de valor
# diferente a ser aplicada: ql, g2, g3, etc.)
ql_L1l = @ # valor da carga distribuida (kN/m2): o sinal negative indica o sentido para baixo
ql_L1_linear = ((faixal_x*faixal_y)*ql_L1)/ (faixal_x+faixal_y) # cdlculo da carga linear (kN/m)
elemento_ql_L1_carga_aplicada = [] # elementos de aplicacdo da carga linear
q_aplic = np.zeros((nel,2)) # matriz para armazenamento do carregamento linear por elemento
q_aplic[:, ©] = np.arange(l, nel + 1) # insere a numeracdo dos elementos na primeira coluna
# estrutura de repeticdo para aplicagdo das cargas lineares nos elementos respectivos
# q_aplic = [elemento, Carga aplicada(KN/m)]
for i, val in enumerate(elemento_ql_L1 carga_aplicada):

q_aplic[(val-1),1] = q1_L1_linear

Fonte: A AUTORA (2024)
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Além das informagdes descritas, o usuario também deve definir o Coeficiente

Redutor da

Inércia a Torgdo das vigas,

atribuindo seu valor a variavel

divisor_inercia_torca0 nos casos que envolvem vigas. Também é necessario

especificar o tipo de calculo a ser executado ("Simplificado" ou "Completo") e indicar

o0 nome do arquivo a ser gerado para o Paraview, atribuindo-o a variavel filename.

Com essas configuragdes definidas, a analise pode ser iniciada.

3.1.3. Fungoes

Com o objetivo de otimizar os calculos e aprimorar a eficiéncia das rotinas,

especialmente considerando que diversas operagbes sao repetidas ao longo da

execugao do cédigo, foram desenvolvidas algumas funcdes. A

Tabela 1 apresenta essas funcdes e suas respectivas aplicacoes.

Tabela 1- Fungdes do GLG

Funcgao Aplicagao
ObterNo Retorna os indices dos nés do elemento.
ObterCoordNo Retorna as coordenadas dos nés do elemento.
Obterlnercia Retorna as inércias do elemento, previamente definidas.
ObterComprBarra Calcula o comprimento da barra a partir das coordenadas dos nés do elemento.
ObterSenCos Retorna o senB e o cosb que indicam a orientagédo da barra.
ObterMatrizRigidez Calcula os coeficientes de rigidez e retorna a matriz de rigidez do elemento.
ObterMatrizTransf Retorna a matriz de transformagao.
ObterGrauliberd Retorna o vetor de g’rau de liberdade, que auxilia no calculo dos indices dos graus de

liberdade de cada n6 de um elemento.

AplicarCondicoesContorno  Aplica as condigdes de contorno na matriz de rigidez e no vetor de cargas.
ObterAcoesExternas Retorna o vetor de agdes externas.
ObterEsforcos Retorna os esforgos internos dos elementos.
ObterlnerciaViga Retorna os momentos de inércia a flexdo e a torgcao das vigas.
Obterlnercial aje Retorna os momentos de inércia a flexdo e a torgdo das lajes.
ObterArquivoPV Prepara o arquivo para o Paraview, adaptada de PreParaview - Silva (2022).
ObterFaixa Retorna a faixa de discretizagdo correspondente a barra.

Fonte: A AUTORA (2024)

3.1.4. Processamento

A secéo de processamento esta dividida em trés etapas principais. A primeira trata

do calculo das inércias a flexdo e a torgao dos elementos de barra, além da definicao

e montagem da matriz de rigidez global e do vetor de cargas, conforme ilustrado no
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fluxograma da Figura 24. Na segunda, aplicam-se as condi¢gdes de contorno a matriz
de rigidez e ao vetor de cargas, por meio da fungéao AplicarCondicoesContorno, que
utiliza o vetor elim para identificar os graus de liberdade bloqueados. Por fim, a terceira
parte resolve a equacgao de equilibrio para determinar os deslocamentos, empregando
a funcao numpy.linalg.solve, do pacote NumPy, que soluciona sistemas de equacgdes

lineares na forma Ax = B.

Figura 24 — Fluxograma do processo de definicdo da matriz de rigidez e do vetor de cargas
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Fonte: A AUTORA (2024)

3.1.5. Pos-processamento

A secao de pos-processamento € organizada em quatro etapas centrais: calculo
dos esforgos, determinagcdo dos momentos fletores, determinacdo dos momentos
torsores e geragao do arquivo para visualizagdo no ParaView. Os esforgos internos
da grelha (cortante e momentos fletor e torsor) sdo calculados pela funcgéo
ObterEsforcos a partir dos deslocamentos previamente obtidos, conforme ilustrado no

fluxograma da Figura 25.
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Figura 25 — Fluxograma do processo de calculo dos esforgos
INICIALIZA A MATRIZ @

DE ESFORCOS
A

MATRIZ

TRANSFORMAGAQ
INDICES l I
Bt GRAUS DE
W LIBERDADE DOS
NOS DO ELEMENTO
COORDENADAS, l
DEOLSE sgﬁ_r%o DESLOCAMENTOS
DO ELEMENTO
COMPRIMENTO DA l P
BABRA VETOR DE AGOES
EXTERNAS DO
l ELEMENTO
INERCIAS DO
ELEMENTO CALCULO DOS
ESFORGOS
l INTERNOS
ORIENTAGCAC DO
ELEMENTO y
RETORNA A MATRIZ
DE ESFORCOS
MATRIZ DE RIGIDEZ

LOCAL DO
ELEMENTO

O ®

Fonte: A AUTORA (2024)

Ap0s o calculo dos esforgos e o0 ajuste dos sinais para a convengao da Resisténcia
dos Materiais (Iltem 2.2.5), procede-se ao calculo dos momentos, conforme ilustrado
no fluxograma da

Figura 26. Neste fluxograma, a continuidade A' refere-se ao momento fletor,
enquanto A" corresponde ao momento torsor. O processo gera os vetores Mx e My,

representando os momentos fletores nas respectivas diregdes, e o vetor Txy, que
representa o momento torsor resultante.
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Figura 26 — Fluxograma do processo de calculo dos momentos
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Fonte: A AUTORA (2024)

Por fim, a fungdo ObterArquivoPV organiza os dados da grelha e os resultados
da analise para gerar dois arquivos VTK compativeis com o ParaView, por meio da
biblioteca EVTK. Um arquivo representa a estrutura deformada, com as coordenadas
ajustadas pelos deslocamentos translacionais, além das rotagdes e esforgos internos;
o outro, a estrutura indeformada, com as coordenadas originais. Esses arquivos
permitem a analise grafica detalhada dos resultados no ParaView, que é um software
livre voltado a visualizacdo de dados cientificos, facilitando sua interpretagdo e
apresentacao (PARAVIEW, 2020).
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3.1.6. Fluxograma do cédigo

A Figura 27 apresenta o fluxograma geral do algoritmo desenvolvido, sintetizando
a sequéncia das principais etapas descritas nos itens anteriores. Apos as devidas

implementagdes e revisdes, o cddigo final foi nomeado GLG (General Linear Grid).

Figura 27 — Fluxograma dos procedimentos gerais do GLG

INSTALAGOES,
IMPORTACOES E
BIBLIOTECAS

DADOS DE @
ENTRADA l

i CALCULO DOS
GALGUEOIDA DESLOCAMENTOS
INERCIA
CALCULO DA CALCULO DOS
MATRIZ DE RIGIDEZ ESFORGOS
GLOBAL l
CALCULO DO CALCULO DOS
'VETOR DE CARGAS MOMENTOS
GLOBAL l
~ RETORNA ARQUIVO
APLICAGAO DAS
CONDICOES DE PARAVIEW
CONTORNO |

1
®

Fonte: A AUTORA (2024)
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3.2. DESENVOLVIMENTO DO CODIGO PARA A ANALISE NAO-LINEAR

O codigo numérico para a analise n&o-linear foi desenvolvido a partir da rotina
linear GLG e posteriormente ampliado com os elementos necessarios a incorporagao
dos efeitos nao-lineares. As formulagdes necessarias a consideracdo da nao-
linearidade (ltem 2.4.3) foram adaptadas para a linguagem Python e implementadas
no ambiente Google Colaboratory. O resultado foi a criagdo da rotina GNG (General
Nonlinear Grid), estruturada de forma analoga ao GLG. Este tdpico, portanto, tem
como foco apresentar exclusivamente as adaptacdes realizadas e os aspectos que

distinguem os dois algoritmos.

3.2.1. Instalagoes, Importagoes e Bibliotecas

Para a preparagcdo do ambiente de desenvolvimento da analise nio-linear,
foram empregadas bibliotecas especificas voltadas a interpolagdo e visualizagao
grafica dos resultados. A fungao interp1d, do modulo interpolate da biblioteca SciPy,
foi utilizada na criagcdo de fungdes de interpolagdo baseadas nos Diagramas
Momento-Curvatura e Torgdo-Giro Axial. Para a representagao grafica, recorreu-se ao
modulo pyplot, da biblioteca matplotlib, que forneceu a interface para a geragao de

graficos.

3.2.2. Dados de Entrada

Para incorporar os efeitos da nao-linearidade do material, foi necessario incluir
novos parametros de entrada, além daqueles ja utilizados no GLG. Esses dados
adicionais sdo detalhados a seguir.

O Numero de incrementos de carregamento, o critério de tolerancia para
convergéncia das iteragdes e a identificagdo do né para o qual se deseja visualizar a

trajetéria Carga x Deslocamento Translacional, como mostra a Figura 28.
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Figura 28 — Numincr, Tol e indice do nd desejado

### Numero de etapas de carregamento
NumIncr =10

### Tolerancia para convergéncia das iteracgoes
Tol=10e-6

### Indique o nd que deseja visualizar a trajetdria: Carga x Deslocamento.
no_traj = 2
no_traj = no_traj-1

Fonte: A AUTORA (2025)

A definicdo das coordenadas dos diagramas Momento—Curvatura para fins de
interpolagcdo, bem como da matriz auxiliar Tipo MC, responsavel por associar os

elementos da malha a respectiva curva constitutiva, como apresentado na Figura 29.

Figura 29 — Diagrama Momento-Curvatura

### Coordenadas do grafico Momento-Curvatura para interpolacdo Ndo Linear - Elementos do Centro

# As coordenadas x e y de um ponto no diagrama devem ocupar a mesma posicdo nos vetores abaixo.

Momento_Ord_Tipol = [0, ©.3314, ©.8267, 1.4882,  2.315, 3.3051, 4.4534, 5.7406, 7.176, 8.715, 10.3455, 12.005, 13.6544, 14.3154, 14.3773, 14.4149, 14.4286, 14.4198, 14.3878, 14.3317]
Curvatura_Abs_Tipol = [0, 0.001294, 0.003234, ©.005822, 0.009056, 0.01294, 0.01747, 0.02264, 0.02846, 0.03493, 0.04205, ©.04981, 0.05822, 0.06728, 0.07698, 0.08733, 0.09833,  0.11, 0.1223, 0.1352]

#i## Coordenadas do grafico Momento-Curvatura para interpolacdo Ndo Linear - Elementos da borda
# As coordenadas x e y de um ponto no diagrama devem ocupar a mesma posicdo nos vetores abaixo.

Momento_Ord_TipoII = [0.0, 3.6626, 9.135, 16.4448, 25.5614, 36.329, 48.7308, 58.7903, 59.391, 59.8197, 60.1535, 60.3992, 60.5792, 60.7045, 60.7816, 60.8161, 60.8126, 60.7727, 60.7059, 60.6098]
Curvatura_Abs_TipoII = [0.0, 0.0007923, 0.001981, 0.003566, 0.005546, 0.007923, 0.0107, 0.01387, 0.01743, 0.02139, 0.02575, 0.03051, 0.03566, 0.0412, 0.04714, 0.05348, 0.06022, 0.06735, 0.07488, 0.0828]

Tipo_MC = np.array([
["L1x", Momento_Ord TipoI, Curvatura_Abs_TipoI],
["L1y", Momento_Ord TipoI, Curvatura_Abs_TipoI],
["Via", Momento_Ord TipoII, Curvatura Abs_TipoII],
["V1b", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII],
["V2", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII],
["V3a", Momento_Ord TipoIl, Curvatura Abs TipoII],
["V3b", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII],
["V4", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII],
["V5a", Momento_Ord TipoII, Curvatura_Abs TipoII],
["V5b", Momento_Ord_TipoIT, Curvatura_Abs_TipoII],
["V6a", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII],
["V6b", Momento_Ord_TipoII, Curvatura_Abs_TipoII]

1, dtype=object)

Fonte: A AUTORA (2025)

A variavel TR define o modo de consideragéo da rigidez a torgdo — por meio de
um diagrama Torg¢ao-Rotagao ou da aplicagdo de um coeficiente redutor de inércia.
Na primeira abordagem, o usuario deve fornecer os pares de coordenadas da curva e
a matriz auxiliar Tipo_TR. Na segunda, s&o exigidos os valores dos divisores de
inércia a torgdo para lajes  (divisor_inercia_torcao_laje) e  vigas
(divisor_inercia_torcao_viga), conforme detalhado na

Figura 30.
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Figura 30 — Diagrama Torgao-Giro Axial e Divisor de Inércia

#i#t Coordenadas do grafico Momento-Curvatura para interpolacdo ou Redutor

# Quanto 3 torgdo, é possivel fornecer o diagrama Tor¢do-Rotag¢do ou aplicar um redutor.

# A varidvel TR deve ser preenchida com "Diagrama" ou "Divisor", conforme a op¢do escolhida.
TR = "Diagrama™

## Coeficiente redutor da Inércia a torc¢do de vigas:
divisor_inercia_torcao_viga = 1 # Item 17.5.1.2 da NBR 6118:2023

### Para que o usuario também seja capaz de definir um redutor para as lajes:

divisor_inercia_torcao_laje = 1

###t Coordenadas do grdfico Torgdo-Rotacdo para interpolagdo - Teste 1

# As coordenadas x e y de um ponto no diagrama devem ocupar a mesma posi¢do nos vetores abaixo.

Torcao_Ord_Tipol = [0, .25, 0.50, 0.75, 1.00, 1.25, 1.50, 1.75, 2.00, 2,25, 2.50, 2.75, 3.00]
Rotacao_Abs_TipoI = [0, 3.283e-05, 6.566e-05, 9.848e-05, 1.313e-04, 1.641e-04, 1.970e-04, 2.298e-04, 2.626e-04, 2.955e-04, 3.283e-04, 3.61le-04, 3.939e-04]

Tipo_TR = np.array([["V1", Torcao_Ord_TipoI, Rotacao_Abs_TipoI]
1, dtype=object)

Fonte: A AUTORA (2025)

3.2.3. Fungoes

Com o intuito de aprimorar a eficiéncia do algoritmo, especialmente diante do
carater iterativo da analise ndo-linear, foram implementadas duas novas fung¢des para
0 processamento da rigidez, além da adaptacdo de uma fungado ja existente. A

aplicacao dessas fungbes esta organizada na Tabela 2.

Tabela 2 — Fungdes do GNG

Fungao Aplicagao

Calcula a Matriz de Rigidez Global e o Vetor de Cargas Global correspondente ao primeiro
incremento de carga, considerando o regime linear.

Atualiza a Matriz de Rigidez Global a partir do segundo incremento de carga, utilizando as

rigidezes secantes extraidas dos diagramas constitutivos.

Funcgdo existente que foi modificada para que o calculo dos esforgos passe a considerar a
Ultima matriz de rigidez atualizada, em substituigdo a matriz elastica originalmente utilizada.

ObterKG_FG
ObterKG_NL

ObterEsforcos

Fonte: A AUTORA (2025)

3.2.4. Processamento

A etapa de processamento esta estruturada em duas partes principais. A primeira
corresponde ao calculo das inércias dos elementos de barra, bem como a definicao
do vetor elim, que reune os graus de liberdade restringidos. A segunda parte abrange

a obtencgéo dos deslocamentos nodais, organizada em dois blocos: linear e ndo-linear.
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No bloco linear, assume-se o comportamento elastico-linear do material, sendo
determinados os deslocamentos relativos ao primeiro incremento de carga. Esses
valores servem como estimativa inicial para o processo iterativo da analise n&o-linear.

Ja no bloco n&o-linear, a matriz de rigidez é atualizada iterativamente pelo método
de Picard, partindo inicialmente dos deslocamentos calculados no bloco linear. As
rigidezes secantes sao determinadas por meio da interpolagdo dos diagramas
constitutivos, combinada com as expressdes de curvatura e giro meédio previamente
deduzidas. Essa nova matriz € entdo utilizada para recalcular os deslocamentos,
repetindo-se o procedimento até que o critério de convergéncia seja satisfeito.

Uma vez atingida a convergéncia para o incremento de carga corrente, o
carregamento € progressivamente elevado conforme o numero de etapas definido
previamente. A solucao obtida no incremento anterior serve como estimativa inicial
para o proximo ciclo iterativo. Esse procedimento se repete até que toda a carga
aplicada seja considerada e a resposta global do sistema esteja estabilizada. O

fluxograma da Figura 31 detalha esse processo.

Figura 31 — Fluxograma do processo iterativo de calculo da rigidez e dos deslocamentos
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CONTORNO

CALCULO DO
des|_new
CALCULO DO
ERRO
ERRO<= Tol Sim desl_old=des|_new
incr = incr+1
lNéo

desl_old=desl_new

Fonte: A AUTORA (2025)
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3.2.5. Pos-processamento

A etapa de pds-processamento foi preservada com a mesma estrutura adotada no
cédigo GLG, contemplando a determinagao dos esforgos internos e o calculo dos
momentos fletores e torsores na estrutura, seguido da exportacdo dos dados em

arquivo compativel com o ParaView.

3.2.6. Fluxograma do cédigo

A Figura 32 apresenta o fluxograma que sintetiza o funcionamento da rotina nao-
linear desenvolvida, destacando a ordem das principais etapas discutidas nos topicos

anteriores.

Figura 32 — Fluxograma dos procedimentos gerais do GNG

INSTALAG @_ES‘
IMPORTACQES E
BIBLIOTECAS

DADOS DE
ENTRADA

CALCULO DA CALCULO DOS
INERCIA E DE ESFORCOS
ELIM l
CALCULO DOS
| BLOCO LINEAR MOMENTOS
= RETORNAARQUIVO
BLOCO NAO- SAR AT
LINEAR

i
®

Fonte: A AUTORA (2025)
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4. RESULTADOS

4.1.VALIDACAO DO CODIGO PARA A ANALISE LINEAR

A validagdo do codigo de analise linear foi realizada com exemplos da literatura
especializada, abrangendo diferentes configuragées de lajes, com o objetivo de
verificar a confiabilidade do algoritmo em diversos cenarios. Os torsores calculados
pelo GLG foram apresentados em mddulo, exceto nos casos iniciais, com grelhas
simples, onde os esforgos foram avaliados n6 a nd, preservando-se o sinal. Por essa
razao, nao se geraram graficos de torsor no ParaView, sobretudo porque grande parte
das referéncias consultadas ndo disponibiliza os valores dos momentos torsores.
Quanto aos demais esforgos, convém destacar que seus sinais podem variar

conforme a convencao adotada.
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4.1.1. Exemplo 1.1 do GLG
Este caso corresponde ao exemplo 5.6, extraido de Logan (2007), que
apresenta uma grelha composta por dois segmentos. Foram adotados os seguintes

pardmetros: E =210 GPa, G =84 GPa, I = 16,6 *10°m* e | =4,6 x10">m*. As

condi¢des de contorno, o carregamento e os resultados estao dispostos na Figura 33.

Figura 33 — Comparacéao entre os resultados do GLG e os de Logan (2007) — Exemplo 1.1

N
I 5 <
l
I
-
o
2833

/ 22 kN
/ @3m

/
@ 2 dz (mm)

14 m 266400 2 15 A 05  00e+00
- e | O
(a) llustragao da grelha do Exemplo 1.1 (b) Deslocamentos verticais
Mx (KN.m/m) My (kN.m/m)
31e+01 25 20 -15 -10 5 1.6e+00 -3.le+01 26 20 -15 -10 5 1.6e+00
e et o— ' e c—
(c) Momentos em x (d) Momentos em y
--------- LOGAN GLG 5(%)
Deslocamentos e Rotagdes noné 2

Vs (M) -0,00259 -0,00263 1,54

¢ (rad) 0,00126 0,00128 1,59

@2 (rad) -0,00126 0,00128 1,59

Momentos Fletores e Torsores
Elemento 1

My1 (kN.m/m) 31,0 -31,354 1,14

M, (KN.m/m) 1,5 1,646 9,73

Ty (KN.m/m) -1,5 1,646 9,73

Tiz (kN.m/m) 1,5 1,646 9,73

Elemento 2

My2 (KN.m/m) -1,5 1,646 9,73

Mys (kN.m/m) -31,0 -31,354 1,14

Tyz (kN.m/m) 1,5 1,646 9,73

Tya (kN.m/m) 1,5 1,646 9,73

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.2. Exemplo 1.2 do GLG

O exemplo 3.5 de Soriano e Lima (2006) descreve uma grelha com rigidezes
El =50%10°%N.m? e GJ =4,0+«10°kN.m?. Com o objetivo de aprimorar a
visualizacdo no Paraview, adotou-se um fator de escala superior ao utilizado nos
demais exemplos. As restrigbes, o carregamento e os resultados podem ser

visualizados na Figura 34.

Figura 34 — Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Soriano e Lima (2006) — Exemplo 1.2

v

LA X

Elemento 1

l 50kN \/
; Elemento 2

3,0m 3,0m dz (mm)
+ : -1.8e-01 -0.14 0.12 0.1 -0.08 -0.06 0.04 0.0e+00
= - |
(a) llustragdo da grelha do Exemplo 1.2 Lommie E
__________ SORANGELIVA OEG 50%) (b) Deslocamentos verticais
Deslocamentos e Rotacoes
NG 2

v2(m) 0 0 0,00
@ (rad) 0 0 0,00
@2 (rad) 0,0000865 0,000086539 0,05

N6 3
Va(m) -0,000177 -0,0001774 0,23

b, (rad) 0 0 0,00
b, (rad) -0,0000216 -0,000021635 0,16

Momentos Fletores e Torsores

NG 1
M, ; (kN.m/m) 0 0 0,00
T, (kN.m/m) 8,6539 -8,6538 0,00 Msx (kN.m/m)
NG 2 -5.2¢+01 -40 20 0 20 4.5e+01
M,z (KN.m/m) -8,6539 -8,6538 0,00 Do -
M, (kN.m/m) 0 0 0,00
T, (kN.m/m) 0 0 0,00 (c) Momentos em x
T, (kN.m/m) 86539 -8,6538 0,00
NG 3
M,z (kN.m/m) 44712 447115 0,00
T,a (kN.m/m) 0 0 0,00
NG 4
M, (KN.m/m) 51,923 51,9231 0,00
T, (kN.m/m) 0 0 0,00
Esforgo Cortante _/
Elemento 1
Vi (kN) 0 0 0,00 o
V, (kN) 0 0 0,00
Elemento 2 My (kN.m/m)
Vs (kN) 17,788 17,7885 0,00 00e+00 2639 4639 6e-39 8e-39 1e-38 1.2e-38
Va (kN) 17,788 17,7885 0,00 ' e
Elemento 3
V; (kN) 32,212 -32,2115 0,00 (d) Momentos em y
Ve (kN) 32,212 322115 0,00

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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O exemplo 3.6 de Soriano e Lima (2006) apresenta uma grelha com os mesmos

parametros do exemplo anterior, porém submetida a condigdes distintas de

carregamento e restricdo. As definicbes do modelo e os respectivos resultados estéo

ilustrados na Figura 35.

Figura 35 — Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Soriano e Lima (2006) — Exemplo 1.3

(a) llustracdo da grelha do Exemplo 1.3

— SORIANO E LIMA GLG 5(%)
Deslocamentos e Rotagées no n6 2 -
vz (M) -0,000752 -0,00075247 0,06
P2« (rad) 0,000225 0,00022545 0,20
@,y (rad) -0,00011 -0,00011 0,00
Momentos Fletores e Torsores
Elemento 1
My (KN.m/m) -98,184 -98,059 0,13
M,z (KN.m/m) 15,058 15,02997 0,19
Ty (kKN.m/m) -11,032 11,009 0,21
Ty, (KN.m/m) -11,032 11,009 0,21
Elemento 2
Mz (KN.m/m) 11,032 11,009 0,21
M,z (KN.m/m) -59,418 -59,3574 0,10
Tye (KN.m/m) 15,056 -15,02997 0,17
T, (KN.m/m) 15,056 -15,02997 0,17
Esforgo Cortante
Elemento 1
Vi (kN) 48,258 48,272 0,03
Va2 (kN) 8,258 8,272 017
Elemento 2
V2 (kN) 3,258 3272 0,43
V3 kN) -26,742 -26,728 0,05

(e) Tabela comparativa dos resultados

dz (mm)

-7.5e-01 06 05 -04 03 02 -0.100e+00

—

(b) Deslocamentos verticais

Mx (KN.m/m)
-5.9e+01 -40 0 1.le+01

(c) Momentos em x

My (kN.m/m)
-9.8e+01 -80 -60 -40 -20 0 1.5e+01

Lo ! o

(d) Momentos em y

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.4. Exemplo 1.4 do GLG

Este exemplo refere-se a uma laje de concreto armado com fck = 30 MPa,
v = 0.2, h = 10 cm e carregamento g + q = 8kN/m?. Na analise de Barroso (2013),
diferentes discretizagdes foram avaliadas com o objetivo de verificar a convergéncia
dos resultados. Entretanto, para a validagao do GLG, adotou-se apenas a malha com
espagamento unitario. As informagdes geradas pelo modelo estdo sintetizadas na
Figura 36.

Figura 36 — Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Barroso (2013) — Exemplo 1.4

3 s
e (m) ») - [
g | g g EE
(wiilg= @ @) (4) 6 % (a)
- (6) -
g g § g g
w 15 J 7 12
3 Mgt (8) (9) (10) (1)
(12)—
h=10cm d E 3 5 2
2 2 2 2 2 2
(4 bordos engastados) (myiing__(14) (15) 15) (T 10 Nl
(18)
] i =] A ]
q__8kN/m2 il k! 9 o g
(19), 0 g g ol oy .
4]
- T 2 = T ES
= P26 g D o (8 & T (29) )
5m @5 1= = 5 E & (30) =
s S X S
") OO ") [ []
4 45

(b) Discretizagdo da grelha

(a) llustragao da grelha do exemplo 1.4

(e) Momentos em y

(f) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)

~a
¢
Mx (kN.m/m)
-0.5 0.0e+00 -1.0e+01 -5 0 4.0e+00
(d) Momentos em x
Elementos ALE
e BARRO SO = das GLG 8(%)
finitos de placa placas
Deslocamentos
Flecha méaxima (mm)-N623 3,10 2,51 2,80 3,0996 0,01
Momentos Fletores
My (kN.m/m) Mmax+ (kN.m/m)— N6 23 3,97 4,30 423 39744 0,11
-1.0e+01 5 0 4.0e+00 Mmax- (kN.m/m) — N6 20 -10,47 -8,80 -10,31 -10,47 0,00
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4.1.5. Exemplo 1.5 do GLG

Este caso tem como referéncia o exemplo anterior, preservando as
caracteristicas da laje, porém com alteragdes nas condigdes de contorno. Na
configuragao anterior, todas as bordas estavam engastadas; nesta, conforme Barroso
(2013), as extremidades foram ajustadas para restringir a translagao no eixo Z e
impedir as rotagdes associadas a torgao. Os resultados estdo apresentados na Figura
37.

Figura 37 — Comparagéao entre os resultados do GLG e os de Barroso (2013) — Exemplo 1.5

* @ 8 CONRE S
e @ 3 o $ew Z e
= - 1 ki G
g g &l 4 g
g - mgt (8 1 T I ST MAPTOTL .
h=10cm 3 3 g § 8
(4 bordos apoiados) (w3 (14) (15) (16) (7) [18;-‘
g g g 8 g
= 2 7 = 2 3 2
q=8kN/m (@)19) (20) 1) o 22 & 3 .
2 ’.24“ ¥ on 40 @n LY o8 o % po {3:0].’- “
m =E B g F « 2
" ) ()] - .
a) llustragdo da grelha do exemplo 1.5 b) Discretizagcdo da grelha
¢ g P ¢ g
- .
S o
. aa« 2
BT TR S
v
RS STSe X
e —
dz (mm) Mx (kN.m/m)
-1.1e+01 -8 -6 -4 -2 0.0e+00 4.7e-15 ) 4 6 8.6e+00
e — ——
(c) Deslocamentos verticais (d) Momentos em x

BARROSO GLG  5(%)

Deslocamentos

Flecha centro (mm) — N6 23 10,70 10,653 044
——— Momentos Fletores
.m/m
ey 2 6 8.66+00 Mcentro (kN.m/m) — N6 23 8,61 86125 0,03
(e) Momentos em y (f) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.6. Exemplo 1.6 do GLG

O caso estudado baseia-se no exemplo 2.1 de Carvalho (1994), com os
seguintes parémetros: E = 28559 MPa,v =0.2,h=8cm e g+q=5 % A placa foi

definida como simplesmente apoiada, submetida a cargas uniformemente distribuidas
sobre os elementos da grelha. Os resultados calculados coincidiram com os valores

apresentados pelo autor, de acordo com a Figura 38.
Figura 38 — Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Carvalho (1994) — Exemplo 1.6

1

2 Q) @)
%
=
6) ) (8)

(10) (11) (12)

(28) >
32!

(32) i
(36) >

6
(30)
(34)
(38) J (39) 2

(13) (14) (15) (16)

q

&

) (18) (19) (20)
a

n—u—o—u-.—x-»e—,
(27)
31)
(35)

(29)
(33)
A 37 .

dz (mm)
-49e+00 -4 -3 2 -1 0.0e+00
10"' l“0m14°ml10ml — i —
f
(a) Discretizagdo da grelha do Exemplo 1.6 (b) Deslocamentos verticais
Mx (kN.m/m) My (kN.m/m)
-1.0e+00 0 1 2 3.5e+00 -1.0e+00 0 1 3.5e+00
_— e — -_— _'
(c) Momentos em x (d) Momentos em y
Deslocamentos e 50
Momeittos CHUST GLG (%)
Flechaceno (mm) — N6 13 4,86 4,86 0,00
MX centro (KN.m/m) — N6 13 3,52 3,52 0,00

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.7. Exemplo 1.7 do GLG
Este exemplo corresponde ao 2.2 de Carvalho (1994), mantendo os parametros

do caso anterior, com a unica diferenga na geometria da laje. Conforme observado na

Figura 39, os dados gerados mostraram-se consistentes com os valores de referéncia.

Figura 39 — Comparacgéo entre os resultados do GLG e os de Carvalho (1994) — Exemplo 1.7
YL

x
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7)
(9) (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) :I

a7 (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24)

(52)
(56)
60 gy
(64)
68 g
(72)

(44)
(48)

(43)
(47)
(51)
{55)

L59)

(63)

(67)
(71)
(75)

(42)
(46)
(50)
54)

(58)
(62)
(66)
(70)

(74)

(25) (26) (27 (28) (29) 30) £31) 32)

4,0m ]4,0m |1,0m [4,0

(33) (34) (35 36) (37) (38 (39) (40)

(41)
(45)
(49)
(53)
(57)
(61)
(65)
n__@)
(73)

4,0m {4,0m 14,0m |4,0m [4,0m [4,0m H,0m [1,0m

(a) Discretizagéo da grelha do Exemplo 1.7 (b) Deslocamentos verticais

Mx (KN.m/m) My (KN.m/m)
-1.5e+00 0 1 2 3.4e+00 -1.1e+00 2 4 6 85e+00
P ———
(c) Momentos em x (d) Momentos em y
BaSacatnitonn CHUST GLG 5(%)
Momentos Maximos
Flechacento (Mmm) — N6 23 11,32 11,29 0,27
MXcentro (KN.m/m) — N6 23 1,28 1,28 0,00
MYVYeentro (KN.m/m) — N6 23 8,49 8,49 0,00

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.8. Exemplo 1.8 do GLG

Esta analise avanga a partir da configuragdo anterior, adotando uma malha
mais refinada na menor dimensdo da placa retangular, onde se concentram os
maiores esforgos. Essa estratégia possibilita avaliar o desempenho do GLG quanto a
convergéncia dos resultados e a influéncia das diferentes faixas de discretizagdo nas
diregdes x e y. Os resultados obtidos, ilustrados na Figura 40, mostraram boa

concordéncia com os dados de Carvalho (1994).

Figura 40 — Comparagéo entre os resultados do GLG e os de Carvalho (1994) — Exemplo 1.8
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(129)
133)
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1

(145)

(a) Discretizagado da grelha do Exemplo 1.8

Mx (KN.m/m)
My (kN.m/m)

=

omentos em y

(c) Momentos em x (d)

Deslocamentos e
Momentos Maximos

Flechageny, (Mm) — N6 43 11,49 11,31 1,57
MYcentro (KN.m/m) — N6 43 8,39 8,42 0.36

CHUST GLG 5(%)

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.9. Exemplo 1.9 do GLG

Com base no exemplo 2.3 de Carvalho (1994), este modelo se distingue dos
anteriores por apresentar bordas livres, com a placa apoiada diretamente sobre quatro

pilares. Foram adotados os seguintes parametros:E = 28500 MPa, v = 0.2, h = 12cm,
Ly=L,=4meg+q=6 k—lz Além disso, a discretizagdo da estrutura foi definida
m

com espagamento de 50 cm em ambas as diregdes. Os dados da analise no GLG

demonstraram boa proximidade com os valores de referéncia, conforme a Figura 41.

Figura 41 — Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Carvalho (1994) — Exemplo 1.9

1
1) (2) (3) 4) (5) 6

-1 ol Y 0N N (14,:

g g 4" g g g 5

WG WO W W W T e
25 ) @20 | e 25 o N0 N U
e does Leo L oo ) on on ] oo

(108)
(124)] (125)

(41) (42) (43) (44

(45 (46) | (41

(99) | (100)
(131 (132

9 1 (s0) } s1)

5
R

74
(82)
0,
(98)

(105) £ (106) = (107)

(53)

14 1sd @16 ] @19

£
(122) |~ (123)
5
(130)

)
(57) (58) (59)

>
S

(61)

3
4

(63)

2] o
(129)

-1.1e+01 -8 ) -4 -2 0.0e+00
e | b —

(b) Deslocamentos verticais
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(
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2
113)
S

Mx (KN.m/m) My (kKN.m/m)
-7.2e+00 0 5 10 1.6e+01 72e+00 O 5 10 1.6e+01
—— e — _—' e
(c) Momentos em x (d) Momentos em y

Deslocamentos e

Momentos Maximos CHUST GLG 5(%)
Flechacento (mm) — N6 41 10,57 10,59 0,19
MXcentro (KN.m/m) — Né 41 9,602 9,602 0,00

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.10. Exemplo 1.10 do GLG

A presente analise corresponde ao exemplo 2.5 de Carvalho (1994), que, por
sua vez, tem como referéncia o estudo de Barboza (1992). O modelo consiste em uma
laje apoiada sobre vigas deformaveis na dire¢do vertical. Foram empregados os
seguintes parametros: E; = 30000 MPa,G = 12000 MPa, v = 0.25,L, = L, = 5m,
h = 10 cm,malha 50x50cm, g + q = 10 % e vigas com secgao transversal de 12 x 50

cm. Os resultados estao apresentados na Figura 42.

Figura 42 — Comparagéo entre os resultados do GLG e os de Carvalho (1994) — Exemplo 1.10
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—_— s —— _— s —
(c) Momentos em x (d) Momentos em y
Deslocamentos e
Momentos Maximos CHUST GNG 5(%)
Grelha 1 (I, =244+ 10+)
Flecha ey, (MM) — N6 61 14,4 14,4 0,0
MXcento (KN.M/m) — NG 61 10,24 10,16 08
Grelha 2 (I, = 1,58+ 10 %)
Flechagenys (MM) — N6 61 15,0 15,0 0,0
MXcento (KN.M/m) — NG 61 10,68 10,62 0,6
Grelha 3 (, = 0)
Flechagens (MM) — N6 61 17,0 17,0 0,0
MXcentro (KN.m/m) — N6 61 12,24 12,18 05

(e) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024)
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4.1.11. Exemplo 1.11 do GLG

Este caso faz referéncia ao exemplo 1 de Cass (2015), que considera os
seguintes parametros:f,, = 30 MPa,v =0.2, h=10cm,L,_L,_8meg+q=>5.5 %
O modelo representa uma laje isolada, apoiada diretamente sobre pilares e
discretizada com espagamentos unitarios. Os dados de saida do GLG apresentaram

boa concordancia com os valores do autor, com exceg¢ao do momento fletor no né 71,

como mostra a Figura 43.

Figura 43— Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Cass (2015) — Exemplo 1.11
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(a) llustragao da grelha do Exemplo 1.11

dz (mm)
Mx (kN.m/m)

(d) Momentos em x

é Deslocamentos e

g Momentos Maximos CASS GNG B(%)

= Flecha (mm)— N6 41 -0,0474 20,0474 0,0

3 Mx (kN.m/m) — N6 41 15,064 15,064 0,0
Mxy (kN.m/m)— N6 41 0 3,106e-14 -
Flecha (mm)— N6 71 -0,0076 -0,0076 0,0
Mx (kN.m/m)— NG 71 -3,2641 3,7577 15,1
Mxy (kN.m/m)— N6 71 9,727 10,2206 5,1

(e) Momentos em y (f) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024).
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4.1.12. Exemplo 1.12 do GLG
Neste modelo, baseado no caso 2 de Cass (2015), que contempla duas lajes
apoiadas sobre vigas, foram adotados os mesmos parametros do item anterior.

Observa-se a ocorréncia de algumas variagbes relevantes nos resultados,

especialmente no momento torsor do né 127, conforme indicado na Figura 44.

Figura 44— Comparacéo entre os resultados do GLG e os de Cass (2015) — Exemplo 1.12
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(a) llustracdo da grelha do Exemplo 1.12 (b) Discretizagdo da grelha

= ' \
A
mappilgsuny |
\‘V - \ \ A
Mx (KN.m/m)
-2.6e+01 -20 -15 -10 5 0.0e+00 -12e+02-100 -80 40 40 -20 0 20 40 60 8.1e+01

lommes' ! —

(d) Momentos em x

Deslocamentos e

Momentos Maximos CAss GNG 5(%)
Flecha (mm) — N6 73 -0,02694 -0,02580 42
Mx (kN.m/m) — N6 73 -8,6977 8,66425 04
Mxy (kN.m/m) —=Né 73 0 0,01128 -
Flecha (mm) —=N¢6 127 -0,005245 -0,004816 82
Mx (kN.m/m) —=Né 127 -1,2831 -1,2585 19

-12e+01 50 100 150 200 250 3.0e+02 Mxy (kN.m/m) — N6 127 3,4809 2,9370 15,6

= U —
(e) Momentos em y (f) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024).
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4.1.13. Exemplo 1.13 do GLG

Esta analise corresponde ao exemplo apresentado por Silva et al. (2003),
considerando os seguintes parametros: E.; = 32 GPa, v =0.2, h =8 cm,L,-L,-3m,

e g+q=6k—N. O modelo representa uma laje quadrada, discretizada com
m?2

espagcamento de 15 cm, apoiada sobre vigas deslocaveis com seg¢ao transversal de
20x30 cm, as quais, por sua vez, estdo apoiadas em pilares. Conforme ilustrado na

Figura 45, os dados gerados pelo algoritmo se mostraram consistentes com os valores
de referéncia.

Figura 45— Comparacgéo entre os resultados do GLG e os de Silva et al. (2003) — Exemplo 1.13

y

y
Lb"V1-20)(30 Lx
[ _ B
...... 4 SR S D S D S
...... 3 S S S S G S0 S0 S
...... 4 S D T S S0 S S0 S S
...... 9D D D S0 G D D G S
...... S D D 0 S8 S S N S S
...... e
...... I R N S SR D S
...... " S D S S D S S S S
L1 I s EeEn EEESEEESEN
h=8 cm “° ——t—t—a—a B R TS
...............
...............
...............
...............
2 Lo | I I S e e e S e S e e S S S S
& g
& 8 S G S S DD D W G D G e
i ; ...............
R I | N (NN S S S S S0 S S S0 S S S S S0 G0 SR S G0 S S
I 3m Y
A A
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EEA = Deslocamentos e o
=ieis N > ' 5 Momentos Maximos SILVA GNG (%)
AP F ---‘_‘-‘-“ Flecha (mm) — N6 221 -0,001576 -0,001563 0,8
SAAECEEEAA N Mx = My (kN.m/m)-N6221 1,693 1,690 02
R swsen s
,auunn By
---- el - 1-9e+00 (f) Tabela comparativa dos resultados

(e) Momentos em y

Fonte: A AUTORA (2024).
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4.1.14. Exemplo 1.14 do GLG

Por fim, a ultima etapa da validagdo do GLG utilizou outro exemplo de Silva et

al. (2003), com as seguintes propriedades: E., =32 GPa,v=0.2, h=10cm e
g+q=65 % . A configuragdo analisada representa um pavimento composto por

quatro lajes quadradas, com 4 m de lado, apoiadas sobre vigas deslocaveis com
secao transversal de 20 x 40 cm, que, por sua vez, se apoiam em pilares. A malha foi
definida com espagamento de 40 cm, e a rigidez a tor¢ao das vigas foi considerada
reduzida em 90%, conforme indicado pelo autor. Os resultados obtidos apresentaram
boa aproximagao em relagao aos valores de Silva et al. (2003), como mostra a Figura
46.

Figura 46— Comparagéo entre os resultados do GLG e os de Silva et al. (2003) — Exemplo 1.14

y y
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(a) llustragao da grelha do Exemplo 1.14 (b) Discretizagdo da grelha
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2.2e+01
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mnew 3 10
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snsssnuumun® e -~
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mlainis m u - ZES 2
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x -10 >
b3 =
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sujpiswueewe -3.7e+01
(d) Momentos em x (e) Momentos em y
Deslocamentos e SILVA GLG B/A
Momentos Maximos (A) (B) (%) '
Flecha, (mm) — NG 111 2,043 2,0198 98.9
MXmax + (KN.m/m)— N6 110 3,123 3,1277 100.2
MX max - (KN.m/m) — N6 116 -6,325 -6,2345 986
MXporgs (KN.m/m) — NG 106 0,86 -0.8745 101.7
Flecha, s, (mm) — N6 106 0,31 0,32 103.2

(f) Tabela comparativa dos resultados

Fonte: A AUTORA (2024).
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4.2. VALIDAGCAO DO CODIGO PARA A ANALISE NAO-LINEAR

Para validar o cédigo desenvolvido para analise nao-linear, pretendia-se, a
principio, realizar testes com exemplos simplificados para avaliar de forma
independente o comportamento dos diagramas Momento—Curvatura e Torgao—
Rotacdo, estratégia que permitiria maior controle das variaveis e uma melhor
avaliagao do desempenho numérico da rotina.

Entretanto, durante a analise do diagrama Momento—Curvatura — adotando
coeficiente redutor de torgcédo igual a 1 em todos os testes — foram identificados
comportamentos que comprometeram a efetividade da abordagem, tornando pouco
pertinente, neste estagio, prosseguir com o estudo do diagrama constitutivo associado
a torgdo. Ainda assim, os testes realizados foram relevantes para o entendimento da
rotina e forneceram subsidios importantes para futuras implementagdes, como sera
discutido adiante.

O caso analisado corresponde a um exemplo classico de viga em balango
submetida a uma carga concentrada na extremidade, considerando os seguintes
parametros: fck = 25 MPa,v =0.2,b = 20cm,h =30cm,P = 3 kN, NumiIncr = 10 e
Tol = 107°. As expressoes utilizadas para o célculo do deslocamento e do momento

maximos sao apresentadas abaixo, seguidas da representag¢ao da viga na Figura 47.

P+L3
3xExl

5 =

2,52 %107 3m (93)

M=Px*xL=9kNx*m (54)

Figura 47— Barra engastada com carga concentrada

3 kNl
1 Q) 5

300 !

Fonte: A AUTORA (2025)

O primeiro teste teve como finalidade avaliar o solver ndo-linear a partir de um
problema linear. Como a nao-linearidade do modelo é introduzida pelo diagrama

constitutivo fornecido pelo usuario, adotou-se, neste caso, um diagrama linear,
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construido a partir da rigidez tedrica da se¢ao, sem considerar armadura. As Figura
48, Figura 49 e Figura 50 e a Tabela 3 apresentam, respectivamente, o diagrama
Momento-Curvatura empregado, o grafico da trajetéria CargaxDeslocamento, os
resultados do GNG no Paraview e a comparagao entre os resultados obtidos e os

valores tedricos, os quais indicam bom grau de precisdo na resposta do cédigo.

Figura 48— Diagrama Momento-Curvatura (Teste 1)
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Fonte: A AUTORA (2025)

Figura 49— Trajetéria CargaxDeslocamento (Teste 1)
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Fonte: A AUTORA (2025)
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Figura 50— Resultados gerados pelo GNG no Paraview
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Fonte: A AUTORA (2025)

Tabela 3 — Comparagéo dos resultados do Teste 1

Deslocamentos e TEORICO GNG 5
Momentos Maximos (A) (B) (%)
Flecha (mm) 2,52 2,52 0.0
Momento (kN.m) 9,0 9,0 0.0

Fonte: A AUTORA (2025)

O teste subsequente teve como objetivo avaliar a capacidade do cédigo em
capturar o comportamento nao-linear da estrutura a partir da definicdo de um
Diagrama Momento-Curvatura com relagéo nao-linear entre as variaveis. Buscou-se
verificar se essa nao-linearidade seria adequadamente refletida na resposta do
modelo, tanto no processo de convergéncia numérica quanto na trajetoria
CargaxDeslocamento, ou se o sistema, mesmo convergindo, ainda responderia de
forma linear. Para isso, manteve-se a ordem de grandeza dos momentos, mas as
curvaturas foram atribuidas de forma arbitraria, com o intuito de induzir uma reducao
progressiva da rigidez secante e avaliar a sensibilidade do algoritmo frente ao modelo
constitutivo adotado.

Como previsto, registrou-se um aumento significativo nos deslocamentos —

atingindo 10,8 cm — enquanto o momento maximo permaneceu em 9 kN-m. Dado
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que o diagrama constitutivo foi intencionalmente definido de forma arbitraria apenas
para induzir a nao-linearidade estrutural, esses resultados n&o serviram para
comparag¢ao, mas sim para demonstrar a capacidade do algoritmo em reproduzir tal
comportamento. Conforme ilustrado na Figura 52, a trajetoria CargaxDeslocamento
exibe a resposta ndo-linear esperada, em conformidade com o diagrama constitutivo
representado na Figura 51.

Figura 51— Diagrama Momento-Curvatura (Teste 2)
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Fonte: GNG (2025)

Figura 52— Trajetéria Carga x Deslocamento (Teste 2)
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Dando continuidade a validagao, o teste seguinte teve como objetivo avaliar o
comportamento do modelo quando o momento limite definido pelo diagrama
constitutivo é inferior ao momento tedrico correspondente ao carregamento aplicado.
Para isso, manteve-se a carga concentrada de 3 kN — que, teoricamente, resultaria
em um momento de 9kN-m no engaste, conforme previamente demonstrado. No
entanto, no diagrama Momento-Curvatura, adotou-se um valor limite de 8,5 kN-m, com
a introducao de um patamar que manteve o momento constante, mesmo diante de um

aumento expressivo da curvatura, conforme ilustrado na Figura 53.

Figura 53— Diagrama Momento-Curvatura (Teste 3)
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Fonte: GNG (2025)

A principio, supunha-se que o modelo n&o apresentaria convergéncia ao atingir
valores de curvatura correspondentes a momentos superiores ao limite estabelecido
pelo diagrama Momento—Curvatura. Ressalta-se que a rotina de interpolagao
implementada ndo admite extrapola¢des, de modo que, uma vez ultrapassado o
dominio do modelo constitutivo, o algoritmo deveria interromper o processamento por
auséncia de valores associados a curvatura solicitada. No entanto, a analise
prosseguiu com convergéncia regular, indicando que as curvaturas obtidas ao longo
do processo permaneceram dentro dos limites de definicdo da curva constitutiva
adotada.

Para investigar esse comportamento, a carga concentrada aplicada ao
problema foi aumentada progressivamente, mantendo-se a relagédo constitutiva, a fim

de identificar o ponto a partir do qual a analise ultrapassaria seu intervalo de validade.
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Verificou-se que, apenas a partir de uma carga de 6 kN, a curvatura extrapolou os
limites da curva adotada, como pode ser visto na Figura 54, impedindo a convergéncia
do algoritmo. Destaca-se que, enquanto ndo ocorreu extrapolagdo, o valor final do
momento obtido pelo modelo convergiu para o valor te6rico — o0 que é coerente com
o comportamento esperado de sistemas isostaticos, cujos esforgos internos séo

determinados unicamente pela estatica.

Figura 54— Aviso de Extrapolagéo (Teste 3)

A wvalue (1852.298988991833) in x_new is above the interpolation range®s maximum value (1l288.8).

Fonte: GNG (2025)

Ao analisar o funcionamento interno do codigo para o carregamento de
P = 3 kN, observou-se que o momento extraido da curva para ajuste da rigidez no
ultimo incremento foi de aproximadamente 4,5 kN-m, valor que corresponde a metade
do momento tedrico de 9 kN-m. Esse resultado se explica pelo fato de que a rigidez
da secao é calculada com base na curvatura média ao longo da barra, assim, como a
curvatura se concentra na regidao do engaste — onde o momento é maximo —, as
demais regides da barra contribuem para reduzir a curvatura média utilizada na
interpolacgao.

O momento fletor, neste caso, apresentou convergéncia em razdo da
isostaticidade do problema, ainda que o valor obtido por meio da interpolagéo do
diagrama Momento-Curvatura tenha sido inferior ao esperado. Para aprofundar essa
analise, foi realizada uma discretizagdo progressiva da estrutura, variando de um
unico elemento até um total de 100 barras, a fim de conduzir um teste de convergéncia
(Teste 4). Esse processo permitiu a obtengao de curvaturas médias mais localizadas
e, portanto, representativas desses elementos estruturais.

Em cada etapa, foi avaliado o momento resultante da interpolagdo. Conforme
ilustrado na Figura 55— que apresenta o diagrama do Momento Maximo Interpolado
em fungdo do numero de barras —, observa-se que os resultados convergiram

progressivamente para o valor tedrico a medida que a discretizagao foi refinada.
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Figura 55— Diagrama Momento maximo Interpolado x Numero de barras (Teste 4)
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Fonte: A AUTORA (2025)

Dessa forma, constatou-se que o nivel de discretizagdo da estrutura —
inclusive em um segmento de barra da grelha — exerce influéncia significativa nos
resultados fornecidos pelo GNG, sendo necessaria uma discretizacdo elevada para
garantir a convergéncia dos momentos. Tal condigdo compromete a viabilidade pratica
da abordagem testada. Entretando, ainda que os resultados nao tenham sido
plenamente satisfatorios, a estratégia adotada apresentou relevante carater
exploratdrio.

Considerando a abrangéncia do presente trabalho e as limitagdes de tempo, a
reformulacédo da abordagem nao foi vidvel no momento. Ainda assim, obteve-se como
produto um coédigo aberto, com base sdlida, bem estruturado e flexivel, apto a
implementagdo de novas metodologias em estudos futuros. Portanto, a ferramenta
desenvolvida demonstra potencial para evolugcao continua e adaptacao a diferentes

estratégias de analise.
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5. CONSIDERAGOES FINAIS

Este trabalho teve por objetivo o desenvolvimento e a implementacéo de rotinas
computacionais para a analise linear e ndo-linear de lajes em concreto armado atraves
do Método da Analogia de Grelha. Foram elaborados dois algoritmos: o GLG, voltado
a analise linear, e 0 GNG, direcionado a analise nao-linear, que incorpora os efeitos
fisicos nao-lineares dos materiais por meio de relagdes constitutivas. Ambos
fornecem, como resultados, os deslocamentos e os esforgos atuantes nos elementos
da estrutura.

A formulacido ndo-linear adotada demandou a deducao de expressdes para
curvatura e rotacdo meédias, bem como a aplicagdo dos métodos incremental e
iterativo, com solug&o obtida pelo método de Picard. O desenvolvimento das rotinas
foi embasado em estudos tedricos e validado por meio de exemplos extraidos da
literatura. O GLG foi submetido a avaliacbes constantes e ajustes sucessivos, com a
analise de diversos casos, de modo a garantir sua confiabilidade.

Com os resultados satisfatérios do GLG, deu-se inicio a implementagao do
GNG. Seus testes foram conduzidos a partir de um exemplo de viga em balango
submetida a carga concentrada na extremidade, com foco no diagrama Momento—
Curvatura. Essa configuragdo permitiu analisar o desempenho da abordagem
implementada e identificar sua limitagao.

Das analises realizadas, destacam-se as seguintes conclusdes:

e O GLG apresentou precisdo adequada nos casos analisados;

e O GNG reproduziu de forma satisfatoria os efeitos nao-lineares, a partir de
curvas representativas, mostrando-se adaptavel a diferentes modelos;

e Embora a solugdo de curvatura e giro axial médios tenha se mostrado
limitada, o GNG constitui uma ferramenta de cédigo aberto e flexivel, o que
favorece a incorporagéo de novas estratégias;

e O tempo de processamento ndo se apresentou como fator limitante no uso
das rotinas desenvolvidas.

Como desenvolvimento futuro, pretende-se aprofundar a investigagdo do GNG,
incorporando novas solugdes ao codigo com vistas ao aprimoramento da analise n&o-
linear. Sugere-se também a ampliagdo do algoritmo para contemplar outros efeitos
fisicos nao-lineares, como a fluéncia. Em relagdo aos diagramas constitutivos, uma

perspectiva promissora € a utilizagdo de inteligéncia artificial treinada para gerar os
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diagramas Momento-Curvatura e Tor¢ao-Giro Axial. Adicionalmente, € necessario
considerar a dependéncia do modelo nao-linear em relagdo ao conhecimento prévio
da armadura.

Outro fator importante é a consideracdo dos sentidos das curvaturas e rotagoes,
qgue nao foi incorporada a abordagem atual, mas que deve ser contemplada em futuras
implementagdes. Em estruturas com armaduras positivas e negativas assimétricas,
essa simplificagdo compromete a analise, pois diferentes sentidos de momento geram
diagramas distintos.

Diante do exposto, conclui-se que as rotinas desenvolvidas para a analise linear e
nao-linear de lajes de concreto armado representam um ponto de partida promissor.
Trata-se de ferramentas de cddigo aberto, simples, flexiveis e com fundamentagéo
tedrica clara, o que favorece sua evolugdo e a implementacao de novas solucgdes.
Espera-se que, com os aprimoramentos futuros, essas ferramentas se consolidem
como recursos relevantes de apoio a analise estrutural e ao dimensionamento de lajes

de concreto armado.
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