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Resumo

Nés estudamos algumas propriedades de medidas invariantes nao-triviais de uma classe de
automatos celulares, ou AC, unidimensional, incluindo a lei dos grandes numeros para qualquer
funcio local no espaco configuracional {0,1}*. Uma configuracdo = é uma sequéncia bi-infinita
... ,T_1,T0,%1,... com componentes z; € {0,1}. Uma funcdo em {0,1}% é dita local se depende
apenas de um conjunto finito de componentes. Nossos AC’s sao operadores lineares continuos
P: M — M, onde M é o conjunto das medidas normalizadas em {0, 1}Z . Toda componente i € Z
tem dois vizinhos, ele mesmo e ¢ + 1, e qualquer AC P da nossa classe é determinada por quatro
probabilidades de transi¢ao 7(0|z;, z;+1), a probabilidade de termos o estado 0 na componente
1 independentemente das outras componentes apds a aplicacdo de P a uma configuracdo x. As
outras quatro probabilidades de transicao de terem 1 na mesma componente sao determinadas por
m(0|x;, xiy1)+m(1|xs, xi41) = 1. N6s assumimos que 7(0]|0,0) = 1, donde a medida dp concentrada
em “todos zeros” ¢é invariante para P e nds a chamamos de trivial. Também, assumimos que as
outras trés probabilidades 7(0|x;, x;+1) sdo pequenas o suficiente e satisfazem trés desigualdades,
onde duas garantem a monotonicidade de P. Entao P tem outra medida invariante, a qual deno-
tamos iiny € a chamamos de nao-trivial. Esta é dada por lim,,_.., P71, onde d; é concentrada em
“todos uns”; para esta medida nds provamos que as correlagoes entre eventos e fungoes locais, que

estao longe entre si, decaem exponencialmente, e também provamos a lei dos grandes niimeros.
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Abstract

We study properties of non-trivial invariant measures of a class of one-dimensional cellular
automata or CA including the law of large numbers for any local function on the configuration space
{0,1}%. A configuration z is a bi-infinite sequence ...,z _1,zq, 21, ... with components z; € {0, 1}.
A function on {0,1}% is local if it depends only on a finite set of components. Our CA are linear
continuous operators P : M — M, where M is the set of normed measures on {0,1}%. Every
site ¢ € Z has two neighbors - itself and ¢ + 1 and any CA P of our class is determined by four
transition probabilities 7(0|x;, x;+1), the probabilities to have a state 0 at a site ¢ independently
from other sites after application of P to a configuration . The other four transition probabilities
to have 1 at the same site are determined by m(0|x;, x;v1) + m(1|x;, xi41) = 1. We assume that
7(0]0,0) = 1, whence the measure ¢y concentrated in “all zeros” is invariant for P and we call it
trivial. Also we assume that the other three probabilities 7 (0|x;, x;41) are small enough and satisfy
three inequalities, two of which mean that P is monotonic. Then P has another invariant measure,
which we denote i,y and call non-trivial. It equals lim, .., P™d1, where d; is concentrated in
“all ones”, for this measure we prove exponential decay of correlations between local events and

functions, which are far from each other, and law of large numbers.
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Capitulo 1

Introducao

Nas tltimas décadas, a teoria (mais precisamente vérias teorias ainda nao unificadas)
de processos aleatérios com interacao local desenvolveu-se rapidamente. Formalmente estes
processos entram na definicao geral de processos aleatdrios, mas em esséncia eles apresentam
novos desafios. O desenvolvimento da teoria de processos aleatorios com interagao local é

realmente novo na matematica moderna e precisa de métodos novos de pesquisa.

Sistemas deste tipo sempre tém um conjunto (finito ou infinito) chamado espaco, um
parametro chamado tempo e um outro conjunto dos estados possiveis de cada componente,
os quais podem ser discretos ou continuos. A teoria dos automatos celulares aleatorios
comegou a se desenvolver ha varias décadas, mas ela ainda aparece como uma pilha de
estudos isolados com muitas lacunas. A monografia de Liggett [L.1985] contribuiu muito
para o estudo de sistemas de particulas interativas em tempo continuo. Em nosso caso
o tempo ¢é discreto - como também o espago. Sobre processos com tempo discreto veja
[D.1990, T.1995, T.2001]. Em suma as defini¢bes bésicas sdo conceitualmente simples, o que

nos permite evitar definicoes pesadas.

Apesar de sua simplicidade conceitual, os automatos celulares descrevem uma gama de
fenomenos interessantes. Em um automato celular com tempo discreto e probabilidades de
transigao positivas, qualquer evento local pode acontecer com uma probabilidade positiva (o
que nao ¢é verdade para sistemas com tempo continuo onde s6 uma mudanca pode acontecer
a cada vez). Nés estamos particularmente interessados em estudar algumas medidas invari-
antes de processos aleatoérios, i.e., quando o tempo tende a infinito. Entre as propriedades

estudadas estd a quase independéncia de eventos definidos nos automatos celulares avaliados.

Inicialmente estudamos o Processo de Stavskaya, apresentado pela primeira vez por
Stavskaya [SP.1971], onde enunciamos e demonstramos cinco novos teoremas sobre a me-
dida invariante deste processo. Entre os teoremas demonstrados podemos citar a lei dos
grandes nimeros para fungoes locais definidas no espago deste processo. Introduzimos, neste

trabalho, uma nova classe de automatos celulares, que contém o Processo de Stavskaya,



a qual denotamos por Processo de Stavskaya Generalizado. Para esta nova classe demon-
stramos cinco teoremas analogos, também novos. Logo, todos os teoremas deste trabalho sao

resultados novos. Quando enunciamos resultados conhecidos, chamamos-los de proposigoes.

A presente dissertacao estd organizada da seguinte maneira: O Capitulo 2 apresenta uma
definicao geral de automatos celulares, incluindo as defini¢oes dos dois principais automatos
celulares deste trabalho. O Capitulo 3 contém os principais resultados relatados em forma
de teoremas. O Capitulo 4 é composto pela demonstracao destes teoremas. O trabalho é
encerrado no Capitulo 5 com alguns comentarios e sugestoes de tépicos para investigacao

futura.



Capitulo 2

Automatos Celulares

Inicialmente apresentaremos uma definicao geral de automatos celulares. Chamemos de
espago qualquer conjunto contavel S. Sejam € Neseja M ={0,1,...,m—1,m} o conjunto
de estados de cada componente i € S. Definimos configuracdao como uma funcao de S em M
e seja 0 = M?® o espaco de configuragoes ou espaco amostral. Cada configuracio x € €) tem

componentes x; € M para todo 7 € S.

Chamemos um cilindro fino qualquer subconjunto de €2 da forma

c={rxeQ: iz, =a;,...,x;, =a;},
onde w;,,...,z; sao componentes de x e a;,,...,a;, € M sao constantes. Quando lidamos
com cilindros finos definidos assim sempre supomos que #; < --- < 7,,. Dizemos que um

cilindro fino ¢ tem base B C S, onde B é finito, se ¢ pode ser escrito como {z € Q : xp = ap}.

Seja A a o—4élgebra gerada pelos cilindros finos de €2. Estamos interessados em medidas
normalizadas em 2, ou seja, aquelas que assumem valor 1 em (2. Denotamos por M o

conjunto destas medidas.

Estas medidas devem ser consistentes no seguinte sentido: Vu € M,

E (i = Qi Tiy = Qiyy ooy Ty, = @4,) = W(Tiy = Qiyy e v o, T, = Q).
aio
Para cada k € M, chamaremos de J; a medida concentrada na configuragao “todos k”.

Assim, se c € A
1, se “todos k" € ¢,

Ok (c) :{ 0, c.c.

Mais geralmente, seja y € (2 qualquer, definimos a d-medida em y como sendo

1, se y € c,

e ={ 5

Se v, ly, o, . .. € M, dizemos que



se lim,, . pin(c) = v(c) para todo cilindro fino c.

2.1 Uma Definicao Geral de Automato Celular

Consideramos operadores de um tipo especial definido a seguir. Para cada ¢ € S existe
um conjunto finito V(i) C S chamado de vizinhan¢a de i. Para qualquer conjunto I C S,
definimos sua vizinhanca como

V(I) = Ui,V (i),

Automatos celulares deterministicos, i.e. operadores D : Q — (), sao dados por fungoes
fi : My — M tais que
(D) = f(zv), YV ies,

onde My ;) ¢ o conjunto das n-uplas ordenadas de valores de xy(;), n sendo a quantidade de

elementos de V(7).

O automato celular em que estamos interessado é uma funcao P : M — M. Um operador

P desta classe age em p € M da seguinte forma:

(Pr)(yw =bw) = Y plavw = avar) ] mi(bi | av)

ay(w) €W

para qualquer W C S e qualquer by, onde m;(b | ay ;) é a probabilidade condicional de que
apos a aplicacao do operador P, a i-ésima componente estard no estado b se antes da aplicacao
a vizinhanga de i estava no estado ay(;), esta probabilidade ¢ chamada de probabilidade de

transicao.

Neste caso geral estamos trabalhando com operadores aleatérios, no entanto podemos
trabalhar também com qualquer operador deterministico se considerarmos este como um
operador aleatério degenerado, que transforma uma d-medida em uma d-medida. Desta
forma sua probabilidade de transicao é

1, se b= i\TV(i)),
Wi(b|ffv(i)):{ 0, c.c. Hevo)

Denotamos P! o resultado de ¢ aplicacoes de P para qualquer medida p. Chamaremos

uma medida p de invariante para um operador P se Py = p. Um operador P é chamado



ergddico se ele s6 tem uma medida invariante pi,, € Yy lim, .o P"i = piny. Neste con-
texto, é interessante estudar propriedades de medidas invariantes de automatos celulares,

especialmente quando estas medidas nao sao tnicas.

2.2 Uma Familia de Autdmatos Celulares em {0,1}*

Como essa definicao de automatos celulares é muito geral e pode conduzir a perguntas as
quais nao tém solugao algoritmica [K.1978, P.1987, T.2000a, T.2000b], vamos para classes
particulares. Supomos, entao, que o espaco onde estao os componentes é Z e chamaremos
os elementos desse espaco de pontos. Consideramos que cada ponto i € Z tem dois estados
possiveis, os quais denotamos por 0 e 1. Sendo assim, acreditamos que um ponto pode estar
no estado 0, representando, por exemplo, que o mesmo esta vazio, ou pode estar no estado 1,
representando que o mesmo contém uma particula. Dessa maneira, o espaco configuracional
éQ =10, 1}Z e qualquer configuracao = € Q2 é determinada por suas componentes z; € {0, 1},

1€ Z.

Consideremos agora os automatos celulares satisfazendo (2.1) e para os quais a vizinhanga
do estado ¢ em que as probabilidades de transi¢ao atuam é {i,i+1}. Assim, dada uma medida
1, podemos escrever o operador P atuando em jp como:

(Pp)(yw = bw) = Z N(JUV(W) = &V(W)) H i (b | @, aiqr).
av (w) iew
Observemos que, dada uma medida pu, o valor de Pu é determinado pelas probabilidades de
transicao; é possivel perceber, entao, que, como a; e a;;1; s6 podem assumir dois estados,
temos 8 possibilidades para as probabilidades de transicao, no entanto, temos 4 possibilidades

que determinam o nosso AC.

Seja m;(0 | 0,0) = 1, assim, temos que ainda sobram 3 valores independentes para as
probabilidades de transigao, a saber, m;(0 | 0,1),m;(0 | 1,0) e (0 | 1,1), pois todo o
espaco é uniforme e, considerando apenas operadores uniformes, podemos omitir i; assim,

denotamos respectivamente as probabilidades por my 1,719 € 71,1, ou seja,

7T,L(0 | 0, 1) = To,1, 7TZ(0 ‘ 1,0) = T1,0 e 7TZ<O ’ 1, 1) =T1,1- (22)

Temos que a familia a qual acabamos de introduzir possui varios automatos celulares,



estes automatos sao determinados pelos valores das probabilidades de transicao. Duas classes

de automatos celulares pertencentes a esta familia serao estudadas.

A primeira classe é o processo de Stavskaya, que considera

To,1 = 1,0 = T1,1 = B.

Apesar de ter essa condicao forte, se § é bastante pequeno ele é nao-ergddico, i.e., admite
medida invariante nao-trivial, e nele ocorre transicao fasica, o que o torna bem interessante.
O segundo é uma generalizacao do processo de Stavskaya chamada processo de Stavskaya
generalizado; neste, os 3 parametros podem ser diferentes. Se todos os parametros sao

pequenos, este processo também é nao-ergddico e nele ocorre transicao fasica.

2.3 O Processo de Stavskaya

Definiremos agora a primeira classe de automatos celulares sobre na qual estamos inte-

ressados.

Vamos apresentar nosso automato celular conhecido como processo de Stavskaya, o qual
abreviamos por PS. Assumimos que as particulas tém duas fungoes basicas dos seres vivos,
a saber, reproducao e morte. O PS foi um dos primeiros exemplos de processos aleatérios
onde a existéncia de transicao fasica e valor critico foi provada rigorosamente. Consideremos
que a reproducao seja dada de forma deterministica e a morte de forma aleatéria. O tempo
é dado de forma discreta. Assim, em cada passo do tempo duas transformacoes ocorrem:
primeiro, a reproducao deterministica definida pelo operador D, e, entao, a morte aleatéria
definida pelo operador Rg, onde # € [0,1]. Apds a acao de D toda particula que esta em
algum ponto 7, gera outra particula no ponto i — 1 a menos que este ponto ja esteja ocupado,
ou seja, mais explicitamente

(Dz); = max(z;, Tit1).

Agora definiremos Rg como sendo a morte aleatéria das particulas. Apds a sua acao, toda
particula morre, ou seja, 1 torna-se 0 com probabilidade 3 independentemente do que acon-

tece com as outras particulas. Sendo assim, (5 é chamado de taza de mortalidade e é o iinico



parametro do nosso processo. Escrevendo o processo de Stavskaya explicitamente, temos que

1, se a;=a;41=0
7T(0 ’ a@',ai+1> = { 67 ’ szl T
, .C..
e que,

7T(1 | ai,aiﬂ) =1- 7T(O | ai,aiﬂ).

Este processo foi introduzido em [SP.1971]. E evidente que a medida dy concentrada em
configuracao “todos zeros” ¢ invariante para o operador de Stavskaya. No mesmo trabalho
foi provado que se [ é bastante grande (por exemplo § > 1/2), o processo de Stavskaya é

ergodico, i.e., admite uma tnica medida invariante.

A propriedade mais interessante do processo de Stavskaya é que para valores de (3 bastante
pequenos o PS possui pelo menos uma medida invariante nao-trivial (diferente de dy). Isto foi
sugerido no mesmo trabalho, baseado em modelagem computacional, mas sem demonstracao.
Depois foi provado em [T.1968]. E possivel encontrar outras referéncias em [D.1990]. Esta

medida, denotada por ., pode ser obtida por meio de processo de limite, a saber
Miny = thm (RﬁD)t(Sl (23)

Ainda que este fato ja tenha sido provado, prova-lo-emos na pagina 23 para conveniéncia do
leitor. Ainda que o PS seja bastante conhecido, ha pouco estudos das propriedades da ,,.
Conhecemos s6 uma [T.1972], que é complementar em nosso estudo. Provamos aqui que finy,
possui propriedades interessantes, com isso podemos demonstrar teoremas com respeito a

esta medida, ainda que em [T.1972] tenha sido demonstrado que p,, ndo é muito boa.

2.4 Uma Generalizagao do Processo de Stavskaya

Consideraremos agora o nosso assunto mais importante: o processo de Stavskaya gene-

ralizado, o qual abreviamos por PSG, onde
mia < o1, T < Mo, Tl > T0ATL0; (2.4)

serd provado que este fato é equivalente a supor que o operador aleatério é dado da forma

R, 3, com os parametros o, 3 e v denotando trés taxas de mortalidade do operador assim



definido. Dados «, 3,7, as 7(1 | a;, a;4+1) sdo definidas assim:

(I1-—a)(1—=p), se a;=1a;41 =0,
) — (1=7)(1-=p), se a =0,a;1=1,

m(l @i i) = (I—ay)(1=0), se a;i=a;1=1,
0, se a; =a;41 =0,

e, temos ainda que,

7T(0 ’ &l’,ai+1) =1- 7T<1 ‘ ai,aiﬂ).

Neste caso, a aplicagao do operador aleatério é determinada da seguinte maneira: se
existir uma particula no ponto ¢, esta particula morre com probabilidade « se tiver surgido
da componente x;, e morre com probabilidade 7 se tiver surgido da componente x;,;. Logo

em seguida ela pode morrer com probabilidade (3, caso ainda exista.

Provaremos mais adiante, pagina 45, que para valores de o, 3 e v bastante pequenos,
o processo de Stavskaya generalizado também possui pelo menos uma medida invariante

nao-trivial, a qual denotaremos por ,,, onde

Miny = thm (RawgﬂD)t(Sl. (25)

Agora vamos mostrar uma condi¢ao sobre as probabilidades de transicao do PSG. O
intuito é mostrar que, de fato esse processo é uma boa generalizacao do PS no sentido de
que podemos escolher as trés probabilidades de transicao com certa restricao e a partir dai

escolher «, § e 7 satisfazendo as condi¢oes do modelo.

Considere abaixo o Quadro 1, contendo as probabilidades de transicao:

Ti | Liv1 W(O‘l’i, 377;-1—1) 7T(O|CEZ', xi—i—l)

0 0 1 1

0 1 0,1 B+ (1—08)y
1[0 T f+ (1 =P
1 1 11 B+ (1—0)ay

Quadro 1.Probabilidades de transicao do PSG.

To.1,T10 € 11 sao dadas em (2.2). Assim, é claro que

o1 =0+1—=0)y, mo=0+1-pFa e m1=0+1-7F)ay. (2.6)



Lema (Condi¢ao nos parametros do PSG): Dados 71,1 € 711 é possivel encontrar «, (e

v tais que (2.6) é verdade se e somente se as desigualdades em (2.4) sao verdadeiras.

E interessante o fato de que o conjunto de ternas ordenadas (7 1, 71,0, 71,1) que satisfazem

(2.4) é tri-dimensional.

Olhando mais para frente, a saber, Afirmacao 4, é possivel notar que esta condi¢do acima

implica o que chamamos monotonicidade do PSG.
Agora vamos provar o lema:

Numa dire¢ao: Temos que dados «, 3,7 € [0, 1] definimos mg 1,710,711 como acima,

portanto as seguintes propriedades valem trivialmente:
0 <mo1,m1,0,m11 < 1.

Ainda,

o1 = T1,1,  T10 = T11-

Provemos entao que m; > mp17m10. Se 8 =0 ou 8 = 1, vale trivialmente. Se nao, temos:

f+A=PBay = [B+ 1=+ (1-P)a]
B+ =PRay > F+801-0F)y+06(1-0)a+(1-05)ay
B=F+1-PBay = B(L-PF)la+)+(1-0)ay
Bt+ay = Blat+y)+(1-PFay

B =z Bla+t)—Bay

1 > a+v—ay
l-a—v+ay > 0
(I-a)(l=v) = 0.

Portanto, todas as propriedades sao validas.

Noutra diregao : Inicialmente, dados mg 1, 71 0, 71,1, iremos achar o, 3,y. Assim,
l—mi=01-0)-1=-8)ry=>010-5)1-17),
l-moe=(1-0)-(1-08)a=(1-08)(1-a)

9



l—mu=(1-75)—(1-pBay=(1-06)(1-ay).
Desconsidere no momento os casos em que os denominadores sao iguais a zero, assim,

l—my 1—7n

].—7T1’0 1—Oé’

l—my l—ay

1— 71,0 11—« )
Dai,
1—771,1 1—770,1 70,1 — 71,1
v = — = : (2.7)
1-— 7T170 1-— 7'('170 1— 7T170
Note agora que
To,1 — 71,1
mo1 =3+ (1-05) 1
— 71,0
Dali, é possivel concluir que
T1,1 — T0,171,0
3= (2.8)

1 —mo—mo1+ i1

Substituindo # em 7 o obtemos

. T1,1 — T0,171,0 71,1 — 70,1771,0
71,0 - (0%

1 —mo—mo1+ i1 1 — 70— mo1+ i1

e resolvendo em «, chegamos em
1,0 — 71,1

o= Mo M (2.9)

1-— 70,1
Para finalizar a demonstracao é necessario checar que se «, 3, s@o definidos por (2.7), (2.8)
e (2.9), tem-se
0<a,B,7y<1

Que a, 8,7 > 0 é evidente. Provemos que a < 1:

T — T <1 — 7o

4

1 — 7oy — T > —T11

4

1 —mo1 — T+ T01T1,0 = 01710 — 71,1

10



(1 —mo1)(1 —m0) > Moo — T1a-

Note, por outro lado que

(1—mp1) >0,(1—mp) >0,

logo
(1 - 7T0,1)(1 - 7T1,0) >0,
ja
M1 = T0,1T1,0 = T0171,0 — 71,1 < 0,
logo

(1 —m1)(1 —m1p) >0 > mo1mio — 11

Portanto a < 1.

Provemos agora que v < 1:

o1 — i1 < 1 —mp

1 — 71 — T = —T11

que é a mesma desigualdade estudada no caso anterior, logo v < 1.

Provemos agora que g < 1:

M1 — T01T1,0 = 1 — o1 — M0+ T

4

—To1T1,0 = 1 —mo1 — T

4

1 —mo1 —mio+ 7m0 >0

4

(1 — 7T071)(1 — 7T17()) Z O, logo ﬁ S 1.
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Falta estudarmos os casos em que os denominadores sao iguais a zero:
Seja m o = 1, entao,
5‘*‘(1_6)7:770,17 B+<1_ﬁ)a:17 ﬁ—l—(l_ﬁ)a/y:ﬂ-l,l-

Portanto,

L—mu = (1= =), 0=(1-B)1-0a), L—m,=(1-B)-ay).

Caso 1: f =1,

o1 = Mo = T1,1 = 1, € o,y podem ser quaisquer pois 3 = 1 fecha tudo.

Caso 2: a =1,

1 —myy = (1—-06)(1—7v) =1—m,, assim mp; = 71, e podemos supor mp; < 1, as-

sim o conjunto de pares ((3,) ¢ infinito sob a tnica condi¢ao de que (1—/3)(1—7v) = 1 —m 1.

Por fim, consideremos o caso onde 1 — g —mo1 + 711 = 0.

(1 =m0 —mo1 + momo1) + (M1 — momo1) =0

\
(1 = mo1)(1 —m10) + (11 — To1710) = 0
\
(1— 7T0,1)(1 - 7T1,0) = (7T0,17T1,0 - 7T1,1),
mas
(1—m1)(1—m) >0 e (moamo—m1) <0,
dai
(1 —=mo1)(1 —m10) =0=mo1m10— T11,
portanto

To,1 = 71,0 = 11 = 1

que é o caso onde (3 = 1, que ja foi visto.

O Lema estda demonstrado.
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Capitulo 3

Enunciados dos Teoremas

Para cada medida p e eventos A e B, considere
Au(A, B) = (AN B) — u(A) - u(B), (3.1)

Seja a translacdo no espaco de configuracoes: 7, : {0,1}2 — {0,1}% tal que para cada
configuracao ,

(Tsr); = 244y, Vi€ Z.

3.1 Processo de Stavskaya

Todos os teoremas e proposi¢oes anunciados aqui serao provados na Segao 4.1.

Proposi¢ao 1 (Nao-ergodicidade do PS): Se < 2—17, o processo de Stavskaya é nao-ergodico,

i.c., fline 7 Go.

Aqui, na Secao 3.1, i, sempre é a medida invariante nao-trivial do processo de Stavskaya

definida em (2.3).

Queremos provar a quase independéncia de cilindros finos com base na medida p;,, quando

a distancia entre eles tende para infinito. Entao queremos mostrar que
A,uinv(aa Zb)s_)—os O
para todos os cilindros finos a e b.

Para demonstrar este fato, trés teoremas serao demonstrados, onde o terceiro constitui a
afirmagao em questao. Como serao de muita utilidade os cilindros onde todos os componentes

sao formadas por zero, denotaremos o cilindro

Zero(iy,...,ip) ={x €Q:x; =0,...,2;, =0},

n
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para iy < --- < 1,. Estes cilindros, pela sua importancia, recebem um nome especial, sao

chamados zeros cilindros. Neste trabalho suporemos por definicao que §2 é um zero cilindro.

O primeiro teorema a ser visto abaixo demonstra que
S§— 00
A,uinv<a7 Zb) 07
quando a e b sao zeros cilindros formados por um tnico componente. Mais formalmente:

L

5=, 0s zeros cilindros a = Zero(0), b = Zero(0). Entao para todo

Teorema 1: Sejam [ <
s € 7,
(275)"!

| Aptiny (a, Zsb)| < 3 - 1275

O segundo teorema, abaixo, é uma generalizacao do primeiro, em certo sentido, pois este
trata agora de zeros cilindros em geral; no entanto, supomos que s é um nimero natural.
Afirmamos, porém, que ainda assim é possivel demonstrar com argumentos analogos que o

mesmo resultado vale se s é um inteiro qualquer, fazendo apenas algumas modificagoes.

L
277

onde iy < -+ < iy, j1 < -+ < jm. Entao, para todo s € N,
(27ﬂ)j1+s—in
1-2768

Teorema 2: Sejam [ < os zeros cilindros a = Zero(iy, ..., i,) e b= Zero(ji,. .., Jm),

|Apiiny(a, T,b)| < [20F™) — 1] -

O terceiro teorema prova a quase independéncia para quaisquer cilindros finos, generali-

zando os dois primeiros teoremas.

Teorema 3: Consideramos o PS com 3 < 2% Entao, para todos os cilindros finos a e b

em {0,1}Z, existe um ntimero C tal que para todo s € N

|Apiny (a, Z5b)| < C(2705)°.

O préximo teorema consiste em uma versao da lei dos grande niimeros para a medida

Miny do PS.

Teorema 4: Consideramos o PS com 3 < 2—17 Seja S, = xo+- - +xp_1em = iy (g = 1),

Minv \ |[— — M
n

14
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Ou seja, % "% m, em probabilidade.

O objetivo do préximo teorema é generalizar este resultado da lei dos grandes nimeros.
Para tanto precisamos de uma nova definigao. Dizemos que uma fungao f : {0,1}* — R
tem base B C Z se na realidade s6 depende de xp, i.e., x5 = yg = f(z) = f(y). Chamemos
f de local, se f tem uma base finita. Mais ainda, consideremos a translacao 7,, denotamos
por 7 a translacio de fungoes sobre {0,1}2, T°f(x) = f(7T,x). Agora, podemos enunciar o

quinto teorema e o ultimo sobre o processo de Stavskaya.

Teorema 5: Consideramos o PS com (3 < 2% Seja f funcdo local, seja S, = > 1 VTif

Minv \ |[— —m
n

Ou seja, % "% m, em probabilidade.

E(f|piny) = m, entao,

>¢) =,

3.2 Processo de Stavskaya Generalizado

Todos os teoremas e proposigoes anunciados aqui serao demonstrados na Segao 4.2.

A idéia é demonstrar os mesmos teoremas mencionados acima para esta nova classe de

automatos celulares, assim omitiremos demais explicacoes e exporemos direto os resultados.

Proposi¢ao 2 (Nao-ergodicidade do PSG): Se max(«, 3,7) < z, o processo de Stavskaya

54’
generalizado é nao-ergddico, i.e., Ly 7# p-

A partir de agora, consideramos o PSG com

w = maX<045677) < ﬁ>

logo, com medida invariante nao-trivial p,, definida em (2.5).

Teorema 6: Sejam os zeros cilindros a = Zero(0), b = Zero(0). Entao para todo s € Z,

18 (216v)k!
Aptiny (0, Teb)| < — - 22—
Ay (@, Tb)| < — 2167
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Teorema 7: Sejam os zeros cilindros a = Zero(iy, ..., i,) e b = Zero(ji, ..., jm), onde
W <--<ipej <---<Jm Entao, para todo s € N,
62+ ™) — 1] (216¢p)71tsin

A inv 77; :

Teorema 8: Para todos os cilindros finos a e b, existe um numero C' tal que para todo
seN
’A:uinv<a77—sb)| S 0(216¢)8

Teorema 9: Sejam S,, = g+ -+ + Tp_1 € finy(To = 1) = m, entao,

Hinv | |— — M
n

> 5) =2 0.

Ou seja,

em probabilidade.

Teorema 10: Seja f funcao local, seja S, = Z?:_Ol T'f e E(f|piny) = m, entao,
Hinv ——m
n

Ou seja, S—; "% m, em probabilidade.

>g)@$o.
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Capitulo 4

Demonstracoes das Proposicoes e Teoremas

Agora vamos apresentar algumas definigoes que serao tuteis durante as demonstracgoes dos

teoremas.

Consideremos modelos de percolacao orientados. Definimos um grafo G' pelos conjuntos
contaveis )V de vértices, £ de elos e duas fungoes fy : £ — Ve f1 : £ — V que associam a

cada elo dois vértices, chamados seus fins. Seja e € £ um elo, e conecta o vértice fy(e) ao

fi(e).

Um modelo orientado é um grafo onde cada um de seus elos pode assumir em cada direcao
um estado, aberto ou fechado, independentemente de qualquer outro elo e da outra direcao

deste mesmo elo. Os vértices estao sempre abertos.

Um caminho é uma seqiiéncia do tipo “vértice - elo - vértice - elo - - - - elo - vértice” que
pode ser finita se esta sequiéncia for finita, infinita se esta seqiiéncia for infinita em apenas

um sentido ou bi-infinita se esta seqiiéncia for infinita nos dois sentidos.

Um caminho é dito auto-evitante se todos os vértices em sua seqiiéncia sao diferentes.
Um caminho num grafo orientado esta aberto numa certa direcao, se todos os seus elos estao

abertos nessa diregao.

Um grafo GG é dito conectado se para quaisquer dois vértices de G existir um caminho

conectando-os.

Um contorno é um caminho finito e auto-evitante, com excec¢ao dos pontos inicial e final
que coincidem. Num grafo nao-orientado, um contorno esta aberto se todos os seus elos
estao abertos. Num grafo orientado, um contorno estd aberto numa diregao se todos os seus

elos estao abertos nessa direcao.

Dizemos que existe percolagao de um vértice o até um vértice 3, se existe um caminho

aberto finito conduzindo « até .
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Dizemos que um grafo G est4 inserido no R? se satisfaz as seguintes condicoes:

1. Cada vértice v de G estd associado a um ponto P(v) € R?. Vértices diferentes estao

associados a pontos diferentes. Denotamos por P(V) o conjunto de pontos {P(v)|v €

V).

2. Cada elo e de GG esta representado por uma unica curva poligonal. Esta curva é auto-

evitante, exceto quando e é um laco.

3. Dentro de cada subconjunto limitado do plano hé apenas um numero finito de repre-

sentagoes de vértices.

4. Se e; # e; sao dois elos diferentes, entao sao representados por curvas poligonais dis-

tintas.

Dizemos que dois grafos conectados G e G’ sao duais se existe uma correspondéncia 1-a-1
entre os elos de G e de G’ chamada dualidade tal que cada elo de cada grafo cruza o seu
elo dual do seu grafo dual num tnico ponto. Elos de G e de G’ nao duais nao tém pontos
comuns. Observe que a relacao de dualidade é simétrica, i.e., se G’ é dual de GG, entao G é
dual de G'.

Considere (G, G") grafos duais e orientados. A relacio entre direcdes dos seus elos obedece
a seguinte regra: Dados elos duais e e €/, para cada direcao de e, a direcao de €’ correspondente
¢é a direcao da direita para esquerda quando percorremos e na direcao indicada. Todo elo
do grafo G’ estd aberto numa certa direcio se e somente se o elo correspondente do grafo G

esta fechado na direcao correspondente.

Teorema (Dualidade): Seja (G,G) um par de grafos duais, finitos, orientados, satis-

fazendo a regra para grafos duais e orientados. Nao ha percolacao do vértice a para o
’ . / s’ .
vértice 3, no grafo G, se e somente se, em G , ha um contorno auto evitante, aberto numa

direcdo tal que sua representagao, no plano, deixa o ponto P(«) a esquerda e P(f3) a direita.

O teorema enunciado acima vai ser aplicado nas demonstragoes de alguns de nossos

teoremas e sua demonstracao pode ser encontrada em [LT.2002].
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4.1 Processo de Stavskaya

Seja Q = {0, 1}22+ espaco de 2— D configuracoes de estados de componentes. Denotamos
w € Q os elementos de e chamamos eles de 2 — D configuragoes. Denotamos w! cada

componente da configuracao w, ondet € Z, e 1 € Z.

Seja A = {0, 1}2Z+ espaco de 2 — D configuragoes de estados de varidveis auxiliares.

Denotamos A € A os elementos de A e A} componentes em \.

Seja 6 medida em A tal que todas as componentes \! sao v.a. i.i.d. e

0\ — 1 com probabilidade 3
"7 10 com probabilidade 1 — 3.

Obtemos entdo uma distribuicao em €, induzida pela medida # em A, definida induti-

vamente por base de inducao

L0
Vi, w, =

e passo de inducao

t+1 0, se )\EJrl =1

w- =

7 a ( t t ) c.c
max(w;,w;,,), C.C.

)

parat=0,1,2,....
Faremos entao uma interpretacao do processo de Stavskaya como percolagao.

Podemos observar que a presenga de uma particula no ponto ¢ no tempo ¢, depende

unicamente do que acontece no triangulo
{(U, k) i< j<i+t—k}

onde o par ordenado (j, k) representa a posi¢ao e o tempo respectivamente. A Figura 1,
a seguir, mostra este triangulo para ¢ = 0 e t = 3. (O eixo do tempo ¢é inclinado para o

esquema ficar simétrico.)
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AN
0,2) (1,2)
So0N N
0.1) (1,1) (2,1)
SN N /N
(0,0) (1,0) (2,0) (3,0)

Figura 1. O triangulo no qual o estado do ponto 0 no tempo 3
depende no processo de Stavskaya.

A Figura 1 mostra parte do grafo de percolagao para o PS, relativo ao estado do ponto
0 no tempo 3. Neste grafo, os elos estao sempre abertos para cima e fechados para baixo.
Os vértices (0,0), (1,0),(2,0) e (3,0) estao sempre abertos. Os outros vértices estao abertos
com probabilidade 1 — (3 e fechados com probabilidade  independentemente uns dos outros.
Existe uma particula no ponto 0 no tempo 3 se e somente se existir um caminho aberto neste

grafo, de alguns dos vértices (i,0), i = 0, 1,2, 3, até o vértice (0, 3).

Porém ¢é melhor alongar cada vértice, transformando assim percolagao de vértice em

percolacao de elo, como mostra a Figura 2.

Imaginemos que os quatro vértices denotados por sg, s1, S92, s3 na Figura 2 sao fontes de
liquido e que as setas sao tubos orientados que podem conduzir este liquido para cima, mas
nao para baixo. As setas inclinadas sempre estao abertas, mas as setas verticais podem
estar abertas ou fechadas, porque elas imitam o nosso operador aleatério: cada uma delas
esta fechada com probabilidade e aberta com probabilidade 1 — 3. Assim, reduzimos um

problema sobre o nosso processo aleatério a um problema sobre percolacao.
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Figura 2. Processo de Stavskaya como percolacdao. A presenca de
uma particula no ponto (0,3) equivale a percolagdo no grafo apre-
sentado por linhas continuas da fonte S para o objetivo T. As linhas
pontilhadas mostram o grafo dual.

Porém, é melhor ter somente uma fonte. Por esta razao intoduziremos um vértice especial
S, conectado por elos com sg, s1, S, 53. Assumiremos que estes elos sempre estao abertos em
ambas as direcoes. Dessa forma, os elos duais sempre estao fechados em ambas as direcoes e
por isso nao precisaremos desenha-los. Pela mesma razao é conveniente assumir que os elos
verticais do grafo original sempre estao abertos para baixo. Isto nao cria nenhum problema
se os elos inclinados sempre estao fechados para baixo. Entao os elos do grafo dual estao
abertos como segue: os elos direcionados , e N\ estao sempre abertos nestes sentidos e
sempre fechados nos sentidos opostos; os elos direcionados — estao abertos neste sentido

com probabilidade 3 e sempre estao fechados na sentido oposto.
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Figura 3. O grafo dual do processo de Stavskaya. As setas
continuas mostram um contorno cercando T. A existéncia de um
contorno aberto cercando T na direcao positiva equivale a auséncia
de particula no ponto 0, no tempo 3, dentro do processo.

Concentramos nossa atengao no grafo dual apresentado na Figura 3. Podemos observar
que, de acordo com o Teorema de dualidade enunciado no inicio deste capitulo, nao ha
percolacao no grafo original se ha um contorno aberto no grafo dual correspondente cercando
T e indo na diregao positiva (no sentido anti-horério). Assumiremos que todo contorno

comega e termina no ponto mais alto. A probabilidade de que exista tal contorno nao excede
oo
Z Ok 6k7
k=1

onde C} é o numero de tais contornos que possuem k obstaculos, correspondendo a k passos
horizontais. Todo contorno tem nimero de passos iguais em suas trés direcoes, dessa forma
tem 3k passos. Como cada passo de um contorno tem somente trés possiveis diregoes,
C, < 3% e, entdo, a probabilidade de que exista uma particula no local 0 num tempo ¢

qualquer nao excede

- 273 1
k. gh— 207 <
; B =1 <5

A idéia da obtencao dessa estimativa serd importante para a demonstracao dos teoremas.
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4.1.1 Demonstracao da Proposicao 1

Afirmagdo 1: Seja P um operador e u uma medida. Se o limite lim;_,, P'u existe, entao
este limite é invariante para P.

A demonstracao é evidente e omitiremos.
Sejam x,y € 2, dizemos que x precede y, denotado por x < y, se z; < y; para todo
7 em S. Dizemos que um conjunto U € A é superior se

(xelUzx<y) =yel.

Introduzimos uma ordem parcial em M: uma medida normalizada p precede v se
w(U) <v(U), para qualquer U conjunto superior. Chamamos um operador P de mondtono
se i < v implicar Pu < Pv. Também dizemos que o operador P; precede o operador P; se

Py < Py para qualquer medida .

Afirmagdo 2: Se P é mondtono, entao as sequéncias P!d, e P!, convergem.

Demonstracao: E facil provar por inducao que

(50-<P(50-<P2(50‘<"' € (31>-P51>-P2(52>'"'

Em todos os casos a primeira desigualdade é evidente pois dy < p < d; para qualquer medida
1 e todas as outras desigualdades seguem desta. Assim para qualquer conjunto superior U
as sequéncias P'0y(U) e P'01(U) sao mondtonas e entao todas elas tem um limite. Agora

tome um cilindro fino qualquer ¢ e denote
c={z|Jyec:y<z} e T=c\c

E ficil mostrar que ¢ e ¢ sdo conjuntos superiores, assim os valores de P!d, e P'0; para
estes conjuntos tém limites. Entao seus valores para ¢ também tém limite o que indica que

estas medidas tém limite. A Afirmacdo 2 estd demonstrada.

Afirmagao 3: Se existe n, e existe C' < 1 tal que V¢, (P';)(Zero(1,...,n)) < C, entdo

P9, nao converge para a medida d.
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A demonstracao dessa afirmagao é evidente.

Para mostrar a monotonicidade considere a seguinte afirmacao:

Afirmagao 4: Seja operador P definido por (2.1), V(i) = {i,i+1} e m; dependendo apenas

da posicao i, entao P é monotono se e somente se

(x<y) = m(1 | 2ve) <] yve)

Demonstracao: Basta utilizar o Teorema demonstrado no livro [T.2001], pagina 81.

A verificagdo de que o operador de Stavskaya é mondtono é trivial, se utilizarmos a

Afirmacao 4, pois, basta ver que V x
7Tz<1 | Ty = Tjy1 = O) = 0,

7T7,(1 | T; = 1,l’i+1 :0) :7TZ(1 ’ Z; :0,.Ti+1 = 1) :71'1(1 ‘ Ty = Tjy1 = 1) = 1—ﬁ

Como provamos, o operador de Stavskaya é mondtono, e, portanto, pela Afirmacao 2, a
sequéncia (RgD)'d; converge para uma medida p. Pela Afirmacao 1 temos que p é invariante.

Precisamos mostrar que p # do.

Observamos que a nao existéncia de particulas nas posicoes 1,...,n no instante t é o
mesmo que existir uma cerca no grafo dual comecando em cima de T} e terminando em cima
de T}, onde T} até T), sao os topos de n triangulos como os triangulos 7} e Ty apresentados
na Figura 5, na pagina 28. A Figura 4, na pagina seguinte, ilustra uma cerca deste tipo.
Seja k o numero de passos a direita; é claro que como temos n particulas, £ > n, mais ainda,
¢é possivel notar que o nimero de passos para baixo ¢ igual ao niimero de passos para cima,

e esse numero ¢ igual a k —n + 1. Assim,

((RsD)'6,)(Zero(1, ..., n)) < ; gk—2n+2 gk _ 19?5)7;
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Figura 4. O grafo dual do processo de Stavskaya. As setas
continuas mostram uma cerca através de Ty e Ty. A existéncia
de uma cerca aberta através de Ty e Ty na direcaopositiva equivale
a auséncia de particulas nos pontos 1 e 2, no tempo 3, dentro do

Processo.
Como ?(_357); =20, entdo é possivel concluir que sempre existe n tal que ?(_357); < 1. Dai

aplicando a Afirmagao 3, podemos concluir que se § < 2%, entao o processo de Stavskaya é

nao-ergodico.

4.1.2 Demonstracdo do Teorema 1

Lema 1: Em qualquer espaco amostral sejam os eventos A e B, onde A = A; U Ay e

B = By U B,. Suponha A; independente de By, p(As) < e e pu(By) < e. Entao,
|Au(A, B)| < 3e,

onde A é definida em (3.1).

Demonstracao do Lema 1: Inicialmente podemos considerar que
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Podemos observar que a probabilidade do cilindro (A; N B;) é menor que &, uma vez que
1(As) < e. Da mesma forma, as probabilidades dos cilindros (A; N By) e (Ay N By) nao
ultrapassam ¢, cada uma. E assim temos que a probabilidade da uniao destes trées cilindros

nao ultrapassard 3¢. Logo,
w(A1 N By) < (AN B) < p(A; N By) + 3e.
Da desigualdade acima obtemos que
|w(ANB) — pu(A N Byl < 3e. (4.1)

Como A; C A, entdo pu(A;) < u(A). Analogamente, By C B e u(B;) < p(B). Assim

podemos estimar uma cota inferior para p(A) - u(B), que serd dada por

1(Ar) - p(By) < p(A) - pu(B).
Consideremos agora que
u(A) - (B) = p(A1UAz) - p(BrU By)

< (u(Ar) + p(Az)) - (u(By) + pu(Ba))
= (AL - p(Br) 4+ p(Ar) - p(Bz) + p(Az) - p(Br) + p(Az) - p(Ba).

Das parcelas da soma acima podemos observar que (1(A;) - 1(B2) nao excede €, uma vez que
w1(Bs) < €. Analogamente p(As) - ;1(B1) nao ultrapassa € pois pu(Asz) < €. Obtemos também
que p(As) - u(Bz) é menor que € pois ambas probabilidades sao menores. Logo, podemos ter
3¢ como uma estimativa para o limite superior da soma destas trés ultimas parcelas. Dessa

forma
1(Ar) - p(Br) < p(A) - w(B) < p(Ar) - p(Br) + 3e.

Como no caso anterior, obtemos, da desigualdade acima, que

[1(A) - 1(B) = p(Ar) - p(By)| < 3e.

Entretanto sabemos que A; e B; sao independentes e assim,
p(Ar N By) = p(Ar) - p(B).
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Sendo assim

|(u(A) - w(B) — (A1 0 By)| < 3e. (4.2)

E dessa forma, por (4.1) e (4.2), podemos concluir que
(AN B) = u(A) - u(B)| = Ap(A, B) < 3e.
O Lema 1 estd demonstrado.

Agora vamos demonstrar o Teorema 1. Aqui suporemos s € {0, 1,...}, pois o caso em

que s € {...,—2,—1} é andlogo, portanto a demonstragao pode ser omitida.

Consideremos agora dois importantes eventos com base no processo de Stavskaya. Aqui,

consideraremos inicialmente o tempo finito e depois tomaremos o limite, assim considere
t
M = (RﬂD ) 517

e o evento Ey = {xy = 0} significando que no instante de tempo ¢ nao existe nenhuma
particula no ponto 0 do processo. Analogamente, considere o evento Fy = {x, = 0} signifi-

cando que no instante ¢ e no ponto s do processo nao existe nenhuma particula.

Note que em p;,, 0 tempo t foi para infinito, entao o evento Ej continua sendo o cilindro
Zero(0) e o evento E; continua sendo o cilindro Zero(s), assim para demonstrar o Teorema
1 basta provar que

(276)°

Alino(Ep, E e
Mznv( 05 s) <3 1_275

Consideremos somente contornos descritos no inicio da Secao 4.1, com passos de trés
tipos: —,\_e /. Definimos comprimento de um contorno como sendo o nimero de passos
a direita. Consideraremos que o evento F, ocorrerd se existir um contorno no grafo dual no
espaco delimitado pelo triangulo 77, do tipo apresentado na Figura 5. Considere também que
E, = E}UE%, onde E} significa que exite um contorno no grafo dual com comprimento menor
que s e E2 significa que existe um contorno no grafo dual com comprimento maior ou igual
a s. De forma similar, o evento E, ocorrera se existir um contorno no grafo dual no espago
delimitado pelo triangulo 75, do tipo também apresentado na Figura 5. Considere agora que
E, = E!}' U E?, onde E! significa que existe um contorno no grafo dual com comprimento
menor que s e E? significa que existe um contorno no grafo dual com comprimento maior

ou igual a s.

27



Através da Figura 5, é fécil observar que os eventos E} e E! sao independentes, pois a
existéncia de uma cerca em 7T} de comprimento menor que s nao possui nenhuma relacao
com a existéncia de uma cerca de comprimento menor que s em 75 e vice-versa. Como em

EZ e em E? os contornos tém pelo menos s passos a direita, obtemos

oo

2703)°
(D) = () < 397 = —-

Sendo assim, podemos aplicar o Lema 1 para os eventos Ey e E; e obtemos que

(278)°
Apg(Eg, By)| < 3 ——.
E possivel mostrar que para s negativo,
(278)"*

Ty 15

Figura 5. llustra os PS e PSG para que nos pontos (0,9) e (6,9)
existam particulas. Na figura apresentada, as linhas hotizontais re-
presentam cada passo de tempo, os vértices com as linhas verticais
representam os estados das particulas e as setas suas possiveis tra-
jetorias. O triangulo Ty € definido ligando os pontos estabelecidos
pelos pontos (0,0), (0,9) e (9,0). O triangulo Ty € definido fazendo
a ligagao dos pontos (5,0), (5,9) e (14,0).
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. t—o00 /
Agora tomando o limite de t — 0o, e sabendo que p; — in0, concluimos que que

| (278)"
|A,uznv(E07Es) | <3 1 — 27ﬁ

O Teorema 1 estd demonstrado.

4.1.3 Demonstracdo do Teorema 2

Antes de demonstrar o Teorema 2 verifiquemos o seguinte lema:
Lema 2: Seja a medida p em qualquer espago amostral e sejam os eventos A e B, onde

A=(AAUAHYN(AZUADN---N (AU A2)

e
B=(BjUB})N(ByUB})N---N (B UB?2).
Em que todo A}, i = 1,...,n, é independente de todo B}, j = 1,...,m. Se tivermos
também
wA) <e i=1,...,n e pu(Bj)<e j=1,....m,
entao:

|Au(A, B)| < 20F™ — 1)e.

Demonstra¢ao do Lema 2: Inicialmente podemos tomar a probabilidade da intersecao dos

eventos A e B, que equivale a probabilidade da intersecao de n + m unides de subeventos,

dadas como segue:

WANB) = p((A VAN N(A, UA)N(BLUBY) NN (B, UB)).

E possivel mostrar que
(AjuA)n---n(ALluUA2)N(BfUB})N---N (B UB2)
pode ser representado como uniodes de 2" conjuntos com a forma
AN AN B'N...N B,
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i1y in € {1,2}, 51, ..+, Jm € {1,2}. Dessas unides apenas o conjunto
(Ain---nAnBiN---NB.)

nao envolve nenhum termo cuja probabilidade é menor que ¢, assim, temos que a probabili-

dade de 2"t™ — 1 delas é menor que . Desse fato, decorre que
wAIn---nANBIN---NBL) < w(ANB) < p(Aln---NnA NBIN---NBL) + 2™ —1]e.
Da desigualdade acima obtemos que

W(ANB) —p(Aln---nA nBln---NBL)| < 20F™ —1]e. (4.3)

Vamos observar o que ocorre com f(A) - p1(B), no intuito de obtermos uma cota inferior.
E claro que (Al N---NAL) C A, daf u(A'N---NAL) < u(A). Analogamente, obtemos que
(Bin---nBLYCc Beu(BiNn---NB}) < u(B). Com isso, temos que

WAL A AL - (BN - N BL) < p(A) - u(B).

Para encontrar uma cota superior, consideraremos o fato de que a probabilidade da uniao
de eventos é menor ou igual a soma das probabilidades de cada um. Utilizando este fato, e

a idéia anterior, temos que

wA) - w(B) = p((ALUAD NN (AL UAD)) - p((By UBY) N -0 (B, UBy))
< [u(Arn- N A+ (2" = el [w(Bi NN By,) + (27 — 1)e]
= p(Ar N NA) - u(BrN-- N By) + p(Ap N NAL) - (27 = 1)e
+u(Bf NN BLY - (2" — 1)e + (2" — 1)(2™ — 1)&?
< wAln- A - uBIn---N B+ (2™ —1)e + (2" — 1)e
+(2" —-1)(2™ —1)e
= pu(Aln---NA)-w(Bin---NBL)+ (2™ —1)e.

Dessa forma,
AN NAY) - u(BiN---NB,) < p(A) - u(B) <
AN AN u(Bin---nBL) + 20 — 1]e.
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Da desigualdade acima, obtemos que
(A - u(B) = (AL AL - u(BIN - BL) < 20 —le. (4.4)

Entretanto, sabemos que todo A}, ¢ = 1,---,n, é independente de todo B]l, j=1,....me

assim (A} N---NAL) e (Bl N---NBl) sao independentes. Com isso,
pAln---nAnBin---NBL) =u(AiN---NA) - u(Bin---NBL).
Dessa forma, por (4.3) e (4.4) concluimos que
(AN B) — u(A) - u(B)| = |An(A, B)| < 20 — 1]z,
O Lema 2 estd demonstrado.

Aplicamos, agora, o Lema 2 para o nosso processo. Assim, considere os eventos F; e Es,

tais que

E={ay, =z, ==z, =0}, com i3 <irp<---<i, e

n

Ey, = {l’j1+3 = Tjops = " = Tj4s — O}, com J1 < Jo < -+ < jm.
Entao, podemos notar que quando ¢ — oo e chegamos na medida limite, o evento FE
é o cilindro fino Zero(iy,...,i,) e o evento E, é a translagdo na distancia s do cilindro
Zero(J1, ..., Jm), logo, para provar o Teorema 2 basta mostrar que

Attiny (E1, By) < 200 —1] %

Tomaremos como base para a prova a interpretacao do processo de Stavskaya como per-
colagao. Neste sentido, consideraremos n triangulos, denotados por T,75,...,T,, e m
triangulos denotados por Uy, U,,...,U,. Consideraremos que o evento FE; ocorrera se
existirem n contornos no grafo dual, um em cada espago delimitado pelos triangulos

Ty, w=1,...,n. Note que
Ey = (Elll U E121) N (E112 U E122) NN (Elln U E%n)

onde E!

1w sSignifica que o contorno existente no grafo dual, no espaco delimitado pelo

triangulo T, tem comprimento menor do que j; + § — iy, € Eiw significa que o contorno

existente no grafo dual tem comprimento maior ou igual a j; + s — 7,,. De forma similar,
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consideraremos que o evento Fy ocorrera se existir m contornos no grafo dual, um em cada

espago delimitado pelos triangulos U,, z =1,...,m. Note também, neste caso, que
1 2 1 2 1 2
Ey = <E2,1 U E2,1) N (E2,2 U E2,2) n---N (EZ,n U Ez,n)

onde E217Z, z =1,...,msignifica que o contorno existente no grafo dual, no espaco delimitado
pelo triangulo U,, tem comprimento menor do que j, + s — i, e Elzz significa que o contorno

existente no grafo dual tem comprimento maior ou igual a j, + s — .

E facil observar, utilizando o mesmo argumento da demonstragao do Teorema 1, que

os eventos Fi

1, w=1...,neEl  z=1 .. msao independentes, pois a existéncia de

uma cerca em qualquer T, de comprimento menor que j; +s—1i,, nao possui nenhuma relacao

com a existéncia de uma cerca em qualquer U, de comprimento menor que j, + s — i,,.

Por outro lado, usando a representagao como percolacao temos que a probabilidade
de existéncia de uma cerca no grafo dual em 7T;, com comprimento maior ou igual a j; +s—1,,

nao excede

i (275)j1+s—iw _ (27ﬂ)j1+s—in |

E2 33k k —
H(Br) < b 1-273 = 1-273

k:jl‘i‘s_iw
De maneira similar, a probabilidade de existéncia de uma cerca no grafo dual em U, com
comprimento maior ou igual a j, + s — 7, nao excede

e bk (27ﬁ)jz+s—z’n (27ﬁ)j1+s—z’n
Z = 1—273 = 1-278

Ht(Eg,j) <
k:jz“l‘s_in

Podemos aplicar o Lema 2 aos eventos F; e Fy. Neste caso, decorre que

(27ﬁ)j1+5_in

|1e(By 0 Ey) — puy(Ey) - ()| < [20F™) — 1] - 1276

Observamos da desigualdade acima que tomando o limite de ¢ — oo, e sabendo que

t—oo

It — hinw, concluimos que

(273)d1-+s=in

Aty (E1, B ontm) _q].

O Teorema 2 estd demonstrado
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4.1.4 Demonstracao do Teorema 3

Lema 3a: Todo cilindro-fino pertence a algebra gerada por zeros-cilindros.

Demonstracao do Lema 3a: A demonstragao sera feita por indugdo no nimero de ele-

mentos da configuragao iguais a 1.

Base de indug¢do: nao existe nenhum elemento da configuragao igual a 1. Neste caso a

nossa afirmacao é evidente.

Passo de indugao: Suponha o resultado vélido para todos os cilindros-finos cujo niimero
de elementos iguais a 1 varia de 1 até n—1, queremos mostrar que o cilindro com n elementos

da configuracao iguais a 1 também pertence a dlgebra gerada pelos zeros-cilindros.

Suponha que estamos lidando com cilindros em geral. Considere ainda que temos cilindros
cujo numero de componentes da configuragao que sao iguais a 1 varia de 0 até n—1, como para
cada numero fixo 7 de uns na configuracao podemos ter varios cilindros finos. Coloquemos
uma ordem nestes cilindros finos. Assim denotamos por a;; o j-ésimo cilindro que possui %

componentes da configuracao iguais a 1.

Dai, o cilindro fino a de base finita B, formado por n componentes da configuracao iguais

a 1, a saber, as componentes i1, ..., 1i,, definindo D = {iy,...,i,}, é
a={rxeQ|VieDVjeB\D:z;=1z; =0}

e pode ser escrito como a diferenca de conjuntos:

Cn,l Cn,nfl
{mEQ‘VJGB\DI’]:O}\ CLQJUUCLL]'U"'U U an—-14 |,
j=1 j=1

onde C,, denota combinagao de n elementos tomados p a p. Temos que para cada ¢,
contamos com n posicoes disponiveis. Assim, devemos escolher i posicoes dentre n possiveis
e isso pode ser feito de C), ; maneiras. Assim como todos os cilindros finos onde a quantidade
de elementos da configuragoes iguais a 1 varia de 1 até n — 1 sao combinagoes de zeros
cilindros, temos que o cilindro com n elementos da configuracao iguais a 1 também pode ser

escrito em termos de zeros-cilindros.

O Lema 3a estda demonstrado.
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Lema 3b: Seja p uma medida em qualquer espago amostral e os eventos A e B, onde

1= (41Ua)

A CALi=2...,.NeAiNnA;=0,sei#j,i>2j>2.
Se |Au(A;, B)| < vi,i=1,...,n, entdo

Ap(AB)] <Y %

=1

Demonstracao do Lema 3b: Temos que

(Al\L]jAZ) NB= (A NB)\ (O(Ai mB))

dai,
(Al\UAZ) NB| =pu|(A4NB)\ (U(AmB))

mas como A; C A,i=2,..., N,

N N
(A nB)\JAinB)| = (AlﬂB)—u<U(A ﬂB))
=2 =2
N
= (A NB)=Y u(AinB)
=2
pois Ay, ..., A, sado disjuntos.

Aplicando o resultado acima, temos que:
Ap(A,B) = w(ANB) — u(A)u(B)

(AI\UAz)mB —M(Al\UAz)M(B)
= pu(A,NB) - <UAmB) n(Ay) — u(ijAi>)u(B)

=2

= (AN B) = p(A)pu(B) - (U(A n B)) (U Az-) u(B)

=2
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Assim,
N N
[Ap(A, B)| < |Ap(Ay, B)[ + ) [Ap(A, B)| < Y i
i=2 i=1
O Lema 3b estd demonstrado.

Agora vamos demonstrar o Teorema 3. A demonstracao serd dada em duas partes, a
saber parte A e parte B. Na parte A, o interesse é mostrar que se a é um cilindro fino

composto de zeros e uns e b é um zero cilindro, entao existe uma constante C tal que
|A,uinv(a, I];b)| < (276)8

J& na parte B, iremos provar que dados a e b cilindros finos, existe uma constante C' tal que

| Apiny (@, Tob)| < C(278)".

PARTE A: Por inducao.

Base de inducao: Inicialmente consideremos o caso onde a é um zero cilindro. Assim temos,

a=Zero(iy,... i), i1 <-+ <1y

b= Zero(ji,.-im), J1<-<Jm-
Pelo Teorema 2 temos que Vs € Z

(273)dr+s—in

. (m+n—=1) _
|A:u1nv(aa Zb>| < [2 1] 1 — 275 ’

logo, se tomarmos o
(273)7r

C = [2(m+n71) i 1] — 276 7

temos que a base de inducao ¢é verdadeira.
Passo de indugao: Considere o caso geral onde a é um cilindro fino de base B e conjunto de

componentes D, tal que a é dado por
a={re€Q|VieDVje B\D:z;=1,2; =0}

35



Assim, a indugao serd dada no nimero de elementos de D. Seja p o nimero de elementos de

D, assim, suponha que o resultado é vélido para p variando de 0 até n — 1.

Pelo Lema 3a temos que é possivel escrever o cilindro a como

Cn,l Cn,n—l
a:{x€Q|‘v’2€B\DxZ:O}\ <a071U UCLL]‘U"'U U an_l,j).
j=1 J=1

Aplicando o Teorema 2, temos que existe uma constante C tal que
|Apiny({z € Q| Vi e B\ D :z; =0}, 7.b)| < C1(278)%, (4.5)
e, também pelo Teorema 2, existe uma constante Cj; tal que
| Aptiny (ao 1, 7:0)| < Co1(275)°. (4.6)

Utilizando a inducao na segunda forma, estamos supondo que para todo i < n e todo j existe
C;,; tal que
’Auin\,(ai’j, ,];b)’ < Cl’](27ﬁ)s (47)

Agora, utilizando o Lema 3b é possivel concluir por (4.5), (4.6) e (4.7) que se

C=Ci+Coi+ Y Ciy,
1,j
entao

Fim da parte A.

PARTE B:
Agora vamos demonstrar por inducao que b pode ser qualquer cilindro fino.
Base de indugao: consideremos o caso onde b é um zero cilindro. O Teorema ¢ vélido se

b=Zero(ji,---,Jm)s 1<+ < Jjm-

e o cilindro fino @ é um cilindro fino qualquer. A demonstracao desse fato decorre da primeira
parte da demonstracao deste teorema.
Passo de inducao: Considere agora que o resultado é vélido para o cilindro fino b, onde este

possui p, p variando de 1 até m — 1, elementos da configuracao iguais a 1, ou seja
b={2xeQ|VieDVjeB\D:z;=1,2; =0},
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onde D possui p elementos. Utilizando o Lema 3a podemos escrever o cilindro fino b, que

tem m elementos iguais a 1, como

C»m”l Cm,m—l
b:{$EQ|Vj€B\DfL‘]:O}\ (b(),lU U bLjU"'U U bm—l,j>'
7j=1

j=1
De maneira similar ao resultado anterior, temos por (4.8) que existe uma constante B tal
que

|Aptiny (@, T{x € Q| Vi e B\ D :z; =0})| < B1(275)%,

e que existe uma constante By, tal que
|Aptiny (@, Tsbo1)| < Boa(2705)°.
Aplicando indugao na segunda forma, temos que existem constantes B, ; tais que
|Aptiny (@, Tsbi ;)| < B; j(273)°
para todo ¢ < m e todo j. Logo, pelo Lema 3b, se B = By + By + Z” B, ;, entao
| Apiny(a, Tsb)| < B(273)".

Fim da parte B.

O Teorema 3 estd demonstrado.

4.1.5 Demonstracao do Teorema 4

Lema 4a:

COV(ZIZ’i, 33j) = A,uinv(ZeTO(i)? ZG?“O(j))-

Demonstracao: Temos que

Cov(zi,x;) = E(vizj) — E(x;)E(x))
= Minv(l — Ty = 1-— Xy = ].) - ,uinv(l — T; = 1),uinv(1 —I; = ].)
= “inv(aji =T = 0) - Hinv(‘ri = O),uinv(x]' = 0)
= Apiny(Zero(i), Zero(j)).

Onde a esperanca ¢é tomada sobre a medida invariante. O Lema 4a esta demonstrado.
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Lema 4b: Existe C' € R, tal que Vn

Var(x; + -+ x,) <n-C.

Demonstracao do Lema 4b: Considere inicialmente que

Var(zy + -+ +x,) = Cov(ay + -+ T, 2y + - +2,)

= Z Z Cov(z;, z;).

i=1 =1

Note que pelo Teorema 1

. . (275)\1 7l ]
Cov(z;, xj) = Apiny(Zero(i), Zero(j)) < ——=— T = const - (275)" 771,
onde const = = 276 Assim, se ¢ = 273,
Cov(z;, x;) < .
const

Considere o seguinte exemplo que nos ajudara a calcular a soma:

BNErEraray:
| 1lql|lf ||
clal gl
Gl g 1] q]d¢
A a1 ]
Pl PP g1

Dai, temos que

Var(z; + -+ x,) = Z Z Cov(z;, x;)

i=1 j=1
const - (n+ (2n —2)g + (2n —4)¢* + -+ + (2n — (2n — 2)¢" "))

IN

const - (n + 2nq + 2ng¢* + - - + 2ng™ )

const - (n + 2n Z q~)
k=1

IN

q
pum— t' 2 .
const - (n + 2n 1—q)
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= nconst-(1+2-i)

1—q
= n-C

onde €' = (const(1 + 2 - 1)), portanto o Lema 4b estd demonstrado.

Pela desigualdade de Tchebyshev, como definido anteriormente considere S, = x; +- - -+
x, e E(z1) =m < 00, e é claro que como a configuragao estéd distribuida uniformemente, as

variaveis aleatérias x;,¢ € Z sao identicamente distribuidas. Portanto

(’Sn ‘ > Var(S,)
e | | —m|>e) < ———2=
n

O Teorema / estd demonstrado.

4.1.6 Demonstracao do Teorema 5

Lema 5a: Toda funcao indicadora de qualquer cilindro fino pode ser escrita como com-

binagao linear finita de indicadoras de zeros-cilindros.

Demonstracao: Se A e B sao zeros-cilindros, entao A N B também é zero cilindro. Con-

sidere também os seguintes resultados sobre as fungoes indicadoras: Ia g = Ia + I — [anB
e Iy = Iy — Ip sempre que B C A. Assim, utilizando o Lema 3a, temos que se C
¢ um cilindro-fino entao C' é pertence a algebra gerada pelos zeros cilindros. Portanto,
utilizando essas propriedades da fun¢ao indicadora temos que a funcao indicadora de C' sera
combinacao linear de indicadoras de zeros cilindros. Assim, suponha que C' depende dos

zeros cilindros Z;,1 <i < n entdo Io(x) = > a;Iz(x), onde a; € Z.

O Lema 5a estd demonstrado.
Lema 5b: Toda funcao local é combinacgao linear finita de indicadores de zeros cilindros.

Demonstracao: Seja f funcao local com base B, tal que B possui m elementos, entao
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f depende de no maximo m componentes. Como cada componente admite apenas dois
estados, a funcao depende de no maximo 2™ = M elementos distintos. Ordenemos os
cilindros finos para os quais f assume valores distintos; sabemos que existem no maximo
M tais cilindros finos. Assim, seja C; o j-ésimo cilindro fino. Assim, Vx € C}, temos que

f(x) =b;,1 <j < M. Temos que I¢,(z) = 1 & x € Cj, assim,

Fla) = Y- byl ().

Temos ainda que cada um dos M cilindros finos dos quais f depende sao de base finita,
portanto, pelo Lema 5a, podem ser escritos como combinacoes lineares finitas de zeros-

cilindros, portanto:
M nj

f(z) = ij Zaiyjlzi,j’
=1 1

onde Z; ; sao zeros cilindros. Isto que garante que f é combinacao linear finita de indicadores
de zeros-cilindros.
O Lema 5b estd demonstrado.

Lema 5c: Sejam 14 e I funcgoes indicadoras de

A=Zero(in, ... in), i1 <--+ <1y,

B=Zero(ji,..-yjm), 1<+ <Jm

Entao, Vs € Z
204 — 1) (275)
1-273

Cov(I, T°Ip) < (275)7,

onde p = j; — ip.

Demonstracao: Temos que

COV(]A7TS]B) == E(IATS]B) — E(]A)E<TS]B)
= NinV(A N TSB) - Minv(A>ﬂinv (TSB)
= Apin(A, T°B).
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Mas pelo Teorema 2, temos que

(273)d1+s=in

Reescrevendo a desigualdade temos que

) (n+m) . J1—in (27ﬁ>8
Atiny (A, T,B) < [2 R ]
portanto

Cov(la, T°Ip) = Apinv(A,7B)
[2(n+m) 1] . (273)71—n
- 1-273

(270)°.

O Lema 5c¢ estd demonstrado.

Lema 5d: Sejam f e g funcgoes locais, 3 < 2—17 Existe constante ¢ € R tal que para todo
sEL
Cov(f,T*g) < q(278)".

Demonstracao: Basta decompor as funcoes f e g segundo o Lema 5b, assim f =
> ilz,,, g = 37 b1z, ;, onde para todos i, j, Zi; = Zero(dy,...,dn,), Zo; =
Zero(hy, ..., hm;), ni,my €N, dy, ... dy, ha, ... B,y € 7. Dai

Cov(f,T%9) ZZabCov]Z“,TIZ“)

i=1 j=1
mas, como pelo Lema 5c,

20ntm) — 1] - (278"

COV(IZM, TSIZQJ.) < 1_ 276 (27&)8,
temos que
Cov(f,T°g) = ZZaibjCov(IZM,’TsIZZJ)
i=1 j=1
(276 s - — nz—i-mj
1—276276 YR 1] - a;b;.
=1 j=1
Seja,

(275) )
_1—27522 2 — 1] - ab;,

=1 j=1
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logo
Cov(f,T%g) < q(278)".

O Lema 5d estd demonstrado.
Vamos agora demonstrar o Teorema 5. Seja a constante definida acima, se S,, = Z;:Ol T'f
e E(f) =m < oo, temos

Var(f+Tf--+T"'f) = Cov(f+Tf--+T" ', f+Tf---+T"'f)

n—1 n—1

= D) Cov(T'f, T°)).

i=0 j=0
Temos que

Var(S,) = Y Y Cov(T'f,T’f)

i=1 j=1

qg(n+ (2n — 2)(278) + (2n — 4)(278)* + - - + (2n — (2n — 2)(278)" 1))
q(n +2n(278) +2n(278)% + - - - + 2n(273)" 1)

q(n+2n i@?ﬁ)k)

IN

IA

270
1-273
2743
1-273

q(n+2n -

)
).

Agora, aplicando a desigualdade de Tchebyshev, temos que

(‘ Sn, ‘ ) Var(S,)
Hinv ? —m|>ée S

= nqg(1+2-

n? . g2

ng(l+2- 1372%)

n? . g2

273
_ 02 ) e
n-e? )

O Teorema & estd demonstrado.

4.2 Processo de Stavskaya Generalizado

As demonstragoes destes teoremas sao as mesmas dos teoremas no caso do PS mutatis

mutandis.
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Seja Q = {0, 1}%2+ espaco de 2— D configuracdes de estados de componentes. Denotamos
w € Q os elementos de Q e chamamos eles de 2 — D configuracdes. Denotamos w! cada

componente da configuracao w, ondet € Z, et € Z.

Sejam A = {0, 1}2%+ Z = {0,1}22+ e N' = {0, 1}22+ espacos de 2 — D configuragoes de
estados de variaveis auxiliares. Denotamos A € A os elementos de A, ( € Z os elementos de
Z,n € N os elementos de N e sejam \! as componentes de A, ¢! as componentes de ¢ e n}

as componentes de 7).

Seja 6y medida em A tal que todas as componentes \! sdo v.a. i.i.d. e

0.\ — 1 com probabilidade 3
A2 710 com probabilidade 1 — .

Seja 0z medida em Z tal que todas as componentes ¢! sdo v.a. i.i.d. e
05t = 1 com probabilidade «
25 710 com probabilidade 1 — a.
Seja O medida em N tal que todas as componentes 1! sdo v.a. i.i.d. e

¢ 1 com probabilidade y
On :m; = e
¢ 0 com probabilidade 1 — 7.

Obtemos entdo uma distribuicdo em €, induzida pelas medidas 04,0z e 0y, definida

indutivamente por base de indugao

Vi, w) =1
e passo de inducao
1 |0, se At =1
] - [N 4 ’
: max(k}, pi, ), c.c.
onde
¢ 0, se¢l=1
Ki = t )
w; c.c.
e
t —
ot = 0, se Ny =1
i+1 = t
Wiy, C.C.
parat=0,1,2,....

Faremos uma interpretacao do PSG como percolagao. Neste caso, estamos trabalhando

com um operador aleatério que possui trés parametros, a saber, o, e . Estes trés
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parametros podem ser interpretados como taxas de mortalidade, assim como no PS. Sendo
assim, a diferenca na interpretagao como percolacao, em relacao ao PS, é que no grafo dual
do PSG (que é igual ao grafo dual do PS), os elos direcionados ,/, "\ e « estao sempre aber-
tos nestes sentidos; os elos direcionados " estao abertos neste sentido com probabilidade «;
os elos direcionados — estao abertos neste sentido com probabilidade (3; os elos direcionados
N\, estao abertos neste sentido com probabilidade v. Considerando estes fatos e observando
o Teorema de dualidade no inicio deste capitulo é possivel concluir que nao ha percolagao no
grafo original se hd um contorno aberto auto-evitante no grafo dual no sentindo anti-horario.
Observamos que elos com os sentidos ;"\ e «— sempre acrescentam um passo a esquerda
ao contorno do grafo dual e denotamos o nimero de passos a esquerda no contorno de Negq.
De forma similar, observamos que elos com os sentidos Y\, / e — sempre acrescentam um

passo a direita ao contorno e denotamos o nimero de passos a direita no contorno de Nyg;,.

Como podemos colocar o grafo no plano, e podemos interpretar as setas \,, /", —, ./,
. e < como vetores, todos esses vetores de modulo igual a 2 e suas coordenadas sao dados

na tabela abaixo:

Seta | Coordenadas

N (=1,1)
— (—2,0)
/| (=1-1)
\ (17_1)
— (2,0)
/ (1,1)

Quadro 2. Setas que indicam os possiveis passos no grafo dual

do PSG, e suas coordenadas quando estas sao representadas como

vetores de modulo igual a 2 no plano.
Seja Sgir a soma dos valores dos modulos das projegoes das setas Y\, ', — no eixo das
abscissas e Sesq @ soma dos valores dos médulos das projegoes das setas ,/, "\ e « no
eixo das abscissas. Desta forma, se queremos que o contorno comece e termine no mesmo
ponto, queremos que Sgiy = Sesq- E facil notar que Sgiy < 2Ngir € que Sesq 2> Nesq, POrtanto

Nesq < Sesq = Sdir < 2]Vdir = Nesq < 2]Vdir-

Considerando o grafo dual do PSG, que é o mesmo grafo dual do PS, podemos notar que
a auséncia de particula no ponto 0 é a mesma coisa que existir um contorno no grafo dual,

cercando a particula. E interessante enfatizar que apesar de os grafos duais serem iguais, os
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contornos podem ser diferentes no PSG e no PS. A probabilidade de que exista este contorno

Z Ck wka
k=1

onde C}, é o numero de tais contornos com k passos a direita (ndo necessariamente horizon-

nao excede

tais). Como damos k passos a direita e a quantidade de passos a esquerda nao ultrapassa 2k,
no contorno sao dados no maximo 3k passos, analogamente, ao darmos k passos a direita,
nos daremos no minimo |k/2| passos a esquerda, portanto, no minimo daremos k + |k/2]
passos, onde |-] denota a fungao parte inteira. Como cada passo de um contorno tem so-
mente seis possiveis direcoes, C) < Zf’ik k2] 6°. Como em cada passo a direita existem 3
possiveis direcoes e cada direcao esta aberta com probabilidade distinta, podemos simples-
mente considerar a maior dessas probabilidades, ou seja, tomar o ¥ = max|q, 3,7] ja que

queremos uma cota superior. Entao a probabilidade de que exista uma particula no local 0

num tempo ¢ qualquer nao excede

o0 3k [e%e) _
Z Z 6 ¢k _ ¢k (6k+|_k/2j (62k [k/2]+1 _ 1))
k=1 5

k=1 i=k+|k/2]
1 oo 9]
k=1 k=1

mas,
Zl/}ka—i-Lk/ZJ < Z¢k63k 7
k=1 k=1
se essas séries forem convergentes, entao,
[e's) 3k 1 0o 00
I SR | O M)
k=1 i=k+|k/2] k=1 k=1
6 216
< = d ,
51— 2160

onde ¢ = max|a, 3,7].

4.2.1 Demonstracao da Proposicao 2

Temos que foi provado para o PS que se mp1 = m19 = m11 < 2% entao o processo admite

uma medida invariante nao trivial. Assim, através da monotonicidade de ambos operadores
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1
27

1

5=, entao o PSG ¢ nao-ergddico. Para

¢ possivel concluir que se mp; < o < % em, <

este fato ser valido, com base no Quadro 1, da pagina 7, basta apenas que max(«, 3,7) < 5i4.

4.2.2 Demonstracao do Teorema 6

Mostraremos aqui apenas o caso em que s € {0,1,...}, pois os outros casos sdo analogos.

Considere

Mt = (Ra,,@,'yD)t(sla

e o evento Ey = {xy = 0} significando que no instante de tempo ¢ nao existe nenhuma
particula no ponto 0 do processo. Analogamente, considere o evento Fy = {x, = 0} signifi-

cando que no instante ¢ e no ponto s do processo nao existe nenhuma particula.

Para demonstrar o Teorema 6 basta provar que

18 (2169)k!

Aﬂin'L;(EOa Es) = 7 a1a.."

5 1-—2169y

Consideraremos que o evento E, ocorrerd se existir uma cerca no grafo dual no espaco
delimitado pelo triangulo 77, como o apresentado na Figura 5. Considere também que
Ey = E}UE?, onde Ej} significa que exite um contorno no grafo dual com ntimero de passos
horizontais & direita menor que s e E?2 significa que existe um contorno no grafo dual com
nimero de passos horizontais a direita maior ou igual a s. De forma similar, o evento F,
ocorrera se existir um contorno no grafo dual no espago delimitado pelo triangulo 75, também
como o apresentado na Figura 5. Considere agora que E; = E! U E?, onde E! significa que
exite um contorno no grafo dual com nimero de passos horizontais a direita menor que s e
E? significa que existe um contorno no grafo dual com ntimero de passos horizontais a direita

maior ou igual a s.

Definimos comprimento de contornos, no inicio da Secao 4.2, como o nimero de passos
A direita. E possivel notar que no PSG existe diferenga entre comprimento e nimero de
passos horizontais a direita. Como no Teorema 1, é possivel observar que os eventos E} e
E! sao independentes, pois a existéncia de uma cerca em T; com nimero de passos horizon-

tais a direita menor que s nao possui nenhuma relagao com a existéncia de uma cerca de
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comprimento menor que s em T, e vice-versa. Definamos agora os eventos F; como sendo
a existéncia de um contorno no grafo dual, cercando o ponto 0, com comprimento maior ou
igual a s, e Fy como sendo a existéncia de um contorno no grafo dual, cercando o ponto s,
onde este contorno possui comprimento maior ou igual a s; é claro que E2 C Fy e E2 C F,

assim:

Aproveitando a idéia de percolacao para o PSG, obtemos

6 (216¢)*
1e(Ey) = pe(E2) < pu(Fr) = me(F) < Z Z 6y < 5'1(—2?&'

k=s i=k+|k/2]
Sendo assim, podemos aplicar o Lema 1 para os eventos F, e F, e obtemos que

18 (2164)°
A (Ey, E _—
‘ /’Lt( 05 S)| < 5 1—216¢

Da mesma forma, se considerarmos s negativo, é possivel mostrar que

18 (216)~*
|Ap(Eo, Es)| < 5 1= 2160

.. t—o0 ;
Agora tomando o limite de t — oo, e sabendo que py — ftiny, concluimos que que

18 (216¢)!!
Au. (B, E = T o1
|Aptins(Eg, Es) | < 5 1—216¢

O Teorema 6 estd demonstrado.

4.2.3 Demonstracao do Teorema 7

Mostraremos aqui apenas o caso em que s € {0,1,...}, pois os outros casos sao analogos.

Aplicamos, agora, o Lema 2 para o nosso processo; assim, considere os eventos E; e Ej,

tais que
E={xy, =z, ==z, =0}, com i3 <ip<---<i, e
E2:{$j1+s:l'j2+s = :xjm+8:O}, com jl <j2 < .- <jm.
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Entao, podemos notar que quando ¢t — oo e chegamos na medida limite, o evento F; continua
sendo o cilindro fino Zero(iy, .. .,i,) e o evento Fy continua sendo a translagao na distancia

s do cilindro Zero(ji,...,jm), logo, para provar o Teorema 7 basta mostrar que

6[2(ntm) — 1] (216¢))rF5—n
A inv E 7E < '
Hino (E1, B2) 5 1— 2169

Tomaremos como base para a prova a interpretacao do PSG como percolacao. Neste sentido,
consideraremos n triangulos, denotados por 14,75, ...,T,, e m triangulos denotados por
Uy, Us,...,U,. Consideraremos que o evento F; ocorrerd se existirem n cercas no grafo

dual, uma em cada espaco delimitado pelos triangulos T,,, w = 1,...,n. Note que
E, = (Ell,l U E%,l) N (Ell,Q U E12,2) n---N (Ell,n U Ein)

onde Eiw significa que o contorno existente no grafo dual, no espaco delimitado pelo triangulo
T, tem ntimero de passos horizontais a direita menor do que j; + s — iy, € Eiw significa que
o contorno existente no grafo dual tem niimero de passos horizontais a direita maior ou igual
a Jj1 + s — i,. De forma similar, consideraremos que o evento Es ocorrera se existirem m
contornos no grafo dual, um em cada espaco delimitado pelos triangulos U,, z = 1,...,m.

Note também, neste caso, que
1 2 1 2 1 2
Ey = <E2,1 U E2,1) N (E2,2 U E2,2) Mn---N (E2,n U E2,n)

onde EQ{Z, z =1,...,msignifica que o contorno existente no grafo dual, no espaco delimitado
pelo triangulo U, tem nimero de passos horizontais a direita menor do que j, +s—1i, € Eiz
significa que o contorno existente no grafo dual tem ntimero de passos horizontais a direita
maior ou igual a 7, + s — i,.

1

E facil observar que os eventos E ,,

w=1,...,nekE},, z=1,...,m sao indepen-
dentes, pois a existéncia de um contorno em qualquer 7, de niimero de passos horizontais a
direita menor que j; +s—1,, nao possui nenhuma relagao com a existéncia de um contorno em
qualquer U, de ntimero de passos horizontais a direita menor que j, + s — 2,,. Consideremos
F,,w=1,... n, significando que o contorno existente no grafo dual, no espago delimitado
pelo triangulo T,,, tem comprimento menor do que j; + s — 7,,; € claro que Eiw C F,. Da
mesma forma definimos G,z = 1, ..., m significando que o contorno existente no grafo dual,
no espacgo delimitado pelo triangulo U, tem comprimento menor do que j, + s — 4,; € claro

que E3,, C Gy.
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Por outro lado, usando a representacao como percolacao, temos que a probabilidade de exis-
téncia de um contorno no grafo dual em 7T, com ntimero de passos horizontais a direita maior
ou igual a j; + s — 7, nao excede

oo

W) <wE) < >3 6

k=ji+s—iw i=k+|k/2]
_ 6 (216g)rtie

5 1—216%
- § (216¢)jl+s—in
— 5 1-—216¢

De maneira similar, a probabilidade de existéncia de uma cerca no grafo dual em U, com

nimero de passos horizontais a direita maior ou igual a j, + s — 7,, nao excede

m(Es) <m(G:) < ) Z 6" "
=J.+s—in i=k+|k/2]
(216¢)3z+s in

k
< 8
51— 2169
6
5

(2169))7rsn

<
= 1 — 216

Se tomarmos

B § (216r¢)j1+5—in

5 1—216¢
podemos aplicar o Lema 2 aos eventos F, e Fy. Neste caso, decorre que

6[2(n+m) . 1] (216¢)j1+5*in

Ei1NEy) — w(Ey) - (B
e (Er 0 Ea) — m(E) - e (E2)| < 5 2160

Observamos da desigualdade acima que tomando o limite de ¢ — o0, e sabendo que

t—o00
[t Hinv,

concluimos que

6[2(mF™) — 1] (216¢))1tsin
5 1 — 2169

|Apting (B, Eo)| <
O Teorema 7 esta demonstrado.
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4.2.4 Demonstracao do Teorema 8

Agora vamos demonstrar o Teorema 8. A demonstracao serd dada em duas partes, a
saber, parte A e parte B. Na parte A, o interesse é mostrar que se a é um cilindro fino

qualquer e b é um zero cilindro, entao existe uma constante C; tal que
|A”inv(a’7 ,];b)| < Cl<216,¢})8

J& na parte B, iremos provar que se a e b sao cilindros finos, entao existe uma constante C'

tal que |Apiny(a, Z5b)| < C(216¢)°.

PARTE A: Por inducao.
Base de inducgao: Inicialmente consideremos o caso onde o cilindro a é zero cilindro. Assim
temos,

a=2Zero(iy,... i), i1 <--<ip

szﬁTO(jla"':jM% ]1<<jm
Pelo Teorema 7 temos que Vs € Z

6[20m =D — 1] (2164 )71 +s—in

A inv 77,—Sb ?

logo se tomarmos
6[2m+n—1) — 1] (216¢)71~n
5 1—(216%)’

temos que a base de inducao ¢é verdadeira.

C:

Passo de indugao: Considere o caso geral onde a é um cilindro fino de base B, e conjunto

de componentes D, tal que a é dado por
a={reQ|VieDVjeB\D:z;=1ux; =0}

Assim, a inducao serd dada no nimero de elementos de D. Seja p o nimero de elementos de

D, suponha que o resultado é vélido para p variando de 0 até n — 1.

Pelo Lema 3a temos que ¢é possivel escrever o cilindro a como

Cn,l Cn,n—l
a={rxeQ|Vie B\D:x;=0}\ (ao,lu UaLjU---U U an_l,j).
j=1

j=1
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Aplicando o Teorema 7, temos que existe uma constante C tal que
|Apiny({z € Q| Vi e B\ D :x; =0},7:b)| < C1(2169)%, (4.9)
e também que existe uma constante Cy; tal que
|Aptiny (@01, Z5b)| < Cp1(2167))°. (4.10)

Utilizando a indugao na segunda forma, estamos supondo que para todo 7 < n e todo j existe
C;,; tal que
|Auinv(ai7j,’];b)| < CZJ(216"¢)S (411)

Agora, utilizando o Lema 3b é possivel concluir por (4.9), (4.10) e (4.11) que se

C - 01 + 00,1 + ZCL]',

/[:7.].
entao

|Aptiny (a, T5b)| < C'(2169))°. (4.12)

Fim da parte A.

PARTE B:
Agora vamos demonstrar por inducao que b pode ser qualquer cilindro fino.
Base de inducdo: consideremos o caso onde o cilindro b é composto somente por zeros. Assim
temos,

b=Zero(ji, - Jm)s 1<+ < Jjm-

e o cilindro fino a é um cilindro fino qualquer. A demonstracao da validade do resultado
decorre da primeira parte da demonstracao deste teorema.
Passo de inducao: Considere agora que o resultado é valido para cilindros que possuem p, p

variando de 1 até m — 1, elementos da configuragao iguais a 1. Seja
b={reQ|VieDVjeB\D:x =1z; =0},

onde D possui p elementos. Utilizando o Lema 3a podemos escrever o cilindro fino b como

C1'm,1 Cm,mfl
b:{I€Q|Vj€B\DZL’j:O}\ <b0’1U U bl’jU"'U U bm—l,j>'
7j=1

Jj=1
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De maneira similar ao resultado anterior, temos por (4.12) que existe uma constante B; tal
que

|Aptiny(a, Te{z € Q| Vi€ B\ D :x; = 0})] < B1(216¢)",
e que existe uma constante By ; tal que
| Aptiny (@, Tsbo1 )| < Boa(2169)°.
Aplicando inducao na segunda forma, temos que existem constantes B; ; tais que
| Apiiny (@, Tsbi5)| < B; ;(2164)°
para todo ¢ < m e todo j. Logo, pelo Lema 3b, se B = By + By + Zw B, j, entao

|Aptiny (a, T5b)| < B(2169))°.

Fim da parte B.

O Teorema 8 estd demonstrado.

4.2.5 Demonstracao do Teorema 9

Esta demonstracgao se segue da mesma maneira que a demonstracao do Teorema 4. Temos

que S, =z + -+ x, e que E(zy) = m, dai

Var($1+...+xn) = Cov(x1+...+xn,x1+...+mn)

B ”i"zl 18 (216¢))
ceie s 1-216

Seja

temos que

Var(S,) = ZZCOV(@,@)

i=1 j=1

= q(n+ (2n — 2)(2169) + (2n — 4)(216¥))* + - - - + (2n — (2n — 2)(216¢))" 1))
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IN

q(n + 2n(216¢) + 2n(216¢) + - - - + 2n(216¢))" )

< g(n+2n) (2164)")
k=1
2161
1—216¢
216¢)
1 - 2169

q(n+2n -

)
).

= nq(l+2

Agora, aplicando a desigualdade de Tchebyshev, temos que

Sy, Var(S,
Pl|——m|>¢ < ar(Sn)
n n? . g2
ng(l+2- %)
< n? . g2
2164
_ a2 ) 0
n-e2 )
Portanto,
O Teorema 9 estd demonstrado.
4.2.6 Demonstracao do Teorema 10
Lema 10a: Sejam [, e Ip fungdes indicadoras de A = Zero(ay,...,a,) e B =

Zero(by,...,by). Entdo, Ip € Z tal que

620" — 1] - (2169))P
5(1 — 2161))

Cov(Is, T*Ip) < (2169)°.

Demonstracao do Lema 10a: Temos que

Cov(In, T°I5) = E(I.T°Ip) — E(I)E(T*Ip)
Ninv(A N ’Z;B) - ,uinv(A>/JJinv(7;B>
= AMinV(Avlng)-

Mas pelo Teorema 7, temos que

6[20mFm) — 1] (216ep)br e
A inv A77;B ) .
Hin ) < 5 1— 2160
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Reescrevendo a desigualdade temos que

620t — 1] (2169))°

Ay (A, T, B -
,ulnv( ) £s )< 1_216w’

- (2160)"
onde p = b; — a,, portanto

Cov(Ils, T°Ip) = Apinw(A, T;B)
_ 620 — 1] - (2164)
- 5(1 — 216v)

(2161))°.
O Lema 10a esta demonstrado.
Lema 10b: Sejam f e g funcoes locais, entao existe constante ¢ tal que

Cov(f,T°%g) < q(216%)°.

Demonstragao: Basta decompor as fungoes f e g segundo o Lema 5b, assim

f = Z a/i]ZLi» g = Z bj'[ZQ,j7
i1 =1

onde para todos i, j, Z1; = Zero(dy,...,dy,), Zaj = Zero(hy,...,hy,), ni,m; € N,
di,....dy, hy,... hy, €Z. Da

n m

COV f Ts ZZazb COV ]Zl ,T IZQJ)

i=1 j=1
mas, como pelo Lema 10a

6[2nitmi) — 1] . (216¢)P

Cov(lz, ;T 1z,;) < 5(1 — 216¢)) (216¢)°,
temos que
Cov(f,T%g) = iiaibjCov(Izm,TSIZQ’j)

i=1 j=1

6- (216 " -

51( 21121# 2161/1‘*;]22 2mitmi) 1] - a;b;.
Seja,

(216 "

1—21ﬁ¢ ;j 1 20 — 1] - asby;,
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logo

Cov(f,T%g) < q(2169)°.

O Lema 10b estda demonstrado.

Agora provemos o Teorema 10. Seja ¢ a constante definida acima. Como S,, = Z?:_()l T'f e

E(f) =m < oo, temos

Var(f +7Tf---+T"f)

Cov(f+Tf- -+ T f+Tf--+T"f)

Temos que

Var(S,)

IN

VAN

n—1 n—1

> D Cov(T'f, Tf).

i=0 j=0

> Cov(T'f, T f)
i=1 j=1

q(n +2n(216¢) + 2n(2160)* + - - + 2n(216¥)"")

g(n+2n (216¢)")
k=1
2161
1—216¢
2161
11— 2161p)‘

q(n+2n-

)

ng(l+2

Agora, aplicando a desigualdade de Tchebyshev, temos que

Portanto,

Var(S,)

n?.g2
216
ng(1+2- 17211éjw)
n? . g2
216y
_ g(1+2 20 —
n-e2 '

Minv \ |— — M
n

>6> <

O Teorema 10 estd demonstrado.
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Capitulo 5

Discussoes, Comentdrios e Sugestdes de Pesquisa

Qual é o lugar desta pesquisa na Ciéncia? Se automatos celulares representam alguns
processos da natureza, suas medidas invariantes representam o caso quando estes processos
estao estabilizados, o que é bastante comum. Entao, estudando estas medidas invariantes
podemos descobrir ou pelo menos tentar verificar algumas propriedades de processos reais.
A situagao torna-se mais interesante quando o processo é nao-ergddico. Neste caso, aproxi-

mamos transicoes fasicas, que atraem a atencao dos cientistas hd muito tempo.

Definimos o Processo de Stavskaya Generalizado, demonstramos que esta classe pos-
sui uma medida invariante nao-trivial, sobre esta medida demonstramos cinco novos teo-
remas, inclusive a lei dos grandes ntmeros. Nossos resultados, tanto para o Processo de
Stavskaya quanto para o Processo de Stavskaya Generalizado, mostram que apesar de nao-
ergodicidade, as medidas invariantes se comportam de maneira parecida as medidas inva-

riantes dos automatos celulares ergodicos.

Nossas estimagoes exponenciais de Ay, significam que mudando ao longo de Z, esque-
cemos os eventos muito rapido. Isto é parecido com o comportamento de alguns sistemas
dinamicos “misturados” tais que a previsao é impossivel. Também héa conexao entre a teoria

da medida de Gibbs e nosso trabalho.

E possivel notar que todos os nossos resultados sao provados somente se os parametros
a, 3 e v sao muito pequenos, logo, longe da &area critica. Os mesmos resultados sao vélidos
perto da area critica? Nao sabemos, mas esse é um tdpico que, segundo a nossa opiniao,

merece atencao.

Poder-se-ia criticar este trabalho dizendo que gastamos muito tempo lidando com casos
particulares, ainda que realmente seria melhor considerar casos mais gerais. Esta critica é
frequentemente razoavel, mas em nosso trabalho temos um contra-argumento. E verdade que
consideramos s6 uma classe de operadores unidimensionais, uniformes, com s6 dois estados

0 el esécom dois vizinhos i e i + 1 de cada componente. Mas trabalhos como [K.1978],
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[P.1987], [T.2000a] e [T.2000b] mostram que se o conjunto de estados ou o conjunto de
vizinhos de uma componente é qualquer, o problema de ergodicidade torna-se insoluvel. O

mesmo, provavelmente, é verdade para varios outros problemas.

Uma pergunta plausivel é se todas as medidas satisfazem nossos teoremas. A resposta é

negativa. Por exemplo, se tomarmos a medida
1
=50 +01),

é possivel ver que ela nao satisfaz nenhum de nossos teoremas e ao mesmo tempo é medida

invariante para qualquer processo da familia definida na Secao 2.2 deste trabalho que satisfaz

7(0]0,0)=n(1]1,1)=1.

Por fim, seria interessante se fosse feito estudo sobre funcoes nao locais e sobre o Teorema
central do limite. Tivemos dificuldade ao lidar com o Teorema Central do Limite ao nos
depararmos com a relagao de dependéncia entre as variaveis. As versoes do Teorema Central

do Limite para variaveis dependentes que encontramos nao serviram para o nosso problema.

Outro assunto interessante é encontrar alguma forma de achar estimativas mais precisas

para o processo de Stavskaya generalizado.
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