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Resumo

Neste trabalho apresentamos um estudo de influéncia local no modelo de regressao
Dirichlet proposto em Silva (2004) usando a curvatura normal conforme proposta por
Poon & Poon (1999). Perturbamos o modelo segundo quatro esquemas de perturbacdo
diferentes, a saber: a log-verossimilhanca de forma multiplicativa, as varidveis explica-
tivas de forma aditiva e multiplicativa e, finalmente, as varidveis resposta de forma
aditiva. No desenvolvimento deste Giltimo esquema nos encontramos frente a um pro-
blema de maximizacdo sujeito a restri¢des, resolvemos o problema e encontramos a
solugdo. A partir dai conseguimos enunciar e provar um Teorema que nos dd uma
forma de realizar anélise de influéncia quando as perturbagdes satisfazem um conjunto
de restri¢des lineares; além disso, estendemos o conceito de contribuicao agregada para
modelos multivariados. Apresentamos também um exemplo de anélise de influéncia
para dados reais usando o modelo de regressdo Dirichlet. Neste exemplo, verificamos
que uma observacao se destaca como influente nos quatro esquemas de perturbagao e
que a influéncia das observagdes é maior para maiores valores das varidveis explicati-

vas.



Abstract

This work presents a local influence study for the Dirichlet regression model pro-
posed in Silva (2004), by using the conformal normal curvature proposed in Poon &
Poon (1999). Four different perturbation schemes are considered: the log-likelihood
terms in the multiplicative form, the explanatory variables in additive and multiplica-
tive forms and, finally, the response variables in additive form. In order to perform
the last perturbation scheme, we solve a maximization problem with restrictions. We
then obtain a theorem that gives us a form of performing influence analysis under
linear constraints in the perturbation scheme. We also propose an influence analysis
for multivariate data. An example with real data is presented for which we detect an
observation as particularly influent and for which the influence of the observation is

larger for larger values of the explanatory variables.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Os modelos de regressdo ddo aos pesquisadores ferramentas poderosas que per-
mitem estudar e modelar relagdes entre varidveis, e fazer predi¢ées de eventos do pas-
sado, do presente ou do futuro usando a informacgdo do passado ou presente. Por isto,
sdo largamente utilizados em muitas dreas do conhecimento. Durante muitos anos,
os modelos normais lineares simples e multivariados foram utilizados para descrever
a maioria dos fendmenos aleatérios, mesmo quando o fendmeno sob estudo apresen-
tava uma resposta para a qual ndo fosse razodvel a suposicdo de normalidade ou que
estivesse restrita ao intervalo (0,1). O modelo de regressdo Dirichlet, recentemente
proposto em Silva (2004), oferece grande utilidade quando as varidveis resposta sdo
proporgdes, pois, diferentemente do modelo de regressdo linear, permite assimetrias,
0 que é muito comum quando se trabalha com propor¢des. Existe uma grande quan-
tidade de trabalhos teéricos que envolvem a distribui¢do Dirichlet, porém, sdo poucos
os trabalhos que tém sido feitos em aplicacdes praticas. Esta falha pode ser devida ao

fato de que esta distribui¢do ndo é familiar para muitos cientistas.

Um tépico importante na analise de diagnéstico em regressdo é a deteccdo de ob-
servacOes influentes, ou seja, de pontos que podem exercer forte influéncia nas esti-

mativas dos parametros do modelo. Uma das idéias mais inovadoras foi apresentada
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por Cook (1986), que propde verificar a existéncia de pontos que sob modifica¢des mo-
destas causam varia¢des desproporcionais nos resultados, ao invés da avaliagdo pela
retirada individual ou conjunta de pontos. Este método se denomina influéncia local e
teve uma grande receptividade entre os usudrios e pesquisadores da drea de regressao,
motivando muitos artigos onde se aplica a metodologia em modelos particulares ou
se propde extensdes da técnica, como serd visto no Capitulo 3. Apesar do método de
Cook, baseado na curvatura normal, ser de grande utilidade, o0 método tem alguns
inconvenientes; por exemplo, a curvatura normal pode tomar qualquer valor e ndo é
invariante sob uma mudancga uniforme de escala. Recentemente, Poon & Poon (1999)
propuseram uma medida chamada “curvatura normal conforme”, e, sobre esta medida
definiram a contribui¢do agregada para cada vetor de perturbagao bésico, fornecendo

um ponto de partida objetivo para julgar a grandeza da curvatura.

Nesta dissertagdo apresentamos a andlise de influéncia local utilizando a curvatura
normal conforme para o modelo de regressao Dirichlet. Estudamos quatro esque-
mas de perturbagdo, onde perturbamos a log-verossimilhanca multiplicativamente, as
varidveis explicativas de forma aditiva e multiplicativa e por tltimo perturbamos as
variaveis resposta de forma aditiva. No desenvolvimento deste tltimo esquema de
perturbacdo nos encontramos com um problema de maximizagdo com restrigdes, re-
solvemos o problema e encontramos sua solucdo analitica. Neste sentido enunciamos
um Teorema e apresentamos a demonstracdo. A partir deste Teorema, temos como
primeiro resultado desta dissertacdo uma proposta geral para andlise de influéncia
quando o espago de perturbacdo é sujeito a um conjunto de restri¢des lineares ho-
mogeéneas. O segundo resultado que apresentamos é uma proposta de andlise de in-
fluéncia de observagdes para modelos multivariados. Por dltimo, analisamos um con-
junto de dados reais com o modelo de regressdo Dirichlet, para o qual encontramos
uma observacgado que se destaca das outras em todos os esquemas de perturbacéo, além
de verificarmos que as observagdes correspondentes a valores maiores das varidveis

explicativas sao as mais influentes.
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1.1.1 Organizacao da dissertacao

A estrutura do restante desta dissertacdo estd organizada da seguinte forma. No
Capitulo 2 estdo apresentadas as distribui¢des beta e Dirichlet, assim como algumas
propriedades destas distribui¢des. No Capitulo 3 estd apresentada a construcdo da
curvatura normal conforme, a contribuicdo agregada individual dos vetores de per-
turbacdo basicos, o Teorema que enunciamos e demonstramos, e, por ultimo a nossa
proposta de andlise de influéncia para modelos multivariados. No Capitulo 4 apresen-
tamos a analise de influéncia aplicada ao modelo de regressdo Dirichlet para um con-
junto de dados reais tomado de Aitchison (2003). As conclusdes desta dissertagdo sdo
apresentadas no Capitulo 5. Finalmente, no Apéndice A estdo apresentados os calculos
das derivadas necessarias para fazer a anélise de influéncia segundo cada esquema de
perturbacdo, no Apéndice B esta apresentado o conjunto de dados reais estudado e
o Apéndice C apresenta o programa utilizado para fazer a andlise de influéncia no

modelo de regressao Dirichlet.

1.1.2 Suporte computacional

As ferramentas computacionais utilizadas no desenvolvimento desta dissertagao
foram a linguagem de programacdo matricial 0Ox em sua versdo 3.40 e o programa
R em sua versdo 2.0.1. Ox esta disponivel gratuitamente para uso académico no site
http:/ /www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik e possui uma abrangente biblioteca de fun-
¢Oes estatisticas e matemadticas. Os gréficos apresentados nesta dissertagdo foram feitos

utilizando a ferramenta computacional R.

1.2 Preliminares

Uns dos principais problemas da Inferéncia Estatistica é a estimacdo de parametros,
pois, na Inferéncia Paramétrica, para inferir sobre o comportamento de uma populagdo
a partir do conhecimento de uma amostra, é necessario encontrar estimadores dos

parametros. Mais especificamente, dado um vetor aleatério (Y1,---,Yn), com dis-
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tribuicdo conjunta conhecida e caracterizada por uma fungdo de probabilidade ou
de densidade conjunta f(Y; 8 ), dependente de um vetor de pardmetros desconheci-
dos 0, € ® C RRP, a tarefa de fazer inferéncia inclui estimar o valor deste vetor
de parametros. Para este fim, na literatura estatistica existem diversos métodos que
podem ser usados, uns dos métodos mais aplicados sendo a estimag¢do por maxima
verossimilhanga. Os estimadores de maxima verossimilhanga podem ser calculados
através da solugdo de um problema de otimizagdo; em alguns casos este problema
pode ser transformado em um problema de solugdo de um sistema de equagdes, porém,
é muito comum que os estimadores de maxima verossimilhanca ndo possuam forma
fechada. Assim, as estimativas devem ser obtidas a partir da maximiza¢do numérica

da funcado de verossimilhan¢a ou da fungdo de log-verossimilhanga.

1.2.1 Estimadores de maxima verossimilhancga

O método de maxima verossimilhanga objetiva escolher os valores dos pardmetros
que dédo a chance mais provével de que novamente ocorram os fatos que ocorreram. A
funcdo de verossimilhanga para 6, baseada na observacdo ¥ = (y1,...,yn), € definida
como

LQ)=L(&; L) =f(L L) £LcO,

sendo interpretada como fungio de § para Y fixo. Dada a fungdo L(§ ), o estimador de
maxima verossimilhanca E é o valor que maximiza a fungdo de verossimilhanca L( 9, ).
Formalmente, o estimador de maxima verossimilhanca é definido como a variavel
aleatéria

EJ = argmax L(0).
0€0

Geralmente o processo de maximizagdo é melhor conduzido trabalhando-se com o
logaritmo natural da fungdo de verossimilhanga, denotado por I(§) = log(L(9)).
Como a fungdo logaritmo é mondétona crescente, maximizar L(6) e [(§) em © sédo
processos equivalentes. Quando as observagdes sdo independentes segue-se que [( 0)
é aditiva, ou seja, I(9) = YN, log f:(y;; , ), onde f; representa a densidade individual

da observacao i.
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1.3 Otimizacao nao-linear em inferéncia estatistica

Para encontrar as estimativas de méaxima verossimilhanca em modelos estatisticos é
preciso fazer maximizac¢do de uma fungdo especifica. Quando o estimador de méxima
verossimilhanga ndo possui forma fechada, as estimativas devem ser obtidas a partir
da maximizagdo numérica da funcdo de verossimilhanca ou da funcdo de log-

verossimilhanga. Para este propoésito, algoritmos iterativos podem ser empregados.

A literatura divide as técnicas de maximizac¢do em classes, sendo as mais utilizadas
a classe de métodos gradiente e a classe de algoritmos quasi-Newton. Na primeira classe se
faz uso da matriz hessiana e os métodos mais conhecidos sdo steepest ascent, Newton-
Raphson e escore de Fischer. A segunda classe elimina a necessidade do célculo de se-
gundas derivadas, pois usa uma aproximagdo da matriz hessiana construida de forma
iterativa. Entre os algoritmos que pertencem a esta classe tem-se o algoritmo DFP
(Davidon, Fletcher e Powell) e o algoritmo BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno).

No decorrer deste trabalho usa-se a técnica de maximizagao BFGS.



Capitulo 2
O modelo de regressao Dirichlet

Os modelos de regressao ddo aos pesquisadores ferramentas poderosas que per-
mitem estudar e modelar rela¢Ges entre varidveis, e fazer predig¢des de eventos do pas-
sado, do presente ou do futuro usando a informacdo do passado ou presente. Por isto,
sdo largamente utilizados em muitas dreas do conhecimento, tais como: satde, bio-
logia, agronomia, computac¢do, administracdo, engenharias, sociologia, etc. Durante
muitos anos, os modelos normais lineares foram utilizados para descrever a maioria
dos fendmenos aleatérios, mesmo quando o fendmeno sob estudo apresentava uma
resposta para a qual ndo fosse razoavel a suposicdo de normalidade ou que estivesse
restrita ao intervalo (0,1). No primeiro caso tentava-se algum tipo de transformacdo no
sentido de alcangar a normalidade procurada, e, no segundo, uma possibilidade era
transformar a varidvel resposta para que assumisse valores na reta real e entdo mo-
delar a média da resposta transformada com um preditor linear baseado em um con-
junto de variaveis explicativas. Porém, sob esta modelagem os parametros do modelo
nem sempre podem ser facilmente interpretados em termos da resposta original; além
disso, as proporgdes tipicamente apresentam assimetria. Assim, inferéncias baseadas

na suposicdo de normalidade podem estar erradas.

Uma proposta muito interessante e inovadora no assunto foi apresentada por
Nelder e Wedderburn (1972), que propuseram os modelos lineares generalizados
(MLGs). A idéia bésica consiste em abrir o leque de opgdes para a distribuicdo da

varidvel resposta, permitindo que a mesma pertenca a familia exponencial de dis-

6
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tribui¢des, bem como dar maior flexibilidade para a relacdo funcional entre a média
da variavel resposta e o preditor linear. Uma outra posibilidade sdo os modelos adi-

tivos generalizados, veja Hastie & Tibshirani (1990).

2.1 Modelo beta

A distribuicdo beta é uma das mais usadas para modelar experimentos aleatérios
que produzem resultados no intervalo (0, 1) devido a grande flexibilidade de ajuste
de seus parametros. Ferrari & Cribari-Neto (2004) usam uma parametrizagdo definida
pela média e por um parametro de dispersdo para a modelagem de taxas e proporcdes.
Achcar & Netto (2003) estudam a prevaléncia da tuberculose usando métodos bayesia-
nos onde a distribui¢do beta é tomada como distribuicao a priori. Bury (1999) lista um
conjunto de aplica¢des da distribui¢do beta em engenharia. Janardan & Padmanabhan
(1986) modelam variaveis hidrolégicas usando a distribui¢do beta. Mc-Nally (1990)
utiliza a distribui¢do beta no estudo de algumas varidveis que afetam a reproduti-
bilidade de vacas. Graham & Hollands (1990) e Milyutin & Yaromenko (1991) usam
a distribuicdo beta para estudar indices relacionados a transmissdo de radiagdo so-
lar. Wiley, Herschokoru & Padiau (1989) desenvolvem um modelo beta para estimar
a probabilidade de transmissdo de HIV durante o contato sexual entre um individuo
infectado e um individuo sadio. A seguir, consideram-se algumas propriedades da

distribuicdo beta, como sua funcdo de densidade e seus primeiros momentos.

2.1.1 Definicao e estimagao

Seja Y uma varidvel aleatéria continua. Diz-se que Y tem distribui¢cdo beta com
pardmetros a1, x; > 0, denotado por Y~ B(a1,az), se sua fungdo de densidade é da

seguinte forma

[y, 02) = %y“rl(l — )" o) (v), 2.1)
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onde I'(.) é a funcdo gama, definida como I'(¢ f y'"~le7Vdy e 14(.) representa a

fungdo indicadora, que para um conjunto A C IR corresponde a

1 sex e A,
I4(x) =
0 sex ¢ A.

Note inicialmente que f(y) > 0, pois é o produto de fun¢des ndo-negativas; além disso,

J5% f(y)dy = 1. De fato,

'T(w +aa) gy ar—
|y = Or(all)(z)y (1 —y)=dy,

0(1 + “2 / yal 1 az—ldy.

Usando a fungdo Beta definida por

1 e -

e a seguinte propriedade desta fungao:

B 7 b = TF ., 1N/
(a,b) I'(a+Db)
tem-seque parac=1,a=a1eb = ay,

N o I'(aq)I' (&
Jo = £,

2.2)

(2.3)

(2.4)

portanto, temos na equagéo (2.2) que [~ f(y)dy = 1. Logo, a funcdo f(.) é efetiva-

mente uma funcdo de densidade.

O momento de ordem 7 em torno de zero da distribui¢do B(a1,a,) é obtido como
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segue:

y)dy,

ocl—l (1 . y)az—ldy,

0= v
/ ocl-l—ocz

T(an)T(a2)”

F(OC +(X) n+uq— ap—
1“(zx11 zxi)/ YT 1y,
_ T(ag +ar)

= T(ay)T (azz)B(nJruq,ocz)

_ T(ag +ao) T(n+aq)T(az)

© T(a)T(ap) T(n+ag +a)’

(
F(le +ay) T(n+ap)
F(Dél) F(n+oc1+oc2)'

Esta expressdo pode ser simplificada usando a propriedade da funcdo gama que
afirma que I'(z+1) = zI'(z), Vz > 0. Assim,

" wp(eg +1) (g +2)--- (a9 +n—1)
E(Y") = .
(a1 +a) (g +ap+1) (e +ap+2)-+- (g +ap+n—1)
Dai, pode-se encontrar que a média e a varidncia da varidvel Y com distribuicdo
B(a1, ap) sdo respectivamente
E(Y) = 1,
a1 +

X109

viY) = (a1 + Déz)z(lxl + ap + 1).

Os parametros a; e ap sdo parametros de ajuste, pois através dos diferentes valo-
res dados para a1 e o, podem ser obtidas diferentes distribui¢des no intervalo (0, 1).
Quando @y = ap = 1/2 a distribuicdo beta é conhecida como “distribui¢do arco
seno”, a qual é de grande utilidade no estudo de passeios aleatérios. No caso em que
a1+ ap =1 com g # 1/2 tem-se as distribui¢des “arco seno generalizadas”. As den-
sidades simétricas em torno de 1/2 correspondem a a3 = ap e quando a; = ap =1
tem-se a conhecida distribui¢do uniforme no intervalo (0,1). Assim, a distribui¢do beta

é na realidade uma familia de distribuicdes, isto pode ser observado na Figura 2.1.
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Figura 2.1.1: Gréfico da densidade beta para diferentes valores de a1 e «5.

f(y)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Note-se que a medida que os parametros «; e #p aumentam, a variabilidade da densi-

dade diminui; este fato é confirmado pela expressdo da varidncia.

Para encontrar os estimadores de maxima verossimilhanca dos pardmetros a; e a;
é necessario encontrar a funcdo de verossimilhanga e a seguir encontrar os valores dos

parametros que maximizam esta funcdo. Para isto se procede da seguinte maneira.

Sejam Y1,---, Yy, varidveis aleatérias independentes, onde Y; ~ B(aq,a2), para
i=1,---,N,esejamyy,---,yn 0svalores observados destas varidveis. Entao a fungdo

de verossimilhanca é dada pela seguinte expressao

N N
L(“l/“Z) = Hf(yl’ o1, 0(2) = HM ‘."1_1

i=1 1 ()T (a) ™ (1—y)™ .
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Logo a funcao de log-verossimilhanca é da forma

5(061,062) log le, 0(2 210 {%y?ll(l . yi)azl}
N
= Z {log <r(::1—+“22)> + (a1 —1)logy; + (ay — 1) log(1 — yi)}

Xt g N N
= Nlog (%) + (a1 — 1) ;logyi +(ap — 1) glog(l — ;).

Dessa forma,

[(aq +ap) >
l(aq,00) = Nlog | =———% | + (01 — 1) g1+ (ap — 1
(a1, ) g(F(oq)F(zxz) (01 —1)g1 + (a2 —1)g2
onde g1 = Zfil logy; e g = Zfil log(1—y;). Os estimadores de maxima verossimilhanga

a1, & sdo obtidos pela solugdo do sistema ndo linear

N(p(a1) — (a1 +a2)) = g1,

N(y(az) — (a1 +a2)) = g2,

dlogr( )

onde ¥(.) é a fun¢do digamma, ou seja, P(z) = paraz > 0.

2.2 Modelo Dirichlet

A distribuicdo Dirichlet é uma generalizagdo multivariada da distribui¢do beta que
oferece muita flexibilidade e facilidade de uso. Em contraste com outras distribuicoes,
a distribuicdo Dirichlet permite multiplas assimetrias e simetrias; de fato, pode ser
viesada a direita, viesada a esquerda ou simétrica. Existe uma grande quantidade de
trabalhos tedricos que envolvem a distribui¢do Dirichlet, porém, sdo poucos os traba-
lhos que tém sido feitos em aplica¢des praticas. Esta falha pode ser devida ao fato de

que esta distribui¢do ndo é familiar para muitos cientistas. Entretanto, Bouguila, Ziou
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& Vaillancourt (2004) propdem um modelo para estimar os parametros de misturas
de Dirichlet e testam o método para diferentes aplicagdes tais como estimagdo de his-
togramas, descrigdo sucinta de dados de imagem via retencao eficiente de informacado
e detecdo de pele humana em conjuntos de dados de multimidia. Bouguila & Ziou
(2004) apresentam um modelo misto robusto de probabilidade baseado em uma gene-
ralizacdo da distribui¢do Dirichlet, neste caso, a proposta para estudar os parametros
de um modelo Dirichlet misto é baseada em métodos de maxima verossimilhanca e
Fisher escore e os resultados experimentais envolvem modelamento da cor da pele hu-
mana e aplica¢des a detecdo da pele em imagens. Esta distribui¢do é também de grande
utilidade na estatistica bayesiana. Merwe & Pretorius (2003) apresentam um estudo
de estimacdo bayesiana na reproduc¢do de animais usando um processo de Dirichlet a
priori para os efeitos aleatérios correlacionados. Boys, Henderson & Wilkinson (2000)
apresentam uma solucdo bayesiana ao problema da detec¢do de segmentos homogéneos
de DNA usando como informacéo a priori a distribui¢do Dirichlet. Mazzuchi & Soyer
(1993) apresentam uma proposta completa baseada em uma versao bayesiana do mo-
delo de crescimento-confiabilidade de Barlow-Scheuer para analisar a confiabilidade
de produtos durante o desenvolvimento da fase, a distribui¢do Dirichlet sendo usada

como distribuigdo a priori para uma transformacgao das probabilidades de fracasso.

2.2.1 Defini¢ao e estimagao

Definicdo 1. Sejam Yi,---, Y, varidveis aleatérias.  Diz-se que o wvetor aleatorio
(Y1,-+, Yp1), com Y1+ ---+ Y, = 1, tem distribui¢io Dirichlet com pardmetros

a1 >0, ,ap >0,sesua fungdo de densidade é da forma

r(y
T m) Hp (1—EP )=l selYcs
7 T(x) 1y] 1y] ~ 4
fyi, o yp-ta1,. .., 0p) = [y Tey) = 5= ! (2.5)
0 se Y¢S,

onde Y= (y1,...,Yyp—1) e S é a regido dada por

p—1
S = {(y1,---,yp—1) € RF Y, yi>0 e Zy]- < 1}.
j=1
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Note inicialmente que f(y1,...,y,—1) > 0, pois é o produto de fungdes positivas em S
e(l— Zf 1 ¥j) > 0. Além disso,

/.../f(yl,,,.,yp_l;txl,...,ocp)dyl,.,dyp_l =1.
Rr-1

Por simplicidade nas opera¢des mostra-se para o caso em que p = 3; a prova para o

caso geral é uma simples generalizagdo.
Entdo, se quer provar que

/_ /_ f(y1,y2; a1, a2, a3)dy1dys = 1,

Tem-se que

(o «)) 1-y, 2 _
J—// H% 1

/_ /_ f(ylr]/Z; X1,%2, 063)dy1dy2 = 1_[

2

(1= ) yp™ldndy
j=1

(1—y1 — y2)™ 'dyrdy,

_ F(ocl—l—ochrtxg / /1 y2 le 1 az 1
I'(ay

oy +ax+a vr =y o -
N F((af)r(ai)naz))/o Uo y T A=y -y | Yy s (26)

Lembrando a defini¢do da funcédo beta B(a,b) em (2.3) e considerando a = w1, b = ag e

¢ =1—1y», tem-se que

1=y2
| g )y = Bl a) (1 ),
Substituindo este resultado, (2.6) pode ser escrita como

I"(ocl + 0 + 043 / &y — 1 (lX +az—1)
“ ,lx 1 3
T ()T ()T ( 18] Jy 72

e recorrendo novamente a fun(;ao beta B(a,b) coma = ay,b = a1 + a3 e c = 1 tem-se

dyz

que

/ yﬂlz 1 (0(1+“3_1)dy2 — B(D{lexl + 0(3)-
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Portanto,

o o F(OC1+0(2+D(3)
LYo 0, Ko, &3)dy1dy, = B(wq,a3)B(ay, 07 + a3).
/Oo/oof(l/l Yo; 01, 0, 43)dy 1y (g )T (g )T (3] (a1, a3) Bag, a1 + a3)

Aplicando a propriedade da fungdo beta em (2.4)

*° . ~ T(ag+ao +az) T(a)T(as) T(az)T (ag +as)
(/w/mf@”W“”““”@”W“(Jﬁ(%(g)(£+u@r@i+w+a;

_ T +ar +a3) Tlag)l(wo)T(as) _
T(ap)T(a2)T(a3) T(ag +a2 +a3)

M

Portanto, pode-se concluir que a fun¢do dada em (2.5) é efetivamente uma fungdo de
densidade.

A seguir serdo apresentadas algumas propriedades da Distribui¢do Dirichlet, como
as médias, as varidncias e covaridncias. Comecando pelo momento de ordem n em

torno de zero na distribui¢do Dirichlet, tem-se que

F(Oél + - zxp)l"(ocj + 1)

E(Y!) = ,comj=1,---,p. 2.7
(Y7) Tt o, + @) j p (2.7)
Dai, o valor esperado de Yj,comj=1,---,pé
a.
E(Y)) = =~
! Zt 1 ‘Xt
a variancia de Y]-, comj=1,---,p, corresponde a
2
V(Y;) = E(Y{?) — E(Y))
2
Dé'((X]' + 1) B ‘X]'
(Et 1 o) (Ef:1 ar+1) (Zf:1 ar)?

‘Xj(Zf#j “t)
(Zt 1 ‘Xt) (Zf:l Xt + 1)

e a covariancia entre Y; e Y, com j # i, j,jx=1---,pé

&yl

(Zt 1 D‘i) (Zf:1 at + 1) .

COZ)(YJ‘, Y]*) =
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Sejam (Y1, - .,Yip), i =1,---,N, N vetores aleatérios independentes com distri-
buicdo Dirichlet e parametros a;i, ..., a;p, com fungdo de densidade dada por (2.5).
Entdo, a log-densidade para cada vetor aleatério é dada pela seguinte expressao

P P p
li(aq, ..., ap) =logT (Z aij) — Zlogl"(oci]-) + Z(aij —1)logyy; i=1,...,N.
j=1 j=1 =1 2.8)

Assim, a fun¢do de log-verossimilhanga é dada por

N
5(,‘161,' .. /r%}ﬂ) = Zfi([xil,. . .,Dél'p),
i=1

T T .
onde a1= (&11,...,4N1) /..., &p= (oclp,...,szp) , ou seja,

N p p P
&1, p) =) {logf ( ocij) — Y logT(a;j) + Y (a;j— 1) logyi]} . (2.9
=1 =1

i=1 j=1

Para obter uma estrutura de regressdo que permita modelar varidveis aleatérias
regidas pela distribuicdo Dirichlet, considera-se a;; = g(1;;), onde #;; = x;1B1; +
-+ XikPj; Xi1, - -, Xik 80 k covariaveis, B1j, ..., Pyj sd0 os parametros da regressdo
j=1,---,peg() éuma funcdo de ligagdo conhecida que assume valores reais em
(0,00), estritamente monotonica e duas vezes diferenciavel; neste trabalho considera-
se g(7;;) = €. Ou seja, a média p;; de cada Y;j pode ser escrita como

8 (77ij)
(i) +- -+ g(nip)

Mij =

A parametrizacdo do modelo de regressdo Dirichlet apresentada aqui corresponde
ao modelo 2 proposto em Silva (2004), onde também é estudada outra parametrizagdo
em que se modela a média das varidveis resposta; este modelo é chamado naquele
trabalho modelo 1. Nesta dissertacdo ndo consideramos o modelo 1 dado que pela
construcdo daquele modelo se usa a média da varidvel Y; para modelar a média da

variavel Y, e assim por diante, criando uma hierarquia entre as componentes.

Nas Figuras 2.2.1 e 2.2.2 estdo apresentados os graficos das densidades Dirichlet
quando p é trés, para diferentes valores dos parametros a1, a; e a3. Note-se que a
medida que os pardmetros aumentam, a variabilidade da densidade diminui; este fato

pode ser verificado pela expressdo da varidncia.
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Figura 2.2.1: Gréficos das densidades Dirichlet

quando p = 3 para diferentes valores de a1, a; e a3.
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Figura 2.2.2: Gréficos das densidades Dirichlet

quando p = 3 para diferentes valores de a1, a; e a3.
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Capitulo 3

Curvatura normal conforme e influéncia

local

Um tépico importante na andlise de diagndstico em regressao é a detecgdo de ob-
servacOes influentes, ou seja, de pontos que podem exercer forte influéncia nas esti-
mativas dos coeficientes da regressdo. Durante a década de 70 surgiram varias pro-
postas relacionadas com a influéncia das observagdes nas estimativas dos coeficientes
do modelo normal linear. A eliminacdo de pontos talvez seja a técnica mais conhecida
para avaliar o impacto de uma observagao particular nas estimativas da regressdao. Um
problema que pode ocorrer com a retirada individual de pontos é o que se denomina

em inglés masking effect, ou seja, deixar de detectar pontos conjuntamente discrepantes.

Uma das idéias mais inovadoras foi apresentada por Cook (1986), que propde ava-
liar a influéncia conjunta das observagdes sob pequenas perturbagdes nos dados ou no
modelo, isto é, verificar a existéncia de pontos que sob modificagdes modestas causam
variagOes desproporcionais nos resultados, ao invés da avaliacdo pela retirada indi-
vidual ou conjunta de pontos. Este método se denomina influéncia local e teve uma
grande receptividade entre os usudrios e pesquisadores da area de regressdao, moti-
vando muitos artigos onde se aplica a metodologia em modelos particulares ou se
propde extensdes da técnica. Por exemplo, Galea, Paula & Bolfarine (1997), Liu (2000)
e Galea, Paula & Uribe-Opazo (2003) apresentam estudos de influéncia local em mo-

delos elipticos lineares e novamente Liu (2002) apresenta um estudo da influéncia lo-

18
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cal destes modelos no caso multivariado, enquanto Kwan & Fung (1998) aplicam a
metodologia em andlise fatorial, Gu & Fung (1998) em anélise de correlacdo candnica,
Paula (1996) em modelos préprios de dispersdo, Ortega, Bolfarine & Paula (2003) em
modelos log-gama generalizados com dados censurados, Jansen, Molenberghs, Aerts,
Thijs & Steen (2003) em um estudo psiquidtrico de dados bindrios e Shi & Wang (1999)
em regressao ridge. Na classe de erros normais, Lawrence (1988) investiga a aplicagdo
de influéncia local em modelos lineares com parametros na transformacdo da resposta,
Beckman, Nachtsheim & Cook (1987) apresentam estudos de influéncia em modelos
de andlise de variancia com efeito misto, Tsai & Wu (1992) investigam influéncia local
em modelos auto-regressivos de primeira ordem e modelos heteroscedéasticos e Paula
(1993) aplica influéncia local em modelos lineares com restri¢des nos pardmetros na
forma de desigualdades lineares. Para maiores detalhes veja Paula (2004), Cook &
Weisberg (1982) e Wei (1998).

Mais especificamente, o conceito de influéncia local estd baseado na curvatura da
superficie de log-verossimilhanca. Apesar do método de Cook, baseado na curvatura
normal, ser de grande utilidade, apresenta alguns inconvenientes; por exemplo, a cur-
vatura normal pode tomar qualquer valor e ndo é invariante sob uma mudanga uni-
forme de escala. Assim, ndo foi ao principio proposto um critério objetivo para ava-
liar a grandeza da curvatura normal. Com o decorrer do tempo, diferentes autores
tentaram dar uma solugdo a este problema; por exemplo, Fung & Kwan (1997) apre-
sentam uma discussdo do uso da influéncia local baseada na curvatura normal calcu-
lada a partir da perturbagdo de outras quantidades além da verossimilhanca deslo-
cada, tais como estimadores de parametros ou estatisticas de teste. Eles encontraram
que a influéncia local baseada na curvatura normal ndo é suficientemente bem fun-
damentada para gerar resultados tteis quando a primeira derivada com respeito aos
parametros de perturbacdo ndo é nula. Schall & Dunne (1992) mostraram que existe
uma relagdo intima entre os conceitos de colinearidade de pardmetros e influéncia local
em diagnoéstico de regressao, e introduziram uma modifica¢do da curvatura normal de
Cook, a saber, a curvatura escalonada. Poon & Poon (1999) construiram uma medida
que é uma fungdo injetiva da curvatura normal assumindo valores no intervalo [0, 1],
chamada curvatura normal conforme, e, sobre esta medida construiram a contribuicdo

agregada para cada vetor de perturbacdo basico, fornecendo um ponto de partida
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objetivo para julgar a grandeza da curvatura.

3.1 Influéncialocal

Seja £(0) a log-verossimilhanga para um modelo postulado, onde § € R é um
vetor de parametros desconhecidos. Seja ¢(0 | w) a log-verossimilhanca correspon-
dente ao modelo perturbado para um w dado, onde we ), O C R’ representando o
conjunto de perturbagdes relevantes ( r ndo necessariamente representa o tamanho da
amostra). E assumido que existe w tal que £( | wp) = £(9) para todo 6. Sejam § e
8, 0s estimadores de maxima verossimilhanca de 6 sob £( 8| wy) e £( 8| w) respectiva-
mente. Cook (1986) sugeriu que a influéncia da perturbacdo w poderia ser estudada

usando a funcdo de verossimilhanga deslocada

LD(e) =2 (¢(8) ~ (@) - (31)

Os valores de LD como uma fung¢do de w podem ser representados por uma superficie
de pontos (w, LD(w)); LD(w) tem um valor minimo de 0 em w=up. O comporta-
mento de (3.1) é investigado tomando se¢des planas, isto €, considerando seus valores
ao longo de uma reta em () na dire¢cdo de um vetor unitario ¢ passando por w, ou seja,
aolongode w (a) = wp +ad,a € R. Oresultado é uma curva plana (a, LD(w (a))) cujo
comportamento como uma fungdo de 2 e em torno de a = 0 é estudado. A curvatura
normal na dire¢do d no ponto w=wy é estudada por Cook (1986) como uma medida

de influéncia e é dada por

Ci=—2(d'Fd) (3.2)
onde .
20(0,)
=sgea| ¢ 14I=1

~N~N

|| - || denotando a norma euclideana em R”.

Sejam as matrizes A e L definidas como

_oM(8|w) %( 0| w) ,
= S0 9w’ : = T ;
IR oL =8, w=u 9898 0=8, w=w
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entdo, segundo Cook (1986), a equagao (3.2) pode ser escrita como
Ci=—-2(d'AT(L)"'a4)

GZQ, w=up

~ ~NAN

Cook (1986) sugeriu que a dire¢do dj.x da curvatura maxima Cy,x contém valiosa
informacado sobre diagndstico. A curvatura maxima é igual ao maior autovalor Ay
de —AT (L) ~1A e d,qr 6 0 autovetor associado. Se o valor absoluto do i-ésimo elemento
de d;;ax € 0 maior, entdo, deve prestar-se atengdo ao elemento perturbado por w;, a i-
ésima componente do vetor w. Embora esta proposta seja muito ttil, apresenta alguns
inconvenientes como os mencionados anteriormente. A seguir introduz-se a curvatura
normal conforme proposta por Poon & Poon (1999), como uma possivel solugdo para

estes inconvenientes.

3.2 Curvatura normal conforme

A curvatura normal conforme B; na dire¢do 4 no ponto w=uj é definida por Poon
& Poon (1999) como

_(d7AT(i)'ag)
e \/E{AT(E)18)2}

9=0, w=w

4B
\/tr(F?)

onde as matrizes F, A, L sdo definidas como na secio (3.1) e || 4 ||=1.

(3.3)

B; = —

Note-se da equacao (3.3) que o calculo de B; ndo requer mais esforgo que o de C;.
Além disso, a curvatura normal conforme desfruta de muitas propriedades, que sdo
resumidas em poucos teoremas e estdo apresentadas em Poon & Poon (1999). Duas

destas propriedades sdo apresentadas a seguir.

Seja () o conjunto de todas as perturba¢des. Uma reparametrizacdo é uma funcdo
suave ¢ : ) — A, A com a mesma dimensdo de (), tal que a matriz jacobiana de
¢ é ndo singular em todo (). Considera-se reparametriza¢cdes como “modifica¢des do
esquema de perturbagdo”. Além disso, diz-se que uma matriz M de dimensado r x r

é uma matriz conforme se existe um ntmero inteiro positivo a tal que MM' = al,,
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onde I, representa a matriz identidade de dimensdo r x r. Uma reparametrizacdo é
conforme em Y se a matriz jacobiana em u é uma matriz conforme; além disso, se
uma reparametrizacdo de (2 é conforme em um ponto critico @y no gréfico de LD sobre
(), entdo a curvatura normal conforme em qualquer diregdo em uj é invariante sob a
reparametrizacdo. Um exemplo de reparametriza¢do conforme é ¢p(w) = M w +c, tal

que M é uma matriz conforme.

Para qualquer dire¢do d, B, safisfaz a condigdo 0 < |B;| < 1, onde | - | representa
a funcgdo valor absoluto. Ou seja, B; é uma medida normalizada e, assim, torna-se
mais facil interpretar seu valor. Ainda, se {A;,...,A,} sdo os autovalores da matriz F
com correspondentes autovetores normalizados { ¢y, ..., ¢,}, tem-se que B ,; €igual ao

autovalor normalizado A;, que corresponde a

~ A
Ryl
n=1"'n
Dai, YI_; B2 = 1, e, assim, se a curvatura normal conforme é igual para todos os
i=1"e;

autovetores, entdo o valor comum é \% Com estas propriedades da curvatura nor-
mal conforme, a avaliagdo da influéncia local pode ser feita de forma mais objetiva e

sistematica.

3.3 Avaliacao da influéncia local

Como foi visto na segdo (3.1), a curvatura normal Cy e a diregdo 4, sao usadas para
avaliar a influéncia local. Mais especificamente, Cook (1986) sugeriu inspecionar o
autovetor e,y com maxima curvatura normal C,,;, sem considerar seu tamanho, lem-
brando que Cjux € igual ao maior autovalor A,y da matriz —F. Como a curvatura
normal e a curvatura normal conforme diferem s6 por um fator positivo, as duas
curvaturas sdo medidas de diagnoéstico equivalentes e o autovetor e,y dd também
a maxima curvatura normal conforme. Entretanto, a curvatura normal conforme é
preferida porque suas propriedades de invaridncia e natureza normalizada facilitam
sua interpretacdo. Todavia, a discussdo na se¢do anterior sugere que um valor de re-

feréncia para julgar o efeito de B, e By em diferentes niveis pode ser determinado
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usando o conceito geométrico de curvatura. Assim, a seguinte definicdo é estabele-

cida: um autovetor ¢ é g-influente se |B, | > %.

3.3.1 Influéncia de autovetor individual

Um autovetor influente pode ser examinado. Seja § = {E;, ..., E,;} a base canonica
de R". Chama-se E; de t-ésimo vetor de perturbagdo basico do espago de perturba-
¢do. Para analisar a contribuigdo de vetores de perturbacdo basicos a influéncia de um
autovetor influente ¢, pode-se encontrar os vetores de perturbagdo bdsicos que estdo

proximos a g,.
~Y

Sejam Ay, ..., A, os autovalores normalizados de F com correspondentes autovetores

normalizados ¢j, ..., ;. Como ¢ é uma base de R” tem-se paracadai =1,...,r

além disso, como || ¢; || = 1, entdo, Y_; a2 = 1.

Dai, para cada i fixo, se a contribui¢ao de todos os a;; é uniforme, entdo, |a;| = —-.

\/17
Isto pode ser usado na constru¢do de um ponto de referéncia para julgar a grandeza.
Além do mais, a reta gerada por ¢; é proxima a reta gerada por E; se |a;;| é proximo
de 1. Este método pode ser usado para estudar ey, ou qualquer autovetor influente

individual .

3.3.2 Contribuicdo agregada de vetores de perturbacao basicos

De modo geral, pode-se analisar a contribuigdo de vetores de perturbacdo basicos
para todos os autovetores influentes. Para isto, Poon & Poon (1999) definem a con-
tribuicdo agregada dos vetores de perturbacdo basicos para todos os autovetores g-
influentes e propdem um ponto de referéncia para avaliar a influéncia. A seguir,

apresenta-se a metodologia usada por Poon & Poon (1999).
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Define-se y; = \7\1] e posteriormente ordena-se estes valores da seguinte forma

q
ﬂmax:]llz"'Z,MVZW>VV+1"'Z}HZO.
Da secdo anterior tem-se que
r
&= apE=apnE +- - +a,E= (an,..., a),
t=1
logo, a;; denota a t-ésima coordenada do autovetor normalizado correspondente a
yi. Além disso, como ¢, ..., ¢, sdo autovetores normalizados, entdo, para cada i =
— A wi 2
L...r el =1daiy;_;a; = 1.
A contribuicdo agregada do t-ésimo vetor de perturbagdo bésico para todos os au-

tovetores g-influentes é definida como
14
_ 2
m[EI]t - Hiay -
i=1

Y- (mlgle)? = - <i Vib%) = il/‘i (i ai) Y (1) = iﬂi,
t=1 t=1 \i=1 i=1 t=1 i=1 i=1

Como

entdo, se a contribuicdo de todos os vetores de perturbacdo basicos é a mesma, cada

uma é igual a

Conseqiientemente, para determinar a significincia da contribui¢do individual dos ve-

tores de perturbagdo basicos usa-se 7[q].

Ha dois casos extremos a considerar ao usar esta metodologia. O primeiro é permi-
tir g suficientemente grande tal que se considere a contribuicdo individual dos vetores

de perturbagdo basicos somente para e;,,x. Neste caso,

mlqls = \/ Pllﬂ%t = VH1|ail,
gl =\ 3 = =V,
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logo, este método é equivalente a comparar |ay;| com \% como foi sugerido na sec¢do
(3.3.1). O outro caso extremo é permitir g = 0, assim, todos os autovalores sao inclui-

dos na andlise. Neste caso m[0]; é chamada a contribuicéo total, que se denota por m;

T
_ 2
my = 2 Hid;-
i—1

Se a contribuicdo de todas as perturbagdes basicas é a mesma, entdo cada uma é igual

e corresponde a

a

m_m[o] _ 1 iﬂ ;":1 |/\1|
_= = —_ i = p— .
riz r/Yr g A?

A contribuicdo total m; e a curvatura normal conforme B, do vetor de perturbacao
bésico E; estdao altamente relacionadas. Como todos os autovalores sdo ndo-negativos,
By, € igual ao quadrado da contribuigdo total do f-ésimo vetor de perturbagéo basico.
Ou seja, como a matriz —F é semi-definida positiva e todos os autovalores sdo nao
negativos, entdo m? = By, para todo t.

tr(F)

r/tr(E2)’

Portanto, tem-se que m = Bp,. Assim b pode ser utilizado como valor critico para as

Se a contribuicdo total de todos os Bg, ¢ a mesma, entdo cada uma éigualab =

curvaturas dos vetores de perturbagdo basicos.

Segundo a pratica comum, se a contribuicdo agregada é maior que duas vezes a
média, entdo a observacdo correspondente é considerada influente. Utiliza-se 2b e
\/2711[q] como valores criticos para B, e m[q];, respectivamente. Usa-se /2 ao invés

de 2 nos valores criticos para m[q]; devido a relacdo quadratica entre m; e B,.

3.4 Esquemas de perturbacao

Existem diferentes formas de se fazer a avaliagdo da influéncia de pequenas pertur-
bagdes num modelo. Pode-se, por exemplo, perturbar a funcdo de log-verossimilhan-
¢a, ou as varidveis explicativas de maneira coletiva ou individualmente, ou pode-se
também perturbar as varidveis resposta. Além disso, essas perturba¢des podem ser

feitas de maneira aditiva ou de maneira multiplicativa.
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Neste trabalho os esquemas de perturbacdo que se consideram sdo os seguintes:

e Esquema de perturbagio I

Perturbagdo da funcdo de log-verossimilhanca de forma multiplicativa.

e Esquema de perturbagio I1

perturbacdo nas varidveis explicativas de forma multiplicativa.

o Esquema de perturbagdo I11
perturbagdo nas varidveis explicativas de forma aditiva.

o Esquema de perturbagio IV

perturbacdo nas varidveis resposta de forma aditiva.

Considere-se o modelo de regressio Dirichlet definido na segdo (2.2.1).
Seja L(&1,..., &p) = YN lia, . ,&jp) a fungdo de log-verossimilhanga correspon-
dente a uma amostra de N observagdes, i = 1,...,N, seja X a matriz de dimensado
N X k cuja i-ésima linha representa os valores das k varidveis explicativas para a
i-ésima observacdo, seja Y a matriz de dimensdo N x p cuja i-ésima linha representa
os valores das p varidveis resposta para a i-ésima observacdo e seja B a matriz de di-
mensdo k x p correspondente aos parametros desconhecidos da regressdo. A seguir

apresenta-se a forma como cada esquema foi trabalhado.
Esquema de perturbagio I

Neste caso a dimensdo do espago de perturbagdo () é igual ao tamanho da amostra,
ou seja, ¥ = N. Dado w, we Q), seja ¢(B| w) a log-verossimilhanga correspondente ao

modelo perturbado, entéo,

onde w; é o i-ésimo elemento do vetor w.
Esquema de perturbagdo 11

Como no esquema anterior, a dimensdo de (), o espaco de perturbacédo, coincide com
o tamanho da amostra, ou seja, r = N. No modelo perturbado, para um w dado, onde

we (), amatriz X é substituida pela matriz X, que corresponde a
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wi1xX11 Wi1X12 - W1X1k

WXy WXy - WaXpk
Xy =

WNXN1 WNXN2 - WNXNk

Esquema de perturbagdo 111

Diferentemente dos dois esquemas de perturbacdo anteriores, neste esquema a di-
mensdo do espago de perturbagdo varia de acordo com o ntiimero de varidveis per-
turbadas. Mais especificamente, no caso em que se perturbam as k covaridveis, a di-
mensdo de () serd Nk, ou seja, r = Nk. Assim, a dimensdo do espago de perturbacdo
vai coincidir com o tamanho da amostra quando se perturba uma tnica varidvel ex-

plicativa; neste caso, ter-se-4 v+ = N.

No modelo perturbado, para um w dado, we (), a matriz X é substituida pela matriz
Xy =X+ WS, onde w= vec(W), W é a matriz de perturbagbes de dimensdo N X k,
e S é uma matriz diagonal S = diag{sj, ..., s} tal que cada s,, converte a perturbacédo
w; no tamanho e unidade apropriados para que w;,,s, seja compativel com o (i, m)-

ésimo elemento de X, ou seja, com x;,,. Tem-se que

X11 +W11S1 X12 F W22 - X1k + W1kSk

X1 + W2181 X2 WSy c -+ Xpp + WoxSk
Xy =

XN1+ WN1S1 XN2 +WN2S2 -+ XNk + WNKSk

Fazendo alguns dos s, iguais a 0, somente algumas das varidveis explicativas sdo per-

turbadas.
Esquema de perturbagdo IV

Este método de perturbacédo é diferente dos anteriores, pois ao perturbar as varidveis
resposta de forma aditiva, os vetores perturbados devem continuar a ser proporcdes,
assim, é necessdrio considerar algumas restrigdes, e em conseqiiéncia estaremos frente
a um problema de maximizagdo com restri¢des. Neste caso, a méxima curvatura ja ndo

sera mais o maior autovalor da matriz —AT (L) ~'A. Ao contréario, como veremos mais
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adiante, a méxima curvatura sujeita as restricdes impostas estard associada ao maior
autovalor de uma nova matriz e a direcdo normalizada associada a este autovalor.
Cabe ressaltar que tanto o desenvolvimento da solu¢do da maximizagdo com restri¢des
como a defini¢do de observacdo influente e contribui¢do agregada neste novo esquema

de perturbagdo foram propostos por nés.

Para este esquema de perturbacdo, a dimensdo de (), o espago de perturbacdo, é
r = Np. A seguir explicamos em detalhe qual é o procedimento desenvolvido neste

caso.

No modelo perturbado, para um w dado, we (), a matriz Y é substituida pela matriz

Y,,, que corresponde a

yn+win Yyt+twi - Yipt+ Wi
Yor+wr1 Yo t+w - Yopt+ Wop
Yw - . . . 4
YN1 +WN1 YN2 FWN2 - - YNp + WNp
sujeita as restrigdes
4 4 4

e a direcdo que da a méxima curvatura deve ser buscada entre os vetores de norma
um. Seja W = (w;;), ou seja, W é uma matriz de dimensdo N x p onde o (i,j)-ésimo
elemento corresponde a w;;. Fazendo z= vec(W) podemos escrever nosso problema
da seguinte maneira:

maximizar a forma quadratica
—z'(A'L7A) ¢

sujeita as restrigoes

p

14 P
221]':0, 222]'20,..., ZZNjZO’ Hr%H:1 (34)
j=1 j=1 j=1
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Logo, podemos escrever nosso problema da seguinte forma:
maximizar f(z) =z Az sujeito as restricoes ¢,(z) =0,n=1,...,N; h(z) =0

onde A= —(ATL™'A), gu(z) =L/ 20y n=1,...,Neh(z) =z" z -1.

Para encontrar a solu¢do do problema anterior vamos utilizar o método dos multi-

plicadores de Lagrange. Assim, precisamos encontrar a solugdo do sistema

)
)

N
Vf(z)= Zlénvgn(z) +¢Vh(z)

gn(
h(

N

0,n=1,...,N
0

AN

onde Vf representa o gradiente da funcdo f e Jy,...,dnN, ¢ sdo conhecidos como os
multiplicadores de Lagrange.

Se definimos a matriz C de dimensdo N x Np como

10---0 10---0 --- 10---0
01---0 01---0 --- 01---0
C= . . _ , (3.5)
00---1 00---1 --- 00---1 NN
ou seja,
C:<IN In IN)Npr’
tem-se satisfeito que
81(2)
z)

g2 (

gn(z)
Portanto, para qualquer z é vélido que Vg,(z) é igual a n-ésima linha da matriz
C,n=1,...,N. Seja E, o n-ésimo vetor da base candnica de RYN. Entdo a n-ésima

linha da matriz C é precisamente o vetor escrito de forma particionada como
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logo,
Veu(z) = (Br B Bn)-
Por outro lado, como A é simétrica, entdo Vf(z) =2z "Ae Vh(z) =2z". Logo, o

sistema acima pode ser escrito da seguinte forma

Cz =0 (3.6)

z'z=1 3.7)
N

227A=Y 00 (B En - En)+2927 (3.8)
n=1

Escrevendo 6, = 2¢),, temos que (3.8) fica como segue
N
2 A=Y ¢ (B Ei - Ei)+9z (3.9)
n=1
Mas
N
You(Br B En) = (Tagnk Daguln o Tagnkn)
n—

= (@1 N, @1 9N o, (B1 98) ) = (@@, @),
onde ® = (¢1,...,¢N). Entdo a equagdo (3.9) fica da seguinte forma
2 A= (D,®,...,0)+¢z". (3.10)
Multiplicando a direita por C" a equacdo (3.10) e usando a equagéo (3.6) obtemos
z AC! = (@,®,...,®)C". (3.11)

Por outro lado é facil ver que CC" = ply, enquanto C' C é uma matriz composta por

p % p blocos iguais a Iy.

IN IN IN
c'lc=1: : . (3.12)

In In -+ Iy NpxNp

Multiplicando a direita por C na equacgdo (3.11) obtemos que

IN IN IN
z'AC'C=(®,@,...,®).| + D =p(@,9,...,P). (3.13)

IN IN IN
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Multiplicando (3.10) a direita por z e usando (3.6), (3.7) e (3.13)

f(2) =2 Az=(@,...0) 2 4o = 2TACC 2 +p=¢. (19
Substituindo (3.13) em (3.10) obtemos

1

z'A=-z"AC'C+¢pz'.

Tomando transposta nesta tltima equagdo

Az= %CTCA z+pz .

Podemos escrever esta tltima equagdo como

1
QAz=¢z=f(z)z, onde Q=In,— ECTC (3.15)
Assim, podemos concluir que f(z) é um autovalor ¢ de QA, e que z é um autovetor

correspondente.

Dado que S = {z€ RN | 2T z=1, Cz= 0} ¢é fechado e limitado em RN?, logo,
compacto, entdo a fungdo continua f(z) =z TA Z alcanga um maximo Zzp neste con-
junto, veja Apostol (1977), Teorema 4-20. Tal ponto maximizador satifaz as equagdes
(3.6)-(3.8) para alguns valores ¢4, ..., ¢n, ¢, veja Lima (1981).

Dado que o posto de QA é no maximo kp, temos ndo mais do que kp autovalores
de QA diferentes de zero. Seja T 0 maior autovalor de QA, suponha T # 0. Queremos
provar que f(zp) = T. Pelo argumento anterior, vimos que f(zp) serd um autovalor
de QA, logo f(zp) < 7. Falta provar agora que existe v € S tal que f(v) = T, assim,
por ser zp maximizador global de f em S teremos que f(zp) > f(v) = T e ficara

provado o resultado.

Seja entdo v, que satisfaz h(v) =v," v —1 = 0 e tal que QA v= T y. Queremos

provar que Cv= 0 e além disso que f(7) = 7. QAy = Ty pode escrever-se como

1
Ay= EcTcA v +7TU . (3.16)

Multiplicando (3.16) a esquerda por C e usando que CC' = pIy obtemos que

CApv= %pINCA v +1Cov=CAp +1Cpo,



CAPITULO 3. CURVATURA NORMAL CONFORME E INFLUENCIA LOCAL 32

logo TCy= 0. Como T # 0, entdo Cy= 0 e assim y € S; multiplicando (3.16) por v, "
obtemos
o' Av=f(v) :% v'C'CA v +7 UTQ:% 0'C'CA Y +1

Dado que Cy,= 0, entdo f(v) = .

Vamos denotar por z; a direcdo que d4 a maxima curvatura sujeita as restri¢des
descritas anteriormente. Queremos encontrar agora a segunda direcdo, maximizando
T o . N o~ _ _ _ T _ L
z ' A z sujeita as restrigdes h(z) = 0,gu(z2) =0,n=1,...,Ne z1' z= 0; isto pode
ser escrito da seguinte maneira
. iy C
maximizar f(z) =z ' Az sujeitoa z=0e z'z=1

Y-

C
Fazendo C; = (

) , podemos escrever o problema da seguinte forma
Al

T

T

maximizar f(z) =z' A z sujeitoaCiz=0¢e z'z=1.

Sob estas novas condi¢des, usando novamente o método de multiplicadores de La-

grange, obtemos que a solugédo é o vetor z que satisfaz

QAz=9¢"2=f(2) &

onde Q* = <INp - cj(clcj)—lcl) e¢p* = (z"Az)ouseja, ¢* é autovalor de Q*A e
2z € o autovetor associado. Assim, usando a mesma argumentacdo acima, a solucdo 2z
do nosso segundo problema é o autovetor unitario associado ao maior autovalor ¢* de
Q*A.

Analogamente podemos encontrar z3, que nos d4 o maior valor da forma quadratica
z T A z sujeita as restricdes || z | = 1, Cz= 0 e que é ortogonal as direcdes z; e z».
Usando este procedimento podemos encontrar as dire¢des 21, 2, ..., que ddo a méxi-
ma curvatura, a segunda maxima curvatura e assim sucessivamente, sujeitas as restri-

¢Oes descritas anteriormente. Veremos em seguida que, se o posto da matriz QA é p,

o posto da matriz Q*A é p — 1 e, assim, sucessivamente, vamos ter p matrizes Q* " *A
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de posto p,p — 1,...,1 das quais vamos encontrar o maior autovalor e um autovetor
de norma um associado a esse autovalor, e, assim, poderemos encontrar as p dire¢des

Z1, 22, .-+, Zp descritas acima.

Vale a pena destacar que o problema sem restri¢des resulta ser um caso particular
do problema com restri¢des, considerando o problema com a tnica restricdo de que a
maximizacdo seja feita na superficie da esfera unitdria e que a matriz C seja a matriz

identicamente nula.

Nosso problema geral pode ser escrito assim:

T

encontrar as direcoes que maximizam f(z) =z' A z sujeitasa Ciz=0e z'z=1

onde C; é uma matriz de dimensdo (N+i) xNp, 0 < i < p—-1leN+i+1 =
posto(C;) + i + 1 representa o nimero total de restri¢des. Note-se que para i = 0, C;
corresponde a matriz dada pela equacdo (3.5) e temos posto(C;) +1 = N + 1 restricoes.
Quando a matriz C; é a matriz identicamente nula, temos posto(C;) + 1 = 1 restrigédo,
a matriz QA corresponde a QA = Iy, A = A e, lembrando que a matriz A é a matriz
—F vista na segdo 3.1, podemos afirmar que obtivemos o problema original, que tem
como Unica restri¢do a direcdo que dd o maximo ser de norma um. Quando i = 1,
temos posto(C;) +1 = N+ 1+ 1 = N + 2 restrigdes, a matriz C; corresponde a matriz
C; descrita anteriormente e a direcdo que dd a segunda maior curvatura é o autovetor

associado ao maior autovalor da matriz Q*A.

O Teorema a seguir mostra que todas as diregdes influentes correspondentes ao
problema restrito podem ser encontradas utilizando apenas a matriz QA. Vale a pena
destacar que este Teorema foi proposto e provado por nés e podemos dizer que é o

resultado mais importante do nosso trabalho.

Teorema. Sob as condigdes descritas acima, sejam QA e Q* A as matrizes mencionadas an-
teriormente, sejam Ay > --- > A, 0s autovalores ndo nulos de QA com correspondentes
autovetores unitdrios zi, zp,..., 2p. Entdo, os autovetores z;, z,..., 2, sdo ortogonais,
Ao > 0,Q"A(z1) = 0, A2 é 0 maior autovalor de Q* A e o posto de Q* A é p—1.

Demonstragio. Seja P = C' (CC")~!C, entdo P é idempotente, ou seja, P> = P. Como

a matriz Q = Iy, — P, entdo Q também ¢ idempotente, ou seja, Q? = Q. Além disso,
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todo autovetor de QA associado a um autovalor ndo nulo A5, 1 < s < p, é também um

autovetor de Q. De fato, suponha que
QAZs= As Z5;
multiplicando a esquerda por Q e usando que Q é idempotente, temos que

QA Zs— ASQE,S/

entao As zs= A;Qz;, e assim Qz;=z5, pois As # 0.

Sejam z;, z; autovetores associados aos autovalores ndo nulos A;, Ay de QA. Entdo
Qzs=2s, Qz4=2;, ou seja, z5 e z; sdo autovetores de Q. Como Q é simétrica, z;5 e z;
sdo ortogonais, isto é, z5' z;= 0.

Temos ainda que se z; é um autovetor normalizado associado ao autovalor ndo nulo

As,s =1,...,p, entdo,

QA,%_,S == )\S ,%,S/
(Inp — P)Azs = As 25, dai
zs Azs— zs PAzs= As.
Como (Inp — P) zs=zs, entdo Pzs= 0 e usando que P é simétrica, temos que zs' P =0,

logo podemos afirmar que

As =25 Az

paratodos =1,...,p, ou seja, os autovalores ndo nulos A; de QA sdo sempre iguais a
f(zs),onde zs é um autovetor de norma um associado a A;. Dado que A é semidefinida

positiva, entdo, As > 0, pois assumimos A; # 0.

C
Lembrando agora que Q* = (INp — clT(clclT)—lc:l), onde C; = ( T) , entdo,

Z1
C CCT 0
T _ T _
C1C1 N <21T> <C Z_,l) N ( 0 1) ’

-1
ccT 0 C )
(c7 a)( . 1) (er> =ci(cchH'ct ma’

temos que

assim,
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Entao

Q' =(Inp—CH(CCT)IC~ zma) = (Iny = P)~ 221 ' = Q~ zz |
Como z; é autovetor de norma um associado ao autovalor A de QA, entdo

Q*Az1=QAz1 — z1 (z1' Az1)

=Mz —z1(z1Az1) = (z1'Az1) 21— 21 (z17Az1) = 0.

Logo Q*Az;= 0, assim, o posto da matriz Q* A é pelo menos um a menos que o posto
de QA.
Por outro lado, para2 <s < p,

-
QAz=QAz — 121 AZs,
porém,
T _ T
21 Azs=(Qz1) Az
:ZJlT QA Zﬁ:,élT As 5= As ,élTZ,s: 0;

esta dltima igualdade é valida porque z; e zs sdo autovetores de QA e ja vimos que os

autovetores de QA sdo ortogonais. Entdo, temos que

Q" Az= QAzZ= )z,

ou seja, As é autovalor de Q*A com correspondente autovetor de norma um Z;, para
todos = 2,...,p. Como o posto de Q*A é no maximo p — 1, entdo Ay, .. .,/\p corres-
pondem a todos os autovalores ndo nulos de Q* A e o posto de Q* A é exatamente p — 1.

Ainda, A, é o maior autovalor de Q* A. [

Usando sucessivamente este argumento, concluimos que z; é a diregdo que maximiza

z! A z sujeita as restricdes C z=0, z ' z= 1 e ortogonala zj,..., Zs_ 1.

Na pratica o Teorema apresentado implica que para encontrar as dire¢des maxi-
mizadoras sujeitas as restri¢des descritas acima, basta trabalhar com a matriz QA ao

invés da matriz A = —F; o trabalho computacional serd o mesmo, pois o posto de QA



CAPITULO 3. CURVATURA NORMAL CONFORME E INFLUENCIA LOCAL 36

€ no maximo o posto de A. Além disso, vale a pena ressaltar que este resultado que
encontramos é vélido para qualquer matriz C, embora a matriz C no caso do modelo
de regressdo Dirichlet tinha a forma da matriz dada em (3.5). As dire¢des influentes
Z1,---, Zp que serdo usadas na andlise de influéncia serdo os autovetores associados

aos autovalores ndo nulos de QA.

A seguir, apresentamos nossa proposta para estender o conceito de contribuicdo

agregada no caso de perturbagdo de vetores.

Sejam 11, o, ..., T, lembrando que r = Np, os autovalores da matriz QA com
correspondentes autovetores unitdrios z;, zp,..., Zr,onde paracadai =1,...,r

P L O N M LB 3

Além disso, definimos

=T ((i) (i) (i)

Zn =

=T _ () (i) (i) =T _ () () (i)
211'212""'21;})' Zip = (221,222,...,22p),...,ziN = (ZN1/ZNr -+ - 12N )+
Sejam T3, . .., T, os autovalores normalizados de QA, isto é,

N Ti

T ==
i 2
anl N
parai = 1,...,r, com correspondentes autovetores normalizados zj,..., z,. Orde-
namos estes valores da seguinte forma

?(max) = '?(1) > 2 '?(y) > A > A(V+1) cee :l'\(,,) > 0.

NG

Da mesma forma que no caso sem restri¢des, propomos definir um autovetor z

como g-influente se |B, | > -L, lembrando que neste esquema a dimensao do espaco

N
de perturbagdo é r = Np.

Propomos a seguinte defini¢do para a t-ésima contribui¢do agregada dos autove-
tores g-influentes, conjuntamente para os p vetores de perturbagdo bésicos do RN?
E (—1)p17" 7 E i que corresponde a t-ésima observacao de dimensdo p. Esta contri-
buicdo agregada conjunta serd por nés definida como

v
mlgle =y | 3 T Izl
i=1
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Como
N v N v N N ) v N v N
Y (m Z <ZT 1Zie | ) =Y T <Z |1Zie | ) =Y T () =) T
t=1 t=1 \i=1 i=1 t=1 i=1 i=1

entdo, se a contribui¢do de todos os vetores de perturbacdo basicos é a mesma, cada

milq] = % (;?(i))-

Entdo, para determinar a significancia da contribui¢do conjunta dos vetores de pertur-

uma é igual a

bacdo basicos para cada observagdo de dimensao p, usamos 71[q].

Neste caso, analogamente ao caso sem restri¢des, se a contribuicdo agregada é
maior que duas vezes a média, entdo a observacdo correspondente é considerada

influente. Utilizamos /27i[g] como valor critico para m|q]; devido a relagdo 7[q] =

1 v
\/N ( i=1 T(i))-

No caso em que encontramos somente um autovetor g-influente vamos ter
mlgle = \/Ta)lz1el? e V2ii[q] = @/%‘E(l), logo, na presenca de um unico autove-
tor g-influente, basta comparar ||zy;|| com /%, para t = 1,..., N, para encontrar as

observacdes influentes.



Capitulo 4

Aplicacdes

4.1 Introducao

Como ilustragdo, considera-se o conjunto de dados apresentados por Aitchison
(2003), p. 359, ao qual pode ser ajustado modelo de regressdo Dirichlet. Os valores

destes dados encontram-se na Tabela 1 do Apéndice B.

Para fazer o estudo de influéncia local aplicando a metodologia mencionada nos
capitulos anteriores, procede-se da seguinte forma: primeiramente os pardmetros do
modelo de regressao Dirichlet sdo estimados através da maximizag¢do da funcado de log-
verossimilhanga. A seguir, as contribui¢des agregadas m|q|; para todos os autovetores
g-influentes, com g variando de 0 a 3, assim como a curvatura normal conforme B, do
vetor de perturbacdo basico E; sdo calculadas parat = 1,..., N, onde N é o tamanho
da amostra. Os calculos das derivadas necessdrias para encontrar a curvatura normal
conforme segundo os diferentes esquemas de perturbagdo aqui analisados estdo apre-
sentados nos Apéndices A.1, A.2, A.3 e A.4. Serdo apresentadas as contribuic¢des agre-
gadas m|q|; e a curvatura normal conforme B f; do vetor de perturbacdo basico Ly para
os esquemas de perturbacdo I, II e III. A contribui¢do total m[0]; ndo é apresentada,
pois € equivalente a Bg, nos esquemas I, II e III. Dado que o esquema de perturbagio
IV tem um tratamento diferente dos outros esquemas, serdo apresentadas as medi-

das m[q]; para g = 0 e para q = 1, pois para g4 = 2, 3 ndo se encontraram autovetores

38
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g-influentes. No caso em que um tnico autovetor, i1, é encontrado como 3-influente

ter-se-a que m[1]; = m[2]; = m[3]; = \/pi1|ay|.

A partir das observagdes detectadas como influentes, faz-se uma retirada de tais
observagdes, uma a uma e também conjuntamente com o intuito de comparar as no-
vas estimativas com as estimativas obtidas ao usar a amostra completa e verificar o
impacto que cada observagdo influente causa nessas estimativas. Para isto, é razodvel
determinar medidas onde se possa avaliar qudo precisas sdo as estimativas e o impacto
causado nelas a partir da retirada individual ou coletiva das observagdes influentes. A

seguir mostra-se algumas medidas que podem ser utilizadas para este fim.

® Desvio quadratico médio (DQM):

Mz

DQM; = (%J gij)z;

N
Il
—

@® Erro absoluto médio (EAM):

Z Yij — il

® Erro absoluto percentual médio (EAPM):

|]/1] ]/11|
EPAM; = x 100%,
: (N 1_21 Yij

® Desvio relativo percentual (DRP):
By — By

DRP; =
Bij

x 100%,

onde N ¢ o tamanho da amostra, y;; € o valor ajustado para cada y;;,j = 1,...,pe B,(j])

é o estimador do parametro Bu; encontrado ao tirar a i-ésima observacdo, h =1,...,k.



CAPITULO 4. APLICACOES 40

4.2 Composicao de sedimentos

O conjunto de dados aqui analisado consiste da composigao de areia, lodo e argila
de 39 amostras de sedimentos a diferentes profundidades de d4gua, medidas em hectd-
metros, em um lago artico. O vetor de variaveis resposta (Yi1,Yi,Y3) € constituido
pelas proporcdes de areia, lodo e argila dos sedimentos, e as covaridveis (x;1,xj)
correspondem ao intercepto e as profundidades de dgua parai =1, ...,39. Logo, neste
exemplo, tem-se o tamanho de amostra N = 39, o ntimero de componentes p = 3 e k,

o numero de covariaveis, é 2.

4.2.1 Esquema de perturbacao I

Os autovalores normalizados ndo nulos para o esquema de perturbagio I sdo 0.6704,
0.5318, 0.4283, 0.2501, 0.1373 e 0.0542. Neste conjunto de dados foram encontrados
quatro autovetores 1-influentes, trés autovetores 2-influentes e dois autovetores 3-in-
fluentes. Na Tabela 4.2.1.1 estdo apresentados para t = 12,18,25,35 e 37 os valores
da curvatura normal conforme do vetor de perturbagdo basico Bf, e a contribuigdo
agregada m[q]; para todos os autovetores g-influentes com g variando de 1 a 3. Para

todas as medidas, as observacoes 12, 18 e 37 sdo consideradas como influentes.

Tabela 4.2.1.1: Medidas de observacdes influentes para o esquema de perturbagio I

, _ Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq| _
criticos | obs 12 | obs 18 | obs 25 | obs 35 | obs 37
Bp, 39 ]0.0531 | 0.1063 | 0.3103 | 0.1203 | 0.1958 | 0.1317 | 0.2927
m[1]; 0.2196 | 0.3106 | 0.5567 | 0.3457 | 0.4421 | 0.2930 | 0.4968
m[2]; 3 0.2045 | 0.2892 | 0.5417 | 0.3309 | 0.3922 | 0.2930 | 0.4752
m|[3] 0.1756 | 0.2483 | 0.3901 | 0.2616 | 0.2367 | 0.2912 | 0.4713

N{( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Nas Figuras 4.2.1.1-4.2.1.4 estdo apresentados os gréficos das curvaturas normais
conformes Bp, e as medidas m[q]; contra a varidvel explicativa x; que corresponde as
profundidades de dgua, para o esquema de perturbagio I. Note-se que para as profun-

didades de dgua das observagdes t = 12, 18 e 37 as medidas m[q]; e B, estdo acima
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dos valores criticos respectivos, ou seja, sdo influentes, enquanto que parag=0,1,2 a
observagdo t = 25 é incluida como influente e a observagao t =35 é considerada como
marginalmente influente, enquanto que para 4 = 3 a observacdo 25 é considerada
marginalmente influente e a observacado ¢t = 35 é incluida como influente. Diz-se que
uma observacdo é marginalmente influente se a diferenca absoluta entre o valor critico

e o valor de m[q]; para a observagdo estd muito préxima de zero.

Figura 4.2.1.1: Grafico de B, contra x, para o esquema de perturbagio I
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Ao tirar as observagdes mais influentes, ou seja, as observagdes 12 e 37 da amostra
completa, ficando assim com uma amostra de 37 observagdes, obtém-se 4 autovetores
1-influentes, trés autovetores 2-influentes e dois autovetores 3-influentes. Neste caso,
as observagoes 18, 25, 35 e 36 sdo influentes, enquanto que a observagdo 34 é consi-
derada marginalmente influente para g = 0, 1 e influente para q = 2, 3, e a observagdo
t = 38 é encontrada como marginalmente influente para 4 = 0, 1, 3 na nova amostra

com 37 observagdes. Na Tabela 4.2.1.2 estdo apresentados estes resultados.
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Figura 4.2.1.2: Grafico de m[1]; contra x, para o esquema de perturbagio I

o
S
- - - valor critico = 0.31055{
[ee]
® 4
S n obs 12
= ° obs 37
£ obs 25 °
o
<
o obs 18
o
"""""""""""""""" obs350” """ "7
o
N oo ° 0] [e) o o
o o o
aP O o
oo

®, & % o % 2 &
o
S -

T T T T T

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X2

Figura 4.2.1.3: Grafico de m[2]; contra x, para o esquema de perturbagio I
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Figura 4.2.1.4: Grafico de m[3]; contra x, para o esquema de perturbagio I
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Tabela 4.2.1.2: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagio I tirando as observagdes 12 e 37.

. _ Valores | Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e) | m[q] .

criticos | obs 18 | obs 25 | obs 34

Bp, 37 |0.0533 | 0.1066 | 0.1416 | 0.2444 | 0.1066

m[1]; 0.2233 | 0.3157 | 0.3759 | 0.4895 | 0.3213

m[2]; 0.2100 | 0.2970 | 0.3408 | 0.4877 | 0.3200

m|[3]; 0.1855 | 0.2623 | 0.3405 | 0.3600 | 0.3177

, _ Valores | Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e) | mlq] ,

criticos | obs 35 | obs 36 | obs 38

Bp, 37 | 0.0533 | 0.1066 | 0.2356 | 0.1276 | 0.1047

m[1] 4 0.2233 | 0.3157 | 0.4827 | 0.3465 | 0.2828

m2] 3 0.2100 | 0.2970 | 0.4776 | 0.3334 | 0.2671

m[3] 2 0.1855 | 0.2623 | 0.4707 | 0.3164 | 0.2633

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

43
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Note-se que na amostra com 37 observacdes obteve-se como as mais influentes as
observagoes 25 e 35. Tirando entdo as observagdes 12, 25, 35 e 37 da amostra original
e ficando assim com uma amostra de tamanho 35, se encontraram 4 autovetores 1-
influentes e 2 autovetores 2-influentes e 3-influentes, logo m|2]; = m|3];. Além disso,
as observagdes 18, 34 e 36 sdo consideradas como influentes para todas as medidas,
enquanto que a observagdo 29 é considerada como influente unicamente para g = 0, 1.

A Tabela 4.2.1.3 apresenta estes resultados.

Tabela 4.2.1.3: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagdo I tirando as observagdes 12, 25, 35 e 37.

, _ Valores Valores das segquintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq] ,
criticos | obs 18 | obs 29 | obs 34 | obs 36
Bp, 35 |0.0546 | 0.1093 | 0.1767 | 0.1673 | 0.2330 | 0.2429
m[1]; 0.2270 | 0.3204 | 0.4195 | 0.4073 | 0.4771 | 0.4873
m[2] 0.1934 | 0.2735 | 0.3663 | 0.1982 | 0.4718 | 0.4841
m[3] 2 0.1934 | 0.2735 | 0.3663 | 0.1982 | 0.4718 | 0.4841

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

A Tabela 4.2.1.4 apresenta as estimativas, o desvio padrdo e o desvio relativo per-
centual DRP;; dos By,; tirando coletivamente as observacdes encontradas como influ-
entes para o esquema de perturbagio I. Note-se que as estimativas dos parametros B11,
B12 e P13 foram as que tiveram maior impacto, chegando a ter uma variacdo de 43%
da estimativa correspondente ao parametro B1;. Fizemos un teste para testar a sig-
nificAncia dos parametros correspondentes ao intercepto e também a significancia dos
parametros correspondentes a variavel explicativa a um nivel de 5% de confianca
e pudemos verificar que em todos os casos a hipétese nula é rejeitada, ou seja, os

parametros sdo significativos.
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Tabela 4.2.1.4: Estimativas, desvio padrdo e DRP; dos f,; com
a amostra completa e tirando as observagdes influentes.

th, dp(ﬁhj) e DRPy; tirando as obs
nenhuma | obs 12,37 | obs 12, 25,
35, 37
B 0.1457 | 0.2087 0.2112
dp(B11) | 0.3245 0.3323 0.3335
DRPy; 4325% | 45.01%
B —0.2876 | —0.1610 | —0.2105
dp(Bo) | 0.3147 0.3231 0.3237
DRP;, —44.01% | —26.80%
B3 ~1.1349 | —09515 | —1.0210
dp(B3) | 0.3109 0.3202 0.3211
DRPy3 ~16.16% | —10.03%
Boi 22590 | 2.3771 2.7354
dp(Bxn) | 05778 0.6003 0.6188
DRPy; 5.23% 21.09%
B 54886 | 55815 6.0463
dp(Bn) | 05664 | 0.5896 0.6083
DRPy, 1.69% 10.16%
B 6.3690 | 6.4286 6.9006
dp(B2s) | 0.5631 0.5871 0.6060
DRPys 0.94% 8.35%

dp([ghj) representa o desvio padrdo de th

Nas medidas DQM;, EAM; e EPAM; descritas na segdo 4.1, y;; corresponde aos
valores estimados pelo modelo quando se usa a amostra com as 39 observacdes e ¥;;
sdo os valores estimados a partir da amostra que resulta depois de tirar uma ou vérias

das observacgdes influentes obtidas em cada esquema de perturbacao.



CAPITULO 4. APLICACOES 46

A Tabela 4.2.1.5 mostra 0 DOM;, o EAM; e o EPAM,; considerando a retirada con-
junta das observagdes mais influentes obtidas no esquema de perturbagio I. Observe-se
que a retirada das observagdes influentes 12 e 37 causa os maiores DQMj, EAMj e
EPAM,; para a primeira e segunda coordenada, enquanto que para a primeira coorde-
nada o impacto obtido com a retirada simultanea das observacdes influentes 12, 25, 35

e 37 é um pouco maior que o obtido com a retirada somente das observagdes 12 e 37.

Tabela 4.2.1.5: DQM;, EAM; e EPAM,; para os ¥;, sob esquema de perturbagio I.

Medidas de erro para os ij; sem observagdes
obs 12, 37 obs 12, 25,35 e 37

1 Coord. | 2 Coord. | 3Coord. | 1Coord. | 2 Coord. | 3 Coord.
DQM; | 0.0120 | 0.0042 | 0.0115 | 0.0075 | 0.0009 | 0.0072
EAM; | 0.0103 | 0.0038 | 0.0113 | 0.0072 | 0.0009 | 0.0071
EPAM; || 5.16% 0.82% | 4.07% | 4.73% 0.19% | 2.54%

4.2.2 Esquema de perturbacao II

Na Tabela 4.2.2.1 estdo apresentados os valores da curvatura normal conforme B,
do vetor de perturbagdo bésico E; e a contribugao agregada m|q|; para todos os autove-
tores g-influentes com g variando de 1 a 3. Observe-se que os valores de m|[2]; e m[3];
coincidem; isto é devido ao fato de que somente o autovetor e;;,y foi encontrado como
2-influente e 3-influente. Observe-se que para todas as medidas as observagdes t = 34,
35, 36 e 37 sdo encontradas como influentes, sendo a observacao 37 a mais influente,
enquanto somente para 4 = 0 e g = 1 a observacdo 39 é incluida como influente e a

observacao 38 é marginalmente influente.

Para o esquema de perturbagio 11, os autovalores normalizados ndo nulos sdo 0.9637,
0.2495, 0.0819, 0.0393, 0.0230 e 0.0143; foram encontrados dois autovetores 1-influentes

e somente o autovetor e,,;, foi encontrado como 2-influente e 3-influente.
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Tabela 4.2.2.1: Medidas de observacdes influentes para o esquema de perturbagio 11

) o Valores | Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e) | mlq] .

criticos | obs 34 | obs 35 | obs 36

Bp, 39 ]0.0352 | 0.0703 | 0.1416 | 0.2831 | 0.1476

m[1]; 2 0.1764 | 0.2494 | 0.3658 | 0.5126 | 0.3831

m[2] 0.1572 | 0.2223 | 0.3628 | 0.5122 | 0.3717

m|[3] 1 0.1572 | 0.2223 | 0.3628 | 0.5122 | 0.3717

, o Valores | Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e) | mlq] ,

criticos | obs 37 | obs 38 | obs 39

Bp, 39 ]0.0352 | 0.0703 | 0.4218 | 0.0733 | 0.1602

m[1]; 2 0.1764 | 0.2494 | 0.6239 | 0.2654 | 0.3956

m[2]; 0.1572 | 0.2223 | 0.6238 | 0.0535 | 0.0763

m[3]; 1 0.1572 | 0.2223 | 0.6238 | 0.0535 | 0.0763

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Nas Figuras 4.2.2.1-4.2.2.3 estdo apresentados os gréficos das curvaturas normais

conformes Bp, e as medidas m[q]; contra a varidvel explicativa x, que corresponde

as profundidades de 4dgua, para o esquema de perturbagdo 1I, ou seja, para o esquema

onde se perturba a varidvel explicativa de forma multiplicativa. Nao é apresentado

o gréfico correspondente as medidas m[3]; porque somente o autovetor normalizado

emax, correspondente ao maior autovalor de —F, foi encontrado como 2-influente e 3-

influente. Note-se que para as profundidades de 4gua das observagdes t = 34, 35, 36,

37 e 39 as medidas m[q|; e Bf, estdo acima dos valores criticos respectivos, ou seja,

sdo influentes, e a observacdo t = 38 é considerada marginalmente influente. Assim,

para este esquema de perturbacdo, as observag¢des com grandes profundidades sdo as

encontradas como influentes.
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Figura 4.2.2.1: Gréfico de B, contra x, para o esquema de perturbagio I
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Figura 4.2.2.2: Grafico de m[1]; contra x, para o esquema de perturbagio II
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Figura 4.2.2.3: Grafico de m[2]; contra x, para o esquema de perturbagio II
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Tirando a observacdo mais influente, isto é, a observacgado 37 e ficando assim com
uma amostra de 38 observacgoes, obtém-se como influentes as observacoes 34, 35 e 36,
ao passo que para 4 =0 e g =1 a observacado 39 é incluida como influente e a observagao
38 é considerada marginalmente influente. Note-se também que as medidas m[1]; e
m[2]; coincidem, isto é devido a que sdo encontrados dois autovetores 1-influentes e

2-influentes. Estes resultados estdo apresentados na Tabela 4.2.2.2.

Tabela 4.2.2.2: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagdo II tirando a observagao 37.

, _ Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq] ,
criticos | obs 34 | obs 35 | obs 36 | obs 38 | obs 39
B, 38 0.0362 | 0.0724 | 0.2177 | 0.4265 | 0.2476 | 0.0928 | 0.2327
m[1]; 2 0.1832 | 0.2591 | 0.4660 | 0.6514 | 0.4953 | 0.2940 | 0.4793
m[2] 2 0.1832 | 0.2591 | 0.4660 | 0.6514 | 0.4953 | 0.2940 | 0.4793
m|[3]; 1 0.1573 | 0.2225 | 0.4644 | 0.6506 | 0.4859 | 0.0569 | 0.0838

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes
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Continuando com esta andlise, ao tirar as observacoes mais influentes, isto €, as
observagdes 35 e 37 da amostra completa, encontram-se dois autovetores 1-influentes
e 2-influentes, e somente o autovetor e;,;, como 3-influente. Além disso, as observa-
¢Oes: 34, 36 para todo g, a observagdo 39 para q =0 e g =1 e a observagdo 38 para
g =1, sdo consideradas como influentes, enquanto que a observagado 33 para todo g e
a observagao 38 para q = 0 sdo encontradas como marginalmente influentes. Isto pode

ser visto na Tabela 4.2.2.3.

Tabela 4.2.2.3: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagdo II tirando as observagoes 35 e 37.

, _ Valores Valores das segquintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq] ,
criticos | obs 33 | obs 34 | obs 36 | obs 38 | obs 39
Bp, 37 10.0381 | 0.0761 | 0.0920 | 0.3868 | 0.4396 | 0.1124 | 0.2709
m[1]; 0.1882 | 0.2661 | 0.2951 | 0.6198 | 0.6622 | 0.3258 | 0.5171
m[2] 0.1882 | 0.2661 | 0.2951 | 0.6198 | 0.6622 | 0.3258 | 0.5171
m[3] 1 0.1576 | 0.2228 | 0.2903 | 0.6194 | 0.6616 | 0.0125 | 0.0191

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

A Tabela 4.2.2.4 apresenta as estimativas, o desvio padrdo e o desvio relativo per-
centual DRP;; dos By,; tirando as observagdes encontradas como influentes para o es-
quema de perturbagio 1I. Observe-se que com a retirada simultdnea das observagdes 35
e 37 a estimativa do paradmetro B;; foi a que apresentou maior impacto, chegando a
mudar de sinal com uma variacdo de -101.40%, as estimativas correspondentes ao in-
tercepto apresentaram menor desvio padrdo que as estimativas dos parametros corres-
pondentes a varidvel explicativa e houve maior variacdo nas estimativas ao tirar con-
juntamente as obervagdes 35 e 37. Da mesma forma que no esquema de perturbagao
anterior, se testou a significincia dos parametros correspondetes ao intercepto e também
a variavel explicativa a um nivel de 5% de confianca e pudemos verificar que em todos

os casos a hipétese nula é rejeitada, ou seja, os parametros sdo significativos.
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Tabela 4.2.2.4: Estimativas, desvio padrdo e DRP; dos f,; com
a amostra completa e tirando as observagdes influentes.

th, dp(ﬁhj) e DRPy; tirando as obs
nenhuma | obs 37 obs 35, 37
Bi1 0.1457 | 0.0637 —0.0020
dp(B11) | 03245 | 0.3261 0.3277
DRPy —56.24% | —101.40%
B —0.2876 | —0.3818 | —0.4704
dp(Bro) | 03147 | 0.3154 0.3163
DRPy, 32.76% |  63.55%
Bis —1.1349 | —1.2081 | —1.2733
dp(Bi3) | 03109 | 03119 0.3130
DRPy3 6.45% 12.19%
Boi 22590 | 25219 2.7357
dp(B21) | 05778 | 0.5942 0.6112
DRPy; 11.64% | 21.10%
B 54886 | 5.8109 6.1284
dp(Bn) | 05664 | 05821 0.5986
DRPy, 5.87% 11.66%
Bos 6.3690 | 6.6957 6.9778
dp(Bxs) | 05631 | 0.5791 0.5958
DRPy3 5.13% 9.56%

~

dp(PBy;) representa o desvio padrao de th

A Tabela 4.2.2.5 mostra 0 DQM;, o EAM; e o EPAM, considerando a retirada in-

dividual e coletiva das observacdes influentes obtidas no esquema de perturbagio II.

Note-se que as medidas dos erros foram um pouco maiores quando se tiraram as

duas observag¢des mais influentes conjuntamente que quando se retirou somente a

observacao influente 37.



CAPITULO 4. APLICACOES 52

Tabela 4.2.2.5: DQM);, EAM; e EPAM,; para os ¥, sob esquema de perturbagio II.

Medidas de erro para os ij; sem observagdes
obs 37 obs 35, 37

1 Coord. | 2Coord. | 3Coord. | 1Coord. | 2 Coord. | 3 Coord.
DQM,; | 0.0025 | 0.0032 | 0.0055 | 0.0053 | 0.0030 | 0.0074
EAM; | 0.0023 | 0.0030 | 0.0053 | 0.0047 | 0.0026 | 0.0073
EPAM; | 2.15% 0.63% 1.69% | 4.41% 0.59% | 2.46%

4.2.3 Esquema de perturbacao III

No esquema de perturbagio 111, a dimensdo do espago de perturbagdo coincide com o
tamanho da amostra, pois s6 tem sentido perturbar a varidvel explicativa que corres-
ponde a profundidade da 4gua. Neste esquema os elementos s, s, da matriz diagonal
S sdo os desvios padrdo das varidveis explicativas para as 39 observagdes. Assim s = 0

e s = 0.277; isto garante que o intercepto ndo vai ser perturbado.

Os autovalores normalizados ndo nulos sdo 0.9062, 0.3370, 0.2425, 0.0694, 0.0388,
0.0047. Sao encontrados trés autovetores 1-influentes, dois autovetores 2-influentes e
um autovetor 3-influente, isto é, o tinico vetor considerado para encontrar as medidas

m|[3]; é o autovetor correspondente ao maior autovalor da matriz —F.

A Tabela 4.2.3.1 apresenta para t = 12, 34, 35, 36, 37, 38 e 39 os valores da curvatura
normal conforme B, do vetor de perturbacdo bésico E; e a contribui¢do agregada
m[q]: para todos os autovetores g-influentes com g variando de 1 a 3. Note-se que
para as profundidades de dgua das observagdes t = 35, 36 e 37 as medidas m[q]; e Bp,
estdo acima dos valores criticos respectivos, ou seja, sdo influentes e para 4 =0, 1 e
2, a observacdo 39 também é considerada como influente, sendo a mais influente a
observacao 37. Por outro lado as observagdes: t = 34 para todo g, a observagao 12 para
g=0eqg =1, ea observagdo 38 para g =0, 1 e 2, sdo incluidas como marginalmente
influentes. Assim, para este esquema de perturbagdo, as observagdes com grandes

profundidades sdo as encontradas como influentes, ou marginalmente influentes.
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Tabela 4.2.3.1: Medidas de observagdes influentes para o esquema de perturbagio I11

‘ o Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq| _
criticos | obs 12 | obs 34 | obs 35 | obs 36
Bp, 39 |0.0410 | 0.0820 | 0.1010 | 0.0972 | 0.1655 | 0.1264
m[1] 3 0.1959 | 0.2760 | 0.3148 | 0.2957 | 0.3856 | 0.3512
m[2] 2 0.1786 | 0.2525 | 0.1033 | 0.2954 | 0.3846 | 0.3508
m|[3] 1 0.1524 | 0.2156 | 0.0797 | 0.2953 | 0.3785 | 0.3465
, _ Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq] ,
criticos | obs 37 | obs 38 | obs 39
Bp, 39 10.0410 | 0.0820 | 0.5002 | 0.0848 | 0.2067
m[1] 3 0.1959 | 0.2760 | 0.6944 | 0.2866 | 0.4504
m[2]; 2 0.1786 | 0.2525 | 0.6933 | 0.2799 | 0.4302
m|[3] 1 0.1524 | 0.2156 | 0.6923 | 0.0092 | 0.0526

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Figura 4.2.3.1: Grafico de B, contra x; para o esquema de perturbagdo II1

o |
—
- - - valor critico = 0.0820
[e0)
©
©
©
& obs 37
& o
<
S
N obs 39 o
e obs 350
obs 12 o obs 36
_________________________________ ohs34o___ 5 __
o obs 38
g—%é)%ogo ® o o %o ® o ® ©




CAPITULO 4. APLICACOES

Figura 4.2.3.2: Grafico de m[1]; contra x, para o esquema de perturbagio 111
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Figura 4.2.3.3: Grafico de m[2]; contra x, para o esquema de perturbagio 111
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Figura 4.2.3.4: Grafico de m[3]; contra x, para o esquema de perturbagio 111
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Nas Figuras 4.2.3.1-4.2.3.4 estdo apresentados os gréficos das curvaturas normais
conformes By, e as medidas m[q]; contra a varidvel explicativa x3, que corresponde as

profundidades de dgua, para o esquema de perturbagio II1.

Continuando com a mesma metodologia, ao tirar a observagdo mais influente, isto
é, a observacdo 37 da amostra com 39 observacdes, se encontraram trés autovetores 1-
influentes, dois autovetores 2-influentes e somente um autovetor 3-influente, a saber,
o autovetor e,y associado ao maior autovalor da matriz —F. Além disso, para todas
as medidas, as observagdes 35 e 36 sdo consideradas como influentes, ao passo que as
observagdes 34 para q = 1, 2, 3 e a observagdo 39 para g = 0, 1, 2, sdo incluidas como
influentes. Por outro lado, as observagdes: 33 para todo g, a observacdo 12 para g =
0, 1, e a observacgdo 38 para q = 0, sdo encontradas como marginalmente influentes. A

Tabela 4.2.3.2 apresenta estes resultados.
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Tabela 4.2.3.2: Medidas de observagées influentes para o esquema
de perturbagio I1I tirando a observacdo 37.

_ o Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq| _
criticos | obs 12 | obs 33 | obs 34 | obs 35
Bp, 38 |0.0434 | 0.0867 | 0.1035 | 0.0906 | 0.1789 | 0.3015
m[1] 3 0.2031 | 0.2872 | 0.3182 | 0.2977 | 0.4217 | 0.5477
m[2] 2 0.1863 | 0.2635 | 0.0869 | 0.2972 | 0.4216 | 0.5475
m|[3] 1 0.1487 | 0.2103 | 0.0869 | 0.2951 | 0.4190 | 0.5269
, o Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e,) | mlq] ,
criticos | obs 36 | obs 38 | obs 39
Bp, 38 |0.0434 | 0.0867 | 0.2440 | 0.1205 | 0.3320
m[1] 3 0.2031 | 0.2872 | 0.4933 | 0.3391 | 0.5719
m[2]; 2 0.1863 | 0.2635 | 0.4924 | 0.3390 | 0.5689
m|[3] 1 0.1487 | 0.2103 | 0.4923 | 0.0447 | 0.1376

N{( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Ao tirar as observagdes 35, 36 e 37 da amostra completa, e ficando, assim, com uma
amostra de tamanho 36, encontram-se como influentes as observacdes 33, 34, 38 e 39.
Além disso, somente para g =0e g =1, a observagdo 12 é incluida como marginalmente

influente. Estes resultados estdo apresentados na Tabela 4.2.3.3.

Tabela 4.2.3.3: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagdo I1I tirando as observagdes 35, 36 e 37.

, o Valores Valores das sequintes obs.
Medidas | N(e) | mlq] ,
criticos | obs 12 | obs 33 | obs 34 | obs 38 | obs 39
Bp, 36 | 0.0456 | 0.0912 | 0.0903 | 0.2131 | 0.5049 | 0.1496 | 0.4138
m[1]; 3 0.2086 | 0.2950 | 0.2966 | 0.4597 | 0.7092 | 0.3779 | 0.6385
m[2]; 2 0.1939 | 0.2741 | 0.0841 | 0.4596 | 0.7083 | 0.3778 | 0.6370
m|[3]; 2 0.1939 | 0.2741 | 0.0841 | 0.4596 | 0.7083 | 0.3778 | 0.6370

N{ ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Na Tabela 4.2.3.4 estdo apresentadas as estimativas, o desvio padrdo e o desvio
relativo percentual DRP;; dos By tirando as observagdes influentes para o esquema de

perturbagdo III. Similarmente aos casos anteriores, as estimativas dos pardmetros mu-
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ram mais quando se retiraram conjuntamente as observagdes encontradas como mais
influentes que quando se retirou somente a obervacdo 37. A estimativa do parame-
tro B11 foi a que apresentou maior impacto, chegando a mudar de sinal com uma
variagdo de -110.31%, como no esquema anterior, as estimativas correspondentes ao in-
tercepto apresentaram menor desvio padrdo que as estimativas dos pardmetros corres-
pondentes a varidvel explicativa. Finalmente testamos a significadncia dos parametros
correspondentes ao intercepto e também a variavel explicativa a um nivel de 5% de
confianca e pudemos verificar que em todos os casos a hipétese nula é rejeitada, ou

seja, os parametros do modelo sdo significativos.

Tabela 4.2.3.4: Estimativas, desvio padrdo e DRP;; dos f,; com
a amostra completa e tirando as observacdes influentes.

th, dp(,/B\h]-) e DRPy; tirando as obs
nenhuma | obs 37 | obs 35, 36, 37,
Bi1 0.1457 | 0.0637 —0.0150
dp(B11) | 03245 | 0.3261 0.3312
DRPy —56.24% | —110.31%
B —0.2876 | —0.3818 —0.5295
dp(B1o) | 0.3147 0.3154 0.3187
DRPy, 32.76% 84.09%
Bis —1.1349 | —1.2081 —1.3150
dp(Bi3) | 03109 | 03119 0.3156
DRPj5 6.45% 15.87%
Boi 2.2590 2.5219 2.8193
dp(Bo1) | 05778 | 0.5942 0.6350
DRPy; 11.64% 24.80%
B 54886 | 5.8109 6.3459
dp(Bx) | 05664 | 0.5821 0.6213
DRP», 5.87% 15.62%
Bos 6.3690 | 6.6957 7.1817
dp(By3) | 05631 | 0.5791 0.6187
DRPx 5.13% 12.76%

~

dp(By;) representa o desvio padrao de Ehj
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A Tabela 4.2.3.5 mostra o DQM;, o EAM; e o EPAM; considerando a retirada in-
dividual e coletiva das observagdes influentes obtidas no esquema de perturbagio III.
Note-se que as medidas dos erros foram maiores quando se tiraram simultaneamente
as observacgdes encontradas como as mais influentes do que quando se retirou somente
a observacao influente 37, a medida de erro maior se apresentou para a primeira coor-

denada.

Tabela 4.2.3.5: DQM;, EAM; e EPAM,; para os ¥;, sob esquema de perturbagdo III.

Medidas de erro para os ij; sem observagdes
obs 37 obs 35, 36, 37

1 Coord. | 2 Coord. | 3Coord. | 1Coord. | 2 Coord. | 3 Coord.
DQM; | 0.0025 | 0.0032 | 0.0055 | 0.0077 | 0.0060 | 0.0098
EAM; | 0.0023 | 0.0030 | 0.0053 | 0.0070 | 0.0047 | 0.0095
EPAMj 2.15% 0.63% 1.69% 6.31% 1.07% 3.16%

424 Esquema de perturbacao IV

No esquema de perturbagio IV a dimensdo do espago de perturbagdo (2639 x 3 = 117.
Neste esquema, perturba-se as varidveis resposta que correspondem as propor¢des de
areia, lodo e argila dos sedimentos. Os autovalores normalizados ndo nulos da matriz
QA descrita na sec¢do 3.4 sdo 0.9983, 0.0524, 0.0272, 0.0044, 0.0021 e 0.000052. Entdo os
autovetores unitarios associados a estes autovalores sdo as dire¢des que maximizam
a curvatura sujeita as restri¢des dadas no esquema de perturbagio IV, como foi visto na

secdo 3.4.

Para este conjunto de dados foi encontrado um tnico autovetor 1l-influente, e, para
g =2 e g = 3, ndo foram encontrados autovetores g-influentes quando usada a amostra

com as 39 observagoes.

Na Figura 4.2.4.1 estd apresentado o grafico das normas dos vetores zj; definidos
na secdo 3.4, contra a varidvel explicativa x, que corresponde as profundidades de

agua, para o esquema de perturbagio IV. Note-se que para as profundidades de 4gua das

2
observagdes t = 37 e t = 39 as normas ||zy;|| estdo acima do valor critico 4/ 397 OU seja,
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sdo influentes, isto também pode ser observado na Tabela 4.2.4.1.

Tabela 4.2.4.1: Medidas de observagdes influentes para
o esquema de perturbagio IV

Valores | Valores das obs.
criticos | obs 37 | obs 39

m[0]; || 117 |0.1667 | 0.2358 | 0.7026 | 0.7029
m[1]); 1 |0.1600 | 0.2263 | 0.6930 | 0.6918

Medidas | N(e,) | mlq]

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

A Figura 4.2.4.2 apresenta o grafico de m[0]; contra a varidvel explicativa x, para
o esquema de perturbagido IV. Note-se que para esta medida as observagdes t = 37 e
t = 39 ficaram acima do valor critico, logo sdo consideradas como observagdes influ-
entes. Além disso, dados os valores das medidas m[0];, m[1]; pode-se afirmar que tém

aproximadamente o mesmo nivel de influéncia.

Figura 4.2.4.1: Grafico de ||z1;|| contra x; para o esquema de perturbagio IV
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Figura 4.2.4.2: Grafico de m[0]; contra x, para o esquema de perturbagio IV
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Fazendo a mesma andlise que nos esquemas de perturbacdo anteriores, ao tirar
as observagoes 37 e 39 conjuntamente, obtemos como influentes as observagdes 1, 2
e 38. Neste caso, se encontrou unicamente o autovetor unitario associado ao maior
autovalor T, da matriz QA como autovetor l-influente, 2-influente e 3-influente. A

Tabela 4.2.4.2 apresenta os valores das medidas para estas observacdes influentes.

Tabela 4.2.4.2: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagio IV tirando as observagdes 37 e 39.

Valores | Valores das seguintes obs.
criticos | obs1 | obs2 | obs 38

m[0]; 111 | 0.1690 | 0.2389 | 0.4932 | 0.3330 | 0.7707

Medidas | N(e) | mlq]

]
m[1] 1 0.1643 | 0.2324 | 0.4857 | 0.3311 | 0.7628
m[2] 1 0.1643 | 0.2324 | 0.4857 | 0.3311 | 0.7628
m[3] 1 0.1643 | 0.2324 | 0.4857 | 0.3311 | 0.7628

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

e
~
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Finalmente ao tirar conjuntamente as observagdes encontradas como as mais influ-
entes, ou seja, ao tirar as observagoes 37, 38 e 39 simultaneamente da amostra completa,
nao foram encontrados autovetores 1-influentes, 2-influentes nem 3-influentes. Neste
caso, as observacgodes t = 10, 12, 25, 28, 31, 33 e 36 foram incluidas como influentes. A

Tabela 4.2.4.3 apresenta estes resultados.

Tabela 4.2.4.3: Medidas de observagdes influentes para o esquema
de perturbagdo IV tirando as observacoes 37, 38 e 39.

Valores Valores das seguintes obs.
criticos | obs 10 | obs 12 | obs 25 | obs 28
m[0]; 108 | 0.1985 | 0.2807 | 0.2941 | 0.5333 | 0.2907 | 0.3195

obs 31 | obs 33 | obs 36
0.3595 | 0.4047 | 0.3746

Medidas | N(e,) | mlq]

N( ¢ ) representa a quantidade de autovetores influentes

Na Tabela 4.2.4.4 estdo apresentadas as estimativas, o desvio padrao e o desvio rela-
tivo percentual DRPy; dos By tirando as observagdes influentes para o esquema de per-
turbagdo 1V. Diferentemente dos esquemas de perturbacdo anteriores, em geral as esti-
mativas dos parametros tiveram maior impacto com a retirada inicial das observagdes
influentes 37 e 39 que com a retirada simultdnea das observagdes 37, 38 e 39. Além
disso, a variagdo das estimativas, segundo o DRP;;, ndo foi tdo alta (-38.91%) para o
parametro B11 como foi verificado nos esquemas de perturbagdo anteriores. Analoga-
mente ao procedimento aplicado nos esquemas anteriores, fizemos testes de hipdteses
para provar a significAncia dos parametros, e verificamos que os pardametros do mo-

delo sdo significativos.
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Tabela 4.2.4.4: Estimativas, desvio padrdo e DRP; dos ,; com
a amostra completa e tirando as observagdes influentes.

th, dp(ﬁhj) e DRPy; tirando as obs
nenhuma | obs 37, 39 | obs 37, 38, 39
Bi1 0.1457 0.0913 0.0890
dp(B11) | 0.3245 0.3361 0.3456
DRPy; —37.33% | —38.91%
B —0.2876 | —0.2923 —0.2360
dp(Bo) | 0.3147 0.3270 0.3379
DRPy, 1.61% —17.94%
Bis ~1.1349 | —1.1875 —1.1757
dp(B3) | 0.3109 0.3224 0.3324
DRPy3 4.63% 3.59%
Boi 22590 | 2.4385 2.4139
dp(B21) | 05778 0.6349 0.6761
DRPy; 7.95% 6.86%
B 54886 | 5.6056 5.4539
dp(Bxn) | 0.5664 0.6235 0.6654
DRP,, 2.13% —0.63%
Bos 6.3690 6.5919 6.5114
dp(B2s) | 0.5631 0.6193 0.6601
DRPy3 3.50% 2.24%

dp(ﬁhj) representa o desvio padrdo de th

A Tabela 4.2.4.5 mostra 0 DQM;, o EAM; e o EPAM, considerando a retirada cole-
tiva das observagdes influentes obtidas no esquema de perturbagio IV. Como nos esque-
mas de perturbagdo anteriores, as medidas dos erros foram maiores quando se tiraram
simultaneamente as observagdes encontradas como as mais influentes que quando se

retirou somente as observacoes influentes 37 e 39.
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Tabela 4.2.4.5: DQM;, EAM; e EPAM; para os Yj, sob esquema de perturbagio IV.

Medidas de erro para os ij; sem observagdes
obs 37, 39 obs 37, 38, 39

1 Coord. | 2Coord. | 3Coord. | 1Coord. | 2 Coord. | 3 Coord.
DQM,; | 0.0045 | 0.0071 | 0.0053 | 0.0080 | 0.0125 | 0.0064
EAM; | 0.0038 | 0.0063 | 0.0038 | 0.0059 | 0.0110 | 0.0051
EPAM; | 1.74% 1.37% 1.06% 221% | 2.44% 1.62%

Vale a pena ressaltar que ao ajustar o modelo de regressdo Dirichlet para este con-
junto de dados, a observagdo 37 foi encontrada como influente para os quatro esque-

mas de perturbacgdo, sendo a mais influente em dois dos esquemas de perturbagao.



Capitulo 5
Conclusoes

Ao longo desta dissertagdo consideramos o modelo de regressao Dirichlet, recente-
mente proposto em Silva (2004), e a curvatura normal conforme proposta por Poon &
Poon (1999). Encontramos dois resultados tedricos e um resultado prético que pode-
mos descrever como segue. No lado teérico, no Capitulo 3, conseguimos estender a
andlise de influéncia apresentada por Poon & Poon (1999) em dois sentidos. O primeiro
resultado nos permite encontrar a curvatura méxima no caso em que existem restrigdes
lineares nas perturbagdes; neste sentido, enunciamos um Teorema e apresentamos a
demonstracdo que prova sua validade. O segundo resultado tedrico que apresenta-
mos é a proposta da definicdo de contribui¢do agregada conjunta para modelos mul-
tivariados. No lado pratico, no Capitulo 4, quando analisamos o conjunto de dados
reais com o modelo de regressao Dirichlet, obtivemos uma observacao que se destaca
das outras em todos os esquemas de perturbagdo que consideramos, esta observacao
corresponde a observagdo 37. Cabe ainda destacar que para o conjunto de dados anal-
isados as observagdes mais influentes de acordo com nossos resultados sdo aquelas
que correspondem as maiores profundidades de dgua. Isto representa uma indicacdo

de que o modelo é menos adequado para maiores profundidades.

Como trabalho futuro que poderia estender esta pesquisa, sugerimos encontrar a
curvatura maxima sujeita a restri¢oes lineares ndo homogéneas da forma C z =}, onde
b # 0. Por exemplo, este seria 0 caso em que perturbariamos as observa¢des multi-

plicativamente, neste caso, a matriz C incluiria as observagdes e teriamos b como um

64
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vetor de uns. Outra proposta é estudar a maximizacdo quando as perturbagdes estdo

sujeitas a restri¢des de desigualdade.



Apéndice A
Derivadas

Neste apéndice encontram-se os cdlculos das derivadas da fungdo de log-veros-
similhanga perturbada com relagdo aos parametros desconhecidos e aos parametros de
perturbacdo, com o intuito de encontrar as matrices LeA para os diferentes esquemas
de perturbacdo vistos no Capitulo 3. As derivadas de primeira e segunda ordem com
relacdo aos pardmetros fB,, necessdrias para encontrar a matriz L estdo apresentadas
detalhadamente no Apéndice 2 de Silva (2004). Assim, neste apéndice somente serdo

apresentados os calculos para encontrar a matriz A.

A fungdo de log-verossimilhanca para uma amostra de N observagdes, com k covaridveis

e p varidveis resposta através do modelo de regressdo Dirichlet, é

N

((B) = Z{logf ¢i) — Zlog (Pimif) +Z PHij — loqu}

i=1

8 (mij)

g i = XnPrj et X e, 8 (1ij) = exp(1135)-

onde ¢; = L7, g (1), pij =

66
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A.1 Esquema de perturbacao I

Neste esquema a funcdo de log-verossimilhanca perturbada é

p
({(B|W) = Zwl {logf ¢i) — ZlOg (Pimij) Z(‘Piﬂij —-1) logyi]}

j=1

A o0 [J(B|W)
vu,n—alBUu awn

ondev=1,....ku=1,...,p,n=1,..., NeW = (wq,...,wn).
A derivada com relagdo aos pardmetros de perturbagao é

ol (B|W i
% = Zlog (Pntini)) + Y (@uttnj — 1) 10g s

n ] 1

e usando as derivadas encontradas no Apéndice 2 de Silva (2004), tem-se que

a (UBW)\ 3 ;

= Xno § (Mnu) [ () + A"”]

em que A;; = logyi; — Y(Pipij)-
Entio,

Avu,n = xnvg/(ﬁnu)[lp(an) + A\nu]- (A1)

W=1,B=B
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A.2 Esquema de perturbacao II

Neste caso perturba-se as varidveis de forma multiplicativa, ou seja a matriz X é

substituida pela matriz X, = WX, onde W = diag{wy, ..., wn}, ou seja, X, é

wi1xX11  wW1X12 o WXtk

WyXz1 WXz -+ W2Xok
Xy =

WNXN1 WNXN2 - WNXNk

N

((BIW) =) {logf ¢;) — Zlog (pipsij)) + Z Pithij — logyl]}

i=1
onde ¢; e i;; sdo definidos como no esquema de perturbagao I, mas 17;; = wixj prj+ - - +

WiXikPrj-

Como no esquema de perturbagdo anterior a matriz A é

N <8€(B|W)>
vun awn a‘BW

A derivada de primeira ordem da funcdo de log-verossimilhanca perturbada com

relacdo aos parametros desconhecidos parav =1,...,k,u=1,...,pen=1,... ,Né

N p
agé()zlz\]) - Z a[gm{ logT (Pz Z {B,BW (Pl:uij - 1)10g]/1‘]) a,gvu log( ((Pl;’ll])):| }

]:

I
M= 1

m
—_
/—’h\/—/h\/—/‘\/—/h\

p
P(¢i) aﬁvu + Z {logyl]aﬁ (Pziflz]) QD(QDiVij)a‘[;%(gbiyij)] }

j=1

Il
1=z

P
(i) aﬁw Z log yij — 4)17/‘1])] (4’17/‘1])}

~.
Il
—_

Il
1=

~.
Il
—_

aq>l d
Vo3, T LA S0 |
onde A;; = logy;; — ¥(¢;pij) Tem-se que

i 1y ‘Pz .”1] _ a‘Pz aVij a’?iu . 84)1 a.”z]
o 19 = 3BTt ¥ aBus 0 T Vo 0~ 2B Vo,

wlxlU
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e
a(Pi P d 171] aﬂm /
= EVvEl i i Niu = i) WiXiy.
Y Jgaﬁwg(m Zg i) 3p T8 ) g =8 ()
J#u
Assim
O N T Nt o OMi Iphij
857(4’17/‘1]) =8 (qu)wzxwl/lz] + ‘Pzwzxzvanj = WiXjy (g (’71u)7/lz] + ¢ amu)
Por outro lado ) (1)
& Miu ¢i_g Hiu .
i 4"2 , sej=1u,
= i (A2)
Min 8(1ij)8' (1iu) .
_T, sej # u.

Portanto substituindo os resultados anteriores,

oa(BlW) XN ' y o
_éf—L=Z{w@mommww+ZP%WM(gW”W+¢??>}
» L ]: mu

_waw{ 771u +2Az]g )g(gbL:])

j=

2(” 1), g 000
= i

4)2
2
N qu) p p
Z {4’1'1/)(451') + Y Aiyg(nii) — Y Aig (i) + A (i — 8(%))}
S
= Y oS g+ Aggng) — 3 Agslg) + A
Z:1 1v1o 4)1 1 1 ]:1 l]g 171] ]:1 l]g 171] Yy

' (i)
¢i

{pip (i) + Aingpi}

WiXiy

I
™=
0q

-~
I
—_

WiXing (Miw) [P (i) + Au]-

I
™=

~
I
—_

Logo

HBIW) _ § s () [0(91) + An).
B S
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Dessa forma,

N
: (agé)];zl,zw) :aa (Zwixivgl(’?iu)[ll’@i)+Aiu]>

owy, wn \ ‘o

0 d /
= 2 wza Xiog' (i) [ (1) + An] + mwnxnvg (1) [9(Pn) + Anu]
17511

0
= Z Wi ow Xiv8' (1) (9 (9i) + Ain] + X0 (gl(ﬂnu)[lp(fpn) + Anul
i—1 n
i#n

+ 52 ) [9(91) +Anu1)

N 9
= Z wi%xivg/(ﬂiu)[ll)(‘l’i) + Ai] + X008 (1) [ (Pn) + Anu].-
i=1 n

onde

N9
Z, wia—xivg’(’?iu) [W(¢i) + Al =

Z wlxw{ 77114) 771u [ (4’1) + Aiu] + g,(ﬂiu) [l[ﬂ (‘Pz) a('bl aAiu} }

awn Jwy,

o Yy 1 XinPrj, sei=n,
IWn 0, sei #n.

% - 2112:1 Zfil g/(r/ij)xnh,th, sei=mn,
aZUn O, i 7& y

além disso,

QA _ 2 / 0
To = 07 (108 — 9(@ima) ) = ¢/ (bieas) 52~ (@ira)

1 a 1
=—19 (‘Pﬂ"zu) ( 99 Hiu +('b1817 )

Wy
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Pela regra da cadeia tem-se que

Opiu _ iu O i Mia i Mip

ow; Oy dw; M Ow; Mip ow;
onde ,
g (i) (¢i — g(n35)) .
‘ 5 , seu=yj,
Ohiu _ 9
omij | 8(mw)g (nij) .
Tij —T], seu #j.
Logo,
i _ (i) - & & (iu)
= - & (1ij)XinPnj +
ow; 97 h; ]; e -
assim,sei=n
A, B (ﬂnu) £ 7 /
dw, — ' (Pnttnu) | Hnu Z 28 Mnj xnhﬁh] + ¢n 2 hZ; ;8 (Unj)xnhﬁhj
] n = ]:

47)7:»1 Z xnhﬁhu)]

h=1

k p
— ' (Pnpnu) [Hnu Y Zg’(nnj)xnhﬁhj — e Y, Y 8 (1nj) X Bhj

h=1j=1 h=1j=1
k
+ g/(ﬂnu) Z xnhﬁhu]
=~ (Putnu)8 (Mnu) Z XuhBhu

Entdo, juntando todos estes resultados tem-se que

k kK P
Aoun = wnxnv{g//(ﬂnu)[lp(‘i’n) + Al Z XunBru + & (M) (’PI(‘PH) hz Zlg/(ﬂﬂj)xnhﬁhj
—1j=

h=1

— ¢ (Pnpinu)§ (Mnu) Z xnhﬁhu) } + X0’ (nu) [P (Pn) + Anul.
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R k N ko .
= xnv{g”(ﬁnu) [1P((/ﬁn) + Anu] Z xnhIBhu + gl(ﬁml) (l[)l((])n) Z Zg/(ﬁn])xnhlgh]

h=1 h=1j=1

k Lo ~ ~
- 4’/($nﬁnu)g/(7/7\nu) Z xnhﬁhu) } + xnvg/(ﬁnu)[lp(qbn) + Anu]~
h=1
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A.3 Esquema de perturbacao III

Neste caso se perturba as varidveis de forma aditiva, mais especificamente a ma-
triz X € substituida pela matriz X, = X + WS onde W corresponde a matriz de
perturbacgoes e S = diag{sy,...,s;}, de tal forma que cada s, converte a perturba-
¢do w;, no tamanho e unidade apropriados para que w;,,s;; seja compativel com x;,,

como foi visto no Capitulo 3.

Avu,nm -

s (36 )

paran=1,..., Nu=1,...,pev,m=1,...,k

A funcdo de log-verossimilhanga perturbada é
N
((B|W) = Z log I'(¢;) — Zlog ‘Pz.”lj + Z Pitij — logylj
i=1
onde ¢; e j;j sdo definidos como no esquema de perturbagdo I, mas 1;; = (xj1 +s1wi1 ) B1; +

- (i + sxwik) Brj-

Analogamente ao esquema de perturbagio 11, a derivada de primeira ordem da funcao

de log-verossimilhanca perturbada com relagdo aos parametros B, é

uBwW) N )90, d

Z:

onde

a i P a P a 1 a mu
aﬁ(iu =]; 3B S i) ZJ;g’(w) ag +8' (1) ﬁﬂu = &' (1) (Xiv + sowi)

jFu
e
0 ¢ opij  dI¢; IHij Oy
b1y + — Py i
aﬁvu ((Pl‘ul]) a,Bv Hij (Pl ,Bvu a,Bv Hii P aﬂiu aﬁvu

0
=8 (Uzu) (xio + vaw)ﬂz] + (Pzalu ] (Xio + SoWjp).
Miu
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Entado substituindo estas tltimas derivadas e (A.2) encontra-se

N
W - 2{¢(4>i)g’(mu)(xz'v +80Wio)
ou i=1

p i
+) Ay [8/(77114) (Xip + S0Wiy ) i + 4’1'—817,] (xip + vaiv)} }
=

I
1=

~
I
—_

(xiv + vaiv)

VTR SO g(m]
P(P)8 (i) + 2‘41]8 (Miu) + Zl Az]‘Pz 817
= i j
/(niu)
(Pi j
Miu)
$i

p i1 / ; . PR— .
‘o (2 —Az-jg(””)jz () , , g (%)(4;2 gmm)) }

M‘u

P(d0)g (i) + S

(xiv + vaiv)

i
Aiig(mij) + i Z Aij_a .] }
i1 Miu
j

Il
—_

oq\

()& (i) +

(xiv + vaiv)

Il
1=
—N— —— —/—

.MZ
=

N
Il
—

Aiig(mif)

Il
—_

T
N g'(ﬁm) p P
=) (xip + Sowjp) Pip (i) + Y Aig(nii) — Y Aiig(nij)
=i

i=1 i j=1
jFu

+ Aiu((zbi - g(”]zu))}
/ P
= Z(xiv + vaiv)g (qu) {4’1 471 =+ Z Az]g 771] Z Aijg(ﬂij) + Aiu4’z’}

j=1

N
= Z(xiv + SoWiv)8 (M) [ (1) + A

Portanto,

a,Bvu = ;(xiv + vaiv)g/(ﬂiu)[w(cpi) —+ Aiu]-
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A seguir estdo apresentadas as derivadas necessarias para encontrar a matriz delta

9 dol(B|W)
Bo OWym ( a,Bvu )
o) N
Avunm = = <Z(xiv + 80Win) & (i) [ (1) + Aiu])
nm \ j=]
N 0
= inva— (g/(ﬁiu)[’ub(‘f)z) + Alu + Sv Z ow wlvg (qu)[lp(‘ll)i) + Al
i—1 nm
N
=) xjpDerl +s, Z Der?2
i=1 i=1
onde
Derl = 5o [g () (¥(9) + Ain)]
d /
Der2 = mwivg (qu)wj((l)z) + Aiu]/
Dert = (=g () ) 90 + A +8 () 30— 9() + Al
" iu ! i aAiu
=8 ( zu)a ﬂnm [W(¢i) + Au] + & (in) (¢ (‘Pl)awim awnm)
em que
oP; 8771]
OWpm Z awnm le] Zg 171] OWpm
Mas
81717 B Sm,Bm]-, sei=mn,
MW {O, sei # n; )
logo,
a¢i _ Sm Zf:l g/(T]l])IBWl]’ se = n, (A4)
OWpm 0, sei # n.

De outra parte, pela regra da cadeia tem-se que

a,uiu . P a.uzu a771]

awim =1 8171] awim’
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onde .
8 (i) (i — 8(1ni5)) .
> , seu=j,
Inij _g(ﬂiu)g (771']')’ seu .
;i
Assim,
iy _ —g(m”)gz,(ﬂﬂ)smﬁm . 8 (i) (i — (Wiu)smﬁmu
awim (Pi (Pl
. / .
o g(”lu)gz (Uzp)smﬁmp

- 171”) Z ij 5111] + Sm ((Z'iu)ﬁmu-
j= i

Substituindo o resultado obtido em (A.4)

iy B —S g(;/lu) Zf 18 (771]),3m]+5m

0, sei # n.

(ﬂ‘i”)ﬁmu, sei=n,
o Pi (A.5)

Portanto,

oWum  OWym

waDeﬂ— Z{ (i) 2 (1) + A + 8 0) (9 () g+ a“‘f“)}

N M ) dAiy
Z Xivg" (i) T i [(i) + Al + Z Xiv8' (Miu) (l[J (¢i) o0 + ) ’
i=1

Wnm i—1 OWnm  OWnm

mas, por (A.4), tem-se que

- 17
Z xivg//(ﬂiu) = [lp(ﬁbz) + A

i=1
a m a nu
= wag (7)) - As] - e () 52 ™ [9(9) + A
z;én

=X108" (M) S B[ (Pn) + Anu] (A.6)
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e
N
S / (P aAiu
i_zlxwg (Miu) <1/} (sz)awnm awnm>
al d i al ! aAiu
= 1:21 Xiog (i)W (1) awim + 1:21 Xiv§ (Uz‘u)m
N N
4) / agbn ol dAiy
; Xiv8 (ﬂzu)l/) (‘Pz) + Xno& (Wﬂu)lp (‘Pn)awnm + ; Xiv& (qu)awnm
i#n
! / P ! N ! aAiu
=Xno8 (Nnu) ' (Pn) [Sm 28 (Unj),ij] + Z Xiv8 (Uiu)w? (A7)
=1 i=1 nm
ainda
DA, p) / J
= log yiu — Y(Pipin)] = — (‘Pi.uiu)awnm (Pittiu)

OWm OWpm

1 a mu
= — ' (Pittin) ( 99 .”lu "“Pzaz};nm)

Substituindo (A.5) e (A.6) obtém-se,

(

— 9 (Pittin) [Sm Z]pzl ' (1ij) Bmjtiu
i (1) §01u)
OWym +4’i(5mg (leu By — Sm (Z;” 2;’ .8 (771])’5”1]>] sei=mn,
| Y (Piptin) [pij - O+ ;- O], sei #n,
— 9 (Pittiu) [Sm,uiu 718 (1) B
N +smPmug (Miu) — Sm (Zzu) Z]p 18 (Wu)ﬁm;)] sei=n,
[ 0, sei # n.
Logo,

d0A;y, _ {_170 ((Pi]/liu)smﬁmug (Wiu) sei=n, (AS)
0, sei # n.

0Wym
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Assim,
dA;, d0A;, Ay
szvg qu)awnm = szvg qu)a - Xno& (Wnu)awnm
17571
N
=Y xiog (i) - 0 + X0’ () (=" (Puptnur)SmuBruug’ (M)
i=1
i#n
= _xnvg/(ﬂnu)2¢/(¢n}4nu)5mﬁmu- (A9)

Entao substituindo (A.10) em (A.8) e usando também o resultado encontrado em (A.7)

tem-se que
N p
Z XipDerl = Xuog" (nu)Sm B [P (Pn) + Anul + Xnog' (10) W' (@) [Sm Zgl(ﬂnj)ﬁmj]
i—1 =1

- xnvgl(Wnu)2¢/(¢nﬂnu)smﬁmu

P
= xnvsm{gﬁ(ﬂnu)ﬁmu [p(Pn) + Anu] +8/(’7nu)l/’/(4’n)[z{ g/(ﬂnj)ﬁmj]
i

a g/(nnu)zlp/((i)nﬂnu),gmu} =K.
(A.10)

Para maior simplicidade na hora de escrever a matriz Ay, se vai denotar a expressao
(A.11) por K. Por outro lado

0 .
8" (i) [W (i) + Aiu] + wivmgl(ﬂiu)[#’((l’i) +Ay), sei=mn,ev=m,

Der2 = 9
wiva—g/(niu)[lp(gbi) + Ail, sei #n,ou,v £ m.
Wnm

Tem-se que
i #nev#m, ou
i # nouv # m quando i #nev=m,ou
i=nev#m.

Mas por (A.4), (A.5) e (A.9),sei # n entdo

o8 () [9() + Au] = 0.
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Assim,
d
N Der Sm8' (Mnu) [W(Pu) + Anu] + Smwnmwg/(ﬂnu)[lp@n) + Anul,
Sy ers = py nm
=1 vanvmg/(ﬂnu) [p(Pn) + Anul,

Note-se que ao avaliar (A.12) em W = 0 encontra-se que

N {smg/(ﬂnu)[tp(gbn) Al seo=m,

0, se v # m.

79

sev = m,

se v # m.
(A.11)

(A.12)

(A.13)
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A4 Esquema de perturbacao IV

Neste esquema a funcdo de log-verossimilhanca perturbada é

N

({(B|W) = Z {logr ¢i) — Zlog ¢1V1] + Z Pitij — log(y” +wz])}

i=1

g(771]>

i

. Como nos esquemas de

onde ¢ = Y1, g(1ij), 11ij = xinfuj + -+ + Xy @ pij =
perturbacdo anteriores, o objetivo é encontrar a matriz

2 (M(B\W))

A =
vu,ns awns B 5vu

comv=1,...,k,kn=1,...,Neus=1,...,p.

A derivada de primeira ordem da fungado de log-verossimilhanga perturbada com relagdo

aos parametros desconhecidos é

aBwW) N 9 N .
('9[37 = ;{%logf(@) +;[aﬁvu (—108T(4’1Vz]))

(‘Pz.”z] )log(]/z] ‘{‘wz])} }

8<p,

_|_
{‘” )38 T &

o¢;
4) (Pz a‘B(l;u ;Alfaﬁ (Puuij)}

I
M=

(10g(3/z] + wjj) — ¢(</?i#z’j)> a/%(fl’iﬂij)] }

~.
I
—_

I
gk

I
—_

i

em que Aj; = log(yij + wij) — Y (ipij). A derivada de ¢; com respeito aos parametros

desconhecidos By, é

op; P /( a771] P 771] / My /
- i i iu - iu ) Xiv
Bon ];g 1) 3B~ Zg i) 3p,, + 8 Uin)gg =8 (1)

J#u
logo

d (Pz a,ui] a,ulj a,uz]
8137(4)1?‘1']) Bon a2 Hij T ‘Pz Bon =8 (Uzu)xwl/‘z] + 4’18 i =Xip| & (WZM)VZJ +¢ig— M
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Assim, usando (A.2) e os resultados anteriores encontra-se que

N p
%ﬁy) - Z{llf(cpi)g’(mu)xw + ) Ajx, (g (i) i+ %uq) }

i=1 j=1 Niu

_ Z xw{ ’71u 4 2 Az]g )g((zii]')

=

Y i (—gwi;zzg m)) + 1t 8 0100) (91— 801a) }

prt ¢;
j#u
_ > 8 (Miu) ,
2 Xiy (P (Pl (Pl + Z Az]g 771] Z Az]g 771]) + A (‘P g(ﬂlu))
- J#u
3y, 8 Vi) () 4 A
Z; Yiv ¢: Pip(¢i) + 2 Az]g Mij) — Z‘i Az]g(’71]) + Ajy i
i= ! j=
N
= 21 (m”) {pip(¢i) + Aj i}
N
Z Xivg (”iu) [w(()bl) + A;ku]
i=1
Portanto N
ol (B|W , .
PR = X i () 09 + 43
ou i=1

A seguir estdo apresentadas as derivadas necessdrias para encontrar a matriz Ayy s

Avu,ns -

N
ans (; Xiog' (i) (1) + 108 (Yi + W) — w(clwiu)])

d
Zl 150 (xivg'(ﬂiu)[¢(4’i) +log (yiu + wiy) — lP(Qf’iﬂiu)])r ses =1,

Avu,ns =
0, ses # U.
)
s Xn08 (1) 108 (Y + Wnu),  ses =,
= Whs
0 ses # u.
(x 9 (M) L ses=1u
= " i Ynu + wnu’
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Dessa forma, pode-se concluir que

Xno8' (Tnu) —, ses=u,
Avu,ns B_#i = Ynu (A.14)

0, se s # u.



Apéndice B
Dados

Neste apéndice apresenta-se o conjunto de dados reais que se utilizou no capitulo
4. O conjunto de dados consiste da composicdo de areia, lodo e argila de 39 amostras

de sedimentos a diferentes profundidades de 4gua em um lago &rtico.

Tabela 1: (observagdes 1-12)

_ | Profundidade | Proporg¢do de | Proporg¢do de | Proporcao de
Observacao ] )
(Hectometros) areia lodo argila
1 0.104 0.775 0.195 0.03
2 0.117 0.719 0.249 0.032
3 0.128 0.507 0.361 0.132
4 0.13 0.522 0.409 0.066
5 0.157 0.7 0.265 0.035
6 0.163 0.665 0.322 0.013
7 0.18 0.431 0.553 0.016
8 0.187 0.534 0.368 0.098
9 0.207 0.155 0.544 0.301
10 0.221 0.317 0.415 0.268
11 0.224 0.657 0.278 0.065
12 0.244 0.704 0.29 0.006
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Tabela 1: (observacdes 13-39)

_ || Profundidade | Proporcdo de | Proporcao de | Proporgao de
Observacado ] )
(Hectometros) areia lodo argila
13 0.258 0.174 0.536 0.29
14 0.325 0.106 0.698 0.196
15 0.336 0.382 0.431 0.187
16 0.368 0.108 0.527 0.365
17 0.378 0.184 0.507 0.309
18 0.369 0.046 0.474 0.48
19 0.422 0.156 0.504 0.34
20 0.47 0.319 0.451 0.23
21 0.471 0.095 0.535 0.37
22 0.484 0.171 0.48 0.349
23 0.494 0.105 0.554 0.341
24 0.495 0.048 0.547 0.41
25 0.592 0.026 0.452 0.522
26 0.601 0.114 0.527 0.359
27 0.617 0.067 0.469 0.464
28 0.624 0.069 0.497 0.434
29 0.693 0.04 0.449 0.511
30 0.736 0.074 0.516 0.409
31 0.744 0.048 0.495 0.457
32 0.785 0.045 0.485 0.47
33 0.829 0.066 0.521 0.413
34 0.877 0.067 0.473 0.459
35 0.881 0.074 0.456 0.469
36 0.904 0.06 0.489 0.451
37 0.906 0.063 0.538 0.399
38 0.977 0.025 0.48 0.495
39 1.037 0.02 0.478 0.502
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Apéndice C
Programa

Neste apéndice apresenta-se o programa utilizado para encontrar os estimadores
dos parametros B, e a matriz A em cada esquema de perturbacdo para fazer a avaliacdo

de influéncia local atraves da curvatura normal conforme.

/] KoKk ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok ok ok K ok ok K ok ok K ok ok ok ok ok K 3 ok ok K 3k ok sk ok ok 3 3 ok ok ok ok K ok ok 3k ok ok ok ok koK

IPROGRAMA: influencia.ox

*US0: Estimacao dos parametros do modelo de regressao Dirichlet
* usando o metodo de maxima verossimilhanca. Avaliacao da

* influencia local deste modelo atraves da curvatura normal
i conforme.

IAUTORA: Luz Milena Zea Fernandez
IDATA: Maio de 2005

*ULTIMA MODIFICACAO: Setembro de 2005

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
Kok ok sk o ok ok K ok ok K 3 ok ok K ok ok K 3 ok ok K ok ok ok K ok ok 3k 3 ok ok K ok ok K 3 ok ok ok ok sk K ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok /

#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#import <maximize>

//Varidveis globais

static decl mX;//Matriz das variaveis explicativas
static decl mY;//Matriz das variaveis explicadas
static decl k;//Numero de variaveis explicativas
static decl p;//Numero de variaveis explicadas

//Funcao log-verossimilhanca do modelo Dirichlet nao perturbado
flogDirichlet(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)

{

decl i,j,B,eta,phi,mi,g_eta,derivadas,u,v,b;
B=shape (vP,k,p) ;

eta=mXx*B;

g_eta=exp(eta);

phi=sumr(g_eta) ;
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adFunc[0] = sumc(loggamma (phi)-sumr(loggamma(g_eta))
+sumr ((g_eta-1) .*log(mY)));
if (isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}//Fim funcao de log-verossimilhanca
main()

decl vp,adfunc,dfunc,ir,delta,aux,B,eta,phi,g_eta,u,v,n,a,s,b;
decl ele,m,F,A,NOR,amval,amvec,deltal,delta2,delta3,norma_obs_n;
decl mqg_barra,mj_q,limiar_critico,dimF,dim_q,M_salida,al,a2,g2;
decl i, j,amvec2,CN,mi_influ,esquema,C,S,delta4,QA,Q,mi,q,av;
k=columns (mX) ;
p=columns (mY) ;
N=rows (mX) ;
vp=zeros (k*p,1);
ir=MaxBFGS(flogDirichlet,&vp,&dfunc,0,TRUE);
B=shape (vp,k,p);
eta=mXx*B;
g_eta=exp(eta);
phi=sumr(g_eta) ;
A=log(mY)-polygamma(g_eta,0);
g2=g_eta.*xg_eta;
//Matriz L dois pontos
ele=zeros (k*p,k*p) ;
a=0;
for(s=0;s<=p-1;s++){
for (m=0;m<=k-1;m++){
for(u=0;u<=p-1;u++){
for (v=0;v<=k-1;v++){

if (u==s
( ele%a][b] = sumc (mX [] [v] . *mX[] [m] .*x( g_etal[] [u]

.*( polygamma(phi,0)+ A[][ul)+ g2[] [u]
.*(polygamma (phi,1)

. -polygamma(g_etal] [ul,1))));

> elelal [b] = sumc(X[] [v].*nX[] [m] .*(g_etal] [u]
.*xg_etal] [s] . *polygamma(phi,1)));

b=b+1;

}//fim for v
}//fim for u
a=at+l;
}//fim for m
}//fim for s

//Matriz Delta para esquema de perturbacao I
deltal=zeros (k*p,N);
aux=0;
for (u=0;u<=p-1;u++){
for(v=0;v<=k-1;v++){
for (n=0;n<=N-1;n++){
deltallaux] [n] = mX[n] [v]*g_etaln] [u]*(polygamma (phi[n],0)
+A[n] [ul);
}//fim for n
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aux=aux+1;
}//fim for v
}//fim for u

//Matriz Delta para esquema de perturbacao II
delta2=zeros (k*p,N);
aux=0;
for (u=0;u<=p-1;u++){
for (v=0;v<=k-1;v++){
for(n=0;n<=N-1;n++){
delta2[aux] [n] = mX[n] [v]*g_etal[n] [u]*((polygamma (phi[n],0)
+A[n] [ul)*(sumr (mX [n] [].*B[] [u] ’)+1)
+polygamma (phi[n], 1) * (sumc (sumr (g_eta[n] []°’
.x(mX[n] [1.%B”))))-polygamma(g_etal[n] [ul,1)
*xg_eta[n] [u]l* (sumr (mX [n] [J.*B[] [u]l’)));
}//fim for n
aux=aux+1;
}//fim for v
}//fim for u

//Matriz Delta para esquema de perturbacao III
delta3=zeros (k*p,N*k) ;
S=sqrt(diagonal (variance(mX))) ;
C=zeros (k*p,N*k) ;
a=0;
for (u=0;u<=p-1;u++){
for(v=0;v<=k-1;v++){
for (m=0;m<=k-1;m++){
for (n=0;n<=N-1;n++){
Clal [b] = mX[n] [v]*g_etal[n] [u]*S[m]*(B[m] [u]
* (polygamma (phi [n],0)+A[n] [ul-g_eta[n] [u]
*xpolygamma(g_etal[n] [u],1))+polygamma(phi[n],1)
*x(sumr (g_etaln] [1.*%B[m] [1)));
if (v==m
delta3[a] [b]

Clal [b]1+S[v]*g_etal[n] [u]
* (polygamma (phi [n] ,0)+A[n] [ul);

C[al [b];

else
delta3[a] [b]
b=b+1;
}//fim for v
}//fim for u
a=a+l;
}//fim for m
}//fim for s

//Matriz Delta para esquema de perturbacao IV
deltad=zeros (k*p,N*p);
a=0;
for (u=0;u<=p-1;u++){
for (v=0;v<=k-1;v++){
b=0;
for(s=0;s<=p-1;s++){
for (n=0;n<=N-1;n++){
if (s==u)
deltad[a] [b]=(mX[n] [vl*g_etal[n] [s])/mY[n] [s];

else
deltad[a] [b]=0;
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b=b+1;
}//fim for n
}//fim for s
a=a+l;
}//fim for v
}//fim for u

for (esquema=1;esquema<=3;esquema++){
if (esquema==1)

delta=deltal;
else if (esquema==2)

delta=delta2;
else if(esquema==3)

delta=deltal3;
delta=selectifc(delta,delta.!=0);
F=delta’*invert(ele)*delta;
dimF=rows(F);//Recebe a dimensio de F
//Calculo dos autovalores e autovetores de -F
eigensym(-F, &amval, &amvec);
amval=(amval [] []/(norm(amvall[] [],2)));//Normaliza os autovalores
mi=fabs (amval);
q=<1:3>/sqrt(dimF) ;
dim_g=columns(q) ;
for(j=0; j<=dimF-1; j++){

amvec [] [j]=(amvec[] [j]/(norm(amvec (] [j],2)));
}//Normaliza autovetores
mi_influ=zeros(dim_q,dimF);
for(j=0;j<=dim_qg-1;j++){

mi_influl[j]l[J=mi.> q[j] .? mi .: O;
+

NOR=sqrt (trace(F*F));
mg_barra=zeros(dim_q+1,1);
mqg_barra[0]=trace(-F)/(dimF*NOR) ;
for(j=1;j<=dim_q;j++){
mg_barra[j]=sqrt(sumr(mi_influl[j-1][])/dimF);
}

limiar_critico=zeros(dim_qg+1,1);
limiar_critico[0]=2#*mq_barra[0];
for(j=1;j<=dim_q;j++){

limiar_critico[jl=sqrt(2)*mq_barralj];
}

amvec2=amvec . *amvec;
mj_qg=zeros(dim_qg+1,dimF) ;//Recebe os valores das contribuicoes agregadas
for(j=0; j<=dimF-1; j++){
for(i=0;i<=dim_qg-1;i++){
mj_qli+1] [j1=sqrt(sumr(mi_influ[i] [].*amvec2[j][]1));

mj_q[0] [jl=sumr (mi.*amvec2[j][]);

CN=zeros(dimF,1);//Curvatura normal conforme para todos os autovetores
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for(i=0;i<=dimF-1;i++)
CN[i]=-(amvec[] [i] ’*F*amvec[] [i])/NOR;
b=zeros(4,1);
for(i=0;i<=dimF-1;i++){
if (fabs(CN[i]) .>0)
b[0]=b[0]+1;
if (fabs(CN[i]) .>1/sqrt(dimF))
b[1]=b[1]+1;//Autovetores 1-influentes
if (fabs(CN[i]) .>2/sqrt (dimF))
b[2]=b[2]+1;//Autovetores 2-influentes
if (fabs(CN[i]) .>3/sqrt (dimF))
b[3]1=b[3]+1;//Autovetores 3-influentes

M_salida=selectifc(mj_q,mj_q.>limiar_critico);//Observacoes influentes
a=columns (M_salida);
aux=zeros(l,a);
i=0;
for(j=0; j<=dimF-1; j++){
if (mj_q[0] [j1>1imiar_critico[0] | Imj_q[1] [jl>limiar_criticol[1]
| Imj_q[2] [j1>1imiar_critico[2]|Imj_q[3] [jl1>limiar_critico[3]){
aux[i]=j+1;
i=i+1;
}
}

al=new array[dim_q+1];

a2=new array[a+3];

for(i=1;i<=dim_q;i++){
al[0]=sprint("B_e=m_t[0]");
allil=sprint("m_t[",i,"]1");

for(i=0;i<=a-1;i++) {
a2[0]=sprint ("N(e)");
a2[1]=sprint("mq_barra ");
a2[2]=sprint(" Valor critico");

a2[i+3]=sprint ("N = ","%1.0f",aux[i]);
print("\n************************************************************”);
print ("\n ESQUEMA DE PERTURBAGAO ",esquema);
print ("\n TAMANHO DA AMOSTRA N = ",N);
print ("\n NUMERO DE VARIAVEIS EXPLICATIVAS k = ",k);
print ("\n NUMERO DE VARIAVEIS EXPLICADAS p = ",p);

Print (" \nkskskokskokokskokokokokkokskokokskokokkokkoskkoRskkok okt ok koRskskok skt okl ok skokokskokokokokk \n )
print (" MEDIDAS DAS CONTRIBUIQGES AGREGADAS PARA AS OBSERVAQGES");
Print ("M\nkskskskorksokskokkoskskokok ok ok ok ok okoskkok ok otk ok kol ok otk okt kskokokokk \n ')
print ("%r",al,"%c",a2,b"mq_barra“limiar_critico~M_salida);
}// fin for esquema
if (esquema==4){

delta=delta4;

F=-delta’*invert(ele)*delta;

C=unit (N)**ones(1,p);

Q=unit (N*p)-C’*invert (CxC’)*C;

QA=Q*F;
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dimF=rows (QA) ;
eigen(QA, &amval, &amvec);
amval=(amvall[] []/(norm(amval([][],2)));
mi=fabs(amval) ;
q=<0:3>/sqrt (dimF) ;
dim_g=columns(q) ;

for(j=0; j<=dimF-1; j++){

amvec[] [jl1=(amvec[] [j]/(norm(amvec[][j],2)));

mi_influ=zeros(dim_q,dimF);
for(j=0;j<=dim_qg-1;j++){
mi_influl[jl[J=mi.> q[j] .? mi .: O;
}
mq_barra=zeros(dim_q,1);
for(j=0;j<=dim_g-1;j++){
mqg_barral[j]l=sqrt(sumr(mi_influlj][])/N);
}

limiar_critico=zeros(dim_q,1);
for(j=0;j<=dim_qg-1;j++){

limiar_critico[jl=sqrt(2)#*mq_barralj];
}

amvec2=amvec.*amvec;
av=amvec2 [0:N*p-1] [];
norma_obs_n=zeros (N,Nx*p) ;
aux=zeros(N,p);
for(s=0;s<=N*p-1;s++){
for(i=0;i<=N-1;i++){
for(j=0; j<=p-1;j+t){
aux[i] [jl=av[j*N+i] [s];
}

) norma_obs_n[i] [s]=sumr(aux) [i];
}
mj_g=zeros(dim_q,N);
for(j=0;j<=N-1;j++){
for(i=0;i<=dim_qg-1;i++){
mj_qli] [jl=sqrt(sumr(mi_influl[i] [].*norma_obs_n[jl[]1));

}
CN=zeros(dimF,1) ;
for(i=0;i<=dimF-1;i++) {
CN[i]=-(amvec [0:dimF-1] [i] ’*F*amvec [0:dimF-1] [i])/(sqrt(trace(F*F)));

+
b=zeros(4,1);
for(i=0;i<=dimF-1;i++){
if (fabs(CN[i]) .>0)
b[0]=b[0]+1;
if (fabs(CN[i]) .>1/sqrt (dimF))
bl1]=b[1]+1;
if (fabs(CN[i]) .>2/sqrt(dimF))
b[2]=b[2]+1;
if (fabs(CN[i]).>3/sqrt (dimF))
b[3]=b[3]+1;
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M_salida=selectifc(mj_q[] [],mj_q[][].>limiar_critico);
a=columns(M_salida);
aux=zeros(1l,a);
i=0;
for(j=0;j<=N-1; j++){
if(mj_q[0] [jI>limiar_critico[0] | Imj_q[1][jl1>limiar_criticol[1]
| lmj_q[2] [j1>limiar_critico[2]|Imj_q[3] [jl>limiar_critico[3]){
aux[i]=j+1;
i=i+1;
}//fim if
}//fim for j
al=new array[dim_q+1];
a2=new array[a+3];
for(i=1;i<=dim_q;i++){
a1[0]=sprint("B_e=m_j[0]");
allil=sprint("m_j[",i,"]1");
}
for(i=0;i<=a-1;i++){
a2[0]=sprint("#auto-ve influ");
a2[1]=sprint("mq_barra");
a2[2]=sprint (" li_criti");

a2[i+3]=sprint ("N = " ,"%1.0f",aux[i]);
print("\n************************************************************");
print ("\n ESQUEMA DE PERTURBAGAQ ",esquema);
print ("\n TAMANHO DA AMOSTRA N = ",N);
print("\n NUMERO DE VARIAVEIS EXPLICATIVAS k = ",k);
print ("\n NUMERO DE VARIAVEIS EXPLICADAS p = ",p);

Print ("\nkskskokkoskskokskskokskoskokkokokokokkokskokok okt ok kokskskok skt okt kbR skl skt okkokskskokkokok \n )
print (" MEDIDAS DAS CONTRIBUIQGES AGREGADAS PARA AS OBSERVAQGES");
Print (" \mksskskorskokskoroksokskok koo kot sk ok kokoRok otk ok ok skok ook skokok ok ok kkok \n ')
print ("%r",al,"%c",a2,b"mq_barra“limiar_critico”M_salida);
}//Fim if esquema IV

}//fim main
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