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RESUMO

Esta pesquisa objetivou analisar os conhecimentos de Combinatdria, de alunos e para
0 ensino, apresentados por licenciandos de Matematica em um processo de formagéao
baseado no estudo de erros e acertos em problemas combinatérios. Para tanto, foi
proposto um processo formativo de modo remoto realizado com seis estudantes do
curso de Licenciatura em Matematica do Centro Académico do Agreste da
Universidade Federal de Pernambuco — CAA/UFPE. O processo metodoldgico
envolveu um questionario inicial no qual buscou-se conhecer o perfil dos estudantes,
um processo formativo com cinco encontros e entrevistas antes e depois do referido
processo, com trés participantes da pesquisa. O processo formativo se pautou em
estudos sobre erros e acertos em problemas combinatorios referenciado pelas teorias
de conhecimento de professor e pela Teoria dos Campos Conceituais (TCC)
caracterizado por atividades para provocacao de conhecimentos de professor a partir
dos dominios de conhecimento. Trabalhou-se com protocolos de estudantes
analisando erros e acertos em problemas combinatorios. Os resultados indicaram
evolugdo do conhecimento do conteudo, aumento na confianga do ensino da
Combinatéria, evidéncias do conhecimento de aluno por meio de conhecimento de
erros comuns e reconhecimento de tarefas que possam ser confusas para estudantes
do ensino basico, além de fragmentos do conhecimento de ensino no sequenciamento
de tarefas para ensino desse conteudo. Também foi possivel notar o desejo dos
participantes por conhecer novas metodologias de ensino e se aprofundar no estudo
de Combinatoria.

Palavras-chaves: Analise combinatéria; Conhecimento de professor; Formacao de
professores; Erros; Educacao estatistica.



ABSTRACT

This study aimed to analyze the knowledge of Combinatorics — both by students in
terms of content and for teaching — demonstrated by pre-service Mathematics
teachers through a training process based on the study of errors and correct responses
in combinatorial problems. To this end, a remote training program was conducted with
six undergraduate students from the Mathematics Teaching program at the Academic
Center of Agreste of the Federal University of Pernambuco (CAA/UFPE). The
methodological process involved an initial questionnaire to gather students’ profiles, a
training process with five meetings, and interviews conducted before and after the
program with three of the participants. The training process was guided by studies on
errors and correct answers in combinatorial problems, grounded in theories of teacher
knowledge and the Theory of Conceptual Fields (TCF). It was characterized by
activities designed to provoke teacher knowledge through different knowledge
domains. Student protocols were analyzed based on errors and correct answers in
combinatorial problems. The results indicated progress in content knowledge,
increased confidence in teaching Combinatorics, evidence of knowledge of students
through the identification of common errors and recognition of tasks that might be
confusing for elementary and secondary education students, as well as elements of
pedagogical content knowledge in the sequencing of tasks for teaching this subject.
Additionally, participants expressed a desire to learn new teaching methodologies and
to deepen their knowledge in the field of Combinatorics.

Keywords: Combinatorial analysis; Teacher knowledge; Teacher education; Errors;
Statistics education.
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1 INTRODUGAO

A inspiragdo para esta pesquisa veio por meio de minhas préprias experiéncias
no aprendizado de Matematica, das diversas vezes em que percebi que me
equivoquei em resolugcao de problemas da Matematica e isso me fez questionar por
que determinadas estratégias ndo funcionavam®. Essa atitude me fez refletir sobre
como o pensamento matematico trabalha para encontrar as solugdes para os
problemas.

Durante a graduacao, desenvolvi uma pesquisa buscando classificar os tipos
de erros cometidos por alunos do ensino médio ao resolverem problemas
combinatorios. Com essa pesquisa, me questionei sobre os conhecimentos de
professores para que possam compreender os erros dos alunos em problemas
combinatorios e como podem provocar a superagao desses erros por parte dos
estudantes.

Hadamard (1945 apud Cury, 2019, p. 26), ao refletir sobre erros na Matematica,
fez a seguinte observacgao: “eu fagco muito mais [erros] que meus estudantes; s6 que
eu sempre os corrijo de forma que eles nao aparegcam no resultado final”. Ou seja, os
matematicos aprenderam a identificar erros e incoeréncias em seus trabalhos e
corrigi-los antes de mostrar a solugéo final, deixando a impressao de que nunca erram.

Aprender a lidar com os erros ainda € um grande desafio para professores e
alunos no processo de ensino-aprendizagem de Matematica. Muito embora os erros
facam parte desse processo, nao ha consenso sobre como lidar com eles, e muitas
vezes o erro por parte do aluno é visto apenas sob uma perspectiva negativa, o que
pode afetar seu lado emocional quando recebem notas baixas e pré-julgamentos
(Spinillo et al., 2014).

Segundo La Taille (1997, p. 36), “[...] o erro tera valor como fonte de
enriquecimento somente se ele for observavel pelo aluno”, ou seja, o aluno precisa
entender onde e por que errou. Para Cury (2019, p. 82), “o erro se constitui como um
conhecimento, € um saber que o aluno possui’; portanto, (re)significa-lo demanda
maior cuidado por parte do professor.

No ensino de Combinatdria, algumas pesquisas, como a de Lima (2015),

revelam erros e mapeiam estratégias usadas por futuros professores de um curso de

' Em alguns momentos sera utilizada a primeira pessoa do singular, por se tratar de
questdes/observacgdes especificos do autor desta dissertagao.
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Licenciatura em Matematica para resolverem problemas combinatorios. Nesta
pesquisa, o autor percebe a existéncia de teoremas em ag¢ao que indicam “verdades”
assumidas pelos estudantes ao resolverem esses tipos de problemas, como, por
exemplo, achar que o principio multiplicativo resolve todos os problemas
combinatorios. Essas “verdades” ndo sao necessariamente da Matematica, mas sao
assumidas como proposi¢cdes pelos estudantes durante seu processo de
aprendizagem (Moreira, 2002).

Outras dificuldades, como uso de formulas inadequadas para determinadas
situagbes combinatorias ou mesmo substituicbes dos valores dos problemas em
parametros errados das férmulas, sao dificuldades recorrentes apontadas em
pesquisas anteriores, seja entre estudantes de graduacdo ou de ensino meédio
(Coelho; Dias, 2022; Lima, 2015; Santos-Wagner, Bortoloti; Ferreira, 2013).

Cientes das dificuldades apresentadas, entendemos que, ainda na formagao
inicial de professores, conhecimentos atrelados a Combinatdria, aos erros e acertos,
podem contribuir para a compreensdo desse ultimo como um suporte didatico.
Concordamos com Moreira (2012, p. 1145) quando o autor afirma que:

Formar profissionais com potencialidade para atuar de forma diferenciada na
pratica docente escolar implica, antes de tudo, conhecer essa pratica e fazer
com que os futuros profissionais a conhegam tdo bem quanto possivel,
incluindo seus condicionantes, seus problemas e suas solugdes, seus

saberes e ndo saberes, suas caréncias e suas produgdes, assim como 0s
fatores limitantes de uma eventual atuacgao diferenciada.

Nesse sentido, a formacgao inicial precisa subsidiar conhecimentos na dimensao
pedagogica e no conteudo matematico. A relagdo entre essas duas dimensdes
acontece na pratica docente de forma imbricada, mas, ao discutir conhecimentos de
professor, Ball, Thames e Phelps (2008) percebem caracteristicas que precisam ser
cuidadosamente estudadas e categorizadas separadamente para compor aquilo que
eles entendem como formas de conhecimento do professor. Segundo Ball, Thames e
Phelps (2008), o conhecimento do professor de Matematica pode ser compreendido
a partir de seis dimensdes: 1) conhecimento comum do conteudo; 2)
conhecimento especializado do conteudo; 3) conhecimento do contetdo e dos
alunos; 4) conhecimento do conteido e do ensino; 5) conhecimento do
conteudo e do curriculo; e 6) conhecimento de horizonte.

Essas dimensdes do conhecimento docente tém sido pesquisadas com o

objetivo de mapear a existéncia desses dominios e entender como se manifestam na
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pratica (Hill; Ball; Schilling, 2008). Nesta pesquisa, trabalharemos o conhecimento
comum do conteudo — que denominaremos de conhecimento do conteudo de
Combinatéria —, o conhecimento do conteudo e dos alunos — que mescla o
conhecimento do conteudo de Combinatéria e o conhecimento sobre os alunos, como
erros mais comuns cometidos e a capacidade de prever como se comportardo diante
de determinadas escolhas de exemplos ou atividades — e, por fim, o conhecimento
do conteudo e do ensino, que relaciona os conhecimentos matematicos com os
conhecimentos sobre o ensino, como, por exemplo, pensar na escolha e sequéncia
das atividades mais adequadas a determinado publico. Em capitulos posteriores,
detalharemos melhor essas dimensdes.

Pautados nos estudos desses autores, muitos trabalhos tém analisado as
dimensdes do conhecimento docente no que se refere ao conteudo de Combinatéria,
como a pesquisa de Lima (2016), que analisou os conhecimentos de dois professores
do ensino médio por meio de observacado de aulas e entrevistas. Essa investigagao
evidenciou que os professores tém dificuldade em obter feedback dos alunos antes
das avaliagdes regulares e priorizam o ensino por meio de férmulas.

Em questionamento sobre as dificuldades identificadas nos alunos, os
professores mencionaram a importancia de classificar os problemas corretamente,
porém a observacao de Lima (2016) indica que os “invariantes” nao ficaram claros
para os estudantes durante as aulas, pois ndo houve planejamento do professor nesse
sentido. Além disso, o raciocinio combinatério € pouco explorado durante as aulas,
uma vez que os problemas combinatérios normalmente sao desenvolvidos de forma
isolada e, muitas vezes, € apenas mencionado o tipo de problema proposto e a regra
de resolugéo (Lima, 2016).

Pessoa e Borba (2010) indicam que a Combinatéria pode ser interpretada a
partir do tripé da Teoria dos Campos Conceituais (TCC) de Vergnaud (1986), a saber:
invariantes, representacdo simbolica e situagdes. Assim, as situagées nomeiam os
diferentes tipos de problemas combinatérios — arranjo, permutagéo, combinacéo e
produto de medidas —; os invariantes sdo as caracteristicas que nao variam para
cada uma dessas situagdes, como, por exemplo, a ordem de disposicdo dos
elementos gerar novas possibilidades ou nao; e a representacao simbdlica refere-se
as formas de representar as solugdes dos problemas, como diagramas de arvore,

listagem sistematica, entre outros.
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A partir dos estudos de Ball, Thames e Phelps (2008), Cunha (2015)
desenvolveu uma pesquisa buscando responder a seguinte pergunta: “Como os
professores elaboram problemas combinatorios a partir das situacdes presentes na
Combinatéria (permutacdo, arranjo, combinagcdo e produto de medidas) e dos
invariantes do conceito?” (Cunha, 2015, p. 65). O autor realizou, entdo, uma pesquisa
com sete professores do ensino médio, com pelo menos cinco anos de experiéncia, e
indicou que os professores tém mais facilidade para criar problemas de Combinatéria
a partir de situacdes do que a partir dos invariantes, pois a maioria criou outros tipos
de problemas quando apresentados aos invariantes, demonstrando, assim, nao
possuir dominio sobre a conceituagao apresentada por Pessoa e Borba (2010).

Observa-se, a partir do apresentado, que tanto professores quanto alunos
apresentam dificuldades com a Combinatéria. Por isso, fortalecer conhecimentos
ainda na graduagao de Matematica pode gerar melhorias que impactem a educagao
basica. Assim, enxergar o erro ndo como algo negativo que precise ser eliminado a
qualquer custo, mas como um aliado para experienciar novas formas de
aprendizagem — inclusive no estudo de Combinatéria — € fundamental.

Diante do exposto, nos propomos a pesquisar a constru¢do de conhecimentos
de futuros professores sobre Combinatéria, tendo como participantes estudantes do
curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal de Pernambuco,
campus do Centro Académico do Agreste — UFPE/CAA, localizado no municipio de
Caruaru/PE. Assim, temos como problema de pesquisa: quais conhecimentos de
Combinatodria, de alunos e para o ensino sdo apresentados por licenciandos em
Matematica em um processo formativo baseado no estudo de erros e acertos em
problemas combinatérios? Para responder a essa questdo, nos apropriamos dos
seguintes objetivos.

Objetivo geral: Analisar conhecimentos de Combinatdria, de alunos e para o
ensino, apresentados por licenciandos de Matematica em um processo formativo
baseado no estudo de erros e acertos em problemas combinatoérios.

Objetivos especificos: a) Identificar experiéncias e conhecimentos prévios de
licenciandos quanto a Combinatéria e as compreensdes sobre erros no processo de
ensino e aprendizagem de Matematica;

b) Analisar o desenvolvimento do conhecimento do conteudo de Combinatdria,
de ensino e de alunos, a partir do estudo dos erros e acertos em problemas

combinatorios; e
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c) ldentificar conhecimentos para o ensino de Combinatdria de licenciandos do
curso de Matematica, a partir da elaboracao de plano de aula, de discussdes durante
0 processo formativo e em entrevistas.

Apoiados nesses objetivos, propomos um questionario perfil que foi enviado
previamente aos estudantes antes do inicio da formagéo, além de uma entrevista
inicial com trés dos seis participantes, também realizada antes da formacgao, visando
apurar conhecimentos prévios dos licenciandos. Depois dessas duas primeiras
etapas, foi realizado o processo formativo e, por fim, uma entrevista final, na qual
foram identificados feedbacks sobre os conhecimentos investigados durante o
processo formativo.

Nos apoiaremos nos estudos de Ball, Thames e Phelps (2008) para investigar
os conhecimentos de professor, no arcabougo conceitual proposto por Vergnaud
(1986) sobre o principio multiplicativo e na classificagao de problemas combinatorios
apresentada por Pessoa e Borba (2010). Esses estudos serao explicitados no capitulo
2, que abarca aspectos da formacgao de professor, do ensino de Combinatdria e a
revisdo da literatura. No capitulo 3 é apresentada a construgdo metodoldgica desta
pesquisa, incluindo todos os detalhes da formagao. No capitulo 4, a analise dos dados
coletados em todo o processo metodolégico. Por fim, externamos nossas
consideragdes finais como ultimo capitulo.

Os resultados indicaram evolugdo do conhecimento do conteudo, aumento na
confianga para o ensino da Combinatoria, evidéncias do conhecimento de aluno por
meio do reconhecimento de erros comuns e de tarefas que possam ser confusas para
estudantes do ensino basico, além de fragmentos do conhecimento de ensino no
sequenciamento de tarefas para o ensino desse conteudo. Também foi possivel notar
o0 desejo dos participantes por conhecer novas metodologias de ensino e se
aprofundar no estudo de Combinatdria.

Assim, esta pesquisa visa contribuir com a formagao de professores, esperando
que o impacto dessa formacéao possa favorecer o processo de ensino e aprendizagem
de Matematica na educacao basica, além de estimular formas de fortalecimento do

ensino superior e trazer subsidios a pesquisa em educacdo matematica.
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2 FORMAGAO DE PROFESSORES, TEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS E
COMBINATORIA: PERCEPGOES PARA A PRATICA DOCENTE

Ha muitos anos, a formacao de professores vem sendo debatida sob diversas
perspectivas. No ensino da Matematica, diversas visdes tém sido levantadas para
alinhar as praticas pedagodgicas com as expectativas e resultados propostos pelos
programas oficiais. Diante das demandas por melhores resultados na aprendizagem
dos estudantes da educagao basica, o “olhar’” normalmente é focado no professor.
Quais conhecimentos pertinentes a sala de aula podem ser mais bem analisados para
contribuir para a formacdo de professores? Quais as caracteristicas de um bom
professor? Como os conhecimentos prévios podem ser aproveitados durante um
processo formativo?

Formalmente, o desenvolvimento profissional docente comecga a partir dos
estudos e das experiéncias promovidas na graduacgdo, por meio das disciplinas
tedricas, praticas e estagios supervisionados. No entanto, as experiéncias vivenciadas
no contexto escolar, mesmo como aluno, fazem parte do ideario do futuro professor.
Desse modo, a formacéo inicial € um ambiente multifacetado para a apropriacao da
cultura profissional de um professor, a identidade profissional, a criticidade do
ambiente de trabalho e outros aspectos da profissao.

A respeito das caracteristicas que vao influenciar no que se qualifica um bom
professor, Novoa (2009) considera que seria necessaria uma lista interminavel de
competéncias, caracteristicas e atribui¢des, e que este caminho nao faria sentido. Mas
aponta que a formacgao de professores deve assumir uma forte componente pratica
que tenha a aprendizagem dos alunos e os estudos de casos concretos como o cerne
da discussao do trabalho escolar.

Ciente da dicotomia entre teoria e pratica nas discussbes sobre quem se
sobrepde a quem, Novoa (2009) vé na residéncia médica um ambiente fértil para
inspiragéo do trabalho formativo do professor. Durante 0 acompanhamento de um
grupo de estudantes e professores em um hospital, Névoa (2009, p. 4) observou cinco
aspectos do trabalho realizado, a saber:

i) o modo como a formagao se realiza a partir da observagéo, do estudo e da
analise de cada caso; ii) a identificagdo de aspectos a necessitarem de
aprofundamentos tedricos, designadamente quanto a possibilidade de
distintas abordagens de uma mesma situagdo; iii) a existéncia de uma

reflexdo conjunta, sem confundir os papéis de cada um (chefe da equipa,
médicos, internos, estagiarios etc.), mas procurando mobilizar um
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conhecimento pertinente; iv) a preocupagdo com questdes relacionadas com
o funcionamento dos servigos hospitalares e a necessidade de introduzir
melhorias de diversa ordem.

Consideramos que alguns aspectos vém de encontro com a pesquisa que
pretendemos realizar, como a formagdo que se realiza a partir da observagao, do

[t
|

estudo e da analise de caso (item “i”). Entendemos que, ao propor aos licenciandos
que observem registros de atividade de alunos, suas respostas, seus acertos e seus
erros, reflexdes podem emergir, assim como maior compreensao sobre o papel do
erro na aprendizagem. Os licenciandos podem também fazer pesquisa sobre o que
os dados revelam sobre a compreensao do conteudo pelos estudantes e buscar
metodologias mais adequadas para o processo de ensino e aprendizagem. Tais
consideragdes também nos remetem ao aspecto “ii)”, que aponta para a identificagéo
de aspectos que precisam de aprofundamento tedrico.

A procura pelas melhores propostas de ensino e de avaliagbes é uma
caracteristica de professores preocupados com a aprendizagem dos alunos. Os
estagios supervisionados desenvolvidos na formagéo inicial sdo excelentes ambientes
para discutir e aprofundar esse tipo de questionamento. Para além da formacao inicial,
estudos complementares em programas de pds-graduagdo ou mesmo em cursos de
formacgao continuada podem contribuir com a qualidade do processo de ensino e de
aprendizagem.

Os estagios ganham mais sentido quando, além de observar, o estagiario se
propde a investigar as falhas que consegue identificar ou que precisam de mais
aprofundamento. Propostas que caminham por praticas investigativas produzem mais
sentido com as ag¢des desenvolvidas na busca de melhores resultados. Esta pratica
sugere uma formagdo com vista cooperativa, como a que propomos em nossa
pesquisa, com professores que ensinam Matematica na educacgao basica, professor
formador e licenciandos em Matematica.

Neste contexto, € preciso refletir sobre os saberes docentes. Tardif (2014)
concebe que os saberes dos professores sao oriundos das diversas experiéncias da
vida, perpassando por experiéncias de aprendizagem no ensino basico, sendo
complementadas pela continuidade dos estudos na graduacdo, pds-graduacao,
programas do livro didatico, cursos de formagao e também por experiéncias pessoais
provenientes da vivéncia em familia, ambiente de vida, histéria de vida e das

socializacbes. A isso, ele classifica como saberes-experiencias. Nesse sentido, os
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saberes curriculares, saberes disciplinares e saberes da formagao profissional,
também mencionados por Tardif (2014), sdo completados por esse saber um tanto
oculto de ser percebido no trabalho diario, mas que faz total sentido na construcéo do
eu profissional do professor.

Nesta pesquisa, nos aprofundaremos na teoria de conhecimento de professor
categorizada por Ball, Thames e Phelps (2008). Esta discussao foi iniciada por
Shulman (1986) ao definir conhecimentos de professores. No entanto, depois de mais
20 anos, foi revisitada e adaptada por Ball, Thames e Phelps (2008) para o ensino de
Matematica. Iniciaremos, primeiramente, descrevendo o que Shulman (1986) propbs

para, entdo, entendermos a visao de Ball, Thames e Phelps (2008).

2.1 CONHECIMENTO DE PROFESSOR: UMA CARACTERIZACAO PARA O
DESENVOLVIMENTO DA PRATICA

Shulman (1986) comparou os exames realizados para indicar se o professor
estava habilitado ou n&o para dar aulas em escolas estaduais americanas do século
XIX com os do século XX e identificou, nos ultimos testes, a ndo verificagdo do
conteudo disciplinar. Para o autor, aspectos pedagogicos e conhecimento do
conteudo disciplinar precisam “andar juntos” e € nesse ponto que ele critica tais
exames.

Ao refletir sobre os conhecimentos da pratica dos professores, Shulman (1986)
se depara com a dicotomia do conteudo matematico e conteudo pedagdgico, que
corroboram para a formacao dos professores. Nao contente com a separagao dessas
duas classes, mas ciente de suas importancias na formagao do professor, ele tenta
unir essas duas perspectivas no que tange a pratica e aos desafios diarios dos
professores. Preocupado com a formacdo inicial, se questiona quanto aos
conhecimentos necessarios para os professores darem 0s primeiros passos na
carreira docente: quais podem conduzir para uma boa aula? Ou mesmo, quais os
conhecimentos necessarios para improvisar em determinadas situagdes, propor
novas formas, analogias e metaforas que subsidiem explicagcbes de conteudos de
maior dificuldade para os alunos? Quais conhecimentos s&o necessarios para intervir
em conjecturas de alunos pouco formais ou mesmo parcialmente equivocadas?

Ao tentar entender esses aspectos da pratica, Shulman (1986) categoriza os

tipos de conhecimentos que sao utilizados na pratica. Inicialmente, ele propde a
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seguinte categorizacdo: conhecimento do conteudo e da matéria, conhecimento
pedagogico do conteudo e conhecimento curricular.

O conhecimento do conteudo, na visdo de Shulman (1986), é o
conhecimento que os professores tém da disciplina que lecionam. O autor considera
necessario que o professor domine essa categoria de forma que nao so seja capaz
de definir verdades conceituais da matéria, mas também saiba justificar por que
determinada proposicdo € verdadeira e expor argumentos que provam essa
afirmacgao. Considera, ainda, que ao dominar esse conhecimento o professor € capaz
de entender as diversas maneiras de organizar o conteudo e selecionar os que sao
mais importantes do ponto de vista pedagaogico e curricular.

O conhecimento pedagégico do conteudo esta, de certa forma, ligado ao
conteudo e a forma do seu ensino. Na pratica, o professor que domina este
conhecimento consegue pensar em exemplos uteis para ensinar determinado
conceito, conhece representacgdes, ilustragdes e demonstragdes adequadas para
ensinar os alunos. Além disso, nesta categoria também é considerada a nogéao de
conteudos faceis e dificeis, levando em conta o conhecimento de conjecturas errbneas
dos alunos e formas de melhor aproveita-las para esclarecimento muatuo.

A terceira categoria de conhecimento elaborada, o conhecimento curricular,
€ muito negligenciada na formacao inicial dos professores, porém de suma
importancia no cotidiano docente (Shulman, 1986). O autor considera que os
professores precisam conhecer os curriculos escolares em toda sua heterogeneidade,
ou seja, compreender o programa curricular e suas intencionalidades, saber
selecionar os materiais — filmes, documentarios, livros paradidaticos, apostilas, livros
didaticos — entre outros materiais que sao relevantes para determinados topicos de
estudo. Também é importante que conhega, ao menos superficialmente, o curriculo
de outras disciplinas que estdo sendo apresentadas aos seus alunos por outros
professores, tanto os que se apresentam em simultaneo com o conteudo do ano letivo
atual (conhecimento de curriculo lateral), quanto aos anos seguintes ou passados
(conhecimento de curriculo vertical).

Ball, Thames e Phelps (2008), a partir dos estudos de Shulman (1986), refletem
sobre os dominios de conhecimentos de professores e trazem uma nova roupagem
voltada para a Matematica. Assim, sao evidenciados por Ball, Thames e Phelps (2008)

seis dominios de conhecimento voltados para a Matematica.
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Quadro 1 — Comparacao entre os Dominios de Conteudo

Shulman (1986) Ball, Thames e Phelps (2008)
Conhecimento do Conhecimento comum do conteudo
contedo Conhecimento especializado do contetido

Conhecimento pedaggico Conhecimento do conteudo e dos alunos

do conteudo

Conhecimento do conteudo e do ensino

Conhecimento do conteudo e do curriculo

Conhecimento curricular
Conhecimento de horizonte.

Fonte: Elaboragéao prépria.

Ball, Thames e Phelps (2008) entendem a necessidade de diferenciar os
conhecimentos matematicos e os conhecimentos pedagdgicos da matematica, assim
definem a categoria conhecimento comum do conteiddo e a categoria
conhecimento especializado do conteudo. Nesse contexto, os autores entendem
por conhecimento comum o0s conceitos que tanto engenheiros como fisicos e
bacharéis em matematica possuem acerca da matematica, como ao identificar quando
um manual ndo traz uma definigdo precisa do ponto de vista matematico ou mesmo
identificar erros em procedimentos de calculos, o que sdo conhecimentos comuns
para os profissionais que trabalham na area de exatas. No entanto, é importante que
se tenha conhecimento pedagodgico especializado da educagcao matematica para
identificar sob qual dimensao o aluno esta cometendo erros em procedimentos de
calculo, o que ele pode estar comunicando ou se representa algum padrdo ja
conhecido.

Ainda no dominio de conhecimento especializado do conteudo, existem
outras preocupacdes que emergem da pratica e que normalmente nédo sao
preocupagdes de outras areas nas quais a matematica esta presente, mas que fazem
total sentido no processo de ensino, como quando o professor de Matematica precisa
explicar por que, ao multiplicarmos por 10, “acrescentamos zero” ao final do numero.
Para um engenheiro, essa informagao é extremamente banal, mas é relevante para o
aluno que esta se apropriando do conceito de numeros e suas operagdes (Ball;
Thames; Phelps, 2008). Outra pratica que tangencia essa categoria sdo as conexdes
entre topicos que estdo sendo estudados com os que ja foram estudados ou serao
estudados no futuro. Por exemplo, quando se esta estudando fung¢ao afim, o calculo
da inclinagcdo da reta € uma situacao interessante para se recordar os conceitos de
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tridngulos retangulos e das relagdes trigonométricas, além da possibilidade de fazer
conexdes com o estudo de movimento e velocidade em Fisica e muitas outras
situagdes semelhantes, que podem ampliar os significados para os alunos.

Outra habilidade importante sinalizada pelos referidos autores sdo as
adaptagdes necessarias aos manuais ou aos materiais didaticos. Em particular, no
Brasil, a disposicdo de materiais e os proprios ambientes de aprendizagem
disponibilizados pelas instituicdes variam de uma escola para outra, muitas delas com
recursos limitados. Assim, o professor precisa ter “jogo de cintura” para se adequar a
esses contextos, perceber quando € preciso utilizar outros recursos, que conteudos
priorizar em determinado momento, entre outras coisas. Dominar tais habilidades é
essencial para planejar aulas.

A terceira e a quarta categorias definidas por Ball, Thames e Phelps (2008)
representam um olhar minucioso sobre o conhecimento pedagogico do conteudo
definido por Shulman (1986). Esse conhecimento foi dividido em conhecimento do
conteudo e dos alunos e conhecimento do conteudo e do ensino. O
conhecimento do conteudo e dos alunos busca articular conhecimentos da
Matematica com conhecimentos sobre os estudantes. Assim, quando os professores
conseguem identificar os conteudos que os estudantes podem ter mais dificuldades
ou mais facilidade, eles estdo fazendo uso do conhecimento do conteiudo e dos
alunos. No caso da Combinatéria, saber que os alunos nem sempre constroem um
padrao para listar sistematicamente determinadas respostas e que, muitas vezes, isso
corrobora para uma listagem incompleta das possibilidades caracteriza-se como uma
forma do conhecimento do conteudo e dos alunos, que pode colaborar para o
ensino desse conteudo. Esse conhecimento também é mobilizado quando o professor
sabe quais sdo os erros mais comuns para determinados conteudos.

A quarta categoria definida pelos autores € o conhecimento do conteudo e
do ensino. Esse conhecimento mescla o conhecimento da matéria com o de ensino
e se manifesta quando os professores apresentam melhores formas de organizar e
expor os conteudos para que os alunos tenham maior compreensao do que esta
sendo estudado. Para além disso, na propria sala de aula, esse conhecimento &
mobilizado ao propor atividades a partir de comentarios dos alunos e ao decidir se
determinadas reflexdes podem ou nao ser exploradas. Entendemos que dominar as

diferentes formas de registros simbdlicos da Combinatéria (listagem sistematica,
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diagrama de arvore, principio multiplicativo etc.) e usa-las na resolugéo de problemas
combinatorios representa o uso desse conhecimento.

Ball, Thames e Phelps (2008) também sinalizam outras duas categorias de
conhecimento que, na visdo deles, ainda precisam ser mais estudadas para identificar
se realmente formam uma categoria ou se estdo presentes nas categorias ja
mencionadas de forma transversal. Muito baseados em Shulman (1986), os autores
discutem o conhecimento de horizonte e o conhecimento de curriculo. O
conhecimento de horizonte refere-se a forma como os conteudos estdo organizados
ao longo dos anos escolares, ou seja, como determinado conceito apresentado em
um dos anos iniciais do processo de escolarizagdo pode impactar em uma nova
abordagem de forma mais profunda nos anos finais. Assim, o professor que sabe que
determinados conteudos serao retomados de forma mais aprofundada em outras
etapas da escolaridade pode fornecer bases mais significativas para os alunos
estarem mais preparados. Shulman (1986), ao trazer essa perspectiva de
conhecimento, sinaliza para o conhecimento de curriculo horizontal e vertical, sendo
o vertical o conhecimento do curriculo referente a toda a escolaridade dos alunos e o
horizontal referente ao conhecimento curricular de outras disciplinas, no sentido de
questionar a relacdo dos conteudos matematicos com os conteudos das demais
areas.

Ball, Thames e Phelps (2008), ao tentarem categorizar os dominios de
conhecimentos separando categorias, reconhecem que em muitos casos ha fronteiras
indissociaveis, mas ao sinalizar esta separacédo trazem novas perspectivas para a

formacgao de professores.

2.2 ATEORIA DOS CAMPOS CONCEITUAIS DE VERGNAUD

A teoria dos campos conceituais de Vergnaud (1986) € uma teoria cognitiva
que apresenta principios para o estudo e desenvolvimento de habilidades e
competéncias complexas. Segundo o autor, a crianga desenvolve conhecimentos
praticos e tedricos a partir de campos conceituais.

Para Vergnaud (1986, p. 86), um campo conceitual se da em “um conjunto de
situagdes cujo dominio requer uma variedade de conceitos, de procedimentos e de
representacdes simbdlicas em estreita conexdo”. E por meio de operacdes do

pensamento que o sujeito conecta esses elementos de maneira complexa. Assim, é
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preciso que haja um processo cognitivo no qual a conduta, a representagcéo e a
atividade em situacdo possam gerar o desenvolvimento de competéncias e
concepgoes.

O autor compreende que o conceito € formado por um tripé: situagao,
invariantes e representagoes simbdlicas (S, |, R). Vergnaud (1996) considera a
complexidade de certos conteudos e que a aprendizagem nao poderia se estabelecer
de forma imediata. No entanto, € necessario entender a diversidade de situa¢des que
estdo associadas a um conceito e que esta diversidade ndo contempla apenas um
campo, mas diversos; por isso € necessario dizer campos conceituais.

A compreensao dos campos conceituais na sala de aula demanda processos
que, muitas vezes, revelam um progresso lento das assimilagbes, mas que, associado
a intencionalidade do professor nas exploracbes das nuances do tripé, favorece o
ambiente de aprendizagem. Assim, € necessario que os alunos sejam expostos a uma
diversidade de situagdes e representagdes simbdlicas e que possam ainda identificar
os invariantes para compreender determinado conceito.

Vergnaud (1986) considera que o saber se da na resolugdo de problemas, ou
seja, em situagoes a se dominar. Para o autor, as situagbes da vida cotidiana irao
modelar as concepcodes dos sujeitos. Nesse sentido, ha forte apelo ao observado por
Vygotsky (1991) sobre a relagao do individuo com o meio, as interagdes sociais e a
mediacdo de adultos, pois estas serdo necessarias as primeiras concepgodes.
Também pode ser feita alusdo ao que prega Piaget (1999) sobre a relagao do sujeito
com o objeto, uma vez que as primeiras situagdes dominadas pelo sujeito servirdo de
base para a compreensao de novas, podendo nao ser suficiente para o dominio da
nova situagdo. Ao que Piaget chama de estabilizagdo na conquista da equilibragéo,
Vygotsky (1991) reconhece como internalizagdo. Durante o processo de resolugéo de
varias tarefas, os sujeitos comegam a criar esquemas nos quais revelam
conhecimentos para aquela classe de situagdes (Vergnaud, 1990).

Para Vergnaud (1990, p. 2), o esquema ¢€ definido como “[...] a organizagao
invariante do comportamento para uma dada classe de situagdes”, ou seja, 0s
esquemas revelam o conhecimento-em-acdo do sujeito no qual este exerce agoes
operativas. Assim, o funcionamento cognitivo, quando exposto a diversas tarefas e
situagdes, permite que o sujeito forme um repertério de esquemas, os quais serao

sempre revisitados em novas situacdes, podendo ser readaptados. O funcionamento
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dos esquemas permite que o sujeito dé sentido as situag¢des e construa os invariantes
operatérios para uma dada classe de situagdes.

Piaget (1999) observa que criangas abaixo de 7 anos n&o conseguem
compreender a conservagdo de massa ou volume quando essas medidas sofrem
alguma transformagao (mudanca de recipiente, por exemplo, no caso de um liquido).
Ou seja, certas medidas nao variam em determinadas transformacgdes. Essas
observacgdes podem ser constatadas em outros conceitos da Matematica, como, por
exemplo, a rotagdo de figuras geométricas no plano. Esse tipo de transformagao nao
modifica a figura em relagdo a posig¢ao original, ao passo que uma projecao dessa
figura pode modifica-la. Assim, Vergnaud (1986) identifica que os invariantes
representam propriedades de certos objetos que o sujeito precisa observar para
dominar determinado conceito.

Em um conjunto de situagbes, quando o estudante detém habilidade e
competéncias para gerencia-las, diz-se que o estudante mobiliza esquemas. Esses
esquemas s&o conhecimentos designados pelos termos conceitos-em-agao e
teoremas-em-agao, que, por sua vez, sao mais conhecidos como invariantes
operacionais. Conceitos-em-acao e teoremas-em-agao sao duas variaveis diferentes.
O teorema-em-agao é uma proposicao considerada verdadeira sobre o real, dando
sentido aquela situagdo, mas que ndo necessariamente € um teorema formal da
Matematica. Ja os conceitos-em-acéo sao categorias de pensamento tidas como
pertinentes e relevantes, se apresentando por meio de objetos ou predicados
(Moreira, 2002).

Tomemos alguns exemplos: criangas entre 5 e 7 anos ja percebem que nao é
necessario contar os elementos do conjunto (AUB) se ja tiverem contado os elementos
de A e de B anteriormente; basta somar a cardinalidade de A e B, desde que A e B
sejam disjuntos. Essa observagao € um conhecimento expresso por um teorema-em-
acao (Vergnaud, 1990), que também pode ser observado na comparagao de varios
itens de um mesmo produto (2, 3, 4, ..., 100, ...), no qual o prego final é obtido pela
multiplicagdo do prego unitario pela quantidade de vezes que o item foi selecionado
(2%, 3%, 4%, ..., 100x%, ...).

Para ilustrar conceitos-em-agéo, podemos tomar os seguintes exemplos:

i) “Paulo tinha 12 bolinhas de gude. Ele jogou e perdeu 5 bolinhas. Quantas

bolinhas ele tem agora?” (Moreira, 2002, p. 15).
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ii) “Rute jogou bolinhas de gude com Hans e perdeu 5 bolinhas. Ele agora tem
7 bolinhas de gude. Quantas ela tinha antes de jogar?” (Moreira, 2002, p. 15).

Nas situacdes anteriores, existem varios conceitos-em-acdo que podem ser
invocados, como cardinalidade e estado inicial conhecido no caso do primeiro
problema. A situagéo oferecida no enunciado € de decréscimo, e a solugdo pode ser
encontrada por meio de uma subtragao. O segundo problema é menos elementar, por
exigir um raciocinio reverso. Aqui, o estado inicial é desconhecido e a situagéo € de
perda, mas a solugdo pode ser encontrada por meio de uma soma das quantidades,
por exemplo. Cabe destacar que os conceitos-em-agdo ndo sao necessariamente
conceitos formais da Matematica, assim como os teoremas-em-agao também nao
sdo, necessariamente, teoremas da Matematica.

A representacao simbolica € definida por Vergnaud (1986) como responsavel
por representar as situagbes e os invariantes por meio da linguagem natural,
simbdlica, grafica ou diagramas. A forma como o sujeito domina a representacéo na
resolucdo de problemas pode revelar o quanto ele compreende determinado conceito.
Representar simbolicamente determinadas situacdes facilita a resolugdo, muito
embora certas representagdes ajudem na resolugéo, mas nao sejam necessariamente
de facil assimilagdo pelos estudantes (Vergnaud, 1986). Certas formas de
representacao utilizadas na algebra, por exemplo, sao facilitadoras para quem domina
a algebra, porém podem n&o ser tdo congruentes com o que se evidencia no

enunciado.

2.3 A COMBINATORIA

A Combinatéria, segundo Morgado et al. (1991, p. 1), é a “parte da Matematica
que analisa estruturas e relagdes discretas”. Ela é utilizada em varias aplicagdes,
como, por exemplo, no calculo de probabilidade, biologia molecular, estatistica,
economia, légica, entre outras (Pessoa; Borba, 2010). Segundo recomendagao da
Base Nacional Comum Curricular (BNCC), ela é introduzida ainda nos anos iniciais do
ensino fundamental |, nos 4° e 5° anos, seguida de aprofundamento ao longo dos anos
de estudo, sendo que, no 8° ano, explora-se principalmente o principio multiplicativo
da contagem e, depois, no ensino médio, os diferentes problemas e raciocinios

combinatoérios por meio de estratégias diversas (Brasil, 2018).
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A Combinatdria trabalha com estratégias de contagem sem que seja necessario
listar todas as possibilidades para se chegar ao resultado. Na Educagao Basica sao
tratados problemas mais simples de permutagdes, arranjos e combinagdes, com uma
grande gama de aplicagdées (Morgado et al., 1991). Duas estratégias bastante uteis
para resolugdo de problemas combinatérios sdo o principio aditivo e o principio

multiplicativo, que sao:

Quadro 2 — Estratégias de contagem

Estratégia de S
Definicao
contagem
Principio Se A e B séo dois conjuntos distintos e disjuntos com p e q
aditivo elementos, respectivamente, entdo A U B possui p + g elementos
Se A,,4,,....,4, séo conjuntos distintos e disjuntos dois a
Generalizagao dois, e se A; possui a; elementos, entdo a quantidade de
do Principio elementos da unido de todos esses conjuntos é dada pela
aditivo soma da quantidade de elementos de cada um deles. Ou seja,
U™;_, A; possui Y.I*; a; elementos
Se uma decisio d, pode ser tomada de a maneiras e se, uma
Principio vez tomada a decisdo d,, a decisdo d, puder sempre ser
multiplicativo tomada de b maneiras, entdo o nimero de maneiras de se
tomarem as decisbes d, ed, €a-b
Generalizagao Se um evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, para
do principio i=1,2,3,...,n entdo esses n eventos podem ocorrer, em
multiplicativo sucessao, de m, - m, - my -...- m, maneiras diferentes
Seja m um numero inteiro n&o negativo (m € N). Definimos o
Eatorial de um fatorial de m (|e indicamos por m!) por meio da seguinte relagéo:
nGmero m=m-(m—1)-(m—-2)---3-2-1param =2
1'=1
0l=1

Fonte: Elaboragéao prépria.

Como foi mencionado anteriormente, os conceitos matematicos podem ser
aprendidos por meio de campos conceituais. A Combinatéria, por sua vez, € um
conceito que se encontra atrelado as estruturas multiplicativas, tal como indicado por
Vergnaud (1986). Nas estruturas multiplicativas sdo exploradas as relagdes do tipo
quaternaria e ternaria. As relacbes quaternarias envolvem os eixos de proporcao
simples e multipla, porém, a que nos interessa sao as relagdes ternarias, que, por sua
vez, envolvem os eixos de comparacado multiplicativa e produto de medidas. Na parte
de produto de medidas, estdo associadas a situagdes retangulares e ao produto de
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medida; esta ultima se da por uma quantidade discreta (Margina; Merlini; Santos,
2012).

Pessoa e Borba (2010) classificaram os invariantes dos problemas
combinatorios a partir do tripé de Vergnaud (1986). Os problemas combinatorios
trabalhados na educacdo basica sao geralmente produto de medidas (Vergnaud,
1983, 1991, apud Pessoa; Borba, 2010), permutacao, arranjo e combinacgao.

Produto de medidas: Os problemas de produto de medidas tém como
caracteristica apresentar dois ou mais conjuntos, como no seguinte exemplo: Isabela
possui 5 blusas e 6 saias. Quantos looks ela pode formar usando uma blusa e uma
saia?

Observa-se no problema anterior que as blusas representam um determinado
conjunto, enquanto as saias representam outro, e ambos sdo combinados para formar
um look. Nota-se que s&o dados dois ou mais conjuntos distintos que sdo combinados
para formar um novo conjunto, o que Vergnaud (1986) classifica como invariantes.
Segundo Assis e Pessoa (2015, p. 669), “dois (ou mais) conjuntos diferentes serao
combinados para construir um novo grupo; diferentemente dos demais tipos de
problema, a ordem dos elementos podera ou ndo gerar novas possibilidades”.

Uma estratégia para resolver esse tipo de problema é fazer a listagem
sistematica das possibilidades e conta-las. Também pode ser usado o principio
multiplicativo, calculando o produto dos conjuntos. No exemplo anterior, o problema
poderia ser resolvido multiplicando 5 por 6 (blusas e saias), o que resulta em 30 modos
diferentes.

Permutagdo: A caracteristica fundamental da permutacdo é que todos os
elementos do conjunto sdo usados, cada um apenas uma vez, e a ordem dos
elementos gera novas possibilidades. A situagdo-problema “de quantos modos 5
pessoas podem formar uma fila?” € um exemplo de permutagdo, pois todas as
pessoas sao usadas para formar a fila e, sempre que uma pessoa troca de lugar com
outra, obtém-se uma nova fila, ou seja, diferente da anterior. Neste exemplo, os
invariantes tratam de todos os elementos que “sao utilizados, cada um, apenas uma
vez; a ordem dos elementos do conjunto gera novas possibilidades” (Assis; Pessoa,
2015, p. 669).

Pensando de maneira ordenada, a primeira pessoa da fila pode ser escolhida

de 5 modos, a segunda de 4 modos, a terceira de 3 modos, a quarta de 2 modos e a
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quinta de 1 modo. Portanto, pelo principio multiplicativo, temos 5x4x3x2x1 = 120
modos de obter uma fila com cinco pessoas.

Arranjo simples: Os problemas de arranjo sdo categorizados quando um
grupo maior gerara novas possibilidades ao subgrupo e ndo serao utilizados todos os
elementos do grupo maior. A ordem de escolha dos elementos gera novas
possibilidades. Um problema que exemplifica essa definigdo pode ser: um grupo de 6
amigos se junta para fazer um campeonato de videogame. Quantos resultados sdo
possiveis para os trés primeiros lugares?

Neste problema, o primeiro lugar no campeonato pode ser escolhido de 6
modos diferentes, o segundo lugar de 5 modos e o terceiro lugar de 4 modos,
totalizando, pelo principio multiplicativo, 120 possibilidades.

Também neste problema, os invariantes envolvem “um grupo maior gerara
novas possibilidades ao subgrupo e nao sao utilizados todos os elementos do grupo
maior; a ordem e a escolha dos elementos geram novas possibilidades” (Assis;
Pessoa, 2015, p. 669).

Combinacgao: Os problemas de combinacdo sdao aqueles em que, de um
conjunto maior, serao selecionados objetos ou situagdes que constituirdo subgrupos.
A ordem dos objetos escolhidos ndo gerara novas possibilidades. Um exemplo desse
tipo de problema é: de um grupo de 8 pessoas deseja-se formar uma comissao com
3 membros. De quantas maneiras isso pode ser feito?

Neste exemplo de combinag&o, o conjunto maior € formado pelo grupo de 8
pessoas € 0 subconjunto & formado pela escolha de trés pessoas. Como uma
comissao nao expressa ordem classificatéria, a ordem de escolha das pessoas nao
gera novas possibilidades. Essa contagem pode ser feita de forma ordenada, mas no
final devem ser retiradas as possibilidades repetidas.

Pelo principio multiplicativo, temos 8 modos de escolher um primeiro membro,
7 modos de escolher um segundo membro e 6 modos de escolher um terceiro
membro, totalizando 336 possibilidades (8x7x6 = 336). Porém, nessa contagem, cada
comissao foi contada seis vezes, logo, divide-se 336 por 6, resultando em 56
possibilidades (336+6 = 56).

Nos problemas de combinacgao, os invariantes envolvem um conjunto maior em
que “serao selecionados objetos ou situagdées que constituirdo subgrupos; a ordem
dos objetos escolhidos ndo gerara novas possibilidades” (Assis; Pessoa, 2015, p.
669).
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Problemas de restricdo em Combinatéria: O trabalho de Borba e Braz (2012)
apresenta critérios cognitivos atrelados as relagbes combinatdrias que precisam ser
percebidas por quem ira resolver problemas combinatérios. Em sua pesquisa, as
autoras apresentam elementos de problemas combinatérios que influenciam as
escolhas dos objetos a serem agrupados, como, por exemplo, a explicitagado (ou ndo)
de objetos que devem pertencer as possibilidades levantadas, a ordem de objetos, o
posicionamento e/ou a proximidade dos mesmos.

O quadro a seguir expde a classificagdo de problemas de arranjo expostos na
pesquisa de Borba e Braz (2012).

Quadro 3 — Categorizagao de problemas de arranjo
Categorias de
problemas condicionais

Exemplos

André quer criar uma nova senha para seu e-mail
utilizando apenas quatro das cinco letras do seu nome.
Quantas senhas com quatro letras diferentes ele pode
obter a partir das letras AN D R E, que tenham a letra

A, em qualquer posi¢cao?
Marcela foi ao parque de diversbes com seu irmao

1. Um elemento
explicitado é fixo

2. Um elemento néo Jorginho e trés primas: Marina, Andréa e Tati. Em

explicitado, com um banco da roda gigante s6 cabem trés pessoas.
determinada De quantas maneiras diferentes eles podem se
caracteristica, fixo organizar no banco, desde que uma das primas

tenha sempre lugar?

Quantos numeros de trés algarismos podemos
formar com os algarismos 2, 4, 5 e 6 em que o0s
algarismos 2 e 5 sempre aparegam?

3. Mais de um elemento
explicitado fixo

Placas de automodveis possuem quatro algarismos.
De quantas maneiras diferentes podemos
completar com os algarismos 1, 3,6 € 9, a placa
iniciada com KLM 4, que tenha apenas dois
algarismos impares?

4. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, fixo

5. Ter pelo menos um
determinado elemento Quantos numeros de trés algarismos podemos formar
nao explicitado, com a partir dos algarismos 2, 3, 4 e 5, que tenham pelo

determinada menos um algarismo par?
caracteristica, fixo

O Brasil sera o pais da Copa do Mundo de 2014!
Considere que, assim como a selegao brasileira,
também participardo a Argentina, a Alemanha, a
Franca e a Italia. Imaginando que o Brasil sera o
campeéo, de quantas maneiras diferentes podem se
organizar os quatro primeiros colocados?

6. Um elemento fixo
explicitado em
determinada posi¢ao
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7. Um elemento ndo
explicitado, com
determinada
caracteristica, fixo em
determinada posi¢ao

César s6 lembra dos cinco primeiros algarismos do
telefone de Ana e precisa muito falar com ela. Os
cinco primeiros algarismos sao: 3491-0_ . Pelo que
César se lembra o ultimo algarismo do telefone de Ana
€ impar e nenhum algarismo se repete. Quantos
numeros telefébnicos César encontrara sob essas
condicbes?

8. Mais de um elemento
explicitado em
determinadas posicoes

Na praga em que Marina esta tem um banco no qual
cabem quatro pessoas. De quantas maneiras
diferentes Marina e as amigas (Aninha, Amanda, Julia,
Gabi e Maria) podem ocupar os quatro lugares do
banco, desde que Marina figue em uma ponta e Gabi
na outra?

9. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, em
determinadas posicoes

Quero criar uma senha de quatro algarismos para meu
celular usando alguns destes algarismos: 2, 3,4,5e 7.
Quantas senhas de quatro algarismos diferentes eu
posso formar em que o primeiro e o terceiro
algarismos sejam pares?

10. Mais de um elemento
explicitado com
determinada proximidade

Julio quer criar uma bandeira para o time de vélei da
escola, do qual faz parte. A bandeira contera quatro
cores, dispostas em linha horizontais. Dispondo das
cores azul, verde, branca, amarela e vermelha,
quantas bandeiras diferentes Julio pode formar, desde
que as cores azul e vermelha figuem sempre juntas?

11. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, numa
determinada proximidade

De quantas maneiras diferentes minha tia Joana,
meus primos Jodo e Ana e minha mée, podem se
sentar em um banco de cinco lugares sendo que o0s
filhos da minha tia querem ficar sempre juntos?

12. Mais de um elemento
explicitado com
determinada ordem

Diego, Mario, Jo&o e Carlos estdo disputando uma
corrida. De quantas maneiras diferentes podem-se
obter os trés primeiros lugares se Carlos sempre ficar
a frente de Mario?

13. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, numa
determinada ordem

Quantos numeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 3, 6 € 8, em
que algarismos pares sempre apare¢gam do maior para
0 menor, em qualquer posicao?

14. Mais de um elemento
explicitado com
determinadas posicoes e
ordem

De seis opgdes de lanche (sorvete, coxinha, pizza,
hamburguer, bolo e misto), Thiago pode escolher trés
para fazer sua refeicdo. Se ele comegar comendo
primeiro a coxinha e por ultimo o sorvete, nesta ordem,
de quantas maneiras diferentes Thiago podera fazer
esta refeicao?

15. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, em
determinada posicao e
ordem

Quantos numeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 3, 6 e 8, sendo
o 1° algarismo par e 3° algarismo impar?
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16. Mais de um elemento
explicitado em
determinadas posicoes e
proximidade

Beto, Pedro, Jo&o, André e Paulo estao disputando
uma corrida de cavalos. De quantas maneiras
diferentes podemos ter os quatro primeiros colocados
desde que Pedro e Joao estejam juntos no 1° e no 2°
lugar?

17. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, em
determinadas posicoes e
proximidade

Quantos numeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 3, 4, 7 e 8, sendo
os dois ultimos algarismos pares?

18. Mais de um elemento
explicitado com
determinada proximidade
e ordem

Maria, Ana, Paulinha, Bela e Raquel estdo disputando
natacdo. De quantas maneiras diferentes podemos
obter as quatro primeiras colocadas desde que Maria e
Raquel figuem sempre juntas e nessa ordem?

19. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica,
proximidade e ordem

Quantos numeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 3, 6 € 8, em
que numeros pares sempre aparegam juntos, do maior
para o menor?

20. Mais de um elemento
explicitado em
determinada posigao,
proximidade e ordem

Cinco garotas: Maria, Ana, Paulinha, Bela e Raquel
estao disputando natagao. De quantas maneiras
diferentes podemos obter as quatro primeiras
colocadas desde que Ana e Raquel sejam as
primeiras, juntas e nessa ordem?

21. Mais de um elemento
nao explicitado, com
determinada
caracteristica, em
determinadas posicoes,
proximidade e ordem

Quantos numeros de trés algarismos distintos
podemos formar com os algarismos 1, 3, 6 € 8, em
que algarismos pares sempre aparegam juntos, no

inicio e do maior para o0 menor?

Fonte: Adaptado de Borba e Braz (2012, p. 6-9).

Diferente de outras categoriza¢des de problemas combinatérios normalmente

associados a elementos puramente matematicos, esta pesquisa buscou classificar

problemas combinatdrios a partir de critérios cognitivos, como, por exemplo, o que 0s

resolvedores precisam identificar para conseguir resolver problemas combinatorios.

Assim, as pesquisadoras identificaram que a forma como pode ser feita a escolha de

elementos isolados ou de subconjuntos de elementos; a explicitagdo (ou nao) de

elementos que devem pertencer as possibilidades levantadas; a ordem em que os

elementos podem ser dispostos; o posicionamento e/ou a proximidade dos mesmos

influenciam numa estratégia de resolugéo dos problemas (Borba; Braz, 2012).

A pesquisa de Silva (2015) utilizou a classificagao de Borba e Braz (2012) para

classificar problemas de restricdo em livros didaticos. Diferente de Borba e Braz
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(2012), que classificam apenas problemas condicionais de arranjo, Silva (2015)
classifica problemas de combinacdo, arranjo, permutagdo e produto de medidas,
mostrando, assim, que a classificagdo proposta pelas autoras também pode ser

adaptada a outros tipos de problemas.

2.4 O QUE AS PESQUISAS DIZEM SOBRE A FORMAGCAO DE PROFESSORES E
O ENSINO DA COMBINATORIA

Para que pudéssemos compreender o cenario das pesquisas voltadas para a
formacao de professores e o ensino de Combinatdria, realizamos buscas em bancos
de teses e dissertacbes que abordassem ambas as perspectivas produzidas no
periodo de 2013 a 2023. Assim, por ser uma pesquisa de aspecto inventariante e
descritivo, entendemos que se classifica como um mapeamento préximo ao Estado
da Arte. Segundo Ferreira (2002, p. 258), a natureza dessas pesquisas traz consigo
“o desafio de mapear e discutir uma certa producdo académica em diferentes campos
do conhecimento, tentando responder que aspectos e dimensdes vém sendo
destacados e privilegiados em diferentes épocas e lugares”.

Ferreira (2002) discute que, em uma investigagao desse porte, dois momentos
sao principais. O primeiro é aquele em que o pesquisador interage com a produgao
académica, ou seja, seu objetivo é mapear; portanto, € delimitado um periodo em
anos, locais e areas de produgao. Num segundo momento, o pesquisador analisa as
caracteristicas dos trabalhos, observando tendéncias, escolhas metodoldgicas e
tedricas, buscando diferengas e similitudes. Além disso, esse também é o momento
em que o pesquisador faz perguntas como “quando”, “onde” e “quem” produz
pesquisas num determinado periodo e lugar, aquelas questdes que se referem ao “o
qué” e “o como” dos trabalhos (Ferreira, 2002, p. 265).

Os dados desta pesquisa foram coletados em trés bibliotecas digitais, a saber:
Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertagdes (BDTD), Catalogo de Teses e
Dissertacoes da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
(Capes) e Repositério Digital da Universidade Federal de Pernambuco (UFPE), no
Programa de Pés-Graduagao de Educagao Matematica e Tecnologia (EDUMATEC),
programa no qual estamos inseridos.

Em nossas buscas, utilizamos em todas as bibliotecas os seguintes descritores:

formacao de professores e Anadlise Combinatéria; formagdo de professores em
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educacdo matematica no ensino de Combinatéria; formagdo de professores e
Combinatdria; Combinatéria e formacgéao de professores.

Na plataforma da BDTD, obtivemos 39 resultados distintos. Destes, foram
analisados os titulos, resumos e palavras-chave para identificar as pesquisas que se
aproximavam dos nossos estudos. ApOs essa triagem, selecionamos 9 pesquisas,
pois algumas delas foram excluidas por ndo abordarem a tematica de formagao de
professores ou serem anteriores ao ano de 2013.

No catalogo da Capes, seguindo a sequéncia descrita anteriormente,
encontramos 22 resultados, dos quais, apos a referida filtragem, descartamos 4
pesquisas, pois também estavam nas outras bases. Além disso, havia pesquisas com
publicacdo anterior ao ano de 2013 e que, apesar de trabalharem com Analise
Combinatéria, ndo tinham a perspectiva de formacdo de professores. Por isso,
descartamos 15 delas. Por fim, ficamos com 3 trabalhos.

Utilizamos o mesmo procedimento de busca para encontrar trabalhos no
Repositério Digital da UFPE. Apds analisar cerca de 292 dissertagcdes e 75 teses,
selecionamos apenas 2 trabalhos, excluindo intersecbes com as bases de dados
anteriores e respeitando o intervalo de tempo anteposto. A seguir, (Quadro 4) o

quantitativo e algumas informacdes sobre os dados obtidos.

Quadro 4 — Teses e dissertagdes publicadas sobre Formacao de Professores em
Combinatdria entre 2014 e 2022

Quantidade de
Ano Quantidade de Dissertacoes Total de
Teses Mestrado Mestrado Produgoes
Académico | Profissional

2014 2 2 1 5
2015 - 2 - 2
2016 - 1 - 1
2017 - 1 1 2
2018 - 2 - 2
2019 1 - - 1
2022 - 1 - 1
Total 3 9 2 14

Fonte: Dados da pesquisa.

A fim de encontrar semelhangas e diferengcas que pudessem nos guiar para
uma classificagdo dos trabalhos, nos atentamos para os objetivos e processos
metodoldgicos de cada uma das pesquisas selecionadas. Sendo assim, identificamos
trés categorias de pesquisas, grupo 1: pesquisas que analisam o conhecimento do
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professor; grupo 2: pesquisas que visam a construgiao do conhecimento pelo

professor; e grupo 3: proposta de material para professor.

2.4.1 Grupo 1: Pesquisas que analisam o conhecimento do professor

Nesta categoria — pesquisas que analisam o conhecimento do professor —
encontramos 11 producdes, sendo uma de mestrado profissional, sete de mestrado
académico e trés de doutorado. De maneira geral, essas pesquisas tinham o objetivo
de identificar como os professores mobilizam os conhecimentos docentes para o
ensino de Combinatéria. Grande parte das pesquisas tinha como principal base
tedrica Shulman (1996) e Ball, Thames e Phelps (2008).

As pesquisas de Oliveira (2014), Bifi (2014) e Carvalho (2018) adotaram o
estudo de caso como forma de analisar como os professores mobilizam
conhecimentos. A pesquisa de Oliveira (2014) investigou esses conhecimentos em 5
professores que atuavam nos anos iniciais e procurou saber se esses professores
mobilizavam os invariantes operatorios (Vergnaud, 1996) de forma estavel na
resolucdo de problemas combinatérios. Bifi (2014) procurou observar o trabalho
formativo de um grupo de professores regido por uma professora de Matematica (com
mestrado em Educacdo Matematica e Ciéncias) e investigou os conhecimentos
didaticos especificos da Estatistica e da Combinatéria em situacdo de concepcéao e
de gestao de aula por um grupo de professores em suas praticas. Suas analises estao
referenciadas a partir de Robert (1998) para o ensino de Estatistica, Shulman (1996)
e Ball, Thames e Phelps (2008) para analise de conhecimento de professor. Ja
Carvalho (2018) investigou o trabalho de uma professora da rede estadual do Acre
desenvolvido no Programa de Aceleragdo da Aprendizagem do Ensino Médio —
PEEM, procurando identificar como ela manifesta o saber pedagdgico do conteudo
para aprender e ensinar questdes de Combinatoria.

Lima (2016), Lima (2015), Cunha (2015) e Martins (2018) investigaram os
conhecimentos dos professores sobre o ensino de Combinatéria no Ensino Médio.
Lima (2016) analisou como os professores do 2° ano do Ensino Médio fazem uso das
situagcbes e representagdes simbdlicas (Vergnaud, 1996) e como mobilizam
conhecimentos pedagodgicos do conteudo a luz das categorias propostas por Ball,
Thames e Phelps (2008). Nessa mesma linha, Lima (2015) analisou como os

professores do Ensino Médio e dos anos finais do Ensino Fundamental exercem
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conhecimentos de professor a partir do trabalho com o Principio Fundamental da
Contagem (PFC), usando a teoria de Ball, Thames e Phelps (2008). Cunha (2015)
analisou o dominio conceitual de professores sobre os invariantes de problemas
combinatorios. A pesquisa foi feita com sete professores da rede estadual de
Pernambuco e teve como objetivo identificar dificuldades e possibilidades de
professores ao elaborarem problemas envolvendo o raciocinio combinatério e se
aplicavam os invariantes. Suas analises foram feitas a partir de Vergnaud (1996) e
Ball, Thames e Phelps (2008), principalmente. Martins (2018) se propés a investigar
quais sao as representagdes, a partir de Roger Chartier (2002), do professor de
Matematica sobre a Combinatéria e como elas repercutem em sua pratica
pedagogica. O autor investigou a partir de Chartier (2002) conceitos de representagao,
pratica e apropriacéo, as estratégias e taticas a partir de De Certeau (1994) e cultura
escolar a partir de Julia (2001). Esta pesquisa se distancia um pouco das demais por
usar como referencial tedrico a Historia Cultural, mas se iguala por trazer analises
sobre o conhecimento da pratica do professor.

Uma importante contribuicdo para o ensino de Matematica esta na perspectiva
de jogos. Por isso, a pesquisa de Silva (2014b) buscou investigar os diferentes tipos
de conhecimentos do professor ao construir, discutir, aplicar e validar um jogo
matematico sobre a Combinatéria. Esta analise foi feita com trés estudantes do curso
de Licenciatura em Matematica, a partir do proposto por Shulman (2005). Silva
(2014a) analisou dois percursos formativos: o primeiro, chamado Estudo da Aula
Simulada (EAS), feito com alunos do curso de Licenciatura em Matematica na
disciplina Estagio Supervisionado Il; e o segundo, feito em uma disciplina da
especializagdo em Educacdo Matematica, utilizando a Teoria Antropologica do
Didatico, assumindo o Percurso de Estudo e Pesquisa (PER). A autora investigou a
relacao do professor com o saber matematico e procurou identificar os conhecimentos
mobilizados na pratica. Mais uma vez, Shulman (1996) e Ball, Thames e Phelps (2008)
deram suporte para essa analise. Outro estudo realizado no Ensino Superior foi o de
Holanda (2017), no qual a autora procurou analisar como s&o mobilizados
conhecimentos docentes em uma disciplina voltada a Combinatéria em um curso de
Licenciatura em Matematica. A investigacao teve como foco o trabalho da professora
regente da disciplina, onde foi observada a construcéo de situa¢des de aprendizado

e conhecimentos de professor durante 15 aulas. Por meio dessa analise, a
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pesquisadora pdode listar os dominios do conhecimento caracterizados por Ball,
Thames e Phelps (2008).

A ultima pesquisa nesta categoria foi a de Zanon (2019), que buscou investigar
as imagens conceituais evocadas por estudantes de Licenciatura em Matematica ao
resolverem problemas combinatorios. Assim, a luz das perspectivas tedricas de Tall e
Vinner (1981), Hershkowitz (1994) e Skemp (1976), a autora buscou conhecer como
os estudantes percebem os conceitos, definicbes, exemplos e associagdes

pertinentes a Combinatéria.

2.4.2 Grupo 2: Pesquisas que visam a constru¢ao do conhecimento pelo

professor

Nesta categoria identificamos dois trabalhos de mestrado académico que se
propuseram a desenvolver processos formativos para a constru¢cao de habilidades e
conhecimentos. O primeiro foi feito por Assis (2014) com uma professora do ensino
fundamental |, por meio de um processo formativo no qual se buscou construir
conhecimentos especializados do conteudo de Combinatéria e conhecimentos
didaticos. Os resultados mostram que, a partir da proposta interventiva de formacao,
a participante da pesquisa pdde construir novos conhecimentos especializados do
conteudo e da didatica do conteudo.

A pesquisa de Rangel (2022) buscou compreender como a metodologia de
Ensino-Aprendizagem-Avaliacdo de Matematica por meio da resolugao de problemas
pode ajudar no desenvolvimento do raciocinio combinatério de futuros professores e
contribuir para a reflexao sobre suas agdes pedagdgicas. As analises da investigacao
foram realizadas durante os sete encontros e foi constatado que a metodologia e a
proposta da resolugdo de problemas se mostram aliadas ao desenvolvimento do
raciocinio combinatério, porém aspectos como a interpretagcdo dos enunciados dos

problemas ainda sido desafios para o desenvolvimento do raciocinio combinatério.
2.4.3 Grupo 3: Proposta de material para professor
Nesta categoria identificamos apenas uma dissertacdo de mestrado

profissional com essa perspectiva, a de Santos (2017), que teve por objetivo

apresentar uma abordagem da Combinatéria que auxiliasse o professor no
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conhecimento do conteudo. O autor apresentou uma abordagem rigorosa da
Combinatéria com teoremas, demonstracbes de propriedades e exemplos de
exercicios, visando ao fortalecimento da compreensao dos problemas combinatdrios
baseados nos propostos por Klein (2010) e Muniz Neto (2012). Santos (2017) vé nesta
proposta a oportunidade de trazer um material de consulta para professores de

Matematica.

2.4 4 Sintese da Revisao de Literatura

Por meio da leitura dos resumos, identificamos similaridades nos objetivos,
processos metodologicos e referencial tedérico dos trabalhos e, desse modo,
sintetizamos uma classificacdo que pudesse abarcar os resultados. Nota-se, nesta
busca, a diversidade de ambientes e formas de analisar conhecimentos de professor.
Percebemos tendéncias em analisar a pratica do professor a partir dos conhecimentos
categorizados por Shulman (1996) e Ball, Thames e Phelps (2008), alguns com
observagao no seu ambiente laboral (Martins, 2018; Bifi, 2014; Carvalho, 2018; Lima,
2016), outros por meio de entrevista com esses profissionais, identificando a partir de
suas falas como esses conhecimentos sao externados em suas praticas (Lima, 2015;
Oliveira, 2014; Cunha, 2015).

Também houve investigagbes dos conhecimentos de professor no Ensino
Superior, como a pesquisa de Holanda (2017), que observou como o professor
formador promove situagdes de aprendizagem e destaca os conhecimentos de
professor durante suas aulas. As pesquisas de Silva (2014a) e Zanon (2019) foram
feitas com alunos da graduagao e da pos-graduacao. Silva (2014a) descreveu dois
processos formativos, aplicando metodologias com alunos de graduagédo e poés-
graduacado, enquanto Zanon (2019) buscou verificar imagens conceituais de
estudantes de graduacéao ao resolverem problemas combinatorios.

As pesquisas de Assis (2014) e Rangel (2022) mostram que os conhecimentos
especializados do conteudo podem ser trabalhados em processos formativos ou por
meio de metodologias. Os dados apresentados por Assis (2014) demonstram avangos
no conhecimento especializado da professora pesquisada. Assim como, por meio da
metodologia de Ensino-Aprendizagem-Avaliagcdo de Matematica e da resolugao de
problemas, Rangel (2022) identificou aprendizagem do raciocinio combinatério por

meio de falas transcritas e de registros de alunos. A pesquisa de Santos (2017)
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apresentou uma proposta de aprofundamento matematico de problemas
combinatoérios que pode ser trabalhada no Ensino Superior em disciplinas especificas
de Combinatoria.

Os dados indicam que a tematica de formacdo de professores restrita ao
conteudo de Combinatéria apresenta variedades de focos de pesquisa, mostrando a
elasticidade da tematica. Os resultados de algumas pesquisas (Cunha, 2015; Lima,
2015; Martins, 2018; Oliveira, 2014) mostram que os professores carecem de mais
conhecimentos especializados e de ensino sobre o ensino de Combinatoria. Portanto,
€ necessario o desenvolvimento de pesquisas que investiguem processos formativos
acompanhados de metodologias que subsidiem praticas de ensino e conhecimento
especializado, em que a intengéo seja a superacao de dificuldades e a construgao,
pelo proprio professor, do conhecimento especializado.

Por outro lado, ha pesquisas que focam no desenvolvimento do conhecimento
de conteudo com estudantes de graduacao (Rangel, 2022) e professores que atuam
no Ensino Basico (Assis, 2014). Porém, mais do que ter conhecimento do conteudo,
€ preciso ter conhecimentos pedagogicos do conteudo. Assim, esta pesquisa em
desenvolvimento busca investigar, tendo como hipotese que conhecimentos de
“Combinatéria e de alunos” e de “Combinatdria e seu ensino” podem contribuir com a

formacao de licenciandos em Matematica.



38

3 METODOLOGIA

Nesta secdo apresentamos os aspectos metodoldgicos que caracterizam essa
pesquisa. Buscamos analisar de forma qualitativa conhecimentos docentes a partir de
um processo formativo a luz de tedricos, como Ball, Thames e Phelps (2008) e
Vergnaud (1996), com o objetivo de analisar conhecimentos de Combinatdria, de
alunos e para o ensino apresentados por licenciandos de Matematica em um processo
formativo baseado no estudo de erros e acertos em problemas combinatorios. A partir
desta secao, chamaremos de participantes ou licenciandos os estudantes do curso de
Licenciatura em Matematica que participaram do processo formativo, e a palavra
aluno(a) tera aspecto genérico para se referir a qualquer estudante, seja na educacgéo

basica ou superior, ndo sendo, portanto, qualquer dos sujeitos pesquisados.

3.1 CARACTERIZACAO DA PESQUISA

Consideramos esta pesquisa como qualitativa por buscarmos compreender
uma realidade que nao pode ser quantificada. Pretende-se analisar como certos tipos
de conhecimentos sédo apresentados pelos participantes da pesquisa a partir de uma
dindmica construida para reflexdo em torno dos conhecimentos de professor
enfatizados por Ball, Thames e Phelps (2008).

Entendemos por pesquisa qualitativa aquela que se caracteriza pela

[...] observagcdo do fendmeno; hierarquizagdo das acgdes de descrever,
compreender, explicar, precisdo das relagdes entre o global e o local em
determinado fenémeno; observancia das diferengas entre o mundo social e 0
mundo natural; respeito ao carater interativo entre os objetivos buscados
pelos pesquisadores, suas orientagdes tedricas e seus dados empiricos;
busca de resultados os mais fidedignos possiveis; oposi¢ao ao pressuposto

que defende um modelo Unico de pesquisa para todas as ciéncias (Gerhard;
Silveira, 2009, p. 32).

Assim, com o propodsito de descobrir respostas a respeito da tematica
abordada, nos propusemos a realizar uma pesquisa com vista para o método
exploratorio, com a finalidade de “[...] desenvolver, esclarecer e modificar conceitos e
ideias [...]” (Gil, 2008, p. 27).
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3.2 PARTICIPANTES DA PESQUISA

Como esta pesquisa visa contribuir com a formacao inicial de professores de
Matematica, buscamos licenciandos do curso de Licenciatura em Matematica, a
saber, alunos do Centro Académico do Agreste da Universidade Federal de
Pernambuco — UFPE, localizado no campus da UFPE, no municipio de Caruaru/PE.
A escolha desse campus se deu porque € o local de atuacido como professora da
graduacéao da orientadora deste trabalho e, também, na época da pesquisa, exercia o
cargo de coordenadora do curso.

Adotamos como critério de selegdo dos participantes ter cursado a disciplina
de Matematica Il, cuja ementa aborda conceitos de Combinatéria. Além disso, os
participantes ja cursaram disciplinas como Didatica, Psicologia da Educagéao, entre
outros cursos voltados para Educagdo Matematica. Acreditamos que, por estarem
mais familiarizados com questdes do ensino da Matematica e proximos de finalizarem
0 curso, esses participantes poderdo contribuir de forma critica e reflexiva com a

pesquisa.

3.3 O CENTRO ACADEMICO DO AGRESTE

O Centro Académico do Agreste da Universidade Federal de Pernambuco
(CAA/UFPE) foi criado no ano de 2006 em Caruaru, por meio de incentivos do governo
federal a partir do plano de interiorizacdo do Ensino Superior e do Programa de Apoio
a Planos de Reestruturacédo e Expansao das Universidades Federais (Reuni).

O CAA é o primeiro centro da UFPE instalado no interior de Pernambuco, no
municipio de Caruaru. O curso de Licenciatura em Matematica do CAA possui carga
horaria de 3.150 horas, distribuida em nove periodos, com 49 disciplinas relacionadas
ao ensino de Matematica, Matematica pura, disciplinas pedagdgicas, estagios
supervisionados e atividades complementares. Dentre as disciplinas obrigatérias, néo
ha disciplina especifica de Combinatéria, porém ha as eletivas “Ensinos de
Combinatodria: Perspectivas Tedrico-Praticas” e “Principios de Contagem”, que
raramente sao oferecidas.

A disciplina “Matematica II” € obrigatéria e traz em seu conteudo programatico
temas como Trigonometria, Combinatéria e Probabilidade, difundidos na Educacéo

Basica, e tem por objetivo contribuir para o amadurecimento do futuro professor de
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Matematica e proporcionar uma experiéncia mais profunda sobre os temas
mencionados da Educacdo Basica. Dentro da componente Combinatéria, sao
destacados topicos como Principio Fundamental da Contagem, Agrupamentos,
Calculo de Arranjos, Calculo de Combinagdes, Calculo de Permutagdes e Resolugao
de Exercicios Gerais. Nesta disciplina, os participantes tém a oportunidade de revisitar

conteudos do ensino basico, ainda que de maneira superficial (ver Anexo C).

3.4 PROCEDIMENTOS E INSTRUMENTOS DE PESQUISA

Esta pesquisa foi realizada a partir de quatro etapas, a saber: questionario

perfil, entrevista inicial, processo formativo e entrevista final.

3.4.1 Questionario perfil

Segundo Gil (2008, p. 121), o questionario é:

“[...] a técnica de investigagdo composta por conjunto de questdes que séo
submetidas a pessoas com o proposito de obter informagdes sobre
conhecimentos, crengas, sentimentos, valores, interesses, expectativas,
aspiragoes, temores, comportamento presente ou passado.

O questionario perfil foi composto por questdes abertas e fechadas, sendo as
abertas aquelas que visam a que os participantes elaborem suas proprias respostas,
enquanto as fechadas trazem consigo alternativas de respostas ja fixadas para que
os respondentes possam escolher dentre as opgdes (Gil, 2008). Como nosso objetivo
visava identificar experiéncias e conhecimentos prévios de licenciandos quanto a
Combinatodria e as compreensdes sobre erros no processo de ensino e aprendizagem
Matematica, buscamos conhecer o perfil dos participantes quanto a sua trajetoria na
graduacao, sua experiéncia com a Educacgao Basica e com o ensino de Matematica,
em particular, e com o ensino de Combinatéria. Nele, foram colocadas questbes
fechadas e abertas para coletar informagdes visando analisar aprendizagens e as

mudancas de postura e pensamento durante o processo formativo.
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3.4.2 Entrevistas

As entrevistas sdo técnicas em que o investigador cria perguntas para o
investigado a fim de coletar informagdes que sejam interessantes para a pesquisa (Gil,
2008). A entrevista semiestruturada tem por caracteristica ser semiaberta, isto
significa que o pesquisador deve ter um roteiro que sera o guia da entrevista, mas
existe abertura para fazer outras provocacodes fora da estrutura base. De outro modo,
o roteiro base € firmado a partir dos objetivos da pesquisa, sendo este préprio para
esse modelo de coleta de dados, mas, ao perceber a necessidade de explorar certos
aspectos das falas do entrevistado, pode-se alterar aquilo que foi proposto
inicialmente.

A entrevista inicial teve como obijetivo identificar experiéncias e conhecimentos
prévios de licenciados quanto a Combinatéria e as compreensdes sobre erros no
processo de ensino e aprendizagem de Matematica. Também questionamos se os
mesmos dao atengdo aos seus proprios erros, além de procurar entender a viséo
deles sobre 0 uso dos erros no processo de ensino e aprendizagem de Matematica.
Esta entrevista foi baseada nas respostas ao questionario enviado na primeira etapa
e, para cada entrevistado, buscamos questionar um pouco mais aquilo que ja havia
sido mencionado ou deixado de ser respondido no questionario perfil.

A principio, os participantes da entrevista inicial seriam selecionados por meio
do histérico escolar. Inicialmente, nos propusemos a entrevistar dois participantes com
0 seguinte critério: maior carga horaria completa no curso (maior quantidade de horas
finalizadas no curso) e menor carga horaria completa no curso (menor quantidade de
horas finalizadas no curso). Porém, devido a desisténcias desses participantes, fomos
obrigados a fazer novas escolhas. O primeiro participante selecionado foi um
licenciando a quem a orientadora deste projeto ja conhecia. A razdo para sua
indicacgao foi porque ela imaginava ser um estudante dedicado e que provavelmente
ficaria até o final do processo formativo, podendo assim participar dos dois momentos
de entrevista. Este participante, de pronto, aceitou participar das entrevistas e ficou
no lugar do critério maior carga horaria. O critério de menor carga horaria foi usado
para selecionar o segundo entrevistado, porém, desta vez, chamamos duas pessoas
para o caso de uma delas desistir, de modo que tivéssemos uma segunda opg¢ao. Por

isso, ficamos com trés entrevistados.
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Na entrevista final buscamos analisar aspectos de conhecimentos de
Combinatdria, conhecimento de alunos, além de conhecimentos para o ensino
segundo Ball, Thames e Phelps (2008), que puderam ser adquiridos ou reforgados
durante o processo formativo. Ressaltamos que os participantes da entrevista final

sd0 0s mesmos da entrevista inicial.

3.4.3 Processo formativo

No processo formativo, trabalhamos com questdes de ensino voltadas para o
ensino e conhecimento de alunos, tendo o uso de protocolos de alunos como
estratégia para refletir sobre os erros e acertos e, desse modo, questionar estratégias
de ensino. Os protocolos contidos nesta pesquisa trazem respostas de alunos que
foram apresentadas em trés pesquisas (Coelho; Dias, 2022; Lima, 2015; Santos-
Wagner; Bortoloti; Ferreira, 2013) e aqui iremos usa-los em forma de figuras,
nomeando de protocolo, acompanhado de numeragdo para ajudar na sua
identificacdo nos diversos momentos em que eles aparecerem.

O processo teve cinco encontros, realizados entre os dias 26 de outubro a 23
de novembro de 2024, de modo sincrono e assincrono. Os encontros sincronos foram
realizados de modo remoto, pelo Google Meet, sendo que o primeiro encontro teve
como tematica os diferentes tipos de problemas combinatérios; o segundo foi
dedicado ao estudo de protocolos de alunos advindos das pesquisas de Lima (2015)
e Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013); o terceiro, para a classificagao de erros
de uma atividade envolvendo problemas combinatorios advinda de um teste
diagndstico de uma pesquisa feita por Coelho e Dias (2022), que buscou classificar
erros em problemas combinatérios; o quarto foi de modo assincrono, pois o0s
participantes, em grupo (trio), criaram um plano de aula como forma de intervengao
para os erros encontrados no encontro anterior; e o ultimo encontro foi uma
socializacdo da atividade realizada. Além do exposto, realizamos com trés
participantes duas entrevistas semiestruturadas, nomeadas de entrevista inicial e

entrevista final.
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3.5 DESCRIGAO DO PROCESSO FORMATIVO

A seguir, descreveremos os planejamentos/descrigdes dos encontros do
processo formativo. Salientamos que os objetivos nomeados como “da pesquisa” se
referem aos objetivos estabelecidos na introducdo desta pesquisa; ja os objetivos

nomeados como “do encontro” representam aquilo que esperamos dos participantes.

3.5.1 Encontro 1: Estudo sobre problemas combinatérios

Duragao: 180 min.

Tema: Diferentes tipos de problemas combinatérios e suas caracteristicas
(Borba; Pessoa, 2010).

Objetivos: (Do encontro) Identificar as diferentes caracteristicas dos
problemas combinatérios; (Da pesquisa) Analisar o desenvolvimento do
conhecimento do conteudo de Combinatéria, de ensino e de alunos a partir do estudo
dos erros e acertos em problemas combinatdrios.

Recursos: quadro virtual, slides de apresentacgao.

Desenvolvimento: O primeiro momento desse encontro foi dedicado a
apresentacao dos participantes e do formador/pesquisador, ou seja, cada um falou
seu nome, periodo de curso e qualquer outra coisa relevante sobre si.

No segundo momento, foi trabalhado o conhecimento do conteudo de
Combinatdria. Para isso, foram selecionadas questdes que sao desenvolvidas a nivel
de ensino médio de Combinatdria da colecdo Prisma da Matematica: matematica e
suas tecnologias (Bonjorno, Junior e Souza, 2020), que foram trabalhadas de forma
introdutdria na apresentagdo dos quatro tipos de problemas (Produto de Medidas,
Arranjo, Combinacdo e Permutacao). Inicialmente, o pesquisador apresentou
exemplos de problemas combinatdrios, verificou se os participantes reconheciam os
diferentes tipos de problemas combinatoérios, pediu para que eles os resolvessem
individualmente e apresentassem suas respostas, caso desejassem. Por fim, o
pesquisador apresentou a solugéo e a classificagdo de Pessoa e Borba (2010) para
problemas combinatérios. Esse procedimento foi repetido em cada uma das questdes
discutidas.

Um conjunto de trés questdes também foi discutido no terceiro momento do

encontro. Essas questbes foram selecionadas da pesquisa de Santos-Wagner,
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Bortoloti e Ferreira (2013) e possuem protocolos de alunos, os quais foram discutidos
e analisados no encontro seguinte. Neste encontro, os participantes apenas
resolveram essas questbes. Cada uma dessas questdes foi apresentada em slides
para que todos pudessem acompanhar, e cada licenciando deveria fazer inicialmente
de modo individual e, em seguida, discutir com a turma. Foi feita uma questao por vez,
com tempo definido para a resolugéo. As questdes foram feitas na seguinte ordem:

Problemas introdutérios: 1) Uma fabrica de moveis tem dez modelos para
mesas e quatro modelos para cadeiras. Quantos pares de modelos de mesa e cadeira
a fabrica tem disponiveis? (Bonjorno, 2020, p. 87) (Produto de Medidas);

2) Oito cavalos disputam uma corrida. Quantas sdo as possibilidades de
chegada para os trés primeiros lugares? (Bonjorno, 2020, p. 87) (Arranjo Simples);

3) Quantas comissdes de trés participantes podem ser formadas com cinco
pessoas? (Bonjorno, 2020, p. 96) (Combinagao Simples);

4) Considere a palavra LIVRO. Quantos anagramas sao formados com as letras
dessa palavra? (problema adaptado) (Bonjorno, 2020, p. 95) (Permutagédo Simples)

Problemas da pesquisa de Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013): 1)
Liste todos os possiveis subconjuntos de dois elementos que podemos obter a partir
do conjunto A ={a, b, c};

2) Quantos subconjuntos de dois elementos podemos formar com um conjunto
de 26 letras?

3) Quantos carros podemos emplacar com as letras A, B, C, D, E e os digitos
1, 2, 3, 4, 5, 6, sabendo-se que cada placa € uma sequéncia de trés letras e quatro

digitos?

3.5.2 Encontro 2: Registros de aluno em problemas combinatérios

Duracgao: 90 min.

Tema: Estratégia de alunos na resolugéo de problemas combinatérios.

Objetivos (Do encontro) Analisar protocolo de aluno ao resolver problemas
combinatorios, identificar padrdes em estratégias de alunos, identificar raciocinio
combinatério e erros em registro de alunos; (Da pesquisa) Analisar o desenvolvimento
do conhecimento do conteudo de Combinatdria, de ensino e de alunos a partir do

estudo dos erros e acertos em problemas combinatérios.
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Desenvolvimento: Neste encontro, foram trabalhados os protocolos de alunos
em problemas de Combinatéria. Foram propostos seis problemas combinatérios,
sendo que trés deles ja haviam sido discutidos na aula anterior e trés ndo haviam sido
trabalhados com os participantes. Para o melhor aproveitamento deste encontro,
comegamos a discutir os trés problemas que os participantes ainda ndao haviam visto,
oriundos de Lima (2015), pois a segunda parte do encontro ficou dedicada a analise
dos protocolos de alunos nos seis problemas. Assim, pedimos que os participantes
resolvessem os problemas para, em seguida, discutirmos as estratégias de solugao
apresentadas por eles.

Isso foi feito do seguinte modo: apresentamos um problema por vez e so6
progredimos para o proximo apos finalizarmos as discussdes sobre a solugédo daquele
problema. Logo apos as discussdes dos trés problemas iniciais, demos inicio ao
segundo momento da aula, com a apresentacao dos protocolos de estudantes para
cada um dos trés problemas, e pedimos que os participantes analisassem as
respostas, identificando coeréncias e incoeréncias.

Foram questionados os tipos de resposta encontradas, se havia algum padréo
nas solugdes dos alunos, o que os alunos queriam dizer com suas respostas, quais
as possiveis justificativas para aquela estratégia, se o raciocinio combinatério poderia
ser identificado por meio dos registros e como poderiamos ajudar o aluno. A discussao
foi feita protocolo por protocolo e s6 passamos para outro problema apds esgotarem-
se todas as problematicas sobre o problema atual.

Problemas do segundo encontro: 1) Liste todos os subconjuntos de dois

elementos que podemos obter a partir do conjunto A = {a, b, c}.

Figura 1 — Protocolo 1

3. (a) Liste todos os possiveis subconjuntos de dois elementos que podemos obter a partir do conjunto

A = {a,b,c}.
\
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Fo‘hfe:ASantos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

Classificagao do problema: Esta situagdo combinatéria € uma Combinagao
simples e possui estratégia pré-determinada — listagem —, contendo poucos elementos
a serem usados (Braz; Borba, 2012).

Observagdes sobre o protocolo: A resposta apresenta um padrao de listagem,
porém a representagcdo matematica esta incorreta, pois o registro indica par ordenado
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e nao conjuntos, como pede o enunciado. Houve um equivoco em relacdo a
representacao, que deveria ser sinalizada por chaves “{ }”. Além disso, no caso de
troca dos parénteses por chaves, alguns conjuntos n&o fariam sentido por haver sé
um elemento, exemplo: {a, a}; {b, b} e {c, c}. Vale ressaltar que, na definicdo de
conjuntos iguais, as notacgdes {a, b} e {b, a} representam o0 mesmo conjunto, logo, ndo
podem ser contadas como diferentes.

2) Liste todos os numeros de dois algarismos distintos que podemos formar

com os digitos 1, 3 e 5.

Figura 2 — Protocolo 2
te todos os mmcms de dois algarismos distintos que podemos formar com os digitos 1,3,5.

Fonte: Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

Classificagao do problema: Esta € uma situagdo de Arranjo simples e possui
poucos elementos a serem usados e estratégia pré-determinada — listagem — (Braz;
Borba, 2012).

Observagdes sobre o problema: Listagem com uso incorreto da forma de
registro. A estratégia do registro apresenta numeros separados por virgula, enquanto
deveriam ser numeros de dois algarismos. Nao foram esgotadas todas as
possibilidades de combinag¢ao de numeros e a falta de padrao coerente com a situacao
pode indicar uso aleatério de digitos.

3) Quantos subconjuntos de dois elementos podemos formar com um conjunto
de 26 letras?

Figura 3 — Protocolo 3

(a) Quantos subconjuntos de dois clementos podemos formar com um conjunto de 26 letras?

% = Aae,z if‘ »A Q . J6.25. 24) . 650
" ‘P’ 34 ( ' o L1 S e Corlire

Fonte: Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

Classificagao do problema: Esta situagcdo € uma Combinacéo simples com dois

termos, grande quantidade de elementos a disposi¢cédo para o uso nas possibilidades.
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Observagdes sobre o protocolo: Indica o uso de arranjo para contagem, o que
contabiliza elementos repetidos, uma vez que {a, b} e {b, a} sdo contados como
diferentes. Porém, na definicdo de conjunto, esses conjuntos s&o iguais.

4) Quantos carros podemos emplacar com as letras A, B, C, D, E e os digitos

1,2, 3,4, 5, 6, sabendo-se que cada placa € uma sequéncia de 3 letras e 4 digitos?

Figura 4 — Protocolo 4

Fonte: Lima (2015).

Figura 5 — Protocolo 5

(c) Quantos carros podemos cmplacar com as letras 4, B,C, D, E ¢ os digitos 1,2. 3,4, 5, 6, sabendo-sc
que, cada placa é uma sequéncia de 3 letras e 4 digitos?

o ¢'= 42¢ +406 =PI
' Fonte: Lima (2015).

Classificagao do problema: Esta € uma situacédo de Produto de medidas e pode
ser resolvida utilizando dois arranjos com repetigao.

Observagdes sobre os protocolos: O protocolo 4 indica uso da féormula de
arranjo simples, mas, por ser uma situagado de arranjo com repeticdo, a estratégia
utilizada ndo determina o numero total de possibilidades. No protocolo 5, o registro
aponta o uso de arranjo com repeticdo, que € uma estratégia apropriada, porém o
estudante faz somas das possibilidades e nao determina o total de possibilidades.

5) “Quantos sdo os numeros de trés algarismos distintos? E se for somente
numeros pares, quantos sao ao todo?” (Lima, 2015, p. 129).

Classificacao do problema: A primeira parte do problema é uma situacao de
Arranjo, possui poucas etapas de escolhas, porém com um ou dois elementos de
escolha exigindo restricdo (Braz; Borba, 2012). A segunda parte do problema pode
ser resolvida utilizando o principio multiplicativo e o principio aditivo por dois
caminhos: calculando a quantidade de numeros impares e retirando do total a
quantidade de pares, ou calculando diretamente os numeros pares, levando em conta

as restricdes necessarias, dividindo em casos e somando essas possibilidades.
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Figura 6 — Protocolo 6

Quantos sdo os numeros de trés algarismos distintos? E se for somente
nimeros pares, quantos sao ao todo?
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Fonte: Lima (2015).

Observagao sobre o protocolo: este problema pode ser utilizando o principio
multiplicativo, sendo preciso levar em consideracdo que um numero de trés
algarismos n&o comecga com o algarismo 0. Essa restricdo ndo foi observada pelo

estudante. Além disso, ele utilizou a formula da combinagao para fazer a contagem, o
que deixa varios casos de fora.

Figura 7 — Protocolo 7
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Fonte: Lima (2015).

Observagao sobre o protocolo: o aluno optou por fazer uma listagem das

possibilidades, mas provavelmente percebeu que seria uma tarefa muito ardua para
continuar e desistiu.
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Figura 8 — Protocolo 8
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Fonte: Lima (2015).

e

Observacao sobre o protocolo: A resposta do protocolo 8 é coerente com a
primeira parte do enunciado, pois considera a restricdo que o primeiro algarismo

impde e apresenta argumentos condizentes com cada etapa de escolha. Neste

protocolo ndo se observa a resposta para a segunda pergunta.

[6] Uma companhia de transporte rodoviario intermunicipal estuda as 15
possiveis rotas para a realizagdo de viagens do municipio A ao municipio C,
com passagem obrigatoria pelo municipio B. Sabendo que de A a B existem
trés possiveis trajetos, quantos trajetos existem entre B e C? (Lima, 2015, p.

147).

Figura 9 — Protocolo 9

Uma companhia de transporte rodoviario intermunicipal estuda as 15
possiveis rotas para a realizagao de viagens do municipio A ac municipio C,
com passagem obrigatéria pelo municipio B. Sabendo que de A 3 B existem

trés possiveis trajetos, quantos trajetos existem entre B e C?
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Fonte: Lima (2015).

Classificagao do problema: esta situagao Combinatéria € de Produto de
medidas e exige pensamento invertido da situacéo.

Observagdes sobre o protocolo: aparentemente, esta estratégia consistiu em
somar a quantidade de trajetos que faltavam para completar 15 possibilidades as 3

possiveis rotas mencionadas no enunciado. O estudante deveria ter identificado que,
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para cada rota entre as cidades B e C, existem 3 possibilidades de caminhos entre A
e B.

3.5.3 Encontro 3: Os erros em problemas de Combinatéria

Duragao: 180 min.

Tema: ldentificando, analisando e classificando tipos de erros.

Objetivos: (Do encontro) Resolver diferentes tipos de problemas
combinatorios; identificar, analisar e classificar erros em problemas combinatorios;
(Da pesquisa) Identificar conhecimentos para o ensino de Combinatéria de
licenciandos do curso de Matematica a partir da elaboragdo de plano de aula, de
discussodes durante o processo formativo e em entrevistas; analisar o desenvolvimento
do conhecimento do conteudo de Combinatéria, de ensino e de alunos a partir do
estudo dos erros e acertos em problemas combinatoérios.

Recursos: quadro branco (virtual), slides de apresentagao.

Desenvolvimento: Neste encontro foi trabalhada a classificacdo das respostas
dos problemas de Combinatdria, a partir de protocolos de trés estudantes do ensino
médio (Coelho; Dias, 2022). Para isso, compartilhamos com os participantes um
arquivo com um conjunto de 4 questdes de edigdes passadas do Enem, nas quais os
participantes deveriam, primeiramente, analisa-las e resolvé-las em grupo. Em um
segundo momento, depois de terem elaborado suas respostas, pedimos aos
participantes que apresentassem algum tipo de erro que julgassem pertinente para
aquele problema, ou seja, que imaginavam que os estudantes poderiam cometer. Por
fim, foram apresentados os protocolos de estudantes do conjunto de questdes (ver
problemas: terceiro encontro).

Em grupo, os participantes analisaram os protocolos, identificaram estratégias,
erros e acertos similares e apresentaram comentarios sobre as respostas; o professor
regente estimulou as discussdes dos grupos. Ao final, foi proposta uma atividade na
qual os licenciandos deveriam montar um plano de aula com a finalidade de utilizar os
erros como estratégias de ensino, a partir daqueles protocolos estudados. Foi
explicado que, no préximo encontro sincrono, os participantes fariam a apresentacao
desse plano de aula (ver Anexos A e B).

Problemas: terceiro encontro: 1) [Adaptado ENEM, 2015] Uma familia

composta por sete pessoas adultas, apos decidir o itinerario de sua viagem, consultou
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o site de uma empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava
quase lotado. Na figura, disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estao

marcadas com X e as unicas poltronas disponiveis sdo as mostradas em branco.

Figura 10 — llustragao do Problema 1 do Terceiro Encontro
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Fonte: Dados da pesquisa.

Determine o nimero de formas distintas de se acomodar a familia nesse voo.

Figura 11 — Protocolo 10
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Fonte: Coelho e Dias (2021).

Figura 12 — Protocolo 11

Fonte: Coelho e Dias (2021).
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Figura 13 — Protocolo 12

Fonte: Coelho e Dias (2021).

2) [Adaptado ENEM, 2017] Um banco solicitou aos seus clientes a criagéo de
uma senha pessoal de seis digitos, formada somente por algarismos de 0 a 9, para
acesso a conta corrente pela internet. Entretanto, um especialista em sistemas de
seguranga eletrénica recomendou a diregdo do banco recadastrar seus usuarios,
solicitando, para cada um deles, a criagdo de uma nova senha com seis digitos,
permitindo agora o uso das 26 letras do alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse
novo sistema, cada letra maiuscula era considerada distinta de sua versao minuscula.
Além disso, era proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar
uma alteragao no sistema de senhas é a verificacdo do coeficiente de melhora, que é
a razao do novo numero de possibilidades de senhas em relagdo ao antigo. Determine

o coeficiente de melhora da alteragao recomendada.
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Figura 14 — Protocolo 13
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Fonte: Coelho e Dias (2021).

Figura 15 — Protocolo 14

Fonte: Coelho e Dias (2021).

Figura 16 — Protocolo 15

Fonte: Coelho e Dias (2021).

3) [Adaptado ENEM, 2017] Como n&o sao adeptos da pratica de esportes, um
grupo de amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizando videogames.
Decidiram que cada jogador joga uma unica vez com cada um dos outros jogadores.

O campeéo sera aquele que conseguir 0 maior numero de pontos. Observaram que o
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numero de partidas jogadas depende do numero de jogadores, como mostra o quadro
[Figura 17].

Figura 17 — llustragéo do Problema 3 do Terceiro Encontro

Quantidade de jogadores 2 3 4 5 6 7

Numero de partidas 1 3 6 10 15 21

Fonte: Dados da pesquisa.

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas seréo realizadas?

Figura 18 — Protocolo 16
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Fonte: Coelho e Dias (2021).

Figura 19 — Protocolo 17

Fonte: Coelho e Dias (2021).

Figura 20 — Protocolo 18

Fonte: Coelho e Dias (2021).

4) [Adaptado ENEM, 2017] Uma empresa construira sua pagina na internet e
espera atrair um publico de aproximadamente um milhdo de clientes. Para acessar

essa pagina, sera necessaria uma senha com formato a ser definido pela empresa.
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Existem cinco opgdes de formato oferecidas pelo programador, descritas no quadro,

em que “L” e “D” representam, respectivamente, letra maiuscula e digito.

Figura 21 — llustragao do Problema 4 do Terceiro Encontro

Formato

Opcio
I LDDDDD
1 DDDDDD
Il LLDDDD
I\ DDDDD
\Y LLLDD

Fonte: Dados da pesquisa.

As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre os 10
possiveis, podem se repetir em qualquer das opgdes. A empresa quer escolher uma
opgao de formato cujo numero de senhas distintas possiveis seja superior ao numero
esperado de clientes, mas que esse numero nao seja superior ao dobro do numero

esperado de clientes. Determine a opg¢ado que mais se adequa as condigdes da
empresa.

Figura 22 — Protocolo 19
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Fonte: Coelho e Dias (2021).
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Figura 23 — Protocolo 20

Fonte: Coelho e Dias (2021).

3.5.4 Encontro 4: Atividade interventiva

Duragao: intervalo de 15 dias para elaboracéo.

Tema: Construindo uma atividade interventiva.

Objetivos : (Do encontro) Elaborar e desenvolver estratégias de ensino para
ressignificagdo do erro por meio de padrbes de erros; (Da pesquisa) Identificar
conhecimentos para o ensino de Combinatéria de licenciandos do curso de
Matematica a partir da elaboracéo de plano de aula, de discussdes durante o processo
formativo e em entrevistas; analisar o desenvolvimento do conhecimento do conteudo
de Combinatéria, de ensino e de alunos a partir do estudo dos erros e acertos em
problemas combinatdrios.

Desenvolvimento: Este encontro (assincrono) foi dedicado a elaboragao do
plano de aula em trio, que pode ser conferido nos Anexos A e B. Foi enviado um

modelo estrutural para tal elaboracédo, conforme consta no Apéndice A.

3.5.5 Encontro 5: Socializagao da atividade interventiva

Duragao: 90 min.

Tema: Apresentacao e reflexdes sobre planos de aula.

Objetivos: (Do encontro) Apresentar o plano de aula desenvolvido por trios e
discutir as propostas apresentadas a partir de elementos estudados no processo
formativo; (Da pesquisa) Analisar o desenvolvimento do conhecimento do conteudo
de Combinatdria, de ensino e de alunos a partir do estudo dos erros e acertos em

problemas combinatérios; identificar conhecimentos para o ensino de Combinatéria
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de licenciandos do curso de Matematica a partir da elaboragao de plano de aula, de
discussdes durante o processo formativo e em entrevistas.

Desenvolvimento: Este encontro foi dedicado a apresentagao do plano de
aula elaborado pelos trios (ver Anexos A e B). Apos cada apresentagéo, houve o
momento de discussio e levantamento de observagdes sobre o apresentado por cada

trio, a fim de promover aprendizado mutuo.
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4 ANALISE DOS DADOS

Neste capitulo apresentamos os dados e os discutimos de acordo com os

referenciais tedricos apresentados em capitulos anteriores. Inicialmente, houve 13

inscritos na formagao que propusemos, mas apenas seis participantes mantiveram

presenca e participaram do processo formativo. Assim, foram analisadas no

questionario perfil apenas as respostas desses participantes, que nomeamos de P1,

P2, P3, P4, P5 e P6.

4.1 QUESTIONARIO PERFIL

Nesse questionario, buscamos identificar as experiéncias e conhecimentos

prévios dos licenciandos quanto a Combinatéria. Para isso, enviamos via e-mail o

seguinte questionario.

Quadro 5 — Perguntas do questionario perfil

Viés da Pergunta

Perguntas

Perfil dos
participantes

Em que ano/periodo vocé ingressou no curso? Vocé ja teve
outra formacéo académica? Se sim, qual?

Vocé ja teve alguma experiéncia com ensino de
Matematica? Se sim, fale sobre.

Ja participou de algum programa de bolsa institucional para
licenciando? Se sim, qual?

Estudo de
Combinatéria

Vocé se lembra de ter estudado Analise Combinatéria na
educacao basica ou na graduagao? Se sim, em qual
periodo e como foi 0 processo de ensino?

Conhecimento sobre
Combinatoria

Vocé se sente seguro(a) com os seus conhecimentos sobre
a Combinatéria? Fale um pouco sobre isso.

Experiéncia com
ensino de
Combinatéria

Vocé ja atua como docente?

Caso tenha respondido sim para pergunta anterior, conte-
nos: Vocé realiza planos de aulas? Com que frequéncia
(diariamente, semanalmente, quinzenalmente etc.)? Quais
materiais vocé usa como consulta para elaborar seus
planos de aula?

Ensino de
Combinatoéria

Vocé esta trabalhando ou ja trabalhou com Combinatdria
com seus alunos? Se sim, explique como foi.

Seus estudantes tém dificuldade e/ou facilidades com
problemas de Combinatéria (arranjo, permutagao,
combinacgao e produto de medidas)? Quais?
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Quais os erros mais comuns que vocé observa na resolugéo
de problemas de Combinatéria?
Que estratégias vocé utiliza para minimizar os erros?

Fonte: Elaboragéo prépria.

Além dessas perguntas, deixamos um espago para que os participantes
pudessem registrar algo que considerassem relevante, além do questionado.

Apuramos que os participantes desta pesquisa iniciaram seus cursos entre
2021.1 e 2022.1, sendo que cinco deles estdo cursando a primeira graduagéo e um
deles (P1) ja havia cursado Licenciatura em Quimica. Quanto a experiéncia com
ensino de Matematica, todos alegaram ter tido alguma vivéncia, e as respostas foram

as seguintes:

Quadro 6 — Questionario perfil: experiéncia com ensino de Matematica
Pergunta: Vocé ja teve alguma experiéncia com ensino de
Matematica? Se sim, fale sobre.

Sim, atualmente atuo como estagiario no programa Tempo Certo

Participantes

P1 da prefeitura de Caruaru, ministrando aulas de reforgo para os

alunos
A Unica experiéncia que tive foi em monitoria no ensino médio, tive

P2 gue passar uns trés meses dando monitoria para meus colegas de
turma

P3 Ja sim, no ensino médio. Percepi que era bom e que gostava de
ensinar

P4 As Unicas experiéncias foram no estagio | e no PIBID

P5 Aulas de reforgo

Sim. Participei do PIBID, fui monitor de matematica em turmas de
6° e 7° ano de uma escola municipal da minha cidade por 4 meses
e atualmente sou professor de reforgo dos nonos anos de uma
outra escola municipal da minha cidade

Fonte: Elaboragao prépria.

P6

As respostas indicam que alguns participantes tiveram experiéncias pontuais
ainda no ensino médio (P2 e P3), outros por meio de programas de incentivo a
docéncia ou estagios (P1, P4 e P6). Além disso, P5 e P6 tiveram experiéncia com
aulas de reforco, sendo que P6 ainda exercia a funcao de professor de reforgo até a
data de conclusdo desta pesquisa. As experiéncias relatadas sao razoaveis,
considerando que sao estudantes que se encaminham para a finalizagao do curso.
Quando questionados sobre a participagdo em programas de bolsas institucionais,
percebemos que trés deles (P2, P3 e P5) néo participaram de nenhum programa,
enquanto P4 e P6 participaram do Programa Institucional de Iniciagdo a Docéncia
(PIBID) e P1 do programa Tempo Certo, da Prefeitura de Caruaru. Experiéncias em
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programas de estagio e incentivo a docéncia contribuem para o desenvolvimento de

conhecimentos pedagdgicos, tanto no sentido tedrico quanto no sentido pratico.

Quando perguntamos sobre o estudo do conteudo de Combinatéria na

educacéao basica ou na graduagao, as respostas foram as que seguem (Quadro 7).

Quadro 7 — Questionario perfil: estudo em Combinatéria em momentos anteriores

Participantes

Pergunta: Voceé se lembra de ter estudado Analise
Combinatéria na educacgao basica ou na graduagao? Se sim,
em qual periodo e como foi o processo de ensino?

P1

Sim, foi no segundo e terceiro periodo da graduag&o. Nao lembro
de ter estudado na educagao basica. Estudei o conteudo de
analise combinatéria em duas disciplinas, sendo a primeira

Estatistica e a segunda a eletiva Principios de Contagem.
Considero que as metodologias de ensino utilizadas foram
satisfatérias nas duas disciplinas, havendo tempo necessario para
que ocorresse assimilacdo dos conhecimentos que estavam
sendo estudados

P2

Estudei Analise Combinatdria apenas na faculdade (pelo que me
recordo). Foi no segundo periodo. Lembro que o processo de
ensino foi bem complicado, na verdade tive muita dificuldade com
a cadeira, pela forma como ela foi retratada

P3

Sim, em particular no meu segundo ano do ensino médio, eu
estava participando de um programa chamado "OBMEP na
escola" que era um preparatério para a prova da OBMEP, as
questdes de Combinatéria para mim eram as mais dificeis, mas
depois de estudar eu consegui pegar a ideia

P4

Nao estudei no ensino médio, por n fatores, em especial por ter o
3° ano na pandemia e a professora ter esperado esse ano para
dar o conteudo. Na graduacao tive contato, mas pouco e com
baixa qualidade, principalmente por ter sido de forma remota

P5

Nao

P6

Sim. Estudei um pouco sobre no 2° e no 5° periodo

Fonte: Elaboragao prépria.

O participante P3 foi o unico que estudou Combinatdria ainda no ensino médio

e de forma mais aprofundada, por estar no projeto preparatério para as Olimpiadas
Brasileiras de Matematica das Escolas Publicas (OBMEP). P1, P2, P4 e P6 tiveram

contato com esse conteudo apenas na graduacdo, mas alguns deles expressaram

nao ter conseguido obter boas experiéncias de aprendizagem com esse conteudo,

mesmo na graduagado. PS5 relatou ndo se lembrar de ter estudado o conteudo na

educagao basica ou na graduagao. Ball, Thames e Phelps (2008) destacaram a

importancia de considerar como o conhecimento do conteudo se manifesta na pratica,
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pois apenas conhecer o conteludo ndo é suficiente para garantir a aprendizagem dos
estudantes.
As respostas sobre a confiangca dos participantes em relagdo aos

conhecimentos sobre Combinatéria foram as seguintes:

Quadro 8 — Questionario perfil: seguranga quanto ao conhecimento de Combinatoria
Pergunta: Vocé se sente seguro(a) com os seus
conhecimentos sobre a Combinatéria?

Nao, pois vejo a Combinatdria como uma das areas da
Matematica que mais possui uma grande variedade de questdes,
P1 sendo necessario um conhecimento muito amplo para que as
questdes sejam solucionadas, ndo havendo uma férmula exata

para cada tipo de questao
Nao me sinto seguro e quero aprender mais com o curso, creio
que tenho uma base muito fraca de Combinatéria e espero que

Participantes

2 isso nao me prejudique ao longo do curso, pois quero melhorar
essa base
P3 Sim, gosto muito.de propabilidade.e acho que hoje mesmo sem
estudar muito Analise Combinatéria eu me saio bem
Nao me sinto muito seguro, uma vez que eu sinto a necessidade
P4 de provar se as minhas solugdes estado corretas, coisa que nao
consigo com a Analise Combinatéria
P5 Nao tanto como gostaria. Preciso praticar mais
P6 Atualmente, sim. Depois de ensinar isso algumas vezes, nos

tornamos mais confiantes
Fonte: Elaboragao prépria.

As respostas da maioria dos participantes indicam que eles ndo se sentem
confiantes quanto aos conhecimentos que possuem sobre Combinatéria. P1 e P2
informaram que percebem a necessidade de estudar a base matematica para se
sentirem mais confiantes para ministrar as aulas. P4 percebe a necessidade de
demonstrar suas solugdes e parece encontrar dificuldade para fazer isso em solugdes
de problemas combinatérios. Segundo Coelho e Dias (2021), € importante que o
professor se sinta confiante, pois, caso ele apresente inseguranga com o conteudo,
sua dificuldade pode ser transmitida aos seus aprendizes.

Quando observamos o construto de Ball, Thames e Phelps (2008), percebemos
que as dimensbdes do conhecimento partem exatamente do conhecimento do
conteudo, pois o conhecimento do conteudo esta sempre atrelado a um determinado
espectro do conhecimento pedagogico. Ou seja, o conhecimento do conteudo é a

base para se construir os outros conhecimentos.
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Também buscamos apurar se algum deles ja havia atuado como docente, mas

somente P6 marcou que ja atuou como professor e, por isso, pdde responder algumas

perguntas a mais que os outros participantes. Assim, para sintetizar melhor os dados,

colocamos suas respostas no quadro que segue.

Quadro 9 — Questionario perfil: experiéncia com ensino de Combinatéria (P6)

Questionario

Vocé ja atua como docente? Caso tenha respondido sim para
a pergunta anterior, conte-nos: Vocé realiza planos de aulas?
Com que frequéncia (diariamente, semanalmente,
quinzenalmente etc.)? Quais materiais vocé usa como
consulta para elaborar seus planos de aula?

P6

Atualmente, ndo realizo. Como sou professor de reforgo, meu
trabalho costuma ser aplicar listas de exercicios e tirar as duvidas
dos alunos sobre essas listas, ensinando multiplas formas de
resolver 0 mesmo problema

Questionario

Vocé esta trabalhando ou ja trabalhou com Combinatéria com
seus alunos? Se sim, explique como foi

P6

Com uma turma, trabalhei apenas 1 vez. Ensinei a alunos do 2°
ano. Utilizei um jogo que elaborei para ensinar permutagao

Questionario

Seus estudantes tém dificuldade e/ou facilidades com
problemas de Combinatéria (arranjo, permutacao,
combinacao e produto de medidas)? Quais?

P6

Sim. Com todos os problemas que ndo possam ser resolvidos
utilizando simplesmente o principio fundamental da contagem

Questionario

Quais os erros mais comuns que vocé observa na resolugao
de problemas de Combinatéria?

P6

Nao saber qual formula utilizar. Nao saber identificar o tipo de
problema que esta tentando resolver. Nao saber realizar
exercicios onde a repeticdo se faz presente

Questionario

Que estratégias voceé utiliza para minimizar os erros?

P6

Utilizo jogos para ensinar

Fonte: Elaboragao prépria.

Analisando as respostas de P6, identificamos que ele teve uma experiéncia

com o ensino do conteudo de Combinatéria utilizando jogos como metodologia de

ensino. Quando questionado sobre as dificuldades dos alunos, P6 diz que eles tém

dificuldades com “todos os problemas que ndo possam ser resolvidos utilizando

simplesmente o principio fundamental da contagem”. Consideramos que os alunos

tenham mais facilidade para resolver situagcbes de Produto de medidas, onde o

principio multiplicativo geralmente é mais requisitado como estratégia de resolugao.

Ou seja, situagdes como Arranjo, Permutagdo e Combinagao, que geralmente utilizam

férmulas, apresentam maior dificuldade para os estudantes. A resposta sobre os tipos

de erros pode comprovar um pouco dessa especulagao.
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Dada a experiéncia de P6, percebemos que este participante expode
conhecimento de alunos ao reconhecer os tipos de erros dos seus estudantes e da
indicios de ter construido conhecimento de ensino quando relata utilizar jogos como
metodologia de ensino.

As respostas apresentadas no questionario indicam que a maioria dos
participantes da pesquisa possui pouca experiéncia no ensino de Matematica e muitos
deles acreditam que precisam adquirir maior dominio do conteudo de Combinatéria.
E preciso salientar que, apesar de um bom dominio do contetido ser muito util para o
ensino de Matematica, isso, por si s, nao é suficiente. E necessario levar em conta a
questdo pedagodgica. Segundo Shulman (1986, p. 8, tradugdo nossa), “0 mero
conhecimento do conteudo provavelmente sera tdo inutil do ponto de vista pedagdgico
quanto a habilidade sem contetido"?. Assim, além das técnicas matematicas, conhecer
a forma como os estudantes pensam e reagem aos conteudos, os obstaculos mais
comuns atrelados a determinados temas e as melhores formas de apresenta-los séo
alguns dos conhecimentos destacados por Ball, Thames e Phelps (2008), que os
professores precisam aprimorar para gerenciar melhor suas aulas.

Como apontado por P1 no Quadro 8, ndo reconhecer os tipos de problemas
pode ser um obstaculo quanto ao conhecimento do conteudo. No entanto, quando a
metodologia ndo é adequada, como apontado por P2 e P4 no Quadro 7, isso pode
dificultar a aquisicdo de conhecimentos pedagdgicos sobre o conteudo. Entendemos
que a formacédo inicial deve favorecer o desenvolvimento do conhecimento do
conteudo e do conhecimento pedagogico do conteudo, mas, para que isso aconteca
de forma adequada, as disciplinas deveriam ser ministradas por meio de metodologias

dindmicas.

4.2 ENTREVISTA INICIAL

Como mencionado, trés licenciandos (P1, P2 e P5) participaram das entrevistas
iniciais com o objetivo de identificar experiéncias e conhecimentos prévios de
licenciandos quanto a Combinatéria e as compreensdes sobre erros no processo de
ensino e aprendizagem de Matematica. Para elaboragdo de questionamentos,

buscamos informacdes nas respostas dadas pelos participantes no questionario perfil.

2 Do original: “Mere content knowledge is likely to be as useless pedagogically as content-free skill’
(Shulman, 1986, p. 8).
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Quando questionados sobre onde ocorreram seus aprendizados em
Combinatdria, P1 e P2 disseram que cursaram alguma disciplina na graduagao e P5
nao lembra de ter estudado durante a graduagéo e/ou ensino medio.

O participante P1 alega ter estudado este conteudo nas disciplinas de
Estatistica e em uma eletiva de Contagem. Questionamos se, em algumas dessas
disciplinas, a questdo pedagdgica sobre o ensino desse conteudo foi abordada. A
resposta foi a seguinte:

P1: E porque as disciplinas pedagégicas sobre o ensino de Matematica, pelo
que eu me lembro, em Metodologia | a gente aprendeu mais sobre as
operagbes basicas, questdes do Fundamental Il, questdes sobre fragbes,
essas questdes de como abordar. Ja em Metodologia Il foi mais no campo da
algebra. A gente ficou mais ali discutindo pedagogicamente o ensino da

algebra. Ai eu nao tive tanto contato com metodologia de ensino para a
Analise Combinatoria.

Pela fala de P1, observa-se que as disciplinas que tratam da parte pedagdgica
do curso sao as de metodologia. Muito embora tenha cursado algumas, elas nao
discutiram o ensino da Combinatéria ou ndo foram desenvolvidas de forma que o
licenciando pudesse ter essa referéncia pedagogica. A ementa da disciplina
Matematica Il, que também aborda a Combinatdria, nao foi citada pelo participante. A
disciplina de Metodologia do Ensino da Matematica | tem em sua ementa uma
componente para discussao do raciocinio combinatorio, mas P1 n&do menciona isso,
talvez por nao se lembrar.

Quanto ao questionamento, P2 disse que a disciplina de Estatistica “[...] foi mais
na parte tedrica de Probabilidade e Estatistica [...]", ndo citando outras disciplinas
pedagdgicas que poderiam abordar pedagogicamente esse conteudo.

Apesar de o participante P1 estar cursando a segunda graduacao e, em ambos
0s cursos, poder ter estudado Combinatéria, ele expressou no questionario ndo se
sentir confiante com este conteudo. Questionamos sobre isso na entrevista e ele disse
0 seguinte:

P1: E, eu acho que assim, eu ndo sinto tanta confianca. Porque vendo assim,
questdes de concurso, as questdes que envolvem Analise Combinatéria séo
as mais desafiadoras. Porque, trazendo um exemplo, nao sei se ficou muito
bem explicado na resposta la que eu coloquei. Mas, exemplo, a gente vé uma
questao sobre volume, sobre area. Ali meio que a gente ja tem um esquema
de como calcular. Mas quando é uma questdo sobre probabilidade, que

parece que tem muito mais formas de se elaborar uma questdo que envolve
Combinatéria, né?
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Em sua resposta, P1 confirma a inseguranga que sente com as questdes de
Combinatdria, inclusive ao resolver questdes de concurso, o que pressupde a
necessidade de maiores estudos para o bom dominio desse conteudo. Quando
questionado sobre como poderia ser o ensino de Combinatéria, em resposta a isso
ele disse:

P1: Eu acho que assim, pensando agora, tem de ir progressivamente, subir o
nivel progressivamente. Eu acho que consigo entender melhor, por exemplo,
Arranjo, Permutagdo e depois partir para Combina¢éo, que ja muda um
pouquinho a foérmula, pelo que eu lembro. Eu acho que seria nessa
progressdo mesmo.

Pesquisador: Sim, ter uma progressao linear.

P1: Isso, e também identificar pela questdo quando que vai ser Arranjo, que
a ordem importa, e Combinagao, que a ordem nao importa. Exemplo, eu vejo

uma questao que eu nio consigo identificar. Assim, algumas eu consigo, mas
outras ficam mais implicitas ali se a ordem vai importar ou n&o.

Apesar de a pergunta ser voltada para a questao de ensino desse conteudo,
percebemos que o participante se atenta mais para a questdao do conhecimento do
conteudo. Ou seja, existe uma crenga de que o dominio do conteudo é suficiente para
gerir uma boa aula. A respeito disso, Shulman (1986, p. 8, tradu¢ao nossa) afirma:

E provavel que o mero conhecimento do contetido seja tdo intil do ponto de
vista pedagdgico quanto a competéncia sem conteudo. Mas, para combinar
corretamente os dois aspectos das capacidades de um professor, é
necessario que prestemos tanta atengéo aos aspectos de contetdo do ensino

quanto a que dedicamos recentemente aos elementos do processo de
ensinod.

Para P1, a progresséo linear no nivel de dificuldade dos problemas é uma forma
confortavel de aprendizado. Isso pode significar que sua abordagem de ensino possa
ser baseada nesta perspectiva. Ou seja, escolha de exemplos mais simples de tarefas
pedagogicamente sequenciadas, que deem ao aluno a oportunidade de evoluir seu
aprendizado progressivamente. Ball, Thames e Phelps (2008) afirmam que as
escolhas sequenciadas de exemplos, tarefas e atividades sdo uma forma de
conhecimento de ensino. Também observamos que este participante reconhece a
dificuldade em saber se a ordem vai importar ou ndo na solugdo de problemas
combinatorios. Em seguida, o participante disse:

P1: Eu acho que isso € o cerne da Combinatdria. Assim, posso estar
equivocado, mas entendo assim como o grande diferencial. [...] A partir disso

3 Do original: “Mere content knowledge is likely to be as useless pedagogic- ally as content-free skill.
But to blend properly the two aspects of a teacher's capacities requires that we pay as much attention
to the content aspects of teaching as we have recently devoted to the elements of teaching process”
(Shulman, 1986, p. 8).
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vocé tem que pensar de acordo se a ordem importa ou ndo. Atualmente, é
como eu imagino.

Saber diferenciar as situagcbes combinatorias tem sido uma dificuldade para
professores e alunos quanto a esse conteudo (Coelho; Dias, 2022; Sabo, 2010). Este
€ um ponto de dificuldade ja conhecido na literatura sobre os erros em Combinatéria
e que ainda persiste. P2, quando questionado sobre suas dificuldades com este

conteudo, respondeu:

P2: Olha, sendo bem sincero, eu senti um pouco de dificuldade. Eu nao sei
se foi pela metodologia ou se foi pela minha dificuldade em si com
Probabilidade, mas, tipo, acho que foi muito mais pela metodologia mesmo,
porque eu gostava de Probabilidade, mas com essa cadeira eu tive muita
dificuldade. Eu n&o entendi o que aconteceu, mas eu gosto muito ainda de
Probabilidade. E um campo que eu gostaria muito de explorar.

P2: Tinha bastante dificuldade quando eu paguei a cadeira de Estatistica na
questao de diferenciar [os tipos de problemas], tipo quando é que usa Arranjo,
quando é que usa Permutacgdo, essas coisas. Acho que minha principal
dificuldade era interpretar as questdes, sabe? O enunciado. Porque é uma
coisa que eu percebi que muitos alunos tém, ndo é s6 eu. Quando vocé Ié o
enunciado, vocé ndo sabe qual férmula usar direito, porque sdo muitos
termos que vocé precisa prestar atengdo. Entdo, eu acho que se eu tive
alguma dificuldade foi nessa questao mesmo. Na questao interpretativa das
questdes, de Arranjo, Combinagao, essas coisas, sabe?

P2 alegou ter tido um pouco de dificuldade no aprendizado deste conteudo
durante a disciplina de Estatistica e, assim como P1, também destacou a questao da
diferenciacdo das situacbes combinatérias e dos invariantes como entrave no
aprendizado desse conteudo. Ainda sobre a questdo de dificuldade com a
aprendizagem de Combinatoéria, decidimos perguntar aos participantes se eles
refletem sobre seus proprios erros na aprendizagem de Matematica ou mesmo se dao

alguma atencao a eles. A respeito disso, disseram:

P2: Eu acho que fui comecar a trabalhar mais essas questdes do erro quando
eu paguei a cadeira de Avaliacdo da Aprendizagem. Ai a gente comecgou a
aprender algumas coisas sobre isso. Antes, eu analisava muito mais meus
erros, tipo ah, eu nao posso fazer mais. Eu olhava e dizia: estou errando neste
caminho, ndo posso repetir mais as mesmas coisas. S6 que eu ndo dava
muita atengao, eu ndo vou ser hipdcrita, eu ndo dava muita atengéo para os
meus erros antigamente. Depois que eu paguei essa cadeira de Avaliagédo da
Aprendizagem, eu comecei a dar muito mais atengéo para isso e a analisar
muito mais, porque eu vi que faz parte da questdo de aprendizagem vocé
saber como trabalhar com os seus erros.

P5: Talvez tenha sido em uma disciplina de Metodologia logo no inicio. Foi
uma disciplina pedagégica la no primeiro periodo. Eu acredito que néo tive
tanta dedicacdo naquela disciplina e, quando eu fui fazé-la pela segunda vez,
eu consegui entender o que eu estava errando. Inclusive, isso me deu um
pouco mais de confianga nas disciplinas seguintes, no segundo e terceiro
periodo.
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P5: E incrivel que assim, é muito chato, com certeza, ndo ser aprovado em
uma disciplina. Que foi 0 que aconteceu no primeiro periodo. E acredito que
seria muito bom saber meu erro para antecipa-lo. Saber que naquele caminho
eu errarei e terei que muda-lo.

P1: Bom, acredito que ndo. No momento em que erro uma questéo, eu digo:
ah, era por isso! Depois passa e eu nao fico refletindo tanto.

P2 indica que teve alguma experiéncia com o trabalho com os erros ao cursar
a disciplina Avaliacdo da Aprendizagem e que, por isso, passou a ter uma outra
postura, dando mais ateng¢ao para seus proprios erros. Essa disciplina também foi
cursada pelos demais participantes da entrevista, mas nenhum deles mencionou tal
perspectiva.

P5 teve a oportunidade de refletir sobre seus erros ao cursar uma disciplina em
que nao foi aprovado; essa experiéncia fez com que sua percepgcdo mudasse de tal
forma que se refletiu em outras disciplinas. Para além disso, o participante reflete
sobre o quao importante seria poder antecipar seus proprios erros para buscar novas
rotas. Por outro lado, P1 ainda nao teve essa percepgado e nao vé tanto sentido em
dar tanta atencéo aos erros.

Procuramos entender como os participantes veem a questao dos erros porque,
como Hadamard (1945 apud Cury, 2019) atesta, os matematicos também cometem
erros, porém os corrigem antes de mostrar a solugéo para seus alunos; ou seja, se 0s
professores erram, os estudantes também podem errar, e a reflexdo dos erros por
parte do professor pode contribuir com o processo de ensino, uma vez que eles
passam a entender os erros dos seus alunos e buscam alternativas para minimiza-
los.

Também buscamos questionar as crencas dos participantes quanto a
contribuicdo dos erros para o ensino e aprendizagem de Matematica.

Pesquisador: VVocé acredita que os erros podem contribuir de alguma forma
para o ensino e aprendizagem de Matematica?

P1: Sim! Acredito que sim. Porque pelo erro o aluno tem como corrigir a sua
linha de raciocinio, suas agdes, entdo acredito que sim!

P5: Boa pergunta! Eu sei que gosto muito de estar a frente do tempo, sempre
evitar o desperdicio do tempo.

P2: Com certeza, quanto mais a gente for avaliando o que a gente esta
errando, mais a gente sabe o que deve prestar atengao e focar. Por exemplo,
se é em problemas de Matematica Basica, eu sei a féormula, mas errei a conta
de besteira. Ou entdo eu nao sei a férmula, eu preciso trabalhar mais a
questao de interpretar, essas coisas. Entdo acho que aprender com os erros

€ muito importante; nessas questdes, facilita muito na aprendizagem da
Matematica em si.
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A resposta de P1 indica que ele percebe o aprendizado que pode ser gerado
quando o professor estuda os erros e busca novas formas de (res)significa-los para
os alunos. A fala de P2 demonstra que possui perspectiva semelhante a de P1.
Inicialmente, P5 reflete sobre a possibilidade do uso dos erros, mas parece nao
compreender toda a dimensdo da pergunta, por isso decidimos questiona-los
novamente, reformulando a pergunta para melhor compreendermos suas crengas
sobre essa perspectiva. Suas respostas seguem no trecho abaixo.

P5: E porque, quando a gente vai ensinar, a gente quer que seja exato, seja
perfeito, que aquele conhecimento seja transmitido, que as criangas
entendam. E, com certeza, uma atividade que todos buscamos é nao ter o
erro.

Pesquisador: Sim!

P5: Talvez, para isso ser feito, acho que seria necessario ter testes,
experimentos, né? Como uma busca cientifica. Busca uma pesquisa que faz
tipo testes, um método de testagem para verificar se é correto, acho que seria
um dos bons caminhos para verificar o erro. E sim, como temos visto nos
meios sociais, o erro a gente pode ter como aprendizagem. Conhecer o erro
para saber nao o repetir.

P2: Ah, entdo, acho que isso é muito importante. Principalmente a
autocorregéo dos alunos. Por exemplo, fiz uma prova, depois vou responder
a prova com todos os alunos para eles aprenderem como faz, onde eles

erram. Acho que é muito importante o professor trabalhar os erros em sala
de aula, principalmente em Matematica, eu acho.

A principio, P5 indica a preocupacao de desenvolver o conteudo de forma que
tudo ocorra corretamente; porém, nossa crenca € que, em um ambiente de
aprendizagem, podem surgir erros e incoeréncias dos alunos em um processo natural
de aprendizagem. Nossas preocupagdes ficam no ambito do que o professor pode
fazer frente ao erro para ajudar os alunos a supera-los. Na sequéncia, P5 faz mengdes
a pesquisas nessa area e reconhece que o erro pode ter um ponto positivo quando o
conhecemos e buscamos nao o praticar mais. O participante P2 percebe a importancia
da autocorrecido em momentos de provas e o trabalho com os erros na sala.
Entendemos que, quando o professor corrige as atividades no quadro, € importante
que os estudantes sejam convidados a refletir sobre o que erraram, pois, ao
compreendé-los, talvez possam nao os cometer novamente. Apesar dos participantes
concordarem com essa perspectiva, eles ainda ndo parecem ter nocao de como isso
poderia ser feito.

Em suma, constatamos com as entrevistas iniciais que alguns dos participantes
possuem conhecimento sobre o conteudo de Combinatéria, porém conhecimentos
pedagogicos e de ensino a respeito desse conteudo ainda ndo foram trabalhados com

eles, 0 que provoca inseguranga em ensinar este conteudo, principalmente por terem
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dificuldades para reconhecer as diferentes situagdes combinatérias. Embora ter
dificuldade com o conteudo possa ser um obstaculo para o ensino da Matematica,
concordamos com Hill et al. (2004 apud Ball; Thames; Phelps, 2008) que o
conhecimento matematico geral n&o é totalmente responsavel pelas habilidades para
ensinar; ou seja, o estudo de metodologias também se faz importante.

Sobre o exposto, consideramos necessario que, para além das disciplinas de
metodologias, haja espacos onde, além do estudo e compreensdo do conteudo, as
praticas de ensino sejam experienciadas.

Quanto as crengas sobre o uso dos erros no processo de ensino e
aprendizagem de Matematica, verificamos que os entrevistados acreditam ser esta
uma boa estratégia para a aprendizagem, apesar de ndo saberem ao certo como essa
estratégia poderia ser usada. Quando mencionamos erros aqui, queremos nos referir
ao estudo das respostas dos alunos, ndo necessariamente levar em conta somente
0S erros.

Concordamos com Ball, Thames e Phelps (2008) a respeito da amalgama que
combina conhecimento do conteudo, conhecimento dos alunos e conhecimento da
pedagogia. Assim, nosso objetivo com o processo formativo foi analisar
conhecimentos de Combinatéria, de alunos e para o ensino apresentados por
licenciandos de Matematica em um processo formativo baseado no estudo de erros e

acertos em problemas combinatorios.

4.3 ENCONTROS

Neste tépico apresentamos as analises sobre os encontros formativos. Como
descrito na metodologia, realizamos 4 encontros sincronos e um encontro assincrono,
nos quais trabalhamos os conhecimentos de conteudo, de aluno e para o ensino, de
acordo com a teoria de Ball, Thames e Phelps (2008), autores que utilizamos para

analisar os dados do processo formativo.
4.3.1 Encontro 1
No primeiro encontro, trabalhamos o conhecimento do conteudo, buscando

trazer elementos introdutdrios sobre a Combinatdria, como definicdo e apresentagcao

de quatro tipos de problemas combinatérios: Produto de Medidas, Arranjo,



70

Permutacdo e Combinagdo. Selecionamos quatro problemas, que nomeamos de
problemas introdutérios, nos quais enfatizamos o tripé: situagdo, invariante e
representacdo simbdlica (Vergnaud, 1986) como forma de compreender os
problemas.

A dindmica utilizada no encontro foi a seguinte: para cada problema
combinatorio era fornecido um tempo para os participantes elaborarem suas solugbes
e, em seguida, eles eram convidados a dizer como fizeram e pensaram a resolugao.
A adesao ao convite era voluntaria, pois ndo queriamos constrangé-los, mas, como
indicado nas respostas do questionario inicial, sabiamos que alguns participantes ja
tinham conhecimentos sobre o conteudo e também gostariamos de observar o
engajamento deles para modelar as diferentes situagdes-problemas.

Para melhor compreensdo da analise, apresentamos na sequéncia as
situagdes-problemas trabalhadas (Quadro 10). Em seguida, apresentamos trechos

das discussoes do encontro.

Quadro 10 — Enunciados das questdes do primeiro encontro

e Enunciado Classificagdo
Problema
Uma fabrica de méveis tem dez modelos para
1 mesas e quatro modelos para cadeiras. Produto de
Quantos pares de modelos de mesa e cadeira a Medidas
fabrica tem disponiveis? (Bonjorno, 2020, p. 87)
Oito cavalos disputam uma corrida. Quantas
2 sao as possibilidades de chegada para os 3 Arranjo simples
primeiros lugares? (Bonjorno, 2020, p. 87)
Quantas comissodes de trés participantes podem o
; ; Combinacao
3 ser formadas com cinco pessoas? (Bonjorno, simoles
2020, p. 96) P
Considere a palavra LIVRO. Quantos
4 anagramas sao formados com as letras dessa Permutacéao
palavra? (problema adaptado) (Bonjorno, 2020, simples
p. 95)
Liste todos os possiveis subconjuntos de dois _Comblnaga’o
: simples, porém,
elementos que podemos obter a partir do .
5 . N ) . com estratégia
conjunto A={a, b, c}. (Santos-Wagner; Bortoloti; X :
) pré-determinada
Ferreira, 2013) :
(listagem)
Quantos subconjuntos de dois elementos Combinacao
6 podemos formar com um conjunto de 26 letras? | simples com dois
(Santos-Wagner; Bortoloti; Ferreira, 2013) termos
Quantos carros podemos emplacar com as Produto de
7 letras A, B, C, D, E e os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, Medidas que
sabendo-se que, cada placa € uma sequéncia pode ser
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de 3 letras e 4 digitos? (Santos-Wagner; resolvido
Bortoloti; Ferreira, 2013) utilizando dois
arranjos com

repeticao

Fonte: Elaboragao proépria.

Apos apresentarmos a situagao-problema 1, pedimos que os participantes
comentassem suas respostas a respeito deste problema. Um dos participantes
observou que poderiam multiplicar a quantidade de mesas e cadeiras e dividir por 2,
enquanto os outros comentaram usando o chat que apenas multiplicaram as
possibilidades. O participante P4 usou a férmula da combinagéo para chegar a sua
resposta, veja o trecho a seguir.

“P4: Eu combinei os elementos, combinei dez em quatro; Pesquisador: Deu
quanto? P4: 210.”

A resposta apresentada por P4 indica que ele usou a férmula da combinacao,
0 que é um equivoco, pois a situagao trata de Produto de Medidas. Na sequéncia das
respostas e comentarios dos participantes, apresentamos a nossa solucéo e
comentamos as caracteristicas do problema, mostrando algumas estratégias para
interpretar a situacgao.

Questionamos os participantes sobre como eles costumam pensar e gerar suas
estratégias para resolver os problemas combinatérios; gostariamos de saber se eles
usavam algum tipo de representagao para auxiliar seus pensamentos ou se usavam
a férmula de maneira direta. Obtivemos a seguinte resposta de P4: “Eu tento usar os
dois, mas normalmente uso as formulas”.

Nossa preocupacao era se o uso de formulas poderia ser um teorema-em-acao
(Moreira, 2002; Lima, 2015), ou seja, para todo problema de Combinatéria existe uma
férmula para calcula-lo. Essa nao € uma afirmacao matematicamente verdadeira para
todos os problemas combinatérios, mas pode vir a ter validade dentre as multiplas
situacdes combinatdrias discutidas no ensino basico.

Os comentarios sobre o segundo problema foram os seguintes:

P2: Eu fiz considerando as possibilidades, para o primeiro lugar haveriam 8
possibilidades, para o segundo ja haveriam 7 e para o terceiro lugar haveriam
6. Ai multiplicando tudo 336.

Pesquisador: Alguém fez diferente?
P4: Nao, eu fiz igual ao P2.
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A fala de P2 indica o uso do principio multiplicativo. Essa estratégia também foi
utilizada por outros participantes que se manifestaram pelo chat, o que nos pareceu
indicar que este problema foi resolvido sem dificuldades.

Mais do que resolver o problema da maneira correta, gostariamos que os
participantes observassem as diferengas entre as situagdes combinatdrias. Antes que
0 pesquisador apresentasse a resposta dessa questéo, ele decidiu questionar os
estudantes se entre os dois primeiros problemas existia similaridade ou n&o, haja visto
que, a essa altura, os participantes ja haviam feito suas observagdes no chat sobre os
dois primeiros problemas. Assim, obtivemos as seguintes respostas:

P*4: Eu acho que ele é diferente porque a ordem importa, naquele poderia ser
aleatdrio, mas ai a gente tem as trés posigdes.

P1: O que eu acho que diferencia é que ali no primeiro problema era bem
claro, mesas e cadeiras. Eram coisas diferentes, e nesse néo, eram cavalos
s6 que era para diferenciar entre eles, e no primeiro nao, eram permutagées

de elementos diferentes, aqui foram permutacées de um elemento de um
mesmo tipo.

P* observou que no segundo problema a ordem importa, ou seja, se C1, C2 e
C3 séo cavalos, qualquer que seja a ordem de escolha para as posi¢gdes primeiro,
segundo e terceiro lugar teremos um agrupamento diferente, o que torna sua maneira
de contar mais especifica. Porém, a maior evidéncia das diferengas entre as duas
primeiras situacoes € que, na primeira, ha a existéncia de dois conjuntos nos quais os
agrupamentos séo formados a partir desses dois conjuntos e ndo apenas um.

A fala de P1 remete a essa diferenciagdo, embora ndo seja tdo precisa em sua
colocacao; ele percebe a existéncia de dois tipos diferentes de conjuntos,
demandando assim um raciocinio combinatério diferente da segunda situagao. P2
usou a férmula de combinagdo para solucionar o segundo problema, por isso o
questionamos sobre o que estava pensando quando resolveu o problema. A resposta
foi a seguinte:

P2:[...] na minha cabeca, eu tratei os cavalos como se fosse superficialidade,
sabe? Como se ndo importasse a ordem deles porque sao cavalos. Sei 13, na

minha cabeca n&o fazia sentido a ordem importar, mas agora eu entendi
melhor.

Foi perguntado ao participante se, dentro da perspectiva em que ele estava

calculando, um determinado agrupamento era distinto do outro ou n&o. A principio,

4 O Participante P* participou apenas dos dois primeiros encontros e nao fez a atividade final, por isso
ndo o trazemos em nossa analise, mas consideramos a fala nesse encontro interessante.
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queriamos verificar se ele usava a férmula da combinagdo com a perspectiva correta,
ou seja, cada agrupamento é contado apenas uma vez, pois a ordem n&o importa. A
figura a seguir apresenta uma representagao simbdlica que utilizamos para fazer essa

indagacao.

Figura 24 — Representagao simbolica usada pelo pesquisador na discussao da

questéao 2
z 2
{ 2
G CL C.'A Ca 62 CL
14 gt * oz 3°

Fonte: Elaboragéo prépria.

Em primeira instancia, o participante enxergou o objeto de contagem sob uma
otica, mas quando Ihe foi apresentada a maneira correta de se pensar a solucéo desse
problema, ele percebeu que via os cavalos de maneira errada, como exposto no trecho
abaixo.

P2:[...] quando eu estava fazendo, que escolhi fazer por combinagao, pensei:
nao vou olhar cada cavalo. Eu pensei como se fosse um conjunto sé. E um
conjunto, sabe? Mas é como se fosse uma coisa s6. Como se os cavalos ndo
fossem diferentes. Foi isso que pensei na hora que estava fazendo, na
primeira vez que olhei o enunciado. S6 que da para ver que sao [cavalos]
diferentes. Tanto é que vocé pode colocar C4, C5 até o C8 na posigédo, ndo
ser s6 o C1, C2 e C3. Entao isso evidencia bastante porque a ordem importa

nesse caso, porque sdo cavalos diferentes. Quando li o enunciado, tratei
como se fossem cavalos iguais.

A resposta de P2 indicou que ele se apropriou de maneira adequada do tipo de
contagem que a formula da Combinac&o possui, mas a utiliza em situagdes erradas,
ou seja, de Arranjo. O participante percebeu que sua maneira de pensar estava
equivocada; porém, observamos que, de maneira sutil, existe um processo de
abstracdo sobre a qualidade dos objetos basicos da contagem que quem estuda
Combinatéria precisa adquirir. Este participante parece ainda nao té-lo adquirido. Para
melhor nos expressarmos em nossa analise, homeamos por objetos basicos da
contagem todo elemento que pode ser usado para formar um agrupamento; neste

caso, sao os cavalos.
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Por meio da narrativa de P2, percebemos que a compreensao sobre os objetos
que estao a disposigcao para contagem, ou seja, nesse contexto os cavalos, afeta de
alguma forma a escolha da formula a ser usada e ndo a situagdo combinatoria em si.
Quando no enunciado é pedido “[...] quantas sdo as possibilidades de chegada para
os 3 primeiros lugares?” (Bonjorno, 2020, p. 87, grifo nosso), uma ordem de escolha
€ estabelecida, caracterizando um tipo especifico de invariante operatoério (Vergnaud,
1986; Moreira, 2002). Mas, em primeira instancia, isso nao foi percebido pelo
participante.

Quando apresentamos um exemplo de agrupamento possivel para esta
situagdo combinatdria, percebemos que ficou mais claro para os participantes o
raciocinio que apresentamos. Tendo em vista os equivocos apresentados pelos
participantes, buscamos evidenciar em cada solucéo o tipo de invariante que estava
sendo exigido e a estratégia que poderiamos usar para contar, buscando assim
construir um raciocinio combinatério e ndo apenas o uso de formulas.

A terceira questdo envolve uma situagdo de Combinagdo Simples e nenhum
dos participantes apresentou dificuldade para resolvé-la, assim como a quarta
questao, que é um problema de Permutagao Simples. Apds os participantes terem
feito suas resolugdes na quarta questdo, decidimos perguntar se este problema,
comparado aos anteriores, era diferente em algum aspecto. Obtivemos as seguintes
respostas:

Pesquisador: Esse problema é diferente dos que a gente ja resolveu até
entao?

P4: Nao, porque usa o principio multiplicativo.

P1: Eu acho que ele é parecido com o dos cavalos, porque ele da a palavra
[LIVRO], né? Entao assim, usando o principio multiplicativo da para resolver
da mesma forma que resolve o segundo problema dos cavalos. Ai, como ele
quer saber a quantidade de anagramas, e as letras ndo se repetem, entéo é

sé aplicar. Para a primeira, 5 possibilidades; para a segunda letra do
anagrama, 4; para a terceira, 3; e assim sucessivamente.

Pelas respostas de P4 e P1 percebemos que o principio multiplicativo &
fortemente usado em situacdes de Arranjos ou Permutacdes, mas em problemas de
Combinagao usar a formula nos pareceu a estratégia mais comum. Além disso, a fala
de P1 demonstrou bastante dominio sobre esse tipo de situacdo ao observar que nao
ha repeticdes de letras, assim o principio multiplicativo pode ser aplicado de forma
direta.

Apods ouvir os participantes, o pesquisador mostrou as diferengcas entre as

situagdes apresentadas a partir das suas falas, evidenciando que o principio
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multiplicativo € apenas uma estratégia de contagem e que a diferenga entre os
problemas se da por outros aspectos, ou seja, o tipo de invariante.

Na quinta questao, todos os participantes indicaram corretamente a quantidade
de subconjuntos possiveis. Chamamos ateng&o para o comando da questao, pois era
solicitada uma listagem, mas muitos apresentaram apenas o numero de subconjuntos
no chat e ndo a listagem como solicitada. Abaixo seguem algumas respostas dos

participantes nas proximas trés figuras.

Figura 25 — Resposta a questao 5 enviada pelo chat

a,b ; a,c ; c,b

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 26 — Resposta a questdo 5 enviada por P4 via WhatsApp

Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 27 — Resposta a questédo 5 enviada por P1 via WhatsApp
5. Az o, b, cJ

Cl‘): 21 = 3.}‘! Zx 3
KaNE o

Fonte: Dados da pesquisa.

As duas primeiras figuras dessa ultima sequéncia representam respostas fora
do padrao, uma vez que foi solicitada listagem de subconjuntos; essas representagdes
devem ser acompanhadas de chaves, de acordo com o formalismo matematico. Além
disso, 0 uso de parénteses pode estar representando um par ordenado. Na Figura 27,
o participante usou a formula da Combinacdo corretamente para calcular as
possibilidades, mas nao fez a listagem como ordena o comando da questao.

Antes do pesquisador discutir a resolucdo da questdo com todos, P2 fez a
seguinte observacgado: “P2: Eu acho que vocé poderia ter outra resposta se

considerasse que {b, c} € diferente de {c, b}, sabe? Poderia ser uma outra resposta
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que o aluno poderia ter. Nao ver essa diferenciagao entre {b, c} e {c, b}, ou {a, c} com
{c, a}.”

Este era nosso primeiro encontro e, portanto, ainda ndo haviamos apresentado
os protocolos de resposta de alunos, mas este comentario mostra certa visdo do que
se espera dos alunos. Observa-se que P2 tem nogédo dos agrupamentos corretos e,
além disso, consegue prever possiveis erros atrelados ao padrao de resposta exigido.
Assim, percebemos a nog¢do do conhecimento de conteudo e de alunos sendo
externada, suscitada por essa problematica, tal como indicada por Ball, Thames e
Phelps (2008). Acreditamos que o ambiente de debate das solugcbes corretas e
erradas apresentadas pelos participantes pode ter provocado esse insight em P2.

Na sexta questado, apenas P4 comentou sua solucéo oralmente, explicando seu
raciocinio baseado no principio multiplicativo.

P4: Eu pensei da seguinte maneira: a gente teria 5 letras e a placa tem trés
espacgos para letra, entdo a gente multiplica 5 x 5 x 5. A gente tem 6 digitos e
quatro possibilidades para colocar, ai multiplicaria 6 x 6 x 6 x 6. Ai

multiplicando todos os conjuntos de nimeros com os conjuntos de letras, ou
seja, 5° x 6 daria o resultado que eu coloquei aqui [...].

P4 usou um esquema bastante assertivo para esse problema, onde cada objeto
basico (letras e digitos) foi escolhido sequencialmente avaliando todas as
possibilidades que cada caractere da placa poderia ter, demonstrando assim um bom
dominio do principio multiplicativo.

Decidimos provocar P4 e questionar por que era necessario multiplicar e nao
somar o “[...] conjunto de numeros com os conjuntos de letras [...]" a que ele [P4]
havia sinalizado. A isso ele respondeu:

P4: E porque, de certa forma, é uma sequéncia nimero [simbolos], ai eu acho
que ndo combina. Por que ndo é alinhado uma sequéncia que a gente tem 7
casinhas e ai a gente vai multiplicando as possibilidades? Se somar, € como

se fosse duas coisas distintas. Mas a gente tem um conjunto que é letras e
numeros, entdo ndo convém somar e sim sair multiplicando.

A fala de P4 revela que cada possibilidade foi calculada sequencialmente por
esquema de “tracinhos” e, por isso, faz sentido que cada possibilidade seja
multiplicada na sequéncia. Esse esquema é adequado nesse tipo de situacio, porém
exige uma justificativa acompanhada de representagao para que os alunos consigam
esquematizar um raciocinio combinatério que conte de forma padronizada todos os

tipos de agrupamentos, sem que fagam a “distingdo” mencionada por P4 quando diz
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“[...] Se somar, € como se fossem duas coisas distintas [...]", de acordo com o
protocolo de pesquisa, ainda em 2024.

Este problema foi resolvido pela maioria dos participantes da mesma forma
como P4 apresentou, € nos pareceu que a maioria deles nao teve dificuldade quando
visualizamos suas respostas no chat. No entanto, esse problema apresenta certa
complexidade, pois envolve dois conjuntos: o das letras e o dos digitos. Portanto,
apresenta caracteristica de Produto de Medidas, mas o calculo das possibilidades das
letras & feito com um Arranjo com repeti¢cdo, assim como o dos digitos, totalizando,
assim, 5 x 6* agrupamentos.

Em situagbes como esta da sexta questdo, em que o professor € questionado,
ter dominio do principio multiplicativo e saber construir uma representacao que possa
justificar uma contagem, e, para além disso, também explorar qual aspecto do
agrupamento deve ou nao ser contado, sdo conhecimentos de ensino que sé poderao
ser desenvolvidos mediante o conhecimento do conteudo e das formas de ensino. Por
isso, em alguns momentos levamos os participantes a refletirem sobre esses aspectos
que, talvez para outros profissionais da area de exatas, ndo fossem relevantes, como
Ball, Thames e Phelps (2008) mencionam em seus escritos, pois se referem ao
conhecimento especializado do professor.

Em suma, este encontro buscou mostrar os diferentes tipos de problemas
combinatorios, explorando representacdes e identificando situacdes e invariantes
segundo Vergnaud (1986), sem deixar de apresentar o principio multiplicativo como
uma forma de explorar outros aspectos do pensamento combinatério. Diante dessas
estratégias, foi possivel identificar nas reflexdes dos participantes P1, P2 e P4
amostras do desenvolvimento do pensamento combinatério. P1 demonstra
conhecimento do conteudo quando reconhece uma distingdo entre os problemas 1 e
2 e identifica que no primeiro problema existem dois conjuntos distintos € que no
segundo ha apenas um, do qual seus elementos sao selecionados para formar os
agrupamentos. Muito embora essa observagao seja interessante, ela ndo é suficiente
para distinguir totalmente as duas situagdes, mas demonstra que o participante
adquiriu uma percepcao sobre o invariante do primeiro problema. Devemos levar em
consideragao que, até aquele momento, ndo haviamos apresentado o invariante do
segundo problema e procuramos chamar atengao para isso a partir deste comentario.

P2 demonstrou conhecimento de aluno ao mencionar possiveis erros de alunos

no problema 5, quando sinaliza que os conjuntos {b, c} e {c, b} poderiam ser contados
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como diferentes. Além disso, essa fala também demonstra conhecimento do
conteudo, pois o participante reconhece o invariante de ordem desse problema e
como isso poderia se tornar um entrave no aprendizado dos estudantes.

Fizemos provocagdes com o intuito de despertar um pensamento critico sobre
o conteudo e suas formas de ensino. Observamos nas falas de P1, P2 e P4 diversas
reflexdes sobre as principais diferengas entre as situagbes combinatérias e as
estratégias de solugbes, e foi possivel notar que essa estratégia tem levado os
participantes a revelarem seus conhecimentos e, com isso, construir novas ideias e

aprimorar seus conhecimentos.

4.3.2 Encontro 2

Este encontro teve dois momentos: um primeiro, no qual foram resolvidas trés
questdes de Combinatéria, e um segundo, onde foram discutidos protocolos de
alunos. O objetivo da pesquisa para esse encontro é analisar o desenvolvimento do
conhecimento do conteudo de Combinatdria, de ensino e de alunos a partir do estudo
dos erros e acertos em problemas combinatoérios. Precisamente, na segunda parte
desse encontro trabalhamos com os protocolos de alunos, buscando que os
participantes observassem as respostas erréneas e refletissem sobre a potencialidade
do trabalho com erros, n&o o concebendo apenas como algo a ser eliminado, mas um
aliado no processo de ensino.

Ao final do primeiro encontro, pedimos que, durante a semana, os participantes
lessem um artigo de Lima (2014). Este artigo discute erros e estratégias de alunos ao
resolverem problemas combinatoérios, por isso o indicamos para que tivessem uma
nogao das estratégias dos alunos.

No Quadro 11 seguem as questdes discutidas nesse encontro. Lembramos que
as trés primeiras questdes foram resolvidas na primeira parte do encontro, e as trés

ultimas ja haviam sido resolvidas no encontro anterior.

Quadro 11 — Enunciados das questdes discutidas no segundo encontro
Num.
das Enunciado
questoes

Protocolo da

questiio Classificagao

Arranjo simples
Protocolo 2 com estratégia
pré-determinada

Liste todos os numeros de dois
algarismos distintos que
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podemos formar com os digitos
1, 3e 5. (Lima, 2015, p. 139)

Quantos sao os numeros de
trés algarismos distintos? E se

Problema com
caracteristica de
Arranjo Simples,
porém com varias

for somente numeros pares FIRACEEIEE TEIBEIES,
~ . 6,7,8. Utilizacéo do
quantos séo ao todo? (Lima, Principio
A 1> el Multiplicativo e
Aditivo levando em
conta restricdes
Uma companhia de transporte
rodoviario intermunicipal estuda
as 15 possiveis rotas para a
realizagédo de viagens do Produto de
municipio A ao municipio C, Medidas, exige
com passagem obrigatoria pelo Protocolo 9 pensamento
municipio B. Sabendo que de A invertido da
a B existem trés possiveis situagéo
trajetos, quantos trajetos
existem entre B e C? (Lima,
2015, p. 147)
Liste todos os possiveis o
subconjuntos de dois elementos .Comblnaga,o
) simples, porém,
que podemos obter a partir do Protocolo 1 tratéai
conjunto (Santos-Wagner; rotocolo com estrategia
Bortoloti; Ferreira, 2013) pre‘?etterm'”ada
A={ab,c) (g
Quantos subconjuntos de dois
elementos podemos formar com Combinacao
um conjunto de 26 letras? Protocolo 3 simples com dois
(Santos-Wagner; Bortoloti; termos
Ferreira, 2013)
Quantos carros podemos Produto de

emplacar com as letras A, B, C,
D, E e os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6,
sabendo-se que, cada placa é
uma sequéncia de 3 letras e 4
digitos? (Santos-Wagner;
Bortoloti; Ferreira, 2013)

Protocolo4 e 5

medidas que pode
ser resolvido
utilizando dois
arranjos com
repeticao

Fonte: Elaboragéo prépria.

Como mencionado na metodologia, antes do pesquisador apresentar uma
solugcao para cada questao, foi dado um tempo para que os participantes fizessem

suas respostas e depois voluntariamente apresentassem as estratégias utilizadas.
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4.3.2.1 Primeiro momento de resolugao de problemas

O primeiro problema (Quadro 9) foi resolvido com facilidade pelos participantes.
Por ser um problema com poucos objetos basicos de contagem, decidimos perguntar
se esse problema era interessante e qual seria a sua utilidade para o ensino de
Combinatdria. Obtivemos as seguintes respostas.
P6: Eu a utilizaria para iniciar o conteudo de permutagao, eu primeiro passaria
essa questdo, os alunos responderiam, e ai eu iria associar a questao ao
conteudo.
P4: Eu concordo com P6 e acho interessante essa abordagem ai para fazer

listagem de espago amostral, em que os alunos vao fazer as possibilidades
de combinar os dois algarismos para fazer a listagem.

As respostas de P6 e P4 demonstram conhecimento de ensino e conhecimento
de aluno. Quando P6 escolhe essa questdo para iniciar os estudos de permutagao,
ele esta pensando em uma abordagem que demanda sequéncia de ensino; por outro
lado, escolher exatamente essa questao, achando que os estudantes terdo sucesso
com ela, da indicio de conhecimento de aluno, segundo Ball, Thames e Phelps (2008).

Para a segunda questao (Quadro 9), P4 apresentou a seguinte resposta:

Figura 28 — Resposta do Participante P4 ao segundo problema

Fonte: Dados da pesquisa.

Esta solugéo foi apresentada para a turma e questionado se alguém fez de
modo diferente. P2 alegou que fez de modo parecido, justificando que a escolha dos
algarismos da centena teria 9 possibilidades porque o zero ndo pode entrar nessa
posicado. O pesquisador questionou P4 se ele havia considerado o zero para aquela
posi¢ao e a resposta foi a seguinte:

P4: Eu nao pensei em excluir o zero porque eu pensei literalmente em fazer
um digito. Como a placa de um carro que tem trés digitos, independente se é
zero, se € um ou dois. S6 fazer o digito. Por isso que eu considerei o zero,

porque eu ndo estava importando se valeria dezena, centena ou o0 que se
formaria no final.
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A fala de P4 indica que ele teve uma interpretacdo equivocada sobre a real
pergunta do problema. O pesquisador aproveitou a fala para lembrar que este
pensamento também pode ser uma interpretacdo dos alunos quando estdo
internalizando os conceitos de Combinatéria e buscou mostrar o que esta sendo
pedido no enunciado, demonstrando as caracteristicas sobre os tipos de
agrupamentos que podemos ter nesta situagdo combinatéria. O pesquisador
demonstrou que a contagem realizada pelo participante P4 (Figura 28) seria coerente
em outras situagdes, como por exemplo, se 0 comando estivesse pedindo senhas.
Com isso, P4 percebeu onde estava seu equivoco e porque nao faria sentido naquele
caso considerar o zero. No enxerto a seguir apresenta-se sua colocacgao: “P4: [...] eu
fiquei pensando, depois que eu apresentei a resposta. Mas se eu colocar o zero, por
exemplo, numeros que comegam com zero ja perdem a casa das centenas, entdo fica
estranho”.

Além disso, decidimos levar os participantes a refletir um pouco mais sobre o
proprio enunciado da questdo. Apontamos que o enunciado nao explicita os
algarismos que o estudante pode usar, ou seja, ele precisa ter em mente que existem
10 algarismos para resolver essa questdo corretamente, assim perguntamos aos
participantes se esse fator pode de alguma forma dificultar para o aluno compreender
a questao. A isto, P4 respondeu da seguinte maneira: “P4: Eu acho que talvez dificulte
um pouquinho porque talvez de fato ele considere de 1 a 9. Mas ¢é interessante deixar
aberto assim para ele formar um pensamento mais critico e entender que o 0 entra na
listagem”.

Acreditamos que o professor precisa ter pensamento critico sobre a clareza dos
enunciados dos exercicios escolhidos por ele para suscitar aprendizagem dos
estudantes. Ball, Thames e Phelps (2008) colocam essa questdo como conhecimento
comum do conteudo, pois outros grupos que trabalham matematica certamente
conseguem identificar erros em enunciados ou definigbes imprecisas.
A fala de P4 demonstra criticidade ao ponderar sobre as duas possibilidades, julgando
mais interessante a proposta apresentada pela questdo. Como esta pergunta foi feita
de forma genérica, ou seja, ndo pensamos em grupo especifico de alunos, com
dificuldade ou que estejam resolvendo problemas combinatdérios ainda pela primeira

vez, por exemplo, julgamos que a resposta de P4 representa um conhecimento de
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ensino na medida em que reconhece a necessidade de fazer o aluno pensar,
despertar processos cognitivos.

A segunda parte da questdo exigia uma contagem que, usando o principio
multiplicativo, por exemplo, teria duas restricdes a serem consideradas: o zero nao
pode estar na casa das centenas e os algarismos da unidade devem ser pares.
Visualizando apenas a resposta de P4, ndo ficou muito aparente qual foi a estratégia
usada. Por conta disso, decidimos perguntar a ele e aos demais qual foi a estratégia
usada, assim obtivemos as seguintes respostas:

P4: Esse eu fiquei também na duvida porque eu considerei o 0 como par. Ai
foi 0, 2, 4, 6 e 8, ai deu 5 numeros na primeira possibilidade. 4 para a segunda
casinha e 3 numeros para a ultima casa. Ai eu fiz a multiplicagédo e deu 60.

P2: Eu fiz diferente, s6 que eu também tive varias duvidas nessa parte. A
primeira duvida é: zero é par ou ndo €? A outra duvida é: se for somente
numeros pares, quantos sdo ao todo? Ai eu fiquei pensando. Tem que ser

diferentes ou iguais? Por exemplo, tem que ser trés niUmeros pares iguais ou
diferentes. Ai eu fiquei nessa duvida quando eu estava fazendo essa.

Os participantes P4 e P2 usaram apenas algarismos pares para formar os
nuameros. Quando identificamos isso, questionamos qual o critério para um numero
ser par e eles responderam de forma adequada “colocar a resposta”. Entdo, passamos
a questionar se o numero 352 néo poderia ser uma possibilidade e se esse tipo de
numero entraria na contagem que eles estavam fazendo. Diante dessa informacéo,
P4 disse nao ter analisado quais numeros entram em sua contagem, apenas fez a
multiplicagao (Figura 28).

Percebemos que este participante ndo tinha em mente possibilidades de
numeros com trés algarismos pares, apenas tinha a intencdo de formar uma
sequéncia de numeros com trés algarismos em que todos os algarismos fossem
pares. Este pensamento pode estar associado a ma interpretacdo do enunciado
quando diz “E se for somente numeros pares [...]" (Lima, 2015, p. 129, grifo nosso).
A palavra numero pode ter sido confundida com algarismo.

Quando estendemos essa discussdao com o0s demais participantes,
perguntando se eles ndo haviam pensado em usar todos os algarismos, P3 alegou ter
usado os numeros pares somente na casa das unidades, mas quando pedimos que
apresentasse sua solugao, o estudante alegou nao as ter escrito porque estava sem
folhas, mas havia pensado em escolher qualquer algarismo na casa das centenas,

dezenas e na unidade ser apenas par.
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Quando finalmente o pesquisador comegou sua exposi¢cado sobre a solugao do
segundo problema, P4 teve um insight de como resolver o problema, alegando que
poderiamos dividir por 2, pois metade dos numeros sdo pares e a outra metade
impares. O pesquisador alegou que, neste caso especifico, ndo seria assim e
demonstrou porque isso ocorreu. A exposi¢ao acabou sendo um pouco longa para
detalhar o maximo possivel o raciocinio empregado nessa questao e abarcar todas as
duvidas apresentadas pelos participantes.

A terceira questdo (Quadro 9) foi resolvida por todos os participantes com
bastante facilidade, apesar de ser um Produto de Medidas, exige um pensamento

invertido para realizacédo da solugédo, mas eles nao tiveram dificuldade.
4.3.2.2 Segundo momento: estudo de protocolos de alunos

O segundo momento desse encontro foi marcado pelo estudo dos protocolos
de alunos a partir de seis questdes estudadas anteriormente. O primeiro problema a
ser revisado foi o seguinte “Liste todos os possiveis subconjuntos de dois
elementos que podemos obter a partir do conjunto 4 = {a, b, c}”’ (Quadro 10).

O protocolo com a resposta de aluno discutido com o grupo foi:

Figura 29 — Protocolo 1

3. (a) Liste todos os possiveis subconjuntos de dois elementos que podemos obter a partir do conjunto
A = {a,b,c}.

@,0); (2.0); (@.c); (5,0): (6,6); B.c):(ca);(e6) lec

Foﬂh{e:_Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

Para iniciar a discussao, apresentamos novamente a questdo estudada no
encontro anterior e perguntamos se os participantes se lembravam. Com a
confirmacao positiva, apresentamos o protocolo da Figura 29 e pedimos que os
participantes tentassem conjecturar o que o protocolo estava informando, ou seja, o
que o aluno poderia estar imaginando ao registrar a resposta e o que eles

compreendiam sobre a resposta. O enxerto abaixo traz a conjectura dos participantes:

P2: Eu acho que ele foi juntando todas as letras. Ele comegou com (a, a),
porque o “a” ja estava |a, pegou o “a@” e colocou de novo. Ai colocou (a, b) e
(a, c). Depois ele foi para a letra “b”, ai ele fez com todos os trés que estédo
Ia, como se estivessem fora, sabe? A letra “b” é como se estivesse fora desse
conjunto, ai ele fez (b, a), (b, b) e (b, c). Depois ele fez a mesma coisa com o
“c”. Ele pegou o “c” que estaria fora e depois juntou com o “c” que estaria
dentro, (c, a), (c, b) e (c, c). Acho que foi isso que ele pensou.
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Pesquisador: Mas a resposta dele é coerente com o que se pedia no
enunciado?

P4: A resposta é coerente, mas esta errada porque ele considerou o (a, a), o
(b, b) e o (c, c).

Pesquisador: Sé por isso ou tem mais coisas?

P3: O (a, b) e o (b, @) € 0 mesmo subconjunto também.

Ball, Thames e Phelps (2008, 401, tradugdao nossa®) propéem que o
conhecimento do conteudo e dos alunos pode estar explicito quando os professores
sdo capazes de “[...] ouvir e interpretar o pensamento emergente e incompleto dos
alunos, expresso na forma como eles usam a linguagem”. Observamos na resposta
de P2 que ele identificou um padrédo de resposta exposto pelo aluno, muito embora
nao tenha mencionado o que poderia estar errado ou correto diante do apresentado
pelo aluno. Por isso, o pesquisador perguntou se a resposta era coerente com o que
se pedia no enunciado. Com a identificagdo de certos termos da listagem que néao
poderiam estar, embora no todo, as respostas de P4 e P3 indicam que eles
consideram a resposta coerente. Identificar um erro € um conhecimento comum do
conteudo; saber quais sdo os erros mais provaveis € um conhecimento de conteudo
e dos alunos e pode representar um primeiro passo para saber como agir diante deles.

Ao analisar as respostas equivocadas, o professor pode se perguntar até que
ponto o registro do aluno apresenta coeréncia com a logica e a escrita matematica,
ou quais padrdes légicos ou de representacdo estdo sendo apresentados pelos
estudantes. Esse questionamento pode contribuir para que o professor faca
observacgdes mais intencionais sobre certos detalhes de um conteudo e proponha
maneiras de desestabilizar os erros ou, em uma nova abordagem do conteudo, usar
outras explicagdes ou ainda exemplos para provocar insights e reflexdes sobre
aspectos da natureza matematica na qual se quer construir conhecimentos e
aprendizados.

Na sequéncia, os participantes foram indagados sobre como poderiam ajudar
o aluno do protocolo 1. As respostas foram:

P4: Seria interessante mostrar a ele que esta errado essa repeticdo de dois
objetos, porque é como se estivesse pegando uma coisa duas vezes.
Pesquisador: Lembrar da definigdo de conjuntos, né?

P4: Isso, porque na verdade ele s esta repetindo, ndo esta pegando outro
elemento, ele esta fazendo um conjunto s6 com um termo.

P3: Eu acho que o que falta para ele é saber o que é um subconjunto mesmo,
talvez ele ndo soubesse direito. Eu explicaria o que é um subconjunto.

5 Do original: “Teachers must also be able to hear and interpret students’ emerging and incomplete
thinking as expressed in the ways that pupils use language. (Ball; Thames; Phelps, 2008, p. 401).
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A fala de P4 demonstra preocupagado em evidenciar para o aluno que existe o
invariante de ordem nesta situagcado: os conjuntos {a, b} e {b, a} sdo iguais por
possuirem os mesmos elementos, por isso nao faz sentido exibi-los duas vezes. Por
outro lado, P3 observa que pode ser que o aluno nao soubesse a definicdo de
subconjunto, entio trazer uma explicagao sobre isso poderia leva-lo a entender o que
se pede na questéo.

O intuito de nossa provocagao era que os participantes pudessem avaliar
matematicamente a situacao para entender onde o aluno poderia estar errando. Como
expomos no capitulo metodologico, este protocolo apresenta padrédo de pares
ordenados e nao de subconjunto, como era esperado pelo comando da questao.
Portanto, quando os licenciandos destacam a necessidade de se revisitar definicdes
de subconjunto, eles estdo evidenciando a necessidade de se esclarecer mas
interpretacbes da natureza matematica que podem influenciar nos equivocos das
respostas.

Cury (2012) considera que o professor iniciante precisa experimentar novas
estratégias de ensino, pois caso contrario ira repetir aquilo que seus professores do
ensino basico lhe ensinaram. Ou seja, questionar a partir do erro de que forma os
participantes poderiam ajudar o aluno € uma forma de reflexdo sobre novas formas
de ensino.

O segundo problema discutido neste momento foi: “Quantos subconjuntos de
dois elementos podemos formar com um conjunto de 26 letras?” (Quadro 10), e

o protocolo foi 0 3.

Figura 30 — Protocolo 3

(a) Quantos subconjuntos de dois clementos podemos formar com um conjunto de 26 letras?

f), = = \- : Azl . g2 '/ ; —
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Fonte: Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

A principio, pedimos para os participantes relembrarem a questdo e dessem

uma olhada no protocolo 3 (Figura 30). A partir disso, os questionamos sobre a
resposta do protocolo do aluno. As consideragdes foram:

P5: Eu acho que é o mesmo que eu iria fazer, s6 que ele usou a férmula de

Arranjo, ai chegou no resultado, mas do jeito que estou crendo ele poderia

chegar ai.
Pesquisador: Nao entendi o que vocé falou no final.
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P5: E porque a gente tem 26 letras, s que a gente ndo pode usa-las
repetidamente [...]. Entdo a gente s6 pode usar uma de cada aos pares. Como
na primeira parte a gente tem 26 letras para usar, na segunda teria 25 letras
para usar.

P5 parece perceber que a resposta apresenta incongruéncia, porém acredita
que o raciocinio do aluno € o mesmo que ele poderia ter. Notamos que o erro do aluno
poderia, de alguma forma, ser familiar para esse participante, talvez baseado em sua
prépria experiéncia de aprendizagem, como quando P5 diz: “Eu acho que € o mesmo
que eu iria fazer [...]". Esse trecho também é um indicativo de que conhecimento de
aluno pode estar sendo despertado.

Acreditamos que, para P5, o aluno poderia multiplicar 26x25, mas teria que
desconsiderar os casos repetidos no final. O participante ndo apresentou justificativa
para descontar esses casos repetidos, por exemplo, como os subconjuntos tém dois
elementos, entdo precisava desconsiderar a metade das possibilidades, ou seja,
dividir por 2. No entanto, percebemos que o participante observou que o invariante de
ordem (Vergnaud, 1986) precisava ser avaliado nessa situagao combinatéria. No
enxerto abaixo, apresentamos um dialogo sobre essa questéo.

Pesquisador: No caso, nesse formato que vocé falou, 26x25, a gente precisa
lembrar de dividir por 2, né? Para tirar aquilo que ficou em excesso. Pois, 0o
conjunto que tem A e B é o mesmo conjunto que tem B e A em ordem trocada
[...]. Entdo qual é o erro dele aqui?

P4: O erro dele, em esséncia, € nao ter dividido por 2.

Pesquisador: Nao ter dividido por dois, ter contado aqui 650, entdo contou

repetidamente varios casos, né?
P4: Isso, esta tudo dobrado.

Observamos na fala de P4 que, se o aluno tivesse dividido por 2, teria chegado
a contagem correta. Matematicamente falando, isso é verdade, porém nenhum dos
participantes mencionou que essa situacdo € uma situagdo de Combinacgao e, por
isso, seria um equivoco usar férmula de Arranjo. Mas parece que pensaram em como
chegar a conclusao correta a partir do que eles interpretaram sobre o raciocinio do
aluno, ou seja, apesar de ser uma questdo de Combinacao, poderia ser usado o
principio multiplicativo para chegar ao resultado. Na sequéncia, fizemos o seguinte
questionamento:
Pesquisador: O que a gente pode fazer aqui para ajudar o aluno?
P3: Eu acho que é a questao do subconjunto novamente, porque ele deve ter

pensado que {A, B} e {B, A} sdo subconjuntos diferentes. Sendo que sao
iguais, acho que foi por isso que ele fez Arranjo.
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P3 sugere que o estudante nao tenha compreendido o que € um subconjunto.
Esse problema demanda um conhecimento matematico que nao foi definido no
enunciado, ou seja, o que € um subconjunto. Mas, em termos de conhecimento de
professor, refletir sobre as respostas dos alunos pode trazer bons insights sobre as
formas de ensinar. A resposta para a pergunta do pesquisador exige um
conhecimento especializado, uma vez que processos e sequéncias de ensino sao
pensados e repensados para minimizar erros e, neste caso, erros que ainda nao sao
totalmente conhecidos pelos licenciandos (Ball; Thames; Phelps, 2008). Mas, antes
que isso acontega, o conhecimento de aluno é internalizado quando o professor
compreende onde e como acontece o erro do aluno (Ball, Thames e Phelps, 2008).

A solugado do protocolo 3 (Figura 30) apresenta equivoco quanto ao uso da
féormula. Assim, compreender as respostas incompletas dos estudantes e identificar
qual ou quais equivocos mais relevantes apresentados na solugao contribui para que
o professor compreenda a forma de pensar do aluno, dando-lhe a possibilidade de
pensar estrategicamente como desconstruir tais equivocos. Além disso, questionar o
estudante sobre como ele chegou naquela resposta e o que ele estava pensando
quando formulou sua resposta pode trazer informagdes extras e mais fidedignas sobre
a forma de pensar dos alunos.

A situagao combinatoéria “quantos carros podemos emplacar com as letras A,
B, C, D, E e os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, sabendo-se que cada placa € uma sequéncia
de 3 letras e 4 digitos” (Quadro 10) foi discutida junto aos protocolos 4 e 5.

Figura 31 — Protocolo 4

Fonte: Lima (2015).

Figura 32 — Protocolo 5

(c) Quantos carros podemos cmplacar com as letras 4, B,C, D, E ¢ os digitos 1,2. 3,4, 5,6, sabendo-sc
que, cada placa é uma sequéncia de 3 letras e 4 digitos?

6% 6= $2¢ +1296 =PI
‘ Fonte: Lima (2015).

A principio, quando apresentamos tais protocolos, P3, P4 e P5 néo

conseguiram compreender as respostas dos estudantes. Questionamos P6 se ele
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havia conseguido compreender algo nas solugcdes e ele apresentou o seguinte

raciocinio:
P6: O de baixo [protocolo 5] parece até um daqueles problemas de retirar
uma bola, s6 que vocé a devolve para a caixa. Se ele tivesse que escolher 5
letras [ele dispde de 5 letras], ai ele tem que escolher 3 [ele precisa escolher
3 das 5]. Ai, na primeira opgao, ele pode escolher qualquer uma das 5, na
segunda opgao qualquer uma das 5 e na terceira qualquer uma das 5. E ai
ele errou no principio, porque eu acredito que nao é para ele pensar em letras

ou numeros, por ai seria uma soma, mas sim uma multiplicagao. Eu acho que
ele errou nessa parte.

A fala de P6 se baseia no protocolo 5 e descreve um argumento de Arranjo com
repeticdo, quando avalia que as possibilidades de cada escolha s&o iguais a
quantidade total de elementos disponiveis. Observamos que o participante P6
identificou que o erro do estudante estava na soma das possibilidades das letras e
numeros “[...] pensar em letras ou® numeros [...]". Essa fala demonstra dominio do
conhecimento do conteudo da Combinatodria, uma vez que P6 consegue identificar o
erro ao saber a solugéo correta para aquele caso, pois identificar se € um caso de
soma ou multiplicagédo requer compreensao de como se comportam os agrupamentos.
Neste caso, saber que a placa € composta por duas configuragées de letras e
numeros.

A respeito do protocolo 4, P2 disse que:

P2: E, acho que o de baixo ele pensou como o P6 falou e o problema foi ele
ter somado. O de cima [protocolo 4] acho que ele pensou em fazer Arranjo
para os dois. Ele considerou como sendo arranjo de 5, porque séo 5 letras,
sendo que na placa tem 3, ai fez arranjo de 5 tomado a 3. Ai ele multiplicou
com o arranjo de 6 porque seriam 6 numeros, s6 que ali esta pedindo 4. Ai

ele pensou em fazer isso, fazer arranjo separado de cada um, de letra para
numero e depois multiplicar. Acho que foi isso que ele pensou.

Em muitos casos, as respostas ndo séo tdo claras, mas P2 demonstrou ter
compreendido o pensamento do aluno ao identificar que a férmula de Arranjo estava
sendo usada e com que objetivo, descrevendo de maneira sequencial o que o aluno
poderia ter pensado, demonstrando assim dominio do conteudo da Combinatéria e
aprimorando seu conhecimento de aluno.

Apods algumas discussdes sobre os protocolos 4 e 5, percebemos que os
participantes entenderam que, no protocolo 4, o estudante usou a formula do Arranjo
porque, nesse caso, a ordem importava, mas cometeu um equivoco por nao

considerar ser um Arranjo com repetigao. No protocolo 5, o estudante usou Arranjo

6 Vale referenciar que na Matematica, em muitos casos, a palavra “ou” esta associada a soma.



89

com repeticdo, mas se equivocou ao somar as possibilidades de letras e numeros.

Por isso, os participantes foram questionados sobre qual resposta poderia estar mais

equivocada. A isso, P4 respondeu:

P4: Eu acho que o mais certo, se for considerar, € o de baixo. Ele esta numa
linha bem préxima, apesar de ele ter somado. Porque, querendo ou néo, ele
foi num raciocinio bem certinho, o Unico pecado dele foi considerar como se
fossem duas coisas distintas e ndo considerou uma linearidade para formar
a placa. Eu acho que o de baixo quase que acertava. O problema é que ele
pensou, de certa forma, em dois eventos distintos.

Pela fala de P4, observamos que a resposta mais adequada é a do protocolo

5, pois o0 estudante percebeu que era caso de usar um Arranjo com repeticao.

Portanto, somar naquele caso € um equivoco mais aceitavel que no protocolo 4, onde

o estudante usou Arranjo simples. Acreditamos que, para esse participante,

reconhecer o invariante operatério (Vergnaud, 1986) que o problema esteja exigindo

seja um ponto central nas solugdes dos alunos.

Para uma melhor condugdo desse momento de analise das respostas,

perguntamos qual dos participantes havia lido o artigo de Lima (2014). No quadro a

seguir, apresentamos as estratégias em que o autor expde erros e estratégias de

aluno ao resolverem problemas combinatoérios (ver Quadro 12).

Quadro 12 — Principais dificuldades e estratégia apresentadas pelos alunos

Dificuldade Descricao da estratégia
. ~ Os alunos realizam a listagem sem nenhum tipo de organizacao.
Listagem Nao T I :
sistematica Dessa maneira, listagem de possibilidades pode ficar faltando
elementos, ou com elementos em excesso
Os alunos nao percebem a caracteristica do problema em relagao
Ordem dos a ordem dos elementos, considerando a ordem relevante em
Elementos problemas que nao €, e desconsiderando-a quando é necessario
leva-la em conta. Um dos erros que pode surgir € classificar um
problema de combinagdo como um problema de arranjo
- Os alunos nao percebem a caracteristica do problema em relagao
Repetigao . o - ~ ,
dos a possibilidade de repeti¢cao de elementos. Entao, desconsidera a
repeticado dos elementos quando o problema permite, assim como
Elementos ;
0 inverso
Diferenciacao . . .
dos ¢ Alunos possuem dificuldades nos conceitos de cada tipo de
problema de combinatdria, classificando os problemas de maneira
problemas n
N errébnea
combinatorios
v Além da dificuldade de lembrar as férmulas de cada problema, os
Utilizacao das . e
Formulas alunos apresentam dificuldades na substituicdo dos valores do
problema na férmula e resolve-la
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Utilizacao do
Diagrama de
arvores

Os alunos montam o diagrama de arvores com uma estrutura
errbnea

Fonte: Lima (2014, p. 5).

Foi discutido com eles as estratégias usadas pelos alunos e onde apresentam
falhas. Por meio da exposicao, buscamos sinalizar como os erros podem ser
classificados e onde é mais comum ocorrer falhas em cada tipo de estratégia, pois
entendemos que os licenciandos precisam conhecer as estratégias e as falhas de
cada estratégia para fortalecer seus conhecimentos sobre a Combinatoria, seu ensino
e sobre os alunos.

Na sequéncia, foi discutido o problema “Quantos sdo os numeros de trés
algarismos distintos? E se for somente nUumeros pares, quantos sao ao todo?”
(Quadro 11) e os protocolos 6, 7 e 8.

Figura 33 — Protocolo 6

Quantos sdo os numeros de trés algarismos distintos? E se for somente
numeros pares, quantos sdo ao todo?
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Fonte: Lima (2015).

Figura 34 — Protocolo 7
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Figura 35 — Protocolo 8
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Fonte: Lima (2015).

O protocolo 6 foi o primeiro a ser apresentado e, de imediato, P2 e P4 se
manifestaram dizendo n&o terem compreendido o que o estudante apresentou, devido
ao "10!" estar igualado a sequéncia de numeros que os lembrava de uma
Combinagao. Por outro lado, P6 conseguiu entender e apresentou sua perspectiva
para os demais:

P6: Tirando esse 10! que ele colocou ai no comego, o resto é s6 combinagao
10, 3 a 3. Ele s6 se enganou nesse 10! ai. Isso foi 0 que causou todo
estranhamento.

P4: Mas, pelo que eu lembro, a resposta ainda esta errada porque nao pode
considerar o 10. Foi o que a gente fez quase agora. Por causa do zero, se
colocar na primeira casa vai dar errado.

P6: Que esta errado, esta! A gente s6 esta tentando tornar o negécio mais

compreensivel, né? Ai, depois de descobrir todos os nimeros, ele considerou
que metade era par.

A leitura feita por P6 demonstra, além de dominio do conteudo, certa facilidade
em compreender como o0s alunos pensam. No entanto, os outros participantes
estavam tentando entender que tipo de conta o estudante estava fazendo. Em suma,
P6 percebeu que seus colegas n&o tinham compreendido o raciocinio do aluno por
nao perceberem que 10! n&o tinha relagdo com Combinacao, e isso lhes causou
“estranhamento”.

Quando questionado pelo fato de os calculos estarem errados, P6 alegou que,
apesar de estarem errados, eles apresentam certa coeréncia por entregar a suposta
quantidade de numeros de trés algarismos diferentes. Além disso, ao dividir por dois,
o estudante também calcula a quantidade par desses numeros. Neste episodio, P6
externaliza conhecimento de aluno, pois consegue nao s6 saber que a resposta esta
errada, mas também compreender o caminho usado pelo aluno para chegar a
conclusao de suas respostas, o que vem de encontro com as consideracdes de Ball,

Thames e Phelps (2008, p. 401): “os professores também devem ser capazes de ouvir
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e interpretar o pensamento emergente e incompleto dos alunos, expresso na forma
como eles usam a linguagem”.

Ainda sobre o protocolo 6, motivado pelas discussbées de P4 e P6, os
participantes foram questionados se considerar que metade dos numeros sao pares
poderia ser considerada uma resposta “muito errada ou muito fora”, conforme
percebido pelo pesquisador. A respeito disso, P4 respondeu: “Acho que nao, eu segui
0 mesmo caminho. Pelo menos, na minha cabeca fez sentido”. Quando P4 estava
resolvendo este problema, ele julgou que a divisdo da quantidade de numeros de trés
algarismos diferentes poderia ser dividida por dois para encontrar a quantidade par.
Isso o fez perceber que, apesar dessa estratégia estar equivocada, ainda assim faz
sentido pensar que metade dos numeros séo pares. A respeito dos erros, Brousseau
(1983, p. 171) afirma que:

O erro ndo é somente efeito da ignorancia, da incerteza, do acaso, como se
acredita nas teorias empiristas ou behavioristas da aprendizagem, mas o
efeito de um conhecimento anterior, que tinha seu interesse ou sucesso, mas

que agora se revela falso, ou simplesmente inadaptado. Os erros desse tipo
ndo sao instaveis e imprevisiveis, eles sdo construidos em obstaculos.

De fato, quando pegamos uma quantidade par de numeros em sequéncia,
metade deles sera par, porém, nesse problema, os nimeros nao estdo em sequéncia.
Assim, ndo podemos afirmar com certeza que este conhecimento pode té-los levado
a essa estratégia. Mas, saber que metade dos numeros s&o pares, sobre qualquer
que seja o contexto desse aprendizado, pode ser um conhecimento invocado para
este momento. Ou seja, em algum momento pode fazer sentido, porém, nesse
contexto, néo é.

Também questionamos se usar a férmula da Combinacao nessa situagao lhes
parecia um erro fora do esperado. P4 respondeu que “[...] a ordem importa, entao
complica”. Para o participante, se equivocar com o invariante parece ser mais
incoerente do que dividir por dois para determinar a porcao par.

Terminadas as discussdes sobre o protocolo 6, apresentamos os protocolos 7
e 8 juntos e pedimos que os participantes analisassem o que os estudantes
protocolaram. P4 respondeu o seguinte:

P4: Eu acho que ele é corajoso porque listar esse tanto de numeros é
complicado. Ele foi destinado a tentar fazer a listagem, mas nao pensou
matematicamente que ele poderia facilitar a vida dele. Acho que ele foi pelo
senso comum de literalmente fazer a listagem. Provavelmente ele n&o tinha

dominio do conteudo em si ou alguma férmula, mas ele tentou fazer. Ai o jeito
que ele sabia foi esse.
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Pesquisador: Mas olhando para essa listagem, vocé acha que tem algum
padréo? Ele foi coerente até onde conseguiu chegar?

P4: Eu acho que ele esta indo certo porque ele ja removeu o zero da primeira
casa, entdo ele vai certo, mas vai demorar muito.

A fala de P4 sobre o “pensar” matematicamente indica que o participante
percebe a necessidade de uma abstracdo, ou seja, pensar uma estratégia mais
efetiva. P4 demonstra sensibilidade ao conjecturar que talvez essa fosse a unica
estratégia conhecida pelo aluno para solucionar esse problema. Nesta questao, usar
a listagem €& uma desvantagem por ter uma lista demasiadamente grande de
possibilidades.

Diante disso, o pesquisador buscou mostrar aos participantes alguns cenarios
em que a listagem seria util, por exemplo, com uma quantidade menor de algarismos.
Além disso, discutiu-se sobre a necessidade de se construir o pensamento
combinatorio nos estudantes para que eles pudessem formalizar estratégias menos
arduas, uma vez que a listagem nao faz sentido em todas as situagbes combinatorias.
Quando questionamos sobre o padréo de listagem, gostariamos de chamar a atengao
para erros que os estudantes cometem por ndo conseguir listar de forma padronizada,
embora nao pareca ser o caso deste protocolo.

Listar sem um determinado padrdao pode ocasionar erros de contagem, mas
listar utilizando um padrao, em uma situagcdo em que ha uma quantidade demasiada
de casos, torna-se um erro de estratégia e ndo um erro capaz de nao produzir a
solucdo. Observar esses aspectos pode fazer com que o professor fale sobre
determinadas estratégias com mais cuidado em sala de aula.

A solucao do protocolo 8 esta correta e P4 foi o Unico participante que se
manifestou sobre a mesma, classificando-a como perfeita por apresentar todo o
procedimento de forma justificada.

O problema “Uma companhia de transporte rodoviario intermunicipal
estuda as 15 possiveis rotas para a realizagdo de viagens do municipio A ao
municipio C, com passagem obrigatéria pelo municipio B. Sabendo que de A a
B existem trés possiveis trajetos, quantos trajetos existem entre B e C?” (Quadro

10) foi discutido com o protocolo 9.
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Figura 36 — Protocolo 9

Uma companhia de transporte rodovidrio intermunicipal estuda as 15
possiveis rotas para a realizagao de viagens do municipio A ac municipio C,
com passagem obrigatéria pelo municipio B. Sabendo que de A 3 B existem

trés possiveis trajetos, quantos trajetos existem entre B e C?
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Fonte: Lima (2015).

ApOs a apresentacgao, foi pedido aos participantes que analisassem o protocolo
9 e expressassem suas opinides sobre a solugao do estudante. O enxerto a seguir

expde tais consideragdes:

P4: Eu acho que ele pensou na resposta literalmente ao pé da letra. Ele nao
pensou em fazer algum arranjo de caminho que pode ir para um lado ou pode
ir por outro, literalmente, existem 15 no total, vou subtrair os trés que eu ja
tenho, vou colocar doze caminhos e pronto.

P5: Ele n&do conseguiu interpretar o que a questao estava pedindo. Com isso,
ele ndo conseguiu chegar no resultado final. Porque, acredito eu, ele
interpretou como se os trés primeiros caminhos de A para B ja estivessem
contados e ele ndo conseguiu desvendar que entre B e C existiam novos
caminhos. Por isso ele chegou em doze.

P4: Inclusive parece que ele pensou que o caminho é linear. Ou seja, sai de
A e chega logo em C, ou existe algum atalho de B para C, ou coisa nesse
sentido.

P5: Feito o que o P4 falou. O que o aluno contou como trés caminhos
primarios, [...] acredito eu que esses trés caminhos seriam diretos de A para
C. Foi isso 0 que deu errado. Nao é de A para C, é de A para B. Eu acho que
ele ndo conseguiu visualizar essa parte e acabou adicionando os doze para
completar os quinze.

P4 percebe que o equivoco do protocolo esta em interpretar de forma “literal”
as informacgdes. Ja P5 acha que o estudante ndo consegue imaginar a existéncia de
caminhos entre as cidades B e C que pudessem ser combinados para formar o trajeto,
por isso o0 estudante subtrai trés dos quinze para obter os doze caminhos. Mais uma
vez, tentar compreender como o aluno pensou e buscar entender as respostas reforga
o conhecimento de aluno. Mas nem sempre sera possivel compreender o0 que o
estudante pensou sem pergunta-lo. Porém, neste trabalho, o conhecimento de aluno

se expressa quando o (futuro) professor tenta compreender o raciocinio do aluno,
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contribuindo ainda para conhecer os erros mais provaveis de ocorrer e elaborar
estratégias para minimiza-los.

Na sequéncia, mostramos nosso ponto de vista sobre a questdo, ou seja,
usamos alguns desenhos (Figura 37) para representar o possivel raciocinio do

estudante.

Figura 37 — Representagao feita pelo pesquisador comentando o Protocolo 9

A 2 C

Fonte: Dados da pesquisa.

Com essa representacao, tentamos demonstrar que um estudante poderia ter
contado 7 caminhos diferentes para sair de A até C, somando os trés caminhos de A
até B e os quatro caminhos de B até C.

O ultimo enunciado foi: “Liste todos os numeros de dois algarismos distintos

que podemos formar com os digitos 1, 3 e 5” (Quadro 11), e o protocolo foi o 2.

Figura 38 — Protocolo 2

(b) Liste todos os nmeros de dois algarismos distintos que podemos formar com os digtos 1,3,5.
/ Y )
2 5 | &

Fonte: Santos-Wagner, Bortoloti e Ferreira (2013).

Perguntamos o que os participantes pensavam dessa resposta. Inicialmente

disseram o seguinte:

P4: Eu acho que ele levou muito ao pé da letra a ideia de associar os
numeros.

P5: Diferente do da gente, que deu 6. Ele fez a unicidade de cada um, fez sé
com um numero, nao repetiu.

Pesquisador: O que mais vocés podem observar no que ele escreveu? Ele
nao conseguiu listar todos, € o que mais?

P4: Ele nao escreveu os numeros adequadro nao.

P2: Tem a questéo da virgula. 1,3; 3,5; 1,5 no modo como ele escreveu.

Alguns participantes apontaram inicialmente que havia incoeréncia com os
numeros. P5 falou da unicidade. Muito provavelmente, ele observou que mais

numeros poderiam ser escritos ao inverter a ordem dos algarismos. P2 percebeu que
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0s numeros estavam escritos na forma decimal. Diante dessa observagao, pedimos
aos participantes, por ora, que ignorassem o uso da virgula e se atentassem a
listagem do aluno. Depois disso, P4 respondeu:
P4: Eu pude notar, em esséncia, que ele sabe o que é para fazer. S6 que ele
nao percebeu que da para inverter os numeros, ou seja, formar 13 ou 31. O
problema esta ai, ele s6 considera literalmente pegar dois nimeros e pronto,

ndo considera inverter. E um digito, entdo poderia estar sendo permutada a
ordem deles.

Por seu comentario, compreendemos que P4 consegue observar, para além do
fato de essa resposta nao apresentar numeros de dois digitos, que o padrao de
listagem ndo apresenta o invariante de ordem da situagdo imposta, ou seja, esse era
o caso de Arranjo simples, mas o aluno ndo percebeu. Por essa leitura, observamos
conhecimento do conteudo e de aluno emergindo na fala do participante.

Neste encontro, os protocolos utilizados consistem em respostas reais que
apresentam uma gama de questdes e respostas, como € o caso da questéo 2, na qual
expomos trés protocolos com o intuito de expandir o conhecimento dos participantes
a respeito do universo de resposta dos estudantes. Dissecamos os protocolos com o
intuito de que compreendessem os erros e também pensassem em estratégias de
ensino para (res)significa-los, como no caso do protocolo 3, no qual questionamos
solugdes para ajudar o estudante.

Identificamos e trabalhamos conhecimentos de ensino quando questionamos
como os participantes usariam determinados problemas combinatérios. Os
participantes também cometeram equivocos ao resolverem problemas combinatérios,
e isso o0s sensibilizou ao analisarem os protocolos de estudantes e observarem que
podem cometer os mesmos equivocos que os estudantes.

Existe uma relagdo imbricada entre os tipos de conhecimento de professor
estabelecida por Ball, Thames e Phelps (2008), ou seja, uma determinada situagao
pode emanar um ou varios conhecimentos ao mesmo tempo. Por exemplo, estar
diante de um padrdao de resposta e identificar que ela esta errada pode ser
conhecimento do conteudo. No entanto, quando se esta diante de um padrao de
respostas erradas e se reconhece que aquele erro € cometido com frequéncia (ou
nao) por estudantes, indica conhecimento do conteudo e dos alunos. Criar uma
sequéncia de ensino de um conteudo para evitar o erro indica que o professor tem

conhecimento do conteudo e do ensino. Ao passo que criar uma sequéncia a partir de
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um erro desconhecido € um conhecimento especializado do professor, pois demanda
também capacidade de reflexdo sobre a natureza do erro.

A andlise das respostas pbde, sob diversas perspectivas, trazer
esclarecimentos sobre como compreender o que houve de errado para corrigir e ter
sucesso em atividades futuras, esclarecer interpretacdes errbneas sobre a natureza
da Matematica, analisar erros com o intuito de esclarecer mas interpretagées de um
determinado conteudo e refletir sobre estratégias de ensino.

Acreditamos que o olhar critico sobre aquilo que o aluno entrega como
resposta, seja ela correta ou errada, € um passo para pensar novas formas de ensino.
Desse modo, as atividades propostas neste encontro tiveram o intuito de provocar
reflexdes e aprendizados sobre as estratégias de alunos, incluindo erros e acertos,
respostas incompletas e pouco formalizadas no ambito da Matematica. Assim,
incitamos a observancia de detalhes importantes para os professores que buscam
melhorar suas praticas nas salas de aula (Ball; Thames; Phelps, 2008). Também
acreditamos que o que foi apresentado aqui possa subsidiar cursos de licenciatura
que tenham o enfoque pratico da construgdo de conhecimentos pedagdgicos.

Em suma, o que esquematizamos neste encontro consiste, em um primeiro
momento, em fazer com que os participantes pensassem os problemas combinatorios,
realizassem solucdes sobre eles e refletissem coletivamente sobre as solugoes,
construindo assim conhecimentos do conteudo de Combinatéria. Em seguida, foram
apresentados protocolos de alunos para essas questdes. Analisamos os diversos
detalhes contidos nessas respostas e buscamos compreender como os alunos
pensam, O que suas respostas revelam sobre seus saberes e nao saberes e o0 que
pode ser feito para ajudar o aluno. Essa estratégia permitiu que os participantes

pudessem construir os conhecimentos de alunos e de ensino.

4.3.3 Encontro 3

Este encontro foi reservado para fazer uma atividade pratica envolvendo um
teste diagndstico da pesquisa de Coelho e Dias (2022), na qual realizaram um teste
diagndstico com trés estudantes do ensino médio, onde protocolos de alunos também
foram colhidos e serdo estudados neste encontro.

As atividades deste encontro consistiam em resolver as questdes, identificar

quais poderiam ser os equivocos do estudante para cada questdo, analisar e
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categorizar os tipos de erros em protocolo de aluno dessas questdes. Essa atividade
foi realizada em grupos, sendo o grupo 1 formado por P2, P4 e P6; e o grupo 2, por
P1, P3 e P5. A primeira quest&do apresentada foi a seguinte:

Questao 1: [Adaptado ENEM, 2015] Uma familia composta por sete
pessoas adultas, apos decidir o itinerario de sua viagem, consultou o site de
uma empresa aérea e constatou que o voo para a data escolhida estava quase
lotado. Na figura disponibilizada pelo site, as poltronas ocupadas estao

marcadas com X e as Unicas poltronas disponiveis sao as mostradas em branco.

Figura 39 — llustragcdo de apoio da Questdo 1 do Encontro 3
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Fonte: Dados da pesquisa.

Determine o numero de formas distintas de se acomodar a familia nesse
VOO.

O protocolo da Figura 40 apresenta a resposta do grupo 1 e, apesar de
percebermos vestigios de outros calculos no entorno, observa-se que utilizaram a
férmula do arranjo no canto inferior direito (demarcada por um circulo). Percebemos
que os participantes comegaram usando a estratégia dos tracinhos para depois fazer
0 uso da férmula. Isso mostra que um certo raciocinio combinatério foi construido

antes do uso da formula como resposta final.

Figura 40 — Resposta do Grupo 1 a questao 1 do Teste Diagndstico
kot i .
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 Fonte: Dados da pégauiéa.
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O protocolo da Figura 41 mostra dois calculos: um usando a combinagéo, muito
embora esteja marcado com um “X” mostrando uma anulagéo de parte da resposta, e
outro utilizando o principio multiplicativo com o resultado correto. Percebemos que os
participantes fizeram algum tipo de correg¢ao para essa questao e usaram a estratégia
de tracinhos para chegar ao resultado. Usar inicialmente a formula da Combinacao
representa um equivoco quanto a situagdo combinatéria e ao invariante (Vergnaud,
1986), pois cada ordem na qual os passageiros se sentam representa uma nova

possibilidade.

Figura 41 — Resposta do Grupo 2 a questao 1 do Teste Diagnédstico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na sequéncia, foi trabalhada a segunda questao.

Questao 2. [Adaptado ENEM, 2017] Um banco solicitou aos seus clientes
a criagcdo de uma senha pessoal de seis digitos, formada somente por
algarismos de 0 a 9, para acesso a conta corrente pela internet. Entretanto, um
especialista em sistemas de seguranga eletrénica recomendou a diregdao do
banco recadastrar seus usuarios, solicitando, para cada um deles, a criagao de
uma nova senha com seis digitos, permitindo agora o uso das 26 letras do
alfabeto, além dos algarismos de 0 a 9. Nesse novo sistema, cada letra
maiuscula era considerada distinta de sua versao minuscula. Além disso, era
proibido o uso de outros tipos de caracteres. Uma forma de avaliar uma
alteracao no sistema de senhas é a verificagao do coeficiente de melhora, que é
a razao do novo numero de possibilidades de senhas em relagao ao antigo.
Determine o coeficiente de melhora da alteragao recomendada.

As respostas dos grupos foram as seguintes:
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Figura 42 — Resposta do Grupo 1 a questao 2 do Teste Diagnostico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 43 — Resposta do Grupo 2 a quest&o 2 do Teste Diagnostico
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Fonte: Dados da pesquisa.

A resposta do grupo 1 (Figura 42) esta correta e demonstra que os participantes
conseguiram observar que este € um caso de Arranjo com repetigdo. Assim,
entendemos que os participantes estdo conseguindo compreender as situagdes e 0s
invariantes dos problemas.

O grupo 2 (Figura 43) também respondeu corretamente a questao.
Observamos que a primeira parte, que representa as senhas usando apenas
algarismos, foi calculada e representada por “P1” e o segundo modelo de senha foi
identificado por “P2”, e o coeficiente de melhoria identificado por “C”, demonstrando
assim bom uso do raciocinio combinatorio.

Na sequéncia, foi solicitado aos participantes que respondessem a terceira
questao.

Questao 3. [Adaptado ENEM, 2017] Como nao sao adeptos da pratica de
esportes, um grupo de amigos resolveu fazer um torneio de futebol utilizando
videogames. Decidiram que cada jogador joga uma unica vez com cada um dos

outros jogadores. O campeao sera aquele que conseguir o maior numero de
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pontos. Observaram que o numero de partidas jogadas depende do niumero de

jogadores, como mostra o quadro:

Figura 44 — llustragcéo de apoio da Questdo 3 do Encontro 3

Quantidade de jogadores 2 3 4 5 6 7

Numero de partidas 1 3 6 10 15 21
Fonte: Dados da pesquisa.

Se a quantidade de jogadores for 8, quantas partidas serao realizadas?

As respostas dos grupos foram as que seguem.
Figura 45 — Resposta do Grupo 1 a questédo 3 do Teste Diagnédstico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 46 — Resposta do Grupo 2 a questao 3 do Teste Diagndstico
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Fonte: Dados da pesquisa.
O protocolo do grupo 1 (Figura 45) indica que utilizaram uma representagao
simbdlica seguida de um padrdo de organizagdo das estruturas dos jogos para
calcular a quantidade de partidas que serao realizadas. Entendemos que inicialmente

foi feito um teste com trés jogadores representados pelas letras A, B e C, e cada jogo

foi representado utilizando duas letras, formando assim trés jogos (AB, AC e BC). Em
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seguida, eles selecionaram as 8 primeiras letras do alfabeto para realizar as
combinagdes de jogos para o caso que esta sendo pedido na questdo, formando
assim 28 partidas. O enxerto abaixo pode confirmar isso.
P4: O que acontece € o seguinte: a gente tem 2 jogadores entédo vai dar uma
partida, porque cada partida é jogada por duas pessoas. Quando a gente for
para trés jogadores a gente vai ter por exemplo — vamos chama-los de A, B

e C. Entao A vai jogar com B, A vai jogar com C e B vai jogar com C. Ai da
trés jogos, assim vai combinando até chegar no 8.

De imediato, ndo observamos que o tipo de situacdo combinatéria foi
identificado pelo grupo 1 (Figura 45), muito embora o invariante parega ter sido
identificado por eles, pois nas partidas selecionadas os jogadores ndo se repetem.
Por outro lado, em primeira instancia, parece que os participantes ndo percebem se
tratar de uma Combinagdo, mesmo assim, seu raciocinio e seu modo de representar
de forma sistematica os levaram a resposta certa.

O protocolo do grupo 2 (Figura 46) mostra que os participantes conseguiram
identificar que esta era uma situagdo de combinacdo e usaram a formula para
encontrar corretamente o numero de partidas, apresentando assim conhecimento
sobre o conteudo.

Apos a resolugdo, a questao 4 foi resolvida pelos grupos.

Questao 4. [Adaptado ENEM, 2017] Uma empresa construira sua pagina
na internet e espera atrair um publico de aproximadamente um milhdo de
clientes. Para acessar essa pagina, sera necessaria uma senha com formato a
ser definido pela empresa. Existem cinco opgoes de formato oferecidas pelo
programador, descritas no quadro, em que “L” e “D” representam,

respectivamente, letra maiuscula e digito.

Figura 47 — llustragéo de apoio da Questédo 4 do Encontro 3

Opgdo Formato
I LDDDDD
I DDDDDD
Il LLDDDD
\Y DDDDD
\Y LLLDD

Fonte: Dados da pesquisa.
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As letras do alfabeto, entre as 26 possiveis, bem como os digitos, entre
os 10 possiveis, podem se repetir em qualquer das opg¢does. A empresa quer
escolher uma opgao de formato cujo numero de senhas distintas possiveis seja
superior ao numero esperado de clientes, mas que esse numero nao seja
superior ao dobro do numero esperado de clientes. Determine a opg¢ao que mais

se adequa as condi¢oes da empresa.

Figura 48 — Resposta do Grupo 1 a questao 4 do Teste Diagnédstico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 49 — Resposta do Grupo 2 a questao 4 do Teste Diagndstico
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Fonte: Dados da pesquisa.

Na questdo 4, o grupo 1 apresentou bom dominio do uso do principio
multiplicativo ao escolher, por eliminagéo, a op¢do mais adequada de senhas (Figura
48).

Percebemos que a escolha da opcdo mais adequada se deu por eliminagao
das opc¢des, sabendo que a melhor estava entre um milhdo e dois milhdes de

possibilidades. O grupo 2 (Figura 49) demonstrou ter compreendido o problema ao
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usar o principio multiplicativo na contagem das possibilidades, sinalizando assim o
conhecimento do conteudo.

Como segundo momento da atividade, pedimos que os estudantes
escrevessem possiveis erros que os alunos poderiam cometer ao tentarem realizar

esse teste. O grupo 1 listou os erros expressos na Figura 50.

Figura 50 — Possiveis erros de alunos indicados pelo grupo 1
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Fonte: Dados da pesquisa.

Segundo o grupo 1, os erros associados a primeira questao sao usar a formula
da Combinagdo Simples no lugar do Arranjo Simples, pois esse também foi um
equivoco cometido por um dos participantes. Durante o estudo das respostas corretas
e erradas, os participantes observaram erros como este, no qual o estudante tem
dificuldade em identificar os invariantes de cada problema, classificando-os de
maneira equivocada (Vergnaud, 1986; Lima, 2014). Além disso, eles cometeram esse
tipo de equivoco ao realizarem as tarefas, tornando-se assim um erro comum no
estudo de Combinatdria. O exposto indica indicios de conhecimento de aluno (Ball;
Thames; Phelps, 2008) pelos participantes.

Na segunda questédo, o grupo 1 achou que os estudantes poderiam calcular
como Arranjo Simples no lugar de um Arranjo com Repetigdo. Eles também acharam
que os estudantes poderiam esquecer de somar 0s numeros as novas possibilidades
de letras. Assim, em vez de terem 62 possibilidades, teriam apenas 52. Percebemos
aqui que o invariante do problema poderia ser uma possibilidade de equivoco dos
alunos. Tais colocagbes, novamente, indicam conhecimento de aluno demonstrado

pelos participantes.
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No relatério em que pedimos ao grupo 1 ndo aparecem informagdes sobre a
terceira questao, mas na gravagao desse encontro capturamos a seguinte discussao
sobre a mesma.

P4: Na terceira, em esséncia eles podem nao saber o que é para fazer. Nao
saber como formar um jogo, porque eles podem ficar pensando como assim
dois jogadores jogam uma partida. O que talvez nido seja tdo intuitivo,
principalmente quando chega no terceiro jogador.

P2: Principalmente quando vocé vai para a segunda parte, séo trés jogadores
e trés jogos. Ai na sua cabeca vocé fica perdido porque na sua cabecga vocé
pensa que devia ser diferente, pelo menos na minha.

P4: E, ndo é tdo intuitivo. Eu acho que em esséncia eles vao errar em fazer
0s arranjos entre os jogadores e o numero de partidas.

Nessa discussdo, P2 e P4 observam que a distribuicdo das partidas
apresentadas no quadro pode nao ser tdo intuitiva, o que pode gerar confuséo para
os alunos. Entendemos que, mais uma vez, é externado o conhecimento de aluno
quando os participantes conseguem prever o que os estudantes achariam confuso ou
dificil (Ball; Thames; Phelps, 2008).

Para a quarta questdo, os participantes apontaram notagao cientifica como
possibilidade de erro dos alunos em suas notas. No enxerto a seguir, observa-se
melhor como se deu essa discussao.

P2: Na minha cabega eles s6 poderiam errar essa questdo de notagéo
cientifica mesmo. Porque tem um monte de numero quebrado e eles
poderiam esquecer de alguma virgula, esquecer de somar alguma coisa, sdo
erros que eles podem cometer.

P4: Eu acho que é mais questdo de interpretagcdo que eles podem errar,
porque eles podem querer pegar somente a resposta maior. Se eles forem
na resposta maior vai dar errado porque eles ndo querem a maior. Eles
podem estar errando pegando uma que da um milhdo certinho, entdo eu acho
que, em esséncia, é s6 questado de interpretagdo. Porque se ele entende o
procedimento da questdo, que é fazer as multiplicagbes das possibilidades

de letras por numeros, acredito que ndo tem muito o que errar ai ndo.
P2: Sim, sim! Concordo!

P2 considera que trabalhar com numeros de ordem de grandeza mais elevada
pode gerar equivocos para os alunos. Ja P4 acha que a escolha das opgbes pode ser
uma questao mais desafiadora para os estudantes. A crenca de P2 e P4 é que esta
questao nao deve ser tao dificil do ponto de vista do raciocinio combinatério, mas as
dificuldades podem surgir em questdes secundarias, como a escolha correta da
melhor senha ou erros no calculo numérico. Esses julgamentos, segundo Ball,
Thames e Phelps (2008), sdo julgamentos do conhecimento de aluno, pois os

professores precisam reconhecer o que os alunos terao dificuldade ou achar confuso.
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O grupo 2 realizou essa tarefa por meio de um relatério escrito, por isso organizamos

suas colocacdes em um Quadro 13.

Quadro 13 — Possiveis erros de alunos indicados pelo grupo 2

Item do
questionario

Possiveis erros de alunos

O aluno poderia ficar confuso a respeito do tipo de calculo que
deveria realizar para resolver a questao, se a questao se trata de
um arranjo ou de uma combinacéo

Pode néo ficar claro para o aluno que os elementos disponiveis
para a criagao das senhas, que sao letras e numeros, podem se
repetir, e acabar realizando o calculo considerando que n&o pode

haver repeticdo dos elementos

O aluno poderia confundir a quantidade de elementos disponiveis
para a criagao das senhas

O aluno poderia ficar confuso a respeito do termo “razao”, nao
compreender que se trata de uma divisdo entre os resultados
obtidos

Poderia nao ficar claro para o aluno se duas partidas entre dois
jogadores com ordens alternadas seriam consideradas iguais ou
diferentes (exemplos: jogador 1 vs jogador 2 e jogador 2 vs
jogador 1)

O aluno poderia achar que a quantidade de partidas possiveis
sempre seria um multiplo de 3, devido as coincidéncias com os
resultados anteriores

O aluno poderia achar que teria que, por se tratar de tipos
diferentes de elementos, teria que somar as quantidades de
possibilidades ao invés de multiplicar

O aluno poderia cometer algum erro ao tentar converter o numero
para poténcia de base 10

O aluno poderia deixar passar despercebido que os elementos
poderiam se repetir, sendo assim realizaria o calculo de forma a
considerar que os elementos ndo poderiam se repetir

Fonte: Dados da pesquisa.

Os possiveis erros elencados pelo grupo 2 envolvem desde ma interpretagao

dos invariantes dos problemas, o que poderia fazer com que os alunos escolhessem

fébrmulas ou estratégias erradas para calcular as possibilidades, até outras

peculiaridades de cada problema. E o caso da questdo 3, por exemplo, na qual os

participantes identificaram que os multiplos de trés que aparecem no quadro da
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questao poderiam ser um distrator para que o aluno pensasse que a resposta € um
multiplo de trés.

Além disso, na questao 2, eles acreditam que os estudantes poderiam ficar
confusos a respeito do termo razdo que aparece no enunciado, podendo, assim, surgir
calculos equivocados. Na questao 4, apontam para erros no calculo de potenciagao.
Em suma, para além de erros associados a situagdo combinatoria, os participantes
conseguem perceber erros associados ao processo de execugao dos calculos.

Procuramos, por meio desta atividade, conhecer como os participantes podem
expressar o dominio do conhecimento da Combinatéria e dos erros dos alunos. As
falas e anotagdes aqui elencadas demonstraram o dominio sobre as situagdes
combinatorias e, em particular, sobre os invariantes operatérios. Também
identificamos o reconhecimento de possiveis erros e falhas processuais, que Ball,
Thames e Phelps (2008) vao chamar de conhecimento de alunos. Como ja
mencionamos, os professores precisam ser capazes de prever o que 0s alunos
pensam, se acham confuso, dificil ou facil e, ainda, se a atividade sera motivadora ou
nao (Ball; Thames; Phelps, 2008).

A ultima atividade desse encontro consistia em realizar uma anotagao sobre os
protocolos de cada questdo. Abaixo seguem novamente os protocolos e as anotagdes

de cada grupo.

Quadro 14 — Anotagdes do grupo 1 sobre a primeira questao do teste diagndstico

Protocolo Anotacoes
)
@3\:\.&‘\%@
Gown L), Aluno 1: Errou na interpretacao, pois usou
e combinacédo
e o o DR RN frsp)
LI =

s &
30
2. So4b do.0

{al Aluno 2: Ndo mostrou o que fez
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Aluno 3: Falta de organizacao e nao
entendeu o problema completamente

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

O grupo 1 fez anotagdes curtas sobre os protocolos dos estudantes, como
podemos ver no Quadro 14. Dentre as observacdes destacadas por eles esta o uso
da formula da Combinacédo Simples em uma situagcado de Arranjo Simples (aluno 1),
observacao sobre uso apenas da resposta final (aluno 2) e falta de organizagao e
compreensao do problema (aluno 3). O enxerto abaixo traz mais detalhes do que eles
pensaram sobre a resposta do aluno 2.

P4: Ele acertou!
P2: E, s6 que ele foi direto na resposta. Nao tem nada, s6 tem a resposta.
P4: Nem sei o0 que ele pensou ai nao.

P2: Talvez ele tenha criado um raciocinio, s6 que talvez ele n&o tenha
conseguido passar para o papel. Sé colocou a resposta final.

Apesar da resposta do aluno 2 ser bastante curta, os participantes conseguem
fazer algumas suposi¢des sobre o que ele poderia ter pensado. O protocolo do aluno
3 apresenta alguns detalhes confusos, pois o estudante usa notagao de permutagao,
mas faz o calculo de Arranjo, estabelecendo uma igualdade n&o verdadeira na
primeira parte e, como resposta final, apresenta o numero 5040, que coincide com 7!.
Esses detalhes parecem ter causado estranheza aos participantes, comprometendo
o entendimento deles sobre o que o estudante quis escrever.

No entanto, o que os participantes pensavam que poderia ser um equivoco dos
alunos se mostrou verdadeiro no caso do protocolo do aluno 1, pois este estudante
usou a férmula errada. Isso pode significar que os participantes ja conseguem prever
alguns erros, ainda que alguns deles possam ser baseados nos seus proprios erros e

conhecimentos preévios.
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Quadro 15 — Anotagdes do grupo 2 sobre a primeira questao do teste diagnostico

Protocolo Anotacoes
)
%L\x{:@
C % O principal erro do aluno 1 foi nao ter
N identificado que a questao se tratava de
By K, um arranjo e ndo de uma combinagéo
T L
32,810 360, 85 —_"’iﬁ ;
C‘*‘bm ¥ oot ——2

o O aluno 2 identificou que a questao se
Ljal ) tratava de um arranjo, porém nao chegou a
completar o calculo

O aluno 3 acertou o calculo que
determinava a quantidade possivel de
formas da familia viajar, porém errou ao
determinar que o resultado era 5040

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

As anotagdes do grupo 2 demonstram atengcdo com alguns detalhes dos
protocolos, por exemplo, como o protocolo do aluno 2 que apresentou uma resposta
correta, porém os participantes percebem que ela esta incompleta, pois nao foi
apresentado numericamente o total de possibilidades. No protocolo do aluno 3 eles
percebem que o estudante consegue encontrar o numero de possibilidades, mas
apresenta outro numero como resposta final. Isto pode corroborar com o que Ball,
Thames e Phelps (2008, p. 401, tradugdo nossa’) elencam como parte do
conhecimento de aluno, pois o professor € capaz de “[...] interpretar o pensamento

emergente e incompleto dos alunos na forma como eles usam a linguagem”.

7 Do original: “Teachers must also be able to hear and interpret student’s emerging and incomplete
thinking as expressed in the ways that pupils use language” (Ball; Thames; Phelps, 2008, p. 401).
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Quadro 16 — Anotagdes do grupo 1 sobre a segunda questdo do teste diagnédstico
Protocolo Anotacoes

3)
amra 40+ 2602 - €2 dgton
= /
Om e, = ﬂ_o K(a,h'\
_/—"v\_/‘\’/._\ﬁ P

avle, :
p'lot..- ‘1—0_\.. - m‘ ‘h«ﬂ) /
ik £ 5.0V
& _ [ Aluno 1: Entende o problema, mas se
e - atrapalha na férmula
A A,k © 2O
o :ZLI
(.»cfﬂwu.\kz
SENC TN i
PR /420 960 |

Y

Aluno 2: Nao soube interpretar e aplicou
a formula

Aluno 3: Fez de modo adequado

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

A situacao-problema da questao 2 exigia um Arranjo com repeticdo, porém os
protocolos dos alunos 1 e 2 mostram calculos com Arranjo Simples. O grupo 1 (Quadro
16) percebeu que as anotagdes do aluno 1 apresentam falhas na substituicdo dos
dados da questao e nos parametros corretos da formula, apesar de ndo mencionarem
equivoco no uso de férmula. Quando o grupo 1 pensou em possiveis erros para essa
questao, eles marcaram como erros o0 uso da férmula de Arranjo e soma, ao invés do
produto das possibilidades (ver Figura 50), e aqui os alunos 1 e 2 (Quadro 16)
incorreram no uso da férmula de Arranjo, como eles previram na atividade anterior.
Para os participantes, o aluno 2 pode nao ter entendido a situagao-problema e, por
conta disso, pode ter aplicado a férmula que achou mais adequada.
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Quadro 17 — Anotagdes do grupo 2 sobre a segunda questdo do teste diagnédstico
Protocolo Anotacoes

3)
amra 40+ 2602 - €2 dgton
= /
Om e, = ﬂ_o K(a,h'\
e e e

avle, :
p'h_o.t. = -1—0—‘- = m‘ Yamh. /
£ 5.0V
Aepoon - Os alunos 1 e 2 consideraram que a
Ay, X questao se tratava de um arranjo, por
N considerarem que os elementos n&o
‘(’ poderiam se repetir. O aluno 1 soube
OB ke © . . .
‘ — identificar a quantidade de elementos
€d. D L. \ que formariam a senha, porém errou o
i s | calculo da férmula e o calculo do

Y

coeficiente, o mesmo caso aconteceu
com o aluno 2

O aluno 3 acertou porque conseguiu
identificar que a questao permitia que
houvesse repeticao dos elementos

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

As anotagdes do grupo 2 (Quadro 17) mostram que eles compreenderam as
estratégias usadas pelos alunos e conseguiram identificar equivocos dos estudantes
ao nao perceberem que a situagdo era um Arranjo com repetigdo como principal
incoeréncia. Também percebem, no caso do aluno 1, erros na substituicdo dos dados
na formula. Acreditamos que compreender a natureza das situacdes combinatodrias,

assim como os erros associados a elas, pode gerar melhores formas de ensino.
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Quadro 18 — Anotacdes do grupo 1 sobre a terceira questao do teste diagnostico
Protocolo Anotacoes

| §)

/ [ Aluno 1: Fez certo
f RVAEER ?ﬂ“"’}"‘!"u‘,

Aluno 2: Fez certo e usou a férmula de
modo adequado

Aluno 3: Ok, fez certo

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

Na terceira questdo, todos os alunos apresentaram respostas corretas. Alguns
aparentemente identificaram um padrao na disposi¢ao dos dados do quadro sobre as
partidas e outros apresentaram férmulas. Isso pareceu satisfatério para o grupo 1
(Quadro 18).

Quadro 19 — Anotagdes do grupo 2 sobre a terceira questdo do teste diagndstico
Protocolo Anotacoes

| 4)

[ W Vg,

Todos os alunos conseguiram chegar na
resposta correta. O aluno 1 néo justificou
seu raciocinio, o aluno 2 utilizou a férmula
de combinagao para determinar o
resultado e o aluno 3 justificou seu calculo
de acordo com o numero de jogadores € 0
numero de partidas correspondentes

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

O grupo 2 observou que os protocolos (Quadro 19) apresentaram respostas
corretas, mas buscou se atentar a como os estudantes justificaram ou deixaram de

justificar suas respostas. Percebemos em suas anotagdes o esforco de detalhar as
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respostas, mesmo as corretas, uma vez que elas também precisam ser questionadas
e analisadas. O enxerto abaixo traz parte da discussao sobre a resposta do aluno 1.

P1: Nessa aqui ele fez somar 7 para 28 partidas. Aqui [aponta para o quadro]
ele fez 1 + 2 = 3 e foi aumentando 1; +2; +3; +4. [aponta para o quadro] 6 +
4=10;10+5=15;15+6 =21; 21 + 7 = 28. Ele usou essa estratégia.

Mesmo que o aluno nao tenha apresentado uma justificativa para o calculo, os

participantes conseguiram supor uma relagao de coeréncia na resposta do estudante.

Quadro 20 — Anotagdes do grupo 1 sobre a quarta questédo do teste diagndstico

Protocolo Anotagoes
s)
: T x
“ Qe do th o te.fo > D oprn
T &
[ e sepeleil . toes o
‘/‘J jIL\ x
26 Al Yl (3 o0n9
) ~
ST SO Aluno 1: Todos fizeram ok e
V) v semelhante
62626 Jole = 13 53, Ceo

(debasy fm/
—

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

As anotagbes do grupo 1 (Quadro 20) para esses protocolos demonstram que

os participantes tiveram sucesso nas questdes, nao necessitando de outras

consideragoes.
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Quadro 21 — Anotagdes do grupo 2 sobre a quarta questdo do teste diagndstico

Protocolo Anotacgoes
s)
T x
| Q6 do 2.0 4o .10 > A6 o
| )ik
BERTRER S e
{ m\ 5

Os alunos 1 e 3 acertaram a questao

20 aslo e LS b (R oO%

e utilizando a mesma estratégia, que foi
m}fﬂ el Bhinans calculando as possibilidades de senhas
i para cada caso e comparando os

262626 folo = 43 52 (o resultados para encontrar o que

obedecia aos critérios estabelecidos
Epy @// pela questdo

Fonte: Coelho e Dias (2022) e dados da pesquisa.

As anotagdes do grupo 2 (Quadro 21) demonstram compreensdo das
estratégias feitas pelos alunos. P1 fez a seguinte analise diante desses protocolos:
“essa foi a que teve menos erros, todos chegaram no mesmo resultado. Acertaram o
principio multiplicativo, multiplicaram e compararam os resultados”. As anotacdes
anteriores sobre possiveis erros para essa questao nao se confirmaram, uma vez que
os protocolos demonstram bom uso do principio multiplicativo.

Buscamos por meio dessas atividades criar ambientes onde conhecimentos
matematicos inerentes ao ensino da Matematica fossem estimulados, muito embora
0 pesquisador procurasse exercer pouca interferéncia nessas atividades, haja vista
que os encontros anteriores poderiam servir de base para estas. Ainda assim, o
resultado das tarefas exibe conhecimentos do conteudo de Combinatéria,
conhecimento de alunos e conhecimentos de ensino.

Na primeira parte do encontro, os participantes demonstram conhecimento de
conteudo ao resolverem questdes de situagdes combinatérias, evidenciando dominio
sobre os invariantes, representacbes simbdlicas e reconhecimento de situacoes
combinatérias (Vergnaud, 1986), além do uso do principio multiplicativo.

Na segunda parte do encontro, os participantes puderam demonstrar
conhecimentos de aluno ao tentar prever seus possiveis erros. Baseados nos erros ja

encontrados em tarefas de encontros anteriores, nos seus préprios equivocos com as
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situacbes combinatérias e nas orientacbes fornecidas também em encontros
anteriores, os participantes produziram relatorios de possiveis equivocos, e muitos
desses se confirmaram nos protocolos de alunos na ultima parte da atividade.

A ultima parte do encontro consistia em analisar os protocolos de alunos. Mais
uma vez, conhecimentos de conteudo e de aluno puderam ser trabalhados. O
conhecimento de conteudo identifica onde esta o erro nas atividades dos alunos (Ball;
Thames; Phelps, 2008). O conhecimento de aluno pode ser construido ao buscar
compreender as solugcbes e os padroes ou a falta deles em cada protocolo.
Reconhecer e entender a natureza dos erros em cada solugédo pode ter construido,
aléem de habilidade em Matematica, entendimento de como os alunos pensam e
reagem a atividades matematicas, e possivelmente habilidade de ensino.

Diante dos protocolos de alunos, os licenciandos puderam se perguntar o que
os estudantes escreveram, além de refletir sobre 0 que demonstram saber ou nao
saber. Essas sao perguntas diarias de professores que buscam melhorar suas
praticas levando em conta feedbacks de tarefas. Acreditamos que atividades desse
tipo podem estruturar disciplinas pedagogicas da licenciatura para os mais diversos
tipos de conteudo abordados sobre o ensino basico, estimulando os futuros
professores a atuarem como professores pesquisadores de suas proprias praticas.
Disciplinas da Matematica pura, voltadas para Algebra, Geometria e Calculo, também
poderiam ser estruturadas para que os graduandos pudessem refletir sobre seus

préprios erros em algum momento.

4.3.4 Encontros4e5

No encontro 4, os participantes se reuniram em grupos para a elaboragéo do
plano de aula. Assim, ndo tivemos acesso as discussdes, apenas aos planos que
foram apresentados no encontro 5. Para a elaboragao do plano, eles receberam um
modelo, para que pudéssemos debater sobre os mesmos pontos com os dois grupos
(ver Apéndice A).

No encontro 5, os grupos apresentaram seus planos de aula e foi debatido
sobre eles. Discutimos sobre as questdes apresentadas e objetivos indicados nos
planos de aula. Na analise do grupo 1, os protocolos do teste diagndstico (protocolos
de 10 a 20) revelavam que os estudantes n&o conseguiam usar a féormula na situagao

correta, apesar de conhecerem as formulas. Portanto, eles propuseram um conjunto
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de atividades na qual os estudantes teriam apenas que classificar qual era o tipo de
problema (Arranjo Simples, Permutagdo Simples e Combinagdo Simples). Nos
Anexos A e B apresentamos os planos de aula na integra. Aqui, apresentamos alguns
tépicos nos quadros a seguir.

No plano de aula do grupo 1, o objetivo foi “diferenciar o tipo de agrupamento
utilizado”. Metodologicamente, eles pretendiam discutir as diferengas entre os
problemas, que chamaremos aqui de problemas introdutérios, mostrando para os
alunos suas particularidades e, em seguida, pedir a seus estudantes que
classificassem e resolvessem trés problemas (Arranjo, Permutacdo e Combinacéo),
que chamaremos de exercicios de fixacdo. No Quadro 22, apresentamos o0s

problemas propostos pelo grupo 1.

Quadro 22 — Exercicios selecionados para plano de aula pelo grupo 1

Tépicos Problemas Combinatérios Classificagao
1) Quantos cédigos de 3 letras s&o possiveis de Arranjo com
serem criados com as letras do alfabeto? repeticao
2) Para realizar uma prova, um professor elaborou
6 tipos de provas distintas apenas pelas cores e
ordem das questdes. Nessa configuracdo, qual & Arrani
. DAY rranjo
a quantidade de maneira distintas que os alunos .
- . . simples
Problemas Pedro, Jose, Marla e Antdnio poqem pegar
. nessas provas considerando que existem apenas
Introdutérios : < -
um tipo de cada prova a disposi¢cao dos alunos?
3) Uma turma de 7 alunos esta brincando no patio
aproveitando a hora do intervalo. Ao ouvir o sinal
que informa o retorno para as salas de aula, os Permutagcao
alunos se encaminham para formar uma fila. De simples
quantas maneiras distintas os alunos podem
formar a sequéncia da fila?
1) Quantos numeros de 3 algarismos (iguais ou Arrani
I~ . rranjo
distintos) podemos formar com os digitos 1,2,3, 7, .
87 simples
2) Um bar vende 3 tipos de refrigerantes:
GUARANA, SODA e TONICA de quantas formas | Combinagao
Exercicios de uma pessoa pode comprar 5 garrafas de com repeticao
Fixacao refrigerante?
3) Uma classe tem meninas a e b meninos. De
quantas formas eles podem ficar em fila se as Nao é um
meninas devem ficar em ordem crescente de problema da
peso, e 0s meninos também? (supor que 2 Combinatoria
pessoas quaisquer ndo tenham o mesmo peso)

Fonte: Elaboragéo prépria.
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Ball, Thames e Phelps (2008) definem que, no dominio do conhecimento de
ensino, os professores devem escolher cuidadosamente os exemplos que guiardo as
instru¢des dos alunos de acordo com seu objetivo. As falas dos integrantes do grupo
1 revelam a inteng&o deles com o plano de aula.

P4: A priori a gente pensou em fazer uma breve discussao apresentando qual
caso se aplica em qual caso, ou seja, se € Permutagéo, se € Arranjo ou uma
Combinagao. Ou seja, apresentar todo o contexto geral para [...] ir a raiz do
erro do estudante. E, em seguida, identificar, ja que o problema em esséncia
nao era de fato sé aplicar a formula, pelo menos as formulas eles conseguiam
fazer uma dada manipulagido. A gente pensou que ele poderia fazer uma
classificagdo dos problemas, para ver se eles conseguem compreender como
que cada agrupamento funciona em cada questao, por exemplo, se era um

arranjo, uma combinacdo, para de fato eles tirarem o erro deles, que
majoritariamente consistia em qual caso é cada caso.

Percebemos que a escolha dos problemas introdutérios tinha a intengao de
estruturar o conhecimento de Combinatdria a partir de situagdes de Arranjo Simples,
Permutacao Simples e Combinagao Simples. Porém, quando analisamos as questbes
escolhidas, observamos que nem todas as situacdes combinatérias foram
selecionadas, apenas Permutacdo Simples, Arranjo Simples e com repeticdo. Por
outro lado, quando analisamos os exercicios de fixagdo, que serviriam para o aluno
treinar o ato de classificar os problemas, observamos que um deles (problema 3) ndo
era realmente uma questao de Combinatdria; era um problema de Combinagdo com
repeticdo (problema 2), que nao foi trabalhado com os participantes no processo
formativo. Apenas o problema de Arranjo Simples estava de acordo com a intengao
deles.

O numero de escolhas em cada uma das situacdes nos pareceu adequado,
haja vista que o grupo tinha intengdo numa perspectiva introdutéria. Como dois dos
exercicios de fixagao (problemas 2 e 3) nos pareceram se distanciar daquilo que eles
gostariam de observar dos alunos, decidimos questionar se eles tentaram resolver as
questdes. Eles responderam da seguinte forma:

P4: Em esséncia a gente ndo chegou a resolver porque o objetivo central da
aula nao era que eles [alunos] tivessem que resolver, mas sim identificar.

Porque o erro estava de fato na identificagdo, a gente ndo queria focar em
que eles resolvessem, e sim s6 identificar.

Observamos que, por mais que os licenciandos nao tivessem resolvido as
questodes, ao ler determinado enunciado o professor precisa refletir sobre a coeréncia

e a imprecisdo do mesmo, assim como deve ocorrer na leitura de definigdes e
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teoremas (Ball, Thames; Phelps, 2008). Isso faria com que as escolhas das questdes
recaissem sobre os problemas que eles realmente queriam tratar.

Embora os participantes tivessem feito uma observagao pertinente sobre os
erros dos protocolos de alunos, como o uso inadequado das formulas, que demonstra
conhecimento de aluno, neste caso, por ndo suportar os objetivos elencados, o
conhecimento de ensino ficou aquém. A resolucédo das atividades propostas pelos
licenciandos, juntamente com o conhecimento de alunos, poderia os levar a fazerem
melhores escolhas.

O grupo 2 (P2, P4, P6) também observou que boa parte dos erros dos
protocolos consistia no uso inadequado de férmulas, ou seja, os alunos nao
conseguiam diferenciar quando era Arranjo ou Combinagdo. Assim, eles selecionaram
dois objetos de conhecimento para serem estudados: principio multiplicativo e
diferenga entre Arranjo e Combinagao Simples. Seus objetivos foram “compreender e
aplicar o principio multiplicativo em problemas de arranjo e combinagao; capacitar o
aluno a diferenciar problemas de arranjo e de combinagao simples”, de acordo com o
Protocolo de Pesquisa. Aparentemente, existe um estimulo nesses objetivos ao
abandono do uso de férmulas.

A metodologia descrita pelo grupo consiste em realizar uma primeira atividade
abordando o principio multiplicativo, seguida de exemplos utilizando Arranjo e
Combinacdo Simples. Essas atividades, que chamamos de problemas
introdutérios, seriam seguidas por um conjunto de exercicios, que chamamos de
exercicios de fixagao, selecionados para que os alunos pudessem praticar. No

Quadro 23 segue a relagao dos problemas e nossa classificagdo sobre os mesmos.

Quadro 23 — Exercicios selecionados para plano de aula pelo grupo 2
Toépicos Problemas Combinatérios Classificagao
1) Uma lanchonete vende uma promogao de lanche

a um preco unico. No lanche, estao incluidos um
sanduiche, uma bebida e uma sobremesa. Sao
oferecidas trés opg¢bes de sanduiches: hamburguer
especial, sanduiche vegetariano e cachorro-quente
Problemas completo. Como opg¢ao de bebida, pode-se Produto de
Introdutodrios | escolher 2 tipos: suco de maga ou guarana. Para a Medidas
sobremesa, existem quatro opc¢odes: cupcake de
cereja, cupcake de chocolate, cupcake de morango
e cupcake de baunilha. Considerando todas as
opc¢des oferecidas, de quantas maneiras um cliente
pode escolher o seu lanche?
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2) De quantas maneiras diferentes 7 pessoas
podem organizar uma fila composta por 4 delas?
3) Quantas combinag¢des sédo possiveis de serem

formadas se em um conjunto de cinco frutas

distintas escolhermos trés para montar uma
salada?

1) Uma empresa esta desenvolvendo dois
sistemas: um para gerar senhas e outro para
formar equipes de trabalho. Com base nas
descricdes abaixo, responda as perguntas:

Arranjo
simples

Combinacgao
simples

As senhas serao formadas por 4 caracteres, sendo
2 letras e 2 numeros. As letras serao escolhidas do
conjunto {A, B, C, D} e os numeros do conjunto {1,

2, 3}.

Arranjo
simples e
Arranjo com

repeticao
(a) Quantas senhas diferentes podem ser

formadas se nao houver repeticdo de
caracteres?
(b) Quantas senhas diferentes podem ser
formadas se os caracteres puderem se
repetir?
2) Um projeto sera desenvolvido por 5 pessoas.
Para organizar as tarefas, as equipes serao
formadas de duas maneiras diferentes:

(a) Para uma atividade em que a ordem dos
membros importa, quantas equipes
diferentes de 3 pessoas podem ser

formadas?
(b) Para outra atividade em que a ordem néao
importa, quantas equipes diferentes de 3
pessoas podem ser formadas?
3) Razéo e Interpretagao

Combinacao
e Arranjo
simples

Exercicios
de Fixacao

(a) Qual é a razao entre as possibilidades com e
sem repeticdo de caracteres na formagao Continuacao
das senhas do item 1? do exercicio
(b) anterior
(c) Explique por que a quantidade de equipes
no item 2(a) é diferente da quantidade no
item 2(b).

4) No meio da “invasao tecnoldgica” que toma
conta de nossas vidas, dona Anténia esqueceu sua
senha bancaria justamente na hora de efetuar um
saque. Ela lembra que a senha é formada por
quatro algarismos distintos, sendo o primeiro 5 e o
algarismo 6 aparece em alguma outra posic¢ao.
Qual é o numero maximo de tentativas que o banco

Arranjo com
dois
elementos
explicitados e
um elemento
fixo
explicitado em
determinada
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deveria permitir para que dona Antbnia consiga posicao (Braz;

realizar o saque? Borba, 2012).

5) Durante os experimentos sobre genética, Mendel
precisou escolher 3 mudas diferentes de ervilha

para serem cobaias do mesmo experimento.

Sabendo que ele tinha disponivel 10 mudas Combinagao
naquele dia, entdo o numero de maneiras distintas simples

qgue ele poderia escolher as cobaias € igual a:

(@) 90 (b) 120 (c) 160 (d) 200 (e) 240
Fonte: Elaboragao proépria.

Observamos que as escolhas dos problemas do grupo 2 estdo compativeis com
0s objetivos que se propuseram a trabalhar. O primeiro momento é constituido por
trés exemplos introdutdérios, onde sao trabalhados exemplos de Produto de medidas,
Arranjo Simples e Combinagao Simples. Os exercicios de Arranjo e Combinacao
possuem poucos elementos e poucas etapas de escolhas, 0 que pode ser compativel
com a exploragéo de varias estratégias de contagem, incluindo listagem sistematica.
Além disso, é citado o uso de material dourado nesse primeiro momento, mas ndo ha
muitos detalhes de como isso pode ser explorado.

A construgdo do grupo 2 esta acompanhada de conhecimentos de
Combinatédria, conhecimentos de aluno e conhecimento de ensino, pois percebemos
dominio do conteudo sendo externado pelos conhecimentos dos tipos de situagdes
combinatdrias e da preocupacdo com os invariantes de ordem, como proposto por
Vergnaud (1986) e Pessoa e Borba (2010). As escolhas das questdes foram pensadas
para sanar dificuldades dos estudantes como parte do conhecimento de aluno, além
do sequenciamento das questdes para promover melhor aprendizagem, como parte

do conhecimento de ensino. No enxerto abaixo podemos entender as intengcbées do

grupo.

P1: [...] os objetos do conhecimento s&do o principio multiplicativo e trabalhar
as diferengas entre Arranjo e Combinacgéo. Porque o que a gente viu que a
maioria dos erros que estavam nas questbes era isso. Ele ndo estava
conseguindo diferenciar quando era Arranjo ou Combinagdo. Ai consiste no
seguinte, trabalhar com exemplos, estd aqui um exemplo com o principio
multiplicativo para eles entenderem que pelo principio multiplicativo é
possivel resolver os dois tipos de questdes [ler e explicar o exemplo 1].

Na sequéncia, o participante fala sobre os outros exemplos.

P1: Outro exemplo sobre Arranjo [ler o enunciado da questao]. Ai eles veriam
que a ordem importa por causa de uma fila [pausa]. Eles seriam alertados
para tentar compreender o contexto da questdo para saber que, quando
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temos uma fila, a ordem vai importar. [...] O terceiro exemplo é sobre uma
Combinacao Simples, perguntando assim [ler o enunciado do problema 3].
Entéo as trés vao estar ali no mesmo conjunto, ndo vai importar a ordem que
elas foram escolhidas, no final o produto ali vai ser uma salada.

Ball, Thames e Phelps (2008) definem que, no conhecimento de ensino, os
professores sequenciam os conteudos, escolhem os exemplos para introduzir € os
outros que serao usados para aprofundar. Notamos, por meio das falas de P1, que as
escolhas dos problemas introdutérios foram cuidadosamente pensadas para subsidiar
0s objetivos de aula. A abordagem do principio multiplicativo como uma estratégia
para subsidiar a aprendizagem, na qual o uso de férmulas pode ser ocultado,
demonstra mais uma vez o conhecimento de ensino. Quanto a isso, Ball, Thames e
Phelps (2008) afirmam que os professores que conhecem diferentes modelos de
instrucao viaveis estdo usando um conhecimento de ensino.

Com respeito a escolha dos exercicios de fixagao, o grupo justificou da seguinte
forma:

P1: Aqui foram uns exercicios que a gente foi pensando [aponta para os
exercicios de fixagao, ver Quadro 23]. [...] Seria para eles irem conhecendo e

tirando duvidas. Seria assim, prestando um auxilio para eles pensarem se a
ordem importa ou se a ordem n&o importa. Foi pensado dessa maneira.

Os exercicios de fixacdo foram escolhidos para que os estudantes pudessem
aplicar os conhecimentos enfatizados nos problemas introdutérios e, com o auxilio do
professor, novamente apontando para os invariantes de ordem dos problemas.

A atividade final (exercicios de fixagédo) exigiu dos licenciandos conhecimentos
sobre diversas perspectivas condicionadas ao ensino de Matematica. O estudo sobre
erros e acertos, o conhecimento sobre a Combinatdria (situagdes, invariantes e
representacao simbdlica), a reflexao dos exercicios e seus enunciados, a escolha de
exemplos iniciais e exercicios para pratica os levaram a refletir sobre as questdes
pedagogicas da Matematica.

Devemos considerar que a criacdo de um plano de aula focado nos erros
demanda um conhecimento especializado, quando o erro ndo € um erro ja conhecido
pelo professor, muito embora os erros desta ultima atividade apresentem similaridade
com os que foram trabalhados em questdes anteriores. Os licenciandos tiveram suas
primeiras experiéncias imersivas neste processo formativo ao trabalhar com
protocolos de alunos, mas ainda estdo aprimorando seus conhecimentos de
professor, muito embora a sala de aula os espere com todos esses conhecimentos

bem estabelecidos para gerir todas as demandas que o ambiente exige. Assim, os
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conhecimentos e reflexdes dos encontros anteriores puderam nortear escolhas das
atividades e percepgdes sobre os erros dos alunos, conhecimento do conteudo e de
estratégia de ensino.

Acreditamos que ambientes como esses, de produgao e discussado de planos
de aula, favorecam a construgcédo de diversos tipos de conhecimentos pertinentes a
pratica do professor, como questdes avaliativas, planejamento e sequenciamento de
atividades, criagdo de materiais, entre outros construtos pedagogicos do ambiente
escolar. Acreditamos que, se disciplinas da graduagéo oferecessem atividades como
essas, os futuros professores poderiam ampliar o conhecimento sobre a pratica

docente real da sala de aula.

4.4 ENTREVISTA FINAL

A entrevista final teve por objetivo verificar as percepcgdes de trés participantes
(P1, P2 e P5) apos o processo formativo. De forma mais especifica, objetivamos
analisar o desenvolvimento do conhecimento de Combinatdria e de alunos a partir de
problemas combinatorios e atividades envolvendo protocolos de alunos desenvolvidas
no processo formativo. Como mencionamos na metodologia, a entrevista final foi feita
com 0s mesmos participantes da primeira entrevista.

Sintetizamos as respostas por meio de quadros para facilitar a compreenséao

das respostas dadas pelos diferentes participantes as mesmas perguntas.

Quadro 24 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 1

Como foi para vocé participar desse curso? Vocé conseguiu

Pesquisador | acompanhar o desenvolvimento das questdes? Vocé sentiu
dificuldade para fazer alguma questao?

Para mim o curso foi tranquilo. A metodologia do curso foi bem
proveitosa, a gente conseguiu ter uma nogao de erros que 0s
alunos poderiam cometer, né? Ai, € bom ver para a gente ter uma
nocao dos erros que podem confundir e até a gente mesmo pode
P1 cometer. Entdo, se a gente ja teve contato com esse conteudo e
comete erros, € muito provavel que eles vao cometer também. Ai,
€ bom que a gente tenha um preparo ali, para quando erros assim
surgirem a gente ter uma base trabalhar
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Eu acho que a experiéncia foi muito boa pelos debates que a gente
teve, principalmente quando a gente estava respondendo as
questdes junto com todo mundo. Quando a gente comegou a

avaliar qual era a resposta de cada um e principalmente a questao

de trabalhar com as interpretagdes. Interpretagcdes que eu achei
bastante interessantes na proposta do minicurso, porque as vezes

eu tinha muita dificuldade para poder entender a diferenciagcéao
entre algumas coisas, ai parando para pensar que muitos alunos
tinham essa mesma dificuldade que eu, deu para eu expandir mais
os horizontes, sabe?

Para mim foi bom porque eu aprimorei um conhecimento que eu

estou vendo que chega até mim nos ultimos anos, na vida social
eu escuto ligdes ou palavras dessas de aprender com os erros. E

P5 acredito que é algo bom, porque assim nds acabamos de evitar os

erros com frequéncia, se a gente puder antecipar os erros. [...] mas
acredito que a maior dificuldade para aprender com o erro € a

similaridade entre o que é o certo e 0 que € o errado

Fonte: Elaboragao prépria.

P2

As falas indicam uma avaliacio positiva do processo formativo, enfatizada por
argumentos que contemplam evolug¢ao no aprendizado e reflexao sobre a importancia
de estarem preparados para os desafios da docéncia. P1 enfatizou o quao importante
€ ter uma base para trabalhar com os erros dos estudantes, P2 apontou dificuldade
em saber diferenciar os problemas combinatérios e o quanto é importante saber que
essa também é uma dificuldade dos alunos e, por fim, P5 acredita ter aprimorado seus
conhecimentos e levanta reflexdes sobre a vantagem de se antecipar os erros.

De fato, o trabalho com os erros trouxe reflexdes importantes a respeito do
trabalho docente, e as falas dos participantes revelam que as tarefas empregadas
durante o curso exigiram uma interacdo entre conhecimento matematico e
compreensdes pedagodgicas relacionadas ao aprendizado do estudante. Diante do
exposto, consideramos que o conhecimento de aluno e o conhecimento de ensino,
mesmo que os participantes ndo tenham nogéo da existéncia deles, foram acionados
durante as atividades e também estao presentes nos fragmentos de suas falas.

No Quadro 25 apresentamos o questionamento quanto ao nivel de dificuldade

das questdes abordadas no processo formativo.
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Quadro 25 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 2
Pesquisador Qual foi a questao que vocé achou mais dificil?
Teve uma nao muito dificil, mas eu achei um pouco complexa pelo
contexto das poltronas do avido [Questao 1 do teste diagndstico].
P1 Aquela questao ali eu achei muito propensa ao aluno errar. Mas,
debatendo eu compreendo o contexto dela e a gente consegue
resolver
Tinha umas que até eram intuitivas, mas talvez seja porque a
gente tem uma base, entdo para a gente pode ser mais intuitiva, e
tinha outra que eu tive um pouco de dificuldade para responder.
Por exemplo, a da nossa ultima atividade, teve uma questao que
eu fique perdido. O meu colega de grupo que conseguiu me
P2 explicar como que fazia, mas tive um pouco de dificuldade para
entender. Tem questdo que so ler o enunciado ja confunde sua
mente. Tive que ler bastante vezes para poder entender. Mas,
tirando isso, as outras questdes foram faceis de entender, mas foi
o que eu falei, eu acho que é porque a gente tem uma base, entao
ja ajuda bastante
Agora eu nao estou sabendo te responder, porque a gente viu
P5 bastante exemplos, vimos os alunos a forma como eles usavam. E
sinceramente, agora para te responder eu ndo tenho certeza.
Fonte: Elaboragao prépria.

Nesta pergunta, buscamos identificar se algum problema combinatorio foi mais
desafiador para os participantes. Apenas P1 conseguiu mencionar uma questao
especifica. Ball, Thames e Phelps (2008, p. 401, tradugdo nossa), quanto ao
conhecimento de aluno, afirmam que “os professores devem prever o que os alunos
provavelmente pensardao e o que eles achardo confuso”. A opinido de P1 vai ao
encontro de tais consideragoes.

P2 alegou ter encontrado questdes dificeis, mas, com a ajuda de colegas,
conseguiu entender o problema. Segundo ele, por causa de sua bagagem de
conhecimentos, ndo teve tanta dificuldade em acompanhar o processo formativo. P5
nao se lembra de ter tido dificuldades.

Na sequéncia, questionamos os licenciandos a respeito de sua confianca para

resolver problemas combinatdrios. As respostas seguem no Quadro 26.
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Quadro 26 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 3
Vocé se sente mais confiante para resolver problemas
combinatérios?

P1 Sim, me sinto sim! Me ajudou a estudar um pouco mais o conteudo
Sim. Acredito que fortaleceu meu conhecimento, me trouxe mais
confianga. [...] As noticias que chegam até mim sobre esse assunto
e mais outras pessoas que percebem que estdo entendendo isso,
que o erro € também um método para a gente poder analisar para
poder acertar depois. Algo que a gente pode usufruir para chegar
ao acerto

Fonte: Elaboragao proépria.

Pesquisador

P5

Quando fizemos esta mesma pergunta na entrevista inicial, tanto P1 quanto P5
responderam que nao se sentiam confiantes com este conteudo. Assim, com o fim do
processo formativo, suas percep¢cdes mudaram e eles sentem que conseguem
dominar o conhecimento desse conteido. Quanto ao conhecimento do conteudo, Ball,
Thames e Phelps (2008) alertam que, quando o professor tem pouco dominio sobre o
conteudo e comete erros ou se perde na explicagdo, gera perda de tempo de
instrugdo, podendo deixar os alunos confusos. Além disso, esse conhecimento serve
de base para dominar outros conhecimentos, como o pedagdgico. Assim, se 0
professor tiver dificuldades com estes conhecimentos, € provavel que seus alunos
também tenham.

Na quarta pergunta, questionamos os participantes a respeito do principio

multiplicativo (Quadro 27).

Quadro 27 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 4
A forma de pensar do principio multiplicativo trouxe mais
esclarecimento sobre solugées de problemas combinatérios?
Eu gosto de usar o principio quando ndo tem combinagao, onde os
elementos ndo vao se repetir. Porque eu usando sé o principio
multiplicativo eu particularmente tendo a me perder no numero de
repeticoes que teve. Quando é combinacio eu prefiro usar a
férmula e quando é arranjo, quando a ordem importa e nao vai ter
nenhuma repeticéo eu prefiro usar o principio multiplicativo
Eu acho que ajudou bastante porque a gente nao fica preso na
questao das férmulas. Vocé sabe que tem outras maneiras de
responder e que sao até mais faceis. Eu fazia isso antes, mas eu
nem tinha nogéo que estava fazendo isso, eu vim ter mais clareza
P2 com esse minicurso. Porque antigamente quando eu tinha
problemas, sei la, de permutagao por exemplo, eu ja ficava
pensando em formulas. Eu ficava pensando meu Deus o que que
eu vou fazer, e quando vocé sabe que pode construir aqueles
tracinhos e ir multiplicando ja ajuda bastante, do que ficar preso

Pesquisador

P1
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numa questao porque vocé esta tentando adivinhar as formulas.
Acho que isso foi muito proveitoso, pelo menos para mim, né?

Sim, sim, de certo modo, porque entende que quando a gente esta

com nosso conhecimento ali em pratica a gente sempre vai fazer o

P5 que nos foi ensinado, né? E as vezes, quando a gente acaba tendo

um erro a gente vai procurar o professor ou alguém que tem o
conhecimento para a gente aprender

Fonte: Elaboragéo prépria.

As respostas dos participantes indicam que o principio multiplicativo contribuiu
para o aprendizado deles, muito embora, no caso de P1, ainda encontre dificuldade
para usar esse raciocinio em situagdes de Combinacdo. P2 alegou que agora
consegue ao menos comegar as questdes utilizando os “tracinhos” para ir
apresentando as escolhas/decisdes. Formas alternativas de apresentar solucdes sao
um conhecimento de conteudo, pois o professor consegue avaliar as vantagens e
desvantagens de usar certas representagdes (Ball; Thames; Phelps, 2008).

Na sequéncia, questionamos os futuros professores a respeito da confianca

deles em conduzir uma aula sobre Combinatéria (ver Quadro 28).

Quadro 28 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 5
Vocé se sente confiante para conduzir uma aula sobre o
conteudo de Combinatéria?
P1 Sim, planejando por etapas da para organizar bem a aula
Eu acho que eu me sinto e principalmente porque recentemente eu
tive que preparar um plano justamente para essa area. Entéao, ja vi
isso antes, vou tentar aproveitar o que eu ja aprendi. Ai me deu
mais confianca para eu fazer principalmente o conteudo de
Arranjo, Permutagédo, Combinagao. Ai, como a gente ja tinha
explorado e ja discutiu metodologia e essas coisas, eu aproveitei
P2 para usar para mim mesmo. Obviamente ainda tem algumas
coisas que eu acho que eu preciso melhorar, isso é
desenvolvimento pessoal meu, eu preciso correr atras em algumas
coisas que eu tenho dificuldade, mas em si, ajudou bastante a tirar
as outras duvidas que eu tinha. Principalmente aquela questdo que
eu falei sobre permutacao e interpretagdo. Sem duvidas foi muito
proveitoso
P5 Sim, concordo!
Fonte: Elaboragao prépria.

Pesquisador

As respostas demonstram que os participantes se sentem mais confiantes. P2

menciona que a experiéncia de ter feito um plano de aula durante o processo formativo
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Ihe deu mais seguranga com a Combinatéria, apesar de reconhecer que ainda precisa
evoluir, pois, em algumas situagdes, ele encontra dificuldades com os invariantes. P1
se sente mais confiante, mas percebe que € preciso planejar por etapas.

Buscamos, durante o processo formativo, trabalhar diversos aspectos voltados
para o ensino e aprendizagem de Combinatdria, além de promover atividades praticas
comuns ao dia a dia do professor. No entanto, muitos outros aspectos sao necessarios
para o professor ter confianga, e poucas horas de formag¢ao ndo dao conta disso. O
exposto pelos participantes nos indica que eles entendem a necessidade de
planejamento e aprofundamento dos seus conhecimentos do conteudo.

Na pergunta 6, questionamos os participantes quanto as experiéncias com o0s

registros de alunos.

Quadro 29 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 6
Como foi para vocé conhecer registros de alunos em
problemas combinatérios?
Foi interessante, porque eu ainda nao tive a oportunidade de
P1 trabalhar em sala de aula com o conteudo de Combinatéria. Acho
que foi interessante ver como os alunos podem vir a responder as
questdes do conteudo, ai eu gostei
Eu nunca havia tido essa experiéncia de corrigir em si uma
questao de aluno. A primeira vez foi no ensino médio, mas nem era
sobre combinagao era sobre outras coisas. Quando eu vi agora, eu
percebi que os alunos sao muito distintos nas respostas deles,
nunca vai ser padronizado, sabe? As vezes tem uns [registros]
muito dificeis de compreender. Tem uns que s6 colocam a
resposta, ai vocé fica, meu Deus, o que ele pensou? Ele conseguiu
responder direito, ele colou de alguém? Ele sabe fazer ou nédo
sabe fazer? Entdo é muito dificil vocé esta aberto a interpretagdes.
P2 Mas em geral € muito bom a gente ir tendo essas experiéncias
com as respostas dos alunos para a gente ir se acostumando.
Toda experiéncia € muito bem-vinda. Entdo vocé vai se
acostumando a tentar pensar o que o aluno pensou - Olha até aqui
ele seguiu o raciocinio direitinho. Aqui ele se perdeu um
pouquinho. Acho que € uma experiéncia muito boa vocé trabalhar
com os erros dos alunos e com as respostas deles, tanto as
erradas como as certas. Ai no meu caso como eu nao tive tanta
experiéncia assim, quanto mais experiéncia eu for tento € mais
vantajoso para mim. Entao eu acho muito bom!

Eu ndo cheguei a ver em algum outro canto se eu nao tiver errado,
se minha memoaria nao estiver falha. Eu recentemente no inicio do
curso comecei a buscar acesso a livros da area de ensino

P5 daquelas disciplinas que a gente precisa ser formados para nos
formar como professores. Eu conheci métodos que sdo métodos
de pesquisa cientifica de testagem, algo que eu nao tinha tanta
certeza se ia me produzir a possibilidade de aprender com os

Pesquisador
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erros. Eu acredito que foi bom eu ter acesso a essa pesquisa e a
esse conhecido porque eu nao tinha pesquisado até o momento
por mais que tenha chegado informagao sobre

Fonte: Elaboragéo prépria.

As respostas dos licenciandos indicam que nao haviam tido contato com

protocolos de alunos sobre o conteudo de Combinatdria e, por esse motivo, acharam

interessante ter essa experiéncia. P2, ao relatar sua experiéncia, descreve que 0s

protocolos sao bastante distintos, alguns de dificil compreensao e, em outros, é

possivel perceber o acerto e o erro do aluno.

Acreditamos que essa experiéncia pode ter levado os participantes a questionar

erros e acertos e nao simplesmente ignora-los. Essa postura investigativa de P2 é

esperada de docentes que reconhecem que os erros podem contribuir para o ensino

e a aprendizagem de Matematica.

Na sequéncia, os questionamos sobre suas crencas a respeito dos erros no

ensino e aprendizagem de Matematica.

Quadro 30 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 7

Pesquisador

Vocé acredita que os erros podem contribuir de alguma forma
para o ensino e aprendizagem de Matematica? Vocé saberia
como?

P1

Sim, sim! Porque uma vez que a pessoa erra, meio que & dificil a
pessoa esquecer. Ai, o professor trabalhando naquele erro para
corrigir tende a ser menos recorrente. Acredito que sim. Eu tentaria
ver 0s erros e ir pontuando, eu veria aqueles que sao mais
comuns, trazendo para o contexto da sala de aula, eu tentaria
observar quais erros que mais ocorreram ai, a proxima aula seria
focada nesses erros para que fossem menos recorrentes, tentar
corrigir aqueles erros ali

P2

Sem duvidas pode. Foi isso que a gente fez no nosso ultimo
trabalho do plano de aula, que a gente trabalhou com os erros
deles para poder montar um plano, para poder fazer com que eles
aprendessem no que estavam errando, acho que é bastante
proveitoso. Quando vocé percebe onde os alunos estao errando,
vocé tem meio que um caminho a seguir, sabe? Se vocé viu que a
maioria esta errou em tal quesito, vocé vai poder focar nesse
quesito. Vai pode englobar a maioria. Ai, tem uma minoria que
ficou perdida em continhas basicas, por que nao tirar 5 minutos da
aula para focar nessas coisas, sabe? Acho que é muito proveitoso
vocé aprender com os erros do aluno e vocé criar tanto planos de
aula quanto metodologias para poder sanar esses erros. E 6bvio
gue vocé nao vai conseguir contemplar tudo, porque tem erros que
ja vai acompanhando os alunos a muito tempo, sabe? Vocé vai
tentar com que eles n&do cometam mais, mas alguns ja estdo na
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cabeca deles, entdo vocé tentar que eles errem menos vezes
possiveis. Acho importante a gente trabalhar isso

Porque assim, durante a pratica o erro acontece, né? Um exemplo,
em fisica a gente precisa transformar um valor de uma unidade de
medida para outra, de metros por segundo para quildbmetros por
hora. E, as vezes, na pratica a gente percebe que encontrar esse
tipo de erro, né? Entéo, eu acho que quando a gente percebe os
erros, como a gente esta buscando a perfei¢ao, algo corre de ser
feito a gente vai querer entender aquele erro que a gente acabou
de cometer. Isso € bom, isso é necessario porque a perfeicdo no
nosso dia a dia ela existe, a probabilidade de a gente errar e
aprender com o erro nos faz superar um problema que esta por vir

Fonte: Elaboragéo prépria.

P5

Esta pergunta também foi feita na entrevista inicial e, naquele momento, P1 e
P2 acreditavam que os erros poderiam contribuir de alguma forma. As respostas de
agora demonstram que eles ndao s6 acreditam, como também compreendem como
isso pode acontecer. P1 menciona que o papel sensivel do professor a essas questbes
pode ajudar os estudantes a evoluirem, como quando diz que ele analisaria os erros
e, 0S mais comuns, planejaria uma intervenc¢do. A mesma visdo € compartilhada por
P2, demonstrando assim atitudes compativeis com os conhecimentos de aluno e de
ensino elencados por Ball, Thames e Phelps (2008).

Por fim, questionamos os licenciandos quanto as contribuicbes do

conhecimento dos erros na elaboragéo do planejamento do professor.

Quadro 31 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 8

Vocé acredita que os erros podem contribuir de alguma forma

Pesquisador | para o ensino e aprendizagem de Matematica? Vocé saberia
como?

Sim, sim! Porque uma vez que a pessoa erra, meio que é dificil a
pessoa esquecer. Ai, o professor trabalhando naquele erro para
corrigir tende a ser menos recorrente. Acredito que sim. Eu tentaria
ver 0s erros e ir pontuando, eu veria aqueles que sao mais
comuns, trazendo para o contexto da sala de aula, eu tentaria
observar quais erros que mais ocorreram ai, a proxima aula seria
focada nesses erros para que fossem menos recorrentes, tentar
corrigir aqueles erros ali
Sem duvidas pode. Foi isso que a gente fez no nosso ultimo
trabalho do plano de aula, que a gente trabalhou com os erros
P2 deles para poder montar um plano, para poder fazer com que eles
aprendessem no que estavam errando, acho que € bastante
proveitoso. Quando vocé percebe onde os alunos estao errando,

P1
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vocé tem meio que um caminho a seguir, sabe? Se vocé viu que a
maioria esta errou em tal quesito, vocé vai poder focar nesse
quesito. Vai pode englobar a maioria. Ai, tem uma minoria que
ficou perdida em continhas basicas, por que nao tirar 5 minutos da
aula para focar nessas coisas, sabe? Acho que é muito proveitoso
vocé aprender com os erros do aluno e vocé criar tanto planos de
aula quanto metodologias para poder sanar esses erros. E 6bvio
gue vocé nao vai conseguir contemplar tudo, porque tem erros que
ja vai acompanhando os alunos a muito tempo, sabe? Vocé vai
tentar com que eles ndo cometam mais, mas alguns ja estdo na
cabeca deles, entdo vocé tentar que eles errem menos vezes
possiveis. Acho importante a gente trabalhar isso

P5

Porque assim, durante a pratica o erro acontece, né? Um exemplo,
em fisica a gente precisa transformar um valor de uma unidade de
medida para outra, de metros por segundo para quildbmetros por
hora. E, as vezes, na pratica a gente percebe que encontrar esse
tipo de erro, né? Entéo, eu acho que quando a gente percebe os
erros, como a gente esta buscando a perfei¢ao, algo corre de ser
feito a gente vai querer entender aquele erro que a gente acabou
de cometer. Isso € bom, isso é necessario porque a perfeicdo no
nosso dia a dia ela existe, a probabilidade de a gente errar e
aprender com o erro nos faz superar um problema que esta por vir

Fonte: Elaboragao proépria.

Esta pergunta também foi feita na entrevista inicial e, naquele momento, P1 e

P2 acreditavam que os erros poderiam contribuir de alguma forma. As respostas de

agora demonstram que eles ndo sé acreditam, como também compreendem como

isso pode acontecer. P1 menciona que o papel sensivel do professor a essas questdes

pode ajudar os estudantes a evoluirem, como quando diz que ele analisaria os erros

e, 0S mais comuns, planejaria uma intervencao. A mesma visao € compartilhada por

P2, demonstrando assim atitudes compativeis com os conhecimentos de aluno e de

ensino elencados por Ball, Thames e Phelps (2008).

Por fim, questionamos os licenciandos quanto as contribuicbes do

conhecimento dos erros na elaboracéo do planejamento do professor.

Quadro 32 — Entrevista final: Respostas dos participantes a pergunta 8

Pesquisador

Ter conhecimento dos erros pode de alguma forma ajudar o
planejamento do professor? Vocé saberia como?

Sim, acredito que sim! Porque tendo ali ciéncia dos erros que sao
mais propensos a acontecer o professor pode pensar em

P1 metodologias para que esses erros nao sejam cometidos.
Metodologias que favorecam o raciocinio que vai evitar que esse
erro ocorra
P2 Acho que sim! Se o professor estiver introduzindo um conteudo ele

quer fazer como se fosse uma avaliagdo diagnéstica, sabe? Ele
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quer saber no que os alunos estao com dificuldade, ele quer saber
0 que que os alunos nao estdo conseguindo compreender. Ou
entao, ele esta dando um conteudo e ja tem um tempo que ele
quer saber no que os alunos ainda tém dificuldade. Trabalhar com
erros é bastante importante nisso, pois é no teste mesmo que os
alunos vao demonstrar o que eles sabem o que eles ndo sabem.
[...] a partir disso, trabalhando com os erros, o professor saberia
qual caminho seguir para trabalhar com eles, a meu ver
Sim, e isso me leva a pensar como professor que é muito bom
estar em nossos grupos e convivio com outros professores para
P5 que a gente possa perceber os erros que nao s6 acontece com a
gente, mas com outros e assim, antecipar erros venham estar
presente em nosso dia a dia
Fonte: Elaboragéao prépria.

As respostas nos indicam que os entrevistados acreditam que, de alguma
forma, os erros podem ajudar no planejamento do professor. P1 menciona que,
conhecendo os erros mais comuns, o professor pode propor formas de ensinar que
evitem que eles se repitam. Essa resposta vai ao encontro das caracteristicas de
conhecimento de aluno e de ensino, uma vez que podem evitar que o0s erros
permanegam, ou seja, propdéem formas de ensino que possam desestabiliza-los.

P2 também demonstrou saber como os erros podem ajudar, ao descrever o
trabalho de um professor investigador da propria pratica, quando menciona a
avaliacdo diagnéstica e atividades que podem servir de base para propor novos
caminhos de ensino. Em suma, novamente observamos conhecimento de aluno
dando suporte para melhorar o conhecimento de ensino.

Sabemos que os erros possuem uma perspectiva negativa, sobretudo quando
se trata de aprendizagem de Matematica. Assim, buscamos nessas entrevistas
entender como foi a experiéncia dos licenciandos ao ter contato com protocolo de
alunos, atividades envolvendo analise de erros e planejamento de aulas. Notamos que
a experiéncia foi importante por despertar nos participantes o interesse em aprimorar
seus conhecimentos de Combinatodria, entender um pouco de suas dificuldades e
saber que essas sao as mesmas que seus alunos podem ter.

Em suma, a entrevista final levantou informacdes ja evidenciadas em diversos
momentos das atividades, que proporcionaram crengas, reflexdes e atitudes.
Observamos evolugdes nas crengas que podem levar a atitudes, como é o caso em
que os licenciandos acreditam que os erros podem contribuir de alguma forma para o
ensino e aprendizagem de Matematica, mas, mais do que isso, eles agora tém nogao

do que pode ser feito para trabalhar com os erros.
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Consideramos que o processo formativo contribuiu com a ampliagdo de
conhecimentos de Combinatéria pelos participantes, uma vez que se manifestaram
mais confiantes com este conteudo. Além disso, eles também mencionaram sentir-se
mais confiantes para ministrar aulas de Combinatodria, uma vez que as atividades de
planejamento de aula Ihes trouxeram essa experiéncia.

O estudo das respostas, acertos e erros por meio dos protocolos também se
tornou uma experiéncia diferenciada, levando os licenciandos a se questionar como
ou o que o aluno pensou, até onde uma determinada estratégia apresenta falhas ou
em que momento ela ndo apresenta. Ter conhecimentos sobre os alunos pode ter
mudado suas visdes sobre a apresentagao do conteudo. Sequenciar tarefas também
foi uma atividade importante para desenvolver seus conhecimentos de ensino.

Apresentamos o principio multiplicativo como forma alternativa de resolugéo de
problemas combinatorios. Houve boa aceitagao por parte dos licenciandos a respeito
desse método, sendo que alguns se sentem mais confiantes para usa-lo em
problemas que ndo sdo de combinacdo (P1), enquanto outros, como P2, até
consideram que pode ser mais facil resolver por essa maneira.

As entrevistas evidenciaram que, a medida que os licenciandos discorriam
sobre suas opinides e reflexdes sobre a experiéncia vivida durante o processo
formativo, conhecimentos de conteudo, de alunos e para o ensino foram
apresentados. O conhecimento do conteudo de Combinatéria pode ser observado
quando os participantes admitem sentir-se mais confiantes para resolver problemas
combinatoérios, mas também quando percebem a necessidade de aprofundar mais o
conhecimento desse conteudo.

O conhecimento de aluno foi externado quando os licenciandos afirmaram que
observar os erros pode, de alguma forma, contribuir para o ensino e aprendizagem de
Matematica, uma vez que perceberam que podem monitorar os erros mais comuns
dos estudantes. O conhecimento de ensino também foi evidenciado nessa
perspectiva, uma vez que os licenciandos indicaram ser importante observar os erros
para, em outro momento, proporem atividades mais direcionadas visando sanar os
erros ou mesmo construir novas metodologias de ensino. Além disso, tendo
conhecimento dos erros, eles também entendem que podem fazer novas abordagens

de ensino que possam evitar que esses erros acontegam.



133

5 CONSIDERAGOES FINAIS

E ruim errar? Quando estamos aprendendo, sera que podemos evitar errar? E
possivel aprender sem nunca ter errado? Se errarmos, podemos aprender com nosso
erro? Culturalmente, a Matematica é bicho-pap&o do ensino basico; o erro também é7?
Foram questdes como essas e estudos sobre conhecimentos docentes que nos
motivaram a desenvolver esta pesquisa. Também n&do podemos descartar crengas e
desafios pessoais que nos trouxeram tais inquietagdes e, a partir dai, escolhemos a
Combinatoria.

Encontramos maneiras de pensar problemas combinatorios por meio do tripé
situagdo, invariantes e representagdo simbdlica, de Vergnaud (1986), e com a
classificagdo de Pessoa e Borba (2010). Consideramos que, ao classificar problemas
combinatorios, poderiamos entender e analisar estratégias de resolugdo. Em Ball,
Thames e Phelps (2008), encontramos a descricdo de conhecimentos do professor
que nos auxilia nos estudos de erros e acertos.

Assim, propomos como questao central de pesquisa: quais conhecimentos de
Combinatodria, de alunos e para o ensino sdo apresentados por licenciandos em
Matematica em um processo formativo baseado no estudo de erros e acertos em
problemas combinatérios? Esta pergunta deu origem ao objetivo central do nosso
estudo, que é analisar conhecimentos de Combinatéria, de alunos e para o ensino
apresentados por licenciandos de Matematica em um processo formativo baseado no
estudo de erros e acertos em problemas combinatorios.

Ao realizar uma pesquisa em bancos de teses e dissertacdes por trabalhos que
abarcassem a formacao de professores e o ensino de Combinatdria, localizamos
lacunas nas quais esta pesquisa poderia contribuir com a comunidade académica e
com professores do ensino basico e superior, pois percebemos que nao havia estudos
que cingissem conhecimentos de alunos e para o ensino feitos com estudantes de
graduacgao. Apesar de encontrarmos pesquisas para o fortalecimento do conteudo de
Combinatdria para esse publico, entendemos que sé o conhecimento do conteudo nao
¢ suficiente para a sala de aula.

Previamente, buscamos conhecer quais os conhecimentos e experiéncias com
o ensino da Matematica e, em particular, com o ensino de Combinatéria. Utilizamos
um questionario e uma entrevista inicial para verificarmos isso € notamos que alguns

ainda nao tiveram experiéncias, enquanto outros participaram de programas de
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incentivo a docéncia e estagio nao obrigatorio, e apenas um dos licenciandos teve
experiéncia com ensino de Combinatéria usando jogos como metodologia de ensino.

Construimos um caminho metodoldgico que abarcava analise de erros e
acertos com a construgdo de conhecimentos do conteudo de Combinatoria,
conhecimento do conteudo e de aluno e conhecimento de conteudo e para o ensino.
Construimos e desenvolvemos um processo formativo que trouxe vivéncias e reflexao
junto a licenciandos do curso de Matematica do Centro Académico do Agreste da
Universidade Federal de Pernambuco.

Comecamos apresentando situagbes-problema de Combinatéria para que
pudessem relembrar alguns conceitos; analisamos o tripé situacéo, invariante e
representacdo simbodlica (Vergnaud, 1986). Debatemos as respostas dos
participantes, buscando entender suas estratégias de resolugdo, e mostramos
resolugdes utilizando o principio multiplicativo, buscando construir o raciocinio
combinatorio por meio de provocacgoes, representacdes e explanagdes.

Observamos que os participantes ainda fazem um uso limitado do principio
multiplicativo, sendo a principal estratégia o uso de féormulas para resolver as
situagdes combinatoérias, e ainda encontram dificuldades para classifica-las, o que
demanda atencdo dos cursos de licenciatura com respeito a aprendizagem desse
conteudo. ldentificamos que os licenciandos nao estudaram aspectos pedagoégicos
desse conteudo, apesar de haver disciplinas na grade curricular cujas ementas fazem
alusdo a abordagem pedagodgica desse conteudo.

As provocacgbes serviram para fazer os licenciandos refletirem sobre os
enunciados das questdes, em qual momento determinada questao poderia ser usada,
ou seja, se tinha aspecto introdutério ou se seria uma questdo com uma perspectiva
um pouco mais abstrata, levando o estudante a recorrer a estratégias mais
formalizadas, como o uso de férmulas ou do principio multiplicativo. Nesses
momentos, os licenciandos puderam construir conhecimentos de ensino a medida em
que dissecaram os problemas combinatérios, identificando objetivos de aprendizagem
e possiveis entraves na aprendizagem, refletindo assim sobre maneiras de agir frente
a possiveis erros. Acreditamos que seja importante que os estudantes de licenciatura
analisem criticamente enunciados de questdes, observando se 0s mesmos
descrevem bem a estrutura matematica e a adequacao a determinado publico.

Estudamos protocolos de alunos contendo erros e acertos, dissecamos as

solucdes buscando compreender os erros e 0 pensamento do estudante, buscando
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padroes nas respostas para nao so ter conhecimento dos erros, mas também pensar
formas de ensino para levar o aluno ao acerto. Consideramos que conhecimento de
aluno e de ensino foram construidos por meio dessas atividades.

Com respeito ao conteudo de Combinatdria, a maioria dos participantes estava
vendo pela primeira vez respostas de alunos, e, na opinido deles, esse ponto foi
bastante positivo para o seu aprendizado durante o processo formativo. Assim,
defendemos que abordagens como estas, em que ha estudos de enunciados e estudo
de respostas de alunos, podem ser adotadas para cursos na graduagao com fim de
provocar conhecimento de alunos e para o ensino.

No encontro 3, estudamos protocolos com solugdes de alunos da educacgao
basica com o intuito de conhecer erros, acertos, formas de linguagem, representagéo
e estratégias de alunos, mas desta vez de forma mais pratica pedimos que
participantes fizessem algumas tarefas. Os licenciandos puderam supor quais
poderiam ser 0s erros mais comuns praticados pelos alunos, também puderam corrigir
protocolos de alunos, analisar e fazer anotagdes sobre os protocolos, além de
construir plano de aula como atividade interventiva para os erros analisados. Essa
metodologia pode contribuir com o conhecimento de Combinatéria ao realizarem
solucdes para os problemas do teste diagnadstico.

O conhecimento de ensino foi evidenciado pelas escolhas das atividades, tanto
as com perspectivas introdutérias visando a explicacdo do conteudo quanto as
atividades de fixagéo visando a pratica por parte dos estudantes. O grupo 1 (P2, P4,
P6) elaborou um conjunto de atividades para que os alunos pudessem identificar as
situagdes combinatérias; nos seus exercicios de fixacao nao foram tao felizes ao
proporem atividade que ndo era problema combinatério e outra que nao fazia parte do
conjunto de questdes que haviamos trabalhado durante o curso. O exposto demonstra
uma certa fragilidade no dominio do conteudo de Combinatéria.

Consideramos que o dominio do conteudo € a base para que os outros
conhecimentos se sustentem e se efetive na pratica docente, ndo sendo ele o
conhecimento suficiente para gerir uma boa aula, mas aquele que desperta os
conhecimentos de ensino e de alunos, por exemplo. Sendo assim, € muito importante
que os futuros professores desenvolvam esse conhecimento e consigam, a partir dele,
pensar pedagogicamente modelos de instrugdo e pesquisa em Educagao Matematica.

O grupo 2 (P1, P3, P5) buscou mostrar as diferengas entre os problemas

combinatoérios de Arranjo simples e Combinagao simples. Para isso, escolheram um
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conjunto de questdes introdutdrias e atividade de fixagao para pratica dos estudantes.
Observamos que suas escolhas foram compativeis com seus objetivos e com as
questdes analisadas por eles, uma vez que procuraram atividades que trabalhassem
Arranjo e Combinagdo sobre variados contextos. Assim, no encontro 5 pode-se
acompanhar como os licenciandos se apropriaram de conhecimentos de
Combinatdria, de alunos e para o ensino, uma vez que todos esses conhecimentos
foram necessarios para a construgao do plano de aula.

A entrevista final comprovou conhecimentos externados em momentos do
processo formativo. Com ela, percebemos evolugdo no conhecimento de
Combinatdria, maior confianga para ministrar e construir planos de aulas para o ensino
de Combinatodria, crengas de que os erros podem ser usados para planejar aulas e
fazer o monitoramento de aprendizagens.

Os dados da pesquisa nao revelaram somente onde e como os alunos erram,
mas também que os professores erram, mesmo tendo mais conhecimento que os
alunos, e isso despertou o interesse nos participantes em buscar mais conhecimento
sobre o tema. Esses conhecimentos sdo construidos e fortalecidos durante o
progresso da carreira do professor (Tardif, 2014). No entanto, as atividades propostas
puderam subsidiar novas perspectivas e reflexdes sobre o ensino de Matematica e,
sobretudo, sobre o ensino da Combinatodria.

Consideramos que os conhecimentos externados (ou n&o) contribuem e
fortalecem a pratica docente. Nossa pesquisa indica que conhecimentos de
Combinatdria, de aluno e de ensino podem ser trabalhados de maneira intencional em
cursos de formacao inicial de professores, sejam em cursos de extensdo ou em
disciplinas pedagogicas que conciliem conhecimentos matematicos aos pedagdgicos
de forma pratica e proxima do contexto de sala de aula.

O processo formativo realizado fortaleceu crencas indicadas nas entrevistas
iniciais de que os erros podem contribuir de alguma forma para o ensino e
aprendizagem dos alunos, mas a partir do processo formativo os licenciandos
puderam conhecer formas de compreender os erros dos estudantes, assim como os
erros que eles também cometem.

Acreditamos que as atividades realizadas nos encontros podem ser
aprimoradas e estendidas para subsidiar cursos na formacao inicial de Matematica.

Sendo assim, baseado em Cury (2013), listamos alguns tépicos norteadores para que
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cursos possam subsidiar conhecimentos de professor aliados ao uso de erros e
acertos como forma de abordagem:

a) Apresentacdo do conteudo matematico, em especial da educagao basica,
acompanhado de métodos de ensino;

b) Apresentagao de pesquisas com a tematica da analise de erros;

c) Discussao sobre tipos de erros, buscando entender dificuldades encontradas
e elaborar metodologias de ensino;

d) Aprendizagem de técnicas de analise de erros; e

e) Momentos de corregao de atividades com protocolos de alunos e criagao de
atividades/planos de aulas interventivos.

Acreditamos que esses topicos, aliados ao que construimos nesta pesquisa
como metodologia, poderédo subsidiar conhecimentos elencados por Ball, Thames e
Phelps (2008). Certamente a pratica docente aperfeicoara o professor, mas o caminho

pode ser apontado ainda na formacao inicial.
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APENDICE A — MODELO DE PLANO DE AULA

Modelo de plano de aula enviado para os participantes.

Modelo plano de aula

Turmalano letivo:

Duragao: (Tempo em minutos)

Objetos de conhecimento:

Liste o objeto de conhecimento

Objetivos:

Liste os objetivos desta aula

Metodologia:

Descreva o passo a passo de como vocé pretende conduzir essa aula, redija
sobre como sera feita cada uma das atividades que vocé pretende fazer.

Recursos didaticos:

Liste os recursos didaticos que serdo usados (ex: lousa, material concreto,
computador etc).

Avaliagao:

Diga como esta aula sera avaliada (ex: de modo processual, por meio de
atividades etc)

Anexos (se houver):

Coloque aqui as atividades que selecionadas se houver.
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ANEXO A - PLANO DE AULA DO GRUPO 1

Plano de aula do grupo 1

Plano de aula para o curso de Analise Combinatéria

Duragao: 50 min.

Tema: Técnicas de agrupamentos de dados

Disciplina: Matematica

Conteudos: Analise Combinatoéria

Combinacgao;

Arranjo.

Permutacao.

Objetivos:

Diferenciar o tipo de agrupamento utilizado.

Metodologia:

Para dar inicio a aula é apresentado aos estudantes situagdes problemas em
que cada tipo de agrupamento de dados é utilizado focando nas divergéncias e
particularidades de cada fendbmeno, os quais estao presentes no anexo |. Em seguida,
sera fornecido aos alunos um grupo de situacées problemas (anexo Il) envolvendo
combinagao, arranjo e permutagdo com o objetivo dos alunos diferenciarem qual tipo
de agrupamento pertence a situagao e por qual motivo eles afirmam isto.

Recursos Didaticos: Quadro branco, marcador e ficha de exercicios.

Avaliacao: Sera feita mediante as solugdes apresentadas pelos alunos nos
exercicios propostos.

Anexo |

i) Quantos codigos de 3 letras sdo possiveis de serem criados com as letras do

alfabeto?

Para realizar uma prova, um professor elaborou 6 tipos de provas distintas
apenas pelas cores e ordem das questdes. Nessa configuragéo, qual é a quantidade
de maneira distintas que os alunos Pedro, José, Maria e Antonio podem pegar nessas
provas considerando que existem apenas um tipo de cada prova a disposi¢ao dos
alunos?

Uma turma de 7 alunos esta brincando no patio aproveitando a hora do

intervalo. Ao ouvir o sinal que informa o retorno para as salas de aula, os alunos se
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encaminham para formar uma fila. De quantas maneiras distintas os alunos podem
formar a sequéncia da fila?

Anexo Il

Dada os 3 problemas a seguir, aponte que tipo de agrupamento é feito para
resolvé-lo.

1- Quantos numeros de 3 algarismos (iguais ou distintos) podemos formar com
os digitos 1,2,3, 7, 8?

2- Um bar vende 3 tipos de refrigerantes: GUARANA, SODA e TONICA de
quantas formas uma pessoa pode comprar 5 garrafas de refrigerante?

3- Uma classe tem meninas a e b meninos. De quantas formas eles podem ficar
em fila se as meninas devem ficar em ordem crescente de peso, € 0s meninos

também? (supor que 2 pessoas quaisquer ndo tenham o mesmo peso).
Referéncias

IEZZI|, Gelson et al. Matematica: volume Unico. 5 ed. Sado Paulo: Atual, 2007
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ANEXO B — PLANO DE AULA DO GRUPO 2

Plano de aula do grupo 2.

Plano de aula

Turmalano letivo: 2° ano Ens. Médio.

Duragao: 50 minutos.

Tema: Analise Combinatoria.

Disciplina: Matematica.

Objetos de conhecimento:

Principio multiplicativo;

Diferencas entre arranjo e combinagéo simples

Objetivos:

Compreender e aplicar o principio multiplicativo em problemas de arranjo e
combinacao;

Capacitar o aluno a diferenciar problemas de arranjo e de combinagao simples

Metodologia:

Para o primeiro momento seria apresentado um exemplo para realizar a
introducao do conteudo do principio multiplicativo, o uso do material dourado pode ser
uma alternativa para ilustrar os elementos a serem combinados. Apds esse momento,
seriam apresentados outros dois exemplos, sendo um sobre arranjo e outro sobre
combinacdo simples. Para a explicagdo desses exemplos seria enfatizada a
importancia que a ordem dos elementos tem para cada situacdo, alertando os
estudantes para a importancia de analisar o contexto de cada exemplo. Em seguida
seriam propostos exercicios para que os estudantes tentassem resolvé-los e aplicar o
que foi estudado.

Recursos didaticos: Quadro branco, material dourado, exercicios
complementares.

Avaliagao: Ocorrera de modo a observar o engajamento dos estudantes nos
momentos de resolugao dos exemplos e resolugao dos exercicios.

Anexos:

1° exemplo: Principio Multiplicativo:

Uma lanchonete vende uma promogéao de lanche a um prego unico. No lanche,
estdo incluidos um sanduiche, uma bebida e uma sobremesa. Sao oferecidas trés

opc¢des de sanduiches: hamburguer especial, sanduiche vegetariano e cachorro-
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quente completo. Como opcao de bebida, pode-se escolher 2 tipos: suco de maga ou
guarana. Para a sobremesa, existem quatro opgdes: cupcake de cereja, cupcake de
chocolate, cupcake de morango e cupcake de baunilha. Considerando todas as
opc¢oes oferecidas, de quantas maneiras um cliente pode escolher o seu lanche?

2° exemplo: Exemplo sobre Arranjo:

De quantas maneiras diferentes 7 pessoas podem organizar uma fila composta
por 4 delas?

3° exemplo: Exemplo sobre Combinagéo Simples:

Quantas combinagdes sao possiveis de serem formadas se em um conjunto de
cinco frutas distintas escolhermos trés para montar uma salada?

Exercicios sobre Arranjo e Combinagao:

1. Uma empresa esta desenvolvendo dois sistemas: um para gerar senhas e
outro para formar equipes de trabalho. Com base nas descricdes abaixo, responda as
perguntas:

Senhas

As senhas serado formadas por 4 caracteres, sendo 2 letras e 2 numeros. As
letras serao escolhidas do conjunto {A, B, C, D} e os numeros do conjunto {1, 2, 3}.

(a) Quantas senhas diferentes podem ser formadas se ndo houver repetigéo de
caracteres?

(b) Quantas senhas diferentes podem ser formadas se os caracteres puderem

se repetir?

2. Um projeto sera desenvolvido por 5 pessoas. Para organizar as tarefas, as
equipes serao formadas de duas maneiras diferentes:

(a) Para uma atividade em que a ordem dos membros importa, quantas equipes
diferentes de 3 pessoas podem ser formadas?

(b) Para outra atividade em que a ordem nao importa, quantas equipes

diferentes de 3 pessoas podem ser formadas?

3. Razéo e Interpretacao
a) Qual é a razao entre as possibilidades com e sem repeticdo de caracteres

na formacao das senhas do item 1?
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(b) Explique por que a quantidade de equipes no item 2(a) é diferente da

quantidade no item 2(b).

4. No meio da “invasao tecnologica” que toma conta de nossas vidas, dona
Antbnia esqueceu sua senha bancaria justamente na hora de efetuar um saque. Ela
lembra que a senha é formada por quatro algarismos distintos, sendo o primeiro 5 e o
algarismo 6 aparece em alguma outra posi¢cao. Qual € o numero maximo de tentativas

gue o banco deveria permitir para que dona Antdnia consiga realizar o saque?

5. Durante os experimentos sobre genética, Mendel precisou escolher 3 mudas
diferentes de ervilha para serem cobaias do mesmo experimento. Sabendo que ele
tinha disponivel 10 mudas naquele dia, entdo o numero de maneiras distintas que ele
poderia escolher as cobaias € igual a:

(a) 90

(b) 120

(c) 160

(d) 200

(e) 240.

6. (ENEM/2020) Um determinado campeonato de futebol, composto por 20
times, € disputado no sistema de pontos corridos. Nesse sistema, cada time joga
contra todos os demais times em dois turnos, isto €, cada time joga duas partidas com
cada um dos outros times, sendo que cada jogo pode terminar empatado ou haver um
vencedor. Sabendo-se que, nesse campeonato, ocorreram 126 empates, o0 numero
de jogos em que houve ganhador é igual a:

(a) 64

(b) 74

(c) 254

(d) 274

(e) 634.

Referéncias
1) https://exercicios.brasilescola.uol.com.br/exercicios-matematica/exercicios-sobre-

arranjo-ou-combinacao.htm.
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2) https://lwww.vestibulandoweb.com.br/questoes/matematica-enem-2020-arranjos-

analise-combinatoria
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ANEXO C - EMENTA DO CURSO DE MATEMATICA Il

Matematica 11

UNIVERSIDADE FEDERAL DE PERNAMBUCO
PRO-REITORIA PARA ASSUNTOS ACADEMICOS
DMRETORIA DE DESENVOLVIMENTO DO EXSING

PROGRAMA DE COMPONENTE CURRICULAR

TIFO DE COMPONENTE (Marque um X na opgan)

E Dhisciplina ___ Pritica de Ensino
:An"l.'id.nd.emmplementar :Mﬁduln
:Hnmgmﬁs :TrnhaLhn de Graduacio

STATUS DO COMPONENTE (Margue um X na opgiio)
E Obrigatorio —_ Fletivo :ﬂlpt.nti\'n

DADOS DO COMPOMNENTE

Cédigo Morme Carga Hordria N eréditos | CH Global | Periodo
Tedrica | Pratica
MATMOOZT | Matematica Il G0 1] 4 G0 3o
[ Pré-requisitos | - | Co-requisitos | - | Requisitos CH. | - |

EMENTA

Trigonometria no triangulo retangulo, circunferéneia trigonomeétrica, funcies circulares, transfor-
magies trigonomeétricas, equacies, inequacies e funcies trigonométricas. Andlise combinatoria,
Bindmiode Newton e teoria das probabilidades.
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OBJETIVOS DO COMPONENTE

» Contribuir com o amadurecimento dos alunos enquantos futuros professores da educacio basica
apresentando de forma mais avancada os conteid os relacionados & Trigonometria, Analise Combi-
natiria e Probabilidade vistos no ensine basico.

w« Ajudar na imersio do aluno na vida académica, proporcionando uma percepcao diferenciada e
mais profunda sobre os temas relacionados aos contetidos citados anteriormente.

METODOLOGIA

Aulas expositivas, atividades em grupo, resoluciio de problemas pelos docentes em sala de aula e
discussio dos mesmios.

AVALIACAD

Provas escritas dissertativas, listas de exercicios, seminarios ou outras atividades previstas no
regimento da UFPE, a critério do professor.

CONTEUDO PROGRAMATIOON

TRIGONOMETRIA

¢ Seno, cosseno e tangente de um dngulo agudo de um tridngulo retingulo
¢ Propriedades e relagoes entre senos, cossenos e tangentes
¢ Leisdos senos

¢ Leis dos cossenos

¢ Arcose ingulos

¢ Medida de um angulo central

¢ O ciclotrigonométrico

¢ Oseno no ciclo trigonométrico

¢ O cosseno no ciclo trigonométrico

¢ Grificodas fungbes seno e propriedades

¢ Grificoda fungdo cosseno e propriedades

¢ Afungio tangente: grifico e propriedades

¢ Relagio fundamental relagoes decorrentes

¢ Identidades trigonométricas

¢ Recorréncia a um arco do 10quadrante

¢ Fungbes trigonométricas inversas.

¢ Seno, cosseno e tangente da soma

¢ Seno, cosseno e tangente da diferenga

¢ Seno, cosseno e tangente do arco metade

¢ Equagdes Trigonométricas: principais casos
¢ Inequagdes trigonométricas: principais

ANALISE COMBINATORIA

¢ Introdugio

e Principio fundamental dacontagem
¢ Agrupamentos

¢ Célculo dearranjos

¢ Cilculo de combinagbes

¢ Céilculo depermutagbes

¢ Resolugiode exercicios gerais




BINOMIO DE NEWTON

s Introducio

# Fatorial

s Nimeros binomiais

s Trifingulo de Paseal

s Desenvolvimento do bindmio de Newton
& Termo geral

PROBABILIDADE

s Introducio

s+ Espagoamostral

» Eventos

s Probhabilidade da unido de dois eventos
 Probabilidade condicional

# Probabilidade do evento complementar
s O metodobinomial

& Aplicacdes

BIBLIOGRAFIA BASICA
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