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Resumo

A modelagem estatistica sob a suposicao de erros normalmente distribuidos
pode ser altamente influenciada por observagoes extremas, o que motiva o estudo
de técnicas de regressao mais robustas frente a este tipo de observacoes. Como
uma alternativa, podem ser considerados modelos em que a distribuicao assumida
para o erro pertence a classe simétrica. Estes modelos sao chamados de modelos
simétricos de regressao. Neste trabalho, estudamos analiticamente e através de
simulagoes de Monte Carlo as propriedades estatisticas de dois tipos de residuos
propostos: componente desvio e quantal para os modelos simétricos de regressao
com componentes sistematicas nao-lineares. Além disso, desenvolvemos métodos
de diagnéstico usando o enfoque de influéncia global. Neste sentido, propomos
algumas medidas tais como distancia de Cook, estatistica W-K, aproximacao a

um passo, afastamento da verossimilhanca e alguns métodos graficos.
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Abstract

The statistical modelling using the assumption of normally distributed errors
can be strongly influenced by extreme observations. This motivates the study on
regression techniques that are robust in presence of this type of observations. As
an alternative, models in which the error term belongs to the symmetrical class
can be considered. This class of models is called symmetrical regression models.
In these models, the tails of the distribution of the error term are heavier than
the tails of the normal distribution. In this work, we studied analytically and
numerically the properties for two types of proposed residuals for symmetrical
nonlinear regression models: deviance and quantal. Besides, we developed diag-
nostic methods on symmetrical regression models with systematic nonlinear com-
ponents using the global influence approach. Through this approach we obtain
measures as the Cook distance, W-K statistic, one step approximation, likelihood

displacement and some graphics methods.
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CAPITULO 1

Introducao

A modelagem estatistica é uma das ferramentas usadas com maior freqiiéncia
em diversas areas do conhecimento por pesquisadores, cujo interesse é respon-
der as perguntas que motivaram sua investigacao através da analise estatistica
de um conjunto de dados. Na literatura estatistica existem muitas técnicas de
modelagem, dentre as quais, a analise baseada em modelos de resposta normal
¢ a mais popular quando a variavel de interesse é continua, devido a que esta
distribuicao tem propriedades estatisticas desejaveis e uma ampla teoria desen-
volvida. Entretanto, ¢ bem conhecido que a modelagem sobre a suposicao de
respostas normalmente distribuidas pode ser altamente influenciada por outliers
(observagoes extremas ou aberrantes). Sendo assim, a aplicacao destes modelos

na presenca de observacoes extremas pode levar a conclusoes inadequadas.

Como uma alternativa a andlise cldssica para conjuntos de dados com ob-
servacoes extremas, podem ser considerados modelos em que a distribuicao assu-
mida para a resposta pertence a classe simétrica de distribui¢oes (veja Fang,
Kotz e Ng, 1990). Por exemplo, modelos em que as respostas sao assumidas
como variaveis aleatérias independentes seguindo distribuigoes com caudas mais
pesadas do que a normal podem reduzir e controlar a influéncia das observacoes
aberrantes. Estes modelos, chamados de modelos simétricos de regressao (veja
Cysneiros, Paula e Galea, 2005), podem ser considerados como uma extensao da
teoria classica de regressao para resposta continua, na qual se proporciona alta
flexibilidade na especificacao da distribuicao para a variavel resposta. Exemplos

tipicos desta classe sao modelos em que é assumido que a resposta segue distri-
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buic¢oes tais como normal, logistica tipos I e II, -Student, t-Student generalizada,

exponencial poténcia, entre outras.

Dado que o modelo simétrico de regressao pode ser uma alternativa para a
modelagem de conjuntos de dados com observacoes extremas, é importante avaliar
a adequabilidade e/ou robustez deste tipo de modelo na presenca de observagoes
aberrantes. Para esta avaliacao podem ser usados os métodos de diagndstico, os
quais permitem avaliar se a diferenca entre o observado e o explicado pelo modelo
é estatisticamente significativa. Além disso, as técnicas de diagnostico permitem
identificar observacoes com uma influéncia desproporcional nas estimativas dos
parametros do modelo. Portanto, a validacao do modelo ajustado através de
métodos de diagnodstico é uma componente fundamental na aplicagao dos modelos

simétricos de regressao, o que incentiva o estudo e aprofundamento deste topico.

Galea, Paula e Cysneiros (2005) desenvolvem métodos de diagndstico em mo-
delos simétricos de regressao, propondo um residuo seguindo a linha de Cox e
Snell (1968), avaliando influéncia local seguindo a linha de Cook (1986), e me-
dindo alavancagem seguindo a linha de Wei, Hu e Fung (1998). Neste trabalho
desenvolvemos métodos de diagndstico em modelos simétricos de regressao usan-
do o enfoque de influéncia global. Este enfoque foi usado, por exemplo, em Cook
(1977) para os modelos normais lineares, em Pregibon (1981) para os modelos
lineares generalizados, em Tang, Wei e Wang (2000) para os modelos nao-lineares

reprodutivos, e em Fung et al (2002) para os modelos mistos semi-paramétricos.

Este trabalho esta organizado em seis capitulos. No Capitulo 2 definimos
os modelos simétricos de regressao, descrevendo suas componentes aleatéria e
sistematica, bem como suas principais propriedades e caracteristicas no processo
de estimacao e de inferéncia. Também sao apresentadas as expressoes da funcao
de escore e da matriz de informacao esperada de Fisher. Além disso, estudamos
o efeito da especificacao da distribuicao para a variavel resposta no processo de

estimacao.

No Capitulo 3, propomos uma definicao geral de residuos para os modelos
simétricos de regressao. A adequabilidade e as propriedades estatisticas mais im-
portantes dos residuos propostos sao estudadas analiticamente usando expansoes

de Cox e Snell (1968), e via simulacado de Monte Carlo aplicando os residuos es-
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tudados em modelos em que a componente sistematica é dada pelas curvas de
Gompertz e Michaelis-Menten. A distribuicao assintotica dos residuos propostos
é estudada usando as propriedades dos estimadores de maxima verossimilhanca.
Além disso, os residuos considerados naquele capitulo sao comparados através de
simulagao de Monte Carlo com o residuo proposto em Galea, Paula e Cysneiros
(2005). Vale salientar que os estudos de simulacao desenvolvidos neste trabalho
foram conduzidos usando as rotinas computacionais nos softwares R e S-Plus dis-
poniveis no site www.de.ufpe.br/~cysneiros/elliptical/elliptical.html

(veja Cysneiros, Paula e Galea, 2005).

No Capitulo 4, desenvolvemos algumas medidas para identificar observacoes
influentes na classe dos modelos simétricos de regressao. Utilizando o enfoque
baseado no modelo de dele¢io de casos (CDM) proposto por Cook (1977), desen-
volvemos varias medidas tais como distancia de Cook (Cook, 1977), estatistica
W-K (Pregibon, 1981), aproximacao a um passo e o afastamento da verossimi-
lhanca (Cook e Weisberg, 1982). Além disso, utilizando simulagao de Monte
Carlo e 0 modelo de Michaelis-Menten, estudamos o desempenho do teste para
identificar outliers baseado na metodologia denominada modelo de mudanca de
médias (MSOM) (veja Wei e Fung, 1999). Finalmente, naquele capitulo apre-
sentamos alguns métodos gréaficos para avaliar a influéncia das observagoes na
significancia estatistica dos parametros do modelo. Estes métodos sao uma ex-

tensao das técnicas estudadas por Cook e Weisberg (1982) e Wang (1985).

No Capitulo 5 apresentamos dois exemplos através dos quais ilustramos a
aplicacao e interpretacao da metodologia estudada neste trabalho. Para o pri-
meiro exemplo, consideramos uma aplicagao analisada em Ratkowsky (1983),
cujo interesse principal é estudar a relacao entre o peso das lentes dos olhos de
coelhos europeus, y (em mg) e a idade do animal, = (em dias), numa amostra
de 71 observacoes. A motivacao para o uso deste conjunto de dados é a sus-
peita da presenca de outliers quando este ¢ analisado sob a suposicao de erros
normais. Como um segundo exemplo, consideramos o conjunto de dados anali-
sado em Draper e Smith (1998), que corresponde a um experimento desenvolvido
com o objetivo de explicar a concentracao de cloro disponivel num produto, y
em relacao ao tempo desde que o mesmo foi fabricado, x (em semanas), numa

amostra de 44 observacoes. A motivacao para o uso deste conjunto de dados é a
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presenca de outliers quando o mesmo é analisado com o modelo de resposta nor-
mal. Para finalizar, no Capitulo 6 apresentamos as conclusoes mais importantes

deste trabalho.



CAPITULO 2

Modelos Simétricos de Regressao

Os modelos de regressao sao formulados e aplicados com o objetivo de ex-
plicar e/ou predizer o comportamento de uma variavel de interesse, denominada
variavel resposta, em relagao a um conjunto de variaveis explicativas. Isto é feito
supondo que para cada individuo na populacao de estudo, a variavel resposta
segue uma distribuicao de probabilidade cujos parametros dependem dos valores
das variaveis explicativas. Desta maneira, os modelos de regressao podem ser
definidos com base em duas componentes principais, a aleatoria e a sistematica.
A componente aleatéria descreve a distribuicao assumida pelo modelo para a
variavel resposta, a qual é escolhida dependendo de caracteristicas particulares
da variavel resposta na populacao de estudo. Uma destas caracteristicas pode ser
a escala na qual é medida esta varidvel; desta maneira, se a resposta é continua
no intervalo (—oco, oc) é possivel assumir uma distribuigao normal, enquanto que,
para respostas do tipo discreto, por exemplo, podem-se usar distribuicoes como

poisson ou binomial, entre outras.

Por outro lado, a componente sistematica do modelo descreve a relacao assu-
mida entre a variavel resposta e as varidveis explicativas. Geralmente, a média
da distribuicao da variavel resposta é um indicador adequado do comportamento
desta variavel; portanto, muitos dos modelos de regressao sao formulados supondo
que a média da distribuicao da resposta é uma funcao das varidaveis explicati-
vas e de um vetor de parametros desconhecidos. Desta maneira, a componente
sistematica determina a relacao funcional entre os parametros da distribuicao

da resposta e as variaveis explicativas. Dependendo do fenomeno em estudo,
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a componente sistematica pode ser considerada como linear ou nao-linear nos
parametros, dando lugar aos modelos de regressao lineares e nao-lineares, respec-

tivamente.

Assim, os modelos simétricos de regressao sao uma extensao da teoria classica
de regressao para resposta continua, na qual se abre o leque de opcoes para a
componente aleatéria do modelo, permitindo que a distribuicao para a variavel
resposta possa ser estendida a classe simétrica de distribuicoes. Além disso, estes
modelos podem considerar componentes sistematicas nao-lineares, possibilitan-
do o estudo de grande variedade de fenomenos, muitos dos quais nao podem
ser abordados usando modelos lineares. Entretanto, a motivacao para o uso de
modelos simétricos de regressao nao estd baseada somente na flexibilidade da
especificacao da componente aleatoria, pois estes modelos proporcionam também
uma modelagem apropriada para a andlise de conjuntos de dados com outliers
(observagoes extremas ou aberrantes), em que a aplicacao de modelos de resposta
normal pode ser inadequada. A aplicacao de um modelo em que a distribuicao
assumida para a resposta tem caudas mais pesadas do que a normal pode reduzir
e controlar a influéncia das observacoes extremas, permitindo uma inferéncia

apropriada do conjunto de dados em estudo.

Os modelos simétricos de regressao tém recebido muitas contribuicoes nos
ultimos anos, podendo-se relacionar alguns trabalhos recentes. Por exemplo,
Cordeiro et al (2000) derivam expressoes para o viés de segunda ordem dos es-
timadores de maxima verossimilhanca dos parametros nos modelos simétricos
de regressao. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) desenvolvem correcoes de Bartlett
para a estatistica da razao de verossimilhancas em modelos com componentes
sistematicas lineares. Cordeiro (2004) estende os resultados de Ferrari e Uribe-
Opazo (2001) aos modelos com componentes sistematicas nao-lineares. Galea,
Paula e Uribe-Opazo (2003) avaliam influéncia local em modelos simétricos de
regressao com componentes sistemdticas lineares. Cysneiros e Paula (2004) de-
senvolvem testes restritos em modelos lineares com erros t-multivariados. Cys-
neiros (2004) e Galea, Paula e Cysneiros (2005) propoem um residuo padronizado
e avaliam influéncia local em modelos simétricos de regressao com componentes
sistematicas nao-lineares. Podemos citar algumas referéncias de texto no assunto
tais como Fang, Kotz e Ng (1990), Fang e Anderson (1990), Fang e Zhang (1990)
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e Cysneiros, Paula e Galea (2005).
Neste capitulo definimos os modelos simétricos de regressao, descrevendo
suas componentes aleatoria e sistematica, bem como suas propriedades e carac-

teristicas mais importantes no processo de estimacao e de inferéncia.

2.1 Classe simétrica de distribuicoes

A familia de distribuigdes elipticas, introduzida por Kelker (1970), consiste em
uma generalizacao da distribuicao normal multivariada. Esta familia de distri-
bui¢oes tem sido considerada por muitos autores, como, por exemplo, Cambanis,
Huang e Simons (1981), Berkane e Bentler (1986), Fang, Kotz e Ng (1990), Fang
e Anderson (1990), Fang e Zhang (1990), Rao (1990), Landsman e Valdez (2002),
entre outros. No caso univariado, a familia de distribuicoes elipticas corresponde
a classe simétrica de distribuicoes, na qual esta baseada a componente aleatoria
dos modelos simétricos de regressao. A distribuicao da variavel aleatoria y per-
tence a classe simétrica de distribuicoes se sua funcao de densidade pode ser
escrita como

oy L [ly=n)?
f(y,u,aﬁ)—\/ag[ 5 } y € IR, (2.1)

para alguma func¢ao g(-) denominada fungao geradora de densidades, com g(u) >0,
para u>0 e [Fu'?g(u)du =1, em que p € IR e ¢ >0 sdo os parametros
de locacao e escala, respectivamente. Se esta condicao é satisfeita, escrevemos
y ~ S(u, @) e dizemos que a distribui¢ao da varidvel aleatéria y pertence a classe
simétrica. Como exemplos de distribuicoes pertencentes a esta classe podemos
citar a normal, cauchy, ¢-Student, ¢-Student generalizada, logistica tipos I e II,
logistica generalizada, Kotz, Kotz generalizada, normal contaminada, exponencial
dupla, exponencial poténcia, entre outras. No Quadro 2.1 apresentamos algumas
destas distribuicoes.

Se y ~ S(p, ¢), sua fungao caracteristica, ¢,(t) = E(e™), pode ser escrita
como ¢, (t) = e p(t?¢), t € IR para alguma funcao ¢, com p(u) € IR para
u > 0. Quando existem, F(y) = p e Var(y) = £¢, em que £ > 0 é uma cons-
tante dada por £ = —2¢'(0), com ¢'(0) = dp(u)/0ul,—-o e que ndo depende dos
parametros p e ¢. As distribuicoes pertencentes a classe simétrica apresentam

algumas propriedades andlogas as da distribuicao normal, como por exemplo, se



Quadro 2.1 Algumas distribuicoes pertencentes a classe simétrica.

Funcao geradora de

Distribuicao densidades ¢(u) Curtose
N 1 ! (—u/2) 3
orma exp(—u
V2T P
1 <
Cauchy _ nao existe
(14 u)
t-Student ;V”/Q (v+u) 5 v>0 3+ 0 v>4
U B(1/2,v/2) ’ ’ v—4’
t-Student generalizada ;sr/2 (s+u) "5 s,7 >0 3+ 0 r >4
B(1/2,7/2) ’ ’ r—4’
c
Logistica tipo I —— 2,3851
ogistica tipo (1 o )2
T 1
Logistica tipo II 4,2

eu1/2 (1 + ef’u‘l/Q)Z

B(:,-) é a funcao beta; ¢ &~ 1,484300029.
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Funcao geradora de

Distribuicao densidades g(u) Curtose
—may/u w(‘%)( )
Q e m
Logisti lizad >0,a>0 3
ogistica generalizada B(m, m) (1 1 o ava)em ° m , Qv + 2 (m)?

Exponencial poténcia

Kotz

Kotz generalizada

Normal contaminada

(1-

. exp(—u/2) N <(:_eXp(—U/(QUZ))

exp[_%ul/(kJrl)]

— <
F(l 4 #)21+(1+k)/2 ’ 1<k<1
P(2N=1)/2
—ule r>0, N>1
ey
gp(2N-1)/2s .
TUNileiru , r,s >0, N>1
F( 2s )

\ 21 \/%O’ ’

0>0,0<e<1

B(-,-) é a funcao beta, I'(-) a funcio gama e (Y (-), ) (-) a primeira e terceira derivadas da funcao digama.
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y ~ S(u,¢) entao a + by ~ S(a + bu,b’d), em que a, b € IR com b # 0,
isto é, a distribuicao de uma combinacao linear de uma variavel aleatéria cuja
distribuicao pertence a classe simétrica também pertence a esta classe. Este
resultado permite que, a partir de uma variavel aleatéria simétrica padrao, possa
ser construida uma familia de variaveis aleatdrias cujas distribuicoes também
pertencem a classe simétrica. Ou seja, se z segue distribui¢ao S(0,1) com fungao
geradora de densidades g(-), entao para cada p € IR e ¢ > 0, a distribuicao
da varidvel aleatdria y = u + /@ z, pertence a classe simétrica de distribuicoes

com fungao geradora de densidades g(-) e primeiros momentos (quando existem)
dados por E(y) = u, Var(y) = £¢.

Apesar de que a classe simétrica de distribuicoes proporciona grande flexi-
bilidade para a componente aleatoria dos modelos simétricos de regressao, as
distribuicoes pertencentes a esta classe com caudas mais pesadas do que a nor-
mal sao de maior interesse, pois os modelos baseados nessas distribuicoes sao
menos afetados pelas observacoes extremas do que o modelo de resposta normal.
Entre estas podemos citar, por exemplo, as distribuicoes ¢-Student, ¢-Student ge-
neralizada (s > r—2 > 0), logistica tipo I, exponencial poténcia (k > 0), entre
outras. Como ilustracao, apresentamos nas Figuras 2.1 a 2.4 os gréaficos das den-
sidades de algumas destas distribuicoes em suas versoes padronizadas. Em todos
os casos, a densidade considerada é comparada com a densidade da distribuicao
normal padrao, a qual é representada pela linha pontilhada. Todavia, podemos
relacionar algumas propriedades destas distribuicoes; por exemplo, a distribuicao
t-Student tende para a distribuicao normal a medida que v, o nimero de graus
de liberdade, tende para infinito. Este comportamento também é observado para
a distribuicao exponencial poténcia quando k tende para zero. A distribuicao
t-Student generalizada de parametros r e s é equivalente a distribuicao ¢-Student

com v graus de liberdade quando r = s = v.
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Figura 2.1 Funcao de densidade da distribuicao logistica tipo II.

f(z)
0.2 03 0.4
|

0.1

0.0

Figura 2.2 Func¢ao de densidade da distribuicao t-Student generalizada com
parametros r = 3, s = 5 (esquerda) e s = 7 (direita).
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Figura 2.3 Funcdo de densidade da distribuicdo t-Student com v = 4 (esquerda)
e v = 10 (direita) graus de liberdade.

Figura 2.4 Funcdo de densidade da distribuicao exponencial poténcia com
parametro k = 0,5 (esquerda) e k = 0,7 (direita).
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2.2 Modelo Simétrico de Regressao

Sejam yy,...,y, os valores de uma varidvel de interesse medida em n in-
dividuos ou unidades experimentais, os quais sao assumidos como variaveis alea-
térias independentes cada uma com distribuicao pertencente a classe simétrica
definida em (2.1), com p; e ¢ > 0 os parametros de locagao e escala da distri-
buigao de y;. Com o objetivo de explicar e/ou predizer o comportamento das y;,
supomos que existe um conjunto de [ variaveis, denominadas varidveis explicati-
vas, cuja relacao com a variavel de interesse é chamada componente sistematica

e pode ser descrita por

Ni:H(,BaXi)a izla"'ana (22)

em que x; = (Z;1,...,T;) sao os valores das varidveis explicativas para o i-ésimo
individuo e p;(8) = (B, x;) é uma fungao continua e duplamente diferenciavel em
relacao ao vetor 8 = (54, ..., 3,)" de parametros desconhecidos. Adicionalmente,
assumimos que a matriz de derivadas Dg=0u /0 tem posto p (p < n) para todo
B € Qg C IR?, com g um conjunto compacto com pontos interiores. O modelo
com componente sistemdtica (2.2) é considerado nao-linear quando a matriz Dy
envolve o vetor de parametros 8. Assim, os modelos simétricos de regressao sao
definidos pela componente aleatdria (2.1) e pela componente sistemadtica (2.2).
Entretanto, é possivel formular o modelo descrito acima usando as propriedades
das distribuicoes pertencentes a classe simétrica. Isto é feito escrevendo o valor

da variavel de interesse na seguinte forma

em que €p,...,€, sao variaveis aleatorias independentes seguindo distribuicao
S(0,1). Esta formulacdo é a mais popular na literatura estatistica, pois, da
mesma maneira que em modelos de resposta normal, os ¢; podem ser interpretados
como erros aleatérios, permitindo estender diretamente aos modelos simétricos de
regressao muitas das idéias e dos conceitos nos modelos lineares e nao-lineares de
resposta normal.

A seguir, apresentamos alguns exemplos de componentes sistematicas nao-
lineares usadas freqiientemente em modelos de regressao aplicados nas dreas

bioldgica e quimica:
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e Curva de Gompertz
1:(B) = Prexp{—pa exp(— i)}, (2.4)

e Curva de Michaelis-Menten

51 X

(2.5)

A curva de Gompertz permite descrever o crescimento de um objeto ou in-
dividuo em relacao ao tempo, sendo (3; o tamanho maximo que pode ter o in-
dividuo e 3 a taxa de crescimento. Por outro lado, a curva de Michaelis-Menten
¢ usada na area quimica para descrever o comportamento cinético das enzimas
em relacao a sua concentracao, sendo [3; a velocidade maxima da reacao e 35 uma
constante cinética. No entanto, devido a sua flexibilidade, estas curvas também
sao utilizadas para descrever grande variedade de fenomenos em areas como en-
genharia e economia. Nas Figuras 2.5 e 2.6 ilustramos o comportamento destas

curvas para algumas combinacoes dos parametros.

Figura 2.5 Comportamento da familia de curvas de Gompertz para diferentes va-
lores de B3 com [y = 10 e By = 7.
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Figura 2.6 Comportamento da familia de curvas de Michaelis-Menten para dife-
rentes valores de 5 com By = 10.

o _]
—
o NSO -
O —
Q
q- —]
_ — (2=0,02
~ -~ .B,=005
~~~~~ ,62 = 0,1
s /32 =0,2
_— ,62 = 0,3
O p—
T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Para a estimagao dos parametros nos modelos simétricos de regressao é possivel
aplicar o método de méaxima verossimilhanca. Este método de estimacao con-
siste em maximizar uma funcao que expresse a chance de observar os dados que
compoem a amostra em funcao dos parametros do modelo. A utilizacao deste
método apresenta muitas vantagens, pois, sob certas condicoes, os estimadores
obtidos desta maneira possuem propriedades estatisticas desejaveis, como con-
sisténcia, eficiéncia e normalidade assintéticas. Para a aplicacao deste método

de estimacao podemos considerar o logaritmo da funcao de verossimilhanca de

0 =(8",¢)", o qual é dado por

L(B) = Uy pu, ),

i=1
em que
1
(yi; i, ¢) = log [Q(Z’f)] ) log(¢), (2.6)
com z; = (y;—1i(B))/¢'/%. O estimador de maxima verossimilhanca de @ pode ser

escrito como = argmax L(6). Quando o parametro de dispersao ¢ é conhecido,
0
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o estimador de maxima verossimilhanca de 8 pode ser obtido na seguinte forma

B = argmin MQ(8), (2.7)

em que MQ(B) é uma fungao nao-negativa e duplamente diferencidvel em relacao

ao vetor de parametros 8, podendo ser expressa na forma abaixo

n

MQ(B) =2 log [9(0)/g(z])]. (2.8)

i=1

com ¢(-) a fungao geradora de densidades. Entao, a estimativa de 8 é obtida mi-
nimizando uma expressao da forma Y ¥(2?), em que a fun¢ao ¥(-) depende da
funcao ¢(-), a qual é induzida pela distribuigao assumida para a varidvel resposta.
Para a distribui¢ao normal temos que g(u) = exp(—u/2), caso em que W(-) é a
funcao identidade e (2.7) corresponde ao estimador de minimos quadrados or-
dinarios. O processo de estimacao de @ quando ¢ é desconhecido sera discutido

na pagina 19.

De (2.6) podemos obter a funcao de escore para 8, a qual pode ser escrita na

seguinte forma

Us(0)
U(0) = :
Uy(6)
em que
Us(6) = ;DF Dy — ) (2.9
Uy(0) =2£+2}?(yu)TD(V)(yu), (2.10)

com D(V) - diag{,UD B a”n}a y = (ylﬂ .- '7yn)T7 H = (/-Llﬂ .- '7#”)7" Hi = Ml(B)a
v =v(z), v(z) = —2¢'(2%)/g(z%), e ¢'(z°) = 0g(u)/dul,_ .. A matriz de in-

formacao observada de Fisher para € pode ser denotada como —Lj; = —f496|9.

Podemos escrever a matriz Lyy da seguinte forma
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em que

.. 1 (<&
Lys = ——{ > 25Dgy(i) + DED(a)Dg},

o U=
. 2 .
L 1{n+ "D(c) 1eTD( )e}
=—q-+u u-— — v
? 2 0 |

com Dgg(i) = 0%u;/0BOB", D(a) = diag{ay,...,a,}, D(c) = diag{ci,...,c,},
b = (by,...,0,)", u = (uy,...,un)", a; = v(z) + 0 (z)z, ¢ = —v'(z)/4z,
bi = —{v(2)/2+0"(2i)zi /4 es, ui = 22, €i = (yi—pi), si = —v(2i)ei/2,i=1,...,n.
A inversa de f:gg pode ser escrita na forma abaixo

S A

£, = N , (2.11)
E

el

em que M=DjD(a) Dg—l—‘zn:l 25,Dgg(i), A = %MleEb e E = Lgy+ d%bTDBA.
i

Dado que o logaritmo da funcao de verossimilhanca ¢ assumido regular com

respeito ao vetor de parametros @ segundo as condigoes descritas em Cox e

Hinkley (1974), podemos assumir que o estimador de maxima verossimilhanca

de 0 ¢ consistente e segue distribuicao normal assintoticamente, com matriz de

variancias e covariancias dependendo da matriz de informacao esperada Ky, a

qual pode ser escrita como

_ |Kss O
Kyp = [ 0 K¢¢] ; (2.12)
4d
em que Kgg = —*(D3D,) e Ky = L(4fg — 1), com 4d, = E(v*(z)z?) e

4¢?

4f, = E(v*(2)z*), sendo z uma varidvel aleatéria com distribuigao S(0,1). No
Quadro 2.2 apresentamos expressoes para v(z), 4d, e 4f, para algumas das distri-
buicoes da classe simétrica. Da expressao (2.12) podemos concluir que os estima-
dores de maxima verossimilhanca de 3 e ¢ sao assintoticamente ortogonais, o que
conjuntamente com a suposicao de normalidade, implica que estes estimadores
sao assintoticamente independentes. E possivel mostrar que Kg& = Z%(DE DB)

é um estimador consistente da matriz de variancias e covariancias assintética do



Quadro 2.2 Expressoes para v(z), 4dy, 4f, e & para algumas distribui¢des pertencentes a classe simétrica.

Distribuicao v(2) 4d, 4f, £
Normal 1 1 3 1
1 1 3 1
t-Student L vt M , V> 2
v+ 22 v+3 v+3 v—2
1 1 3 1 :
t-Student generalizada Tt rr+1) M i , T > 2
5+ 22 s(r+3 r+3 r—2
Logistica tipo I 2 tanh(z%/2) 1,47724 4,01378 0,79569
N 1 — exp(—|z|) m
Logistica tipo II — 2,42996 —
|2|(1 + exp(—2])) 3 3
1— _ 2.2 9 2.1(1)
Logistica Generalizada am[l = exp(=alz)) am (2 &m0 (m)) 2)) ()
|z|[1 + exp(—a|z])] 2m+1 (2m+1)/2m
21K ((3 = k) /2) k+3
. N —1[,|—2k/(k+1) (1+k) T(3(1+k)/2)
Exponencial poténcia (1+ k) 1z| (D) ) 2 TR /2)
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estimador de maxima verossimilhanca de 8. De maneira andloga, pode-se mos-
trar que IA(;(; = % ¢ um estimador consistente da variancia assintética do
estimador de maxima verossimilhanca de ¢. Vale salientar que as condicoes de re-
gularidade para o logaritmo da funcao de verossimilhanca de @ nao sao satisfeitas
para distribuicoes como, por exemplo, exponencial dupla, Kotz, e Kotz genera-
lizada. Neste trabalho somente consideramos as distribuicoes para as quais sao

satisfeitas estas condicoes.

A estimativa de maxima verossimilhanca de 6 pode ser obtida resolvendo
a equagao U(é) = 0. Se a variavel resposta segue distribuicao Exponencial
poténcia mostra-se facilmente que as estimativas de maxima verossimilhanca de
B e ¢ podem ser obtidas separadamente. Nesse caso, o estimador de maxima

verossimilhanca de B pode ser escrito na forma abaixo

n
- . 2/1+k
B = argmin Z\yi—m(ﬂ)\ .
B i=1
Por outro lado, o estimador de méxima verossimilhanca do parametro de dis-

persao ¢ apresenta forma fechada, podendo ser expresso na seguinte forma

. 1 n Ltk 1+k

Para k = 1 temos que 3 é obtido minimizando a quantidade denominada L;—norm,
a qual tem sido estudada na literatura estatistica como alternativa robusta ao es-
timador de minimos quadrados (veja Huber, 1981; Sun e Wei, 2004). De forma
similar, quando k tende para -1, a distribuicao exponencial poténcia tende a uma
distribuicao uniforme no intervalo (,ui —V/30, i+ \/%), caso em que B3 é obtido
minimizando a quantidade denominada na literatura estatistica como Lo,—norm.
Para k£ = 0 a distribuicao exponencial poténcia é equivalente a distribuicao nor-
mal, caso em que ,B corresponde ao estimador de minimos quadrados ordinarios.

Contudo, no caso geral das distribuicoes pertencentes a classe simétrica, as
estimativas de maxima verossimilhanca de B e ¢ devem ser obtidas através de
um processo iterativo conjunto. Por exemplo, 0 pode ser obtido através de um

processo iterativo da seguinte forma
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1 -
glm+1) {D;(M)W(m)[)(ﬂm)} D;(m)W(m)Z(m), (2.13)
1
¢(m+1) — _Q(,B(m+1)7 ¢(77’L))7 m = 07 17 27 ca, (214)
n

em que Z = [DsB + (1/9)W 'D(v)(y — p)] é uma varidvel resposta local
modificada em cada iteracao do processo, W é uma matriz simétrica positiva
definida chamada matriz de pesos, e Q(8,¢) = (y—pu)"D(v)(y — ). O processo
iterativo da equagao (2.13) é chamado de algoritmo delta (veja Jorgensen, 1984).
Este algoritmo ¢ analogo ao algoritmo Newton-Raphson em que a matriz —fwg

é substituida por uma aproximacao da forma

A matriz W deve ser selecionada de tal forma que (DEWDﬁ) seja assintotica-
mente equivalente a matriz de informacao esperada de 8. Por simplicidade, a
matriz W pode ser assumida como diagonal, isto é, W = diag{wy, ..., w,} com
w; > 0 para todo 7, garantindo que W é positiva definida. Neste trabalho con-
sideramos a matriz W = —F(0?L(0)/0udp”™) = (4d,/¢)1, em que I é a matriz
identidade de ordem n. Sendo assim, o processo da equagao (2.13) é equivalente
ao algoritmo scoring de Fisher, o qual é usado como algoritmo padrao no processo
de estimacao em muitos modelos de regressao. Além disso, com esta matriz W,
o algoritmo de estimacao pode ser reescrito de tal maneira, que é possivel estu-
dar o efeito da especificacao da componente aleatéria do modelo no processo de
estimacao. Assim, podemos reescrever o processo iterativo dado em (2.13) como

um procedimento de minimos quadrados ordindrios modificado, em que temos

—1
Bt — {D;(m)D(ﬂm)} D;(m){D(ﬂm)ﬂ(m) + D(p(m)) [y _ N(B(m))]}
71 -
- {Dg(m)ng)} D;™MZM, m=0,1,2,... (2.15)

com D(p) = diag{p(z1),...,p(zn)} e p(z:) = v(z;)/4d,. No processo iterativo de
estimacao de @ é possivel observar que quando o™ converge para é, o valor de

3 pode ser considerado como a estimativa de minimos quadrados dos parametros

do seguinte modelo linear

(2.16)
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Além disso, o efeito da especificagao da componente aleatéria do modelo no pro-
cesso de estimagao pode ser observado através da matriz D(p) no processo (2.15)
para (3, e através da matriz D(v) no processo (2.14) para ¢. Pode-se observar nas
expressoes (2.14) e (2.15) que as funcoes v(-) e p(+) atribuem pesos as observacoes
no processo iterativo, os quais podem ser considerados como medidas da quali-
dade da informacao a respeito do vetor de parametros @ contida em cada uma
das observacdes. Assim, os valores de v(™(z) e p(™(2) sdo o critério através do
qual o modelo considerado determina quais das observacoes contém as maiores e
melhores informacoes a respeito dos parametros de interesse. Podemos observar
que, se a fun¢ao g(u) é monotonicamente decrescente para u > 0, entdao v(-) e
p(+) sao fungoes positivas, isto é, v(z) > 0 e p(z) > 0 para todo z € R. Além
disso, v(-) e p(-) sao fungoes pares de z, isto é, v(z) = v(—2) e p(z) = p(—z) para
todo z € IR, o que implica que os valores de v(z) e p(z) dependem da magnitude
e nao do sinal de z.

Os modelos em que a distribuicao assumida para a resposta tem caudas mais
pesadas do que a normal atribuem pesos “pequenos” as observacoes nas quais o
valor de |z| é “grande”. Desta maneira, tais modelos podem reduzir e controlar a
influéncia das observacoes extremas. Em contraste, o modelo de resposta normal
atribui pesos iguais a todas as observacgoes, ou seja, nao considera a informacao
fornecida por z, sendo, em conseqiiéncia, muito sensivel as observagoes aberran-
tes. Portanto, estudar a robustez do modelo considerado frente as observacoes
extremas ou aberrantes é equivalente a estudar o comportamento das fungoes v(-)
e p(+) induzidas pela distribuicao assumida para a varidvel resposta. E facil mos-
trar que em distribuigoes como t-Student, logistica tipo 11, ¢-Student generalizada
(s >r—2>0) e exponencial poténcia (k > 0), os valores das fun¢oes v(-) e p(-)
decrescem a medida que |z| aumenta. Nas Figuras 2.7 a 2.11 apresentamos os
graficos da fungao p(-) para estas distribuigoes; em todos os casos a funcgao de
pesos considerada é comparada com a funcao de pesos da distribuicao normal,
a qual é representada pela linha pontilhada. Nas Figuras 2.8 a 2.11 é possivel
observar que o peso p(z) decresce a medida que |z| aumenta. Portanto, em mode-
los baseados nestas distribuicoes, as observagoes com valor de |z| “grande” terao
peso “pequeno” no processo de estimacao e de inferéncia. Para a distribuicao

t-Student este comportamento foi descrito em Arellano-Valle (1994) e Kowalski
et al (1999).
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Na Figura 2.7 é possivel observar que no caso da distribuicao exponencial
poténcia com k < 0, o peso p(z) cresce com o valor de |z|. Vale salientar que
quando k£ < 0 a distribuicao exponencial poténcia tem caudas mais leves do que
a normal. Para a distribuicao ¢-Student observamos que, a medida que o niimero
de graus de liberdade aumenta, o peso p(z) tende para 1 para todo z, o que indica
que nesses casos o modelo é mais sensivel a observacoes extremas. Este compor-
tamento é esperado pelo fato da distribuicao ¢-Student tender para a distribuicao
normal quando o numero de graus de liberdade tende para infinito. Para a dis-
tribuicao exponencial poténcia é observado um comportamento andlogo ao da
distribuicao t-Student quando k£ decresce para zero, caso em que esta distribuicao
tende para a normal.

Desta maneira, o estudo do comportamento das funcoes v(-) e p(-) pode ser
uma ferramenta para o pesquisador na etapa da formulacao do modelo, pois o
comportamento destas funcoes descreve a robustez do modelo considerado frente
a observacoes extremas ou aberrantes. Além disso, na classe simétrica existe
grande variedade de distribuicoes, o que permite ao pesquisador selecionar uma
distribuicao para modelar a resposta que possua ao mesmo tempo, robustez frente
as observacoes extremas e grande poder descritivo do comportamento da variavel

de interesse na populacao de estudo.
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Figura 2.7 Comportamento da fun¢do de pesos p(z) para modelos em que o erro
seque distribuicao exponencial poténcia de parametro k.
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Figura 2.8 Comportamento da fun¢do de pesos p(z) para modelos em que o erro
seque distribuicao t-Student com v graus de liberdade.
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Figura 2.9 Comportamento da fun¢do de pesos p(z) para modelos em que o erro

seque distribuicao t-Student generalizada com parametros s =4 e r.
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Figura 2.10 Comportamento da func¢do de pesos p(z) para modelos em que o erro

seque distribuicao exponencial poténcia de parametro k.
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Figura 2.11 Comportamento da func¢do de pesos p(z) para modelos em que o erro
seque distribuicao logistica tipo II.

e
o

15

(z
1.0
|

0.5

0.0




CAPITULO 3

Residuos

Os métodos de diagnéstico sao usados para avaliar a adequabilidade de mo-
delos de regressao aplicados com o objetivo de descrever e/ou explicar o com-
portamento de uma variavel de interesse. Para esta avaliacao podem ser usadas
medidas denominadas residuos, as quais tém como objetivo medir a qualidade do
ajuste do modelo para cada observacao na amostra. Os residuos proporcionam
evidéncia a respeito de observacoes cujo comportamento nao é descrito completa-
mente pelo modelo ajustado, avaliando se a diferenca entre o observado e o expli-
cado pelo modelo é estatisticamente significativa. Embora os residuos mecam a
qualidade do ajuste para cada observacao separadamente, estes podem ser usados
conjuntamente para avaliar a qualidade do ajuste global do modelo considerado.
Por exemplo, podem ser utilizados para avaliar o efeito da inclusao ou exclusao
de parametros do modelo ou, para estudar os possiveis efeitos nao-lineares das
variaveis explicativas. Além disso, os residuos podem ser usados para construir
testes estatisticos cujo objetivo é avaliar a adequabilidade global do modelo (veja
Cox e Snell, 1971).

Em resumo, os residuos sao uma ferramenta muito importante no processo
de validacao do modelo, o que motiva o estudo das propriedades estatisticas das
definicoes de residuo existentes, bem como a definicao de novos residuos que
sejam mais eficazes para identificar falta de ajuste no modelo estimado. Galea,
Paula e Cysneiros (2005) apresentam um residuo para os modelos simétricos de
regressao baseado na definigao geral de residuos descrita em Cox e Snell (1968).

A metodologia descrita por Cox e Snell permite definir residuos para modelos em

26
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que as respostas sao assumidas independentes. Embora esta metodologia possa
ser aplicada em diversos métodos de estimacao, os autores focam sua atencao
em situacoes em que os parametros sao estimados através do método de maxima
verossimilhanca, caso para o qual é apresentado um procedimento para calcular
os dois primeiros momentos da distribuicao dos residuos. Para a aplicacao desta
definicao de residuo assumimos que os valores da variavel de interesse podem ser

escritos na seguinte forma
Y, = mi(O,ei), 1= 1,...,n, (31)

em que myq,...,m, sao funcoes conhecidas e €,...,€, sao varidveis aleatorias
continuas, independentes e identicamente distribuidas. Adicionalmente, assumi-
mos que a distribuicao das ¢; é conhecida e completamente especificada. Supondo

uma solucao tnica para ¢; em (3.1) podemos escrever
€ = kl(yl,O), Z:L,n

Sendo assim, o residuo de Cox e Snell pode ser definido como

€i = kl(yl,é), Z:L,n
Da expressao (2.3) temos que para os modelos simétricos de regressao o residuo
de Cox e Snell corresponde a 2; = (y; — 11:(8))/6"/2. Galea, Paula e Cysneiros
(2005) apresentam uma versao padronizada deste residuo, denotada t,., que pode
ser expressa na seguinte forma
Zi

T V21— (4dy€) V12

t,,

em que h é o i-ésimo elemento da diagonal da matriz H = Ds(Dj Dg)’lDE.
No entanto, neste capitulo, propomos uma definicao geral de residuos para os
modelos simétricos de regressao, em que o residuo ¢,, é um caso particular. As
propriedades estatisticas mais importantes dos residuos propostos sao estudadas
analiticamente usando o procedimento descrito em Cox e Snell (1968) e empiri-

camente através de simulacao de Monte Carlo.
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3.1 Definicao de residuos

Consideramos residuos definidos como #(2;), para alguma func¢ao #(-) impar e
duplamente diferenciavel, em que z; corresponde ao residuo obtido aplicando aos
modelos simétricos de regressao a definicao geral de residuos descrita em Cox e
Snell (1968). A transformacao ¢(-) preserva as principais propriedades estatisticas
de z;; por exemplo, se z; segue distribuicao simétrica em torno de zero, entao o
residuo #(Z;) também seguird distribui¢ao simétrica em torno de zero. Dado que
o residuo t(2;) somente depende da estrutura do modelo de regressao através dos
valores de ,ul(B) e é, este residuo é invariante sob transformacoes invertiveis do
vetor de parametros 3, pois ,ul([:}) e ¢2 sao invariantes a essas transformacoes.
Além disso, é possivel selecionar uma funcao #(-) que permita, pelo menos para
grandes amostras, que a distribuicao de #(Z;) apresente uma forma conhecida e
facil de interpretar em graficos de residuos. Assim, para uma adequada escolha
da transformacao #(-), o residuo #(2;) pode apresentar propriedades estatisticas
desejaveis.

A forma da funcao #(-) pode ser escolhida com base na estatistica do teste
para avaliar se a i-ésima observacao pode ser considerada como outlier. Se esta
estatistica assume valores “grandes” na regiao de rejeicao, é claro que quando
aumenta o valor desta estatistica, diminui a probabilidade de errar ao concluir
que o comportamento desta observacao nao ¢é descrito adequadamente pelo mo-
delo ajustado. Assim, o valor desta estatistica pode ser usado como uma medida
da qualidade do ajuste do modelo nesta observacao, desempenhando o mesmo
papel que um residuo. Desta maneira, podemos definir residuos como funcoes da
estatistica do teste para identificar outliers. Tais funcoes, além de preservar a in-
formacao fornecida pela estatistica do teste, devem permitir que o residuo obtido
apresente caracteristicas desejaveis, como, por exemplo, média zero e variancia
um. No caso dos modelos simétricos de regressao pode-se mostrar que residuos
obtidos desta forma podem ser escritos como #(2;), com #(-) uma fun¢ao impar e
duplamente diferenciavel.

De maneira geral, testar se uma observacao é outlier consiste em avaliar se
o modelo ajustado descreve adequadamente o comportamento desta observacao,
0 que ¢é equivalente a testar se esta observacao pode ser considerada como “ge-

rada” pela distribuicao assumida para a variavel resposta, que, neste caso, é
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completamente especificada pelos valores de e ¢. Sendo assim, testar se a i-

ésima observacao pode ser considerada como outlier é avaliar a seguinte hipétese
o
Hy: pi=p
. o
Hy ooy #

Para avaliar a hipotese descrita em (3.2) podemos construir um teste com um

(3.2)

nivel de significancia o (0 < o < 1) para rejeitar Hy quando §(y;) = 1, em que
§(-) é definido como

6(yi) =

0, em outro caso.

{1, se y; ¢ (a,b),

Entao, a funcao de poder para este teste é expressa da seguinte forma
m(A) = Ply ¢ (a,b) | =7 + A, A€R,

com a restri¢ao m(0) = «, que permite que o teste possa ser aplicado com o nivel
de significancia . Desta maneira, para cada intervalo (a, b) que satisfaz 7(0) = a,
temos um teste de nivel a para avaliar a hip6tese (3.2). Para selecionar o intervalo
(a,b) no qual estara baseado o teste, podemos usar por exemplo, a estatistica da
razao de verossimilhancas. Entretanto, podemos também definir um teste da

seguinte maneira

5(ys) = {1, se ¥i & (Q(a/2), 41-a/2)) 5 (3.3)
0, em outro caso,
em que q(—q/2) ¢ o quantil 100(1— a/2)% da distribuicao S(us, ¢). Assim, pode-
mos definir residuos como funcoes da estatistica do teste para avaliar a hipdtese
em (3.2), em que p? é substituido por /LZ(,B) e ¢ por ¢; ou seja, s é representado
pelo ajuste do modelo. A idéia por tras desta definicao de residuo é medir a
diferenca entre os valores observado e predito para a i-ésima observacao usando
como métrica a estatistica do teste para avaliar a hipdteses em (3.2). Como a
distribuicao de y; é simétrica, o teste da razao de verossimilhancas e o teste defi-
nido em (3.3) determinam o mesmo intervalo (a,b). Porém, os residuos baseados

nestes testes apresentam caracteristicas diferentes.

3.1.1 Residuo componente de desvio

Aplicando o raciocinio descrito acima aos modelos lineares generalizados, e

usando a estatistica da razao de verossimilhancas para avaliar a hipotese em
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(3.2), obtemos o residuo componente de desvio proposto por Pregibon (1981),
que devido a suas propriedades estatisticas é o mais utilizado nesta classe de
modelos (veja Pierce e Schafer, 1986; Davison e Gigli, 1989; McCullagh e Nel-
der, 1989). Além disso, este residuo tem sido estendido a outros modelos de
regressao, por exemplo, Svetliza e Paula (2003) estudam o comportamento do
residuo componente de desvio em modelos nao-lineares de resposta binomial ne-
gativa, encontrando grande proximidade entre a distribuicao deste residuo e a
normal padrao. A seguir, definimos um residuo para os modelos simétricos de
regressao baseado na estatistica da razao de verossimilhancas generalizada (LR)
(veja Gigli, 1987). A estatistica LR para avaliar a hipotese em (3.2) pode ser
expressa como
LR = 2“(%5%;@ _l(yi;/ﬁa@];

em que [(y; ; pi, ¢) € a contribui¢ao da i-ésima observacao ao logaritmo da funcao
de verossimilhanca de 6, e [i; é o valor de p que maximiza [(y;; i, ¢). Mostra-se
facilmente que o valor de fi; é igual a y;. Assim, da equacao (2.6) e substituindo

o valor de ji; na equacao acima temos o seguinte

LR = 2{ log [9(0)] — log [9(27?)] }
em que g(-) é a funcio geradora de densidades e 20 = (y; — ug)/¢'/?. Entdo,

podemos definir o residuo tp(2;) baseado na estatistica LR, onde ¢ é substituido

pela sua estimativa de maxima verossimilhanca no modelo de interesse, obtendo

tn(2) = sinal(2,) {2 log[9(0)] — 210g[g(2)] } "

em que %; = (y;— fi;)/¢"/* e sinal(z) = I10,00) (%) = I (_00,0)(x), com I4(x) a funcao
indicadora. No Quadro 3.1 apresentamos as expressoes para o calculo do residuo
tp(Z;) para algumas distribui¢oes pertencentes a classe simétrica. Podemos obser-
var que o residuo tp(Z2;) assume valores no intervalo (—o0, 00). Temos que tp(-) é
uma funcao impar e duplamente diferenciavel; em conseqiiéncia, podemos usar o
Lema 1 do Apéndice A para mostrar que a simetria de t5(Z;) depende da simetria
de Z;, ou seja, se Z; é simétrico em torno de zero, entao o residuo t,(2;) também
¢ simétrico em torno de zero. Notamos também que a quantidade MQ(B) pode
ser escrita na seguinte forma

MQ(B) =) _th(%),

i=1
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Quadro 3.1 Ezxpressoes para o residuo tp(Z;) em algumas distribui¢des pertencen-
tes a classe simétrica.

Distribuicao tn(Zi)
Normal Zi
t-Student sinal(éi){(V +1)log (1 + Eui) }é
t-Student generalizada sinal(Z;) { (r+1)log (1 + z—;) };
Logistica tipo II sinal(é’i){éllog [%(1 + e‘éi‘)} — 2|ZAi}%
Exponencial poténcia sinal(2;) ||/ (++D)

sendo MQ)(-) a fungao definida na expressao (2.8). Desta maneira, a quantidade
MQ(B), quando apropriadamente padronizada, pode ser usada como uma medida
da qualidade do ajuste global do modelo considerado.

Dado que a funcao ¢ (-) é continua e os estimadores de maxima verosimilhanga
de 6 sao consistentes, podemos usar o Lema 3 do Apéndice A para mostrar que
o residuo tp(2;) converge em distribuicdo para tp(z;), em que z; = (y; — p;) /¢
De acordo com o Lema 4 do Apéndice A, as fun¢oes de distribuicao e de densidade

de tp(z;) sao dadas por

)1 F(z24(2)) sez<0.
Fip(2) = {F(zg(z)) s 230 (3.4)
fo (o) = 9O exp(=2/2) =] 40, (3.5)

z7(2) v(z(2))
em que F'(-) é a funcao de distribui¢ao acumulada de z; e z4(z) >0 é uma cons-
tante tal que g(z(z)) = g(0) exp(—2°/2). Expressoes de z,(z) para algumas
distribuicoes pertencentes a classe simétrica podem ser encontradas no Quadro
3.2. Do Lema 1 do Apéndice A, podemos concluir que a distribuicao de tp(z;)
é simétrica em torno de zero. Além disso, no Quadro 3.1 pode-se observar que
tp(z;) segue distribui¢ao normal padrao se y; é normalmente distribuida. Con-
tudo, no caso em que y; segue outra distribuicao simétrica, o comportamento de

tp(2) depende das funcoes z,(-) e v(-). Pode-se mostrar que em modelos em que
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o erro segue distribuicao ¢-Student generalizada de parametros r e s, a densidade
de tp(z;) ndo depende de s (veja Lema 5 do Apéndice A), o que implica que a
distribuicao deste residuo é equivalente a distribuicao de ¢5(z;) quando o erro
segue distribuicao ¢-Student com v = r graus de liberdade. Este resultado se-
gue do fato da distribuicao ¢-Student generalizada ser equivalente a distribuicao
t-Student com v graus de liberdade quando r = s = v. Como ilustragao, apre-
sentamos nas Figuras 3.1 a 3.3 o grafico da funcao de densidade de ¢ (z;) para
algumas distribuicoes da classe simétrica. Em todos os casos, a densidade con-
siderada é comparada com a densidade da distribuicao normal padrao, a qual é

representada pela linha pontilhada.

Quadro 3.2 Ezpressoes para z4(z) em algumas distribui¢oes pertencentes a classe
simétrica.

Distribuicao zq(2)
Normal H
1/2
t-Student {V[exp (z%/(v+1)) —1] }
1/2
t-Student generalizada {s[exp (z2/(r+1)) — 1] }
Logistica tipo 11 —2%/2 —2log {1 - [1 — eXP(—ZQ/Q)]l/Q}
Exponencial poténcia | 2|
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Figura 3.1 Fung¢do de densidade de tp(z;) em modelos em que o erro seque
distribui¢ao t-Student generalizada com parametro r = 5 (esquerda) e v = 8

(direita).
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Figura 3.2 Fung¢ao de densidade de tp(z;) em modelos em que o erro seque
distribui¢ao t-Student com v = 4 (esquerda) e v = 10 (direita) graus de liberdade.
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Figura 3.3 Fung¢do de densidade de tp(z;) em modelos em que o erro seque
distribuigcao logistica tipo I1.
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Apesar de que, em geral, t(z;) nao segue distribui¢ao normal, em alguns casos
as caudas desta distribuicao podem ser usadas como referéncia para o residuo
tp(2;). Por exemplo, quando o erro do modelo segue distribui¢oes como ¢-Student,
t-Student generalizada, exponencial poténcia, e logistica tipo I1, t5(2;) pode ser
padronizado para que as propriedades da sua distribuicao estejam mais proximas
da normal. Esta padronizacao ¢ aplicada dividindo pelo desvio padrao o,, em
que o7 = E(2loglg(0)/g(z%)]), com z ~ S(0,1). No Quadro 3.3 apresentamos
uma comparagao das caudas da distribuicao de t},(2;) = tp(2)/0, com as caudas
da normal. Em todos os casos apresentamos o valor de F} (q1_o), em que F} (-)
é a funcao de distribuicdo acumulada de t},(z;), com ¢;_, uma constante tal
que ®(¢1_o) =1 — a, sendo ®(+) a funcao de distribuigao acumulada da normal
padrao. Vale salientar que os valores de F} (-) foram calculados com base na
expressao dada em (3.4). No Quadro 3.3 podemos observar que as caudas da
distribuicao de t},(z;) e da normal estao muito préximas, o que indica que, para
grandes tamanhos da amostra, o residuo t},(2;) = tp(2;)/o, pode ser aplicado

usando os quantis da distribuicao normal como referéncia.
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Quadro 3.3 Comparacao das caudas da distribui¢do de tp(z;)/o, com as caudas
da distribuicao normal padrao.

Fy (q1-a)
Distribuicao 03 a =0,05 a =0,025 a =0,005
1,40186 0,949947 0,975162 0,995199
1,31777 0,949962 0,975099 0,995127
1,26261 0,949972 0,975066 0,995088

4
5
6
7 1,22369 0,949979 0,975047 0,995064
8
9

t-Student (v)
1,19478 0,949983 0,975036 0,995048

1,17247 0,949989 0,975028 0,995038

10 1,15473 | 0,949989 | 0,975022 0,995030
11 1,14029 | 0,949991 | 0,975018 0,995025
0,0 1,0 0,950000 | 0,975000 0,995000
0,1 1,1 0,952009 | 0,977099 0,995951
0,2 1,2 0,953716 | 0,978831 0,996555
0,3 1,3 0,955556 | 0,980806 0,997302
0,4 1,4 0,957249 | 0,982282 0,997760
Exponencial 0,5 1,5 0,958563 | 0,983395 0,998168
Poténcia(k) 0,6 1,6 0,060433 | 0,984823 0,998509
0,7 1,7 0,961857 | 0,986039 0,998794
0,8 1,8 0,963444 | 0,987287 0,998963
0,9 1,9 0,965167 | 0,988502 0,999196

r=4 1,40186 0,949947 0,975162 0,995199
5 1,31777 0,949962 0,975099 0,995127
6 1,26261 0,949972 0,975066 0,995088
t-Student 7 1,22369 0,949979 0,975047 0,995064
8 1,19478 0,949983 0,975036 0,995048
9 1,17247 0,949989 0,975028 0,995038

generalizada (r, s)

10 1,15473 0,949989 0,975022 0,995030
11 1,14029 0,949991 0,975018 0,995025
Logistica tipo II 1,22701 0,949953 0,975729 0,995714

Nota: Os valores de 03 foram calculados via integracdo numérica.
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3.1.2 Residuo quantal

Como a distribuigao de y; é simétrica, o teste dado na equagao (3.3) pode ser

reescrito como

1, seT ¢ (a/2,1—«/2),
6(yi) =
0, em outro caso,

em que T'= F(2). Sob a hipdtese nula, T segue distribuigao uniforme no inter-
valo (0, 1), porém, é possivel usar qualquer distribui¢ao continua como referéncia
para a estatistica T. Por exemplo, se desejamos que a estatistica T' se comporte
de acordo com uma lei cuja funcao de distribuicao acumulada é denotada por

G(-), podemos reescrever o teste J(y;) da seguinte forma

L, se T &(q 5.4 o)
5(yz~)={0 /2 Tima/2

em outro caso,

)

com T = G~'(F(2])), e g, uma constante tal que G(q;,) = «/2. Entao,
sob a hipdtese nula, a estatistica 1" segue uma distribuicao caracterizada pela
fungao acumulada G(-). De fato, podemos selecionar a distribui¢ao do erro do
modelo como distribuicao de referéncia para a estatistica T', o que é feito definindo
G(:) = F(-), caso em que o residuo pode ser escrito como z;. No entanto, para
facilitar a aplicacao e interpretacao deste teste, escolhemos a distribuicao normal
padrao como referéncia, ou seja, definimos G(-) = ®(-). Desta maneira, é possivel
definir um residuo baseado na estatistica T', substituindo o valor de ¢ pela sua
estimativa de maxima verossimilhanca no modelo de interesse, obtendo o residuo

to(2:), o qual é dado por

O residuo tg(2;) foil proposto por Dunn e Smyth (1996) para os modelos linea-
res generalizados. Podemos notar que tg(-) é uma funcdo impar duplamente
diferencidvel, portanto, se Z; é simétrica em torno de zero entao o residuo t¢(%;)
também é simétrico em torno de zero. Como a funcao tg(-) é continua e os
estimadores de maxima verossimilhanca de @ sao consistentes, podemos usar o
Lema 3 do Apéndice A para mostrar que o residuo t¢(%;) converge em distribuicao

para tg(z;), ou seja, tg(Z;) segue assintoticamente distribui¢ao normal padrao.
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3.2 Avaliacao analitica dos residuos

Na secao anterior foram estudadas as principais caracteristicas das distribui-
coes assintéticas dos residuos tp(2;) e to(%;), as quais podem ser usadas como
distribuicoes de referéncia para os residuos quando o tamanho da amostra é
“grande”. Nesta secao, avaliamos o efeito da variabilidade amostral de 6 nos
dois primeiros momentos das distribuicoes dos residuos, o que é feito usando
expansoes de Cox e Snell (1968). Através destas expansoes obtemos uma padro-
nizacao para os residuos com o objetivo de permitir uma maior comparabilidade
entre os mesmos. Para isto, notamos que os residuos podem ser escritos como
t(2;), para alguma funcao ¢(-) impar e duplamente diferenciavel. De fato, o residuo
Z; também pode ser escrito desta maneira, com t(z) = z. Em conseqiiéncia, es-
tudar o comportamento destes residuos é equivalente a estudar as funcoes ()
que os definem. Inicialmente observamos que, como o residuo ¢(z) é uma fungao

impar de z temos
t(z) = —t(—2),

derivando ambos os lados desta equacao obtemos

o que indica que a funcao t'(z) é par. Derivando de novo ambos os lados da
equacao temos que
t”(Z) — —t”(—z)7

isto é, #"(z) é uma func¢ao impar. Se z tem distribuigao simétrica em torno de zero
podemos concluir que #(2) e t"(z) também tém distribuicao simétrica em torno
de zero, o que implica que, quando existem, F(t(z)) = E(t"(z)) = 0. Procedendo
de maneira andloga a Cox e Snell (1968), expandimos o residuo #(2;) em série de

Taylor até segunda ordem em torno de @, obtendo

t(%) = t(z —1—2 5TM + = ZZ — Bs) M,

r=1 s=1 ) (36)
+(p— +Z )& — )My + 56— 8)° M,
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em que
) _ Ot(z) t'(zi) Opi
My = - 3.7
T 05 Vo 08, (3.7)
@ _ Otz) _ t(z)a
@ 0%t(z) 1 0w, ,
Mg = 3500 ~ 2g2 95, (! G5 + ().
(i) — 0%t(2) _ t"(zi) O O t'(2) 0 1 (3.9)
h 05,95 ¢ 0B, IB; \/5 aﬂraﬂsj '
; 0%t(z 1., \ /
My, = 62(;) _ W[t (2)22 + 3t'(2:) 2] (3.10)

De maneira similar a expressao (25) em Cox e Snell (1968), aplicamos esperanca

a ambos os lados de (3.6), obtendo

B(t(2)) =32 B(, — 8)B(MO) + 33 1B (MO + L)
r=1 r=1 s=1 2 (311)

A i - i@, 1
+E(6 - 0)B(M) + K B (M ul) + 5M¢¢),

em que E(BT — @) e E((ﬁ — q5) sao os viéses de segunda ordem dos estimadores de

méxima verossimilhanga de B e ¢, respectivamente (veja Cordeiro et al, 2000),

I é o (r,s)-elemento da inversa da matriz de informagao esperada de 3, e ug)
e ugi) sao dados por
W _ v(z;) 2z O

BTV 0By
e

@ _ 1 vz

Yo = 795 T T2

Podemos usar o Lema 2 do Apéndice A para mostrar que Mg), Mg)ug), MOy
e Md()g sao funcoes impares de z;. Além disso, como z; tem distribuicao simétrica

em torno de zero podemos concluir que, quando existem,

E(Md(f)) — E(Mg)uf;)) — E(Md(f)) = BE(MPud) = 0. (3.12)

Entao, substituindo as quantidades em (3.12) na equagao (3.11) obtemos

B) =3 EG — ) EMO) + 5SS mE(M@). @)

r=1 s=1
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Das equagoes (3.7) e (3.9) temos que

E(t'(z)) O

E(MY) = - Jo o5, (3.14)
i E(t'(z)) 0°pi
E(M}Q) === 5500 (3.15)

Substituindo (3.14) e (3.15) na equacao (3.13) obtemos

IZZ' P ~ 0 i
E(t(éi)):%ZE(ﬁrﬁr)agrEQ\f ZZ aﬁraﬁs' (3.16)

r=1 r=1 s=1

Finalmente, substituindo na equagao (3.16) o viés de segunda ordem dos estima-
dores de maxima verossimilhanca de B dado no Apéndice B, temos que até ordem

n~! a esperanca de t(2;) pode ser escrita como

pata) = 2020, - az03D,) D30

¢ Ty , Opi Opi
em que 7; = —gtr{(Dﬁ D) 'Dgs(i)} e d; = <351" 98,
9 p

0?11;/0B0B". Assim, em forma matricial podemos escrever

T
) , com Dgg(i) =

= 2 ), (3.17)

comt = (t(21),...,t(%,))", * = (y—ft) o residuo ordindrio, H = Dg(Dj;Dg) 'Dj
en = (n,...,nn)" Em (3.17) podemos observar que a média dos residuos de-
pende da estrutura do modelo de regressao através da matriz H e do vetor n.
Além disso, depende também da distribuicao da variavel resposta por meio dos
valores de E(t’(z)) e 4d,. Para modelos com componentes sistemdticas lineares
temos que Dgg(i) =0 para todo 4, o que implica que E(#(Z;)) = 0 para toda funcao
t(-) impar e duplamente diferenciavel. Desta maneira, os residuos tp(2;), to(%) e
2; tém média zero. Entretanto, para modelos com componentes sistematicas nao-
lineares, a média dos residuos depende da curvatura intrinseca do modelo através

das matrizes Dgg(i), i = 1,...,n. Finalmente, de (3.17) é possivel concluir que,
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se 7; = (y; — f1;) tem média zero, entao para toda fungao ¢(-) impar, o residuo

t(%;) também tem média zero.

Da mesma maneira, podemos estudar o comportamento do segundo momento da

distribuicao dos residuos. Assim, até ordem n ! temos que
P
E(t(%)) =E(t*(z)) + 2)_E(B, — B)E(t(z) M) + 2B (¢ — ¢) E(1(2:) M)
r=1

p p
R R -
+23° Z[”E(t(zi)M,@ugz) + S MOMD + 5lt(zi)M,Ey) (3.18)
r=1 s=1

G, 6, Las@e 1 (i)
+ 2K B (1) M) + SME? + () MS)).

Do Lema 2 do Apéndice A podemos concluir que t(zi)Mr(i) e t(z;)t'(z;) sao fungoes

impares de z;, o que implica que, quando existem,
E(t(z) M) = E(t(2)t () = 0. (3.19)

Substituindo (3.19), o viés de segunda ordem do estimador de maxima verossi-

milhanca de ¢ (veja Apéndice B) e o valor de Ky, na equacao (3.18) obtemos

E(2(%)) = Var(t ZZ ”gg:gg: ()t (o))

Opi Opti "

(3.20)

em que ¢, ¢ uma constante que depende do niimero de parametros no modelo,
da distribuicao da resposta e da funcao ¢(-). De uma forma geral, ¢, pode ser

expresso como

4fg1 1E(t(2i)tl(2i)2i(5 — 27)(zz~)zi2))

B((12() +1"(2)1()) )

Cg = —a E(( )t (zl)z)—|—
+4fgl—1

sendo a, uma constante definida no Apéndice B. Quando ¢(-) é a funcao identidade

temos que ¢, adota a seguinte expressao

66 + 20[1’3

cg:—agf—F 4fg—1
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Por outro lado, para t(-) = tp(-) temos que
5— 8fg — (g2
af,—1

com g9 como definido no Apéndice B. Assim, quando y; segue distribui¢ao nor-

Cg = —Qg +

mal, a constante ¢, ¢ igual a dimensao do vetor de parametros 3.
Substituindo o valor de I em (3.20) temos que

B(t%(%)) = Var(t(z)) — Ttr{(DgDﬁ)*ldidiT} i %g

= Var(t(zi)) - (T hii — %), (3.21)

com T = (4dg)*1E<2t(zi)t’(zi)1)(zi)zi —1'2(2;) — t”(zi)t(zi)). Entao, reescrevendo

a equacao (3.21) temos

E(* (%)) = Var(t(z)) {1 -7 hn}, (3.22)
.
em que 7 = W e hy = diT(DgDﬂ)*ldi.

Na equagao (3.22) é possivel observar que o efeito da estrutura do modelo de
regressao no segundo momento da distribuicao dos residuos depende do valor de
h;;, o qual é usado freqiientemente para identificar observagoes atipicas no espaco
gerado pelas colunas da matriz Dg. E facil mostrar que a matriz H é simétrica e
idempotente, o que implica que 0 < h;; < 1, sendo os valores “altos” de h;; os que
indicam que a observacao estd localizada numa regiao remota no espacgo gerado
pelas colunas da matriz Dg. Além disso, segundo a equagao (3.22) valores “altos”
de h;; indicam que a variancia de #(2;) é significativamente menor que a variancia
de t(z;). Entretanto, é possivel observar também que o efeito de h;; na variancia
dos residuos depende da distribuicao da variavel resposta através do valor de 7%,
que é igual a 1 quando y; tem distribuicao normal. Do Lema 6 do Apéndice A
podemos concluir que o valor do fator de correcao 7 para o residuo tp(2;) é igual
a 1, enquanto que, para o residuo Z; temos que 7 = 1/4d,, o que implica que
E(z?) = &(1 — (4dy€) 'hi;) (veja Galea, Paula e Cysneiros, 2005). Além disso,
é possivel observar que o valor de Var(t(z;)) é igual a 1 quando ¢(-) = to(-),
pois a distribuicdo assintética do residuo tg(2;) é normal padrao. No Quadro 3.4
apresentamos os residuos tp(Z2;), tg(2;) e 2; bem como suas versoes padronizadas,

denotadas por t},(2;), t5(2) e t,,, respectivamente.
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Quadro 3.4 Ezxpressoes gerais para as versdes padronizadas dos residuos tp(Z;),
tQ(Zz) € Z;.

Residuo t(2) Padronizagao
Componente de desvio sinal(z){Zlog [9(0)/g(2?)] }E 5 (%) = tD(%i) :
(0’3 — h“) 2
. tQ(%:)
uantal O F(z 5 (5) = — 250
Q 3o ) = L
Cox e Snell Identidade t, = — “i i
55(1 - (4dg£)71hzz)5

Como ilustracao, nos Quadros 3.5 e 3.6 apresentamos os valores da variancia
e do fator de correcao 7* para os residuos tp(Z;) e tg(2;), respectivamente. Nestes
quadros consideramos modelos em que o erro segue distribuicao ¢-Student. Es-
tes valores foram obtidos via integracao numérica. Notamos que, a medida que
aumenta o nimero de graus de liberdade da distribuicao ¢-Student, o valor de 7*
esta mais proximo do fator de correcao para o residuo quando o erro do modelo
segue distribuicao normal. Além disso, é possivel observar que & medida que a
distribuicao da variavel resposta apresenta caudas mais pesadas do que a normal,
o valor do fator de correcao 7* decresce, indicando que em modelos baseados
nessas distribui¢oes a variancia do residuo #p(2;) tende a ser menos afetada pelo
valor de h;. Além disso, podemos concluir que o residuo proposto por Galea,
Paula e Cysneiros (2005) é equivalente a uma padronizagao do residuo Z; usando

a expressao descrita em (3.22).
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Quadro 3.5 Valores da variancia e do fator de corre¢io para o residuo tp(Z;)
quando o erro do modelo seque distribui¢do t-Student com v graus de liberdade.

v Var (t(u;)) T* v Var (t(u;)) T*

4 1,401862 0,7133 18 1,084832 0,9218
5 1,317766 0,7588 19 1,080294 0,9256
6 1,262606 0,7920 20 1,076217 0,9291
7 1,223688 0,8172 21 1,072534 0,9323
8 1,194779 0,8369 22 1,069190 0,9352
9 1,172467 0,8529 23 1,066141 0,9379
10 1,154730 0,8660 24 1,063349 0,9404
11 1,140294 0,8769 25 1,060783 0,9426
12 1,128318 0,8862 26 1,058417 0,9448
13 1,118222 0,8942 27 1,056228 0,9467
14 1,109597 0,9012 28 1,054197 0,9485
15 1,102144 0,9073 29 1,052308 0,9502
16 1,095639 0,9127 30 1,050546 0,9518
17 1,089912 0,9175 31 1,049486 0,9528

Quadro 3.6 Valores do fator de correcao para o residuo tg(Z;) quando o erro do
modelo seque distribuicao t-Student com v graus de liberdade.

14

4 0,7113 13 0,8978 22 0,9377
3 0,7611 14 0,9011 23 0,9371
6 0,8003 15 0,9022 24 0,9284
7 0,8065 16 0,9195 25 0,9402
8 0,8444 17 0,9261 26 0,9448
9 0,8492 18 0,9128 27 0,9442
10 0,8535 19 0,9253 28 0,9401
11 0,8784 20 0,9377 29 0,9402
12 0,8892 21 0,9279 30 0,9447
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Por outro lado, temos que a medida da qualidade do ajuste global MQ(8) pode
ser padronizada usando o resultado na equacao (3.22). Isto é feito definindo a
medida MQ(,B) = MQ(B)/(nag — p), a qual pode ser reescrita na forma abaixo

WQB) = S L1,

i=1
em que l; = (0} — ﬂii)/(nag — p) é o peso da i-ésima observagao na medida
da qualidade do ajuste global. Podemos notar que 0 < [; < 1,7 =1,...,n, e

> 1; = 1. Além disso, temos que [; é “pequeno” se h; é “grande”, indicando que
residuos de observacoes localizadas em regioes remotas do subespaco gerado pelas

colunas da matriz Dg terao peso “pequeno” na medida da qualidade do ajuste

global MQ(B).

3.3 Avaliacao numérica dos residuos

Com o objetivo de avaliar e comparar o comportamento dos residuos propostos
neste capitulo com o residuo t,, proposto por Galea, Paula e Cysneiros (2005),
desenvolvemos um estudo de simulacao no qual consideramos modelos em que
a componente sistematica é dada pela curva de Gompertz (veja expressao 2.4),
e a componente aleatoria estd baseada nas distribuicoes t-Student com v = 5
graus de liberdade e logistica tipo II. Os valores dos parametros do modelo sao
By =110; By = 2,4; B3 = 0,004 e ¢ = 0,1;0,5. Os valores da variavel explicativa
x sao mantidos fixos ao longo do processo de simulacao e sao gerados seguindo
distribui¢ao uniforme no intervalo (500, 2000). Em cada uma das 10000 réplicas
de Monte Carlo, os parametros do modelo sao estimados usando o algoritmo
descrito nas expressoes (2.14) e (2.15). Com base nas estimativas dos parametros
sao calculadas as versoes padronizadas dos residuos, denotadas por 7, (2;), t5(2i)
e t,, (veja Quadro 3.4). O tamanho da amostra considerado é n = 20. Como
ilustracao, apresentamos na Figura 3.4 um grafico que descreve o comportamento
da resposta y em relacao a variavel explicativa para uma das amostras geradas.
Neste caso o erro do modelo foi gerado seguindo distribuicao logistica tipo II com
parametro de escala ¢ = 0,5. Como uma segunda parte do estudo de simulacao,
consideramos modelos em que a componente sistematica é dada pela curva de

Michaelis-Menten (veja expressao 2.5), e a componente aleatéria estd baseada
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nas distribuicoes ¢-Student com v = 5 graus de liberdade e logistica tipo II.
Os valores dos parametros do modelo sao [, = 212; 5, = 0,0641; e ¢ = 1;2.
Os valores da variavel explicativa x sao mantidos fixos ao longo do processo de

simulacao e sao gerados seguindo distribuigao uniforme no intervalo (0,1).

Figura 3.4 Relacao entre a varidvel resposta y e a varidvel explicativa x para uma
amostra gerada do modelo de Gompertz com erros logistica tipo Il e parametro de
escala ¢ =0,5.

100 105 110
| | |

95

500 1000 1500 2000

Nos Quadros 3.7 a 3.18 apresentamos os valores da média, da variancia e dos
coeficientes de assimetria e curtose da distribuicao empirica dos residuos. Nes-
tes quadros pode-se observar que em todos os casos os valores da média e da
variancia estao préximos de zero e um, respectivamente. Além disso, os valores
dos coeficientes de assimetria estao muito préximos de zero. Em relacao ao co-
eficiente de curtose pode-se observar que para os residuos t},(2;) e t5)(%;), este
valor estd proximo de trés, indicando grande proximidade com o coeficiente de

curtose da distribui¢ao normal. O residuo ¢,, apresenta uma curtose que acompa-
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nha a curtose da distribuicao da variavel resposta. O comportamento observado
nas distribuicoes empiricas dos residuos nao varia significativamente para dife-
rentes valores do parametro de dispersao, nem para diferentes distribuicoes da
resposta. Os resultados do estudo de simulacao indicam que mesmo para peque-
nas amostras, a distribuigoes dos residuos t},(2;) e tj,(2;) estao muito préximas
da distribuicao normal padrao. Isto indica que a distribuicao normal padrao
pode ser usada como distribuicao de referéncia para estes residuos. Entretanto,
o residuo t3,(2;) pode ser mais adequado na prética, pois o célculo deste residuo
nao requer a funcao de distribuicao acumulada de z;. Por outro lado, sugerimos
que a analise destes residuos seja complementada pela construcao de graficos de

envelope, como foi descrito por Atkinson (1981).

Quadro 3.7 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t’é(él) no
modelo de Gompertz com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

¢0=0,1 ¢$=0,5
1 | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 -0,0022 1,1554 0,0016 29176 -0,0212 1,1186 -0,0426 2,8918
2 | -0,0112 1,1457 -0,0314  2,8409 0,0041 1,1414 -0,0226  2,7543
3 | -0,0026 1,1404 20,0261 2,8274 | -0,0081 1,1060 0,0488  2,8818
4 0,0029 1,0590 -0,0163 2,8767 0,0073 1,1541 0,0134 3,0264
5 -0,0012 1,1527 0,0356 2,8727 0,0377 1,1076 -0,0148 3,0023
6 | 0,0310 1,1026 20,0107 2,9131 | -0,0003 1,1390 0,0257  3,0899
7 0,0229 1,1380 0,0081 2,8760 0,0099 1,1227 0,1035 2,9527
8 -0,0057 1,1243 0,1319 3,1857 0,0038 1,1622 0,0445 2,8913
9 | 0,0099 1,1530 0,0273  2,8819 0,0181 1,1150 0,0011  2,9598
10 0,0075 1,1354 0,0582 2,8645 -0,0286 1,1518 0,0345 2,9393
11 -0,0134 1,1567 0,0104 2,8234 0,0219 1,1335 0,0038 2,8952
12 | 0,0158 1,1538 0,0170  2,8134 0,0056 1,1435 0,0259  2,9798
13 | 0,0057 1,1249 0,0359  2,9100 0,0047 1,1991 0,0235  3,3228
14 -0,0035 1,3331 0,0082 3,2923 0,0452 1,1599 -0,0404 2,8220
15 | 0,0148 1,1192 20,0707  3,2898 | -0,0318 1,1199 0,0336  2,9189
16 | -0,0278 1,1346 0,0694  2,8672 | -0,0042 1,1820 20,0423 3,0550
17 0,0100 1,1702 -0,0479 29179 -0,0424 1,1563 -0,0006 3,0167
18 | -0,0257 1,1671 20,0342 2,8963 0,0119 1,0368 20,0302 3,0715
19 | 0,0038 1,1330 0,0340  3,1398 | -0,0141 1,1087 20,0237 29171
20 -0,0030 1,1194 -0,0207 2,9009 0,0078 1,1622 0,0222 2,9999
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Quadro 3.8 Medidas descritivas para a distribuicdo empirica do residuo t},(Z;) no
modelo de Gompertz com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

¢0=0,1 $=0,5
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 -0,0022 1,1554 0,0016 2,8968 -0,0212 1,1189 -0,0422 2,8732
2 | -0,0112 1,1460 20,0311 2,8230 0,0041 1,1418 20,0225  2,7357
3 | -0,0026 1,1407 20,0261 2,8076 | -0,0081 1,1062 0,0480  2,8618
4 | 0,0029 1,0507 20,0163 2,8760 0,0073 1,1540 0,0136  3,0043
5 | -0,0013 1,1527 0,0353  2,8525 0,0377 1,1077 20,0145  2,9764
6 | 0,0310 1,1028 20,0106  2,8887 | -0,0003 1,1389 0,0256  3,0675
7 0,0229 1,1381 0,0079 2,8571 0,0098 1,1229 0,1020 2,9314
8 | -0,0058 1,1243 0,1297  3,1598 0,0037 1,1622 0,0436  2,8690
9 | 0,0099 1,1531 0,0267  2,8605 0,0181 1,1152 0,0008  2,9368
10 0,0075 1,1356 0,0574 2,8430 -0,0287 1,1518 0,0345 2,9184
11 -0,0134 1,1568 0,0101 2,8035 0,0219 1,1338 0,0033 2,8753
12 | 0,0158 1,1540 0,0162  2,7951 0,0056 1,1435 0,0251  2,9590
13 0,0057 1,1251 0,0352 2,8894 0,0046 1,1986 0,0235 3,2930
14 -0,0035 1,1320 0,0086 2,9220 0,0452 1,1601 -0,0406 2,8031
15 | 0,0149 1,1191 20,0693  3,2626 | -0,0318 1,1201 0,0337  2,8997
16 -0,0278 1,1348 0,0691 2,8481 -0,0041 1,1817 -0,0415 3,0310
17 0,0101 1,1701 -0,0474 2,8961 -0,0424 1,1562 0,0002 2,9963
18 | -0,0256 1,1671 20,0333 2,8761 0,0119 1,0837 20,0300  2,9215
19 0,0038 1,1330 0,0335 3,1153 -0,0141 1,1089 -0,0227 2,8966
20 -0,0030 1,1196 -0,0198 2,8802 0,0077 1,1621 0,0221 2,9791

Quadro 3.9 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t,, no
modelo de Gompertz com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

¢=0,1 $=0,5
1 | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0018 1,1779 0,0939  6,4374 | -0,0232 1,1006 0,0007  6,2107
2 -0,0131 1,1232 -0,0741 5,3950 0,0030 1,1422 0,2350 8,8910
3 | -0,0038 1,1431 0,2421  9,1463 | -0,0038 1,1041 0,2223  6,0230
4 | 0,0024 1,3743 20,0166 5,9187 0,0074 1,1741 20,1275 6,5980
5 | 0,0011 1,1745 20,0400  6,1165 0,0352 1,1565 20,1915  6,4737
6 | 0,0291 1,1463 20,1967  9,4615 0,0012 1,1531 0,0054  6,2304
7 | 0,0231 1,1382 20,0060  5,3861 0,0174 1,1294 0,3471  7,0421
8 0,0042 1,1521 0,6036 9,4369 0,0075 1,1994 0,1091 7,5952
9 | 0,0123 1,1801 0,1022  6,7957 0,0177 1,1394 20,2362 9,8034
10 | 0,0115 1,1581 20,0775 9,3483 | -0,0258 1,1629 0,0519  6,0640
11 -0,0122 1,1694 0,0438 5,9028 0,0221 1,1183 0,0791 5,8022
12 0,0175 1,1418 0,1317 5,2889 0,0079 1,1529 0,1390 5,8382
13 | 0,0087 1,1283 0,1751  6,0118 0,0055 1,2528 20,1534 6,7163
14 -0,0038 1,4488 -0,2503 9,0923 0,0421 1,1607 -0,0248 5,6673
15 0,0083 1,1704 -0,1539 9,3614 -0,0291 1,1174 0,0076 5,8188
16 | -0,0228 1,1335 0,0781  5,6036 | -0,0078 1,2242 20,1777 17,1280
17 0,0062 1,2054 -0,0901 6,7322 -0,0423 1,1648 -0,1699 6,2322
18 | -0,0285 1,1839 -0,1835  6,0337 0,0098 1,0907 20,1270 5,5865
19 | 0,0062 1,1515 0,0934  7,5473 | -0,0166 1,1107 20,3146  6,9533
20 -0,0055 1,1331 -0,2307 6,2802 0,0089 1,1808 0,0127 5,8141
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Quadro 3.10 Medidas descritivas para a distribuicdo empirica do residuo t’é(él)

no modelo de Gompertz com erros logistica tipo I1.

¢0=0,1 $=0,5
1 | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0029 1,1516 0,0048  2,7892 0,0060 1,1099 20,0132 3,1014
2 | o0,0177 1,1469 20,0417 2,8012 | -0,0025 1,1332 20,0127 2,9799
3 -0,0032 1,1308 -0,0007 2,7606 0,0061 1,1273 -0,0298 2,7927
4 | -0,0041 1,1106 20,0162 2,9308 0,0317 1,1792 20,0217 2,9250
5 | -0,0056 1,1490 0,0091  2,8934 | -0,0256 1,1213 20,0104  2,8024
6 0,0105 1,1466 0,0051 2,7617 -0,0201 1,1264 0,0021 2,7282
7 0,0198 1,0939 -0,0521 2,7196 -0,0056 1,1426 0,0331 2,8619
8 | 0,0034 1,1286 0,0212  2,8430 | -0,0190 1,1676 20,0066  2,8681
9 0,0313 1,1656 -0,0317 2,8900 -0,0025 1,1802 -0,0528 2,8552
10 | -0,0005 1,1608 20,0580  2,9884 0,0109 1,0699 20,0100 3,0299
11| 0,0035 1,1630 0,0143  2,8176 0,0292 1,1588 20,0669  2,8419
12 -0,0167 1,1278 0,0130 2,9305 0,0080 1,1177 -0,0147 2,8311
13 | -0,0446 1,1352 0,0142  2,9481 0,0148 1,1554 0,0110  2,8122
14 | -0,0028 1,1341 20,0031  2,8734 | -0,0165 1,1495 0,0414  2,8405
15 0,0197 1,1348 -0,0058 2,7875 -0,0001 1,1449 -0,0341 2,8627
16 0,0256 1,1852 -0,0281 2,8593 -0,0176 1,1304 0,0633 2,9978
17 | 0,0073 1,1778 20,0215 2,8698 | -0,0165 1,1847 0,0338  2,9393
18 -0,0174 1,1128 -0,0161 2,9560 -0,0126 1,1688 0,0161 2,8453
19 -0,0192 1,1403 0,0551 2,7514 0,0259 1,0198 0,0162 2,7137
20 | -0,0217 1,1418 0,0519  2,8792 0,0232 1,1173 20,0175 2,8723

Quadro 3.11 Medidas descritivas para a distribui¢ao empirica do residuo t3,(Z;)

no modelo de Gompertz com erros logistica tipo I1.

¢=0,1 ¢=0,5
1 | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0030 1,1505 0,0046  2,7012 0,0061 1,1080 20,0122 2,9793
2 | 0,0179 1,1461 0,0399  2,7069 | -0,0252 1,1337 20,0111 2,8790
3 -0,0032 1,1309 -0,0005 2,6672 0,0062 1,1271 -0,0287 2,7034
4 | -0,0040 1,1099 20,0143 2,8251 0,0317 1,1763 20,0201 2,8104
5 | -0,0056 1,1475 0,0091  2,7878 | -0,0255 1,1208 20,0071 2,7117
6 0,0104 1,1460 0,0041 2,6696 -0,0201 1,1265 0,0012 2,6415
7 | 0,0200 1,0389 -0,0508  2,9801 | -0,0058 1,1405 0,0307  2,7647
8 | 0,0033 1,1278 0,0184  2,7443 | -0,0190 1,1655 20,0038 2,7703
9 0,0315 1,1634 -0,0320 2,7940 -0,0022 1,1774 -0,0489 2,7527
10 | -0,0002 1,1586 20,0549 2,8787 0,0109 1,0696 20,0086  2,9217
11| 0,0034 1,1618 0,0146  2,7235 0,0295 1,1564 20,0630  2,7433
12 -0,0168 1,1264 0,0159 2,8250 0,0081 1,1175 -0,0162 2,7356
13 -0,0446 1,1341 0,0176 2,8429 0,0147 1,1538 0,0090 2,7187
14 | -0,0028 1,1327 20,0029  2,7691 | -0,0168 1,1484 0,0418  2,7376
15 0,0197 1,1344 -0,0072 2,6969 0,0001 1,1430 -0,0310 2,7526
16 0,0257 1,1826 -0,0280 2,7554 -0,0180 1,1285 0,0602 2,8832
17 | 0,0074 1,1759 20,0207 2,7731 | -0,0166 1,1818 0,0313  2,8322
18 -0,0174 1,1119 -0,0126 2,8487 -0,0127 1,1668 0,0160 2,7416
19 -0,0195 1,1398 0,0523 2,6605 0,0259 1,0239 0,0133 2,6466
20 | -0,0219 1,1407 0,0506  2,7792 0,0233 1,1164 20,0179 2,7687
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Quadro 3.12 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t,, no
modelo de Gompertz com erros logistica tipo I1.

p=1 =2
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0027 1,1549 20,0003 3,5981 0,0055 1,1250 20,0237 4,3056
2 | 0,0161 1,1506 20,0599 3,7099 | -0,0255 1,1238 20,0232 3,9953
3 -0,0033 1,1272 0,0064 3,7192 0,0049 1,1254 -0,0415 3,6248
4 | -0,0047 1,1145 20,0321 3,9908 0,0312 1,2022 20,0606  4,1550
5 | -0,0052 1,1604 0,0148 39725 | -0,0261 1,1209 20,0392 3,6256
6 0,0108 1,1490 0,0136 3,6374 -0,0202 1,1216 0,0164 3,5270
7 | 0,0183 1,1382 20,0645  3,7123 | -0,0042 1,1562 0,0573  3,7857
8 | 0,0042 1,1333 0,0492 38172 | -0,0194 1,1810 20,0368 3,7927
9 | 0,0302 1,1776 20,0327  3,7998 | -0,0049 1,2008 20,1025  3,8885
10 | -0,0028 1,1755 20,0946  4,0927 0,0105 1,0701 20,0283 4,0973
11 | 0,0041 1,1684 0,0119  3,7145 0,0266 1,1755 20,1056 3,7764
12 -0,0162 1,1378 -0,0110 3,9761 0,0073 1,1173 0,0132 3,7850
13 | -0,0440 1,1419 20,0189 3,9951 0,0154 1,1641 0,0316  3,6949
14 | -0,0030 1,1448 20,0052 3,9146 | -0,0148 1,1569 0,0366  3,8602
15 0,0196 1,1342 0,0062 3,6451 -0,0015 1,1608 -0,0697 4,0041
16 | 0,0246 1,2049 20,0215  3,9114 | -0,0152 1,1460 0,0926  4,1970
17 | 0,0064 1,1883 -0,0395  3,7882 | -0,0152 1,2053 0,0584  3,9909
18 -0,0180 1,1187 -0,0537 4,0260 -0,0120 1,1832 0,0211 3,8844
19 -0,0170 1,1407 0,0873 3,6263 0,0260 0,9826 0,0492 3,3723
20 | -0,0196 1,1480 0,0644  3,8298 0,0226 1,1234 20,0237  3,9216

Quadro 3.13 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t’é(él)
no modelo de Michaelis-Menten com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

p=1 ¢ =2
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0003 1,0997 20,0017 2,8539 | -0,0111 1,0767 20,0044 2,9478
2 0,0050 1,0786 0,0149 2,8378 -0,0132 1,0966 0,0040 2,8486
3 -0,0089 1,0701 -0,0072 2,9346 0,0062 1,0848 -0,0131 2,9313
4 | -0,0072 1,0746 0,0097 29249 | -0,0048 1,0862 0,0321  2,8112
5 -0,0043 1,0885 0,0243 3,0008 -0,0129 1,0689 -0,0185 2,8721
6 | 0,0054 1,0951 0,0331 29178 | -0,0031 1,0765 -0,0088 29357
7 | -0,0099 1,0150 20,0334 3,4862 | -0,0131 1,0867 0,0704  2,8994
8 | 0,0076 1,0842 20,0397 2,8661 0,0217 1,0819 20,0227 2,9619
9 0,0085 1,0751 -0,0042 2,8892 -0,0017 1,0917 -0,0075 2,9994
10 | 0,0118 1,0576 0,0103  2,9227 0,0121 1,0650 20,0149 2,8541
11 | -0,0171 1,0786 0,0319  2,8395 | -0,0088 1,0872 20,0072 2,9952
12 0,0234 1,0672 -0,0002 2,8346 0,0047 1,0904 -0,0292 2,8740
13 | -0,0195 1,0943 0,0028 29324 | -0,0065 1,0466 20,0309  2,9290
14 | -0,0033 1,0784 20,0081 2,9004 | -0,0135 1,0946 20,0215  3,0363
15 -0,0158 1,0086 -0,0505 2,9740 -0,0012 1,1072 -0,0402 2,9115
16 | -0,0029 1,0706 0,0107  2,9353 0,0017 1,0584 0,0141  2,9225
17 | -0,0065 1,0887 20,0064  2,9884 0,0090 1,0805 20,0207 2,8538
18 0,0036 1,0951 -0,0081 2,9141 0,0025 1,1090 0,0039 2,8307
19 | 0,0027 1,1052 20,0215 2,7737 0,0189 1,0867 0,0024  2,8730
20 | 0,0198 1,0823 20,0534 2,8420 | -0,0017 1,0829 0,0396  2,9368
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Quadro 3.14 Medidas descritivas para a distribui¢ao empirica do residuo t3,(Z;)
no modelo de Michaelis-Menten com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

p=1 ¢ =2
¢ | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0003 1,1001 20,0015 2,8344 | -0,0111 1,0770 20,0046 2,9286
2 0,0050 1,0791 0,0146 2,8196 -0,0133 1,0664 0,0038 2,8152
3 | -0,0089 1,0704 20,0067  2,9134 0,0062 1,0851 20,0129 29115
4 | -0,0073 1,0750 0,0099  2,9028 | -0,0049 1,0867 0,0316  2,7941
5 -0,0044 1,0887 0,0243 2,9778 -0,0129 1,0695 -0,0177 2,8522
6 | 0,0054 1,0954 0,0326  2,8979 | -0,0031 1,0768 20,0089 29148
7 | -0,0099 1,0153 20,0325  3,4601 | -0,0132 1,0871 0,0697  2,8786
8 0,0077 1,0846 -0,0392 2,8456 0,0217 1,0823 -0,0228 2,9429
9 | 0,0085 1,0755 20,0038 2,8680 | -0,0016 1,0919 20,0076  2,9761
10 | 0,0118 1,0581 0,0097  2,9030 0,0121 1,0655 20,0149 2,8350
11 -0,0172 1,0790 0,0318 2,8202 -0,0088 1,0873 -0,0069 2,9713
12 0,0234 1,0678 -0,0005 2,8153 0,0048 1,0907 -0,0289 2,8542
13 | -0,0195 1,0945 0,0033 29121 | -0,0065 1,0472 20,0302 2,9095
14 | -0,0033 1,0787 20,0080  2,8800 | -0,0135 1,0948 20,0208  3,0153
15 -0,0157 1,0090 -0,0497 2,9468 -0,0012 1,1075 -0,0400 2,8904
16 | -0,0029 1,0710 0,0103  2,9152 0,0017 1,0588 0,0141  2,9018
17 | -0,0065 1,0889 20,0060  2,9648 0,0091 1,0809 20,0203 2,8335
18 0,0036 1,0954 -0,0086 2,8940 0,0025 1,1094 0,0037 2,8125
19 | 0,0027 1,1057 20,0213 2,7559 0,0189 1,0871 0,0019  2,8538
20 | 0,0199 1,0828 20,0530  2,8232 | -0,0018 1,0832 0,0393  2,9169

Quadro 3.15 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t,, no
modelo de Michaelis-Menten com erros t-Student de v =5 graus de liberdade.

p=1 =2
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0006 1,0962 20,0210  6,2451 | -0,0107 1,0531 0,0765  5,6657
2 | 0,0059 1,0529 0,0214 55257 | -0,0120 0,9448 20,0690  9,2814
3 | -0,0098 1,0767 20,0348  7,8141 0,0048 1,0747 20,1222 6,2115
4 | -0,0069 1,0858 -0,0668  7.6214 | -0,0022 1,0538 0,1285  5,1064
5 | -0,0031 1,1085 20,0544  7,7924 | -0,0146 1,0472 20,2382 6,6685
6 | 0,0076 1,0855 0,0517 56856 | -0,0032 1,0784 0,1384  7,5152
7 | -0,0113 0,9703 20,1722 7,4580 | -0,0079 1,0778 0,1824  7,2236
8 | 0,0046 1,0818 20,0609  7,2844 0,0198 1,0547 20,0032 5,5338
9 0,0076 1,0769 -0,0411 7,8204 -0,0018 1,1127 0,0692 7,5454
10 0,0126 1,0350 0,1426 6,0945 0,0110 1,0465 0,0098 6,2247
11 | -0,0146 1,0650 0,1208  6,4799 | -0,0093 1,1203 0,0146  9,3896
12 0,0229 1,0494 -0,0246 6,3911 0,0026 1,0854 -0,0568 5,9541
13 -0,0195 1,0887 -0,0771 6,0823 -0,0087 1,0244 -0,2327 8,5232
14 | -0,0038 1,0745 -0,0046  6,3413 | -0,0150 1,0820 20,1449  6,1917
15 -0,0170 0,9668 -0,0330 8,5146 -0,0034 1,1116 0,1074 7,5398
16 -0,0017 1,0486 0,1299 6,4273 0,0023 1,0452 0,0366 7,2277
17 | -0,0072 1,1154 20,1294  8,5866 0,0070 1,0777 20,1087 17,9623
18 0,0038 1,0927 0,1295 5,9718 0,0029 1,0901 0,0091 5,5450
19 0,0011 1,0873 -0,0749 6,4353 0,0190 1,0747 0,0896 5,8242
20 | 0,0156 1,0560 20,1934 6,2266 0,0007 1,0695 0,0446  5,7675
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Quadro 3.16 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t’é(él)

no modelo de Michaelis-Menten com erros logistica tipo I1.

p=1 ¢ =2
1 | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 -0,0041 1,0675 -0,0105 2,7824 -0,0104 1,0709 0,0084 2,8126
2 | 0,0002 1,0707 20,0145  2,8437 0,0197 1,0955 0,0175  2,8257
3 | -0,0161 1,0303 20,0115 2,9033 0,0017 1,0781 0,0015  2,8832
4 -0,0225 1,0639 0,0336 2,8440 0,0070 1,0797 -0,0112 2,7692
5 | -0,0141 1,0821 0,0180  2,8451 0,0254 1,1190 0,0110  2,8087
6 | 0,0070 1,0673 0,0191  2,8462 | -0,0085 1,1035 20,0074 29116
7 | 0,0123 1,0472 20,0055  3,2031 | -0,0296 1,0869 20,0064  3,0300
8 | -0,0044 1,1003 20,0313 3,0216 | -0,0209 1,0779 0,0285  2,7630
9 | -0,0090 1,1049 0,0259  2,8813 | -0,0018 1,0535 0,0065  2,8444
10 | 0,0180 1,0910 0,0093  2,8097 | -0,0067 1,0595 20,0333 3,1687
11 -0,0010 1,1023 0,0037 2,7405 0,0063 1,0577 0,0312 3,1622
12 | 0,0124 1,0935 0,0202  2,8356 | -0,0313 1,0624 20,0255  2,8972
13 | 0,0150 1,0918 0,0333  2,7795 0,0171 1,0898 20,0006  2,8497
14 0,0064 1,0896 -0,0197 2,8665 0,0166 1,1228 -0,0033 2,7900
15 | -0,0149 1,0807 0,0412  2,8022 | -0,0083 1,0923 0,0272  2,8344
16 -0,0064 1,1009 -0,0268 2,8090 -0,0006 1,0844 -0,0147 2,7652
17 | -0,0027 1,0834 -0,0117 2,8124 0,0025 1,0656 0,0251 2,7896
18 | 0,0249 1,0902 0,0097  2,7992 0,0098 1,1051 20,0012 2,7858
19 | -0,0067 1,0846 0,0302  2,8305 0,0046 1,1068 0,0460  2,9428
20 0,0133 1,1042 -0,0062 2,8756 0,0108 1,0608 0,0124 2,7876

Quadro 3.17 Medidas descritivas para a distribui¢ao empirica do residuo t3,(Z;)

no modelo de Michaelis-Menten com erros logistica tipo I1.

p=1 ¢ =2
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 -0,0040 1,0691 -0,0101 2,6903 -0,0105 1,0719 0,0096 2,7164
2 | 0,0003 1,0718 20,0129 2,7437 0,0196 1,0953 0,0139  2,7293
3 | -0,0162 1,0375 20,0100  3,1890 0,0017 1,0781 0,0005  2,7835
4 -0,0226 1,0655 0,0323 2,7452 0,0070 1,0804 -0,0114 2,6787
5 | -0,0142 1,0831 0,0177  2,7488 0,0253 1,1182 0,0077  2,7138
6 | 0,0069 1,0687 0,0176  2,7510 | -0,0085 1,1027 20,0056 2,8051
7 0,0123 1,0525 -0,0050 3,0914 -0,0295 1,0862 -0,0044 2,9146
8 | -0,0042 1,1036 20,0281 2,9200 | -0,0211 1,0787 0,0279  2,6744
9 | -0,0092 1,1054 0,0257 27794 | -0,0019 1,0543 0,0065  2,7486
10 0,0179 1,0921 0,0070 2,7119 -0,0066 1,0595 -0,0292 3,0481
11 -0,0010 1,1034 0,0027 2,6522 0,0062 1,0579 0,0264 3,0425
12 | 0,0123 1,0941 0,0174  2,7337 | -0,0311 1,0627 20,0215 2,7941
13 0,0148 1,0927 0,0309 2,6870 0,0171 1,0899 -0,0026 2,7519
14 0,0065 1,0905 -0,0195 2,7659 0,0166 1,1221 -0,0053 2,6969
15 | -0,0151 1,0821 0,0396  2,7091 | -0,0084 1,0922 0,0251  2,7363
16 -0,0063 1,1021 -0,0253 2,7148 -0,0005 1,0853 -0,0136 2,6735
17 | -0,0026 1,0846 -0,0115 2,7197 0,0023 1,0665 0,0234 2,6977
18 | 0,0248 1,0911 0,0057  2,7042 0,0098 1,1049 20,0020  2,6958
19 -0,0069 1,0859 0,0279 2,7361 0,0044 1,1063 0,0415 2,8398
20 0,0133 1,1043 -0,0064 2,7708 0,0108 1,0619 0,0107 2,6941
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Quadro 3.18 Medidas descritivas para a distribuicao empirica do residuo t,, no
modelo de Michaelis-Menten com erros logistica tipo 11.

p=1 ¢ =2
i | Média Variancia Assimetria Curtose | Média Variancia Assimetria Curtose
1 | -0,0045 1,0600 20,0081  3,6471 | -0,0101 1,0618 20,0003  3,7811
2 | -0,0002 1,0689 20,0368 3,8233 0,0205 1,0960 0,0518  3,7555
3 -0,0163 1,0337 -0,0312 4,3996 0,0017 1,0765 0,0125 3,8494
4 | -0,0212 1,0593 0,0500  3,8157 0,0065 1,0724 20,0118  3,6189
5 -0,0134 1,0819 0,0239 3,7506 0,0260 1,1231 0,0392 3,7260
6 | 0,0077 1,0636 0,0350  3,7304 | -0,0088 1,1098 20,0257 3,9722
7 | o0,0121 1,0497 20,0170 42765 | -0,0298 1,0921 20,0285  4,2264
8 | -0,0055 1,1052 20,0602  3,9613 | -0,0199 1,0689 0,0350  3,5783
9 | -0,0080 1,1116 0,0284  3,8485 | -0,0016 1,0465 0,0048  3,7557
10 | 0,0184 1,0901 0,0385  3,7776 | -0,0077 1,0584 20,0820  4,4111
11 -0,0009 1,0984 0,0186 3,5753 0,0071 1,0548 0,0867 4,4193
12 0,0133 1,0965 0,0494 3,8544 -0,0322 1,0604 -0,0718 3,9369
13 | 0,0165 1,0894 0,0517  3,6697 0,0170 1,0877 0,0226  3,7774
14 0,0056 1,0916 -0,0185 3,8521 0,0165 1,1251 0,0208 3,6927
15 | -0,0133 1,0763 0,0624  3,6774 | -0,0072 1,0920 0,0517  3,8070
16 | -0,0076 1,1006 0,0402  3,7228 | -0,0012 1,0754 20,0200  3,6535
17 | -0,0032 1,0806 20,0122 3,6957 0,0035 1,0570 0,0391  3,6657
18 0,0253 1,0891 0,0485 3,7168 0,0098 1,1040 0,0037 3,6231
19 | -0,0056 1,0825 0,0571  3,7434 0,0063 1,1079 0,0984  3,9695
20 | 0,0131 1,1120 20,0088  3,9215 0,0113 1,0511 0,0291  3,6649




CAPITULO 4

Influéncia

A identificacao de observacoes com uma influéncia desproporcional nas esti-
mativas dos parametros é uma componente fundamental do processo de validacao
do modelo, pois a presenca deste tipo de observacoes pode evidenciar, por exem-
plo, que a inferéncia a partir do modelo ajustado pode ser inadequada. Por outro
lado, é possivel que o exame da estrutura das medidas de influéncia permita ca-
racterizar as observacoes potencialmente influentes, ou seja, pode estabelecer os
cenarios nos quais o modelo considerado pode ser altamente influenciado. Por
exemplo, no caso do modelo de regressao linear de resposta normal, podemos
examinar as medidas de influéncia (veja Cook e Weisberg, 1982), concluindo que
este modelo pode ser altamente influenciado por observacoes extremas e/ou loca-
lizadas em regioes remotas do espaco gerado pelas colunas da matriz modelo X.
De forma similar, é possivel que nos modelos simétricos de regressao o exame das
medidas de influéncia permita caracterizar as observacoes potencialmente influ-
entes, podendo estudar a robustez do modelo considerado frente as observacoes
extremas ou aberrantes. Portanto, o desenvolvimento e estudo das medidas de
influéncia é muito importante.

Para os modelos simétricos de regressao, Galea, Paula e Uribe-Opazo (2003)
estudam influéncia local em modelos com componentes sistematicas lineares, en-
quanto que, Galea, Paula e Cysneiros (2005) avaliam influéncia local em modelos
com componentes sistematicas nao-lineares. Entretanto, neste trabalho avaliamos

influéncia seguindo o enfoque de influéncia global.

93
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4.1 Modelo de delecao de casos

Uma aproximacao importante para a identificacao de observacoes influentes,
baseia-se na metodologia denominada modelo de delecao de casos (CDM), pro-
posta por Cook (1977) para os modelos lineares de resposta normal. Esta apro-
ximacao consiste em avaliar através de alguma medida apropriada, o efeito da
exclusao de observacoes da andlise nas estimativas dos parametros do modelo.
Cook (1977) sugere utilizar a medida denominada Distincia de Cook, que corres-
ponde a norma para uma métrica especificada do vetor diferenca (9 — é(i)), sendo
9@ a estimativa de maxima verossimilhanca de 8 quando a i-ésima observacao
tem sido excluida do modelo. Contudo, Cook e Weisberg (1982) definem uma
medida mais geral para avaliar influéncia, denominada “afastamento da verossi-
milhanca”. Dado que a metodologia CDM é facil de aplicar e de interpretar, tem
sido estudada e estendida a muitos modelos de regressao. Por exemplo, Pregibon
(1981) estende os resultados de Cook (1977) aos modelos lineares generalizados.
Christensen, Pearson e Johnson (1992) avaliam influéncia em modelos mistos
usando o modelo de delecao de casos (CDM). Galea, Riquelme e Paula (2000)
usam o enfoque de influéncia global para avaliar a influéncia das observacoes
nas estimativas dos parametros de locacao e escala em modelos elipticos lineares.
Tang, Wei e Wang (2000) estendem os resultados de Pregibon (1981) aos modelos
nao-lineares reprodutivos. Fung et al (2002) aplicam a metodologia CDM em mo-
delos mistos semi-paramétricos. Sun e Wei (2004) avaliam através do enfoque de
influéncia global a robustez frente a observacoes extremas da estimacao baseada
na norma L.

O modelo de delecao de casos (CDM) pode ser enunciado na seguinte forma

Y; = ,LL]‘(B) + €, J #i. (4.1)

Estudamos a influéncia da i-ésima observacao na estimativa de 6, usando a me-

dida denominada afastamento da verossimilhanca, que pode ser expressa como
LD(6y) = 2{L(0) — L(O(i))}, (4.2)

em que L(0) é o logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca de €. Dado que o célculo
de é(i), 1 =1,...,n, pode ser computacionalmente custoso, especialmente quando

n ¢ grande, podemos obter uma aproximacao destes valores maximizando uma
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aproximacao quadrdtica de L;(@), sendo esta tltima o logaritmo da funcao de
verossimilhanca de @ no modelo (4.1). Assim, expandindo L; (@) em Taylor até

segunda ordem em torno de 6, obtemos

5 L 1 U .
Ly (0) = L (0) + (6 — 0)" Uy (0) - 5(9 ~9)"(-LY

em que Ug;)(0) = OL(;)(0)/00 e Ly = 0°L;(8)/0000". Se a matriz —L.) ¢
positiva definida, entao a expressao acima atinge o maximo em

0 e
0y =0 L) vuO)]| .

= ( i ~1 .
Substituindo —L;ﬁ) pela sua esperanca K(w), temos que @) pode ser escrito na
seguinte forma

~1

~ (@) _
0i) =0+ [Kaa 1U(i)(‘s’) H (4.3)

0=0

A

Esta alternativa para o calculo de 6(; ¢ conhecida como aproximagao a um passo
e foi introduzida por Pregibon (1981). Esta aproximacao tem sido utilizada em
modelos nao-lineares, como por exemplo, em Tang, Wei e Wang (2000). Pode-
mos interpretar que, se 9(2-) nao ¢ muito diferente de 6 ¢ L;(0) é localmente
quadratica, a aproximacgao a um passo deveria estar proxima do valor de 0.

Teorema 1. Para o modelo (4.1), a aprozima¢ao a um passo para é(i) pode ser

erpressa comao

o _ [Bf)] _ [ B —9'”p(2)2(D5Dg) ' di/(1 — his)
(4) o n -
i) (n—1)

Prova: A matriz de informagao esperada de @ no modelo (4.1) pode ser escrita

na seguinte forma

o KU1

(i) _1
() _1q K 0
K,, :[ pB
o2o]

em que K;z; = %(DEAiDﬂ), K:z;)b: %(4]"9 — 1), e A; = diag{dy,...,0,}, com

d; = 1ed; = 0 para todo j # 7. Entao, a inversa da matriz K/(B)ﬁ pode ser expressa
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como
K, ! = %(DgAiDg)l
_ %[Dgnﬁ —dar|
= o [yt PR SGIDIDI] g

em que d; = dp; /0B e hy; = diT(DED[;)’ldi. Por outro lado, temos que 0 e é(i)

verificam as seguintes equagoes

U(9) =) U(H)+U'6) =0 (4.6)
J#i

Up(8m) =) U6 =0, (4.7)
J#i

sendo U"(0) = 91(y;; i, ¢)/00. Entao, das expressoes (4.6) e (4.7) temos que
U;)(8) = —U'(8), com U'(6) = (U}"(8), U;(H))T, em que Uj(0) = Zfilfq-’jlp(zi)zidi
e Uy(0) = —1/2¢ + v(z)z] /2¢ (veja expressoes 2.9 e 2.10). Assim, substituindo
(4.5) e U(i)(é) na equagao (4.3) obtemos

Assim, podemos calcular uma aproximacao do afastamento da verossimilhanca

~

LD(6;), aplicando diretamente o Teorema 1 e substituindo (4.4) em (4.2), ob-

tendo a seguinte expressao

LD(8,)) = 2{L(6) — L(B,)}.
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4.1.1 Distancia de Cook

Cook (1977) introduziu uma medida bem popular para identificar observagoes
influentes, esta medida é conhecida como Distancia de Cook. Supondo que
LD(Q(Z-)) pode ser bem representada por uma funcao quadrética, consideramos
uma aproximacao de segunda ordem para esta funcao. Para isto, expandimos

L(é(i)) em Taylor até segunda ordem, obtendo

L(B) ~ L(B) + (8 — 0)"U(0) — 5(8) — )" (L) (8;) — 6).

DN | —

Assim, podemos obter uma aproximacao de LD(é(i)) substituindo a expressao

acima na equacgao (4.2). Esta aproximacao, denominada DG(6(;)), adota a se-

guinte expressao

DG(0) = (B — 0)" L1 (8 — 6).

Entretanto, de uma maneira mais geral, DG(6(;)) pode ser expressa na seguinte

forma, a qual tem sido chamada de Distancia de Cook generalizada

DG(8)) = (04— 6)"C (6 — 0), (4.8)
em que C é uma matriz que além de ser positiva definida é assintoticamente
equivalente a matriz de informacao esperada de 6. Neste trabalho consideramos
dois casos para C, —iéé e Kyg, as matrizes de informagao observada e esperada de
Fisher, respectivamente. Substituindo (4.4) em (4.8) obtemos uma aproximacao

para DG(6(;)) que pode ser expressa como

A

Por outro lado, DG(6;y) pode ser modificada para que possa ser aplicada em
situagoes em que um subconjunto do vetor de parametros @ é de particular in-
teresse. Entao, se nosso interesse principal é avaliar a influéncia das observacoes

~

na estimativa de 8, DG(6(;)) pode ser expressa na seguinte forma
ha Ve a2\ T — 1z Ve
DGg(0) = (Bu — B)"{(L,,00C7'(L,,0)"} (B — B), (4.9)

em que I, é a matriz identidade de ordem p. Similarmente a (4.8), podemos

calcular uma aproximacao para DGg(é(i)) substituindo B(i) por ,B(IZ)
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Da forma similar a Cook (1977), notamos que é possivel avaliar a magnitude

de DG(é(i)) observando que, assintoticamente
[60:(6-0)'CH0)<y,}

é uma regiao de confianca de 100¢% para 6, em que p’' é a dimensao do vetor de
parametros 8 (veja Cox e Hinkley 1974, cap. 9). Sendo assim podemos concluir
que, se DG(é(i)) = X?)’,lfa para algum «, entao a exclusao da i-ésima observacao
desloca a estimativa de @ do centro da regiao de confianca descrita acima a elipse
{6 : DG(0) = X3, o} Portanto, podemos definir uma versao padronizada de
DG(0;)) na seguinte forma

DG*(8(i)) = R[DG(B))],

em que N -] é a fungao de distribuigao acumulada de uma variavel aleatéria com
distribuicao qui-quadrado de p' graus de liberdade. Desta maneira, temos que
DG*(B) € (0,1). Além disso, DG*(0;)) pode ser aproximada substituindo 6,
pela aproximacao a um passo dada no Teorema 1.

No caso em que C é a matriz de informacao esperada de 6, temos que DG(é(Ii))
pode ser escrito na seguinte forma

~1

DG<é<’i)>=<e é) (0@)—@)
A% (v(2;) 22 f1)
(0= 127, — 1P %
_ () )2 L )z 1)

(1 ha)? | (n—1)2(f, — 1)

Dado que os estimadores de maxima verossimilhanca de 3 e ¢ sao assinto-

ticamente ortogonais, podemos usar a expressao (4.9) para mostrar que o efeito
da exclusao da i-ésima observacao na estimativa de 3 pode ser bem representada

pela seguinte expressao

(4dg)P2(5¢)5'2 hii

DGy(0;) = (4.10)

De maneira similar, podemos concluir que o efeito da retirada da i-ésima ob-
servacao na estimativa de ¢ pode ser avaliada usando

A\ A2 2
n(v(z)z? — 1)

DGti)(é(Ii)) - (n—1)%(4f, — 1)

(4.11)
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Analogamente, podemos avaliar a influéncia da i-ésima observacao na estimativa
de B usando a matriz C = —Lj;. Entdo, de (4.9) e (2.11) temos que a distancia

de Cook generalizada pode ser expressa como

=N

DG(8,,)

o _ 00 ()%
(1= hii)?

diT(Dg DB)*lclgl(Dg DB)’ldi, (4.12)
com Cs =M™ — ‘%‘T, em que M, A e E foram definidas no Capitulo 2.

Segundo as medidas baseadas em DG(é(Ii)) (veja expressoes 4.10 e 4.12), a
influéncia da i-ésima observacao na estimativa de 3 depende da estrutura do mo-
delo de regressao através do valor de ﬁii, e da distribuicao da variavel resposta
através da fungao p(-). Também é possivel notar que, observagoes localizadas
em regioes remotas do espaco gerado pelas colunas da matriz D, tenderao a
assumir valores “grandes” nestas medidas. Além disso, é possivel observar que o
comportamento das medidas de influéncia depende do comportamento de p(z)z,
a qual é uma funcao fmpar de z. Expressoes para a funcao p(z)z para algumas

distribuicoes da classe simétrica podem ser encontradas no Quadro 4.1.

Quadro 4.1 Ezpressoes para p(z)z em algumas distribui¢oes da classe simétrica.

Distribuigao p(2)z
Normal z
t-Student (v+3)z/(v+ 2?)

t-Student generalizada s(r+3)z/(r(s+ 2%))

3[1—exp(—|z|)]
T+exp(—|2])

(1+K)((k+1)/2)
21-k1((3—k)/2)

Logistica tipo II sinal(z)

Exponencial poténcia sinal(z) 2| =)

Como ilustracao, apresentamos nas Figuras 4.1 a 4.4 os gréficos da funcao
p(z)z para algumas das distribui¢oes pertencentes a classe simétrica. Em todos
os casos a fungao considerada é comparada com a fun¢ao p(z)z da distribuicao
normal, a qual é representada pela linha pontilhada. Nestes gréaficos podemos
observar que para a distribuicao ¢-Student a funcao p(z)z tende para zero a me-

~

dida que |z| cresce, o que indica que, segundo DG(O(i)), em modelos em que o
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erro segue distribuicao t-Student a influéncia da i-ésima observagao na estima-
tiva de B tende para zero a medida que |Z;| cresce. Um comportamento anédlogo
¢ observado para a distribuicao ¢-Student generalizada. Por outro lado, para a
distribuicao logistica tipo II temos que embora a fungao p(z)z seja crescente, esta
é majorada, ou seja, |p(z)z| < 3 para todo z € IR. Do Quadro 4.1 e da Figura
4.4 temos que para os modelos de resposta exponencial poténcia, a funcao p(z)z
aumenta quando |z| cresce, porém, pode-se mostrar facilmente que a medida que

k tende para 1, a taxa de crescimento da funcao p(z)z tende para zero.

Por outro lado, podemos observar que segundo a expressao (4.11), a estima-
tiva de ¢ é afetada pelas observagoes em que o valor de |z| é “grande” ou esta

~

préximo de zero. Além disso, observamos que o comportamento de DG4(6,;)

2 2

depende da funcao v(z)z*. Inicialmente, notamos que v(2)z* é uma funcao par

de z, ou seja, esta funcao depende da magnitude e nao do sinal de z. Para
modelos em que o erro segue distribuicao normal temos que v(z2)z? = 2%, indi-
cando que a estimativa de ¢ é altamente afetada pelas observagoes em que |Z;|
é “grande”. Para modelos em que o erro segue distribuicao ¢-Student temos que
v(2)2? = [(v + 3)/(v + 2%)]z%, podendo observar que v(z2)2? tende para (v + 3)
4 medida que z? tende para infinito. Isto indica que segundo DG¢(9(i)), a in-
fluéncia da i-esima observacao na estimativa de ¢ tem um limite maximo. Um
comportamento analogo é observado para a distribuicao ¢-Student generalizada,
em que v(z)z? = [(r + 3)/(s + 2?)]2? tende para (r + 3) & medida que z? tende
para infinito. Para modelos em que o erro segue distribui¢oes como logistica tipo
IT e exponencial poténcia (k > 0), pode-se concluir que a fun¢ao v(z)z* tende
para infinito & medida que 22 também tende para infinito, porém, a taxa de cres-
cimento da fungao v(z)z? para estas distribuigoes é menor do que no modelo de
resposta normal. Além disso, dado que DGd)(é(i)) somente depende da estrutura
do modelo de regressao através dos valores de fi; e ¢, esta medida é invariante
sob transformacoes invertiveis do vetor de parametros 3, pois fi; € ¢ sdo invari-
antes a essas transformagoes. Finalmente, pode-se observar que segundo (4.11),
a influéncia da i-ésima observacao na estimativa de ¢ tende para zero a medida

que o tamanho da amostra cresce.
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Figura 4.1 Comportamento da fun¢do p(z)z para modelos em que o erro seque
distribuicdao t-Student com v graus de liberdade.
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Figura 4.2 Comportamento da fun¢ao p(z)z para modelos em que o erro seque
distribuicao t-Student generalizada de parametros s =4 e r.
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Figura 4.3 Comportamento da fun¢do p(z)z para modelos em que o erro seque
distribuigcao logistica tipo I1.
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Figura 4.4 Comportamento da fun¢ao p(z)z para modelos em que o erro seque
distribuicdo exponencial poténcia de parametro k.
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4.1.2 Estatistica W-K

Para medir a influéncia da i-ésima observacao na estimativa do r-ésimo ele-
mento do vetor de parametros 3, r = 1,...,p, podemos considerar uma versao
univariada da medida denominada distancia de Cook, discutida anteriormente.
Entao, medimos a diferenca entre BT e BT (5 usando, por exemplo, a métrica
baseada na matriz de informagao esperada de 6. Assim, da expressao (4.9) e do
resultado enunciado no Teorema 1 temos que
(BT o B{ (i))2

Var (5,)
(1dy)p* ()2 (2"(DD)) 'dy)”

~

(1 — hy)? aT(DEDg)fla ’

com Var(Br) a variancia assintotica do estimador de maxima verossimilhanga de
Br,ea=(ay,...,a,)", emque a, = 1ea, =0 paratodo s # r. Valores “altos” de
WKZ(B,{) indicam que a i-ésima observacao tem uma influéncia desproporcional
na estimativa de f3,. A estatistica WK;(5!) foi considerada por Pregibon (1981)
e Tang, Wei e Wang (2000) para os modelos lineares generalizados e os modelos

nao-lineares reprodutivos, respectivamente.

4.2 Modelo de mudanca de médias

Como foi descrito na primeira secao do Capitulo 3, avaliar se a i-ésima ob-
servacao na amostra pode ser considerada como outlier (observacao extrema ou

aberrante) consiste em testar a seguinte hipGtese

Hy: pi=py

Hy:opi # 3
Nesta secao avaliamos a hipdtese descrita acima levando em conta a estrutura
do modelo de regressao, o que é feito testando hipdteses sobre a inclusao de

parametros no modelo de interesse. Ou seja, testar se a i-ésima observacao é um

outlier consiste em avaliar a adequabilidade do seguinte modelo

4.13
yi = 1i(B, ) + €, ( )
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em que a fun¢ao p;(B,7) é continua e duplamente diferenciavel com respeito ao
vetor de parametros 8" =(8",7)". Adicionalmente, assumimos que existe 7° no
espaco paramétrico tal que p;(B,7°) = pi(B). Assim, avaliar se a i-ésima ob-

servacao pode ser considerada como outlier consiste em testar a seguinte hipdtese
Hy: v=17°
Hy: v#7°

A metodologia para identificar outliers descrita acima é denominada modelo de

(4.14)

mudanga de médias (MSOM), e tem sido utilizada por muitos autores, como, por
exemplo, Cook e Weisberg (1982), Wei e Fung (1999), Tang, Wei e Wang (2000),
Fung et al (2002), Sun e Wei (2004), entre outros. A hipdtese em (4.14) pode
ser avaliada usando o teste da razao de verossimilhancas. Este teste nao depende
da relagcao funcional entre u; e 7, ou seja, é invariante a parametrizacao de -.
Portanto, podemos assumir qualquer forma para a funcao u;(83,7), como, por

exemplo, a seguinte

)LL]:)LL](/B)’ j;’éiaj:]-a"'ana

i = pi(B) + 1, (4.15)
ou

p=p1(B) +biv,
em que g = (f1,...,1,)", € b; é um vetor coluna de dimensao n com “um” na

i-ésima posi¢ao e “zero” nos outros elementos. A componente sistematica (4.15)
pode ser usada para aplicar o modelo de mudanca de médias em modelos com
componentes sistematicas lineares. Desta maneira, v é um parametro extra que
indica a presenca de outliers. Se o valor de v é diferente de zero entao a i-ésima
observacao é um outlier.

De Cox e Hinkley (1974), a estatistica do teste da razao de verossimilhangas

para avaliar a hip6tese (4.14) pode ser escrita como
&= 2{L(0,) — L(6)},

em que 9,,“ = (,Bml, Yimis éml)T é 0 estimador de maxima verossimilhanca de 6 no
modelo (4.13), e 0 = (BT, yo,é)T, sendo 0 = (BT, qB)T a estimativa de méaxima
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verossimilhanca de @ no modelo de interesse. Valores “grandes” na estatistica &,
indicam que v ¢ significativamente diferente de ~°, evidenciando que a i-ésima
observacao é um outlier. Para grandes tamanhos da amostra, a estatistica &,

pode ser comparada com a distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade.

Teorema 2. Para o modelo de dele¢cao de casos (4.1) e o modelo para iden-
tificar outliers (4.13) se os respectivos estimadores de mdzima verossimilhanga

~

sao unicos, entao para grandes tamanhos da amostra temos que Bml = By ¢
Prova: No modelo de mudanca de médias (MSOM) temos que os estimadores de

maxima verossimilhanca de 6 verificam as seguintes equacoes

Us(0) = % > u(z)zd; + ﬁ?)(zi)zidi -0, (4.16)

j#
Up(0) = — 2+ =S ()2 + —o(z)22 = 0 (4.17)
6(0) = ——+ — v(zj)z; + s7v(zi)z =0, .
2 " 29 £ 2
1
U,(0) = —=v(%)zd, =0, (4.18)

Vo

em que d, = dp(B,7)/0y. Supondo que d, é diferente de zero em alguma
regiao temos de (4.18) que ul(Bmz,@ml) = y;, 0 que implica que z; = 0. Entao,
substituindo (4.18) nas equacoes (4.17) e (4.16) temos que B3, e ¢m; verificam
as seguintes equagoes, as quais nao dependem da relacao funcional entre p;(3, )

e 0 parametro y

Por outro lado, para o modelo de dele¢ao de casos (CDM) temos que é(i) verifica
as equagoes 0L(;)(0)/00 = 0. Estas equagoes podem ser expressas na seguinte
forma

> ulz)zd; =0,

Jj#i

1 ) 1
—§ N2=1——.
n U(ZJ)Z] n

JjFi
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Entao, como os estimadores de maxima verossimilhanca nos modelos de delecao
de casos (CDM) e de mudanga de médias (MSOM) sao tnicos, e para grandes
tamanhos da amostra as equacoes que determinam estes estimadores sao equiva-

lentes, podemos concluir que para amostras grandes Bml = B(i) e éml = é(i). O

4.2.1 Estudo de simulacao

No Capitulo 3 deste trabalho observamos que em modelos onde o erro se-
gue distribuicoes como t-Student, ¢-Student generalizada, exponencial poténcia
e logistica tipo II, as caudas da distribuicao de tp(z;)/0, estao muito préximas
das caudas da distribuicao normal padrao. Além disso, podemos usar o Lema
3 do Apéndice A para mostrar que a estatistica t3,(2;) converge em distribui¢ao
para t%(z;). Assim, para grandes tamanhos da amostra, a estatistica t2(2;) pode
ser aplicada para identificar outliers usando como referéncia as caudas da distri-
buicao qui-quadrado com um grau de liberdade. Contudo, existem distribuicoes
pertencentes a classe simétrica nas quais a proximidade entre as caudas da dis-
tribuicao de tp(z;)/0, e da normal nao é verificada. Nesses casos podemos usar
a estatistica t°(%;), pois do Lema 3 do Apéndice A podemos concluir que #3(Z;)
converge em distribuicao para tQQ(zl) Assim, para grandes tamanhos da amos-
tra, a estatistica t*QQ(éi) pode ser aplicada para identificar outliers usando como
referéncia as caudas da distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade.

Com o objetivo de avaliar e comparar o desempenho dos testes para identificar
outliers baseados nas estatisticas &, 177(2;) e t§*(%), desenvolvemos um estudo
de simulacao. Para este estudo consideramos o modelo de mudanca de médias
(MSOM) com a componente sistematica descrita pela expressao (4.15). Para a
funcao p;(B) consideramos a curva de Michaelis-Menten (veja expressao 2.5). A
componente aleatéria estd baseada na distribuicao ¢-Student com v = 4 graus de
liberdade. Os valores para v, = 7/¢1/2 sao 0,5; 0,8; 1,38; 2,07; 2,77; 4,15; 5,54 e
6,92. Os parametros do modelo sao 1 = 212, 8, = 0,0641 e ¢ = 1,5. Os valores
da varidvel explicativa sao mantidos fixos ao longo do processo de simulacao e
sao gerados seguindo distribuicao uniforme no intervalo (0,1). Os tamanhos das
amostras considerados sao n = 10,20,30 e 50. O numero de réplicas de Monte
Carlo ¢ 10000.
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Inicialmente, comparamos o tamanho dos testes baseados nas estatisticas con-
sideradas, isto é feito supondo que as caudas da distribuicao qui-quadrado com
um grau de liberdade podem ser usadas como referéncia. No Quadro 4.2 apre-
sentamos os resultados desta comparacao. Neste quadro podemos observar que
para as estatisticas t37(2;) e t,*(%;) o tamanho do teste estd muito préximo do
nivel nominal. Entretanto, para a estatistica &;, as taxas empiricas de rejeicao sao
significativamente maiores que os niveis nominais, indicando que para amostras
pequenas as caudas da distribuicao qui-quadrado nao podem ser usadas como

referéncia para esta estatistica.

Quadro 4.2 Tamanho dos testes para identificar outliers no modelo de Michaelis-
Menten quando o erro seque distribuicao t-Student com v =4 graus de liberdade.

n a te5 (%) 53 (2:) £

10 | 010 | 01237 01244 02510
0,05 0,0702 0,0702 0,1674
0,01 0,0188 0,0184 0,0652
20 0,10 0,1167 0,1173 0,2087
0,05 | 00672 00672 0,312
0,01 0,0154 0,0149 0,0468
30 0,10 0,1086 0,1091 0,1897
0,05 0,0560 0,0560 0,1161
0,01 0,0145 0,0145 0,0359
50 0,10 0,1055 0,1056 0,1822
0,05 0,0522 0,0519 0,1079
0,01 0,0123 0,0119 0,0349

Para garantir uma maior comparabilidade entre as estatisticas estudadas,
obtemos os percentis da distribuicao empirica de &, os quais sao usados para
construir a regiao de rejeicao para o teste baseado nesta estatistica. Para as
estatisticas t},°(2;) e t5’(2;) usamos as caudas da distribuicao qui-quadrado com
um grau de liberdade. Nos Quadros 4.3 a 4.6 apresentamos o poder empirico
do teste para todos os valores de v, considerados. Notamos que na maioria dos

casos, o poder do teste cresce a medida que o tamanho da amostra aumenta. Este
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comportamento também é observado quando o valor de v, se afasta de zero. A
principal conclusao do estudo de simulacao é que o desempenho dos testes para
identificar outliers baseados nas estatisticas },7(%;), t5°(%) e &, é muito similar.
Entretanto, propomos usar os testes baseados nas estatisticas t}7(%) e t5*(2),
pois o teste da razao de verossimilhancas é mais “custoso” computacionalmente.
Além disso, como foi observado no estudo de simulacao, a comparacao da es-
tatistica &, com a distribuicao qui-quadrado com um grau de liberdade pode ser
inadequada para amostras pequenas, o qual dificulta a avaliacao da magnitude

da estatistica &, e em conseqiiéncia a identificagao de outliers.

Quadro 4.3 Poder empirico do teste para identificar outliers no modelo de
Michaelis-Menten para v, =0,5 e 0,8 quando o erro seque distribui¢do t-Student
com v =4 graus de liberdade.

75 =0,5 7 =0,8 |
BEE) () &, s () & |
10 0,10 0,1398 0,1402 0,1303 0,1668 0,1675 0,1503
0,05 0,0775 0,0775 0,0552 0,0926 0,0926 0,0655
0,01 0,0220 0,0215 0,0114 0,0266 0,0261 0,0132
20 0,10 0,1331 0,1341 0,1246 0,1652 0,1657 0,1598
0,05 0,0752 0,0751 0,0526 0,0875 0,0874 0,0645
0,01 0,0183 0,0177 0,0112 0,0227 0,0220 0,0132
30 0,10 0,1232 0,1239 0,1132 0,1530 0,1537 0,1516
0,05 0,0642 0,0642 0,0576 0,0786 0,0783 0,0695
0,01 0,0171 0,0168 0,0114 0,0191 0,0185 0,0127
50 0,10 0,1234 0,1238 0,1163 0,1491 0,1493 0,1424
0,05 0,0624 0,0621 0,0595 0,0764 0,0758 0,0719
0,01 0,0144 0,0136 0,0107 0,0169 0,0159 0,0125
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Quadro 4.4 Poder empirico do teste para identificar outliers no modelo de
Michaelis-Menten para v, =1,38 e 2,07 quando o erro seque distribuicao t-Student
com v =4 graus de liberdade.

ve =1,38 v = 2,07 ‘

() t3(z) & t3(2) 32 & |
10 0,10 0,2526 0,2535 0,2057 0,3991 0,4000 0,3827
0,05 0,1489 0,1489 0,1002 0,2539 0,2539 0,2219
0,01 0,0387 0,0385 0,0206 0,0733 0,0710 0,0692
20 0,10 0,2462 0,2470 0,2121 0,4069 0,4080 0,3945
0,05 0,1489 0,1489 0,1046 0,2610 0,2607 0,2567
0,01 0,0358 0,0346 0,0211 0,0689 0,0667 0,0583
30 0,10 0,2516 0,2520 0,2323 0,4335 0,4344 0,4131
0,05 0,1402 0,1400 0,1215 0,2658 0,2650 0,2609
0,01 0,0280 0,0268 0,0177 0,0554 0,0536 0,0532
50 0,10 0,2576 0,2580 0,2466 0,4679 0,4683 0,4649
0,05 0,1317 0,1307 0,1249 0,2668 0,2651 0,2593
0,01 0,0237 0,0229 0,0177 0,0429 0,0413 0,0410

Quadro 4.5 Poder empirico do teste para identificar outliers mo modelo de
Michaelis-Menten para v, =2,77 € 4,15 quando o erro seque distribuicdao t-Student
com v =4 graus de liberdade.

Vs = 2,77 vy = 4,15 ‘
O R € N7 C) & 12(5) () & |
10 0,10 0,5728 0,5736 0,4960 0,8325 0,8333 0,7862
0,05 0,3991 0,3989 0,2947 0,7000 0,7000 0,5926
0,01 0,1323 0,1305 0,0658 0,3225 0,3182 0,1882
20 0,10 0,5986 0,5995 0,5498 0,8741 0,8745 0,8549
0,05 0,4236 0,4235 0,3420 0,7693 0,7693 0,6865
0,01 0,1363 0,1323 0,0765 0,3787 0,3717 0,2524
30 0,10 0,6375 0,6386 0,6132 0,9027 0,9029 0,8931
0,05 0,4532 0,4522 0,4180 0,8027 0,8026 0,7773
0,01 0,1161 0,1122 0,0669 0,3862 0,3769 0,2535
50 0,10 0,6886 0,6894 0,6736 0,9295 0,9297 0,9261
0,05 0,4797 0,4787 0,4619 0,8457 0,8448 0,8353
0,01 0,0909 0,0866 0,0656 0,3577 0,3453 0,2678
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Quadro 4.6 Poder empirico do teste para identificar outliers no modelo de
Michaelis-Menten para vs =5,54 € 6,92 quando o erro seque distribuicao t-Student
com v =4 graus de liberdade.

vy = 5,54 vs = 6,92 ‘

() t3(z) & t3(2) 32 & |
10 0,10 0,9461 0,9464 0,9292 0,9843 0,9843 0,9792
0,05 0,8811 0,8811 0,8159 0,9588 0,9587 0,9322
0,01 0,5762 0,5695 0,3784 0,7737 0,7676 0,5985
20 0,10 0,9696 0,9697 0,9662 0,9917 0,9917 0,9908
0,05 0,9357 0,9356 0,9047 0,9837 0,9837 0,9764
0,01 0,6943 0,6876 0,5355 0,8935 0,8904 0,7999
30 0,10 0,9811 0,9813 0,9786 0,9951 0,9951 0,9947
0,05 0,9557 0,9555 0,9488 0,9904 0,9904 0,9893
0,01 0,7274 0,7189 0,5840 0,9227 0,9193 0,8496
50 0,10 0,9836 0,9836 0,9829 0,9949 0,9949 0,9946
0,05 0,9660 0,9659 0,9646 0,9908 0,9908 0,9905
0,01 0,7470 0,7355 0,6596 0,9390 0,9347 0,9051

n (67

4.3 Grafico da variavel adicionada

Um dos objetivos principais da aplicacao de modelos de regressao para a
analise estatistica de dados consiste na obtencao de um modelo que descreva ade-
quadamente a relacao entre a variavel resposta e as variaveis explicativas. Este
modelo, além de considerar a menor quantidade de parametros possivel, deve ter
grande descricao do fendmeno em estudo. Para a obtencao deste modelo podemos
estudar a adequabilidade da componente sistematica avaliando a entrada e saida
de parametros do modelo. Assim, avaliamos se a inclusao de um novo parametro
incrementa significativamente a capacidade descritiva do modelo. Por outro lado,
avaliamos se 0 modelo pode ser expresso de uma maneira mais simples, ou seja,
avaliamos se um modelo com um nimero de parametros menor, apresenta uma
capacidade descritiva similar a do modelo atual. Entretanto, estes procedimentos
nao podem identificar diretamente as observacoes que estao contribuindo para a
entrada ou saida de parametros do modelo, ou seja, nao podem determinar se
as conclusoes obtidas dos testes de significancia sao atribuiveis ao efeito de umas

poucas observacoes ou, se pelo contrario, sao determinadas pela totalidade da
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amostra. Cook e Weisberg (1982) e Wang (1985) descrevem métodos graficos
para identificar as observacoes que estao contribuindo e aquelas que estao se des-
viando da relacao descrita pela hipotese avaliada. Assim, estes métodos podem
ser usados conjuntamente com os testes de hipdteses para incrementar a eficacia
do processo de procura do “melhor” modelo. Nesta secao apresentamos uma ex-
tensao para os modelos simétricos de regressao dos métodos gréaficos descritos por

Wang (1985) para os modelos lineares generalizados.

4.3.1 Testando a inclusao de parametros

Consideramos o modelo simétrico de regressao com a seguinte estrutura

yi = 1i(B) + €, 1=1,...,n. (4.19)

O estimador de maxima verossimilhanca de 6 neste modelo é denotado como
A 2. T n . ’ . . . ~

0 = (B ,¢9)". Assumimos que é de interesse avaliar a inclusio de um novo
parametro na componente sistematica, ou seja, queremos avaliar a adequabilidade

do seguinte modelo

yi = 1 (B,7) + €, i=1,...,n. (4.20)

Neste modelo, o estimador de maxima verossimilhanca do vetor de parametros 6
¢ denotado por éc = (BCT, Ve éC)T. Para avaliar a adequabilidade deste modelo,
supomos que existe 7°, ponto interior do espa¢o paramétrico, tal que p;(8,7°) =
pi(B). Entao, avaliamos estatisticamente a adequabilidade do modelo (4.20) tes-

tando a seguinte hipdtese
Hy: v=19°
Hy: v #9°

Se 7y é significativamente diferente de 7° entao o modelo (4.20) serd mais adequado

(4.21)

que o modelo (4.19) para descrever o conjunto de dados em estudo. De (2.9) e
(2.12) temos que a funcao de escore para 7 e a matriz de informagao esperada

para 8 = (B",7)" no modelo (4.20) podem ser escritas como

U, (6) = %dimv)(y )
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Ad, .
Kﬂ*ﬂ* == #(Dﬂ*DB*),

_ _ (9 O \ ™ L
em que Dg. = (Dg,d,), sendo d, = Gy ) Em conseqiiéncia, a
Y Y
variancia assintética do estimador de maxima verossimilhanca de v pode ser ex-
pressa na seguinte forma

C RTR,),

Var(%) = 1,

em que R, = (I - H)d, e H = Dg(D;Dg) 'Dj. Assim, o teste escore para

avaliar a hipdteses em (4.21) pode ser escrito na forma abaixo

& = {UL(O)Var(1)U,(0)}],_,.
= {%(yu)TD(V)d [4(2 Ry R, )H d,D(v )(y“)} 0=
= {01(d))(y — )" D(p)d,(RIR,) Do)y ) }| .

~0 2 T n . . . . ~
em que 8, = (B ,7°,¢)". Da convergéncia do processo iterativo de estimagao de

0 no modelo (4.19) temos que

{@-H)Z}|,_sp = {DO)(y — 1) }y_ e (4.22)

em que Z = D(p)(y — p) + DgB. Substituindo (4.22) na expressio para a

estatistica &g obtemos

4d, - fa A s s
{s = ¢ —7Z (I - H)dv(Rng) 1d§7(1 - H)Za
em que R, = (I - H)d,, com d, = d,|j.. Dado que a matriz H ¢é simétrica e
idempotente temos que

~ ~

(4dy)[(RIR,)'RIR.][(RIR,)'RIR,]
¢(R§ R,)!

s =

3

com R, = (p(20) (g1 = 1), - -, p(Zn) (Yn — fin)) " Assim, a estatistica &g pode ser

considerada como a estatistica de Wald para testar a significancia do parametro
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v no seguinte modelo linear passando pela origem

f{Z = ’yf{7 + €,
E(e) =0, (4.23)
¢
Var(e) = -1
ar(e) = -1,

g
onde ¥ = (f{VT f{v)*lfig R,. Entdo, &g é equivalente A estatistica de Wald para
avaliar a hip6tese Hy : v = 0 vs. H; : v # 0 no modelo (4.23). Portanto, um
grafico de 15{7 contra R, pode fornecer informacoes sobre a evidéncia dessa re-
gressao, indicando quais observacoes estao contribuindo e quais estao se desviando

da relacao descrita pela hipétese (4.21).

4.3.2 Testando a exclusao de parametros do modelo

Seja p; = pi(B*,v) a componente sistemética do modelo em estudo. Nosso
interesse ¢ avaliar se o modelo pode ser formulado em uma maneira mais simples,
em particular, queremos saber se a exclusao do parametro v da componente
sistematica do modelo afeta significativamente a capacidade descritiva do mesmo.
Para isto, assumimos que existe 7°, ponto interior do espaco paramétrico, tal que

wi(B*,v°) = ui(B*). Entao, testamos a seguinte hipotese
Hy: v=19°
Hy: v #7°

Se 7 é significativamente diferente de v° entao o modelo com a componente sis-

(4.24)

tematica pu;(B",y) sera mais adequado para descrever o conjunto de dados em
estudo. A hip6tese (4.24) pode ser avaliada usando, por exemplo, a estatistica de
Wald. Da convergéncia do processo iterativo de estimacao de @ (veja expressao

2.16) temos que

B=(D}D;) 'D}Z, (4.25)
em que Dg= (Dg-,d,), Dg-=0p/0B", d :(% a'un)Te,B:(,B*T'y)T
B B Gy ) B > Y 8’7 1t a'}/ ’ ) .

Da expressao (4.25) temos que
B"| |(DiD,) D} I-(R'R,)'d,d!(I-H")|Z (1.26)

¥ —~(R'R ) 'd)(I-H")Z
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com H* = D;.(D5.Dj.) 'Dj.. A estatistica de Wald para testar a hipétese

(4.24) pode ser escrita na seguinte forma
_ A0)\2
§w = 0=y (7 ) : (4.27)

Susbtituindo (4.26) em (4.27)

(4d,)[(R7R,) 'dZ(I - H)Z +°]
JRIR,)! '

§w =

Como a matriz H* é simétrica e idempotente podemos reescrever &y como

(4d))[(R’R,) 'RIR: 2
HRIR,)!

~

Ew =

3

em que R* = [(I — H)Z + 7°R,,]. Assim, &y pode ser considerada como a
estatistica de Wald para testar a significancia do parametro v no seguinte modelo

linear passando pela origem

R, = 7R, +¢,
E(e) =0, (4.28)
Var(e) = 4%;91,

onde ¥ = (IA{VT f{V)*lf{VT f{’z‘ Entao, &y é equivalente & estatistica de Wald para
avaliar a hipétese Hy : v = 0 vs. H; : 7 # 0 no modelo (4.28). Portanto, um
grafico de lf{7 contra lf{;‘ pode fornecer informacoes sobre a evidéncia dessa re-
gressao, indicando quais observacoes estao contribuindo e quais estao se desviando

da relacao descrita pela hipdtese (4.24).



CAPITULO 5

Exemplos

5.1 Coelhos Europeus na Australia

Para ilustrar a aplicacao das medidas estudadas neste trabalho, consideramos
o conjunto de dados descrito em Ratkowsky (1983), cujo interesse principal é
relacionar o peso das lentes dos olhos de coelhos europeus, y (em mg) e a idade do
animal, z (em dias), em uma amostra de 71 observacoes. Este conjunto de dados
pode ser encontrado no Apéndice C. A motivacao para o uso deste conjunto de
dados é a suspeita da presenca de outliers quando este é analisado com o modelo
de resposta normal. Este conjunto de dados tem sido analisado em Cysneiros,
Paula e Galea (2005) e Galea, Paula e Cysneiros (2005) sob o enfoque de influéncia
local. Estes autores propuseram analisar este conjunto de dados usando o seguinte

modelo

B . .
i = ex — e, 1=1,...,71,
Y p<B1 p—H

em que ¢; ~ S(0,¢) sao variaveis aleatorias mutuamente independentes. Consi-
deramos tres distribuicoes para o erro além da normal, que sao as distribuicoes
t-Student com v = 4 e 10 graus de liberdade e a distribuicao logistica tipo II.
Na Figura 5.1 apresentamos um grafico que descreve a relacao entre a idade e o
peso das lentes dos olhos dos coelhos europeus. Neste gréafico é possivel observar
que a variabilidade na resposta cresce com a idade do animal, justificando o uso
de um modelo em que o erro é multiplicativo. No Quadro 5.1 apresentamos as

estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do modelo para todas as

7
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Figura 5.1 Grdfico de dispersao do peso das lentes dos olhos contra idade de
coelhos europeus.
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distribuicoes do erro consideradas.

Quadro 5.1 Estimativas de mdzima verossimilhan¢a (erro padrdo) para alguns
modelos simétricos ajustados aos dados dos coelhos europeus.

Parametro
B 165 Bs ¢
95,6399 130,5837 37,6028 0,0037
(0,019) (5,602) (2,273) (0,0006)

Normal

95,6333 127,5395 36,0785 0,0028

t-Student (v = 10)
(0,018)  (5,096)  (2,061)  (0,0005)

95,6313 126,2899 35,2958 0,0020

t-Student (v = 4)
(0,016)  (4,646)  (1,871)  (0,0004)

9,6330 127,2577 35,8639 0,0010

Logistica tipo II
(0,017) (4,992) (2,015) (0,0002)
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Neste quadro podemos observar que as estimativas de maxima verossimilhanca
dos parametros de locacao sao muito similares para todos os modelos considera-
dos. Observamos também que a medida que a distribuicao para o erro do modelo
tem caudas mais pesadas, a estimativa do parametro de dispersao ¢ diminui, indi-
cando que parte da variabilidade observada na resposta esta sendo explicada pela
distribuicao assumida para o erro do modelo. Por outro lado, observamos que
os parametros sao altamente significativos em todos os modelos, porém, os erros
padroes das estimativas dos parametros de locacao sao menores para o modelo
de resposta t-Student com v = 4 graus de liberdade.

Com o objetivo de avaliar a qualidade do ajuste do modelo, bem como de
avaliar graficamente possiveis afastamentos da suposicao de homoscedasticidade,
apresentamos na Figura 5.2 um grafico dos valores ajustados contra o residuo
5,(2;) para todos os modelos considerados. Nestes graficos nao é possivel obser-
var um comportamento sistematico de |t3,(Z;)| em relagao a ji;, indicando que
a variancia da resposta nao depende da média e que a suposicao de variancia
constante é razoavel. Por outro lado, notamos que as observacoes 4, 5, 16, e
17 aparecem em destaque para todos os modelos considerados, indicando que ne-
nhum dos modelos descreve adequadamente o comportamento destas observacoes.
Além disso, notamos que a qualidade do ajuste das observacoes 1, 2 e 3 é maior
nos modelos de resposta t-Student e logistica tipo II do que no modelo de resposta
normal. Para as observacoes restantes concluimos que a qualidade do ajuste é
muito similar em todos os modelos considerados.

Para avaliar conjuntamente a qualidade do ajuste para todas as observacoes
na amostra, apresentamos na Figura 5.3 o grafico normal de probabilidades com
envelope do residuo t3,(Z;) para todos os modelos considerados. Nestes graficos
podemos observar que a qualidade do ajuste global para os modelos de resposta
normal e ¢-Student(10) é muito similar. Além disso, notamos que para os modelos
de resposta t-Student(4) e logistica tipo II todas as observagoes estao dentro das
bandas de confianca. Entretanto, o comportamento do grafico normal de proba-
bilidades com envelope para o modelo de resposta t-Student(4) mostra uma leve
superioridade, indicando que este modelo pode ser mais adequado para descrever
o conjunto de dados em estudo.

Para a identificacao de outliers consideramos as estatisticas &, e t37(Z) discuti-

das no capitulo 4 deste trabalho. Na Figura 5.4 apresentamos um grafico no qual
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Figura 5.2 Grdfico de residuos t},(Z;) contra os valores ajustados para o exemplo

dos coelhos europeus.
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Figura 5.3 Grdfico normal de probabilidades com envelope para o exemplo dos
coelhos europeus.
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comparamos estas duas estatisticas. Inicialmente, observamos que as estatisticas
& e th2(2) sdo muito similares em todos os modelos considerados, indicando que
a informacao fornecida por estas ¢é equivalente. Em segundo lugar, notamos que
as observacoes 4, 5, 16, e 17 podem ser consideradas como outliers, pois estas

observacoes aparecem destacadas em todos os graficos.

Figura 5.4 Grdfico das estatisticas &y, e t37(2) contra o indice das observagoes para
o exemplo dos coelhos europeus. As estatisticas &g, e t37(2) sdo representadas por
e ¢ A, respectivamente.
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A seguir, avaliamos a influéncia das observacoes nas estimativas dos parametros
do modelo, para isto, usamos a medida denominada DG(@(I-)), desenvolvida no
Capitulo 4 deste trabalho. Para avaliar a influéncia das observacoes na estimativa
de B, apresentamos na Figura 5.5 o grafico de DGﬂ(é(Ii)) contra o indice das ob-
servacoes para todos os modelos considerados. Podemos notar que as observacoes
1, 3, 4, 5, 16 e 17 aparecem destacadas para o modelo de resposta normal, evi-
denciando que a influéncia das mesmas na estimativa de 3 é significativamente
maior que a influéncia das outras observacoes. Galea, Paula e Cysneiros (2005)
identificam que os pontos 1, 2 e 3 sao pontos de alavanca. Pode-se notar também
que a influéncia destas observacoes ¢ menor para os modelos em que a distribuicao
para o erro tem caudas mais pesadas do que a normal. Em particular, o modelo
de resposta t-Student com 4 graus de liberdade se apresenta mais robusto, pois
este modelo consegue reduzir a influéncia destas observagoes. Em segundo lugar,
estudamos a influéncia das observagoes na estimativa do parametro de dispersao
¢, para isto, apresentamos na Figura 5.6 o grafico de DG¢(9(Z-)) contra o indice
das observacoes para todos os modelos considerados. Nesta figura podemos notar
que as observacoes 4, 5, 16 e 17 aparecem destacadas em todos os graficos, o
que evidencia que estas observacoes tém uma influéncia desproporcional na esti-
mativa de ¢. Entretanto, notamos também que a influéncia destas observacoes
é menor para os modelos em que a distribuicao assumida para o erro tem cau-
das mais pesadas do que a normal. Além disso, observamos que no modelo de
resposta t-Student(4) a estimativa de ¢ é menos afetada pelas observagoes extre-
mas do que nos outros modelos considerados. A principal conclusao desta analise
de diagnéstico, é que o modelo de resposta t-Student(4) é mais robusto frente
as observacoes aberrantes, portanto, este modelo pode ser mais adequado para
descrever o conjunto de dados em estudo.

No Quadro 5.2 apresentamos a variacao das estimativas de maxima veros-
similhanca dos parametros do modelo quando as observacoes 4, 5, 16 e 17 sao
excluidas. Vale salientar que a variacao considerada corresponde a 100 x (B([) —
/3’)//3’, I = {4,5,16,17}. Neste quadro podemos observar que, como esperado,
a eliminacao das observagoes extremas produz uma reducao na estimativa do
parametro de dispersao ¢ em todos os modelos. Notamos também que a eli-
minacao destas observacoes produz menores mudancas nas estimativas do modelo

de resposta t-Student(4) do que nas estimativas dos outros modelos considerados.
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Figura 5.5 Grdfico de DGg(éfZ-)) contra o

dos coelhos europeus.
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dos coelhos europeus.

Figura 5.6 Grafico de DGaﬁ(éé)) contra o indice das observacoes para o exemplo
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Quadro 5.2 Mudancas percentuais nas estimativas dos parametros nos modelos
ajustados aos dados dos coelhos depois de excluidas as observagoes (4, 5, 16, 17).

Parametro
b1 B B3 ¢
Normal -0,28  -5,63 -10,03 -43.13

t-Student (v = 10) | -0,13 -2,95  -562  -35,06

t-Student (v = 4) -0,06  -1,32 -2,65 -26,98

Logistica tipo II -0,10  -2.43 -4,66 -34,23

Para avaliar a influéncia das observacoes na significancia estatistica dos para-
metros do modelo, utilizamos as ferramentas graficas desenvolvidas no Capitulo
4 deste trabalho. Como ilustracao, avaliamos a influéncia das observacoes na
significancia estatistica de 3. Para isto, apresentamos na Figura 5.7 um gréfico de
R53 contra IE{Z em que podemos observar que para todos os modelos considerados
a maioria das observacoes estao contribuindo para a significancia estatistica de
B3. Além disso, notamos que embora as observacoes 1, 2, 3 e 4 apresentem
valores atipicos em f{53, estas contribuem para a significancia estatistica de (3
em todos os modelos. Notamos também que no modelo de resposta normal,
as observacoes 16 e 17 nao estao contribuindo para a significancia estatistica
de (B3. Concluimos que para todos os modelos considerados o parametros (3
contribui significativamente para a descricao do comportamento da maioria das
observacoes, o que justifica a presenca deste parametro na componente sistematica
dos modelos ajustados.

Concluimos que, dado que o modelo de resposta t-Student com v = 4 graus de
liberdade é mais robusto frente as observacoes extremas do que os outros modelos
considerados, este modelo pode ser mais adequado para descrever o fenémeno em
estudo. Como ilustragao, apresentamos na Figura 5.8 uma comparagao das me-
didas de influéncia baseadas em é(i) com as baseadas na aproximagao a um passo
@(IZ-) para o modelo de resposta t-Student(4). Nesta figura é possivel observar que,
na maioria dos casos, a apromixacao a um passo apresenta um bom desempenho,
pois a informacao fornecida pelas medidas baseadas em é(i) e 9(12) é equivalente.
O programa na linguagem R utilizado para o ajuste e o cdlculo das medidas
de diagndstico para o modelo de resposta t-Student(4) pode ser encontrado no
Apéndice D.
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Figura 5.7 Grdfico do parametro excluido (Ps) para o exemplo dos coelhos euro-
peus.
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~

Figura 5.8 Comparagio das medidas de influéncia baseadas em 6 ;) com as basea-
N
das na aprorimagao a um passo 0y para o modelo de resposta t-Student(4) no

. N
exemplo dos coelhos. As medidas baseadas em 6 e 0 ;) sao representadas por e
e A, respectivamente.
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5.2 Concentracao de Cloro

Como um segundo exemplo, consideramos o conjunto de dados analisado em
Draper e Smith (1998), que corresponde a um experimento desenvolvido com o
objetivo de explicar a concentracao de cloro disponivel num produto, y em relacao
ao tempo desde que o mesmo foi fabricado, x (em semanas), em uma amostra
de 44 observacoes. Este conjunto de dados pode ser encontrado no Apéndice
E. Smith e Dubey (1964) propuseram analisar este conjunto de dados usando o

seguinte modelo
y; = B+ (0,49—61)exp(—52(.ri —8)) + €, i=1,...,44,

em que x; > 8, f; < 0,49 e ¢; ~ N(0, ¢) sao varidveis aleatorias mutuamente in-
dependentes. O parametro 5 representa o grau e a direcao da associacao entre a
variavel resposta e a variavel explicativa. Se 3, > 0, ; representa uma assintota
horizontal que corresponde ao valor minimo que pode assumir a resposta. A
motivacao para o uso deste conjunto de dados é a presenca de outliers quando o
mesmo ¢ analisado com o modelo de resposta normal. Sendo assim, consideramos
duas distribuicoes para o erro além da normal, que sao a distribuicao t-Student
com v = 3 graus de liberdade e a distribuicao exponencial poténcia com k£ = 0, 5.
Como ilustracao, apresentamos na Figura 5.9 um grafico que descreve a relacao
entre a concentracao de cloro disponivel no produto e o tempo em semanas desde

sua fabricacao para uma amostra de 44 observacoes.

Figura 5.9 Grdfico de dispersao da concentra¢ao de cloro disponivel no produto e
o tempo em semanas desde sua fabricacdo.
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No Quadro 5.3 apresentamos as estimativas de maxima verossimilhanca dos
parametros do modelo para todas as distribuicoes do erro consideradas. Neste
quadro é possivel observar que os parametros sao “altamente” significativos em
todos os modelos. Também podemos notar que os erros padroes das estimativas
de méxima verossimilhanca sao menores para o modelo de resposta t-Student(3).
Além disso, notamos que a estimativa de Sy é maior para o modelo de resposta
t-Student(3), indicando que a estimativa da forca da associacao entre a variavel

explicativa e a variavel resposta ¢ maior neste modelo.

Quadro 5.3 Estimativas de mdzima verossimilhanca (erro padrdo) para alguns
modelos simétricos ajustados aos dados da concentracao de cloro.

o Parametro
Distribuicao
B B2 ¢
0,3900 0,1000 0,00010
Normal

(0,0049)  (0,0127)  (0,00002)

0,3916 0,1064  0,00005

t-Student (v = 3)
(0,0037)  (0,0107)  (0,00002)

0,3911 0,1045 0,00004

Exponencial poténcia (k = 0,5)
(0,0041)  (0,0115)  (0,00001)

Para avaliar a qualidade do ajuste de cada observacao em cada modelo con-
siderado, apresentamos na Figura 5.10 um grafico dos valores ajustados contra
o residuo t7,(2;). Nesta figura podemos notar que as observacoes 10, 17 e 18
aparecem destacadas em todos os graficos, evidenciando que os modelos ajusta-
dos nao descrevem adequadamente o comportamento destas observacoes. Além
disso, para o modelo de resposta normal a observacao 35 foi destacada. Entre-
tanto, os modelos de resposta ¢-Student e exponencial poténcia conseguem uma
melhor descricao destas observacoes do que o modelo de resposta normal. Para
as observacoes restantes concluimos que a qualidade do ajuste é muito similar em
todos os modelos considerados. Notamos também que nos graficos de residuos
nao é possivel observar uma tendéncia de |t},(2;)| em relagao aos valores ajusta-
dos, o que indica que a suposicao de homoscedasticidade é razoavel. Para avaliar

a qualidade do ajuste conjuntamente para todas as observacoes, apresentamos
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na Figura 5.11 o grafico normal de probabilidades com envelope para todos os
modelos considerados. No caso da distribuicao normal pode-se observar que este
modelo nao descreve adequadamente o conjunto de dados. Para os outros mode-
los considerados os gréaficos de envelope nao apresentam nenhum comportamento

nao usual.

Figura 5.10 Grdfico de residuos t},(Z2;) contra os valores ajustados para o exemplo
da concentracao de cloro.
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Figura 5.11 Grdfico normal de probabilidades com envelope para o exemplo da
concentracao de cloro.
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Na Figura 5.12 podemos notar que para o modelo de resposta normal as
observacoes 10, 17, 18, 35, 39 e 40 aparecem destacadas, evidenciando uma in-
fluéncia desproporcional destas observacoes na estimativa de 8. Além disso, para
os modelos com caudas mais pesadas, os pontos destacados tem uma menor in-
fluéncia do que aqueles destacados pelo modelo normal. Vale salientar que as
observacoes 39 e 40 também aparecem destacadas para os modelos de resposta
t-Student e exponencial poténcia. A principal conclusao desta analise de diag-
nostico é que os modelos em que o erro segue uma distribuicao com caudas mais
pesadas do que a normal sao mais robustos. Em particular, o modelo de res-
posta t-Student(3) consegue controlar a influéncia das observagoes extremas na
estimativa de 8. Em segundo lugar, estudamos a influéncia das observacoes na
estimativa do parametro de dispersao ¢, onde uma analise similar pode ser veri-
ficada (veja Figura 5.13). Sendo assim, o modelo #-Student(3) é o mais robusto
que os outros modelos considerados.

Para avaliar a influéncia das observacoes na estimativa de (3, apresentamos na
Figura 5.14 um gréfico da estatistica W K; contra o indice das observacoes para
todos os modelos considerados. Nesta Figura é possivel observar que os modelos
de resposta t-Student e exponencial poténcia sao mais robustos do que o modelo
normal. No Quadro 5.4 apresentamos a variacao percentual das estimativas dos
parametros quando as observacoes 10, 17 e 18 sao excluidas. Neste quadro no-
tamos que a retirada destas observacoes produz menores mudancas no modelo
de resposta t-Student(3) do que nos outros modelos considerados. Um compor-
tamento similar é obtido quando sao excluidas as observacoes 10, 17, 18, 35, 39
e 40 (veja Quadro 5.5). Sendo assim, concluimos que o modelo ¢-Student(3) é
mais adequado para descrever o conjunto de dados em estudo. Como ilustracao,
apresentamos na Figura 5.15 uma comparacao das medidas de influéncia basea-
das em 9(1‘) com as baseadas na aproximacao a um passo 9(12) para o modelo de
resposta t-Student(3). Nesta figura é possivel observar que, na maioria dos casos,
a apromixacao a um passo apresenta um bom desempenho, pois a informacao

. N
fornecida pelas medidas baseadas em 6 ;) e O(i) ¢ equivalente.
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N
Figura 5.12 Grafico de DGB(O(i)) contra o indice das observacoes para o exemplo

da concentracao de cloro.
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N
Figura 5.13 Grafico de DG¢(0(i)) contra o indice das observacoes para o exemplo
da concentracao de cloro.
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Figura 5.14 Grdfico de WK;(5}) contra o
da concentracao de cloro.
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Quadro 5.4 Mudancas percentuais nas estimativas dos parametros nos modelos
ajustados aos dados da concentragao de cloro depois de excluidas as observacoes

(10, 17, 18).
Parametro
Distribuicao
B B2 ¢
Normal 0,27 7,58 47,27
t-Student (v = 3) 0,06 1,77 -28,63
Exponencial poténcia (k =0,5) | 0,23 5,87 -42,09

Quadro 5.5 Mudancas percentuais nas estimativas dos parametros nos modelos
ajustados aos dados da concentragao de cloro depois de excluidas as observacoes

(10, 17, 18, 35, 39, 40).

o Parametro
Distribuicao
B 165 ¢
Normal 0,79 11,00 -64,53
t-Student (v = 3) 0,17 2,32 -45,92
Exponencial poténcia (k = 0,5) | 0,54 7,54  -59,08
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A

Figura 5.15 Comparacdao das medidas de influéncia baseadas em 6y com as ba-

N
seadas na aprorimagao a wm passo O,y para o modelo de resposta t-Student(3)

no exemplo da concentracao de cloro. As medidas baseadas em é(i) e 6
representadas por e e A, respectivamente.
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CAPITULO 6

Conclusoes

Inicialmente neste trabalho, discutimos o processo de estimacao e de inferéncia
nos modelos simétricos de regressao, o qual esta baseado na metodologia de
maxima verossimilhanca. Observamos que nestes modelos as estimativas dos
parametros de locacao e escala devem ser obtidas através de um processo iterativo
conjunto. Entretanto, no caso dos modelos de resposta exponencial poténcia, o
estimador de maxima verossimilhanca dos parametros de locacao nao depende do
parametro de escala, sendo possivel escrever o estimador do parametro de escala
em forma fechada e como uma funcao do estimador dos parametros de locacao.
Vale salientar que como um caso particular da distribuicao exponencial poténcia
temos a distribuicao normal.

Por outro lado, estudamos o efeito da especificacao da componente aleatéria

do modelo no processo de estimacao, encontrando que no caso dos parametros

de locacao este efeito pode ser avaliado através dos pesos p(zgm)), em que zi(m)
¢ a diferenca padronizada entre os valores observado e predito para a i-ésima
observagao no passo m do processo iterativo. Observamos que a func¢ao p(-), que
atribui pesos as observagoes no processo iterativo, depende da magnitude e nao do
sinal de zi(m). Observamos também que, se a funcao geradora de densidades g(u) é
monotonicamente decrescente para u > 0, entao p(-) é uma fungao positiva. Além
disso, observou-se que em modelos onde a resposta segue uma distribuicao com
caudas mais pesadas do que a normal, a fungao p(z) decresce quando |z| aumenta,
indicando que nestes modelos as observacoes extremas tém um peso “pequeno”
no processo de estimacao. Vale salientar que para a distribuicao normal a funcao

p(z) =1 para todo z.
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Na segunda etapa deste trabalho, propusemos residuos como medidas da
qualidade do ajuste do modelo para cada observacao na amostra. Considera-
mos residuos definidos como #(2;), para alguma funcao ¢(-) impar e duplamente
diferencidavel, em que 2; corresponde ao residuo obtido aplicando aos modelos
simétricos de regressao a definicao geral de residuos descrita em Cox e Snell
(1968). Esta familia de residuos compreende, por exemplo, extensoes para os
modelos simétricos de regressao dos residuos componente de desvio e quantal,
definidos para os modelos lineares generalizados por Pregibon (1981) e Dunn e
Smyth (1996), respectivamente. O residuo proposto por Galea, Paula e Cysneiros
(2005) é também um caso particular desta definigao. Discutimos duas fungoes ()
para as quais os residuos obtidos apresentam propriedades estatisticas desejaveis.
A primeira, com a que é possivel definir o residuo ¢, (2;), permite que para gran-
des tamanhos da amostra a versao padronizada deste residuo possa ser aplicada
utilizando os quantis da distribuicao normal padrao como referéncia. Em segundo
lugar, definimos o residuo tg(Z;), que segue assintoticamente distribui¢ao normal
padrao.

Usando expansoes de Cox e Snell (1968), observamos que até ordem n~! em
modelos com componentes sistematicas lineares, o residuo ¢(2;) tem média zero
para toda funcao ¢(-) impar e duplamente diferencidvel. Para modelos com com-
ponentes sistematicas nao-lineares observamos que, se r; = (y; — f1;) tem media
zero entao t(Z;) também tem média zero. Por outro lado, obtimos que até ordem
n~! a variancia de #(2;) pode ser escrita como Var(t(2;)) ~ Var(t(z)){1—7*h;},
sendo 7% um fator de corre¢ao que depende da funcao ¢(-) e da distribuicao do
erro do modelo. Além disso, avaliamos as propriedades estatisticas dos residuos
propostos através de simulacao de Monte Carlo, concluindo que as versoes pa-

dronizadas dos residuos tp(2;) e to(2;) podem ser aplicadas usando a distribuicao

normal padrao como distribuicao de referéncia.

Na parte final deste trabalho, desenvolvemos medidas de diagnéstico nos mo-
delos simétricos de regressao usando dois modelos bem conhecidos na literatura
estatistica, o modelo de delecao de casos (CDM) e o modelo de mudanga de médias
(MSOM). Através do modelo de delecao de casos (CDM) obtivemos medidas para
identificar observacoes influentes tais como Distancia de Cook Generalizada, Es-

tatistica W-K, aproximacao a um passo e afastamento da verossimilhanca. Para a
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Distancia de Cook Generalizada consideramos as métricas baseadas nas matrizes
de informacao observada e esperada de Fisher. Quando a métrica considerada é
a matriz de informagao esperada, a Distancia de Cook Generalizada pode ser de-
composta em duas partes, uma devida aos parametros de locacao e outra devida
ao parametro de escala. Observamos, que nas aplicacoes consideradas neste traba-
lho, as medidas de influéncia baseadas na aproximacao a um passo apresentaram
bom desempenho. Foram apresentados também, alguns métodos graficos para
avaliar a influéncia das observagoes na significancia estatistica dos parametros do
modelo. Através do modelo de mudanga de médias (MSOM) construimos um
teste para identificar outliers. Utilizando simulacao de Monte Carlo, este teste
foi estudado e comparado com os testes para identificar outliers baseados nos
residuos propostos no Capitulo 3, encontrando que o desempenho destes testes é
muito similar. Além disso, mostramos que para grandes tamanhos da amostra,
os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros nos modelos CDM e
MSOM sao equivalentes.

Em resumo, neste trabalho propusemos algumas ferramentas para a validagao

de modelos simétricos de regressao tais como

e Residuos componente desvio e quantal, bem como uma padronizacao para

OS 1NesImos.

e Medidas para identificar observacoes influentes nas estimativas dos para-

metros de locacao e escala.
e Testes para identificar outliers.

e Alguns métodos graficos para identificar observacoes influentes na signi-

ficancia estatistica dos parametros do modelo.

Além disso, este trabalho contribui em alguma medida a tarefa de difundir a
modelagem estatistica com erros simétricos. Como trabalhos futuros poderiamos
desenvolver residuos e medidas de diagnoéstico em modelos com erros assimétricos,

como por exemplo, skew-normal.



APENDICE A

Lemas e Resultados

Lema 1. Seja Z uma varidvel aleatoria com distribuicao simétrica em torno de
zero, e h(-) uma fun¢do continua impar. Entdo, a varidvel aleatéria h(Z) tem

distribuicao simétrica em torno de zero.

Prova: A variavel aleatéria Z tem distribuicao simétrica em torno de zero se, e
somente se, P|[Z < z| = P[-Z < z] para todo z; ou seja, Z tem distribui¢ao
simétrica se, e somente se, Z e —Z sao identicamente distribuidas. Portanto,

h(Z) e h(—Z) também sao identicamente distribuidas, entao

P[h(Z) < u] = P[h(—Z) < ul, Vze IR
= P[-h(Z) < z] (pois h(-) é impar).

Entao P[h(Z) < z] = P|-h(Z) < z| para todo z, o que implica que as varidveis
aleatérias h(Z) e —h(Z) sao identicamente distribuidas. Logo podemos concluir

que h(Z) tem distribuicao simétrica em torno de zero. (veja James, 1981) O

Lema 2. Sejam ¢1(-), g2(-), g3(-) € ga(-) fungdes continuas tais que: g1(-), gs()

sao fungoes impares, e ga(-), ga(+) sdo fungoes pares. Entdo temos que:
i) g1(:)g2(:) € uma fun¢ao impar,
ii) g1(-)gs(:) € uma fungao par,

iii) go(-)g4(-) € uma funcgao par.
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Prova: Para g;(-) e g3(-) funges impares temos que g;(—x) = —¢gi(x) e g3(—x) =
—g3(x) para todo x. Da mesma maneira, para gs(-) e g4(-) temos que go(—z) =
g2(z) e gs(—x) = g4(z) para todo x. Assim, para o item i) observamos que:

g1 (—=2)g2(—2) = [—g1(2)]g2(2) = —g1(x)g2(x) Vaz,

entao g;(z)gs(x) é impar. Para o item ii) temos que:

91(=2)g3(=2) = [~g1(2)][~g3(2)] = g1(2)g2(x) Vu,

entao g;(z)gs(x) é par. Analogamente para o item 7ii):

92(—)ga(—2) = [92(2)][94(2)] = g2(2)9a(2), Vaz,
entao go(x)gs(z) é par. O

Lema 3. Seja % = (i — 1s(B))/9Y2, em que 8 = (BT, $)" ¢ o estimador de
mdzima verossimilhanca do vetor de parametros @ no modelo (2.2). Entao,

t(z) 2= t(z) para toda funcio t(-) continua.

Prova: Como os estimadores de méxima verossimilhanca de 0 sao consistentes,
~ p n p / . ~ , ,

temos que B —— B e ¢ —— ¢. Além disso, a fungao p;(-) é continua em 3

(verdadeiro valor do parametro). Desta maneira, podemos mostrar que

~

i) 1(B) = w(B),
i) \/ ¢ 5 V.
A variavel aleatéria z; pode ser reescrita como

5 Vo <Zz N Mz’(ﬂ)\;aﬂi(ﬁ)) (A1)

Assim, usando os resultados em ) e ii) acima, obtemos que 2; = z; + o0,(1).
Entao, como a funcao t(-) é continua em todo ponto, de Serfling (1980, pdg. 24)

temos que t(Z;) converge em probabilidade para t(z;). O

Lema 4. Para o residuo tp(z;) definido no Capitulo 2, as fun¢ées de distribui¢ao
F,,(-) e de densidade f;,(-), sao dadas por

Fi,(2) = {1 — F(zy(2)) sez<0.

F(z4(2)) sez >0,
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9(0) exp(—2°/2) | 2|
zg(2) v(z(2))

em que F(-) é a funcdo de distribuicdo acumulada de z; = (y; — j1;)/¢"? e z,(2) >

fin(2) = 2z # 0,

0 € uma constante tal que g(2}(2)) = g(0) exp(—2*/2), sendo z; uma varidvel

aleatdria com distribui¢ao S(0,1) e fun¢ao geradora de dendidades g(-).

Prova: Do Lema 1 temos que a distribuicao de tp(z;) é simétrica em torno de
zero, portanto temos
Pl—z <tp(z) <z]=F,(2) — Ftp(—=2)
:2FtD(Z) —17 Vz>0.
Mas, P|—2z < tp(z) < z] = P[t3(z) < 2%] = Ft%(ZQ), com Fp (-) a fungao de
distribui¢ao acumulada de #%,(z;). Em conseqiiéncia temos que

2
1+Ft%(z)

5 , sez >0,
Fi (2) = , (A.2)
1= thD(z )
— se z < 0.

Logo,

- rfoue [0 <

= P[g(z2) > 92(0) exp(—2°/2) ]

Seja zg(z) > 0 uma constante tal que g(z7(z)) = g(0) exp(—z°/2), entao, como

g(2?) é uma fungao decrescente de z? temos que:

Fp () = P[g(2%) > 9(0) exp(—2*/2)]
= Pl|ai] < 2(2)]
= F(zy(2) ~ F(~2(2))
= 2F(z,(2)) — 1. (A.3)
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Susbtituindo (A.3) em (A.2) obtemos

F(z4(2)), se z > 0,
F,, (z) = (A.4)
1 — F(z(2)), sez<O.

A funcao de densidade de tp(z;) pode ser escrita como

024 (2)
0z

fin (2) = g(75(2)) , 270 (A.5)

Derivando ambos os lados da equacao g(z;(z)) = ¢(0) exp(—2*/2), temos que

9'(22(2))22,(2) 328922) = —g(0)exp(—2°/2) 2, o que implica que,
0z4(2) _ ~ 9(0) exp{—2%/2}»
0 29 (2()24 ()
g2
29 (2() 7 (2)
KEOFE) A
Substituindo (A.6) em (A.5) obtemos
_ (5 ()]
o) = @
g0 e/
T EERE T
O

Lema 5. A distribuicdo de tp(z;) quando z; seque distribuicdo t-Student genera-

lizada de pardmetros r e s, nao depende do parametro s.

Prova: Do Lema 4 temos que a funcao de densidade de ¢ (z;) pode ser escrita na

seguinte forma

(2
ol = e 27
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Quando z; segue distribuicao ¢-Student generalizada com parametros r e s temos

0 seguinte
z2(2) = S{ exp [22/(7" + 1)} - 1}
W) =

Logo, a func¢ao de densidade f;,(2) pode ser expressa como
exp(—22/2)|z|s 2 exp(22/(r +1))s
(r + 1)s/2{ exp[22/(r +1)] = 1} /*B(1/2,7/2)

ftD (Z) =

_ exp(—22/2)|z| exp(2%/(r + 1)) |
(r+ 1) { exp[z2/(r+1)] = 1} *B(1/2,1/2)

em que B(-,-) é a funcao Beta. Assim, podemos concluir que a distribuicao de

tp(z;) nao depende do parametro s. O

Lema 6. Seja 7 = E(2t(2)t'(2)v(2)z —t'%(2) —t"(2)t(2)) o fator de corre¢io para

a variancia do residuo t(2;) definido no Capitulo 3. Entao

4d,, se t(z) =tp(z),

1, se t(z) = z.

Prova: Inicialmente consideramos o caso em que t(z) = tp(z). Derivando ambos

os lados da equacao t4(z) = 2log [gg((;))}, obtemos
2t )ty (z) = ADC OBy,

Entao F(2t(z)t'(z)v(z)z) = 2E(v*(z)2z?) = 8d,. Derivando de novo ambos os
lados da equacao acima temos
Pltp(2)] _ ,0[log(g(z"))]

022 022 '

Dai, B(tp(2)th(2) + #3(2)) = E(W

concluir que para o residuo £p(2;) o valor do fator de correcao 7 é dado por 4d,,.

2tp(2)t] (2) + 2t5(2) =
) = 4d,. Assim, podemos

Por outro lado, para t(z) = z temos que

E(2t(2)t'(z)v(2)z — t"%(2) — t"(2)t(2)) = 2B (2v(2)) — 1,
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pois #'(z) = 1 e t"(z) = 0. De Fang, Kotz e Ng (1990) sabemos que E(z?v(z)) = 1,

portanto, para o residuo z; o valor do fator de correcao 7 ¢é igual a 1. O



APENDICE B

Viés de segunda ordem

Cordeiro, Ferrari, Uribe-Opazo e Vasconcellos (2000) obtiram os viéses de
segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros nos
modelos simétricos de regressao. No caso do vetor de parametros 8, o viés pode

ser expresso na seguinte forma
B(B) = (D;Dy) 'Djn,

em que 1 € um vetor coluna de dimensao n cujo i-ésimo elemento pode ser
escrito como 7; = %{(DE Dj) 'Dggs(i)}, em que Dgg(i) = 0*u;/0B0B". Para
modelos com componentes sistemédticas lineares Dgg(i) = 0 para todo i, o que
implica que nestes modelos B(3) = 0. Por outro lado, o viés do estimador de

~

maxima verossimilhanca de ¢ pode ser reescrito como B(¢) = a,—, em que q, é
n

uma constante que pode ser expressa na forma abaixo

1 031 ) 0633+0622+1}
a — 3 +2 + bl bl ,
gy —1 {p(%o (a2 — 1)

o 2
sendo o, = F [(;g((g)(z ))]zs , com z uma variavel aleatoria com distri-
z T

buigao S(0,1) (veja Cordeiro et al, 2000). No caso da distribuicao normal a4 é

igual a dimensao do vetor de parametros 3.
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APENDICE C

Coelhos Europeus

Quadro C.1 Pesos das lentes dos olhos de coelhos europeus (y), em miligramas,
e idade (x) em dias numa amostra de 71 observagies.

T y T Y
15 21,66 218 174,18
15 22,75 218 173,03
15 22,30 219 173,54
18 31,25 224 178,86
28 44,79 225 177,68
29 40,55 227 173,73
37 50,25 232 159,98
37 46,88 232 161,29
44 52,03 237 187,07
50 63,47 246 176,13
50 61,13 258 183,40
60 81,00 276 186,26
61 73,09 285 189,66
64 79,09 300 186,09
65 79,51 301 186,70
65 65,31 305 186,80
72 71,90 312 195,10
75 86,10 317 216,41
75 94,60 338 203,23
82 92,50 347 188,38

85 105,00 | 354 189,70
91 101,70 | 357 195,31
91 102,90 | 375 202,63
97 110,00 | 394 224,82
98 104,30 | 513 203,30
125 134,90 | 535 209,70
142 130,68 | 554 233,90
142 140,58 | 591 234,70
147 155,30 | 648 244,30
147 152,20 | 660 231,00
150 144,50 | 705 242,40
159 142,15 | 723 230,77
165 139,81 | 756 24257
183 153,22 | 768 232,12
192 145,72 | 860 246,70
195 161,10

107



APENDICE D

Programa Coelhos Europeus

Neste Apéndice apresentamos o codigo na linguagem R utilizado para o cdlculo

das medidas de diagndstico no modelo de resposta t-Student(4) ajustado aos

dados do exemplo dos Coelhos Europeus. Vale salientar, que este programa usa

a rotina elliptical (veja Cysneiros, Paula e Galea, 2005).

# Fungdo que calcula o vetor gradiente e a matriz de segundas derivadas para o

# modelo de interesse

DerBrabbits <- function(parm,X)

{

beta_1 <- parm[1]
beta_2 <- parm[2]
beta_3 <- parm[3]

x0 <- X[,1]
x <- X[,2]

.grad <- array(0, c(length(x0), 3), list(NULL, c("beta_1","beta_2","beta_3")))
.grad[, "beta_1"] <- x0

.grad[, "beta_2"] <- -1/(x+nu)

.grad[, "beta_3"] <- beta_2/((x+beta_3)"2)

.value <- beta_1l -beta_2/(x+beta_3)

.hess <- array(0, c(3, 3,length(x0)),

list( c("beta_1","beta_2","beta_3"),

.hess["beta_1","beta_1",

c("beta_1","beta_2","beta_3"),NULL))

] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_1","beta_2", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_1","beta_3", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_2","beta_1", ] <- .hess["beta_1","beta_2", 1]
.hess["beta_2","beta_2", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_2","beta_3", ] <- 1/((x+beta_3)"2)
.hess["beta_3","beta_1", ] <- .hess["beta_1","beta_3", 1]
.hess["beta_3","beta_2", ] <- .hess["beta_2","beta_3", 1]
.hess["beta_3","beta_3", ] <- -2xbeta_2/((x+beta_3)"3)

fit <- list(value=.value,gradient=.grad, hessian=.hess)

fit
}

# Fungdo que calcula o vetor gradiente e a matriz de segundas derivadas para o
# modelo de mudanga de médias
DerBrabbits3 <- function(parm,X)

{

beta_1 <- parm[1]
beta_2 <- parm[2]
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beta_3 <- parm[3]
gamma <- parm[4]
x0 <= X[,1]
X <- X[,2]
b_i <- X[,3]

.grad <- array(0, c(length(x0), 4), list(NULL, c("beta_1","beta_2","beta_3","gamma")))

.grad[, "beta_1"] <- x0

.grad[, "beta_2"] <- -1/(x+beta_3)

.grad[, "beta_3"] <- beta/((x+beta_3)"2)
.grad[, "gamma"] <- b_i

.value <- beta_1 -beta_2/(x+beta_3) + gammaxb_i
.hess <- array(0, c(4, 4,length(x0)),

list( c("beta_1","beta_2","beta_3","gamma"), c("beta_1","beta_2","beta_3","gamma"),NULL))

.hess["beta_1","beta_1", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_1","beta_2", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_1","beta_3", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_1","gamma", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_2","beta_1", ] <- .hess["beta_1","beta_2", 1]
.hess["beta_2","beta_2", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_2","beta_3", ] <- 1/((x+beta_3)"2)
.hess["beta_2","gamma", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["beta_3","beta_1", ] <- .hess["beta_1","beta_3", 1]
.hess["beta_3","beta_2", ] <- .hess["beta_2","beta_3", 1]
.hess["beta_3","beta_3", ] <- -2x%beta_2/((x+beta_3)"3)
.hess["beta_3","gamma", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["gamma","beta_1", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["gamma","beta_2", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["gamma","beta_3", ] <- rep(0,length(x0))
.hess["gamma", "gamma", ] <- rep(0,length(x0))

fit <- list(value=.value,gradient=.grad, hessian=.hess)
fit

}

# Leitura dos dados

rabbits.dat <- scan("C:\\coelhos.dat" , what=list(idade=0,peso=0))

attach(rabbits.dat)

y <- log(rabbits.dat$peso)
x <- rabbits.dat$idade

X <- cbind(1,x)

rabbits <- data.frame(y,x)

T4 <- elliptical( formula = y~“x, linear = F, DerB = DerBrabbits, parmB

family = Student(4), data=rabbits )
TT <- "T-Student(4)"

# Sumario do modelo
summary (T4)

# Plotando os pesos

vp_T <- function(x, gl){

s <= (gl + 3)/(gl + x72)

s}

fitt_T4 <- fitted(T4)

phi_T4 <- T4$dispersion

rest_T4 <- (y-fitt_T4)/sqrt(phi_T4)

plot(vp_T(rest_T4,4), main="TT" ,xlab="Indice", ylab="pesos", cex=0.3, lwd=3)

identify(vp_T(rest_T4,4), n=10)

# Residuos

p <- length(T4$coeff)

D_T4 <-T4$Xmodel

H_T4 <- D_T4Jx*}solve(t(D_T4)%*%D_T4)%*%t(D_T4)
sdiag_T4 <- diag(H_T4)

phi_T4 <- T4$dispersion

gl <- 4

c(5,127,35),
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g_0_T4 <- gamma((gl+1)/2)*gl”(gl/2)*((gl)~(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))
g_u_T4 <- gamma((gl+1)/2)*gl~(gl/2)*((gl + rest_T4"(2))"(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))

# Residuo quantal padronizado
tQ_T4 <- gnorm(pt(rest_T4, 4))/sqrt(1l - 0.7113xsdiag_T4)

# Residuo componente de desvio padronizado
tD_T4 <- sqrt(2)*(1-2x(y<fitt_T4))*sqrt(log(g_0_T4/g_u_T4))/sqrt(1.4018-sdiag_T4)

# Residuo Cox e Snell padronizado
tr_i <- resid(T4, type="stand")

plot(fitt_T4, tD_T4, main="TT",xlab="Valores Ajustados", ylab="tD", ylim=c(-3.25,3.25),
cex=0.3, lwd=3)

abline(-2,0,1ty=3)

abline(2,0,1ty=3)

identify(fitt_T4, tD_T4, n=10)

# Médida da qualidade do ajuste global baseada no residuo tD_T4
MQ <- sum(2*log(g_0_T4/g_u_T4))/(length(y)*1.4018-p)

# Calculando a estatistica da razdo de verossimilhangas para o teste
# para identificar outliers

E_L <- matrix(0,71,1)

for(i in 1:71){

b_i <- matrix(0,71,1)

b_ifi] <- 1

x2 <- cbind(x,b_1i)

X <- cbind(1,x2)

rabbits <- data.frame(y,x)

haber <- elliptical(formula=y~x2,linear=F, DerB=DerBrabbits3,parmB=c(5,130,37,0),
family=Student(4),data=rabbits)

E_L[i] <- -2%(T4$loglik-haber$loglik)

}

plot(tD_T4"2, main="",6xlab="", ylab="", ylim=c(0,11), cex=0.8, pch=24)
lines(tD_T4"2, 1lty=3)

par (new=T)

plot(E_L, main="TT",xlab="Indice", ylab="tD", ylim=c(0,11), cex=0.8, pch=19)
lines(E_L, 1lty=1, cex=0.05)
abline(4,0,1ty=3)

# Grafico Normal de probabilidades com Envelope

k <- 500

alfa <- 0.05

re <- matrix(0, n, k)

alfal <- ceiling(k*alfa)

alfa2 <- ceiling(kx*(1-alfa))

n <- nrow(D_T4)

for(i in 1:k){

nresp <- fitt_T4 + rt(n,4)*sqrt(phi_T4)

rabbits2 <- data.frame(nresp,x)

T4_1 <- elliptical(formula=nresp~x,linear=F, DerB=DerBrabbits,parmB=c(5,130,37),
family=Student (4) ,data=rabbits2)

fitt_T4_1 <-fitted(T4_1)

D_T4_1 <- T4_1$Xmodel

H_T4_1 <- D_T4_1%x%solve(t(D_T4_1)%*}D_T4_1)%*%t(D_T4_1)

sdiag_T4_1 <- diag(H_T4_1)

phi_T4_1 <- T4_1$dispersion

rest_T4_1 <- (nresp-fitt_T4_1)/sqrt(phi_T4_1)

gl <- 4

g_u_T4_1 <- gamma((gl+1)/2)*gl~(gl/2)*((gl + rest_T4_17(2))"(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))
sign <- (1-2*(nresp<fitt_T4_1))

re[,i] <- sort(sqrt(2)#*sign*sqrt(log(g_0_T4/g_u_T4_1))/sqrt(1.4018-sdiag T4_1))}
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el<-numeric(n)

e2<-numeric(n)

for(i in 1:n){

eo<-sort(re[i,])

el[il<-eo[alfal]

e2[il<-eo[alfa2]}

xb<-apply(re,1,mean)

faixa<-range(tD_T4,el,e2)

par (pty="s")
qqnorm(el,axes=F,xlab="",type="1",ylab="",ylim=faixa,lty=1,main="")
par (new=T)
qgnorm(e2,axes=F,xlab="",type="1",ylab="",ylim=faixa,lty=1,main="")
par (new=T)
qgqnorm(xb,axes=F,xlab="",type="1",ylab="",ylim=faixa,lty=3,main="")
par (new=T)

qgnorm(tD_T4,x1lab="PN",ylab="tD", main="TT", ylim=faixa, cex=0.3, lwd=3)

# Distédncia de Cook
DGB_I <- T4$scalex(vp_T(rest_T4,4)*rest_T4) 2+sdiag_T4/((1-sdiag_T4)"2)
DGP_I <- 71%(T4$vxrest_T4"2 - 1)°2/(70x70*(T4$scaledispersion))

plot(DGB_I, main="TT",xlab="Indice", ylim=c(0,1.5), ylab="DC", cex=0.3, lwd=3)
abline(2*mean(DGB_I),0,1ty=3)
identify(DGB_I, n=10)

plot(DGP_I, main="TT",xlab="Indice", ylim=c(0,0.51), ylab="Df", cex=0.3, 1lwd=3)
abline(2*mean(DGP_I),0,1ty=3)
identify(DGP_I, n=10)

# Avaliando o desempenho das medidas baseadas na aproximag&o

# a um passo

valor <- function(beta)q{

betal[l] -betal[2]/(x+betal3])

}

LD_I <- matrix(0,71,1)

LD <- matrix(0,71,1)

DGB <- matrix(0,71,1)

DGP <- matrix(0,71,1)

gl <- 4

beta_hat <- T4$coeff

for(i in 1:71){

nano2 <- elliptical(formula=y~x,linear=F, DerB=DerBrabbits, parmB=c(5,130,37),
family=Student (4) ,data=rabbits, subset=-c(i))

zeta <- (y[i]-fitt_T4[il)/sqrt(phi_T4)

mar <- solve(t(D_T4)%=*%D_T4)%*%D_T4[i,]

beta_I <- beta_hat - sqrt(phi_T4)*vp_T(zeta,gl)*zeta*mar/(1-sdiag_T4[i])

phi_I <- phi_T4 - 2#phi_T4x(T4$v[i]*zeta~2-1)/(70*(T4$scaledispersion))

rest_T4_I <- (y - valor(beta_I))/sqrt(phi_I)

rest_T4_i <- (y - valor(nano2$coeff))/sqrt(nano2$dispersion)

g_u_T4_I <- gamma((gl+1)/2)*gl ~(gl/2)*((gl + rest_T4_I"(2))"(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))
g_u_T4_i <- gamma((gl+1)/2)*gl~(gl/2)*((gl + rest_T4_i~(2))"(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))
LD_I[i] <- 2#(T4$loglik + (71/2)*log(phi_I) - sum(log(g_u_T4_I)))

rest_T4_I <- (y - D_T4%*%nano2$coeff)/sqrt(nano2$dispersion)

g_u_T4 <- gamma((gl+1)/2)*gl~(gl/2)*((gl + rest_T4_I"(2))"(-(gl+1)/2))/(gamma(1/2)*gamma(gl/2))
LD[i] <- 2%(T4$loglik + (71/2)*log(nano2$dispersion) - sum(log(g_u_T4_i)))

DGB[i] <- (T4$scale/phi_T4)*t(beta_hat-nano2$coeff)*% (t(D_T4)%*%D_T4)%*% (beta_hat-nano2$coeff)
DGP[i] <- ((phi_T4-nano2$dispersion) 2)*(71*T4$scaledispersion)/(4*phi_T4"2)

}

plot(DGB_I, main="",6xlab="", ylab="", ylim=c(0,0.6), cex=0.8, pch=24)
lines(DGB_I, 1ty=3)
par (new=T)

plot(DGB, main="DGB",xlab="Indice", ylab="", ylim=c(0,0.6), cex=0.8, pch=19)
lines(DGB, 1lty=1, cex=0.05)
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plot(DGP_I, main="",6xlab="", ylab="", ylim=c(0,0.15), cex=0.8, pch=24)
lines(DGP_I, 1ty=3)
par (new=T)

plot(DGP, main="DGP",xlab="Indice", ylab="", ylim=c(0,0.15), cex=0.8, pch=19)
lines(DGP, 1lty=1, cex=0.05)

plot(LD_I, main="",xlab="", ylab="", ylim=c(0,0.6), cex=0.8, pch=24)
lines(LD_I, 1lty=3)

par (new=T)

plot(LD, main="LD",xlab="Indice", ylab="", ylim=c(0,0.6), cex=0.8, pch=19)

lines(LD, lty=1, cex=0.05)

# Mudancas nas estimativas excluindo as observagdes (4,5,16,17)
nano <- elliptical(formula=y~x,linear=F, DerB=DerBrabbits,parmB=c(5,130,37),
family=Student (4) ,data=rabbits, subset=-c(4,5,16,17))

100* (nano$coeff-beta_hat)/beta_hat
100* (nano$dispersion-T4$dispersion)/T4$dispersion

# Grafico do pardmetro excluido (beta_3)

D_e <- cbind(T4$Xmodel[,1],T4$Xmodel[,2])

zeta <- (T4$v/T4$scale)*(y-fitted(T4)) + D_T4}*%T4$coef
gamma <- T4$Xmodell,3]

H_e <- D_ex*Ysolve(t(D_e)%*%D_e)%*/t(D_e)

RG <- gamma - H_e%*%gamma

RZ <- zeta - H_eY*l)zeta

plot(RG, RZ, main="TT", ylim=c(-0.35,0.4), cex=0.3, 1lwd=3)
abline(1m(RZ"-1 +RG), 1lty=1)

abline(h=0, 1lty=3)

abline(v=0, 1ty=3)

identify(RG,RZ, n=10)



APENDICE E

Concentracao de Cloro

Quadro E.1 Concentragao de cloro disponivel num produto, (y) e tempo desde que
o mesmo foi produzido, (x) em semanas numa amostra de /4 observagdes.

y x y
8 049 | 22 041

049 | 22 041
10 048 | 24 0,42
10 047 | 24 0,40
10 048 | 24 0,40
10 047 | 26 041
12 046 | 26 0,40
12 046 | 26 0,41
12 045 | 28 041
12043 | 28 0,40
14 045 | 30 0,40
14 043 | 30 0,40
14 043 | 30 0,38
16 044 | 32 041
16 043 | 32 0,40
16 043 | 34 0,40
18 046 | 36 0,41
18 045 | 36 0,38
20 0,42 | 38 040
20 042 | 38 040
20 043 | 40 0,39
22 041 | 42 0,39
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