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Resumo

Esta dissertação fornece uma visão geral de como os munićıpios brasileiros
têm-se comportado com relação ao gerenciamento de recursos públicos. O
objetivo central é mensurar o impacto que a idade do munićıpio exerce na
eficiência dessas cidades, além de indicar alguns aspectos considerados rele-
vantes para a otimização dos gastos municipais. Para alcançar tal objetivo
foi utilizado o banco de dados de um trabalho semelhante a este, desenvol-
vido por Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić, em 2003, juntamente com
informações provenientes do Programa das Nações Unidas para o Desenvol-
vimento. As avaliações foram realizadas a partir dos fundamentos teóricos
de três técnicas: DEA (análise envoltória de dados), regressão clássica e re-
gressão quant́ılica. A técnica DEA se mostrou eficaz para a análise aqui
proposta, porém não foi capaz de identificar o efeito que fatores externos
poderiam provocar na eficiência dos munićıpios do Brasil. Dáı a utilização
dos métodos de regressão supra mencionados, que se revelaram adequados
não só no tratamento dos fatores exógenos como nos condicionantes, sendo
a regressão quant́ılica mais elucidativa por não se limitar às estimativas das
medidas de tendência central. Os resultados revelaram que variáveis como
idade dos munićıpios e recebimento de royalties sempre devem ser levadas
em consideração em uma avaliação municipal.
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Abstract

This thesis addresses the issue of evaluating the efficiency of public spen-
ding at Brazilian municipalities. The chief goal of the thesis is to measure
the impact of the municipalities’ ages on such efficiency. To that end, we
have used the dataset compiled by Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić
(2003) together with further information from “Programa das Nações Unidas
para o Desenvolvimento”. The empirical analysis were performed using th-
ree approaches: DEA (data envelopment analysis), classical linear regression
and quantile regression. The regression techniques were employed in order
to identify the exogenous factors that explain the differences in efficiency.
Our results show that young municipalities tend to be less efficient than well
established ones.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Uma avaliação estat́ıstica do gasto público municipal no Brasil foi realizada
por Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003). Contudo, estes autores
não levaram em consideração a idade do munićıpio como fator condicionante.
Esta variável pode influenciar a eficiência dos munićıpios brasileiros, uma vez
que munićıpios novos supostamente não têm, ainda, uma estrutura adminis-
trativa e gerencial adequada.

A prinćıpio, conjectura-se que em uma cidade recém-fundada a falta de
estrutura e de recursos pode levá-la a ser pouco eficiente, ou até mesmo ine-
ficiente no que se refere à administração dos recursos municipais. O objetivo
desta dissertação é refazer a avaliação supra citada, considerando a idade
dos munićıpios e verificando a importância dos fatores externos, que por sua
natureza são extremamente dif́ıceis de serem controlados.

Na avaliação foram utilizadas três técnicas: DEA (análise envoltória de
dados), regressão clássica e regressão quant́ılica. A técnica DEA, que é não-
paramétrica, pode ser usada para classificar os munićıpios brasileiros como
eficientes ou ineficientes no que se refere ao gasto público. Os eficientes são
utilizados para a construção matemática da fronteria de eficiência e servem
de referência para os munićıpios que estão afastados dessa fronteira, consi-
derados ineficientes.

Devido à natureza determińıstica dos modelos não-paramétricos, as ine-
ficiências encontradas podem não ser explicadas apenas pela incompetência
administrativa ou pela inexistência de incentivos e planejamentos satisfatórios
para assegurar um funcionamento adequado das municipalidades, mas tam-
bém pela presença de observações influentes (outliers), erros de medida,
omissão de variáveis, heterogeneidade dos dados e outras discrepâncias es-
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tat́ısticas; ver Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003).
Adicionalmente, as ineficiências podem ser conseqüência da existência de

fatores externos, tais como condições naturais e climáticas, fatores poĺıticos,
caracteŕısticas demográficas e sócio-econômicas, dentre outras.

Este trabalho se concentra na obtenção da estimativa da eficiência técnica
de cada munićıpio, utilizando sua dependência de fatores exógenos com a fi-
nalidade de avaliar a relação entre as medidas obtidas pelo método DEA,
através dos modelos CCR e BCC e as medidas ajustadas pelos fatores con-
dicionantes obtidas a partir dos modelos de regressão clássica e quant́ılica.

A plataforma computacional utilizada é o pacote estat́ıstico R, que é um
software livre e tem sintaxe semelhante à do software S-PLUS. Ambos podem
ser obtidos pela internet através das páginas http//www.r-project.org e
http//www.insightful.com, respctivamente.

A estrutura organizacional desta dissertação compreende oito caṕıtulos,
incluindo esta introdução. No segundo caṕıtulo é feita a abordagem teórica
da técnica DEA, iniciando com uma suscinta evolução histórica, passando
pela definição dos modelos CCR e BCC e terminando com a descrição do
esquema de reamostragem jackstrap. O caṕıtulo 3 apresenta a regressão
quant́ılica, começando com um breve referencial histórico, seguido dos funda-
mentos teóricos e básicos referentes ao desenvolvimento do método. O quarto
caṕıtulo trata da teoria da regressão clássica, partindo de um resumo de sua
origem, passando pelo método dos mı́nimos quadrados ordinários com suas
propriedades e caracteŕısticas. No caṕıtulo 5 são definidos os modelos utili-
zados na avaliação objeto desta dissertação. Os caṕıtulos 6 e 7 apresentam
uma descrição dos dados e os resultados, acompanhados de suas respectivas
análises e, finalmente, o oitavo caṕıtulo contém um resumo das principais
conclusões.
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Caṕıtulo 2

DEA - Análise Envoltória de

Dados

2.1 Evolução Histórica

A abordagem anaĺıtica de mensuração da eficiência na produção teve sua
origem com os trabalhos de Koopmans e Debreu em 1951, quando foram
dadas duas definições para eficiência técnica.

Segundo Koopmans (1951), baseado na definição de eficiência de Pareto,
um vetor composto por produtos (sáıdas, outputs) e recursos dispońıveis
(insumos, entradas, inputs) é tecnicamente eficiente se e somente se:

• nenhum dos produtos pode ser aumentado sem que um outro produto
seja reduzido ou algum insumo seja aumentado;

• nenhum dos insumos pode ser reduzido sem que um outro insumo seja
aumentado ou algum produto seja reduzido.

Este conceito permite diferenciar entre estados de produção eficientes e ine-
ficientes, mas não permite medir o grau de ineficiência de um vetor. Dáı,
surge o coeficiente de utilização de recursos, definido por Debreu (1951), que
é uma medida radial de eficiência técnica. Esta medida busca maximizar a
redução equiproporcional de todos os insumos ou a maximização da expansão
equiproporcional de todos os produtos.

Com base nesses dois conceitos, Farrel (1957) introduziu a idéia de de-
terminar uma medida de eficiência de uma organização comparando-a com o
melhor ńıvel de eficiência observado, o que deu origem ao método DEA.
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Do inglês data envelopment analysis, DEA é uma técnica de otimização
não-paramétrica utilizada para obtenção de medidas relativas de eficiência
que permitem a classificação de uma unidade tomadora de decisão (DMU -
decision making unit) como sendo eficiente ou ineficiente, quando comparada
com um conjunto de referência teórico.

Este método foi inicialmente proposto por Charnes, Cooper e Rhodes
(1978), a partir do trabalho de dissertação para obtenção do grau de Ph.D
de E. Rhodes sob a supervisão de W.W. Cooper. O modelo originalmente
proposto é conhecido como CCR. Posteriormente, foram desenvolvidos o mo-
delo multiplicativo por Charnes, Cooper, Seiford e Stutiz (1982) e o modelo
BCC por Banker, Charnes e Cooper (1984). Estes modelos formam o núcleo
das estruturas anaĺıticas que constituem o DEA.

2.2 O Método DEA

Um modelo DEA determina para cada DMU a razão máxima da soma pon-
derada dos produtos e a soma ponderada dos insumos, condicionada à dis-
ponibilidade dos recursos e à quantidade gerada de produtos. Neste caso,
os termos de ponderação são as incógnitas a serem determinadas pelo mo-
delo. Dessa forma, a técnica DEA é identificada como um modelo de pro-
gramação matemática fracional que pode ser transformado em um modelo
de programação linear.

2.2.1 O Modelo CCR

Sejam xij a quantidade dispońıvel do insumo i usada na atividade j, ykj a
quantidade do produto k gerada na atividade j, vi o peso dado ao insumo
utilizado na atividade j e uk o peso dado ao produto gerado na atividade j.
O modelo CCR é dado por:

1. Modelo de Programação Fracional

maxu,vZn =

∑K
k=1 ukykn∑I
i=1 vixin

sujeito a
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∑K
k=1 ukykj∑I
i=1 vixij

≤ 1, j = 1, 2, . . . , n, . . . , J,

uk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . , K), vi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , I).

2. Modelo de Programação Linear

maxu,vWn =
K∑

k=1

ukykn

sujeito a

K∑

k=1

ukykj −
I∑

i=1

vixij ≤ 0, j = 1, 2, . . . , J,

I∑

i=1

vixin = 1,

uk ≥ 0 (k = 1, 2, . . . , K), vi ≥ 0 (i = 1, 2, . . . , I).

De maneira mais direta, o modelo CCR de programação linear acima visa
determinar os pesos que maximizam o produto final gerado, Wn, para cada
DMU tomada como referência, com os mesmos ou menos recursos. Isto sig-
nifica que existem n problemas de programação linear para serem resolvidos,
o que dá a dimensão do trabalho computacional a ser realizado. No que se
refere às restrições, elas foram introduzidas no modelo para assegurar que
nenhuma DMU pode estar além da “fronteira de eficiência” e para garantir
que os pesos são positivos.

Convém salientar que para cada modelo de programação linear, chamado
primal ou primitivo, existe um outro modelo, denominado dual, que é com-
posto pelos mesmos coeficientes do primal, porém dispostos de maneira di-
ferente. Neste caso, o dual do modelo CCR de programação linear é dado
por

minθ,λθ
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sujeito a

θxin −
J∑

j=1

λjxij ≥ 0, i = 1, 2, . . . , I,

J∑

j=1

λjykj ≥ ynk, k = 1, 2, . . . , K,

λj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J.

Aqui, verifica-se que o objetivo é determinar os valores dos pesos que
minimizam o uso dos recursos dispońıveis para cada DMU, com a finalidade
de gerar a mesma quantidade de produtos ou mais. Quanto às restrições,
pode-se notar que o vetor de intensidade, λ, representa retornos constantes
de escala.

Devido às caracteŕısticas dos modelos primal e dual, encontrando-se a
solução de um desses modelos, automaticamente encontra-se a solução do
outro modelo.

Pelo teorema básico da dualidade, se o primal e o dual têm soluções
compat́ıveis, então a solução ótima do primal é igual à solução ótima do dual
(ver Puccine, 1989). Dessa forma, a solução do problema pode ser encontrada
tanto pela resolução do primal quanto pela resolução do dual. Geralmente,
a escolha recai no modelo cuja intensidade computacional é menor.

2.2.2 O Modelo BCC

Em algumas situações a obtenção de medidas relativas de eficiência deve
levar em consideração desajustes estruturais de longo prazo e, portanto, o
uso de constantes de retorno de escala não é adequado. Logo, nessas cir-
custâncias, o modelo CCR não deve ser utilizado. Banker, Charnes e Cooper
(1984) fizeram uma pequena alteração no modelo CCR, introduzindo uma
nova restrição àquele modelo, que permitisse a existência de retorno variável
de escala. Neste caso, o conjunto fact́ıvel de atividades é formado por todas
as combinações convexas das atividades observadas (dispońıveis). Portanto,
tem-se retornos crescentes para ńıveis baixos de produção e retornos decres-
centes para ńıveis altos.

Assim, foi criado o modelo BCC:
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minθ,λθ

sujeito a

θxin −
J∑

j=1

λjxij ≥ 0, i = 1, 2, . . . , I,

J∑

j=1

λjykj ≥ ynk, k = 1, 2, . . . , K,

λj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , J,
J∑

j=1

λj = 1.

Devido ao fato de que a técnica DEA é um método não-estocástico, a
“fronteira de eficiência” gerada por este método é pasśıvel de erros de medida
e exposta ao questionamento das propriedade estat́ısticas de seus resultados.
Uma forma de superar estas dificuldades seria a combinação da técnica DEA
com outras metodologias, como por exemplo, o esquema “jackstrap”, que
combina outros dois esquemas de reamostragem (“jackknife” e “bootstrap”)
para eliminar a influência de outliers (pontos influentes) e posśıveis erros de
medida contidos nos dados.

Segundo Stošić e Sampaio de Sousa (2003), o método DEA é extrema-
mente atrativo pois não exige conhecimento prévio da relação funcional exis-
tente entre as variáveis de entrada e sáıda e não impõe pesos estat́ısticos
arbitrários às variáveis. Por outro lado, ainda segundo Stošić e Sampaio de
Sousa (2003), como o método é baseado no conceito de fronteira de produção,
um simples erro no conjunto de dados (erro de medida) ou uma unidade com
excepcional desempenho (outlier) pode comprometer seriamente a análise,
visto que os resultados para as unidades restantes ficam alterados na direção
de valores de pouca eficiência, a distribuição de freqüência da eficiência torna-
se altamente assimétrica e a escala de eficiência global muda para uma forma
não-linear.

Vários autores, como Wilson (1993, 1995), Banker e Gifford (1988) e
Seaver e Triantis (1989), desenvolveram técnicas considerando os efeitos de
outliers e de erros de medida. Contudo, as aproximações por eles propostas
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dependem fortemente de inspeção manual, o que é virtualmente imposśıvel
quando o conjunto de dados é muito grande.

A definição de outlier derivada do conceito de alavancagem usado por
Cribari-Neto e Zarkos (2004) aplicado à técnica DEA utiliza o impacto pro-
duzido no resultado das eficiências DEA para todas as outras DMUs quando
a DMU é removida do conjunto de dados. Assim, a identificação das DMUs
influentes é feita a partir das medidas de alavancagem, que podem ser calcu-
ladas da seguinte maneira:

(i) Aplica-se o método DEA ao conjuto original de dados, obtendo-se,
assim, o conjunto de medidas de eficiência {θj|j = 1, 2, . . . , J}.

(ii) Remove-se cada DMU do conjuto de dados, uma após a outra, e para
cada DMU removida recalcula-se o conjuto de medidas de eficiência,
agora denotado por {θ∗jr|j = 1, 2, . . . , J ; j 6= r}, onde r = 1, 2, . . . , J
indica a DMU removida.

(iii) Calcula-se a medida de alavancagem para a j-ésima DMU como sendo
o desvio padrão das medidas de eficiência antes e depois da remoção
da DMU. Ou seja:

ℓr =

√√√√√
J∑

j=1;j 6=r

(
θ∗jr − θj

)2

J − 1
. (2.1)

Como pode-se notar, a obtenção de ℓr exige a resolução de J(J − 1) modelos
de progração linear, o que pode ser computacionalmente muito intensivo e até
proibitivo para J muito grande. Surge assim, a necessidade de uma técnica
que diminua a intensidade dos cálculos.

2.3 O Esquema Jackstrap

Desenvolvido por Stošić e Sampaio de Sousa (2003), este esquema objetiva
reduzir o impacto das DMUs influentes, usando o conceito de outliers dado
por Cribari-Neto e Zarkos (2004). Isto pode ser realizado através de um
processo em duas fases.

1. Primeira fase: Nesta fase é implementado um algoritmo em 3 passos
para calcular as medidas de alavancagem. Ou seja:
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(i) Seleciona-se, aleatoriamente, um subconjunto de L DMUs, geral-
mente 10% de J , e calculam-se as medidas de alavancagem de
acordo com (2.1), agora denotadas por ℓ̃j1, onde o número 1 no
ı́ndice indica o primeiro subconjunto gerado.

(ii) Repete-se o passo (i) um número grande, B, de vezes, obtendo-se
ℓ̃jb, onde b = 1, 2, . . . , B. Neste caso, encontram-se BL subcon-
juntos de medidas de alavancagem. Assim, cada DMU, em média,
é selecionada mj = BL/J vezes.

(iii) Calcula-se a alavancagem média para cada DMU através da ex-
pressão

ℓ̃j =

mj∑
b=1

ℓ̃jb

mj

e a alavancagem média global

ℓ̃ =

J∑
j=1

ℓ̃j

J
.

2. Segunda fase: Aqui, é utilizado o esquema bootstrap para reduzir a
probabilidade de um outlier ser selecionado, usando as medidas de ala-
vancagem obtidas na primeira fase. Stošić e Sampaio de Sousa (2003)
implementaram este esquema a partir das distribuições de probabili-
dade linear, inversa, exponencial e da heaviside step function, definidas
como segue:

(a) Distribuição de probabilidade linear:

P (ℓ̃j) =
ℓmax − ℓ̃j

ℓmax − ℓmin

,

onde ℓmax e ℓmin são as alavancagens máxima e mı́nima do con-
junto {ℓ̃j; j = 1, 2, . . . , J}, respectivamente. Nota-se claramente
que a probabilidade de se escolher uma DMU com a medida de
alavancagem máxima, ℓmax , é zero e que a probabilidade de se
escolher uma DMU com a medida de alavancagem mı́nima, ℓmin,
é 1.
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(b) Distribuição de probabilidade inversa:

P (ℓ̃j) =






1, se ℓ̃j < ℓ0,

(
ℓ0
ℓ̃j

)(
ℓmax−ℓ̃j

ℓmax−ℓ0

)
, se ℓ̃j ≥ ℓ0,

onde ℓ0 > 0 é o limite inferior de ℓ̃j. Este limite é introduzido
para lidar com casos onde ℓ̃j = 0, podendo ser arbitrariamente
pequeno.

(c) Distribuição de probabilidade exponencial:

P (ℓ̃j) =
e−ℓ̃j − e−ℓmax

e−ℓmin − e−ℓmax

.

(d) Heaviside step function:

P (ℓ̃j) =






1, se ℓ̃j < ℓ̃ log J,

0, se ℓ̃j ≥ ℓ̃ log J,

onde a expressão ℓ̃ log J foi escolhida para levar em consideração
o tamanho da amostra. Por exemplo, para J = 1000 a DMU que
apresentar medida de alavancagem maior ou igual a três vezes o
valor da média global é rejeitada.

Assim, mesmo usando o esquema jackstrap para tornar o método DEA
mais robusto, é necessário intenso cálculo computacional. Uma alternativa
metodológica para a mensuração da eficiência seria o uso de modelos pa-
ramétricos, ou seja, o uso de modelos estat́ısticos de fronteira estocástica.
Contudo, este tipo de modelo exige informações prévias sobre sua forma
funcional além de impor fortes condições para sua aplicação.
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Caṕıtulo 3

Regressão Quant́ılica

3.1 Evolução Histórica

A teoria da regressão de uma forma geral teve seus rudimentos no ano de
1760, quando Rudjer Boscovich propôs estimar a elipticidade da terra usando
cinco observações com comprimento de um grau de latitude yi, para várias
latitudes θi, através da resolução do problema

min
∑

|yi − α − β sin2 θi|

sujeito à restrição

n−1
∑

(yi − α̂ − β̂ sin2 θi) = 0.

Posteriormente, cerca de 50 anos depois, Laplace mostrou que o problema
proposto por Boscovich em 1760 podia ser resolvido através do cálculo de
uma mediana ponderada (ver Maciel, 2001).

No entanto, com base no método dos mı́nimos quadrados criado por
Adrien Marie Legendre, por volta de 1806, foi Francis Galton (em 1886)
quem desenvolveu um método geral para o estudo de relações, ao qual ele
deu o nome de “regressão”. Em 1887, Edgeworth, com base nas idéias de
Boscovich, criou o método “mediana plural”, que foi apresentado como uma
alternativa ao método dos mı́nimos quadrados.

Ainda com base na teoria de Boscovich, Charnes, Cooper e Ferguson
(1955) formularam a técnica de regressão de mı́nima soma de erros absolutos,
denominada de método de estimação L1, como um problema de programação
linear, atraindo, mais uma vez, atenção à regressão mediana e provocando o
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surgimento de vários trabalhos, nos quais foram desenvolvidas as proprieda-
des estat́ısticas do método e onde foram propostos algoritmos para obtenção
das estimativas L1 em modelos de regressão simples e múltipla.

Contudo, devido a facilidades computacionais, o método de mı́nimos qua-
drados foi e ainda tem sido ostensivamente usado em diversas áreas como
ferramenta de análise de modelos lineares de regressão. Porém, esta técnica
muitas vezes apresenta uma visão incompleta do conjunto de dados e da
relação entre as variáveis, principalmente diante de violações das suposições
do modelo tradicional.

Com o avanço de algumas técnicas de regressão consideradas mais robus-
tas por apresentarem uma série de vantagens quando comparadas ao método
tradicional, mas que haviam sido “esquecidas” em função das dificuldades
computacionais, estas foram implementadas em plataformas estat́ısticas e
econométricas e novos métodos foram desenvolvidos.

Regressão quant́ılica foi introduzida por Koenker e Basset (1978) como
uma forma de ampliar o método clássico de estimação em um modelo de re-
gressão, que nos fornece a média condicional, para uma técnica de estimação
de várias curvas, através dos quantis condicionais, que caracterizam toda a
distribuição condicional da variável de interesse, dado um conjunto de re-
gressores. Assim, o método de estimação L1 (regressão de mı́nima soma de
erros absolutos) supracitado passou a ser um caso particular de regressão
quant́ılica para o quantil 0.50, que na verdade é a regressão mediana.

O modelo de regressão quant́ılica proposto por Koenker e Basset (1978)
pode ser visto como uma extensão dos quantis ordinários em um modelo de
locação para uma classe mais geral, na qual os quantis condicionais têm a
forma linear.

Buchinsky (1997) lista várias caracteŕısticas bastante atrativas da re-
gressão quant́ılica, tais como:

• O modelo de regressão quant́ılica pode ser utilizado para caracterizar
toda a distribuição condicional de uma variável resposta dado um con-
junto de regressores e não apenas a média condicional.

• O modelo tem uma representação na forma de programação linear, o
que facilita a estimação dos parâmetros, uma vez que as estimativas
são obtidas em um número finito de iterações simplex.

• A função objetivo da regressão quant́ılica é uma soma ponderada de
desvios absolutos, fornecendo uma medida de locação robusta de modo
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que o vetor de coeficientes estimado não é senśıvel a observações extre-
mas na variável dependente.

• Quando os erros não seguem distribuição normal os estimadores de re-
gressão quant́ılica podem ser mais eficientes que estimadores de mı́nimos
quadrados.

• Soluções diferentes para quantis distintos podem ser interpretadas como
diferenças na resposta da variável dependente às mudanças nos regres-
sores em vários pontos da distribuição condicional da variável depen-
dente.

3.2 Fundamentos Teóricos

3.2.1 Densidade Simétrica

Uma função densidade de probabilidade de uma variável aleatória X é simé-
trica se f(x) = f(−x) para todo x. Além do mais, uma variável aleatória
X é simétrica se X e −X têm a mesma função de distribuição. Analisando
estes dois conceitos sob as condições impostas e considerando que X é uma
variável aleatória cont́ınua, verifica-se que:

1. Primeira condição: f(x) = f(−x), ou seja,
∫ x

−∞

f(−y)dy =

∫ ∞

−x

f(y)dy, −∞ < x < ∞.

Então,

P (−X ≤ x) = P (X ≥ −x) =

∫ ∞

−x

f(y)dy =

∫ x

−∞

f(−y)dy =

=

∫ x

−∞

f(y)dy = P (X ≤ x).

Dáı, conclui-se que X e −X têm a mesma função de distribuição. Logo,
X é simétrica.

2. Segunda condição: X é simétrica, ou seja, X e −X têm a mesma função
densidade de probabilidade g(x). Então, definindo f(x) = (g(x) +
g(−x))/2, fica evidente que X tem densidade simétrica.
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Assim, se X é uma variável aleatória que possui função densidade de
probabilidade, então X tem densidade simétrica se e somente se X for uma
variável aleatória simétrica.

Vale a pena salientar que procedimento similar pode ser adotado para o
caso de variáveis aleatórias discretas.

3.2.2 Função de Distribuição Inversa

Seja X uma variável aleatória cont́ınua com função de distribuição FX(x) e
função densidade f(x). Se y = FX(x), então dy/dx = F ′

X(x) = f(x). Logo,
dx/dy = 1/f(x). Assim, usando a fórmula da mudança de variável (ver Hoel,
Port e Stone, 1978),

g(y) = f(x)
∣∣∣
dx

dy

∣∣∣;

a variável aleatória Y = FX(x) tem a seguinte função densidade:

g(y) = f(x)
1

f(x)
= 1, 0 < y < 1.

Ou seja,

g(y) =

{
1, se 0 < y < 1,
0, caso contrário.

Em outras palavras, Y = FX(x) ∼ U(0, 1).
Pelo teorema médio do cálculo, se FX(x) é estritamente crescente, então

existe um único valor de x tal que y = FX(x). Portanto, como Y ∼ U(0, 1),
então X = F−1

X (Y ).

3.2.3 Função Quantil

Seja X uma variável aleatória com função de distribuição dada por FX(x).
O τ -ésimo quantil de X é dado por

Qτ (x) = F−1
X (τ) = inf{x : F (x) ≥ τ}, τ ∈ (0, 1).

Considerando que −∞ < x < ∞, F (x) ≥ τ se e somente se Qτ ≤ x. Assim,
X é identicamente distribúıdo como Qτ , onde τ ∼ U(0, 1). Então,

x = F−1
X (τ),

conforme visto anteriormente. Em particular, quando τ = 1/4, τ = 1/2
e τ = 9/10, os quantis são chamados de 1o quartil, mediana e 9o decil,
respectivamente.
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3.2.4 Modelo de Locação

Suponha que FX(x, λ) seja a função de distribuição de uma variável aleatória
X, indexada pelo parâmetro λ. O parâmetro λ é dito ser de locação se e
somente se, para todo x ∈ R e para todo λ ∈ R, FX(x, λ) pode ser escrita
em função de x − λ, isto é,

FX(x, λ) = GX(x − λ).

Equivalentemente, λ é um parâmentro de locação da função de distribuição
F (x, λ) da variável aleatória X se e somente se a distribuição de X − λ não
depender de λ. Portanto, quando λ é um parâmetro de locação, F (·, λ) pode
ser chamada de famı́lia de parâmetros de locação (ver Mood, Graybill e Boes,
1974).

3.2.5 Função Kernel

A estimação por kernel é um método não-paramétrico que vem sendo uti-
lizado em diversas áreas de pesquisa, especialmente em análise de padrões
espaciais de eventos pontuais em R

2, onde o objetivo é obter uma estimativa
suavizada da densidade de eventos por unidade de área. Ou seja, o pesquisa-
dor produz uma estimativa suavizada da intensidade local dos eventos sobre
a área estudada. Segundo Devroye e Krzyzak (1999), a estimação de kernel é
um método originalmente desenvolvido para obter uma estimativa suavizada
de uma função densidade de probabilidade a partir de uma amostra de dados
observados sem forma paramétrica conhecida.

A estimativa da intensidade local para cada evento, δ̂h(s), exige a iden-
tificação dos eventos vizinhos aos quais podem ser atribúıdas poderações de
acordo com a distância entre o ponto a ser estimado e seus vizinhos. Então,
uma estimativa básica para a intensidade padrão de pontos na posição s pode
ser dada por

δ̂h(s) =
n∑

i=1

1

h2
k

(
s − si

h

)
,

onde k(·) é uma função densidade de probabilidade que deve ser escolhida
adequadamente, conhecida como kernel, h é a largura da banda (bandwidth)
que define a constante de suavização, s é o centro da área a ser estimada, si

é a localização do ponto e n é o número total de pontos.
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Convém salientar que a distância entre o ponto de avaliação e seus vi-
zinhos, bem como os pesos a serem atribúıdos, são controlados pela função
kernel, k(·), e pela constante de suavização, h. Assim, pode-se concluir que
a função kernel pode ser qualquer uma, escolhida de acordo com os objeti-
vos a serem alançados. Por exemplo, a função kernel pode ser gaussiana,
retangular, triangular, quártica, dentre outras.

3.3 Regressão Quant́ılica

A solução de problemas de programação linear consiste em otimizar (ma-
ximizando ou minimizando) uma determinada função objetivo, condicio-
nada a certas restrições. Como citado anteriormente, o modelo de regressão
quant́ılica tem uma representação na forma de programação linear, o que
exige a definição de uma função objetivo.

Seja o seguinte modelo linear, expresso matricialmente:

Y = Xβ + ε,

onde Y é um vetor de variáveis aleatórias de tamanho n×1, X é uma matriz
n × p de regressores de posto p (p < n), β é um vetor p × 1 de parâmetros
desconhecidos e ε é um vetor n × 1 de erros independentes e identicamente
distribúıdos. A função de distribuição de Y é dada por

P (Y ≤ yi) = P (Xβ + ε ≤ yi) = P (ε ≤ yi − xiβ) = Fε(yi − xiβ),

onde xi representa a i-ésima linha da matriz X. Se β for um escalar e xi ≡ 1,
tem-se como caso especial o modelo de locação.

A função quantil condicional de Y dado X pode ser assim definida:

Qτ (Y |X) = Xβ + F−1
ε (τ) = Xβ(τ), (3.1)

onde β(τ) = β +F−1
ε (τ)u, sendo u′ = (1, 0, . . . , 0) ∈ R

p e sendo F−1
ε a função

quantil dos erros.
De forma geral, o τ -ésimo quantil amostral de Y no modelo de locação é

uma solução do problema

min b

{ ∑

i:yi≥b

τ |yi − b| +
∑

i:yi<b

(1 − τ)|yi − b|
}

, b ∈ R.

16



O análogo para o modelo linear do τ -ésimo quantil é definido de maneira
semelhante. Assim, a solução para β(τ) em (3.1), β̂(τ), denominado quantil
de regressão, é solução de

min β n−1

{ ∑

i:yi≥xiβ

τ |yi − xiβ| +
∑

i:yi<xiβ

(1 − τ)|yi − xiβ|
}

,

que pode ser reescrito como

min β n−1

n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ),

onde ρτ (ei), a função perda, é dada por

ρτ (ei) = (τ − I(ei < 0))ei =

{
τei, se ei ≥ 0,
(τ − 1)ei, se ei < 0,

sendo ei = yi − xiβ e sendo I(·) a usual função indicadora. Essa função é
conhecida como “check function”.

Dessa forma, as estimativas de β(τ) são obtidas minimizando a média
da “função perda”. Esta otimização pode ser atingida através das técnicas
de programação linear, bastando para isto introduzir 2n variáveis artificiais
{v(1)

i , v
(2)
i : i = 1, 2, . . . , n} para representar as partes positivas e negativas

do vetor de reśıduos.
Assim, o modelo de regressão quant́ılica tem a seguinte representação na

forma de programação linear, denominada primal:

• Função objetivo:

min β n−1

{ ∑

i:yi≥xiβ

τ |yi − xiβ| +
∑

i:yi<xiβ

(1 − τ)|yi − xiβ|
}

. (3.2)

• Restrições:

yi =

p∑

j=1

xijβj(τ) + ei, (3.3)

com βj(τ) e ei sem restrição de sinal.
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Como nos modelos de programação linear padrão, as variáveis devem ser
positivas, então faz-se necessária uma transformação nas variáveis βj(τ) e em
ei, que pode ser efetuada da seguinte maneira:

βj(τ) = βj(τ)(1) − βj(τ)(2) e ei = v
(1)
i − v

(2)
i ,

onde βj(τ)(1) ≥ 0, βj(τ)(2) ≥ 0, v
(1)
i ≥ 0 e v

(2)
i ≥ 0. Assim, as restrições

podem ser reescritas na forma padrão. Ou seja,

• Restrições:

yi =

p∑

j=1

xij(βj(τ)(1) − βj(τ)(2)) + (v
(1)
i − v

(2)
i ),

com βj(τ)(1) ≥ 0, βj(τ)(2) ≥ 0, v
(1)
i ≥ 0 e v

(2)
i ≥ 0.

Convém salientar que para todo modelo de programação linear, denomi-
nado primal, existe um outro modelo chamado dual que é composto pelos
mesmos coeficientes do primal, porém com objetivos diferentes (por exemplo:
se no modelo primal o objetivo é maximizar, então no dual é minimizar).
Primal e dual estão diretamente relacionados. Dessa relação pode-se con-
cluir que soluções compat́ıveis existem tanto no primal quanto no dual se a
matriz de regressores X possuir posto completo. Além disso, o teorema do
eqüiĺıbrio em programação linear garante que pelo menos uma dessas soluções
compat́ıveis é ótima.

3.3.1 Propriedades de Regressão Quant́ılica

Os estimadores dos quantis de regressão quant́ılica, β̂(τ), possuem impor-
tantes propriedades que auxiliam na análise dos dados em estudo e facilitam
os procedimentos computacionais, reduzindo significativamente o número de
iterações simplex. Essas propriedades, apresentadas por Koenker e Basset
(1978), são:

1. Eqüivariância:

Seja B(τ ; Y,X) o conjunto de soluções compat́ıveis de um modelo de
regressão quant́ılica. Então, para todo β̂(τ) ≡ β̂(τ ; Y,X) ∈ B(τ ; Y,X),
tem-se:
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(i) Eqüivariância em escala:

◦ β̂(τ ; aY,X) = aβ̂(τ ; Y,X), a ∈ [0,∞);

◦ β̂(1 − τ ; aY,X) = aβ̂(τ ; Y,X), a ∈ (∞, 0].

(ii) Eqüivariância de mudança ou de regressão:

β̂(τ ; Y + Xγ,X) = β̂(τ ; Y,X) + γ, γ ∈ R
p.

(iii) Eqüvariância para a matriz de regressores X:

β̂(τ ; Y,XA) = A−1β̂(τ ; Y,X),

onde A é uma matriz p × p não-singular.

2. Invariância para transformações monotônicas:

Sejam h(·) uma função não-decrescente em R e Y uma variável aleatória.
Então,

Qτ (h(y)) = h(Qτ (y)).

Ou seja, os quantis da variável aleatória transformada h(y) são os quan-
tis transformados da variável aleatória Y .

3.3.2 A Função “Sparsity” ou Função Densidade Quan-

til

A função “sparsity” mede a densidade das observações próximas ao quantil
de interesse. Se os dados são pouco numerosos ou dispersos no quantil de
interesse, será mais dif́ıcil estimar esse quantil. Por outro lado, quando os
dados apresentam pouca dispersão no quantil de interesse, este quantil será
estimado com mais precisão. Em outras palavras, a precisão assintótica das
estimativas dos quantis de regressão depende da função “sparsity”.

A função “sparsity”pode ser obtida a partir da identidade Fε(F
−1
ε (τ)) =

τ . Ou seja, derivando esta função com relação a τ , obtém-se a rećıproca da
densidade do erro avaliada no quantil de interesse, isto é,

fε(F
−1
ε (τ))

dF−1
ε (τ)

dτ
= 1 ⇒ dF−1

ε (τ)

dτ
=

1

fε(F−1
ε (τ))

= s(τ),

que na verdade é a função“sparsity”. Em outras palavras, a função “sparsity”
é a derivada da função quantil, F−1

ε .
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Entretanto, s(τ) não é conhecida e, assim, precisa ser estimada. Segundo
Siddiqui (1960), s(τ) pode ser estimada como segue:

ŝn(τ) =
F̂−1

n (τ + hn) − F̂−1
n (τ − hn)

2hn

,

onde a constante de suavização, hn, tende a zero quando n → ∞ e F̂−1
Y é

uma estimativa da função quantil.
A maneira mais simples de estimar F−1

ε é através dos reśıduos obtidos da
estimação da regressão quant́ılica. Assim,

F̂−1
ε (τ) = ê(i), para τ ∈

[
(i − 1)

n
,
i

n

]
,

onde ê(i)(i = 1, 2, . . . , n) são as estat́ısticas de ordem dos reśıduos, êi. Alter-
nativamente, pode-se usar uma interpolação dessas estat́ısticas de ordem.

Basset e Koenker (1982) sugerem o uso da função quantil emṕırica avali-
ada na média, X, para estimar F−1

Y (τ), ou seja:

F̂−1
Y (τ) = Xβ̂(τ),

onde β̂(τ) são os quantis de regressão estimados.
No que se refere à constante de suavização, hn, Hall e Sheather (1988)

sugeriram a seguinte regra, com base em expansões de Edgeworth para os
quantis padronizados:

hn = n−1/3z2/3
α

[
1, 5s(τ)

s′′(τ)

]1/3

,

onde zα satisfaz Φ(zα) = 1 − α/2, sendo Φ a função de distribuição normal
padrão.

Na ausência de informações quanto à forma de s(τ), Koenker e Portnoy
(1996) sugerem o uso do modelo gaussiano para obter hn:

hn = n−1/3z2/3
α

[
1, 5φ2(Φ−1(τ)

2(Φ−1(τ))2 + 1

]1/3

,

onde φ é a função densidade de probabilidade normal padrão.
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3.3.3 Estrutura dos Erros

1. Erros Independentes e Identicamente Distribúıdos (i.i.d.)

Koenker e Basset (1978) mostraram que para erros independentes e
identicamente distribúıdos com função de distribuição Fε(e) e função
densidade de probabilidade fε(e) = F ′

ε(e), com fε(F
−1
ε (τ)) > 0, verifica-

se que √
n
(
β̂(τ) − β(τ)

)
d−→ N(0, Λτ ), (3.4)

onde a matriz de covariância limite é dada por

Λτ =
τ(1 − τ)

f 2
ε (F−1

ε (τ))
D−1,

sendo D a seguinte matriz positiva definida:

D = lim
n→∞

n−1

n∑

i=1

xix
′
i.

2. Erros Não Identicamente Distribúıdos (n.i.d.)

Neste caso, a matriz de covariância limite assume a forma do “Huber
Sandwich”, como mostrado a seguir (ver Koenker e Portnoy, 1996):

√
n
(
β̂(τ) − β(τ)

)
d−→ N(0, H−1

n JnH
−1
n ), (3.5)

onde
Jn(τ) = τ(1 − τ)n−1(X ′X),

Hn(τ) = lim
n→∞

n−1

n∑

i=1

xix
′
ifi(ξi(τ))

e fi(ξi(τ)) é a densidade condicional da variável resposta Y avaliada
no τ -ésimo quantil condicional. Aqui, nota-se que no caso das funções
fi’s serem idênticas, o “Huber Sandwich” se iguala à expressão Λτ e,
portanto, tem-se erros i.i.d.

Assim, pode-se concluir que a precisão assintótica em modelos com er-
ros i.i.d. depende da função “sparsity”, s(τ), enquanto que em modelos
com erros n.i.d. esta precisão depende de Hn(τ), que são desconhecidas
e, portanto, precisam ser estimadas.
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3. Erros Homoscedásticos

Considerando que os erros são i.i.d., a função quantil para o modelo de
regressão linear simples Y = β0 + β1X + ε é

Qτ (Y |X) = β0 + β1X + F−1
ε (τ) = (β0 + F−1

ε (τ)) + β1X,

onde F−1
ε é a função quantil da distribuição dos erros e τ ∈ (0, 1).

Neste caso, para todos os quantis o coeficiente angular da reta, β1,
será o mesmo, enquanto que o intercepto da equação, β0 + F−1

ε (τ),
aumenta quando τ aumenta. Portanto, os quantis condicionais são
simples deslocamentos paralelos, conforme mostrado na Figura 3.1.

4. Erros Heteroscedásticos

Levando em conta o modelo linear simples, onde os erros são i.i.d., tem-
se Yi = β0 + β1Xi + σiεi, onde σi = Xiγ. A função quantil para este
modelo é

Qτ (Y |X) = β0 + β1Xi + σiF
−1
ε (τ)

= β0 + β1Xi + XiγF−1
ε (τ)

= β0 + (β1 + γF−1
ε (τ))Xi.

Dessa forma, verifica-se que o coeficiente angular da reta assume valores
diferentes para diferentes valores de τ , enquanto que o intercepto da
equação não se altera. Isto pode ser observado com mais clareza na
Figura 3.2.

3.3.4 Estimação da Matriz de Covariância

A estimação da matriz de covariância assintótica de β̂(τ) depende basica-
mente da estimação de s(τ), no caso de erros i.i.d., já apresentada anteri-
ormente, ou alternativamente, da estimação de Hn(τ), quando os erros são
n.i.d., que pode ser obtida através dos seguintes métodos:

1. Método Kernel (Powell Sandwich)

Powell (1986) propôs uma estimativa para a matriz de covariância que
é baseada na função kernel, k(·), como segue:
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Figura 3.1: Gráfico de quantis condicionais para erros homoscedásticos.
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Figura 3.2: Gráfico de quantis condicionais para erros heteroscedásticos.
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Ĥn(τ) = (hnn)−1

n∑

i=1

k
(
êi(τ)/hn

)
xix

′
i,

onde limn→∞

√
nhn → ∞.

2. Método Bootstrap

É uma técnica que permite a obtenção de mais informações a respeito
das variáveis objeto do estudo a partir de apenas uma amostra de da-
dos. Para sua aplicação é necessário o uso da simulação. O método aqui
apresentado utiliza esquema bootstrap por pares, ou seja, usa reamos-
tragem para obter mais informações tanto sobre a variável dependente
quanto sobre a covariável. Sua aplicação é feita através dos seguintes
passos:

(i) Extraia uma amostra aleatória de n pares de valores (y∗
i , x

∗
i ), i =

1, 2, . . . , n, da função de distribuição emṕırica FnXY .

(ii) Obtenha a estimativa bootstrap β̂∗(τ) através da regressão quan-
t́ılica de Y ∗ em X∗.

(iii) Repita os passos (i) e (ii) um número grande, B, de vezes, obtendo
as estimativas bootstrap β̂∗

1(τ), β̂∗
2(τ), . . . , β̂∗

B(τ).

(iv) Determine o estimador bootstrap da matriz de covariância a partir
da expressão

Λ̂(τ) =
n

B

B∑

j=1

(
β̂∗

j (τ) − β̄∗(τ)
)(

β̂∗
j (τ) − β̄∗(τ)

)′
,

onde β̄∗(τ) = B−1
∑B

j=1 β̂∗
j .

Uma alternativa para estimar a matriz de covariância é uma extensão da
estimação da função “sparsity”, proposta por Hendricks e Koenker (1992):

f̂i(ξi(τ)) =
2hn

x′
i

(
β̂(τ + hn) − β̂(τ − hn)

) .
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3.3.5 Qualidade do Ajuste pela Regressão Quant́ılica

A medida para aferir a qualidade do ajustamento através da regressão quan-
t́ılica sugerida por Koenker e Machado (1999) é R1(τ), que é semelhante ao
coeficiente de determinação, R2, do modelo linear de regressão tradicional.

Particionando a função quantil condicionada definida em (3.1), o modelo
passa a ter a expressão

Qτ (yi|xi) = x′
i1β1(τ) + x′

i2β2(τ). (3.6)

Admitindo restrição a esse modelo, tal que

H0 : β2 = 0

e considerando que β̂(τ) é a solução do modelo completo, ou seja,

V̂ (τ) = min β

n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ),

e β̃(τ) = (β̃1(τ)′, 0′)′ é a solução para o modelo restrito imposto pela hipótese
fundamental acima, ou seja,

Ṽ (τ) = min β1

n∑

i=1

ρτ (yi − xi1β1),

então, tem-se:

R1(τ) = 1 − V̂ (τ)

Ṽ (τ)
,

Desde que β̃(τ) é obtido através da restrição imposta a β̂(τ), fica evidente
que V̂ (τ) ≤ Ṽ (τ) e, por conseguinte, 0 ≤ R1(τ) ≤ 1, como no R2. Contudo, o
R1(τ) é uma medida local que avalia a qualidade do ajuste relativo de modelos
de regressão quant́ılica para um quantil espećıfico em termos de uma soma
ponderada de reśıduos absolutos, enquanto que o R2 é uma medida global
que avalia a qualidade do ajuste de modelos de regressão tradicionais sobre
toda a distribuição condicional.
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3.3.6 Inferência para Regressão Quant́ılica

Com base no desenvolvimento de R1(τ), Koenker e Machado (1999) apre-
sentaram vários procedimentos para realização de testes de hipóteses. Eles
propuseram teste de razão de verossimilhança, através do modelo de re-
gressão Laplaciano, bem como teste de postos. Esta escolha é conseqüência
da analogia que essas técnicas apresentam com modelos lineares de regressão
quant́ılica.

1. Teste da Razão de Verossimilhança

Inicialmente, Koenker e Machado (1999) consideraram a densidade La-
placeana assimétrica, ou seja,

f1(ε) = τ(1 − τ)exp{−ρτ (ε)}

para testar a hipótese
H0 : β2 = 0,

onde β2 vem da partição definida em (3.6).

A função de verossimilhança sob a condição de que {εi} vem da densi-
dade acima citada é,

L(β) = [τ(1 − τ)]nexp

{
−

n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ)

}

com a log de verossimilhança dada por

ℓ(β) = n ln(τ [1 − τ)] −
n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ).

A função de verossimilhança, L(β), é maximimada por

min
n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ) = V̂ (τ).

Sob H0, a log de verossimilhança é

ℓ(β) = n ln[τ(1 − τ)] −
n∑

i=1

ρτ (yi − xi1β1),
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e a função de verossimilhança é maximizada por

min
n∑

i=1

ρτ (yi − xi1β1) = Ṽ (τ).

Logo, a razão de verossimilhança é assim obtida:

λn(τ) =
exp

{
− Ṽ (τ)

}

exp
{
− V̂ (τ)

} ⇒

⇒ [λn(τ)]2 =
[
exp

{
− Ṽ (τ) + V̂ (τ)

}]2 ⇒
⇒ ln[λn(τ)]2 = ln

[
exp

{
− Ṽ (τ) + V̂ (τ)

}]2 ⇒
⇒ −2 ln λn(τ) = 2

[
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

]
.

Sob H0, −2 ln λn(τ)
d−→ χ2

q, onde q é o número de restrições em teste.

A partir desse resultado e realizando ligeira adaptação nos argumentos
de Koenker e Basset (1982), obtém-se a seguinte estat́ıstica de teste

Ln(τ) =
2
[
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

]

τ(1 − τ)s(τ)
, (3.7)

que é assintoticamente χ2
q.

Trabalho semelhante pode ser realizado utilizando a densidade assimé-
trica de Laplace na forma de locação e escala, ou seja,

fσ(ε) =
τ(1 − τ)exp

{
−ρτ (ε)

σ

}

σ
,

cuja função log de verossimilhança é

ℓ(β) = n ln[τ(1 − τ)] − n ln σ − 1

σ

n∑

i=1

ρτ (yi − xiβ),

com a correspondente estat́ıstica de razão de verossimilhança dada por

−2 ln λ∗
n(τ) = 2n ln

[
Ṽ (τ)/V̂ (τ)

]
, (3.8)

onde σ̂(τ) = n−1V̂ (τ) e σ̃(τ) = n−1Ṽ (τ).

27



Para análise assintótica, a equação (3.8) pode ser reescrita como

−2 ln λ∗
n(τ) = 2n ln

{
1 +

[
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

]
/V̂ (τ)

}

= 2 ln

[
1 +

(
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

nσ

)]n

.

Dáı,

lim
n→∞

−2 ln λ∗
n(τ) = lim

n→∞
2 ln

[
1 +

(
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

nσ(τ)

)]n

= 2 ln

{
exp

[
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

σ(τ)

]}

=
2
[
Ṽ (τ) − V̂ (τ)

]

σ(τ)
,

onde assume-se que 0 < σ(τ) < ∞. Então, σ̂(τ) = n−1V̂ (τ) → σ(τ).

De maneira análoga a (3.7), sob H0 a estat́ıstica teste é

Λn(τ) =
2nσ(τ)

τ(1 − τ)s(τ)
ln

[
Ṽ (τ)/V̂ (τ)

]
,

que é assintoticamente χ2
q.

2. Teste Rankscore

Desenvolvido por Gutenbrunner, Jurečková, Koenker e Portnoy (1993)
para modelos lineares de regressão homoscedásticos, é baseado na re-
gressão rankscore que possui propriedades análogas às dos correspon-
dentes testes de postos em modelos de locação. Posteriormente, Ko-
enker e Machado (1999) estenderam este teste para modelos heteros-
cedásticos.

A regressão rankscore, desenvolvida por Gutenbrunner e Jurečková
(1992), provém do dual relacionado com o modelo de programação
linear (primal) que define a solução ótima do modelo de regressão
quant́ılica, já citado neste trabalho em (3.2) e (3.3). Esta técnica pode
ser vista como sendo uma generalização da dualidade das estat́ısticas
de ordem e de postos do modelo de locação para o modelo linear de
amostra única.
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O modelo dual referente ao primal definido em (3.2) e (3.3) é

Y ′
na = max X ′

na = (1 − τ)X ′
n1n, a ∈ [0, 1]n.

Ou seja,

âni(τ) = arg max{Y ′a | X ′
1a = (1 − τ)X ′

11n, a ∈ [0, 1]n}.

• Modelos Homoscedásticos

A função quantil condicionada particionada definida em (3.6),
pode ser reescrita da seguinte forma

Qτ (Y |Xi) = X1β1(τ) + X2β2(τ),

onde β(τ) = β+F−1
ε , o que caracteriza um modelo homoscedástico.

Com a partição, β(τ) = (β1(τ)′, β2(τ)′)′, sendo β1(τ) e β2(τ) ve-
tores de dimensão p e q, respectivamente.

A hipótese a ser testada é H0 : β2(τ) = 0 e a estat́ıstica teste é
dada por

T (1)
n =

S ′
nQ

−1
n Sn

A2(ϕ)
,

onde

∗ Qn = n−1
(
X2− X̂ ′

2

)′(
X2− X̂2

)
, com X̂2 = X1

(
X ′

1X1

)−1
X ′

1X2

e limn→∞ Qn = Q, uma matriz q × q positiva definida.

∗ Sn = n−1/2
(
X2−X̂2

)′
b̂n, sendo b̂n =

(
b̂n1, b̂n2, . . . , b̂nn

)′
o vetor

composto pelos “rankscores”: b̂ni = −
∫ 1

0
ϕ(t)dâni(t), i =

1, 2, . . . , n.
Aqui, como na teoria clássica de testes de postos, ϕ : (0, 1) →
R é a função escore, que é não-decrescente e integrável em
(0,1).

∗ A2(ϕ) =
∫ 1

0
[ϕ(t) − ϕ̄]2dt, com ϕ̄ =

∫ 1

0
ϕ(t)dt.

Sob H0 a distribuição de T
(1)
n é χ2

q central, onde q é o número de
restrições imposto pela hipótese nula.

• Modelos Heteroscedásticos

Aqui, segue-se a mesma partição do caso homoscedástico, sendo
que β(τ) = β + γF−1

ε , o que indica heteroscedasticidade.
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Assim, para testar H0 : β2 = 0, tem-se a seguinte estat́ıstica teste:

T (2)
n =

Sn(τ)′M−1
n Sn(τ)

τ(1 − τ)
,

onde Mn = n−1
(
X2 − X̂ ′

2

)′(
X2 − X̂2

)
, como Qn definido no caso

homoscedástico. Entretanto, devido a heteroscedasticidade, X̂2 =

X1

(
X ′

1Γ
−1
n X1

)−1
X ′

1Γ
−1
n X2, sendo Γ = diag(σi), lembrando que

σi = xiγ.

Sob hipótese nula, T
(2)
n é assintoticamente distribúıda como χ2

q,
com parâmetro de não-centralidade dado por

η(ϕ, ζ) =
ξ′Ω−1ξ

A2(ϕ)
,

onde

ξ(ϕ, ζ, Fε) =

∫ 1

0

ζ(t)fε

[
F−1

ε (τ)
]
dϕ(t),

Ω = ΨH−1
n DnH

−1
n Ψ′,

Ψ = [0
...Iq],

Dn = n−1X ′
nXn,

e ζ(τ) é uma função cont́ınua, ζ(τ) : [0, 1] → R
q, tal que β2 =

ζ(τ)/
√

n. No entanto, o interesse principal é a função quantil es-
core

ϕ(τ) = τ − I(t < τ), (3.9)

cuja atenção está voltada exclusivamente para o τ -ésimo quantil.
Neste caso, ϕ̄ = 0 e A2(ϕ) = τ(1− τ). Assim, os “rankscores” são
dados por

b̂n = ân(τ) − (1 − τ).

Dessa forma,
ξ(ϕ, ζ, Fε) = ζ(t)fε

[
F−1

ε (τ)
]
.

3. Intervalos de Confiança

Inferência sobre a população a partir de dados amostrais através da es-
timação intervalar em regressão quant́ılica segue basicamente a mesma
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metodologia utilizada na regressão tradicional. Quando a matriz de
covariância é desconhecida, tem-se:

P

(
β̂j(τ)−t(n−p;α/2)

√
v̂ar

(
β̂j(τ)

)
< βj(τ) < β̂j(τ)+t(n−p;α/2)

√
v̂ar

(
β̂j(τ)

))
= 1−α,

para j = 1, 2, . . . , p. Aqui, v̂ar
(
β̂j(τ)

)
é o j-ésimo elemento da diagonal

principal da matriz de covariância limite estimada, 1 − α é o ńıvel de
confiança adotado e t(n−p;α/2) é o quantil de ordem α/2 (0 < α < 1/2)
da distribuição t com n− p graus de liberdade. Assim, um intervalo de
confiança para βj(τ) com coeficiente de confiança (1 − α)% é:

[
β̂j(τ) − t(n−p;α/2)

√
v̂ar

(
β̂j(τ)

)
; β̂j(τ) + t(n−p;α/2)

√
v̂ar

(
β̂j(τ)

)]
.

É importante frisar que existem outras técnicas para a construção de
intervalos de confiança, tais como: método da inversão de testes “ranks-
core”, desenvolvido por Hušková (1994) a partir da teoria de regressão
rankscores apresentada por Gutenbrunner, Jurečková, Koenker e Port-
noy (1993), e esquema bootstrap (Buchinsky, 1994).

De acordo com Maciel (2001), o método da inversão de testes rankscore
tem uma forma geral de dif́ıcil computação. Entretanto, para o caso
de um quantil fixo e escolhendo a função quantil escore como em (3.9),
um teste pode ser constrúıdo com base em ân, que é a solução de

max{(y − x2)ξ
′a|X ′

1a = (1 − τ)X ′
11n, a ∈ [0, 1]n},

da seguinte maneira:

• hipóteses:
H0 : β2 = ξ

H1 : β2 6= ξ.

• estat́ıstica teste:

Tn(ξ) =
Sn(ξ)

A(ϕτ )qn

,
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onde
qn = n−1x′

2(I − X1(X
′
1X1)

−1X ′
1)x2,

Sn(ξ) = n−1/2x′
2b̂n(ξ).

Sob H0, Sn(ξ)
d−→ N(0, A2(ϕτ )q

2
n).

• regra de decisão: rejeitar a hipótese nula se |Tn(ξ)| > Φ−1(1−α/2).

32



Caṕıtulo 4

Regressão Clássica

4.1 Evolução Histórica

Conforme citado no caṕıtulo anterior, a teoria da regressão teve seu ińıcio em
1760, com Rudjer Boscovich, mas veio tomar forma a partir do método dos
mı́nimos quadrados criado por Legendre, por volta de 1806, e quando Francis
Galton (em 1886) desenvolveu a regressão. Posteriormente, segundo Barban-
cho (1970), Laplace, Carl Friedrich Gauss, Francis Galton, Karl Pearson e
Ronald Fisher, generalizando o método dos mı́nimos quadrados, consolida-
ram as bases pilares da teoria da regressão.

Com o advento da análise de demanda, no ińıcio do século XX, surge
a análise quantitativa da economia e, portanto, a econometria, que na ver-
dade é uma combinação de três ramos cient́ıficos: economia, matemática e
estat́ıstica. A partir de então a análise de regressão baseada no método dos
mı́nimos quadrados teve um desenvolvimento extraordinário, principalmente
com a fundação da Econometric Society em Cleveland (EUA) em dezembro
de 1930, com a constituição da Comissão Cowles para Pesquisa Econômica
em 1932 e com o ińıcio da publicação da revista Econometrica em 1933.

Segundo Barbancho (1970), Ragnar Frisch, um dos fundadores da Econo-

metric Society, publicou, em 1934, seus estudos sobre análises de confluências,
que contribúıram para esclarecer muitos problemas de análise de regressão,
especialmente sobre multicolinearidade. A Comissão Cowles elaborou, no
peŕıodo de 1943 a 1954, um tratado de econometria denominado statistical

inference in dynamic economic models, sobre problemas de especificação e de
equações simultâneas, dentre outros.
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De acordo com Matos (2000), nos últimos 30 anos os cientistas deram
ênfase ao estudo de regressões espúrias ou dúbias, levantadas por George
Box e Gwilym Jenkins, em 1970 e 1976 e por Clive Granger e Paul Newbold,
em 1974, e de regressão em séries temporais, destacando-se os estudos de
George Box e D. Pierce, em 1970, George Box e Gwilym Jenkins, em 1976,
Wayne Fuller, também em 1976, Clive Granger e Paul Newbold, em 1974,
além de David Dickey e Wayne Fuller, em 1979.

4.2 O Método dos Mı́nimos Quadrados Or-

dinários

Seja o seguinte modelo linear, expresso em forma matricial,

Y = Xβ + e,

onde Y é um vetor de tamanho n × 1, X é uma matriz n × k de posto k
(k < n), β é um vetor k×1 e e é um vetor n×1 de erros, sendo k a quantidade
de parâmetros de regressão.

Supondo que os valores de X não são aleatórios, a esperança de Y é

E(Y ) = E(Xβ + e) = Xβ + E(e).

Admitindo que a média dos erros é nula, vem

E(Y ) = Xβ.

Dessa forma, o erro pode ser definido como sendo e = Y −E(Y ) = Y −Xβ.
O método dos mı́nimos quadrados consiste em minimizar a soma dos

quadrados dos erros, ou seja,

S = e′e = (Y − Xβ)′(Y − Xβ) = Y ′Y − 2β′X ′Y + β′X ′Xβ.

Derivando com relação a β e igualando a 0, encontram-se as estimativas dos
parâmetros do modelo em questão. Ou seja:

β̂ = (X ′X)−1X ′Y.

Note que as variáveis que compõem a matriz X não devem apresentar coli-
nearidade perfeita, pois isto tornaria a matrix (X ′X) singular.
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Considerando que a variância dos erros é constante e que o erro de uma
observação é não-correlacionado com o erro de outras observações, isto é,
var(e) = σ2, onde 0 < σ2 < ∞ e cov(ei, ej) = 0 , ∀ i 6= j, a matriz de
covariância de Y pode ser assim calculada:

cov(Y ) = E
{
[Y − E(Y )][Y − E(Y )]′

}
= E(ee′) = σ2In,

onde In é a matriz identidade de ordem n.

4.2.1 Propriedades dos Estimadores de Mı́nimos Qua-

drados Ordinários

Os estimadores de mı́nimos quadrados ordinários são não-viesados:

E(β̂) = E[(X ′X)−1X ′Y ] = (X ′X)−1X ′E(Y ) = (X ′X)−1X ′Xβ = β.

A matriz de covariância de β̂ é dada por

cov(β̂) = E
{
[β̂ − E(β̂)][β̂ − E(β̂)]′

}
= E[(β̂ − β)(β̂ − β)′]

= E[(X ′X)−1X ′ee′X(X ′X)−1] = (X ′X)−1X ′E(ee′)X(X ′X)−1

= σ2(X ′X)−1.

Como a estimativa de mı́nimos quadrado ordinários de σ2 é σ̂2 = ê′ê/(n−k),
onde ê = [In −X(X ′X)−1X ′]Y é o vetor de reśıduos, a estimativa de cov(β̂)
é

ĉov(β̂) = σ̂2(X ′X)−1.

Uma observação importante é que β̂ é função linear de Y . Logo, se Y tem
distribuição normal, β̂ também tem distribuição normal.

Assim, os estimadores de mı́nimos quadrados ordinários são lineares e não-
viesados. Como estes estimadores satisfazem ao teorema de Gauss-Markov,
então eles se enquadram na classe dos estimadores lineares não-viesados de
variância mı́nima. Contudo, convém salientar que esta propriedade só se
verifica sob as suposições já citadas.

4.2.2 Qualidade do Ajuste pela Regressão Linear Clás-

sica

1. Coeficiente de Determinação (R2): é um indicador da qualidade do
modelo estimado, ou seja, indica a proporção da variabilidade de Y
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em torno de Ȳ que é explicada ao se usar o modelo estimado. Dessa
forma, quanto mais próximo de 1 for o seu valor, maior será o poder
explicativo do modelo estimado. O coeficiente de determinação é dado
por

R2 = 1 − ê′ê

Y ′Y − nȲ 2
.

2. Coeficiente de Determinação Ajustado (R̄2): como o coeficiente de de-
terminação, esta medida também indica a qualidade do modelo esti-
mado. Porém, ela não é uma proporção e, conseqüentemente, pode
estar fora do intervalo [0, 1]. O coeficiente de determinação ajustado é
dado por

R̄2 = 1 − ê′ê/(n − k)

(Y ′Y − nȲ 2)/(n − 1)
.

Convém salientar que, para modelos com mais de um regressor, verifica-
se que R̄2 < R2.

4.2.3 Inferência para Regressão Linear Clássica

1. Estat́ısticas t de Student e F :

As estat́ısticas t e F são utilizadas para realizar inferências sobre os
parâmetros, notadamente no que se refere à construção de intervalos
de confiança e na validação de alguns tipos de hipóteses. No caso dos
estimadores de mı́nimos quadrados, é necessário supor que os erros
seguem distribuição normal. Admitindo esta suposição, tem-se

• Intervalos de confiança: adotando um coeficiente de confiança de
1−α e considerando que t(n−k,α/2) é o quantil de ordem α/2 (0 <
α < 1/2) da distribuição t com n − k graus de liberdade, tem-se

P

[
β̂i−t(n−k,α/2)

√
v̂ar(β̂i) ≤ βi ≤ β̂i+t(n−k,α/2)

√
v̂ar(β̂i)

]
= 1−α,

para i = 1, . . . , k. Assim, um intervalo de confiança para βi de
ńıvel (1 − α)% é

[
β̂i − t(n−k,α/2)

√
v̂ar(β̂i); β̂i + t(n−k,α/2)

√
v̂ar(β̂i)

]
.
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• Testes de hipóteses: para a realização de testes é necessário definir
as hipóteses, determinar uma estat́ıstica de teste e estabelecer uma
regra de decisão. Assim:

– Teste t: neste caso, tem-se:

∗ hipóteses:

· testes bilaterais:

H0 : βi = β
(0)
i

H1 : βi 6= β
(0)
i

· testes unilaterais à direita:

H0 : βi = β
(0)
i

H1 : βi > β
(0)
i

· testes unilaterais à esquerda:

H0 : βi = β
(0)
i

H1 : βi < β
(0)
i

∗ estat́ıstica teste: sob a hipótese nula

t =
β̂i − β

(0)
i√

v̂ar(β̂i)
∼ t(n−k)

∗ regra de decisão: rejeita-se a hipótese H0 se:

· |t| > t(n−k,α/2), nos testes bilaterais;

· t > t(n−k,α), nos testes unilaterais à direita;

· t < −t(n−k,α), nos testes unilaterais à esquerda.
Convém lembrar que n−k são os graus de liberdade da
distribuição t e α é o ńıvel de significância.

– Análise de variância: aqui, o teste F é utilizado para verificar
a significância das variáveis explicativas. As hipóteses são:

H0 : βs = 0

H1 : βs 6= 0,
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onde

βs =




β2

β3
...

βk


 e 0 =




0
0
...
0


 .

Sob a hipótese nula, a estat́ıstica de teste é:

F =
β̂′

s

[
ĉov(β̂s)

]
β̂s

k − 1
∼ F(k−1,n−k),

sendo
β̂′

s =
[

β̂2 β̂3 . . . β̂k

]
.

Assim, a regra de decisão para este teste é rejeitar a hipótese
nula se F > F(α;k−1,n−k), onde α é o ńıvel de significância e
k − 1 e n − k são os graus de liberdade do numerador e do
denominador da distribuição F , respectivamente.

2. Teste de Normalidade de Bera-Jarque:

Este teste verifica se determinado conjunto de valores provém de uma
distribuição normal. A estat́ıstica de teste é baseada em duas medidas
descritivas: os coeficiente de assimetria e curtose. As hipóteses testadas
são: H0 : a distribuição do conjunto de valores é normal, contra H1 :
a distribuição do conjunto de valores não é normal e pertence à familia
de Pearson. A estat́ıstica de teste é

BJ = n

[
α̂1

6
+

(α̂2 − 3)2

24

]
,

onde
√

α̂1 e α̂2 são os coeficientes amostrais de assimetria e curtose,

respectivamente. Sob a hipótese nula BJ
d−→ χ2

2. A regra de decisão
para este teste é rejeitar H0 se BJ > χ2

(1−α,2), onde χ2
(1−α,2) é o percentil

de ordem 1 − α da distribuição χ2
2.

3. Testes de Heteroscedasticidade:

Quando a suposição de homoscedasticidade é violada, isto é, quando
a variância dos erros varia ao longo das observações, os estimadores
de mı́nimos quadrados ordinários permanecem não-viesados e consis-
tentes, porém tornam-se ineficientes, ou seja, não têm mais variância
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mı́nima e, neste caso, inferências baseadas nessas estimativas podem
ser imprecisas.

Assim, na presença de heteroscedasticidade, ĉov(β̂) = σ2(X ′X)−1 nem
é não-viesado e nem consistente para cov(β̂). Neste caso, é importante
considerar estimativas mais confiáveis para cov(β̂).

Sob heteroscedasticidade, a matriz de covariância de β̂ é dada por

cov(β̂) = (X ′X)−1X ′ΩX(X ′X)−1,

onde Ω é uma matriz diagonal contendo as variâncias dos erros. Note
que se Ω = σ2In, tem-se homoscedasticidade.

Para detectar a presença de heteroscedasticidade, pode-se utilizar os
seguintes testes:

• Teste de Breusch-Pagan:

– hipóteses: H0 : há homoscedasticidade; H1 : há heteroscedas-
ticidade;

– estat́ıstica de teste:

LMBP =
m′Z(Z ′Z)−1Z ′m

2σ̃4
,

onde:

m =




m1

m2
...

mn


 , Z =

[
1 z1 z2 . . . zs

]
, mi = ê2

i − σ̃2
i

e σ̃2 = n−1
n∑

i=1

ê2
i .

Sob a hipótese nula, LMBP
d−→ χ2

(s−1), onde (s−1) é o número
de restrições em teste;

– regra de decisão: rejeitar H0 se LMBP > χ2
(1−α,s−1).

Uma observação importante sobre este teste é que ele é muito
senśıvel a desvios da suposição de normalidade.
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• Teste de Koenker: desenvolvido para robustecer o teste de Breusch-
Pagan. Os dois testes têm a mesma estrutura, sendo que a es-
tat́ıstica de teste de Koenker é dada por

LMK =
m′Z(Z ′Z)−1Z ′m

n−1
n∑

i=1

(ê2
i − σ̃2

i )
2

.

A vantagem deste teste é que ele funciona bem mesmo quando a
suposição de normalidade é violada.

4. Testes quasi-t: São semelhantes aos testes t supra citados, porém, com
duas diferenças fundamentais, a saber:

• a estat́ıstica teste quasi-t é dada por

τ =
β̂i − β

(0)
i√

v̂ar(β̂i)
,

onde v̂ar(β̂i) é obtida de um estimador consistente de cov(β̂).

• sob a hipótese nula, que é igual à do teste t, τ
d−→ N(0, 1).

Existem estimadores consistentes da matriz de covariância de β̂
(HCCMEs); estes estimadores são consistentes tanto sob homos-
cedasticidade quanto sob heteroscedasticidade de forma desconhe-
cida. Alguns HCCMEs encontram-se listados a seguir.

– HC0
Proposto por White (1980), este HCCME, que é conhecido
simplesmente como estimador de White, estima cov(β̂) da
seguinte maneira:

ĉov(β̂) = (X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,

onde

Ω̂ =




ê2
1 0 . . . 0
0 ê2

2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . ê2
n


 .
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– HC1
Desenvolvido por Hinkley (1977), o estimador é definido como

ĉov(β̂) =
n

n − k
(X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,

onde

Ω̂ =




ê2
1 0 . . . 0
0 ê2

2 . . . 0
...

...
...

0 0 . . . ê2
n


 .

– HC2
Proposto por Horn, Horn e Duncan (1975), este estimador de
cov(β̂) é escrito da seguinte forma:

ĉov(β̂) = (X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,

onde

Ω̂ =




ê2

1

1−h1

0 . . . 0

0
ê2

2

1−h2

. . . 0
...

...
...

0 0 . . . ê2
n

1−hn




.

– HC3
Davidson & MacKinnon (1993) propõem que cov(β̂) seja as-
sim estimado:

ĉov(β̂) = (X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,

onde

Ω̂ =




ê2

1

(1−h1)2
0 . . . 0

0
ê2

2

(1−h2)2
. . . 0

...
...

...

0 0 . . . ê2
n

(1−hn)2




.

– HC4
Com o objetivo de levar em conta a razão entre as alavanca-
gens individuais e a alavancagem média, Cribari-Neto (2004)
propôs que a matriz de covariância fosse assim estimada:

ĉov(β̂) = (X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,
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onde

Ω̂ =




ê2

1

(1−h1)α1
0 . . . 0

0
ê2

2

(1−h2)α2
. . . 0

...
...

...

0 0 . . . ê2
n

(1−hn)αn




,

sendo αi = min{nhi

k
, 4}, i = 1, 2, . . . , n.

– HC5
Este estimador, desenvolvido por Souza (2004), leva em consi-
deração o efeito do grau máximo de alavancagem. Neste caso,
a estimativa da matriz de covariância é dada por

ĉov(β̂) = (X ′X)−1X ′Ω̂X(X ′X)−1,

onde

Ω̂ =




ê2

1

(1−h1)δ1
0 . . . 0

0
ê2

2

(1−h2)δ2
. . . 0

...
...

...

0 0 . . . ê2
n

(1−hn)δn




,

sendo δi = min{hi

h
, max{4, khmax

h
}}, com i = 1, 2, . . . , n.

Aqui, hmax = max{h1, h2, . . . , hn} enquanto que δ é uma cons-
tante; Souza (2004) propõe usar k = 0.7.
Tanto em HC2, quanto em HC3, HC4 e HC5, h1, h2, . . . , hn

são os elementos diagonais da matriz H = X(X ′X)−1X ′.

O desenvolvimento de HCCMEs teve ińıcio com os trabalhos de Eicker
(1963, 1967) e Huber (1967). Posteriormente, White (1980) introduziu a idéia
para econometristas e profissionais da área, introduzindo o estimador HC0.
Cinco anos após, MacKinnon e White (1985) mostram que HC0 pode ter de-
sempenho ruim em amostras finitas e apresentam três estimadores alternati-
vos conhecidos como HC1, HC2 e HC3, todos assintoticamente equivalentes
a HC0. Beseados em resultados de simulação de Monte Carlo, MacKinnon e
White (1985) recomendaram o uso do estimador HC3. Mais adiante, David-
son e MacKinnon (1993) recomendaram fortemente o uso do HC2 ou do HC3
no lugar do HC0. Cribari-Neto (2004) e Souza (2004) propuseram os estima-
dores HC4 e HC5, respectivamente, que levam em consideração a influência
de pontos de alta alavancagem.
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4.2.4 Estat́ısticas Auxiliares

1. Fator de Inflação de Variância (FIV): é uma medida utilizada para de-
tectar a presença de multicolinearidade nos dados, mostrando como a
variância de um estimador aumenta pela presença de colinearidade en-
tre as variáveis regressoras. Pode ser calculado pela seguinte expressão:

FIV =
1

(1 − r2
ij)

, i 6= j(i = 1, 2, . . . , k)(j = 1, 2, . . . , k),

onde rij é o coeficiente de correlação entre a covariável Xi e a covariável
Xj. Assim, a medida que r2

ij se aproxima de 1, o FIV se aproxima do
infinito, enquanto que se r2

ij se aproxima de 0, o FIV tende para 1. Dáı,
quanto maior for o grau de colinearidade entre as covariáveis, maior é
o valor do FIV (ver Gujatari, 2000).

Uma regra prática para identificar a presença de multicolinearidade
através do FIV é: se o FIV > 5, então diz-se que essa covariável é
altamente co-linear.

2. Critérios de Informação de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC): estas me-
didas são usadas para selecionar, adequadamente, as covariáveis que
devem ser inclúıdas no modelo. Podem ser calculadas por:

AIC = ln

(
SSEi

n

)
+

2Ki

n

BIC = ln

(
SSEi

n

)
+

Ki

n
ln(n),

onde SSEi é a soma dos quadrados dos reśıduos e Ki é a quantidade
de parâmetros, ambos do i-ésimo modelo avaliado.

O uso dessas duas medidas é recomendado em modelos encaixados, ou
seja, em modelos onde um é caso particular do outro. A aplicação
consiste no cálculo das medidas para vários modelos e, em seguida,
escolhe-se o modelo que apresentar o menor AIC ou o menor BIC.
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Caṕıtulo 5

Modelos

Uma avaliação estat́ıstica do gasto público municipal no Brasil foi realizada
por Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić, em 2003. Contudo, esse traba-
lho não levou em consideração a idade do munićıpio, variável esta que pode
influenciar o resultado da eficiência dos munićıpios brasileiros, uma vez que
munićıpios novos, supostamente, não têm, ainda, uma estrutura adequada.

Em uma cidade recém-criada, conjectura-se, a prinćıpio, que a falta de
estrutura e de recursos pode levá-la a ser ineficiente no tocante aos gastos
públicos. Como ultimamente foram criados muitos munićıpios no Brasil,
este trabalho tem como objetivo refazer a avaliação da eficiência técnica
dos munićıpios brasileiros, sendo que, agora, levando em conta a idade dos
mesmos.

Assim, a avaliação estat́ıstica do gasto público municipal no Brasil reali-
zada nesta dissertação é feita a partir do trabalho desenvolvido por Sampaio
de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003), que utilizaram três técnicas de es-
timação: DEA (Data Envelopment Analysis), regressão clássica e regressão
quant́ılica.

Através da técnica DEA, os munićıpios brasileiros são classificados como
eficientes ou ineficientes no que se refere ao gasto público. Os eficientes são
utilizados para a construção matemática da fronteria de eficiência e servem
de referência para os munićıpios que estão afastados dessa fronteira, consi-
derados ineficientes.

Devido à natureza determińıstica dos modelos não-paramétricos, as ine-
ficiências encontradas podem não ser explicadas apenas pela incompetência
administrativa ou pela inexistência incentivos e planejamentos satisfatórios
para assegurar um funcionamento adequado das municipalidades, mas, tam-
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bém, pela presença se observações influentes (outliers), erros de medida,
omissão de variáveis, heterogeneidade dos dados e outras discrepâncias es-
tat́ısticas; ver Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003).

Adicionalmente, as ineficiências podem ser conseqüência da existência
de fatores externos sobre os quais os munićıpios não têm controle, tais como
condições naturais e climáticas, fatores poĺıticos, caracteŕısticas demográficas
e sócio-econômicas, dentre outras. O cálculo das medidas de eficiência em
função de fatores exógenos se dá pela diferença entre as medidas de eficiência
técnica geradas pelo método DEA e as medidas de eficiência estimadas em
função dos fatores condicionantes. Neste contexto, a regressão clássica e a
regressão quant́ılica são utilizadas para predizer a eficiência dos munićıpios
brasileiros em função dos fatores condicionantes.

Dessa forma, este trabalho também se concentra na obtenção da estima-
tiva da eficiência técnica de cada munićıpio, utilizando sua dependência de
fatores exógenos com a finalidade de avaliar a relação entre as medidas obti-
das pelo método DEA, através dos modelos CCR e BCC, e as medidas pre-
ditas pelos fatores condicionantes obtidas a partir dos modelos de regressão
clássica e quant́ılica. Por conseguinte, de posse das eficiências preditas pelos
modelos de regressão exclusivamente em função de fatores exógenos, foram
expurgados os efeitos destes fatores das eficiências DEA, obtendo-se, assim,
medidas mais “puras” de eficiência.

As medidas de eficiência técnica dos munićıpios brasileiros geradas pelo
método DEA-CCR e DEA-BCC utilizadas como referência para a avaliação
objeto deste trabalho são as mesmas obtidas por Sampaio de Sousa, Cribari–
Neto e Stošić (2003), conforme mencionado acima.

5.1 Os Modelos DEA

Visando ao tratamento de outliers e erros de medida, Sampaio de Sousa,
Cribari–Neto e Stošić (2003) levaram em consideração a robustez proporcio-
nada pelo esquema jackstrap. Dessa forma, as medidas de eficiência geradas
pelos modelos CCR e BCC por eles adotados foram obtidas a partir dos
critérios descritos a seguir:

• O subconjunto de DMUs, L, é composto por 10% do total de munićıpios
que compõem a base de dados, ou seja, L = 476.

• A quantidade de réplicas de bootstrap é B = 500, resultando em 238
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mil medidas de alavancagem para cada modelo DEA.

• A redução dos efeitos provocados por observações influentes é feita
através da distribuição heaviside step function, uma vez que a mesma
leva em conta o tamanho da amostra.

• As variáveis que compõem estes modelos são identificadas em dois gru-
pos:

– Insumos, entradas ou inputs: são os recursos e os serviços dispo-
nibilizados pelos munićıpios. Aqui, são utilizados:

∗ gasto atual (X1) - esta variável está relacionada com o custo
total agregado;

∗ número de professores (X2) - usada para mostrar a eficiência
dos serviços em educação;

∗ número de hospitais e postos de saúde (X3) - indicador de
gastos com serviços de saúde;

∗ proporção de mortalidade infantil (X4) - esta variável foi colo-
cada no modelo como insumo pelo fato de que ela é indicadora
de eficiência dos serviços de saúde.

– Produtos finais/acabados, sáıdas ou outputs: são os resultados
obtidos pelos serviços oferecidos pelos munićıpios. As variáveis
que compõem este grupo foram cuidadosamente selecionadas de
um conjunto de serviços disponibilizados pelos munićıpios, levando
em consideração a consonância com o grupo de insumos. Estas
variáveis são:

∗ população total residente (Y1) - esta variável visa à avaliação
dos serviços administrativos;

∗ população alfabetizada (Y2), número de estudantes matricu-
lados nos ensinos fundamental e médio (Y3), freqüência dos
estudantes por escola (Y4), número de estudantes aprovados
por escola (Y5), número de estudantes na série correta por es-
cola (Y6) - estas cinco variáveis estão relacionadas à eficiência
dos serviços educacionais;

∗ número de domićılios com água potável (Y7), número de do-
mićılios com acesso a sistema de esgoto (Y8) e número de
domićılios com acesso a coleta de lixo (Y9) - estas variáveis
avaliam as condições de saúde e moradia.
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5.2 Os Modelos Lineares de Regressão Clássica

As eficiências técnicas das municipalidades brasileiras estimadas por estes
modelos levam em consideração os seguintes critérios:

• Variáveis estudadas para composição do modelo

A variável resposta é a eficiência técnica obtida pelo método DEA e
as covariáveis estudadas são identificadas e classificadas de acordo suas
caracteŕısticas, da seguinte forma:

– sócio-econômicas: despesas com pessoal (E1), despesa com pes-
soal ativo (E2), percentual de domićılios cujo chefe ganha até um
salário mı́nimo (E3), rendimento médio (E4), rendimento medi-
ano (E5), participação no projeto alvorada (E22) e rendimento de
royalties de água (ROY );

– poĺıticas: partido poĺıtico dos prefeitos - PFL (E6), PMDB (E7),
PSDB (E8), PT (E9), PPS (E10), PPB (E11), PTB (E12), PDT
(E13), outros partidos (E14);

– administrativas: prédios que pagaram IPTU em 1998 (E15), ı́ndice
de atualização do cadastro predial (E16), participação em consór-
cios intermunicipais (E17), grau de informatização (E18) e poder
de decisão dos conselhos municipais (E19);

– indicadoras de economia de escala: densidade demográfica (E20)
e taxa de urbanização (E21);

– indicadoras de localização: poĺıgono da seca (E23), região metro-
politana (RM2), capitais dos Estados (CAP ) e distância entre os
munićıpios (W1) e (W2);

– outras variáveis: idade do munićıpio (E25), munićıpios tuŕısticos
(MT ), população total (POP ), royalties I (R1), royalties II (R2),
receitas correntes (RC), transferências correntes (TC) e receita
ĺıquida (RL).

Dentre as variáveis citadas acima algumas são do tipo dummy, ou seja,
assumem o valor 1 se há a caracteŕıstica desejada e o valor 0 caso
contrário. Especificamente para as variáveis distância entre os mu-
nićıpios e idade dos munićıpios, as caracteŕısticas desejadas são menor
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ou igual a 50 quilômetros e oito anos, respectivamente. Esta escolha
prende-se ao fato de que um munićıpio muito novo, no máximo duas
administrações, tende a ser ineficiente, devido à falta de estrutura, e
que a eficiência de um determinado munićıpio pode influir na eficiência
de seus vizinhos próximos.

No que se refere às variáveis royalties I (R1) e royalties II (R2), elas são
do tipo dummy. R1 assume o valor 1 se o munićıpio recebia qualquer
quantia a t́ıtulo de royalties e o valor 0 caso contrário. Já R2 é igual a
1 se o munićıpio recebia mais de 10% da sua receita tributária a t́ıtulo
de royalties e é igual a 0 caso contrário.

Convém salientar que este elenco de variáveis foi usado por Sampaio de
Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003), exceto a idade do munićıpio (E25),
cuja fonte é o Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil gerado pelo
Programa das Nações Unidas para o Desenvolvimento.

• Definição do modelo

Devido ao fato de que a variável dependente assume valores no inter-
valo (0, 1], ou seja, (0 < θ ≤ 1), o que caracteriza uma restrição ou
uma censura à variável, o modelo de regressão mais adequado é o tobit,
também conhecido como modelo de regressão censurada. Desenvolvido
por James Tobin (1958), tobit é um modelo de regressão onde fato-
res ligados à mensuração dos dados impedem a observação de valores
da variável resposta ao longo de toda a sua extensão posśıvel. Isto
significa que a variável resposta assume apenas determinados valores,
ficando os demais censurados. Esta censura introduz uma correlação
entre o termo de erro e as covariáveis de um modelo de regressão li-
near clássica, violando uma das condições necessárias à aplicação do
método dos mı́nimos quadrados. Assim, os parâmetros do modelo to-
bit geralmente são estimados pelo método da máxima verossimilhança.
Contudo, para sua aplicação é necessário assumir normalidade e ho-
moscedastididade pois, caso contrário, as estimativas dos parâmetros
seriam inconsistentes.

O uso do método dos mı́nimos quadrados ordinários em modelos li-
neares de regressão onde a variável dependente é censurada também
gera estimativas inconsistentes. Segundo Greene (1981), este problema
se agrava à medida em que a proporção de observações censuradas
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na amostra aumenta. Então, pode-se notar que o problema da in-
consistência não traz grandes conseqüências quando o número de ob-
servações censuradas é pequeno. Além do mais, tem sido mostrado na
literatura que fazendo uma transformação logaŕıtmica na variável de-
pendente, os estimadores de mı́nimos quadrados ordinários continuam
não-viesados e passam a ser consistentes quando a variável dependente
assume apenas valores estritamente positivos.

Como mostrado no Caṕıtulo 4, os estimadores de mı́nimos quadrados
ordinários são não-viesados, consistentes, e assintoticamente normais
mesmo na presença de heteroscedasticidade de forma desconhecida, o
que não ocorre com os estimadores de máxima verossimilhança utiliza-
dos no modelo tobit. Este é mais um argumento em favor do método
dos mı́nimos quadrados, uma vez que o problema da ineficiência pro-
vocada pela heteroscedasticidade pode ser solucionado usando-se HC-
CMEs, conforme já mencionado.

Diante do exposto, a escolha do método para realizar as estimati-
vas da eficiência técnica dos munićıpios do Brasil recai no modelo de
regressão linear clássica através dos estimadores de mı́nimos quadra-
dos ordinários, com especificação semilog, também denominada log-lin.
Dessa forma, a variável resposta passa a ser o logaritmo das medidas
de eficiência geradas pela técnica DEA, tanto pelo modelo CCR quanto
pelo BCC.

Quando não há informações sobre a forma funcional do modelo a ser
ajustado, é comum assumir linearidade. Neste caso, tem-se:

ln θ = Xβ + e.

Neste modelo, o coeficiente de inclinação mede a variação proporcional
ou relativa ocorrida em θ para cada variação absoluta verificada em X.
Assim, multiplicando-se a variação relativa em θ por 100, obtém-se a
variação percentual ou a taxa de crescimento ocorrida em θ para uma
variação absoluta em X.

Outro modelo aqui estudado é definido em função da variável distância
entre os muńıćıpios. Anselin (1988), com o objetivo de levar em consi-
deração a dependência espacial de θ, ou seja, visando eliminar os efeitos
da correlação espacial, propôs o modelo

(I − ρW )θ = Xβ + e ⇒ θ = ρWθ + Xβ + e, com e = λWe + u.
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Como o modelo especificado é o semilog, tem-se como resposta ln θ e
não θ. Assim,

ln θ = ρWθ + Xβ + e,

onde I é a matriz identidade de ordem n, W é uma matriz n × n que
controla a existência dos efeitos de vizinhança entre as cidades; aqui ρ
mede a correlação espacial, ou seja, se for diferente de zero, indica que
a eficiência estimada para um determinado munićıpio é diretamente
afetada pela eficiência de seus vizinhos. O parâmentro λ captura a
correlação espacial entre os erros e u é um novo termo para o erro.

Igualmente a Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003), aqui W
tem duas formas: na primeira, denotada por W1, o elemento (ij) de
W1 é igual a um se a distância entre os munićıpios i e j não excede a
50 quilômetros e é igual a zero caso contrário; na segunda, denotada
por W2, o elemento (ij) de W2 é igual ao quociente entre a distância
entre os munićıpios i e j e a distância máxima encontrada, o que resulta
em uma medida entre zero e um. Este critério para a definição de W
permite que a avaliação seja realizada através de uma medida binária
(dummy) e de uma medida relativa.

5.3 Os Modelos de Regressão Quant́ılica

Considerando a heterogeneidade dos dados, é posśıvel que as estimativas
condicionadas pela média obtidas a partir do modelo linear de regressão
tradicional através dos estimadores de mı́nimos quadrados sofram influência
dessa variabilidade. A regressão quant́ılica oferece mecanismos para que as
estimativas sejam condicionadas pela mediana, que não é afetada por valores
extremos ou, ainda, se for do interesse, por outros quantis.

O modelo de regressão quant́ılica aqui utilizado segue o mesmo padrão
adotado no modelo de regressão linear clássica descrito acima.
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Caṕıtulo 6

Os Dados - Uma Breve

Descrição

A base da dados utilizada na presente dissertação é composta por 4755 mu-
nićıpios, selecionados dentre 5264. Alguns munićıpios deixaram de ser in-
clúıdos nesta base porque não apresentavam as informações completas para
a análise.

Todas as informações são referentes ao ano de 2000, exceto com relação à
variável “prédios que pagaram IPTU”, cujas informações são de 1998. Estes
dados foram obtidos junto aos órgãos: Secretaria do Tesouro Nacional, Insti-
tuto Brasileiro de Geografia e Estat́ıstica, Ministério da Educação e Cultura,
Instituto de Pesquisas Econômicas e Aplicadas e através do Programa das
Nações Unidas para o Desenvolvimento.

A Tabela 6.1 exibe medidas estat́ısticas que fornecem uma visão global
a respeito do comportamento das variáveis quantitativas utilizadas como re-
gressores nos modelos de regressão linear clássica e quant́ılica. Como era de
se esperar, estas variáveis se mostram heterogêneas, principalmente a receita
ĺıquida (RL), com coeficiente de variação 1606.32%. Apenas duas, ı́ndice
de atualização do cadastro predial (E16) e taxa de urbanização (E21), com
coeficientes de variação 13.35% e 39.76%, respectivamente, apresentam certa
homogeneidade. Algumas dessas medidas revelam situações interessantes e
até curiosas, como listado a seguir:

◦ A cidade de Salto Veloso (SC) foi a que menos gastou com pessoal,
R$ 915.78, enquanto que São Paulo (SP) foi a que apresentou maior
gasto, R$ 1,800,263,284.00. No que tange à despesa com pessoal ativo,
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a situação é semelhante: R$ 809.19 gastos por Salto Veloso e R$
1,776,983,284.00 por São Paulo.

◦ O munićıpio de Cantanhede (MA) foi o que apresentou o menor rendi-
mento médio, cerca de R$ 114.85, e Santana de Parnáıba (SP), o maior,
R$ 2,583.57.

◦ Em Santa Tereza (RS) não havia domićılios onde o chefe ganhava um
salário mı́nimo ou menos. Na contra-mão estavam Barro Alto (GO),
Nina Rodrigues (MA) e Iracema (CE), onde em 62.93% de seus do-
mićılios o chefe da famı́lia ganhava até um salário mı́nimo.

◦ Para 705 munićıpios nenhum prédio pagou IPTU em 1998 e 648 não
tinham esta informação dispońıvel. No entanto, o ı́ndice médio de
atualização do cadastro predial era de 0.909.

◦ No que se refere à população, a cidade de Borá (SP) tinha apenas 795
habitantes, quando a média era 31,551 habitantes por cidade e metade
dos munićıpios tinha menos de 11,000 habitantes.

◦ 944 munićıpios não tinham receitas correntes e nem transferências cor-
rentes e 945 não tinham receita ĺıquida.

Quanto às variáveis do tipo dummy, a Tabela 6.2 mostra o número de
munićıpios com a caracteŕıstica desejada. Os dados são referentes ao ano de
2000. Por exemplo, 891 munićıpios tinham prefeitos filiados ao PFL, 1,089
ao PMDB e 167 ao PT; 1,876 cidades participavam de consórcios intermu-
nicipais; 3,124 estavam informatizadas e em 2,075 os conselhos municipais
tinham poder de decisão. Além disso, 2,001 munićıpios participavam do pro-
jeto alvorada, 1,212 pertenciam à região do poĺıgono da seca e 807 tinham,
no máximo, 8 anos de existência.

A matriz de vizinhanças entre os munićıpios, W1, tem um comportamento
especial. Ela é uma matriz n × n, onde o elemento (i, j) é igual a um se a
distância entre os munićıpios i e j não excede 50 quilômetros e zero caso
contrário.

52



Tabela 6.1: Medidas descritivas de covariáveis que compõem os modelos de
regressão linear clássica e quant́ılica.

Medida
Variável

Mı́nimo 1o Quartil Média Mediana
E1 915.78 1054762.49 5982257.94 1796975.85
E2 809.19 880172.53 5151351.47 1477156.66
E3 0.00 3.20 11.96 8.38
E4 114.85 260.47 435.90 400.27
E5 70.00 151.00 240.25 200.00

E15 0.00 26.50 1856.16 180.00
E16 0.00 0.89 0.91 0.97
E20 0.10 12.00 89.94 25.00
E21 0.00 40.04 58.36 58.43

POP 795.00 5449.00 31550.86 10977.00
RC 0.00 1951458.00 14599047.37 3370762.56
TC 0.00 1868988.31 9717298.06 3059835.00
RL 0.00 31453.20 4881749.32 187842.00

Medida
Variável

3o Quartil Máximo Desvio padrão Coef. variação(%)
E1 3529655.01 1800263284.00 39239479.25 655.93
E2 2968204.91 1776983284.00 35950452.13 697.88
E3 17.63 62.93 11.02 92.12
E4 561.01 2583.57 214.91 49.30
E5 300.00 1000.00 109.03 45.38

E15 754.50 917523.00 18513.67 997.42
E16 0.97 1.00 0.12 13.35
E20 50.10 11608.80 459.00 510.36
E21 77.21 100.00 23.21 39.76

POP 22145.00 10434252.00 196876.14 624.00
RC 7215022.70 7753358748.00 141570626.36 969.72
TC 6370433.26 3259088539.00 64334223.03 662.06
RL 765562.83 4494270209.00 78416908.62 1606.32
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Tabela 6.2: Número de munićıpios com a caracteŕıstica requerida pela
variável dummy.

Variável Número de
dummy munićıpios

E6 891
E7 1089
E8 824
E9 167
E10 140
E11 536
E12 336
E13 250
E14 522
E17 1876
E18 3124
E19 2075
E22 2001
E23 1212
RM2 325
E25 807

ROY 390
MT 350
CAP 26
R1 697
R2 474
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Caṕıtulo 7

Resultados

Os resultados apresentados a seguir foram obtidos usando o software R, que
é composto por pacotes desenvolvidos para a análise, manipulação e exibição
gráfica de dados. Uma de suas vantagens é a flexibilidade em permitir a
criação de novas funções e a modificação de muitas funções internas. Pode
ser obtido pela internet através da página http//www.r-project.org nas
versões Windows, Linux, Unix e Macintosh.

Conforme já citado, os resultados DEA-CCR e DEA-BCC foram obtidos
por Sampaio de Sousa, Cribari–Neto e Stošić (2003). Neste trabalho, eles
estão expostos em tabelas comparativas e gráficos que também exibem as
eficiências geradas pelos modelos de regressão clássica e quant́ılica, conside-
rando fatores condicionantes e fatores exógenos.

7.1 Definição dos Modelos Ajustados

7.1.1 Modelos de Regressão Linear Clássica

1. A Partir do DEA-CCR

Após uma análise das variáveis dispońıveis, ficou evidente que, devido à
natureza das mesmas, algumas delas apresentavam elevadas correlações
entre si e, conseqüentemente, foram exclúıdas dos três modelos de re-
gressão linear clássica: o que mensura a eficiência técnica dos mu-
nićıpios sem levar em conta a correlação espacial e aqueles que consi-
deram tal correlação. Seguem, abaixo, as justificativas da eliminação
dessas variáveis:
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• Despesa com pessoal (E1), despesa com pessoal ativo (E2) e receita
ĺıquida (RL): Neste caso, as variáveis E2 e RL foram exclúıdas
dos modelos, visto que RL, como já mencionado, é altamente
heterogênea e E1 é mais abrangente do que E2, contendo, inclusive,
as informações referentes a esta última.

• Salário médio e salário mediano: a opção se deu pelo salário médio
em função das propriedades estat́ısticas da média e pelo fato das
duas variáveis apresentarem graus de variabilidade semelhantes.

• Região metropolitana (RM2) e distância entre os munićıpios (W1 e
W2): estas variáveis, separadamente, fazem parte dos três modelos
de regressão linear tradicional. RM2 é uma das covariáveis do
modelo ln θ = Xβ+e, enquanto que W1 e W2 compõem os modelos
que incluem a correlação espacial, ou seja, ln θ = ρWθ + Xβ + e.

• Recebimento de royalties de água (ROY ), royalties I (R1) e royal-

ties II (R2): aqui, o objetivo é identificar se o recebimento de
royalties exerce influência sobre eficiência do munićıpio. A variável
escolhida foi R2.

Ademais, a variável outros partidos E14 foi exclúıda do modelo em
razão da mesma não conter informações para todos os munićıpios e
a variável prédios que pagaram IPTU em 1998, E15, não pertence a
nenhum modelo visto que, além de apresentar grau de variabilidade
muito alto, todas as outras variáveis são referentes ao ano de 2000.

A partir de então, foram obtidos os três modelos estimados para re-
gressão linear clássica, considerando todas as variáveis restantes, sendo
a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR a variável depen-
dente e as demais as covariáveis. Em seguida, foi realizada uma inspeção
para detectar multicolinearidade através do método fator de inflação de
variância (FIV ). A Tabela 7.1 mostra as variáveis exclúıdas do modelo
por apresentarem fatores de inflação de variância muito elevados.

Convém salientar que a variável despesa com pessoal (E1) apresentou
FIV = 32.6013 para o modelo sem correlação espacial, FIV = 32.6614
e FIV = 32.6504 para os modelos com correlação espacial usando
W1 e W2, respectivamente. Por estes valores a variável E1 deveria
ter sido exclúıda dos modelos. Contudo, devido ao fato de que ela é
relacionada com a variável receita ĺıquida (RL), que foi retirada dos
modelos, decidiu-se por sua manutenção.

56



Um novo ajuste foi feito, agora sem as variáveis exclúıdas: E2, E5,
E14, E15, ROY , R1, POP , RC, TC e RL. Nota-se da Tabela 7.2 que
as variáveis restantes não apresentam caracteŕısticas de multicolineari-
dade.

Assim, os modelos estimados de regressão linear clássica foram obti-
dos a partir das covariáveis exibidas na Tabela 7.2, considerando que
a variável dependente é formada pela eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

As Tabelas 7.3, 7.4 e 7.5 mostram os coeficientes estimados para cada
uma das covariáveis apresentadas na Tabela 7.2, com as respectivas
estat́ısticas de teste t e quasi-t, que indicam a significância de cada
covariável, principalmente as estat́ısticas quasi-t, uma vez que os três
modelos apresentam heteroscedasticidade, conforme mostra a Tabela
7.6, que exibe os resultados dos testes de Koenker e Breusch-Pagan.

Uma constatação importante é que o modelo que não leva em conta a
correlação espacial, através da variável distância entre os munićıpios,
apresentou a covariável região metropolitana (RM2) como não-signi-
ficativa ao ńıvel de 5%, enquanto que os modelos que foram defini-
dos com a correlação espacial apresentaram as covariáveis W1EFIC e
W2EFIC como significativas ao ńıvel de 5%. Como os modelos com e
sem correlação espacial diferem exatamente quanto ao uso dos regresso-
res RM2, W1EFIC e W2EFIC e como RM2 é não-significativo, então
o modelo sem correlação espacial foi descartado, permanecendo apenas
os modelos que envolvem as duas matrizes que definem as distâncias
entre os munićıpios.

Excluindo dos modelos com correlação espacial as covariáveis não-
significativas ao ńıvel de 5%, obtém-se um modelo com dezesseis co-
variáveis, que é composto por W1, e um outro com quatorze, que é
formado por W2.

Assim, finalmente, é definido o modelo de regressão linear clássica que
tem como variável resposta a eficiência gerada pelo método DEA-CCR.
É aquele composto pelas dezesseis covariáveis cuja descrição é exibida
na Tabela 7.7. Esta decisão foi tomada com base no fato de que quanto
mais informações forem utilizadas para a composição de um modelo,
mais confiáveis tendem a ser os resultados obtidos. Os resultados reve-
lam que:
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Tabela 7.1: Variáveis exclúıdas dos modelos de regressão linear clássica, onde
a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR, em
função da multicolinearidade.

Fator de inflação de variância
Variável Modelo sem correlação Modelo com correlação espacial

espacial com matriz W1 com matriz W2

POP 34.3100 34.5581 34.6749
RC 93.7519 93.8675 93.7044
TC 108.9213 108.8168 109.1517

• A vinculação partidária dos prefeitos dos munićıpios é significativa
apenas no caso das cidades cujo administrador é filiado ao PMDB
(E7) e ao PDT (E13). As cidades gerenciadas pelo PMDB têm sua
eficiência técnica média diminúıda em torno de 3.455%, enquanto
que as administradas pelo PDT, a diminuição da eficiência média
é ainda maior: 4.676%, considerando, em cada caso, as demais
covariáveis constantes.

• Igualmente aos partidos poĺıticos, os munićıpios tuŕısticos (MT )
não conseguem fazer com que sua vocação para o turismo os tor-
nem mais eficientes, visto que esta variável não é significativa ao
ńıvel de 5%. Além disso, caso ela fosse significativa, exerceria
impacto negativo sobre a eficiência (ver Tabela 7.4). Certamente
esta variável deve ter mais atenção dos administradores munici-
pais, uma vez que sendo bem trabalhada, pode ser uma fonte
geradora de interessantes recursos, que bem aplicados poderiam
tornar o turismo em uma variável significativamente positiva na
prestação de serviços à população.

• Como era esperado, os munićıpios localizados no poĺıgono da seca,
E23, tendem a ser mais ineficientes do que os demais, uma vez que
estando sujeitos a condições climáticas adversas têm dificuldades
de direcionar recursos para suprir as demandas da comunidade.

• A variável que mais contribui para o aumento da eficiência média
dos munićıpios é capitais dos Estados (CAP ), que mantendo os de-
mais regressores constantes, aumenta a eficiência média em torno
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de 18.67%, seguida do grau de informatização do munićıpio(E18),
que proporciona crescimento médio de 8.493%. Nos dois casos se
verifica o esperado. Primeiro, as capitais geram mais recursos, de-
vido ao fato de serem mais desenvolvidas em determinadas áreas,
como a industrial e a tecnológica. Segundo, a informatização do
munićıpio pode diminuir custos e agilizar processos, o que aumenta
a eficiência.

• A conjectura central desta dissertação se confirmou, uma vez que
a idade dos munićıpios, E25, é a segunda variável significativa que
mais influi negativamente. Quando as demais variáveis indepen-
dentes são mantidas constantes, a eficiência média das cidades
que têm menos de 8 anos (cerca de duas gestões) é diminúıda
em aproximadamente 8.823%. Isto reforça a idéia de que a falta
de estrutura administrativa e de experiência em gestão pública
causa perdas aos munićıpios, tornando-os ineficientes. Assim, esta
variável, que é o foco principal deste trabalho, indica que a criação
de novos munićıpios, como vem acontecendo no Brasil, pode trazer
mais problemas do que soluções, visto que a tendência é que estas
cidades não tenham bom desempenho no tocante à administração
dos gastos públicos.

• Os munićıpios que recebem royalties (R2) não conseguem canali-
zar tal receita em prol da melhoria dos serviços públicos; muito
pelo contrário, esta é a variável que mais influi na diminuição
da eficência dessas cidades, apresentando decréscimo médio de
15.26%. Isto sugere que esta receita adicional gera gastos de maior
vulto ou indevidos e, por conseguinte, munićıpios ineficientes.

• Dentre as covariáveis significativas, as que menos exercem in-
fluência na eficiência média dos munićıpios são rendimento médio
(E4) e densidade demográfica (E20), que caminham em direções
opostas, ou seja, para cada real que aumenta, em média, a renda
do trabalhador, a eficiência fica reduzida em menos de 0.01%, en-
quanto que cada pessoa por metro quadrado, incrementa a eficiên-
cia média em menos de 0.05%. Estes resultados sugerem que as
municipalidades mais empobrecidas tendem a administrar melhor
seus escassos recursos. Esta suposição torna-se mais forte em vir-
tude do percentual de domićılios cujo chefe ganha até um salário
mı́nimo (E3) ser positivamente significativo.
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Tabela 7.2: Fator de inflação de variância para as variáveis selecionadas
como covariáveis dos três modelos de regressão linear clássica, onde a variável
resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR.

Fator de inflação de variância
Variável Modelo sem correlação Modelo com correlação espacial

espacial com matriz W1 com matriz W2

W1EFIC – 1.1389 –
W2EFIC – – 1.2475

E1 1.6119 1.6119 1.6166
E3 2.8005 2.8550 2.8127
E4 2.9967 2.9946 2.9980
E6 2.2165 2.2164 2.2195
E7 2.4396 2.4443 2.4560
E8 2.1623 2.1621 2.1654
E9 1.3372 1.3379 1.3426
E10 1.2462 1.2462 1.2475
E11 1.8569 1.8578 1.8774
E12 1.5439 1.5439 1.5438
E13 1.4401 1.4409 1.4482
E16 1.0527 1.0532 1.0523
E17 1.1422 1.1427 1.2131
E18 1.3319 1.3320 1.3324
E19 1.0306 1.0298 1.0319
E20 1.5582 1.4913 1.4523
E21 1.7157 1.7136 1.7452
E22 2.7609 2.7738 2.7766
E23 1.8691 1.8967 1.8989
RM2 1.2786 – –
E25 1.1861 1.1873 1.1865
MT 1.3719 1.3293 1.3289
CAP 1.4040 1.4129 1.4199
R2 1.1329 1.1193 1.1220
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Tabela 7.3: Estimativas dos coeficientes do modelo de regressão linear clássica
sem correlação espacial, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada
pelo método DEA-CCR, com suas respectivas estat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Variável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −9.309 × 10−01 −20.532 −20.476 −20.446

E1 7.485 × 10−11 0.518 0.910 0.727
E3 8.692 × 10−04 1.283 1.235 1.236
E4 −8.128 × 10−05 −2.261 −1.987 −1.960
E6 −2.780 × 10−02 −1.633 −1.645 −1.647
E7 −4.410 × 10−02 −2.659 −2.745 −2.749
E8 −1.717 × 10−02 −0.991 −1.012 −1.014
E9 4.878 × 10−03 0.174 0.194 0.193
E10 −1.153 × 10−02 −0.391 −0.400 −0.401
E11 −2.260 × 10−02 −1.175 −1.198 −1.200
E12 1.917 × 10−02 0.886 0.903 0.904
E13 −5.583 × 10−02 −2.327 −2.288 −2.292
E16 −7.761 × 10−02 −2.058 −2.189 −2.189
E17 −5.349 × 10−02 −5.483 −5.395 −5.405
E18 8.583 × 10−02 7.913 7.658 7.670
E19 3.628 × 10−02 3.973 3.969 3.976
E20 5.039 × 10−05 4.152 3.366 2.942
E21 5.320 × 10−03 21.122 20.565 20.584
E22 4.334 × 10−02 2.886 2.656 2.657
E23 −5.591 × 10−02 −3.995 −3.884 −3.890
RM2 3.293 × 10−02 1.647 1.598 1.590
E25 −9.145 × 10−02 −7.065 −6.100 −6.111
MT −1.477 × 10−02 −0.738 −0.681 −0.680
CAP 1.456 × 10−01 2.031 2.113 1.996
R2 −1.525 × 10−01 −9.619 −8.613 −8.621
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Tabela 7.4: Estimativas dos coeficientes do modelo de regressão linear clássica
com correlação espacial, usando a matriz W1, onde a variável resposta é
a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR, com suas respectivas
estat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Variável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −9.819 × 10−01 −21.284 −21.234 −21.221
W1EFIC 4.592 × 10−03 5.732 5.793 5.790

E1 7.546 × 10−11 0.524 1.025 0.931
E3 1.401 × 10−03 2.055 1.968 1.969
E4 −8.185 × 10−05 −2.285 −2.026 −2.002
E6 −2.710 × 10−02 −1.597 −1.605 −1.608
E7 −4.822 × 10−02 −2.914 −3.007 −3.012
E8 −1.661 × 10−02 −0.961 −0.984 −0.985
E9 1.187 × 10−03 0.042 0.047 0.047
E10 −1.104 × 10−02 −0.376 −0.393 −0.393
E11 −2.591 × 10−02 −1.352 −1.376 −1.378
E12 2.021 × 10−02 0.937 0.952 0.953
E13 −6.009 × 10−02 −2.512 −2.462 −2.466
E16 −7.256 × 10−02 −1.929 −2.062 −2.063
E17 −5.672 × 10−02 −5.831 −5.723 −5.733
E18 8.410 × 10−02 7.778 7.549 7.561
E19 3.810 × 10−02 4.187 4.197 4.205
E20 4.447 × 10−05 3.758 3.222 2.835
E21 5.409 × 10−03 21.558 20.796 20.815
E22 4.896 × 10−02 3.263 3.011 3.013
E23 −6.659 × 10−02 −4.738 −4.598 −4.606
E25 −8.655 × 10−02 −6.704 −5.781 −5.792
MT −6.799 × 10−03 −0.346 −0.324 −0.324
CAP 1.768 × 10−01 2.466 2.590 2.454
R2 −1.518 × 10−01 −9.667 −8.530 −8.539
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Tabela 7.5: Estimativas dos coeficientes do modelo de regressão linear clássica
com correlação espacial, usando a matriz W2, onde a variável resposta é
a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR, com suas respectivas
estat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Variável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −7.927 × 10−01 −11.795 −11.319 −11.313
W2EFIC −7.916 × 10−05 −2.719 −2.508 −2.510

E1 9.629 × 10−11 0.666 1.188 0.992
E3 5.927 × 10−04 0.873 0.848 0.848
E4 −8.625 × 10−05 −2.401 −2.113 −2.086
E6 −2.933 × 10−02 −1.723 −1.734 −1.737
E7 −4.778 × 10−02 −2.873 −2.955 −2.960
E8 −1.940 × 10−02 −1.119 −1.144 −1.146
E9 8.924 × 10−05 0.003 0.004 0.004
E10 −1.449 × 10−02 −0.492 −0.499 −0.499
E11 −2.861 × 10−02 −1.481 −1.505 −1.508
E12 1.921 × 10−02 0.889 0.904 0.905
E13 −6.133 × 10−02 −2.551 −2.501 −2.505
E16 −7.808 × 10−02 −2.071 −2.203 −2.203
E17 −4.746 × 10−02 −4.722 −4.616 −4.624
E18 8.465 × 10−02 7.806 7.546 7.559
E19 3.558 × 10−02 3.896 3.892 3.899
E20 5.663 × 10−05 4.836 3.794 3.313
E21 5.441 × 10−03 21.433 20.880 20.896
E22 3.974 × 10−02 2.640 2.437 2.439
E23 −5.554 × 10−02 −3.970 −3.861 −3.868
E25 −9.219 × 10−02 −7.124 −6.140 −6.151
MT −8.945 × 10−03 −0.454 −0.424 −0.424
CAP 1.220 × 10−01 1.693 1.801 1.703
R2 −1.519 × 10−01 −8.634 −8.489 −8.498
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Tabela 7.6: Teste de heteroscedasticidade de Koenker e Breusch-Pagan para
os três modelos de regressão linear clássica, onde a variável resposta é a
eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR.

Teste
Modelo Koenker Breusch-Pagan

LMK gl p-valor LMBP gl p-valor

Sem correlação espacial 152.91 24 2 × 10−16 210.01 24 2 × 10−16

Com cor. espacial (W1) 158.82 24 2 × 10−16 217.64 24 2 × 10−16

Com cor. espacial (W2) 153.84 24 2 × 10−16 209.27 24 2 × 10−16
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Tabela 7.7: Descrição do modelo de regressão linear clássica selecionado, onde
a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-CCR.

Estimativa Estat́ıstica teste
Covariável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −9.967 × 10−01 −22.593 −22.583 −22.551
W1EFIC 4.579 × 10−03 5.724 5.792 5.787

E3 1.396 × 10−03 2.054 1.972 1.972
E4 −8.186 × 10−05 −2.385 −2.172 −2.149
E7 −3.455 × 10−02 −3.211 −3.230 −3.234
E13 −4.676 × 10−02 −2.308 −2.218 −2.218

E
(1)
16 −7.190 × 10−02 −1.912 −2.047 −2.046

E17 −5.659 × 10−02 −5.825 −5.727 −5.733
E18 8.493 × 10−02 7.864 7.639 7.647
E19 3.745 × 10−02 4.121 4.136 4.141
E20 4.827 × 10−05 4.326 3.721 3.313
E21 5.411 × 10−03 21.941 21.164 21.160
E22 5.062 × 10−02 3.390 3.145 3.146
E23 −6.788 × 10−02 −4.838 −4.698 −4.702
E25 −8.823 × 10−02 −6.844 −5.897 −5.904

CAP 1.867 × 10−01 2.830 2.927 2.762
R2 −1.526 × 10−01 −9.868 −8.704 −8.706

(1) não-significativa ao ńıvel de 5%, pelo teste t, mas significativa
ao mesmo ńıvel normal pelos testes quasi-t.
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2. A Partir do DEA-BCC

Nesta seção, foi realizada uma análise semelhante àquela dos mode-
los de regressão linear clássica, onde a variável resposta é a eficiência
técnica gerada pelo método DEA-CCR. Em śıntese:

• Inicialmente foram exclúıdas as variáveis que pelas suas carac-
teŕısticas estavam correlacionadas.

• Em seguida, foi realizado um teste para detectar a presença de
multicolinearidade entre os regressores, através do fator de correção
de variância (FIV ) e as covariadas que apresentaram FIV > 5
foram exclúıdas, exceto a covariável E1, pelas razões já citadas
quando da análise dos modelos ajustados a partir do DEA-CCR
(vide Tabela 7.8). Logo depois, o referido teste foi repetido, sem
as covariáveis correlacionadas, para constatar que as restantes não
eram colineares (Tabela 7.9).

Tabela 7.8: Variáveis dos modelos de regressão linear clássica, onde a variável
resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC, que apresen-
taram fator de inflação de variância maior do que 5.

Fator de inflação de variância
Variável Modelo sem correlação Modelo com correlação espacial

espacial com matriz W1 com matriz W2

E
(1)
1 32.6013 32.6166 32.6503

POP 34.3100 34.4600 34.6004
RC 93.7519 93.9037 93.6798
TC 108.9213 108.7645 109.1390

(1) Covariável não exclúıda

• Depois foram feitos os testes de Koenker e Breusch-Pagan, para
detectar a existência de heteroscedasticidade (ver Tabela 7.13).
Aqui, a conclusão foi a mesma, ou seja, há heteroscedasticidade
nos dados.

• Posteriormente, sem os regressores indesejados, os três modelos
especificados foram ajustados pelo método de mı́nimos quadra-
dos ordinários e foi procedida uma análise para averiguação da
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signficância das covariáveis ao ńıvel de 5%, através dos testes t e
quasi-t, sendo este último por intermédio dos estimadores consis-
tentes HC3 e HC4.

• Finalmente, foram eliminadas dos modelos ajustados as covariáveis
não-significativas (Tabelas 7.10, 7.11 e 7.12). Pelo motivo já men-
cionado quando da análise dos modelos de regressão linear clássica
a partir do DEA-CCR, o modelo sem correlação espacial foi des-
cartado, enquanto que, diferentemente daquela análise, o modelo
com correlação espacial composto por W2 foi rejeitado pelo fato
de que esta covariável é não-significativa.

Assim, chega-se à definição do modelo de regressão linear clássica,
cuja variável resposta é a eficiência gerada pelo método DEA-
BCC. Este modelo está descrito na Tabela 7.14.

O modelo de regressão linear clássica gerado pelo DEA-BCC, que in-
troduz retornos de escala variáveis no método DEA, confirma a maioria
dos resultados obtidos pelo modelo de regressão linear clássica, onde
a variável resposta é a eficiência gerada pelo DEA-CCR, que utiliza
retorno de escala constante. Contudo, são constatadas as seguintes
divergências:

• As variáveis E4, E13, E20, E22 e CAP passaram de significati-
vas, ao ńıvel de 5%, no modelo gerado pelo DEA-CCR, para não-
significativas no modelo obtido pelo DEA-BCC, enquanto que o
regressor E11 deixou de ser não-significativo e passou a ser signi-
ficativo, ao ńıvel de 5%, no modelo gerado pelo DEA-BCC.

• O regressor ı́ndice de atualização do cadastro predial (E16), sig-
nificativo nos dois modelos, surpreendentemente aponta efeitos
sobre eficiências em direções opostas, ou seja, no modelo gerado
pelo DEA-CCR a eficiência diminui em 7.190%, enquanto que no
modelo obtido pelo DEA-BCC a eficiência aumenta em 9.771%.

Adicionalmente às análises realizadas até então, os resultados obtidos
a partir dos dois modelos indicam que não há nenhuma relação direta
entre rendas mais altas e melhoria da qualidade de vida proporcionada
pela prestação de bons serviços públicos à sociedade; que munićıpios
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circunvizinhos (distância menor que 50 Km, W1EFIC) tendem a apre-
sentar eficiências correlacionadas; que o poder de decisão dos conse-
lhos municipais inibe a ação da corrupção e o abuso no uso dos re-
cursos públicos; e que a participação dos munićıpios em consórcios, ao
contrário do esperado, diminui a eficiência da municipalidade envolvida.

Além disso, é importante destacar que a variável idade do munićıpio,
E25, mantém-se significativa, ao ńıvel de 5%, e continua influenciando
negativamente a eficiência dos munićıpios com menos de 8 anos de
fundação. Porém, no modelo obtido a partir do DEA-BCC, esta in-
fluência é menor: −4.042%.
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Tabela 7.9: Fator de inflação de variância para as variáveis selecionadas
como covariáveis dos três modelos de regressão linear clássica, onde a variável
resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Fator de inflação de variância
Variável Modelo sem correlação Modelo com correlação espacial

espacial com matriz W1 com matriz W2

W1EFIC – 1.0803 –
W2EFIC – – 1.2210

E1 1.6119 1.6130 1.6157
E3 2.8005 2.8198 2.8087
E4 2.9967 2.9958 3.0008
E6 2.2165 2.2165 2.2193
E7 2.4396 2.4426 2.4531
E8 2.1623 2.1631 2.1649
E9 1.3372 1.3375 1.3422
E10 1.2462 1.2463 1.2474
E11 1.8569 1.8575 1.8752
E12 1.5439 1.5438 1.5438
E13 1.4401 1.4404 1.4484
E16 1.0527 1.0550 1.0523
E17 1.1422 1.1488 1.2143
E18 1.3319 1.3325 1.3326
E19 1.0306 1.0294 1.0308
E20 1.5582 1.4615 1.4533
E21 1.7157 1.7123 1.7486
E22 2.7609 2.7751 2.7715
E23 1.8691 1.8988 1.8687
RM2 1.2786 – –
E25 1.1861 1.1852 1.1851
MT 1.3719 1.3289 1.3290
CAP 1.4040 1.4057 1.4176
R2 1.1329 1.1232 1.1200
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Tabela 7.10: Estimativas do coeficientes das covariáveis do modelo de re-
gressão linear clássica sem correlação espacial, onde a variável resposta é a
eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC, com suas respectivas es-
tat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Variável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −8.656 × 10−01 −18.412 −18.406 −18.4019

E1 −1.055 × 10−10 −0.705 −1.3858 −1.1879
E3 2.371 × 10−03 3.374 3.5436 3.5489
E4 1.096 × 10−05 0.294 0.3004 0.2995
E6 −2.034 × 10−02 −1.152 −1.1694 −1.1713
E7 −4.055 × 10−02 −2.358 −2.3795 −2.3835
E8 −8.670 × 10−03 −0.482 −0.4953 −0.4961
E9 2.540 × 10−02 0.874 0.9614 0.9596
E10 −8.667 × 10−03 −0.284 −0.3023 −0.3024
E11 −6.937 × 10−02 −3.480 −3.4632 −3.4700
E12 −1.767 × 10−02 −0.788 −0.8556 −08566
E13 −2.955 × 10−02 −1.188 −1.1922 −1.1945
E16 8.014 × 10−02 2.049 1.9521 1.9521
E17 −2.812 × 10−02 −2.780 −2.7528 −2.7581
E18 2.974 × 10−02 2.644 2.6082 2.6128
E19 2.671 × 10−02 2.821 2.8197 2.8243
E20 2.771 × 10−05 2.202 2.2710 2.0830
E21 1.560 × 10−04 5.972 5.8781 5.8866
E22 1.488 × 10−02 0.956 0.9400 0.9410
E23 −5.283 × 10−02 −3.640 −3.7957 −3.8011
RM2 −3.308 × 10−02 −1.596 −1.5332 −1.5319
E25 −4.037 × 10−02 −3.008 −2.8604 −2.8665
MT −1.022 × 10−04 −0.005 −0.0049 −0.0049
CAP −4.497 × 10−02 −0.605 −05265 −0.4999
R2 −7.269 × 10−02 −4.423 −4.1210 −4.1260
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Tabela 7.11: Estimativas dos coeficientes das covariáveis do modelo de re-
gressão linear clássica com correlação espacial, usando a matriz W1, onde a
variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC, com
suas respectivas estat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Variável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −9.505 × 10−01 −19.880 −19.574 −19.578
W1EFIC 6.393 × 10−03 7.892 7.803 7.817

E1 −7.509 × 10−11 −0.505 −1.012 −0.897
E3 3.088 × 10−03 4.408 4.570 4.578
E4 1.856 × 10−05 0.501 0.512 0.511
E6 −1.949 × 10−02 −1.111 −1.129 −1.130
E7 −4.522 × 10−02 −2.645 −2.663 −2.668
E8 −5.125 × 10−03 −0.287 −0.296 −0.297
E9 2.202 × 10−02 0.762 0.837 0.835
E10 −5.692 × 10−03 −0.187 −0.199 −0.199
E11 −7.245 × 10−02 −3.657 −3.631 −3.638
E12 −1.798 × 10−02 −0.807 −0.879 −0.880
E13 −3.273 × 10−02 −1.324 −1.323 −1.326
E16 9.693 × 10−02 2.491 2.344 2.345
E17 −3.433 × 10−02 −3.405 −3.355 −3.362
E18 2.751 × 10−02 2.461 2.434 2.439
E19 2.708 × 10−02 2.880 2.884 2.889
E20 1.430 × 10−05 1.181 1.277 1.181
E21 1.668 × 10−03 6.426 6.318 6.328
E22 2.435 × 10−02 1.570 1.556 1.558
E23 −6.687 × 10−02 −4.600 −4.820 −4.827
E25 −3.779 × 10−02 −2.835 −2.702 −2.708
MT −5.527 × 10−03 −0.272 −0.268 −0.268
CAP −1.885 × 10−02 −0.255 −0.222 −0.211
R2 −8.393 × 10−02 −5.160 −4.804 −4.811
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Tabela 7.12: Estimativas dos coeficientes das covariáveis do modelo de re-
gressão linear clássica com correlação espacial, usando a matriz W2, onde a
variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC, com
suas respectivas estat́ısticas de teste t e quasi-t.

Estimativa Estat́ıstica teste
Covariável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −8.628 × 10−01 −12.338 −12.159 −12.153
W2EFIC −3.470 × 10−06 −0.115 −0.112 −0.112

E1 −1.050 × 10−10 −0.700 −1.418 −1.273
E3 2.451 × 10−03 3.483 3.643 3.648
E4 1.239 × 10−05 0.332 0.340 0.339
E6 −2.062 × 10−02 −1.167 −1.184 −1.186
E7 −4.070 × 10−02 −2.360 −2.384 −2.388
E8 −8.408 × 10−03 −0.467 −0.481 −0.481
E9 2.514 × 10−02 0.863 0.947 0.945
E10 −8.410 × 10−03 −0.275 −0.292 −0.292
E11 −6.914 × 10−02 −3.451 −3.434 −3.440
E12 −1.790 × 10−02 −0.798 −0.867 −0.868
E13 −2.923 × 10−02 −1.171 −1.175 −1.177
E16 8.143 × 10−02 2.082 1.982 1.982
E17 −2.716 × 10−02 −2.604 −2.553 −2.558
E18 3.007 × 10−02 2.672 2.640 2.644
E19 2.611 × 10−02 2.756 2.756 2.761
E20 2.249 × 10−05 1.851 1.901 1.749
E21 1.540 × 10−03 5.840 5.785 5.793
E22 1.520 × 10−02 0.974 0.962 0.963
E23 −5.210 × 10−02 −3.590 −3.737 −3.742
E25 −4.135 × 10−02 −3.081 −2.936 −2.943
MT −5.942 × 10−03 −0.291 −0.287 −0.287
CAP −4.337 × 10−02 −0.580 −0.506 −0.480
R2 −7.571 × 10−02 −4.632 −4.299 −4.305
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Tabela 7.13: Teste de heteroscedasticidade de Koenker e Breusch-Pagan para
os três modelos de regressão linear clássica, onde a variável resposta é a
eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Teste
Modelo Koenker Breusch-Pagan

LMK gl p-valor LMBP gl p-valor

Sem correlação espacial 52.72 24 6 × 10−04 68.68 24 3 × 10−06

Com cor. espacial (W1) 50.60 24 1 × 10−03 66.68 24 7 × 10−06

Com cor. espacial (W2) 51.77 24 8 × 10−04 67.61 24 5 × 10−06

Tabela 7.14: Descrição do modelo de regressão linear clássica selecionado,
onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa Estat́ıstica teste
Covariável do t quasi-t

coeficiente HC3 HC4
Intercepto −9.489 × 10−01 −22.128 −21.137 −21.126
W1EFIC 6.380 × 10−03 7.942 7.788 7.796

E3 3.377 × 10−03 5.575 5.813 5.816
E7 −3.518 × 10−02 −3.130 −3.027 −3.030
E11 −6.286 × 10−02 −4.203 −4.036 −4.040
E16 9.771 × 10−02 2.516 2.369 2.366
E17 −3.666 × 10−02 −3.676 −3.621 −3.625
E18 2.499 × 10−02 2.334 2.295 2.298
E19 2.814 × 10−02 3.004 3.017 3.020
E21 1.719 × 10−03 6.924 6.877 6.884
E23 −5.930 × 10−02 −4.497 −4.680 −4.683
E25 −4.042 × 10−02 −3.064 −2.910 −2.913
R2 −8.032 × 10−02 −5.099 −4.770 −4.772
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7.1.2 Modelos de Regressão Quant́ılica

A escolha dos regressores para a composição do modelo de regressão quant́ılica
foi baseada na análise que definiu os modelos de regressão linear clássica. Ou
seja, os regressores que foram considerados estatisticamente significativos ao
ńıvel de 5% nos modelos de regressão clássica foram os selecionados para
formar os dois modelos de regressão quant́ılica: aquele onde a variável de-
pendente é a eficiência técnica obtida pelo método DEA-CCR e o outro onde
esta mesma variável é gerada pelo DEA-BCC.

Cada modelo foi estimado levando-se em consideração os quantis 0.10
(décimo percentil), 0.25 (primeiro quartil), 0.50 (mediana), 0.75 (terceiro
quartil) e 0.90 (nonagésimo percentil).

As estimativas foram realizadas através do pacote quantreg dispońıvel
para o software R, que usa como default uma versão modificada do algoritmo
de Barrodale e Roberts, utilizada sempre em modelos que têm menos de cinco
mil observações e menos de vinte parâmetros.

Uma vez que os dados apresentam heteroscedasticidade, os cálculos fo-
ram realizados considerando erros n.i.d., através da função “nid” do pacote
quantreg, que estima a matriz de covariância assintótica (Hubber Sandwich)
a partir da função “sparsity”, conforme exposto no Caṕıtulo 3. A análise de
significância das covariáveis foi realizada a partir da estat́ıstica de teste t.

1. A partir do DEA-CCR

As Tabelas 7.15 a 7.19 exibem as estimativas dos coeficientes dos cinco
modelos de regressão quant́ılica, com seus respectivos intervalos de 95%
de confiança e estat́ısticas de teste t. Nelas, pode-se observar que, em
cada modelo, pelo menos duas covariáveis são não-significativas. Por
exemplo, no modelo para o quantil 0.10, os regressores E4, E22, E23

e CAP não são significativos. Já no modelo para o quantil 0.25, os
regressores não-significativos são E4 e E7, enquanto que as covariáveis
E3 e E13 não são significativas no modelo cujo quantil é a mediana. No
que se refere aos modelos onde os quantis de interesse são 0.75 e 0.90,
a significância das covariáveis pode ser observada nas Tabelas 7.18 e
7.19.

Analisando os resultados dos cinco modelos apresentados acima, veri-
fica-se que:

• A variável que mede a eficiência dos munićıpios com base na cir-
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cunvizinhança, W1EFIC, apresenta uma evolução interessante ao
longo dos quantis. Primeiro, este regressor é significativo em todos
os quantis estudados. Segundo, o efeito vizinhança é mais intenso
entre os munićıpios menos eficientes.

• O recebimento de royalties (R2) também é significativo em todos
os quantis, porém, ao contrário da variável W1EFIC, seu impacto
é negativo e seu efeito mais intenso se dá entre os munićıpios que
apresentam desempenhos menos ruins, isto é, nos quantis superi-
ores.

Tabela 7.15: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.10, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −1.3042 −1.4766 ; −1.2165 −15.1646
W1EFIC 0.0079 0.0062 ; 0.0094 6.4583

E3 0.0026 0.0014 ; 0.0044 2.2871
E4 −0.0001 −0.000161 ; −0.000003 −1.5984
E7 −0.0374 −0.0705 ; −0.0111 −2.0292
E13 −0.0653 −0.0122 ; −0.0136 −2.1975
E16 −0.2230 −0.2879 ; −0.0626 −2.8716
E17 −0.0568 −0.0768 ; −0.0331 −3.6540
E18 0.1396 0.1162 ; 0.1723 7.6768
E19 0.0432 0.0152 ; 0.0623 2.9197
E20 0.00004 0.000038 ; 0.000045 4.1627
E21 0.0055 0.0046 ; 0.0061 13.6593
E22 0.0362 0.0104 ; 0.0743 1.5514
E23 −0.0443 −0.0892 ; −0.0078 −1.8231
E25 −0.1764 −0.2179 ; −0.1425 −8.7231

CAP 0.2162 0.0050 ; 0.3150 1.9378
R2 −0.2391 −0.3176 ; −0.1818 −5.9280

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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• Participação dos munićıpios em consórcios (E17), poder de de-
cisão dos conselhos municipais (E19), densidade demográfica (E20)
e taxa de urbanização (E21) são regressores que se mostram sig-
nificativos e com resultados razoavelmente homogêneos em todos
os quantis. Isto indica que o impacto causado por cada uma des-
sas variáveis é aproximadamente o mesmo, independentemente do
munićıpio estar entre os mais eficientes ou não.

Tabela 7.16: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.25, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −1.1699 −1.2600 ; −1.0593 −21.1651
W1EFIC 0.0044 0.0029 ; 0.0061 4.2067

E3 0.0026 0.0012 ; 0.0050 2.6411
E4 −0.00006 −0.00010 ; 0.00002 −1.5296
E7 −0.0138 −0.0445 ; 0.0075 −0.9713
E13 −0.0537 −0.1042 ; −0.0119 −2.1468
E16 −0.1682 −0.2538 ; −0.0768 −3.5596
E17 −0.0628 −0.0857 ; −0.0416 −4.7689
E18 0.1369 0.1088 ; 0.1621 9.1696
E19 0.0371 0.0133 ; 0.0558 3.0814
E20 0.00003 0.00002 ; 0.00007 6.5961
E21 0.0057 0.0051 ; 0.0062 17.2133
E22 0.0726 0.0356 ; 0.1033 6.4741
E23 −0.0777 −0.1164 ; −0.0396 −4.09031
E25 −0.1388 −0.1742 ; −0.1082 −6.5593

CAP 0.1920 −0.0264 ; 0.3067 6.5126
R2 −0.1715 −0.2150 ; −0.1347 −8.2110

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.

• As demais covariáveis são não-significativas em pelo menos um
dos quantis avaliados. Neste rol está a idade do munićıpio (E25),
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que não é significativa no modelo referente ao quantil 0.75. Con-
tudo, ela apresenta uma evolução até surpreendente. Ela causa
um forte impacto negativo (−17.64%) no menor quantil e este im-
pacto é suavizado à medida que os quantis aumentam, chegando
a provocar impacto favorável à eficiência (5.29%) no quantil mais
elevado. Estes resultados sugerem que cidades criadas a partir de
munićıpios considerados pouco eficientes, ou mesmo ineficientes,
tendem a prestar serviços de má qualidade à sociedade, enquanto
que fazer a cisão em um munićıpio que tem boa estrutura ad-
ministrativa e experiência na gestão dos fundos municipais pode
gerar duas cidades com potencial de prestar bons serviços às suas
populações. Aqui, supõe-se, então, que há uma transferência de
conhecimentos ao novo munićıpio.

Em virtude da análise comparativa dos resultados da eficiência técnica
dos munićıpios brasileiros obtidos pelos modelos definidos neste tra-
balho utilizar o modelo de regressão quant́ılica apenas para o quan-
til da mediana, este modelo foi reestimado sem as covariáveis não-
significativas, obtendo-se, dessa forma, o modelo desejado. O resultado
está disposto na Tabela 7.20.

Como mencionado anteriormente, o modelo de regressão quant́ılica foi
composto pelas variáveis que se mostraram significativas, ao ńıvel de
5%, nos modelos de regressão linear clássica.

Com exceção das variáveis percentual de domićılios cujo chefe ganha
até um salário mı́nimo (E3) e PDT (E13), que se mostraram não-signi-
ficativas no modelo de regressão quant́ılica estimado a partir do DEA-
CCR, os resultados obtidos pela média são semelhantes aos gerados
pela mediana, notadamente no que se refere ao sentido da eficiência
técnica estimada, ou seja, todas as covariáveis comuns aos dois modelos
apresentaram exatamente os mesmos sinais.

Assim sendo, considerando as medidas de eficiência técnica geradas
pelo DEA-CCR como variável dependente, as análises realizadas no
modelo de regressão linear clássica são pertinentes aqui, no modelo de
regressão quant́ılica, quando o quantil considerado é a mediana.
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Tabela 7.17: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.50, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.9542 −1.0258 ; −0.8820 −24.7058
W1EFIC 0.0038 0.0021 ; 0.0051 4.3408

E3 0.0014 0.0002 ; 0.0023 1.9132
E4 −0.0001 −0.00019 ; −0.00006 −3.4023
E7 −0.0311 −0.0512 ; −0.0151 −2.7354
E13 −0.0497 −0.0951 ; 0.0006 −1.7658
E16 −0.1170 −0.1659 ; −0.0585 −4.5570
E17 −0.0631 −0.0880 ; −0.0433 −5.9284
E18 0.1024 0.0810 ; 0.1174 8.5500
E19 0.0309 0.0158 ; 0.0499 3.1884
E20 0.00006 0.00002 ; 0.00008 3.7487
E21 0.0059 0.0054 ; 0.0063 21.2814
E22 0.0499 0.0215 ; 0.0716 3.0151
E23 −0.0595 −0.0814 ; −0.0363 −3.9286
E25 −0.1010 −0.1299 ; −0.0736 −5.6627

CAP 0.1655 0.0734 ; 0.3110 4.1809
R2 −0.1450 −0.1693 ; −0.1150 −8.4196

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.

78



Tabela 7.18: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.75, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.8076 −0.9002 ; −0.7167 −17.2045
W1EFIC 0.0039 0.0019 ; 0.0058 4.0419

E3 −0.0002 −0.0019 ; 0.0007 −0.3201
E4 −0.0001 −0.00020 ; −0.00002 −3.8032
E7 −0.0347 −0.0558 ; −0.0191 −2.5241
E13 −0.0345 −0.0893 ; 0.0034 −1.4497
E16 −0.0206 −0.0873 ; 0.0337 −0.5493
E17 −0.0660 −0.0910 ; −0.0452 −5.4801
E18 0.0497 0.0324 ; 0.0768 3.8304
E19 0.0380 0.0208 ; 0.0555 3.3961
E20 0.00004 0.00003 ; 0.00009 4.1308
E21 0.0058 0.0053 ; 0.0066 19.6145
E22 0.0528 0.0282 ; 0.0852 3.0052
E23 −0.0628 −0.842 ; −0.0411 −3.9969
E25 −0.0332 −0.0648 ; 0.0083 −1.5304

CAP 0.2249 0.0630 ; 0.2809 2.6378
R2 −0.1052 −0.1383 ; −0.0652 −5.3424

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.19: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.90, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.6047 −0.7723 ; −0.5332 −10.8028
W1EFIC 0.0022 0.00003 ; 0.00343 2.1555

E3 −0.0017 −0.0030 ; 0.0006 −1.8017
E4 −0.0001 −0.00020 ; 0.00005 −2.6686
E7 −0.0552 −0.0764 ; −0.0345 −3.9550
E13 −0.0397 −0.1056 ; 0.0141 −0.9495
E16 0.0356 −0.0187 ; 0.1639 0.7733
E17 −0.0688 −0.0855 ; −0.0416 −5.1238
E18 0.0131 −0.0174 ; 0.0435 0.7591
E19 0.0449 0.0162 ; 0.0661 3.4699
E20 0.00005 0.00002 ; 0.00022 5.2509
E21 0.0053 0.0049 ; 0.0061 15.3219
E22 0.0436 0.0113 ; 0.0943 1.8001
E23 −0.0776 −0.1137 ; −0.0396 −3.3532
E25 0.0529 0.0138 ; 0.0966 2.1500

CAP 0.1337 0.0400 ; 0.1829 2.3540
R2 −0.1046 −0.1391 ; −0.0618 −4.3370

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.20: Descrição do modelo de regressão quant́ılica definitivo para
o quantil 0.50, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo
método DEA-CCR.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.9256 −0.9825 ; −0.8481 −26.1100
W1EFIC 0.0035 0.0019 ; 0.0049 4.1502

E4 −0.0002 −0.00021 ; −0.00009 −4.2636
E7 −0.0270 −0.0468 ; −0.0093 −2.3879
E16 −0.1092 −0.1706 ; −0.0657 −3.9836
E17 −0.0643 −0.0866 ; −0.0430 −6.0351
E18 0.0997 0.0771 ; 0.1189 8.3578
E19 0.0312 0.0147 ; 0.0501 3.2119
E20 0.00006 0.00003 ; 0.00008 4.7192
E21 0.0056 0.0053 ; 0.0061 21.7112
E22 0.0569 0.0317 ; 0.0837 3.5920
E23 −0.0527 −0.0822 ; −0.0300 −3.5359
E25 −0.1038 −0.1319 ; −0.0671 −5.8404

CAP 0.1697 0.0881 ; 0.3213 3.6965
R2 −0.1406 −0.1636 ; −0.1081 −7.5350

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscor.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.

2. A Partir do DEA-BCC

Igualmente ao item anterior, a análise de significância dos regresso-
res dos modelos de regressão quant́ılica cuja variável dependente é a
eficiência gerada pelo DEA-BCC é realizada com base nos dados cons-
tantes nas Tabelas 7.21, 7.22, 7.23, 7.24 e 7.25, que exibem os modelos
de regressão quant́ılica estimados para os quantis 0.10, 0.25, 0.50, 0.75
e 0.90, respectivamente. Os resultados revelam que:

• As variáveis W1EFIC, E3, E21 e E23 são significativas e seus resul-
tados apresentam pouca variabilidade ao longo dos quantis. Isto
também foi verificado no modelo gerado pelo DEA-CCR, sendo

81



que apenas a variável E21 pertence aos dois conjuntos com estas
caracteŕısticas.

• Os partidos poĺıticos, analogamente aos outros modelos já analisa-
dos, não conseguem converter suas práticas ideológicas em prêmios
à eficiência dos seus munićıpios. Especificamente neste modelo,
PMDB (E7) e PPB (E11) produzem seus piores resultados nos
quantis inferiores e os menos ruins nos quantis superiores, salien-
tando que a variável PMDB não é significativa nos modelos para
os quantis 0.75 e 0.90, enquanto que PPB é significativa em todos
os quantis.

• A idade do munićıpio (E25) se mostrou significativa apenas nos
três quantis inferiores. Neste caso, fica confirmado que é um risco
criar cidades a partir de munićıpios que não conseguem oferecer
bons serviços a sua coletividade.

• O recebimento de royalties (R2), aqui, apesar de apresentar resul-
tados proporcionalmente menores do que no modelo de regressão
quant́ılica gerado pelo DEA-CCR, tem efeito similar nos dois mo-
delos.

A Tabela 7.26 apresenta o modelo de regressão quant́ılica na mediana
com todos os regressores significativos, ao ńıvel de 5%. Sua obtenção
tem como objetivo a comparação dos seus resultados com os obtidos a
partir da média condicional. Verifica-se que:

• No tocante ao sentido da eficiência técnica, os resultados obti-
dos pela regressão linear clássica e pela regressão quant́ılica são
similares. Quanto às proporcionalidades, os resultados apresen-
tam pequenas variações. Assim, as análises realizadas no modelo
condicionado pela média servem para explicar o ocorrido no mo-
delo obtido pela mediana. Este fato também se repete quando a
variável dependente é proveniente do DEA-CCR.

• Um resultado inesperado aconteceu com a variável poder de de-
cisão dos conselhos municipais, E19, que era significativa e tornou-
se não-significativa, quando da retirada da variável E16 do modelo.
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Tabela 7.21: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para o quantil
0.10, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −1.3397 −1.4736 ; −1.2436 −22.8301
W1EFIC 0.0084 0.0060 ; 0.0101 6.2035

E3 0.0049 0.0030 ; 0.0074 5.4065
E7 −0.0976 −0.1330 ; −0.0547 −4.7714
E11 −0.1313 −0.1836 ; −0.0721 −6.8149
E16 0.0780 0.0138 ; 0.2359 1.4976
E17 −0.0248 −0.0552 ; 0.0025 −1.7314
E18 0.0363 0.0046 ; 0.0620 2.5123
E19 0.0566 0.0210 ; 0.0808 4.0161
E21 0.0013 0.0005 ; 0.0021 3.3520
E23 −0.0370 −0.0848 ; 0.0063 −2.5279
E25 −0.0975 −0.1293 ; −0.0651 −6.0074
R2 −0.1590 −0.2099 ; −0.1138 −5.6889

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.22: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para o quantil
0.25, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −1.1817 −1.2996 ; −1.1058 −18.9529
W1EFIC 0.0070 0.0058 ; 0.0089 7.0312

E3 0.0044 0.0034 ; 0.0060 6.0233
E7 −0.0519 −0.0789 ; −0.0200 −3.0950
E11 −0.0851 −0.1208 ; −0.0556 −4.4400
E16 0.1193 0.0589 ; 0.2335 2.0461
E17 −0.0457 −0.0691 ; −0.0200 −3.2330
E18 0.0395 0.0147 ; 0.0612 2.8232
E19 0.0487 0.0295 ; 0.0703 3.8380
E21 0.0017 0.0011 ; 0.0023 5.0158
E23 −0.0641 −0.1042 ; −0.0412 −3.9004
E25 −0.0718 −0.1031 ; −0.0351 −3.8038
R2 −0.1000 −0.1386 ; −0.0575 −4.1028

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.23: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para o quantil
0.50, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.8959 −0.9744 ; −0.8095 −18.0256
W1EFIC 0.0054 0.0043 ; 0.0067 5.9451

E3 0.0024 0.0016 ; 0.0039 3.5695
E7 −0.0245 −0.0497 ; −0.0051 −1.9607
E11 −0.0637 −0.0964 ; −0.0352 −3.3362
E16 0.0708 −0.0085 ; 0.1508 1.5816
E17 −0.0322 −0.0521 ; −0.0146 −2.7637
E18 0.0318 0.0115 ; 0.0472 2.5532
E19 0.0216 0.0035 ; 0.0397 1.9940
E21 0.0016 0.0012 ; 0.0021 5.6013
E23 −0.0410 −0.0657 ; −0.0208 −2.7633
E25 −0.0398 −0.0669 ; −0.0176 −2.4412
R2 −0.0608 −0.0895 ; −0.0266 −2.8159

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.24: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para o quantil
0.75, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.7460 −0.8259 ; −0.6663 −28.4843
W1EFIC 0.0059 0.0037 ; 0.0078 6.3346

E3 0.0030 0.0015 ; 0.0041 5.1724
E7 −0.0066 −0.0312 ; 0.0149 −0.4833
E11 −0.0440 −0.0666 ; −0.0117 −3.1734
E16 0.1056 0.0129 ; 0.1719 6.0747
E17 −0.0369 −0.0574 ; −0.0148 −3.5719
E18 0.0169 −0.0046 ; 0.0403 1.4909
E19 0.0214 0.0027 ; 0.0411 2.0344
E21 0.0019 0.0014 ; 0.0026 7.1828
E23 −0.0748 −0.0953 ; −0.0504 −5.0641
E25 −0.0189 −0.0553 ; 0.0202 −1.0075
R2 −0.0536 −0.0952 ; −0.0259 −2.9184

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.25: Descrição do modelo de regressão quant́ılica estimado para o quantil
0.90, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.5347 −0.6531 ; −0.4427 −8.4547
W1EFIC 0.0052 0.0034 ; 0.0090 3.7605

E3 0.0020 0.0012 ; 0.0036 2.1360
E7 −0.0136 −0.0410 ; 0.0179 −0.6613
E11 −0.0534 −0.0793 ; −0.0187 −2.7131
E16 0.0852 0.0095 ; 0.1832 1.5694
E17 −0.0495 −0.0690 ; −0.0268 −2.8870
E18 0.0052 −0.0208 ; 0.0387 0.2973
E19 0.0007 −0.0241 ; 0.0313 0.0409
E21 0.0024 0.0016 ; 0.0030 5.6759
E23 −0.0777 −0.1023 ; −0.0494 −3.7161
E25 0.0120 −0.0235 ; 0.0448 0.5166
R2 −0.0839 −0.1042 ; −0.0244 −3.9424

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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Tabela 7.26: Descrição do modelo definitivo de regressão quant́ılica estimado para
o quantil 0.50, onde a variável resposta é a eficiência técnica gerada pelo método
DEA-BCC.

Estimativa dos coeficientes Estat́ıstica
Covariável

Pontual Intervalar(1) teste t(2)

Intercepto −0.8116 −0.8631 ; −0.7758 −29.4227
W1EFIC 0.0055 0.0041 ; 0.0069 6.1019

E3 0.0025 0.0017 ; 0.0036 3.9013
E7 −0.0270 −0.0481 ; −0.0121 −2.2131
E11 −0.0649 −0.1010 ; −0.0380 −3.4798
E17 −0.0383 −0.0573 ; −0.0218 −3.3278
E18 0.0300 0.0120 ; 0.0460 2.4535
E21 0.0015 0.0012 ; 0.0021 5.2312
E23 −0.0499 −0.0687 ; −0.0316 −3.4866
E25 −0.0384 −0.0622 ; −0.0154 −2.4031
R2 −0.0613 −0.0899 ; −0.0270 −3.0778

(1) Intervalo de 95% de confiança calculado pelo
método da inversão de testes rankscore.

(2) Calculada considerando erros n.i.d.
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7.2 Eficiência Técnica Estimada

Em virtude do volume de informações ser muito grande, os resultados obtidos
através dos modelos aqui estudados foram agrupados e estão apresentados
em tabelas.

É importante salientar que os modelos de regressão quant́ılica apresen-
tados nesta seção são referentes apenas ao quantil da mediana, para fins
comparativos com os modelos de regressão clássica.

Como os modelos selecionados têm especificação semilog, foi necessário
exponenciar os resultados para que as eficiências técnicas estimadas fossem
obtidas. Dessa forma, para os modelos de regressão clássica e quant́ılica
identificadas, respectivamente, por θ̂ e θ̃, tem-se:

θ̂ = eXβ̂ e θ̃ = eXβ̃,

onde β̂ e β̃ são os vetores dos parâmetros estimados através da regressão
linear clássica e da regressão quant́ılica levando em consideração os fatores
condicionantes.

Retirando-se das eficiências técnicas obtidas pelos métodos DEA-CCR
e DEA-BCC a influência dos fatores condicionantes, obtém-se as estimati-
vas das medidas de eficiência beseadas nos fatores externos, cujo cálculo foi
realizado por

ˆ̂
θ = θ − θ̂ e ˜̃θ = θ − θ̃

para os modelos de regressão linear clássica e quant́ılica, respectivamente.
Especificamente quanto às medidas estimadas com base em fatores exóge-

nos, os resultados merecem uma explicação adicional. Como pode-se notar,
essas medidas de eficiência apresentam valores no intervalo [-1, 1] e, neste
caso, convém analisar as seguintes situações:

• Eficiência igual a ±1: isto ocorre quando os fatores exógenos são su-
ficientes para explicar o comportamento da eficiência média. Ou seja,
os fatores condicionantes não exercem qualquer tipo de influência nas
medidas de eficiência.

• Eficiência igual a zero: esta situação é oposta àquela citada acima. Ou
seja, os fatores condicionantes são suficientes para explicar o compor-
tamento da eficiência média e os exógenos não influem nas medidas de
eficiência.
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• Eficiência entre (-1, 0): isto significa qua as medidas geradas pelo mo-
delo de regressão clássica com fatores condicionantes são superestima-
das exatamente na medida originada pelos fatores exógenos

• Eficiência entre (0, 1): aqui, as medidas geradas pelo modelo de re-
gressão clássica com fatores condicionantes são subestimadas justa-
mente na medida obtida pelos fatores exógenos.

Nota-se que a escala acima é incompat́ıvel com aquela resultante dos de-
mais modelos. Para contornar esta dificuldade, esses resultados foram norma-
lizados e, assim, as eficiências técnicas geradas através dos fatores exógenos
passaram a ter a escala [0,1], comum nos outros modelos. A normalização
foi feita a partir das expressões

ˆ̂
β∗ =

ˆ̂
β − min

(
ˆ̂
β
)

max
(

ˆ̂
β − min

(
ˆ̂
β
)) e ˜̃β∗ =

˜̃β − min
(

˜̃β
)

max
(

˜̃β − min
(

˜̃β
))

para as medidas obtidas através da regressão linear clássica e regressão
quant́ılica.

7.2.1 A Partir do Método DEA-CCR

Como era de se esperar os resultados obtidos pela técnica DEA-CCR, estão
no intervalo (0, 1], sendo o valor mı́nimo 0.0947. Metade dos munićıpios
brasileiros tem eficiência máxima em torno de 0.5031, abaixo da eficiência
média que é 0.5222, e dentre os 75% munićıpios menos eficientes, o que
apresenta melhor desempenho tem eficiência máxima de apenas 0.6257. Estes
resultados estão expostos na Tabela 7.27.

No que se refere ao modelo de regressão linear tradicional, as medidas de
eficiência obtidas se concentram mais em torno da média, ou seja, os mu-
nićıpios menos eficientes apresentam melhor desempenho e os mais eficientes
têm pior desempenho, quando comparadas com as medidas do modelo DEA-
CCR, principalmente com relação às variáveis independentes, que exercem
influência na eficiência gerada pelos fatores condicionantes de no mı́nimo
0.2936 e em média 0.4993 (ver Tabela 7.27).

Com relação ao modelo de regressão quant́ılica para a mediana, os resul-
tados são semelhantes àqueles da regressão clássica, tanto no que se refere aos
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Tabela 7.27: Medidas descritivas da eficiência técnica estimadas pelos mode-
los DEA-CCR, regressão clássica e regressão quant́ılica na mediana (1).

Modelo
Medida DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica

CCR Fatores Fatores
condicionantes exógenos condicionantes exógenos

Mı́nimo 0.0947 0.2936 0.0000 0.2883 0.0000
1o Quartil 0.3952 0.4418 0.3755 0.4434 0.3897
Mediana 0.5031 0.4928 0.4522 0.4990 0.4655
Média 0.5222 0.4993 0.4676 0.5043 0.4809

3o Quartil 0.6257 0.5527 0.5412 0.5609 0.5546
Máximo 1.0000 1.0790 1.0000 1.1860 1.0000

Desvio padrão 0.1757 0.0803 0.1340 0.0853 0.1340
Coef. variação 0.3365 0.1608 0.2866 0.1692 0.2787
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-CCR.

fatores condicionantes quanto aos exógenos, conforme informações expostas
na Tabela 7.27.

Com alusão aos munićıpios e segundo as Tabelas 7.29 e 7.30, as medidas de
eficiência dadas pelo DEA-CCR revelam que somente 85 deles são eficientes,
o que representa 1.79% dos munićıpios estudados. Este resultado é ainda pior
quando a análise é feita a partir dos modelos de regressão clássica por fatores
condicionantes, que aponta somente 2 munićıpios totalmente eficientes: Belo
Horizonte (MG) e Diadema (SP), significando 0.04% dos munićıpios e por
fatores exógenos, que indica apenas a cidade de são João das Missões, o que
representa 0.02%. Neste caso, há uma curiosidade: com exceção de São João
das Missões, estas cidades não fazem parte do seleto grupo das 85 cidades
consideradas eficientes pelo método DEA-CCR, uma vez que suas medidas
de eficiência são 0.7580 e 0.6503, respectivamente. Já o modelo de regressão
quant́ılica por fatores condicionantes indica 4 munićıpios considerados cem
por cento eficientes: Belo Horizonte (MG), Diadema (SP), Osasco (SP) e
Taboão da Serra (SP), representando 0.08%, enquanto que o modelo por
fatores exógenos, como na regressão clássica, mostra que somente a cidade
de São Jão das Missões é totalmente eficiente. Aqui, a curiosidade se repete
em virtude do método DEA-CCR gerar as medidas 0.9870 para a eficiência
da cidade de Osasco (SP) e 0.6725 para o munićıpio de Taboão da Serra (SP).
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A explicação para este fato reside, justamente, nos fatores exógenos. Estas
medidas estão exibidas na Tabela 7.28.

Tabela 7.28: Medidas de eficiência técnica estimadas dos munićıpios consi-
derados totalmente eficientes pelos modelos de regressão clássica e quant́ılica
na mediana (1).

Modelo
Munićıpio DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica

CCR Fatores Fatores

cond.(2) exógenos cond.(2) exógenos

Belo Horizonte (MG) 0.7580 1.0787 0.1714 1.0929 0.1774
Diadema (SP) 0.6503 1.0396 0.1123 1.1856 0.0050
Osasco (SP) 0.9870 0.9796 0.4542 1.0909 0.3762
São João Missões (MG) 1.0000 0.3595 1.0000 0.3787 1.0000
Taboão da Serra (SP) 0.6725 0.9451 0.2129 1.0443 0.1457
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-CCR.
(2) Condicionantes

Pode-se ainda verificar que 2142 cidades, representando 45.05% dos mu-
nićıpios, têm suas eficiências estimadas pelo DEA-CCR no intervalo [0.4, 0.6).
Pela ótica da regressão clássica e da quant́ılica, este percentual aumenta con-
sideravelmente para 79.20% e 76.61%, significando 3766 e 3643 munićıpios,
respectivamente, quando são considerados fatores condicionantes. Levando
em consideração os fatores exógenos, estes percentuais são mais próximos
daquele obtido pelo DEA-CCR, conforme mostram as Tabelas 7.29 e 7.30.

Uma análise mais geral, porém superficial, pode ser realizada por in-
termédio de visualização gráfica. As Figuras 7.1, 7.2 e 7.3 exibem os his-
togramas das eficiências estimadas pelos três métodos aqui discutidos com
suas respectivas densidades estimadas. Como já citado anteriormente, nota-
se uma grande semelhança entre as previsões geradas pelos dois métodos.

Do ponto de vista mais amplo, a Tabela 7.31 apresenta a quantidade de
munićıpios, por unidade da federação e por região, considerando as faixas de
eficiência estimadas pelo DEA-CCR, já expostas anteriormente. Nela, pode-
se constatar que dos 85 munićıpios considerados eficientes, 32 são do estado
de São Paulo, 10 são de Minas Gerais e 6 são de Pernambuco, totalizando 48
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Tabela 7.29: Quantidade de munićıpios de acordo com as medidas de
eficiência técnica estimadas pelos modelos DEA-CCR, regressão clássica e
regressão quant́ılica na mediana (1).

Modelo
Eficiência DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica
técnica CCR Fatores Fatores

condicionantes exógenos condicionantes exógenos
0.0 ⊢ 0.2 32 0 34 0 28
0.2 ⊢ 0.4 1208 475 1505 483 1308
0.4 ⊢ 0.6 2142 3766 2495 3643 2627
0.6 ⊢ 0.8 996 500 626 611 679
0.8 ⊢ 1.0 292 12 94 14 112

1.0 ou mais(2) 85 2 1 4 1
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-CCR.
(2) Os modelos de regressão clássica e quant́ılica apresentaram

medidas estimadas maiores do que 1.

Tabela 7.30: Percentual de munićıpios de acordo com as medidas de eficiência
técnica estimadas pelos modelos DEA-CCR, regressão clássica e regressão
quant́ılica na mediana(1).

Modelo
Eficiência DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica
técnica CCR Fatores Fatores

condicionantes exógenos condicionantes exógenos
0.0 ⊢ 0.2 0.67 0.00 0.71 0.00 0.59
0.2 ⊢ 0.4 25.40 9.99 31.65 10.16 27.51
0.4 ⊢ 0.6 45.05 79.20 52.47 76.61 55.25
0.6 ⊢ 0.8 20.95 10.52 13.17 12.85 14.28
0.8 ⊢ 1.0 6.14 0.25 1.98 0.30 2.35

1.0 ou mais(2) 1.79 0.04 0.02 0.08 0.02
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-CCR.
(2) Os modelos de regressão clássica e quant́ılica apresentaram

medidas estimadas maiores do que 1.
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cidades, o que significa dizer que 56.47% dos munićıpios eficientes estão em
apenas três Estados. Por outro lado, seis Estados brasileiros não apresentam
munićıpios eficientes. São eles: Acre, Amazonas e Rondônia, da Região
Norte; Alagoas e Sergipe, do Nordeste; e Mato Grosso do Sul da Região
Centro-Oeste. Com relação ao intervalo que contém as menores medidas de
eficiência, dos 32 munićıpios nele contidos, 10 são do estado da Paráıba, no
Nordeste, ou seja, 31.25% das cidades com eficência estimada menor de 0.2
estão em um único Estado. Entretanto, 12 unidades da federação não têm
munićıpios nesse intervalo e 9 têm apenas uma cidade com eficência menor
que 0.2.

Da perspectiva regional, o Sudeste é a região que tem mais cidades efi-
cientes, com 46. Em seguida, vem o Nordeste com 19 cidades. No que se
refere ao intervalo que contém as menores medidas de eficiência, a região de
melhor desempenho é a Centro-Oeste, com apenas 1 munićıpio, seguida da
região Sul com 3 munićıpios.
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Figura 7.1: Histograma das medidas de eficiência geradas pelo DEA-CCR.
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(a) Regressão Clássica (fatores condicionantes)
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(b) Regressão Quantílica (fatores condicionantes)
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Figura 7.2: Histogramas das medidas de eficiência geradas pelos modelos de regressão
clássica e quant́ılica na mediana com fatores condicionantes, a partir do DEA-CCR.

 

(a) Regressão Clássica (fatores exógenos)
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(b) Regressão Quantílica (fatores exógenos)
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Figura 7.3: Histogramas das medidas de eficiência geradas pelos modelos de regressão
clássica e quant́ılica na mediana com fatores exógenos, a partir do DEA-CCR.
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A Tabela 7.32 revela resultados interessantes sob o ponto de vista relativo.
Por exemplo, na região Sudeste, o estado de Minas Gerais tem 10 munićıpios
eficientes, enquanto que o Rio de Janeiro tem apenas 3. Contudo, consi-
derando a quantidade de munićıpios de cada um dos dois Estados, o Rio
de Janeiro apresenta desempenho, aproximadamente, três vezes superior ao
estado de Minas Gerais. Isto também se verifica entre as regiões, bastando
observar as regiões Sul e Centro-Oeste.

Avaliação semelhante pode ser realizada com os resultados obtidos pelos
métodos de regressão clássica e quant́ılica, expostos nas Tabelas 7.33 a 7.36.
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Tabela 7.31: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo DEA-
CCR, por unidade da federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 1 82 127 65 25 4
Goiás 0 37 41 27 11 2

Mato Grosso 1 39 51 17 4 0
Mato Grosso do Sul 0 6 35 21 10 2

Nordeste 15 390 779 292 61 19
Alagoas 1 19 61 16 2 0
Bahia 2 62 214 77 18 3
Ceará 0 45 97 28 3 1

Maranhão 0 10 70 56 8 5
Paráıba 10 85 80 17 6 2

Pernambuco 1 16 91 44 12 6
Piaui 0 69 81 20 5 1

Rio Grande do Norte 1 60 64 19 3 1
Sergipe 0 24 21 15 4 0

Norte 6 103 150 72 28 6
Acre 0 8 6 4 1 0

Amazonas 0 7 28 16 3 0
Amapá 0 3 3 2 1 1
Pará 1 18 48 29 10 1

Rondônia 1 13 20 11 2 0
Roraima 0 0 1 1 4 2
Tocantins 4 54 44 9 7 2

Sudeste 7 313 570 353 122 46
Esṕırito Santo 0 21 40 10 3 1
Minas Gerais 3 223 352 204 33 10
Rio de Janeiro 3 38 29 6 5 3

São Paulo 1 31 149 133 81 32

Sul 3 320 516 214 56 10
Paraná 0 79 185 95 25 4

Rio Grande do Sul 1 155 198 72 22 1
Santa Catarina 2 86 133 47 9 5

Total 32 1208 2142 996 292 85
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Tabela 7.32: Quantidade de munićıpios totalmente eficientes, segundo a eficiência
técnica relativa com base no total de muńıcipios de cada Estado, gerada pelo DEA-CCR,
por unidade da federação (UF) e por região.

Região Quantidade de munićıpios
Eficientes

UF
Total

Absoluta Relativa (%)

Centro-Oeste 304 4 1.32
Goiás 118 2 1.69

Mato Grosso 112 0 0.00
Mato Grosso do Sul 74 2 2.70

Nordeste 1556 19 1.22
Alagoas 99 0 0.00
Bahia 376 3 0.80
Ceará 174 1 0.57

Maranhão 149 5 3.36
Paráıba 200 2 1.00

Pernambuco 170 6 3.53
Piaui 176 1 0.57

Rio Grande do Norte 148 1 0.68
Sergipe 64 0 0.00

Norte 365 6 1.64
Acre 19 0 0.00

Amazonas 54 0 0.00
Amapá 10 1 10.00
Pará 107 1 0.93

Rondônia 47 0 0.00
Roraima 8 2 25.00
Tocantins 120 2 1.67

Sudeste 1411 46 3.26
Esṕırito Santo 75 1 1.33
Minas Gerais 825 10 1.21
Rio de Janeiro 84 3 3.57

São Paulo 427 32 7.49

Sul 1119 10 0.89
Paraná 388 4 1.03

Rio Grande do Sul 449 1 0.22
Santa Catarina 282 5 1.77

Total 4755 85 1.79
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Tabela 7.33: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão clássica com fatores condicionantes a partir do DEA-CCR, por unidade da
federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 0 21 257 25 1 0
Goiás 0 4 99 14 1 0

Mato Grosso 0 15 92 5 0 0
Mato Grosso do Sul 0 2 66 6 0 0

Nordeste 0 161 1295 96 4 0
Alagoas 0 9 87 3 0 0
Bahia 0 23 323 30 0 0
Ceará 0 13 151 9 1 0

Maranhão 0 11 128 10 0 0
Paráıba 0 18 171 10 1 0

Pernambuco 0 11 128 30 1 0
Piaui 0 47 127 2 0 0

Rio Grande do Norte 0 19 127 1 1 0
Sergipe 0 10 53 1 0 0

Norte 0 51 295 19 0 0
Acre 0 2 16 1 0 0

Amazonas 0 2 51 1 0 0
Amapá 0 2 7 1 0 0
Pará 0 16 86 5 0 0

Rondônia 0 16 28 3 0 0
Roraima 0 3 4 1 0 0
Tocantins 0 10 103 7 0 0

Sudeste 0 75 1089 239 6 2
Esṕırito Santo 0 14 54 7 0 0
Minas Gerais 0 51 717 56 0 1
Rio de Janeiro 0 5 69 9 1 0

São Paulo 0 5 249 167 5 1

Sul 0 167 830 121 1 0
Paraná 0 41 313 34 0 0

Rio Grande do Sul 0 81 313 54 1 0
Santa Catarina 0 45 204 33 0 0

Total 0 475 3766 500 12 2
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Tabela 7.34: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão clássica com fatores exógenos a partir do DEA-CCR, por unidade da federação
(UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 3 106 152 36 7 0
Goiás 0 49 48 21 0 0

Mato Grosso 3 45 58 4 2 0
Mato Grosso do Sul 0 12 46 11 5 0

Nordeste 10 462 884 178 22 0
Alagoas 1 22 65 10 1 0
Bahia 4 83 243 42 4 0
Ceará 0 45 118 10 1 0

Maranhão 0 17 88 34 10 0
Paráıba 4 110 74 12 0 0

Pernambuco 1 44 88 35 2 0
Piaui 0 61 101 14 0 0

Rio Grande do Norte 0 61 76 8 3 0
Sergipe 0 19 31 13 1 0

Norte 1 115 171 66 12 0
Acre 0 7 10 2 0 0

Amazonas 0 10 30 13 1 0
Amapá 0 3 3 4 0 0
Pará 0 17 58 28 4 0

Rondônia 0 11 28 8 0 0
Roraima 0 0 1 3 4 0
Tocantins 1 67 41 8 3 0

Sudeste 18 438 684 231 39 1
Esṕırito Santo 1 19 47 8 0 0
Minas Gerais 7 270 431 108 8 1
Rio de Janeiro 1 47 29 5 2 0

São Paulo 9 102 177 110 29 1

Sul 2 384 604 115 14 0
Paraná 0 102 229 51 6 0

Rio Grande do Sul 2 171 235 39 2 0
Santa Catarina 0 111 140 25 6 0

Total 34 1505 2495 626 94 1
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Tabela 7.35: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão quant́ılica na mediana com fatores condicionantes a partir do DEA-CCR, por
unidade da federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 0 22 244 38 0 0
Goiás 0 4 94 20 0 0

Mato Grosso 0 16 89 7 0 0
Mato Grosso do Sul 0 2 61 11 0 0

Nordeste 0 153 1264 134 5 0
Alagoas 0 7 87 5 0 0
Bahia 0 17 315 44 0 0
Ceará 0 10 150 13 1 0

Maranhão 0 17 123 9 0 0
Paráıba 0 19 165 15 1 0

Pernambuco 0 11 122 35 2 0
Piaui 0 49 122 5 0 0

Rio Grande do Norte 0 15 126 6 1 0
Sergipe 0 8 54 2 0 0

Norte 0 50 293 22 0 0
Acre 0 2 16 1 0 0

Amazonas 0 2 50 2 0 0
Amapá 0 2 7 1 0 0
Pará 0 14 87 6 0 0

Rondônia 0 16 28 3 0 0
Roraima 0 3 4 1 0 0
Tocantins 0 11 101 8 0 0

Sudeste 0 75 1039 286 7 4
Esṕırito Santo 0 16 51 8 0 0
Minas Gerais 0 50 693 80 1 1
Rio de Janeiro 0 3 68 12 1 0

São Paulo 0 6 227 186 5 3

Sul 0 183 803 131 2 0
Paraná 0 46 306 36 0 0

Rio Grande do Sul 0 85 301 61 2 0
Santa Catarina 0 52 196 34 0 0

Total 0 483 3643 611 14 4
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Tabela 7.36: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão quant́ılica na mediana com fatores exógenos a partir do DEA-CCR, por
unidade da federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 1 98 158 37 10 0
Goiás 0 42 54 20 2 0

Mato Grosso 1 43 60 5 3 0
Mato Grosso do Sul 0 13 44 12 5 0

Nordeste 9 416 902 205 24 0
Alagoas 1 18 66 13 1 0
Bahia 4 70 247 51 4 0
Ceará 0 42 118 14 0 0

Maranhão 0 14 85 38 12 0
Paráıba 3 100 85 12 0 0

Pernambuco 1 41 87 38 3 0
Piaui 0 54 104 18 0 0

Rio Grande do Norte 0 60 77 8 3 0
Sergipe 0 17 33 13 1 0

Norte 0 102 180 68 15 0
Acre 0 7 9 3 0 0

Amazonas 0 8 32 12 2 0
Amapá 0 3 3 4 0 0
Pará 0 15 59 28 5 0

Rondônia 0 9 29 9 0 0
Roraima 0 0 0 4 4 0
Tocantins 0 60 48 8 4 0

Sudeste 17 394 708 247 44 1
Esṕırito Santo 1 17 48 9 0 0
Minas Gerais 6 239 451 116 12 1
Rio de Janeiro 2 44 31 5 2 0

São Paulo 8 94 178 117 30 0

Sul 1 298 679 122 19 0
Paraná 0 79 245 55 9 0

Rio Grande do Sul 1 135 269 40 4 0
Santa Catarina 0 84 165 27 6 0

Total 28 1308 2627 679 112 1
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7.2.2 A Partir do Método DEA-BCC

Os resultados obtidos pela técnica DEA-BCC, de maneira geral, são muito
parecidos com os gerados pelo DEA-CCR. Isto é constatado pelos dados
contidos nas Tabelas 7.37, 7.38 e 7.39 a partir das quais se verifica que as
duas técnicas fornecem resultados semelhantes. Situação análoga se dá com
os modelos de regressão clássica e quant́ılica na mediana.

Tabela 7.37: Medidas descritivas da eficiência técnica estimadas pelos mode-
los DEA-BCC, regressão clássica e regressão quant́ılica (1).

Modelo
Medida DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica

BCC Fatores Fatores
condicionantes exógenos condicionantes exógenos

Mı́nimo 0.0774 0.3824 0.0000 0.3915 0.0000
1o Quartil 0.4093 0.4766 0.3515 0.4861 0.3505
Mediana 0.5073 0.4994 0.4468 0.5071 0.4448
Média 0.5249 0.5002 0.4636 0.5072 0.4624

3o Quartil 0.6198 0.5231 0.5545 0.5274 0.5543
Máximo 1.0000 0.6282 1.0000 0.6126 1.0000

Desvio padrão 0.1652 0.0335 0.1597 0.0303 0.1608
Coef. variação 0.3148 0.0671 0.3444 0.0596 0.3479
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-BCC.

No que se refere à quantidade de munićıpios conforme as faixas de efi-
ciência adotadas neste trabalho, as duas técnicas DEA conduzem às mesmas
conclusões, uma vez que os resultados são parecidos.

O mesmo não ocorre nos modelos de regressão estimados pelos fatores
condicionantes. Aqueles gerados a partir do DEA-BCC apresentam quase
todos os munićıpios com eficiências no intervalo [0.4, 0.6), cerca de 99.73%
na regressão clássica e 99.90% na regressão quant́ılica, enquanto que nes-
ses modelos, quando gerados pelo DEA-CCR, a quantidade de munićıpios é
melhor distribúıda nas faixas de eficiências. Esta é a situação onde os dois
métodos de análise envoltória de dados geram resultados mais divergentes.
No entanto, quando esta comparação é feita entre os modelos de regressão
gerados pelo mesmo DEA-BCC, os resultados voltam a ser similares.

Esta análise também pode ser realizada através de uma inspeção visual.
As Figuras 7.4, 7.5 e 7.6 exibem os histogramas com suas respectivas den-
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Tabela 7.38: Quantidade de munićıpios de acordo com as medidas de
eficiência técnica estimadas pelos modelos DEA-BCC, regressão clássica e
regressão quant́ılica (1).

Modelo
Eficiência DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica
técnica BCC Fatores Fatores

condicionantes exógenos condicionantes exógenos
0.0 ⊢ 0.2 26 0 122 0 126
0.2 ⊢ 0.4 1078 4 1672 1 1661
0.4 ⊢ 0.6 2281 4742 2123 4750 2125
0.6 ⊢ 0.8 1041 9 655 4 659
0.8 ⊢ 1.0 250 0 182 0 183

1.0 79 0 1 0 1
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-BCC.

Tabela 7.39: Percentual de munićıpios de acordo com as medidas de eficiência
técnica estimadas pelos modelos DEA-BCC, regressão clássica e regressão
quant́ılica (1).

Modelo
Eficiência DEA Regressão clássica Regressão quant́ılica
técnica BCC Fatores Fatores

condicionantes exógenos condicionantes exógenos
0.0 ⊢ 0.2 0.55 0.00 2.57 0.00 2.65
0.2 ⊢ 0.4 22.67 0.08 35.16 0.02 34.93
0.4 ⊢ 0.6 47.97 99.73 44.65 99.90 44.69
0.6 ⊢ 0.8 21.89 0.19 13.77 0.08 13.86
0.8 ⊢ 1.0 5.26 0.00 3.83 0.00 3.85

1.0 1.66 0.00 0.02 0.00 0.02
(1) Regressão clássica e quant́ılica onde a variável dependente

é a eficiência gerada pelo DEA-BCC.

sidades estimadas para os modelos aqui tratados. Nelas é posśıvel verificar
a similaridade existente, não só entre os métodos de regressão, mas também
entre as duas técnicas DEA.

Para uma descrição dos resultados no âmbito regional ou estadual, as
Tabelas 7.41 a 7.46 fornecem os dados necessários para tal e corroboram
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todas as análises realizadas até o presente. No que diz respeito a comparação
entre os modelos de regressão, a semelhança entre as previsões geradas pelos
dois métodos é tão grande que em alguns casos os resultados são exatamente
iguais (ver Tabelas 7.44 e 7.46).

Finalmente, a Tabela 7.40 mostra os coeficientes de correlação linear
calculados para verificar a relação existente entre os modelos de regressão
clássica e quant́ılica, onde o quantil de interesse é a mediana, obtidos através
dos fatores condicionantes e exógenos. Considerando a variável dependente
como sendo a eficiência técnica obtida a partir do DEA-CCR, os resulta-
dos para os modelos com fatores condicionantes e exógenos foram 0.9918 e
0.9971, respectivamente. Quando a variável dependente são as medidas de
eficiência geradas pela técnica DEA-BCC, os coeficientes de correlação ob-
tidos foram 0.9520 para os modelos de regressão com fatores condicionantes
e 0.9979 para os modelos com fatores exógenos. Estes resultados ratificam
todas as análises comparativas feitas até então, inclusive aquelas realizadas
através da visualização gráfica. Ou seja, as duas técnicas geram, de fato, esti-
mativas semelhantes, principalmente quando os fatores exógenos são levados
em consideração, uma vez que, nestes casos, a correlação linear existente é
quase perfeita.
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Figura 7.4: Histograma das medidas de eficiência geradas pelo DEA-BCC.
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(a) Regressão Clássica (fatores condicionantes)
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(b) Regressão Quantílica (fatores condicionantes)
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Figura 7.5: Histogramas das medidas de eficiência geradas pelos modelos de regressão
clássica e quant́ılica com fatores condicionantes, a partir do DEA-BCC.

 

(a) Regressão Clássica (fatores exógenos)
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(b) Regressão Quantílica (fatores exógenos)
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Figura 7.6: Histogramas das medidas de eficiência geradas pelos modelos de regressão
clássica e quant́ılica com fatores exógenos, a partir do DEA-BCC.
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Tabela 7.40: Coeficientes de correlação linear entre os métodos de regressão
clássica e quant́ılica para a mediana, de acordo com os fatores.

Coeficientes de correlação linear
Fatores

A partir do DEA-CCR A partir do DEA-BCC

Condicionantes 0.9918 0.9520

Exógenos 0.9971 0.9979
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Tabela 7.41: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo DEA-
BCC, por unidade da federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 2 85 131 62 20 4
Goiás 0 39 43 27 8 1

Mato Grosso 2 39 51 17 3 0
Mato Grosso do Sul 0 7 37 18 9 3

Nordeste 10 319 827 320 59 21
Alagoas 1 17 61 18 2 0
Bahia 2 61 217 77 16 3
Ceará 0 34 107 29 3 1

Maranhão 0 6 70 59 8 6
Paráıba 5 67 101 20 5 2

Pernambuco 1 15 92 45 12 5
Piaui 0 41 88 38 7 2

Rio Grande do Norte 0 58 66 20 3 1
Sergipe 1 20 25 14 3 1

Norte 3 85 163 83 25 6
Acre 0 7 6 5 1 0

Amazonas 0 6 30 15 3 0
Amapá 0 1 4 4 0 1
Pará 0 15 50 31 10 1

Rondônia 0 7 23 15 2 0
Roraima 0 0 1 3 2 2
Tocantins 3 49 49 10 7 2

Sudeste 6 293 621 358 96 37
Esṕırito Santo 0 21 42 9 2 1
Minas Gerais 1 187 386 208 34 9
Rio de Janeiro 3 36 28 8 7 2

São Paulo 2 49 165 133 53 25

Sul 5 296 539 218 50 11
Paraná 1 75 189 95 22 6

Rio Grande do Sul 2 144 218 65 19 1
Santa Catarina 2 77 132 58 9 4

Total 26 1078 2281 1041 250 79
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Tabela 7.42: Quantidade de munićıpios totalmente eficientes, segundo a eficiência
técnica relativa com base no total de muńıcipios de cada Estado, gerada pelo DEA-BCC,
por unidade da federação (UF) e por região.

Região Quantidade de munićıpios
Eficientes

UF
Total

Absoluta Relativa (%)

Centro-Oeste 304 4 1.32
Goiás 118 1 0.85

Mato Grosso 112 0 0.00
Mato Grosso do Sul 74 3 4.05

Nordeste 1556 21 1.35
Alagoas 99 0 0.00
Bahia 376 3 0.80
Ceará 174 1 0.57

Maranhão 149 6 4.03
Paráıba 200 2 1.00

Pernambuco 170 5 2.94
Piaui 176 2 1.14

Rio Grande do Norte 148 1 0.68
Sergipe 64 1 1.56

Norte 365 6 1.64
Acre 19 0 0.00

Amazonas 54 0 0.00
Amapá 10 1 10.00
Pará 107 1 0.93

Rondônia 47 0 0.00
Roraima 8 2 25.00
Tocantins 120 2 1.67

Sudeste 1411 37 2.62
Esṕırito Santo 75 1 1.33
Minas Gerais 825 9 1.09
Rio de Janeiro 84 2 2.38

São Paulo 427 25 5.85

Sul 1119 11 0.98
Paraná 388 6 1.55

Rio Grande do Sul 449 1 0.22
Santa Catarina 282 4 1.42

Total 4755 79 1.66
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Tabela 7.43: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão clássica com fatores condicionantes a partir do DEA-BCC, por unidade da
federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 0 0 304 0 0 0
Goiás 0 0 118 0 0 0

Mato Grosso 0 0 112 0 0 0
Mato Grosso do Sul 0 0 74 0 0 0

Nordeste 0 1 1554 1 0 0
Alagoas 0 0 99 0 0 0
Bahia 0 0 376 0 0 0
Ceará 0 0 174 0 0 0

Maranhão 0 0 149 0 0 0
Paráıba 0 0 199 1 0 0

Pernambuco 0 0 170 0 0 0
Piaui 0 0 176 0 0 0

Rio Grande do Norte 0 1 147 0 0 0
Sergipe 0 0 64 0 0 0

Norte 0 0 365 0 0 0
Acre 0 0 19 0 0 0

Amazonas 0 0 54 0 0 0
Amapá 0 0 10 0 0 0
Pará 0 0 107 0 0 0

Rondônia 0 0 47 0 0 0
Roraima 0 0 8 0 0 0
Tocantins 0 0 120 0 0 0

Sudeste 0 2 1402 7 0 0
Esṕırito Santo 0 0 75 0 0 0
Minas Gerais 0 2 822 1 0 1
Rio de Janeiro 0 0 84 0 0 0

São Paulo 0 0 421 6 0 0

Sul 0 1 1117 1 0 0
Paraná 0 0 387 1 0 0

Rio Grande do Sul 0 1 448 0 0 0
Santa Catarina 0 0 282 0 0 0

Total 0 4 4742 9 0 0
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Tabela 7.44: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão clássica com fatores exógenos a partir do DEA-BCC, por unidade da federação
(UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 13 115 122 40 14 0
Goiás 6 45 46 16 5 0

Mato Grosso 7 54 43 5 3 0
Mato Grosso do Sul 0 16 33 19 6 0

Nordeste 31 539 741 195 50 0
Alagoas 3 31 55 8 2 0
Bahia 3 112 202 50 9 0
Ceará 1 56 98 17 2 0

Maranhão 1 30 77 31 10 0
Paráıba 17 105 59 15 4 0

Pernambuco 1 51 83 24 11 0
Piaui 0 66 77 27 6 0

Rio Grande do Norte 2 66 60 17 3 0
Sergipe 3 22 30 6 3 0

Norte 11 112 166 52 24 0
Acre 1 6 9 3 0 0

Amazonas 1 14 26 12 1 0
Amapá 0 3 4 2 1 0
Pará 1 20 56 21 9 0

Rondônia 1 9 28 7 2 0
Roraima 0 1 2 1 4 0
Tocantins 7 59 41 6 7 0

Sudeste 35 459 622 232 63 0
Esṕırito Santo 1 28 39 6 1 0
Minas Gerais 13 284 388 123 17 0
Rio de Janeiro 8 41 23 7 5 0

São Paulo 13 106 172 96 40 0

Sul 32 447 472 136 31 1
Paraná 3 126 186 60 13 0

Rio Grande do Sul 16 212 164 45 12 0
Santa Catarina 13 109 122 31 6 1

Total 122 1672 2123 655 182 1
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Tabela 7.45: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão quant́ılica com fatores condicionantes a partir do DEA-BCC, por unidade da
federação (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 0 0 304 0 0 0
Goiás 0 0 118 0 0 0

Mato Grosso 0 0 112 0 0 0
Mato Grosso do Sul 0 0 74 0 0 0

Nordeste 0 1 1555 0 0 0
Alagoas 0 0 99 0 0 0
Bahia 0 0 376 0 0 0
Ceará 0 0 174 0 0 0

Maranhão 0 0 149 0 0 0
Paráıba 0 0 200 0 0 0

Pernambuco 0 0 170 0 0 0
Piaui 0 0 176 0 0 0

Rio Grande do Norte 0 1 147 0 0 0
Sergipe 0 0 64 0 0 0

Norte 0 0 365 0 0 0
Acre 0 0 19 0 0 0

Amazonas 0 0 54 0 0 0
Amapá 0 0 10 0 0 0
Pará 0 0 107 0 0 0

Rondônia 0 0 47 0 0 0
Roraima 0 0 8 0 0 0
Tocantins 0 0 120 0 0 0

Sudeste 0 0 1407 4 0 0
Esṕırito Santo 0 0 75 0 0 0
Minas Gerais 0 0 825 0 0 0
Rio de Janeiro 0 0 84 0 0 0

São Paulo 0 0 423 4 0 0

Sul 0 0 1119 0 0 0
Paraná 0 0 388 0 0 0

Rio Grande do Sul 0 0 449 0 0 0
Santa Catarina 0 0 282 0 0 0

Total 0 1 4750 4 0 0
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Tabela 7.46: Quantidade de munićıpios, segundo a eficiência técnica gerada pelo método
de regressão quant́ılica com fatores exógenos a partir do DEA-BCC, por unidade da fe-
deração (UF) e por região.

Região Eficiência técnica
UF 0.0 ⊢ 0.2 0.2 ⊢ 0.4 0.4 ⊢ 0.6 0.6 ⊢ 0.8 0.8 ⊢ 1.0 1.0

Centro-Oeste 9 120 122 40 13 0
Goiás 3 47 47 17 4 0

Mato Grosso 6 57 41 5 3 0
Mato Grosso do Sul 0 16 34 18 6 0

Nordeste 36 525 740 204 51 0
Alagoas 4 31 54 8 2 0
Bahia 3 109 202 53 9 0
Ceará 1 57 98 16 2 0

Maranhão 1 27 73 38 10 0
Paráıba 19 103 59 15 4 0

Pernambuco 1 50 82 25 12 0
Piaui 0 62 80 28 6 0

Rio Grande do Norte 4 63 64 14 3 0
Sergipe 3 23 28 7 3 0

Norte 9 114 166 50 25 1
Acre 1 6 9 3 0 0

Amazonas 1 13 28 10 2 0
Amapá 0 2 5 2 0 1
Pará 0 25 52 21 9 0

Rondônia 1 8 28 8 2 0
Roraima 0 0 3 1 4 0
Tocantins 6 60 41 5 8 0

Sudeste 39 458 621 228 65 0
Esṕırito Santo 1 28 39 6 1 0
Minas Gerais 14 287 384 122 18 0
Rio de Janeiro 11 40 21 7 5 0

São Paulo 13 103 177 93 41 0

Sul 33 444 476 137 29 0
Paraná 3 122 188 63 12 0

Rio Grande do Sul 16 211 170 41 11 0
Santa Catarina 14 111 118 33 6 0

Total 126 1661 2125 659 183 1
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Caṕıtulo 8

Conclusões

A presente dissertação teve como objetivo a avaliação estat́ıstica da eficiência
do gasto público municipal no Brasil, principalmente no que tange ao impacto
da idade do munićıpio e dos fatores externos à referida eficiência. Para tal, foi
utilizado como base o trabalho desenvolvido por Sampaio de Sousa, Cribari–
Neto e Stošić (2003), que abordaram a análise envoltória de dados (DEA-
CCR e DEA-BCC), métodos de reamostragens (“jackknife”, “bootstrap” e
“jackstrap”), além de regressão clássica e regressão quant́ılica.

As principais conclusões estão sumariadas a seguir:

• Os métodos não-paramétricos DEA-CCR e DEA-BCC se mostraram
eficazes no cálculo das eficiências técnicas de municipalidades brasi-
leiras, principalmente com o uso do esquema “jackstrap”. Por sua
vez, essas medidas de eficiência se revelaram bastantes úteis, como
variáveis dependentes, nos modelos paramétricos aqui utilizados: re-
gressão clássica e regressão quant́ılica.

• De uma forma geral, os modelos de regressão clássica e quant́ılica na
mediana obtidos a partir do DEA-CCR e do DEA-BCC apresentaram
resultados semelhantes. Contudo, a regressão quant́ılica, por atuar em
diferentes quantis, mostrou-se mais elucidativa, uma vez que a análise
dos seus resultados transcendeu os limites das medidas de centralidade.

• Os fatores exógenos exercem fortes influências nas eficiências geradas
pelos modelos estimados através dos fatores condicionantes, chegando
a ser responsáveis, em alguns casos, por mais de 50% da eficiência dos
munićıpios. Como os fatores externos não são, em quase sua totalidade,
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posśıveis de serem controlados, conclui-se, então, que oferecer serviços
de boa qualidade à população, por parte desses munićıpios, não é uma
tarefa fácil.

• Dos indicadores de localização, o efeito da vizinhança entre as cidades
e do munićıpio situado no poĺıgono da seca se apresentam estatisti-
camente significativos em todos os modelos analisados. Contudo, o
primeiro exerce um efeito positivo e, o segundo, como esperado, causa
impacto negativo. Assim, por razões diferentes, sempre devem ser le-
vados em consideração nas avaliações municipais.

• Os munićıpios mais pobres tendem a administrar melhor seus escassos
recursos. Esta afirmativa tem suporte no percentual de domićılios cujo
chefe ganha até um salário mı́nimo e na renda média do trabalhador,
que são estatisticamente significativos.

• Os indicadores administrativos são importantes na avaliação do mu-
nićıpio. Quanto maior o poder dos conselhos municipais e quanto maior
o grau de informatização do munićıpio, maior é a tendência dessas ci-
dades prestarem bons serviços à comunidade. Isto porque os conselhos
fiscalizam a aplicação dos recursos, diminuindo a corrupção e o abuso
na distribuição de verbas, enquanto que o uso de recursos computa-
cionais agiliza processos e diminui custos. Entretanto, os consórcios
municipais, ao contrário do que se esperava, têm impacto negativo, o
que sugere uma reformulação dos mesmos para que o objetivo de mi-
nimização de gasto volte a ser atingido.

• A estratégia administrativa para o recebimento de royalties deve ser
revista pelos minićıpios, visto que esta receita afeta negativamente a
eficiência administrativa em todos os modelos estudados, inclusive nos
diversos quantis da regressão quant́ılica.

• Os resultados relativos à idade do munićıpio, objeto central dessa dis-
sertação, confirmam que a falta de estrutura administrativa e de ex-
periência em gestão pública onera os munićıpios jovens, tornando-os
ineficientes. Os resultados mostram ainda que cidades criadas a partir
de munićıpios pouco eficientes, ou mesmo ineficientes, tendem a operar
ineficientemente, enquanto que a divisão de munićıpios que têm boa
estrutura gerencial e experiência na gestão dos fundos municipais gera
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novas municipalidades com potencial para oferecer bons serviços às suas
populações. Assim, fica caracterizado o risco que há ao se criar cida-
des sem levar em consideração os critérios de eficiência tratatos nesta
dissertação.

Uma complementação e, até mesmo uma confirmação das análises rea-
lizadas neste trabalho pode ser concretizada através do modelo tobit, que
devido a algumas de suas caracteŕısticas se presta ao tipo de avaliação ora
proposta.
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