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Computers are useless. They can only give yor answers.
— Pablo Picasso
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Resumo

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao, em geral, viesados para o verdadeiro
valor do parametro. Normalmente, o viés é desprezado com base na alegacao de que ele é
desprezivel comparado aos erros padrao das estimativas. Em uma amostra de tamanho n, o
viés em geral é de ordem O(n~1), enquanto que o desvio padrao ¢ de ordem O(n~/2). Apesar
do viés nao constituir um problema sério se o tamanho da amostra for razoavelmente grande,
em amostras onde o tamanho nao é suficientemente grande o viés pode ser significativo.

Dada a grande importancia do estimador de méaxima verossimilhanca, muitas técni-
cas foram desenvolvidas para corrigir o viés destes estimadores em pequenas amostras. O
objetivo desta dissertacao é apresentar algumas técnicas que concentram na remocao do
viés de segunda ordem para estimadores de maxima verossimilhanca na familia exponencial
biparamétrica, o que pode ser feito tanto de forma analitica como nimerica. Apresentaremos
trés procedimentos para correcao do viés de segunda ordem das estimativas de maxima
verossimilhanga. O primeiro procedimento é baseado na expressao do viés de segunda ordem
obtida por Cox e Snell (1968), onde o estimador corrigido serda dado pela diferenga entre
o estimador de maxima verossimilhanca e o viés de segunda ordem calculado usando o
estimador original. Uma segunda metodologia utilizada para corrigir o estimador de maxima
verossimilhanga foi introduzida por Firth (1993). Este método consiste na modificagao da
funcao escore com o objetivo de remover o termo de ordem n~! do viés do estimador de
maxima verossimilhanca. Um terceiro procedimento para a correcao do viés de segunda
ordem do estimador de maxima verossimilhanca ¢ baseado na estimac¢ao nimerica do viés
através de um esquema de reamostragem bootstrap, onde o viés é estimado como a diferenca
entre o valor médio das estimativas de méaxima verossimilhanca nas réplicas de bootstrap
e a estimativa original. Derivamos a expressao do viés dos estimadores de maxima verossi-
milhanga para a formula de Cox e Snell (1968). Comprovamos a similaridade entre os
métodos corretivo e preventivo, que demonstraram desempenho superior na reducao do viés

e do erro quadratico médio em comparagao aos estimadores originais e bootstrap.
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Abstract

Maximum likelihood estimators are typically biased. There are several different ways
to correct this problem. The chief goal of this dissertation is to present some of them,
which focus on removing the second order bias of maximum likelihood estimators in the
biparametric exponential family. This may be done by analitical or numerical procedures.
We will present three of these procedures; a correction method, a preventive method and a
bootstrap correction method. We observe that the first two methods produce similar results
in our specific problem; the performance of these estimators was much better than that of

the original estimators and that of the estimator obtained by bootstrap methods.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Durante os ultimos anos, duas das caracteristicas que marcaram a Estatistica aplicada e
tedrica foram a importancia da familia exponencial de distribui¢oes de probabilidade na
construcao de modelos e a funcao de verossimilhanca na Inferéncia Estatistica. Muitos dos
modelos comumente utilizados na Estatistica sao baseados em distribui¢oes de probabilidade
que tém caracteristicas especiais em comum. Tais distribuicoes podem ser agrupadas em
varias familias. A mais importante delas é chamada de familia exponencial. Esta familia
tem varias propriedades estatisticas importantes que desempenham um papel central na

Inferéncia Estatistica, além da facilidade de manipulacao matemaética.

A familia exponencial pode ser classificada de acordo com o nimero de parametros (uni-
paramétrica, biparamétrica, etc) ou niimero de variaveis (univariada, bivariada, etc.). Muitas
distribui¢oes, como normal, binomial, binomial negativa, gama, Poisson, beta, normal in-
versa, etc., podem ser reunidas na chamada familia exponencial univariada. Posteriormente,
muitos outros aspectos dessa familia foram descobertos e tornaram-se importantes na teo-
ria estatistica. Muitos estudos foram desenvolvidos utilizando a familia exponencial, como
por exemplo, os modelos lineares generalizados (MLG) propostos por Nelder e Wedderburn
(1972). A idéia béasica dos MLG consiste em abrir um leque de opgoes para a distribuigao da
variavel resposta, permitindo que a mesma pertenca a familia exponencial de distribuigoes,
bem como dar maior flexibilidade para a relacao funcional entre a média da variavel resposta

e o preditor linear.

No presente trabalho estudaremos a familia exponencial biparamétrica, apresentando a
féormula geral proposta por Lindsay (1986) que utiliza a propriedade de que, dada a densidade
de uma familia exponencial uniparamétrica arbitraria, podemos construir, a partir de uma
distribuicao mista uniparamétrica, uma classe de distribui¢oes na familia exponencial com
dois ou mais parametros, isto é feito utilizando a familia reponderada infinitamente divisivel

como uma distribuicao misturadora. Dizemos que uma distribuicao F' é infinitamente di-
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Cap. 1 - Introdugao

visivel se para cada n existe uma distribuicao £, tal que F' = F]}, ou seja, F' é infinitamente
divisivel se e somente se para cada n pudermos representa-la como distribuicao de uma soma
Sn = X1 n+ ...+ X, de n varidveis aleatérias independentes com distribuicao comum Fj,.
Para mais detalhes sobre distribui¢oes infinitamente divisiveis; ver Dudewicz et al. (1998,
p. 330). Com base nesta classe, muitos estudos foram desenvolvidos. Por exemplo, Gelfand e
Dalal (1990) estudaram o problema da superdispersao e Dey, Gelfand e Peng (1997) criaram
uma classe de modelos lineares generalizados com superdispersao.

O problema proposto por Lindsay em 1986 pode ser visto do seguinte modo: suponha

que temos uma familia exponencial de densidades da variavel aleatoria X com a forma
flz; 1) = emJ“k(T), T €, (1.1)

onde € representa o espago paramétrico; buscamos uma familia de distribui¢oes Q(. ; «, )
com suporte no espago paramétrico €2 tal que para determinadas fungdes T'(X) e k(a, )

tenhamos

f(@;0,8) = qot / f(@; 7)AQ(r; v, ) = oo H+AT(@)=k(a0) (12)

que neste caso serd obtida por uma distribuicao infinitamente divisivel. A classe conveniente
de fungoes T'(.) sera a funcao geradora de momentos da distribui¢do infinitamente divisivel.

Uma vantagem de utilizarmos o modelo (1.2) estd na possibilidade de estudar a superdis-
persao. Dizemos que um modelo apresenta superdispersao quando a variancia amostral
aparenta ser muito grande em comparacao aquela que é dada pelo modelo. Este é um pro-
blema bastante comum pois, muitas vezes, distribui¢oes de dados amostrais podem ser muito
heterogéneas para ser explicadas por uma familia uniparamétrica de modelos no sentido de
que a relacao média-variancia implicita em tal familia parece ser violada através dos da-
dos; a variancia amostral é grande comparada com aquela que é predita através da relacao
média-variancia. Neste caso, uma solugao seria considerar uma cole¢ao maior de modelos,
digamos uma familia biparamétrica (Gelfand e Dalal, 1990). Além deste modelo resolver o
problema da superdispersao, o mesmo possui outras vantagens, como, por exemplo, a flexi-
bilidade da escolha da funcao 7'(.) via selecao da familia de parametros Q(.;.,.) e a relagao
K'(r) = E[X;7]. Apesar das suas vantagens esta familia apresenta algumas desvantagens

como a de requerer integracao numerica para estimacao de maxima verossimilhanca.
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1.2 Familia exponencial biparamétrica

Sejam X7, ..., X, n varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.).
Dizemos que X;, 1 = 1,...,n, pertence a familia exponencial biparamétrica F proposta por
Lindsay (1986) se a sua funcao de densidade (ou distribui¢ao de probabilidade) com relagao

a alguma medida puder ser escrita da seguinte forma:
F(a:60,7) = b() exp{fir + 7T() — p(6,7)} (1.5)

onde se X; for continua, f é assumida densidade com respeito a medida de Lebesgue, en-
quanto se X; for discreta, f é assumida densidade com respeito a uma medida de contagem.
Supomos que p(.,.) é uma fungao conhecida que sé depende de 6 e T e que possui as quatro
primeiras derivadas continuas em relagao aos componentes do vetor de parametros (6, 7) e que
0 espaco paramétrico é Q C IR?. Os parametros 0 e 7 em (1.5) nao sao sempre interpretaveis
estatisticamente. A grande motivacao do modelo (1.5) reside na definicao de Modelos Linea-
res Generalizados com superdispersao (Dey, Gelfand e Peng, 1997). Além disso, a forma
conveniente da expressao torna o calculo dos cumulantes necessario ao desenvolvimento de
métodos assintéticos de segunda ordem bastante simples.

Um caso especial de (1.5) é a familia exponencial uniparamétrica onde tomamos 7 = 0,

dada por
f(z;0) = b(z) exp{fz — X(0)}. (1.6)
Em (1.6) temos X’(f) = E(X), a média de X, e a variancia de X é X”(#). Temos ainda

n = X(.) estritamente convexa.

Definindo-se p(™%) = §p"+* /00" 075 temos as seguintes relagoes:

E(X;0,1),
E(T(X);0,7),
p(“) ov(X, T(X);Q,T), (1.7)
p(2,0) =var(X;0,7),
PPV =E[{X — B(X)Y{T(X) - B(T(X))};6,7],

ete.
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1.3 Estimacao por maxima verossimilhanca

Considere, como resultado de um experimento qualquer, a observacao £ de um vetor

aleatério & = (Xq,... ,Xn)/7 discreto ou continuo, com distribuicao de probabilidade per-
tencendo a alguma familia P especificada a menos de um vetor finito de parametros ¢ =
01,..., Hp)/ desconhecido. Seja f(Z ; £ ) a funcdo de probabilidade ou densidade de & , en-
volvendo ¢, € ©, onde © C IRP é o conjunto de valores possiveis para o vetor £, , denominado
espaco paramétrico .

Sendo f, desconhecido, estamos interessados em utilizar a observacdo Z para obter
informacéo a respeito de ¢ . Trataremos este problema de inferéncia via verossimilhanca,
supondo que a distribuicio de & é determinada por alguma distribuicio em P.

Definimos a funcao de verossimilhanca como tendo a expressao da funcao de probabili-
dade ou densidade conjunta do vetor aleatério X . A funcdo de verossimilhanca é dada por
L&) = f(z1,...,70; 8 ), se P tem densidade f, ou L(£ ) = p(z1,...,7,; 8 ), se P tem
funcao de probabilidade p. A inferéncia por verossimilhanca pode ser considerada como um
processo de obtencao de informacao sobre um vetor de parametros ¢ , a partir da amostra
& = (x1,...,y,), através da funcio de verossimilhanca L(f ).

Muito freqiientemente, as componentes de & sdo mutuamente independentes para todas
as distribuicdes da familia P e a funcio de verossimilhanca de £, reduz-se a

n

L&) =]] f(::£). (1.11)
i=1
Usualmente, trabalha-se com a log-verossimilhanca, £(f, ) = log L(f ). No caso em que as

variaveis aleatérias sao independentes, a log-verossimilhanca é da forma
n
0(8) =" log f(zi; £ ). (1.12)
=1

Se as varidveis aleatérias forem dependentes, a log-verossimilhanca pode ser obtida a partir
das fungoes de densidade (ou probabilidade) condicionais, se existirem.

A funcao de verossimilhanca informa a ordem natural de preferéncia entre diversas pos-
sibilidades para £ . Um conjunto de dados é dito ser mais verossimil para um vetor ¢
do que para ¢ "se a verossimilhanca associada a f, for maior que a associada a g, e
estatistico inglés R.A. Fisher (1925) propds a nogao de verossimilhanga como um método de
estimacao e um critério para comparar duas hipoteses rivais a serem testadas. Deste modo,
a verossimilhanca ¢é entendida como uma medida de crenga racional ao tirarmos alguma

conclusdo baseada nos dados. Neste sentido, o método de maxima verossimilhanca (MV)

4



Cap. 1 - Introdugao

objetiva escolher o valor do vetor £ de parametros que fornece a chance mais provavel
de ocorrer novamente os mesmos dados que ocorreram. Assim, para estimador, escolhe-se
aquele vetor de parametros que maximiza a fungao de verossimilhanca no espago paramétrico
©. Desta forma, o estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de 8 é o vetor § que
maximiza L(£ ) em O, isto ¢, tal que L( ) > L(0) para todo 6 € ©. Ou seja, o EMV 6 é

definido como a variavel aleatéria

&)

= aremax L( 2, , 1.13
gax L(L ) (1.13)
se este existir.
Uma forma conveniente para estimar o vetor £ pelo método da MV é tomar a log-
verossimilhanca. Como logaritmo é uma funcio mondtona crescente, maximizar L(f ) é

equivalente a maximizar /(¢ ). Entdo, o EMV ¢é definido de modo que, para todo £ € ©,
08y > 08, (1.14)

Todavia, ¢ importante ressaltar que a solucao de 5 decorrente de (1.14) pode nao ser
tinica. O célculo dos EsMV dependera da distribuicio definida por f(Z ;% ) e de ©. Se ©
é um conjunto discreto, calcula-se £( ) para os diversos £ 's e escolhe-se /9\ como aquele
valor de £ Correspondente ao maximo de £(f ). Quando ¢(£ ) é continua e diferencidvel
em ©, o EMV ,Q pode, na maioria das vezes, ser obtido resolvendo o sistema de equagoes
U(#) = 0¢/06, =0, parar = 1,...,p, desde que £ nio se encontre na fronteira do espaco
paramétrico.

Os EsMV apresentam algumas propriedades otimas. Por exemplo, se a funcao de
verossimilhanca envolver estatisticas suficientes para ¢ , o EMV E serd funcao destas es-
tatisticas suficientes. Em linhas gerais, o conceito de suficiéncia pode ser introduzido da
seguinte forma: consideremos uma estatistica S = S(Y), X, = (¥3,...,Y},), como fungio das
varidveis amostrais Y7, ..., Y,. Diremos que S é suficiente para £ na familia de distribuicoes
definida por P se a distribuicio condicional de ¥, dado S nio envolve 6. A suficiéncia de
S implica que toda a informacdo que os dados ¥, contém sobre f estéd concentrada em S.
Uma condicao necessaria e suficiente para esta suficiéncia é que a verossimilhanca possa ser

escrita na forma

L&) =g(s. £ )& ),

onde g(. , .) depende dos dados ¥, somente através de s = s(¥, ), s é o valor observado de
S, e h(¥ ) é uma fungao dos dados que nao envolve £ . Um fato decorrente desta condicdo

é que se S é suficiente para 6, qualquer funcao um a um de S também sera suficiente. Uma

5



Cap. 1 - Introdugao

segunda propriedade importante é que os EsMV sao, sob condigoes bastante gerais, assinto-
ticamente eficientes. Outra, e talvez a mais importante propriedade, é que, sob condigoes

bastante gerais, os EsMV sao consistentes e assintoticamente normais,
—~ D .
V(& — & o) — NO,I(& g)7)

onde ¢  é o valor verdadeiro do parametro e I(£ ), conhecida como a informacio de Fisher,

0 6
10) = (85(’5 o) ) .

é

Para este trabalho, considere a seqiiéncia {X,;n > 1} de n varidveis aleatérias i.i.d.
com funcao de densidade (ou distribuigdo de probabilidade) dada por (1.5). A funcao de

verossimilhanca para a familia exponencial biparamétrica é dada por

n

L(0) = [ [ b(=:) exp{6a; + 7T (2:) — p(6,7)}. (1.15)
=1

Logo, a fungao log-verossimilhanga total £(0, T), para os parametros 6 e T, terd a forma
n n n
00, 7) = logh(X;) + 0> Xi+7Y T(X;) —np(6,7). (1.16)
i=1 i=1 i=1

Os estimadores de méxima verossimilhanca 6 e # de 6 e T sdo obtidos maximizando a funcao
(1.16) ou, equivalentemente, resolvendo o sistema de equagoes, 9¢/00 = 0 e 9¢/0T = 0. Os

estimadores sao solucao do sistema

mp19 Jy, =YX,

-l (1.17)
np(O,l) b5 = ZT(Xl)

=1

A resolugao do sistema (1.17) pode apresentar alguns problemas, pois nem sempre a solugao
tem forma fechada. Uma alternativa é utilizar métodos numericos de maximizagao de
funcoes. Vale ressaltar que os estimadores de maxima verossimilhanca dependem apenas

das estatisticas conjuntamente suficientes

n n

> Xie ) T(Xy).

=1 i=1
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1.4 Organizacgao da dissertacao

A presente dissertacao encontra-se dividida em quatro capitulos. Como ja visto, no primeiro
capitulo ha uma breve introdugao sobre a familia exponencial biparamétrica, mostrando as
caracteristicas desta familia, bem como a sua importancia em estudos de superdispersao.
No segundo capitulo, abordaremos um problema comum com o estimador de maxima
verossimilhanga em pequenas amostras, o viés. Apresentaremos trés metodologias para a
correcao do estimador de maxima verossimilhanga com relacao ao viés de segunda ordem.
A primeira é baseada na proposta de subtrair o viés de segunda ordem avaliado no EMV,
também conhecida como procedimento ‘corretivo’; a segunda ¢ baseada na metodologia de
David Firth (1993), ou procedimento ‘preventivo’, que consiste em reduzir o viés do estimador
introduzindo um pequeno viés na funcao escore; a terceira é baseada na estimacao numérica
do viés em um esquema de reamostragem boostrap, técnica introduzida por Efron em 1979.
No terceiro capitulo, discutiremos os comportamentos dos estimadores corrigidos através
das metodologias empregadas. Com base em simulacoes de Monte Carlo, serao investigados
os comportamentos dos estimadores utilizando quatro critérios de comparacao: viés relativo,
erro quadratico médio e duas medidas globais. Para conduzirmos tal investigacao serao

consideradas nove combinacoes de valores dos parametros.

1.5 Suporte computacional

Na realizagao deste trabalho foram utilizadas trés software. O primeiro software foi o Maple,
versao 8.0, utilizada para calculos das expressoes simplificadas dos vieses de 6 e 7. O segundo
software utilizada foi a linguagem de programacao matricial 0x, criada por Jurgen Doornik
em 1994, com suporte a orientacao a objetos. Tal linguagem permite a implementacao de
técnicas estatisticas com facilidade e atende a requisitos como precisao e eficiéncia, o que
contribui para a sua ampla utilizacao no campo da computacao numérica. Em vista da
sua eficiéncia computacional, todas as simulagoes deste trabalho foram feitas utilizando esta
linguagem. Para mais detalhes sobre esta linguagem de programacao, ver Doornik (2001).
Para a apresentacao grafica, utilizamos o software R, que é baseada na linguagem de alto

nivel S desenvolvida para andlise, manipulacao e apresentacao grafica de dados.



Capitulo 2

Correcao de viés para familia exponencial biparamé-

trica

2.1 Viés de segunda ordem

Os estimadores de maxima verossimilhanca sao, em geral, viesados para o verdadeiro valor do
parametro. Normalmente, o viés é desprezado com base na alegagao de que ele é desprezivel
comparado ao erro padrao da estimativa. Apesar do viés nao constituir um problema sério
quando o tamanho da amostra é razoavelmente grande, em uma amostra cujo tamanho
nao seja suficientemente grande, o viés pode vir a ser significativo. Para uma amostra de
tamanho n o viés ¢ O(n™!), enquanto que o desvio padrio é O(n_l/ 2). Todavia, as estima-
tivas produzidas pelos estimadores de maxima verossimilhanca, em amostras pequenas ou
moderadas, podem ter viés apreciavel, de magnitude comparavel ao erro padrao da estima-
tiva de maxima verossimilhanca. Dai a importancia de obter alguma férmula que reduza a
magnitude do viés.

Em um modelo com parametro 6 p-dimensional, o viés E (5— 6) do estimador de méxima

verossimilhanca 6 pode ser escrito como

o R (2.1)

onde b1(0),b2(0), etc. sdo fungdes de 6 e n é usualmente o nimero de observagoes. Sendo
assim, observamos que B(@) = O(n™!). O termo b1(#)/n é chamado viés de segunda ordem
do estimador .

Expressoes para o viés de segunda ordem dos estimadores de maxima verossimilhanga
estao amplamente disponiveis na literatura. Historicamente, o primeiro artigo a tratar do
viés de segunda ordem foi de Bartlett (1953), que obteve uma expressdo para o viés de
ordem O(n~1) para o estimador de méxima verossimilhanca no caso uniparamétrico, num
estudo sobre intervalos de confianga aproximados. Posteriormente, Haldane e Smith (1956)
produziram expressoes de ordem similar para os primeiros cumulantes dos estimadores de

méxima verossimilhanga. Shenton e Wallington (1962) desenvolveram a metodologia bésica

8
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para obter o viés de ordem O(n~') do EMV no contexto biparamétrico. Cox e Snell (1968)
obtiveram o viés para uma ampla classe de modelos. Expressoes para o viés do EMV até
ordem O(n~?) e covariancias da mesma ordem, para o caso multiparamétrico, foram obtidas
por Bowman e Shenton (1965) e Shenton e Bowman (1977).

Também, Cordeiro e MacCullagh (1991) e Cordeiro e Klein (1994) forneceram expressoes
gerais em forma matricial para o viés de segunda ordem em modelos lineares generalizados
e em modelos ARMA, respectivamente. Ferrari, Botter, Cordeiro e Cribari-Neto (1996) de-
duziram o viés de ordem O(n~!) do EMV em modelos gerais uniparamétricos e compararam
a estimativa corrigida com o EMV usual, em termos de erro médio quadratico. Cribari-Neto,
Botter, Cordeiro e Ferrari (1998) apresentaram, para distribui¢oes pertencentes a familia ex-
ponencial, expressoes em forma fechada para os vieses de segunda e terceira ordem do EMV.

Cordeiro e Vasconcellos (1997) derivaram uma férmula matricial para o viés nos modelos
de regressao nao-lineares multivariados homoscedéasticos normais e Vasconcellos e Cordeiro
(1997) generalizaram este resultado considerando modelos heterosceddsticos. Cordeiro e
Cribari-Neto (1998) concluiram, através de estudos de simulagao dos vieses em modelos nao-
exponenciais nao-lineares, que os EsMV corrigidos pelo viés sao mais precisos em termos
de erro médio quadratico que as estimativas originais. Cordeiro e Vasconcellos (1999) a-
presentaram o viés de segunda ordem para os estimadores de maxima verossimilhanga dos
parametros no modelo de regressao von Mises. Cribari-Neto e Vasconcellos (2001) anali-
saram trés alternativas para correcao de viés de segunda ordem para a distribuicao beta, o
procedimento corretivo, o procedimento de David Firth (1993) e a correcao via bootstrap,
comparando a performance dos estimadores para trinta e seis valores do vetor de parametros.

Muitas metodologias tém sido empregadas para retirar o termo de segunda ordem do viés
do estimador de maxima verossimilhanca, de forma analitica e nimerica. O método niimerico
do bootstrap para correcao do viés de segunda ordem, apesar de ser computacionalmente
intenso, nao requer o célculo de by(#) para a sua implementacao. A metodologia analitica
pode ser tanto de carater “corretivo” quanto “preventivo”’. A metodologia corretiva para
correcao de viés do estimador de maxima verossimilhancga concentra-se na idéia de substituir

0 em b1(0)/n obtendo o estimador

0=0— : (2.2)

corrigido por viés até segunda ordem. J& a metodologia preventiva para correcao de viés faz
uma modificacao adequada na fungao escore com o objetivo de remover o termo de ordem

n~! do viés do estimador de méxima verossimilhanga (Firth, 1993).
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2.2 Estimadores corrigidos

Dada a grande importancia dos EsMV, muitas técnicas foram desenvolvidas para corrigir
o viés destes estimadores em pequenas amostras. O nosso objetivo é apresentar algumas
técnicas que se concentram na remocao do viés de segunda ordem, o que pode ser feito tanto
de forma analitica como numerica. Apresentaremos trés procedimentos para correcao das
estimativas de maxima verossimilhanca, com base no viés de segunda ordem. Seja 6 o EMV

de um certo parametro 6. Podemos escrever o viés deste estimador como

5 b1(0)

E(0—0) = + 0(n™?), (2.3)

n

onde o termo by (#)/n é dito ser o viés de segunda ordem do estimador. Subtraindo-se o viés
de segunda ordem avaliado em 6 do estimador de maxima verossimilhanca, podemos definir

o estimador corrigido
0 =0—b1(0)/n. (2.4)

E possivel mostrar que o viés de 0 é tal que
E6 —6) = 0(n?). (2.5)

Na tentativa de encontrar uma expressao para o viés, Bartlett (1953), quando estudava
intervalos de confianca para grandes amostras, propos uma expressao simples para o viés
de ordem n~! do estimador de maxima verossimilhanca em uma amostra aleatéria simples
com distribui¢do envolvendo apenas um parametro. Haldane e Smith (1956) discutiram
expansoes assintoticas para o viés dos estimadores de maxima verossimilhanca lidando com
amostras aleatorias com distribuicao envolvendo um ou dois parametros desconhecidos. Pos-
teriormente, Cox e Snell (1968) deduziram uma férmula para o viés de segunda ordem do
estimador de méxima verossimilhanga do vetor 6 = (61,...,0,),q > 1. A expressao obtida

pode ser representada na forma

A 1
B1(6,) = Z QT 5ot {5,@@ + /frs,t} , (2.6)

7,8,t

~ A

onde, 7, s,t variam de 1 até ¢, B1(0,) = b1(0,)/n e ks = E{Ups}, birst = E{Urst}, krst =
E{U,sU;}, onde U, = 0¢/00,,U,s = 0*0/30,005, Uy = 03(/00,00500;, sdo os cumulantes
obtidos a partir de derivadas da log-verossimilhanga ¢. Os cumulantes (ou momentos) sao

! s3ao0 os elementos (a,r) e (s,t) de K;l =

todos de ordem O(n). Mais ainda, —k%" ¢ —k®
(—k"), a inversa da matriz de informagao de Fisher Ky = (—kys). A formula (2.6) é ttil

para calcular o viés O(n~!) do estimador de maxima verossimilhanca em situagoes bastante

10
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gerais, permanecendo valida mesmo quando nao ha independéncia entre as observagoes,
contanto que todos os k’s sejam de ordem O(n). Cordeiro e Klein (1994) desenvolveram
uma expressao matricial para o viés em modelos lineares generalizados.

O estimador corrigido 8 baseado na expressao (2.6) é definido como

0=0— Bi(0), (2.7)

onde B (9) significa Bl(@) avaliado em 6. Espera-se que 0 tenha melhores propriedades em

amostras finitas que ¢. No caso uniparamétrico, (2.6) reduz-se a

R 1 -
B1(0) = (ffé? - 5@96) Ko s (2.8)

expressao dada por Bartlett (1953).

Uma diferente metodologia utilizada para corrigir o viés de segunda ordem foi introduzida
por David Firth em 1993. O método consiste na modificacao da fungao escore com o objetivo
de remover o termo de ordem n~! da expressdo (2.1). Em problemas regulares o estimador

de méaxima verossimilhanca é definido como uma solucao da equacgao escore

o0l(0)

a—(e = U(9) =0, (2.9)
onde £(0) = log L(#) é o logaritmo da fungao de verossimilhanga. A idéia do método proposto
por David Firth consiste em reduzir o viés de 0 introduzindo um pequeno viés na fungao
escore. A modificacao para U(f) pode ser explicada por uma simples geometria de triangulos,

como ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Modificacao da funcao escore.

u(o)
U*(6)
0o~ @
B(6)
\_J
KB (0)
)\——O

11



Cap.2 - Correcao de viés para familia exponencial biparamétrica

Se 0 estd sujeito a um viés positivo Bj(f), a funcao escore é deslocada para baixo em

cada ponto 6 por uma quantidade K B (). Isto define a fungao escore modificada dada por
U*(0) =U(9) — KB1(0), (2.10)

onde K é a matriz de informagao de Fisher e Bi(f) é o viés de segunda ordem. Entao, o
estimador de € corrigido pelo viés de segunda ordem, digamos, 6*, pode ser obtido como
solugao da equagao U* = 0. Em particular, quando E[U,Uy| = 0, para todo r, s,t, pode-se
verificar que 6* pode ser obtido pela maximizacao do logaritmo da funcao de verossimilhanca

modificada
1
f*:€+§log|K|. (2.11)

Este é o caso, por exemplo, quando as derivadas de segunda ordem do logaritmo da funcao
de verossimilhanca com respeito aos parametros nao dependem dos valores da amostra; isto
acontece se # é um parametro canonico da familia exponencial de modelos. A proposta de
Firth (1993) é preventiva, ao invés de corretiva, no sentido de modificar a equagao escore, ou
talvez, o logaritmo da funcao de verossimilhanca, para produzir um estimador modificado,
ao invés de corrigir a solugao original da equacao escore.

Um terceiro procedimento para a correcao do viés de segunda ordem do estimador de
maxima verossimilhanca é baseado na estimacao nimerica do viés através de um esquema
de reamostragem bootstrap, onde o viés é estimado pela diferenca entre o valor médio do
estimador de maxima verossimilhanca das B réplicas de bootstrap e o estimador original. A
técnica de reamostragem bootstrap introduzida por Efron (1979) tornou-se uma ferramenta
bastante 1til e alternativa para métodos estatisticos tradicionais, em circustancias em que
outras técnicas nao sao aplicaveis, em particular, no caso em que o tamanho da amostra é
pequeno, pois visa substituir as complexidades analiticas ou uso de aproximagoes assintoticas
para determinados problemas.

O método bootstrap tenta realizar o que seria desejavel realizar na pratica; se possivel,
repetir o experimento. Este método consiste em, dada uma amostra X = (Xi,...,X,)
com n observagoes, construir B amostras X *(1) .., X*(B) independentes e identicamente
distribuidas de tamanho 7, onde cada amostra e obtida da amostra original tal que todas as
observagoes sejam retiradas com a mesma probabilidade. No caso do viés, seja é(.) o valor
médio dos estimadores de maxima verrosimilhanca obtidos das B réplicas de bootstrap, cada
réplica baseada em uma pseudo-amostra de tamanho n do conjunto de dados original, usando

amostragem com reposicao. Sendo assim, a estimativa do viés do estimador 6 é

—
~

By(0) =0 — 0. (2.12)

12
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Logo, o estimador corrigido pelo viés é dado por

—

0=0—DB1(0)=0—(0)—0)=20—10). (2.13)

Note que o estimador corrigido via bootstrap nao requer derivacao analitica do viés da
fungao. Ferrari e Cribari-Neto (1998) discutem a relagao entre o método analitico, baseado
em expansoes em série, e o método bootstrap, sendo os dois métodos validos para a obtencao

de correcoes de vieses dos EsMV.
2.3 Viés para familia exponencial biparamétrica

Seja X1,...,X, uma seqiiéncia de variaveis aleatorias i.i.d. cuja densidade comum tem a
forma da fungao (1.5). Neste caso, teremos ¢ = 2 e ¢ = (6, 7). Portanto, a expressao (2.6)
para o viés de segunda ordem proposta por Cox e Snell, no caso do vetor de parametros ¢,

fazendo a,r, s, t variarem em (6, 7), é dada por

Zf@er St{ lirst+lirst} (2.14)

ZF&TT St{ Iirst—l-lirst} (2.15)

Desenvolvendo as expressoes (2.14) e (2.15), teremos

~ 1 1
31(9) = fﬁe’gﬁ'e 0 {El‘i@gg + 599’9} + /60 6/10 T {5/1997 + 59977} +
1 1
K00 0 {§I£97-9 + Kor, } + 9700 {51%7-99 + Krg9 ¢+
(2.16)
0,0 7,7 1 07,07 1
KK 2,{/97'7' + Kot + K 2"1797' + Rro r +
1 1
’ia TRTT {5“07‘7’ + /{97'7'} + K o7 KOT {5”77’7’ + K/TT,T}
¢ 1 1
Bl(%) =r"TRTT {5“7’7’7‘ + KTTT} + KR 70 {§I€TTH + K”TT,G} +
1 1
RTTROT{é’%TGT_'_K”T@T}_{_ 70 TT{E’%GTT_}—R@T,T}_F
(2.17)
HTTKHQ llﬂ + 7,0 7'9 1
500 T Fr.0 + K 500 + Korp ¢+
1 1
KTOR0T {769% + Koo T} + &T0K0T {5/%97 + Hae,f} :
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No nosso caso as derivadas parciais sao da seguinte forma

- O, T)
_ . 1,0 _ ) _ ) 0,1
Up = ZXZ - TL,O( ): Ur = 9 Z_ZlT(Xz> - np( )7
826(9, T) (2 0) 826(0, 7') (1 1)
oo =5 =~ Uor = 09, =
836(0, 7') (3 0) 836(0, T) (2 1)
Usoo 003 —np Ugor = W = —np ) (2 18)
90(0,7) (1,2) 8300, 7) 2,1)
Ugro = Sea-00 P Urgg = oz T W
835(9, T) (1 2) 836(0, 7') (1 2)
Vorr = “ppor2 = " Urro = 5099 = "7
83€<9, T) (1 2) 836(0, T) (0 3)
Uror = Graee- = ™ Urrr = =@ =~
Os momentos (cumulantes) de (2.18) seguem a notagao canonica
ko9 = E(Usga), K90 = E(UggUp),
rkoor = E(Ugor), Koo, = E(UgoU-),
Korg = E(U079)7 Roro = E(UQTUﬁ)a
K90 = E(Urop), Kkr9.0 = E(UreUp),
(2.19)
Rorr = E(UGTT>7 Rorr = E(UQTUT)7
Rrrg = E(UTT9)7 Rrrg = E(UTTU€>7
Rrgr = E(UTQT)a Krg,r = E<U7'9UT>7
Rrrr = E(UTTT)7 Rrrr = E<UTTUT>‘

Para a obtencao dos cumulantes utilizaremos o fato de que F { } = 0, ou seja, a esperanca

da funcgao escore ¢ igual a zero. Com base neste argumento temos as seguintes relacoes

e[S

{ZT } = npOb.

14
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Utilizando as relagoes acima, tem-se os cumulantes dados por

3,0
Kpoo = _np( )7
1,2
Roro = Korr = Rrr = Rror = _np( )7 (2 20)
2.1 :

Rogr = Krop = —np( )7

0,3
Rrrr = —n,O( )7

enquanto que os cumulantes kgg g = Kgg,r = Korg = K09 = Kgrr = Krr§ = Kro,r = Krrr S20
iguais a zero. Assim, substituindo os valores dos cumulantes nas expressoes (2.16) e (2.17),
obtemos os vieses de segunda ordem para os estimadores de maxima verossimilhanca dos
parametros 6 e 7 da seguinte forma

2
A (0,2) 1 —np02) L\ 1
np np np
Bl(e) = ( n2D ) 5(_71/0(370)) + ( n2D ) < n2D ) 5(—np(2’1))+
—np0,2) LD\ 1 (1,1) —np0:2)\ 1
np np Lo (2,1) np np Lo (2,1)
n2D ><n2D>2( np )+<n2D>< n2D )2( np )+
2
(0.2) 20\ 1 A\ q
np np Lo (1,2) np Lo (1,2)
n2D><n2D>2( ne )+<n2D>2( np )+

2
D\~ q (1,1) 20\ 1
np 2,12 np np L (03)
<n2D> 2< ne )+<n2D><n2D>2( np)

(2.21)

2
20\? . (2.0) 1D\ 1
np Lo (0,3) np np Lo (1,2)
n2D>2( np )+<n2D><n2D>2( np )

(2.22)

2
an\? (1) 02\ 1
np Lo (2,1) np np Lo (3,0
<n2D> 2( np )+<n2D><n2D)2( P,

onde D = p(0:2)p20) — (p(L1)2 " Reescrevendo (2.21) e (2.22), os vieses de segunda ordem
dos estimadores de maxima verrosimilhanca dos compomentes de ¢ serao

- 1
Bl (0) — ST |:3p(0,2)p(1,1)p(2,1) _ Q(p(l,l))2p(1,2) + p(l,l)p(Z,O)p(O,S) _ p(O,Q)p(Z,O)p(l,Q) _ p(3,0) (p(O,Z))2:|

15



Cap.2 - Correcao de viés para familia exponencial biparamétrica

1

Bi7) =52

|:3p(2,0)p(1,1)p(1,2) o 2(p(1,1))2p(2,1) 4 p(l’l)p(072)p(3’0) o P(2’0)P(072)P(2’1) o p(0,3) (p(270))2:| )

Sabendo-se a forma do viés de segunda ordem, os estimadores corrigidos pelo viés sao dados

pelas simples expressoes abaixo

0=0—DB1) e 7=%— Bi(7). (2.23)

Uma segunda proposta para a correcao dos estimadores de maxima verossimilhanca
pelo viés de segunda ordem é através da equacgao escore modificada introduzida por Firth
(1993). Podemos ver da equagao (1.16) que as derivadas de segunda ordem de ¢(6, ) com
respeito a 6 e T nao envolvem as estatisticas Y ;- X; e > ;- T(X;). Portanto, estimadores
corrigidos pelo viés de segunda ordem, usando a metodologia preventiva de David Firth,
podem ser obtidos maximizando a fungao £* = ¢+ % log | K|. Para a distribuigao exponencial

biparamétrica, temos a seguinte funcao de verossimilhanca modificada
n n n 1
E*(Q’ 7_) — Z b(XZ) + 6 Z Xz +7—ZT(X1) _ np(Q’ 7_) + 5 log {n2p(270)p(072) _ n2(p(1,1))2} ’
=1 =1 i=1

e os estimadores corrigidos de 6 e 7 serao 0* e 7%, as solugoes do sistema

i (3,0)5(0.2) 1 (2,0) ,(1,2) _ 9,(2,1)
0 = EZXi 51t ,0(2 o)+(0pz) - (L.D) 22p )
s 2n pt0p02) — (plh)

(2.24)

1 1 [ p(03)(20) 4 (21) 02) _ 9,(12)
on_ 1 N L) AT 4 p p
P =~ ;T(Xz) + o { 0,08 = (D) .

A terceira proposta utiliza o método de reamostragem bootstrap, ja introduzido no item 2.2.
2.4 Casos particulares

Existe uma grande quantidade de distribuicoes que pertencem a familia exponencial bi-
paramétrica. No entanto, consideraremos apenas algumas delas: as distribui¢coes gama,
normal inversa, log-gama e a log-beta-inversa.

2.4.1 Distribuicdo Gama

A distribuicao gama ¢é bastante utilizada para anélise de dados continuos onde o coeficiente

de variagao, nao a variancia, é considerado constante. Seja X uma variavel aleatoria com
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distribuicdo gama de média p¢ e variancia p2¢, X ~ Gama(¢,1/p). A densidade de X é
expressa na forma

-9
%m‘ﬁ_le”/“ = iexp {—g + ¢logx — log (/ﬁT(gb))} :

onde u, ¢ e x > 0. Desta forma a distribuicao de X pertence a familia exponencial bi-
paramétrica. A distribuicao gama apresenta algumas particularidades: o caso em que ¢ = 1
corresponde a distribui¢do exponencial; quando g = n e ¢ = n/2 obtemos a distribui¢ao
X2 temos ainda que o parametro ¢ determina a forma da distribuicio e o coeficiente de
assimetria é K3/ /ig/ 2 2¢71/2; a distribuicdo gama é assintoticamente normal no sentido de
que % o, N(0, 4?), quando ¢ — 0.

Algumas propriedades tipicas da distribuicao gama sao mostradas na Figura 2.2. Pode-
mos observar que, a medida que pu aumenta, a forma da curva torna-se similar a da curva de
densidade de probabilidade da distribuigdo normal. De fato, X/u converge em distribuicao

para N (¢, ¢), quando o valor de p tende para infinito.

Figura 2.2: Distribuicao gama.

9=1

— 025

f(x)

00 02 04 06

0 5 10 15 20 25 30

f(x)

00 01 02 03 04

f(x)

0.00 0.10 0.20 0.30

Comparando a expressao (1.5) com a densidade da distribuicdo gama acima, temos os

parametros § = —1/p e 7 = ¢; assim, T é o parametro de forma e 6, o simétrico do parametro
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de escala. Dai, podemos escrever a distribuicao gama da seguinte forma:

1 -1
f(z;0,7) = —exp {Gx + 1logx — (7’ log(T) + log F(T)) } :
x
onde a média e a variancia sao, respectivamente,

- ap(eaT) _ (1,0) _Z

E(X)= = =
) 920, 7)
070, 7) 00y T
Consideremos n variaveis aleatérias i.i.d. com distribuigao gama, com log-verossimilhan-
ca dada por

0o, 7)= Zlog XL + GZXi + TZlog Xi—n (7‘ log(—%) + log F(T)) ) (2.25)
i=1 ‘ i=1 i=1

onde os estimaodres de méxima verossimilhanca para 6 e 7 serao solugao para o sistema

-1 "
o (1o +0)) = Y tog X
=1
Com base no conhecimento destes estimadores podemos obter o viés de segunda ordem

usando a férmula de Cox e Snell (1968) para a distribuicao gama. Os vieses de segunda

ordem para os estimadores de maxima verossimilhanca de 6 e 7 sao, respectivamente,

By(f) = LA = () + 2w (1))?)
T n(r/(r) — 1)

12— (1) + 2" (1)
2 n(ry(r) - 1)°
onde (1) = %T) logT'(7), ¥ e ¥" sendo as derivadas de primeira e segunda ordem de 1),

B1(7)

Y

também conhecidas como as fungoes digama e trigama, respectivamente. Pode ser visto de
(2.25) que as derivadas de segunda ordem de ¢(6,7) com respeito a 6 e T nao envolvem as
estatisticas Z?:l X; e Z?:l log X;. Portanto, um estimador corrigido por viés até segunda
ordem do estimador de maxima verossimilhanca pode ser obtido, usando a metodologia
preventiva de David Firth, maximizando a funcao ¢* = ¢ + %log |K|. Para a distribui¢ao
gama, teremos

. " 1 - - -1 1 o (TY(T) — 1
r(0,1) = Zlog f%—@ZXi—i-TZlog Xi—n Tlog(T) +logI'(7) +§log Ol e N
i=1 ¢ i=1 i=1

18



Cap.2 - Correcao de viés para familia exponencial biparamétrica

A corregao numérica do viés via bootstrap para os EsMV da distribui¢ao gama é descrita
no item 2.2; estimamos o viés através das B amostras bootstrap e entao o subtraimos do

estimador de maxima verossimilhanca, obtendo assim o estimador corrigido pelo viés.
2.4.2 Distribuicao Normal Inversa

A distribui¢ao normal inversa N1 (u,®) é um membro importante da familia (1.5) cuja den-

sidade é

¢ 1/26}{ —o@ —p)” _ ex —ix—i— —?—110 )
2 s P 2u2x  Vorgs P 212 2 w2 & ’

com ji, ¢ e x > 0. A densidade da distribui¢cao normal inversa é unimodal e assimétrica para

a direita. O nome normal inversa vem da uma relagao inversa entre as fungoes geratrizes
de momentos desta distribuicao e da normal. Esta distribui¢ao tem algumas analogias com
a normal, como por exemplo, no caso em que temos uma amostra de variaveis aleatdrias
i.i.d. a média amostral tem distribuicao N1(u,n¢). Alguns gréficos da distribuigdo normal

inversa sao mostrados na Figura 2.3.

Figura 2.3: Distribui¢ao normal inversa.

phi=0.1

proZ
cowc

1)
012345

0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0 3.5

phi=1.0

)
ol
a
NRoz
couwc

00 05 1.0 15 20

3.0 35




Cap.2 - Correcao de viés para familia exponencial biparamétrica

Podemos reescrever a distribui¢do normal inversa na forma da expressao (1.5) onde
teremos as seguintes relagdes entre os parametros: 0 = —¢/ 2’ e T = —¢/2. Deste modo, a

distribuicao normal inversa serd da forma

exp {93: + % — (—2\/% - %108;(—27)) } )

1
f(x§9a7—) = W

onde a média e a variancia sao

2
Var(X) = o°pl0,7) _ 20 _ L

=
062 2V 03
Considere n observagoes i.i.d. com distribuicao comum normal inversa, com o logaritmo

da func¢ao verossimilhanca dado por

n n n

1 1 1

08,7) = Z log T +0 Z Xi+T1 Z X n (—2\/ Or — 5 10g(—27’)) : (2.26)
i=1 27TXi i=1 i=1

utilizado para obter os estimadores de méxima verossimilhanga de 6 e 7, que sao solugao

para o sistema

Podemos obter o viés de segunda ordem dos estimadores de méxima verossimilhanca
usando a formula de Cox e Snell (1968). Os vieses de segunda ordem para os estimadores

de méaxima verossimilhanca de 6 e 7 sao

30(2v07 + 1)

Bi(f) = 2227 T
1(6) P
¢ 3
]
Bi(T) = ——.
1(7) "

Notamos de (2.26) que as derivadas de segunda ordem de ¢(#,7) com respeito a 6 e
1

T ndo envolvem as estatisticas > | Xj e D1 | 5. Assim, um estimador cujo viés é cor-
K3

rigido até segunda ordem, usando a metodologia preventiva de David Firth, pode ser obtido

maximizando a funcao ¢* = ¢ + % log | K|. No caso da distribui¢ao normal inversa, teremos

n n n 2
1 1 1 1 0
(0, 7) = E log +6 E Ti+T E < " (2\/97' - §log(—27)) —i—§ log <—282727—> .
i=1 i=1 i=1 """

3
27rxi
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A correcao numérica do viés via bootstrap para a distribuicdo normal inversa é descrita no
item 2.2.

2.4.3 Distribuicao Log-Gama

Seja Y uma varigvel aleatéria com distribuicio G, ¢) com média p¢ e variancia pu?¢. Seja
X =logY. Neste caso, dizemos que X tem distribuicao log-gama, com densidade na forma
—¢ 1 1 —¢

ft [t

——exp{ rp — —expx} = exp {:cgzﬁ— —expz + log (—) } , z€ IR,

I'(¢) { 7 p I'(¢)
onde u, ¢ > 0, com média logp — ¥(¢) e variancia ¥'(¢), ¥(¢) = d%log L(¢) e Y (o) =
% logI'(¢). Na Figura 2.4 temos alguns gréficos da distribuigao log-gama onde podemos
observar algumas das suas caracteristicas. Note que p é parametro de escala. A distribuigao
log-gama ¢ assimetrica a esquerda e a medida que aumentamos o valor de ¢ a forma da curva

torna-se similar a curva de densidade normal.

Figura 2.4: Distribuicao log-gama.
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A distribuicao log-gama também faz parte da familia exponencial biparamétrica onde

temos 0 =¢perT = _71 Podemos escrever a densidade como

f(z;0,7) = exp {Qx — 7’ — 010g(—%) — log F(G)} ,

onde a média é

ap(077> _ (1,0

1
= log(~—) + 4(6)
e a variancia é

9*p(6,7) 2,0 /
Var(X) = 02 = p20 = y/(0),
com 1(0) = ZlogT'(0) e ¢'(0) = 802 log T'(6).
Consideremos n variaveis aleatérias i.i.d. com distribuicao comum log-gama, com o

logaritmo da fungao de verossimilhanca dado por

0o, 7)= 923:2 —TZeml —n{@log(—l) —i—logF(G)} (2.27)
1=1

utilizado para obter os estimadores de méaxima verossimilhanca de 6 e 7, que sao solucao

para o seguinte sistema

n (log(-3) + w(0)) = ZXZ,

Com base no conhecimento destes estimadores, podemos obter o viés de segunda ordem
usando a formula de Cox e Snell (1968) para a distribuicao log-gama. Os vieses de segunda

ordem para os estimadores de maxima verossimilhanca de 6 e 7 sao, respectivamente,

~ L [(2—09'(0) + 6% (0)
Blw)“§< n(00(0) — 1)2 )

L1 {30(0) + 00 (8) — 26(4/(9))?)
Bif) =3 ( n(00/(0) — 1)2 ) ’

onde " (6) = 895 logI'(#). Da funcao log-verossimilhanga (2.27) notamos que as derivadas
de segunda ordem de (6, 7) com respeito a f e 7 ndo envolvem as estatisticas Y ;- ; X;

ey i, e~Xi. Portanto, o estimador corrigido por viés até segunda ordem do estimador de
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méaxima verossimilhanga pode ser obtido, usando a metodologia preventiva de David Firth,

maximizando a funcao ¢* =/ + % log |K|. Para a distribuigao log-gama, teremos

00, 7) = eix — Tée% —n {Hlog(—%) - 1ogr(9)} - %log {n2 (%) } .

A corre¢ao numérica do viés via bootstrap para a distribuicao log-gama é aquela descrita

para as distribuicoes anteriores.
2.4.4 Distribuicdo Log-beta-inversa

Seja X uma varidvel aleatéria, X = —log Z, Z ~ Beta(p,q) com p > 0,q > 0. A densidade

de X tem a forma

F(p+Q> —T(] _ % -1 _ 1 ex —pr 0 e T o F(p+Q)
o @ ¢ T p{ pr + qlog(l )“g<r<p>r<q>>}’

onde 0 < = < 0o, com média 1 (p) — ¥ (p + q) e variancia wl (p) — Qﬁ/ (p+q). A distribuigao

log-beta-inversa é uma distribuicao assimétrica a direita, como pode ser visto na Figura 2.5.

Figura 2.5: Distribuicao log-beta.
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Podemos reescrever a distribuigao -log-beta de acordo com a expressao (1.5) onde teremos
as seguintes relagoes entre os parametros: ¢ = —p e 7 = ¢. Deste modo, a distribuicao log-

beta-inversa sera da forma

flas6,7) = ——— exp {ea: +7log(1—e") + log <_P€ET9;Ffi)) } ;
a média e a variancia sao
B(x) = 20T 00— y() — i —0)
‘ 2
Var(x) = 28T = )20 = /() — 4/ —0),

2
com (0) = d@ logT'(#) e ¢/ (9) = %log r'(6).
Considere n variaveis aleatérias i.i.d. com distribuicao comum log-beta-inversa, com o

logaritmo da fungao de verossimilhanca dado por

Zlog -I—é’ZX —I—TZlogl—e +n10g(%), (2.28)

utilizado para obter os estimadores de méxima verossimilhanga de 6 e 7, que sao solugao

para o sistema

n((—=0) +(r —0 ZXZ’

n(Y(r) = p(r —0)) = Y _log(1 — e~ ).
i=1

Desta forma podemos obter o viés de segunda ordem usando a formula de Cox e Snell (1968)
para a distribuicao-log-beta. Os vieses de segunda ordem para os estimadores de maxima

verossimilhanca de 6 e 7 sao, respectivamente,

By (9) Z%(W(T—@) Y(=0)9" (1) = 20" (=0)¢' (1)) + (' (1 = 0)* (= (1) + 4" (~0))
+ (@' (1)@ (=0) = ¢ (1 = 0)) =" (7 — )¢/ (=0)¢' (7)) /(' (—0)¢' (T)+

V(=00 (1 — 0) + ¢ (T — 0)¢'(7))?)

Bi(7) =%<w”<r = 0)*@" (1) = ¢"(=0)) + ¥/ (1 = O)(W" (=)' (7) — 20/ (=0)0)" (7))
+ (' (=0)2 (" (1) — ¢ (r = 0)) = " (7 = )¢/ (=0)¢' (7) /n(—4' (=0)¢' (7)+
V(=)' (7 = 0) + ¢/ (r — )¢ (7))?).

24



Cap.2 - Correcao de viés para familia exponencial biparamétrica

Notamos de (2.28) que as derivadas de segunda ordem de ¢(f,7) com respeito a 6 e T nao

envolvem as estatfsticas > iy X; e Soi;log(1 — e Xi). Assim, um estimador cujo viés é
corrigido até segunda ordem, usando a metodologia preventiva de David Firth, pode ser

obtido maximizando a funcao ¢* = ¢ + %log |K|. No caso da distribuigao -log-beta, teremos

Zlog —l—@ZX +7210g (1 —e %) —nlog (_Fé(—f)_l“g))

+ %log{HQ(—ib'(—@)w’(T) + P (=0 (7 = 0) + ' (7 — 0)¢'(7)) }-

A correcao numérica do viés via bootstrap para a distribuicao log-beta-inversa é aquela
descrita para as distribuicoes anteriores.

Na tabela 2.1 encontram-se as caracteristicas das distribuig¢oes da familia exponencial
biparamétrica que sao utilizadas neste trabalho, bem como a relagao entre os vetores de

parametros (6,7) e (i, @).
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(“Rle ) gor—  (p)afor+ (1-)301p  (4g—)301S —2gpz—  ((4)LL(L) o ()

(2—2 — 1)30] 22 T/ 507 ()L

b /1— o/¢— ¢ L

d— ¢ 1T/ 0— n/1— 9

(e—2 = T1)/T T gTLGN /T T/1 (")q
10807 - euren)-501 RSIOAU] [RULION eurer)

“eoLIjowRIRdIq [RIOULUOAXS RI[IUIR] B SOOIIMN(LIJSIP SRWNI[R 9P SBIISLIjORIR,) "' B[OR],

26



Capitulo 3

Resultados Numéricos

3.1 Introducao

Neste capitulo serao investigados os comportamentos dos estimadores baseados nas trés
metodologias discutidas no capitulo 2 de correcao do viés de segunda ordem das estimati-
vas de maxima verossimilhanca dos parametros ¢ e 7 da familia exponencial biparamétrica.
Consideramos quatro distribuigoes pertencentes a esta familia; sao elas: a distribuicao gama,
a distribuicao log-gama, a distribuicao log-beta-inversa e a distribui¢ao normal inversa. Para
cada distribuigao, nove diferentes valores para o par ordenado (6, 7) e trés diferentes valores
de amostra (n = 20, 40 e 60 observagoes) foram considerados, totalizando vinte e sete difer-
entes situagoes (ou experimentos). O gerador das variaveis aleatérias utilizado foi o “multiply
260’

with carry” de George Marsaglia, de periodo aproximadamente “GM”, implementado

na linguagem 0x.

A investigagao foi realizada através de simulagoes de Monte Carlo onde o nimero de
réplicas em cada experimento foi de 10,000. Para cada experimento, calculamos a média das
estimativas e o erro quadratico médio correspondente para quatro diferentes estimadores, a
saber: estimador de maxima verossimilhanca, dois estimadores corrigidos pelo viés analiti-
camente e o estimador bootstrap corrigido pelo viés. Para cada amostra de Monte Carlo
foram geradas 500 amostras bootstrap, totalizando 5,000,000 de réplicas por experimento.
Todas as simulacoes foram realizadas utilizando a linguagem de programacao matricial 0x

no sistema operacional Linux.

As amostras de Monte Carlo e bootstrap produziram estimativas de maxima verossimi-
lhanca para os parametros de interesse. Como os estimadores de maxima verossimilhanca
dos parametros 6 e 7, em geral, nao possuem forma fechada, estas estimativas foram obtidas
através de um método de otimizagao quasi-Newton conhecido como BFGS. As simulagoes
computacionais realizadas utilizaram derivadas analiticas a fim de se obter maior precisao e
eficiéncia. Para mais detalhes do método BFGS veja Press et al. (1992).

Os resultados das simulagoes, para cada distribuicao considerada, estao aqui apresenta-
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dos em forma de tabelas mostrando o desempenho dos quatro diferentes estimadores de 6 e
T para as distribuicoes consideradas; uma tabela para cada um dos diferentes estimadores.
Para este fim, os vieses relativos do estimador de méxima verossimilhanca, denotado por
EMV, do estimador corrigido subtraindo-se o viés de segunda ordem estimado, denotado
por CBC, do estimador corrigido pelo viés obtido de forma preventiva, PBC, e do estimador
bootstrap corrigido pelo viés, denotado por BBC, foram estimados. Estimamos o viés relativo
de 0 a partir das replicacoes de Monte Carlo como

% 213:1 gz —0

g

onde R é o numero de réplicas de Monte Carlo e 6; é a i-ésima estimativa no esquema de

ViesRel =

Monte Carlo; analogamente para os outros estimadores de # . Também foram estimados os
erros quadraticos médios dos estimadores, que se encontram entre colchetes na tabela, ao
lado dos respectivos vieses relativos. Os resultados estao apresentados para observacoes de
tamanhos 20, 40 e 60, em cada tabela.

Com o objetivo de avaliar o desempenho global de cada um dos quatro diferentes es-
timadores, calculamos duas medidas globais, para cada valor de n, usando a média dos
resultados obtidos para os nove diferentes valores de 6 e 7. A primeira medida é baseada
no viés relativo correspondente a cada especifico estimador e valor de n, sendo aqui denomi-
nada norma quadratica do viés relativo integrado, que é calculada para o k-ésimo estimador,

k=1,...,4, da seguinte forma:

IRBSQ ) =

onde os rp;’s (h =1,...,9) correspondem aos nove diferentes valores do viés relativo para

o0 k-ésimo estimador (n fixo). Similarmente, calculamos a média do erro quadratico médio

relativo, para o k-ésimo estimador, k = 1,...,4, como
9
1 MSEp
ARMSEg) =53, — 5
h=1

onde os MSE}, ., correspondem aos nove diferentes valores do erro quadrético médio para o

k-ésimo estimador e p corresponde ao valor do parametro (6 ou 7) considerado.

3.2 Distribuicdo Gama

As investigacoes nesta secao foram realizadas através de simulacao de Monte Carlo, ja des-

crita na secao 3.1, considerando a distribuicao gama com func¢ao de densidade dada em 2.4.1
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e a reparametrizacao dada por § = —1/u e 7 = ¢. Foram considerados para u os valores
0.25, 1.0 e 4.0 e para ¢ os valores 1.0, 2.0 e 4.0, que correspondem aos valores —4.0, —1.0 e
—0.25 para 0 e 1.0, 2.0 e 4.0 para 7. O grafico da densidade gama com os valores de e ¢
considerados podem ser visto na Figura 2.2.

Os resultados das simulacoes de Monte Carlo estao apresentados nos quadros seguintes
com o objetivo de mostrar os desempenhos dos quatros diferentes estimadores de 6 e 7
para a distribuicao gama. Os estimadores de maxima verossimilhanga dos parametros de
interesse nao tém forma fechada e as estimativas foram obtidas utilizando o método BFGS
com derivadas analiticas.

Nos Quadros 3.1 a 3.4 encontram-se os resultados acerca da investigagao dos comporta-
mentos dos quatros diferentes estimadores de 6 e 7, EMV, CBC, PBC e BBC, apresentando
os vieses relativos e os erros quaraticos médios que estao entre colchetes. Através dos resul-
tados destes quadros podemos concluir dois fatos importantes. O primeiro refere-se ao EMV,
que é bastante viesado,o que pode ser facilmente observado no Quadro 3.1. Para tanto, con-
sideremos o experimento em que os valores de 6 e 7 sao respectivamente —0.25 e 4.0. No caso
em que o tamanho da amostra é n = 20 notamos que os vieses relativos dos estimadores de
maxima verossimilhanga sao 18.16% para 0 e 16.74% para 7. Ao considerarmos o tamanho
de amostra n = 60 nota-se uma reducao nos vieses relativos de 30.23% para 6 e 30.05% para
7 comparado ao experimento onde o tamanho da amostra é 20, pois os vieses relativos de ¢
e de 7 sao de 5.4% e 5.03%, respectivamente.

O segundo fato importante é que os estimadores corrigidos analiticamente apresentam
melhor desempenho que o EMV e BBC, reduzindo substancialmente o viés relativo. Por
exemplo, considerando o mesmo experimento quando n = 20, os vieses relativos dos esti-
madores CBC para 6 e 7 sao —0.02% e 0.03% e dos estimadores PBC sao —0.05% e 0.0%,
respectivamente (Quadros 3.2 e 3.3). Ao avaliarmos o comportamento destes estimadores
quando n = 60, observamos que os vieses relativos para ambos os estimadores corrigidos ana-
liticamente, CBC e PBC, sao 0.06% para 6 e 0.05% para 7. Nota-se que os vieses relativos
dos EMV para 6 e 7 sao respectivamente 908 e 558 vezes maiores do que os dos estimadores
CBC além de 363 e 500 vezes maiores que os dos estimadores PBC, considerando o mesmo ex-
perimento onde o tamanho da amostra ¢ 20. Quanto aos estimadores BBC, estes reduzem os
vieses relativos mas nao tao efetivamente como os estimadores corrigidos analiticamente. Por
exemplo, considerando o mesmo experimento ja mencionado, quando o tamanho da amostra
¢ 20, o viés relativo para o estimador de 6 é —2.58% e para o estimador de 7 —2.33%; porém,
quando o tamanho da amostra aumenta, n = 60, os vieses relativos se reduzem para —0.04%

e —0.05%, respectivamente, representando uma reducao de 98.4% para 0 e 97.9% para 7
(Quadro 3.4).
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Quanto ao erro quadratico médio, podemos observar que os estimadores propostos redu-
zem-no substancialmente em comparacao ao EMV. Considerando o experimento onde 6 =
—0.25, 7 = 4.0 e n = 20, os erros quadraticos médios dos estimadores EMV, CBC, PBC
e BBC para 6 e 7 sao 0.0138 e 3.0409, 0.0085 e 1.8742, 0.0085 e 1.8740, 0.0085 e 1.8878,
respectivamente. Comparando o erro quadratico médio dos estimadores EMV com os de-
mais estimadores, nota-se que o do EMV é aproximadamente 62% maior que os dos demais

estimadores, tanto para 6 como para 7.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 encontram-se os resultados das medidas globais IRBSQ e ARMSE.
Através destas medidas podemos ter uma idéia do desempenho geral dos quatros estimadores
estudados para os nove diferentes valores de # e 7. Os resultados apresentados na Tabela
3.1 correspondem a medida global IRBSQ, que é baseada no viés relativo. Com respeito a
esta medida, notamos que os estimadores EMV apresentam valores bastante altos da norma
do viés relativo integrado comparados aos demais estimadores para qualquer tamanho de
amostra considerado. Entre os trés estimadores corrigidos pelo viés, observamos que os
estimdores corrigidos analiticamente, CBC e PBC, tém desempenho similar além de serem
os estimadores que apresentam melhor desempenho na reducao do viés. Quanto a medida
global baseada no erro quadratico médio, ARMSE, notamos que os estimadores corrigidos

pelo viés sao comparaveis e que o EMV tem desempenho inferior ao dos demais estimadores.

3.2 Distribuicao Normal Inversa

Nesta secao serao investigados os comportamentos das trés metodologias de correcao de
viés de segunda ordem das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros 6 e 7 da
distribuicao normal inversa, com funcao de densidade dada no item 2 da secao 2.4. Para a
simulacao de Monte Carlo consideramos para p os valores 0.5, 1.0 e 2.0 e para ¢ os valores
0.1, 1.0 e 10.0, o que correspondera aos valores —20.0,—5.0, —2.0, —1.25, —0.5, —0.2, —0.125,
—0.05 e —0.0125 para 8 ¢ —5.0, —0.5 ¢ —0.05 para 7, de acordo com a reparametrizagao
onde § = —¢/2u? e T = —¢/2. As densidades da distribui¢io normal inversa para os valores

de p e ¢ aqui considerados encontram-se na Figura 2.3.

Diferentemente das outras distribuicoes consideradas, na distribuicdo normal inversa ha
forma fechada para a solucao do sistema na secao 2.4.2, e, por conseguinte, para os EsMV
de # e 7. As investigagbes foram realizadas através de simulacoes de Monte Carlo onde
os resultados estao apresentados nos quadros e tabelas seguintes, mostrando o desempenho
dos quatro diferentes estimadores de 6 e 7 para a distribuicao normal inversa considerando

amostras de tamanho 20, 40 e 60.
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Os Quadros 3.5 a 3.8 resumem os resultados das investigagoes sobre o comportamento dos
quatros diferentes estimadores de # e 7, apresentando os vieses relativos e os erros quadraticos
médios (entre colchetes), revelando importantes informagoes a respeito dos estimadores. A
primeira informagao diz respeito aos EsMV, que sao fortemente viesados. Por exemplo,
considere o experimento onde § = —0.01254 e 7 = —0.05. Avaliando o comportamento destes
estimadores para o tamanho de amostra n = 20 temos os vieses relativos dos estimadores de ¢
e 7 dados por 5854.5% e 124.67%, respectivamente; observando o comportamento dos mesmos
quando o tamanho da amostra aumenta, notamos uma grande redugao nos vieses relativos;
por exemplo, quando n = 60, o de 6 reduz 87.29% e o de 7 reduz 84.25%. Comportamento

similar pode ser observado para as demais situagoes.

Além disso, diferentemente das demais distribuicoes consideradas, os estimadores cor-
rigidos pelo viés até segunda ordem derivados da formula de Cox e Snell, para o caso da
distribuicao normal inversa, nao reduzem o viés enquanto que o estimador corrigido de
forma preventiva reduz substancialmente o viés. Sob as mesmas condigoes avaliadas para
os EsMV, quando n = 20 os vieses relativos dos estimadores CBC e PBC para 6 e 7 sao
8282.9% e 158.37%, 3065.5% e 85.56%, respectivamente. Quando o tamanho da amostra
n = 60, os vieses relativos dos estimadores CBC sao 1047.4% para 0 e 25.62% para 7, o
que representa uma reducao da mesma magnitude dos estimadores EMV, de 87.13% para 6
e 84.98% para 7. Quanto aos estimadores PBC os vieses relativos de 0 e 7 sao 391.46% e
12.56%, respectivamente, representando uma redugao nos vieses relativos de 87.23% para 0 e
85.53% para 7. Note que os vieses relativos dos EsMV sao menores que os vieses relativos dos
estimadores CBC e maiores que os dos estimadores PBC. Outra informagao importante é que
os estimadores corrigidos pelo viés de forma niimerica reduzem os vieses relativos, porém nao
tao efetivamente como os estimadores corrigidos de forma analitica. Por exemplo, considere
o experimento onde o valor de € é -0.0125 e de 7 é —0.05; quando n = 20 os vieses relativos
dos estimadores BBC para 6 e 7 sdo 2999.3% e 86.86%, respectivamente. Ao analisarmos o
comportamento destes estimadores quando n = 60, notamos uma redugao de 85.69% para 6
e 84.18% para 7 (Quadro 3.8) com relac¢ao ao caso n = 20. Os erros quadraticos médios dos
estimadores EMV, CBC, PBC e BBC para 0 e 7, para o experimento onde ¢ = —0.0125,
7= —0.05 e n =20, sao 0.7882 e 0.0049, 1.4698 e 0.0076, 0.2914 e 0.0026, 0.3280 e 0.0027,
respectivamente. Nota-se que as correcoes analiticas e ntimerica conseguem reduzir o erro
quadratico médio, exceto a correcao analitica derivada da férmula de Cox e Snell.

Nas Tabelas 3.3 e 3.4 encontram-se os resultados das medidas globais IRBSQ e ARMSE.
Através destas, podemos avaliar o desempenho geral dos quatro diferentes estimadores de 6 e
7. Os resultados na Tabela 3.3 correspondem a medida global IRBSQ), que é baseada no viés

relativo. Observamos que os EsMV, diferentemente das demais distribuicoes ja consideradas,
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apresentam desempenho superior ao estimador CBC; o seu desempenho é inferior quando
comparamos aos dos estimadores PBC e BBC. Quanto aos estimadores corrigidos pelo viés,
observamos que estes estimadores nao sao comparaveis, ou seja, os valores da norma do viés
relativo integrado nao sao similares. Quanto a medida global baseada no erro quadratico
médio, ARMSE, notamos que os estimadores corrigidos pelo viés tanto de forma analitica
quanto numeérica sao bastante similares, reduzindo substancialmente o erro quadratico médio,

enquanto que os EsMV apresentam desempenho inferior aos demais estimadores, exceto os

estimadores CBC (Tabela 3.4).

3.3 Distribuicdo Log-Gama

Os resultados apresentados nesta secao correspondem aos experimentos de Monte Carlo
realizados sob as condicoes descritas na secao 3.1, considerando a distribuicao log-gama com
fungao de densidade dada no item 2.4 e a reparametrizagdo dada por 6 = ¢ e 7 = —1/p.
Na simulagao de Monte Carlo consideramos para p os valores 0.25, 1.0 e 5.0 e para ¢ os
valores 2.0, 4.0 e 6.0 , que, de acordo com a reparametrizagao considerada, correspondem
aos valores 2.0, 4.0 e 6.0 para # e —4.0 , —1.0 e —0.2 para 7; os valores de p e ¢ sao os

mesmos considerados na Figura 2.4.

Uma dificuldade encontrada no caso da distribuicao log-gama decorre do fato de nao
haver uma forma fechada para a solug¢ao do sistema na segao 2.4.3, e, por conseguinte, para
as EsMV de 0 e 7. Para calcularmos as EsMV de 6 e 7, utilizamos o método quasi-Newton
BFGS. Os resultados estao apresentados nas tabelas seguintes, mostrando o desempenho dos
quatros diferentes estimadores de 6 e T para a distribuigao log-gama considerando observacoes
de tamanho 20, 40, e 60.

Os Quadros 3.9 a 3.12 resumem os resultados das investigacoes acerca dos comporta-
mentos dos quatro estimadores diferentes de 6 e 7 (EMV, CBC, PBC e BBC), apresentando
os vieses relativos e os erros quadraticos médios (entre colchetes). Estas tabelas revelam im-
portantes infomacgoes. Primeiro, o EMV pode ser fortemente viesado. Por exemplo, quando
n=20,0=2.0e71=—1.0, os vieses relativos dos estimadores EMV sao aproximadamente
de 19% para 7 e 16% para 6 (Quadro 3.9). Note que, considerando a mesma situa¢ao mu-
dando apenas o tamanho da amostra para n = 60, os vieses relativos dos estimadores de
ambos os parametros se reduzem para 5%, o que representa uma redugao de 70.24% para
7 e 71.78% para 6 nos vieses relativos dos EMV em comparacao com o experimento onde
o tamanho da amostra é 20. Comportamento similar pode ser observado para as demais

situacoes.

32



Cap.3 - Resultados Numéricos

Segundo, os estimadores corrigidos analiticamente apresentam desempenho melhor que
o EMV e o BBC, ou seja, os estimadores corrigidos analiticamente, CBC e PBC, reduzem
substancialmente o viés relativo. Considerando a mesma situagao analisada para os EMV,
n = 20,0 = 2.0e7 = —1.0, os vieses relativos dos estimadores CBC para # e 7 sao,
respectivamente, 0.07% e 0.23% e dos estimadores PBC sao 0.02% e 0.18% (Quadros 3.10
e 3.11). Avaliando o comportamento destes estimadores quando o tamanho da amostra é
n = 60, os vieses relativos dos estimadores CBC sao 0.01% para 6 e —0.2% para 7, enquanto
que para os estimadores PBC sao 0.0% e —0.21%, respectivamente; notamos uma reducao
para os estimadores CBC de 7% para 6 e 1.15% para 7; ja para os estimadores PBC, um
decréscimo de —216.27% para 7 e 100% para 6. Note que os vieses relativos dos ESMV para
0 e T sao 228 e 83 vezes respectivamente maiores do que os dos estimadores CBC e 787 e
106 vezes maiores que os dos estimadores PBC, quando n = 20, § = 2.0e 7 = —1.0. Ja
para os estimadores BBC, os vieses relativos para 6 e 7, sob a mesma situacao considerada
acima, sao —2.13% e —2.4%. Quando o tamanho da amostra aumenta , n = 60, os vieses
relativos reduzem para —0.13% e —0.37%, repectivamente, o que representa uma reducao de
aproximadamente 94% para 6 e 85% para 7 (Quadro 3.12). Os estimadores BBC reduzem os
vieses relativos, porém, nao tao efetivamente como os estimadores corrigidos analiticamente.
Os erros quadraticos médios dos estimadores EMV, CBC, PBC, BBC para 6 e 7, quando
n=200=20e71=—-1.0,sao 0.7501 e 0.2484, 0.4697 e 0.1529, 0.4696 e 0.1529, 0.4698
e 0.1524 respectivamente. E claro que a correcao analitica também consegue reduzir o erro
quadréatico médio. O erro quadratico médio do EMV é mais de 59% maior do que os dos
estimadores CBC, PBC e BBC para # e mais de 62% maior do que os dos CBC, PBC e BBC
para 7.

As Tabelas 3.5 e 3.6 avaliam o desempenho geral dos quatro diferentes estimadores, para
cada valor de n, usando a média dos resultados obtidos para nove diferentes valores de 6 e
7. Na Tabela 3.5 encontram-se os resultados da medida global IRBSQ, que é baseada no
viés relativo. Observamos que os EsMV apresentam valores muito altos da norma do viés
relativo integrado em comparacao aos demais estimadores para qualquer valor de n. Os
estimadores corrigidos analiticamente tém desempenho similar no que diz respeito a reducao
do viés relativo além de serem, dentre os quatro estimadores, os estimadores que apresentam
desempenho superior na reducao do viés. Ja com respeito a medida global baseada no erro
quadratico médio, ARMSE, notamos que os estimadores CBC, PBC e BBC sao bastantes
similares e o EMV apresenta desempenho inferior aos demais estimadores. Nota-se que os
estimadores CBC, PBC e BBC apresetam tanto o viés relativo quanto o erro quadratico

médio menores que os EsMV.
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3.4 Distribuicao Log-Beta-Inversa

Os quadros e tabelas seguintes mostram o desempenho dos quatro diferentes estimadores
dos parametros 6 e T para a distribuicao log-beta-inversa, cuja funcao de densidade é dada
no item 4 da secao 2.4. Os valores de p e g considerados foram 0.5, 1.0, 5.0 e 1.0, 3.0,
10.0, respectivamente, o que corresponde aos valores —0.5, —1.0 e —5.0 para 6 e¢ 1.0, 3.0 e
10.0 para 7. As investigagoes foram realizadas através de simulagoes de Monte Carlo, como
descrito na segao 3.1. Como os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros 6
e 7 nao tém forma fechada, as estimativas foram obtidas utilizando o método BFGS com

derivadas analiticas.

Os Quadros 3.15 a 3.18 resumem os resultados das investigagoes acerca do comporta-
mento dos quatro diferentes estimadores de 6 e 7, apresentando os vieses relativos e os erros
quadraticos médios, entre colchetes. Estes quadros revelam importantes informagoes acerca
dos estimadores. Novamente, s6 EsMV sao fortemente viesados. Para ilustrar, considere o
experimento onde ¢ assume valor -0.5 e 7 = 1.0 (o comportamento da distribuigdo neste
experimento pode ser visto na figura 2.5). Quando n = 20, os valores dos vieses relativos
dos EMV, de # e 7 sao respectivamente 19.75% e 14.57%. Note que, quando n = 60, ocorre
uma redugao significativa de 71% para 6 e 70% para 7 (Quadro 3.15).

Outra importante informacao diz respeito aos estimadores corrigidos analiticamente.
Estes estimadores tém melhor desempenho que os demais estimadores, reduzindo significa-
tivamente o viés relativo. Por exemplo, para a mesma situacao analisada para os EMV,
considere o tamanho da amostra igual a 20. Os vieses relativos dos estimadores CBC e PBC
para 0 e 7 sao 0.53%, 0.08% e 0.45%, —0.01%, respectivamente (Quadros 3.16 e 3.17). Ao
avaliarmos o comportamento dos mesmos quando n = 60, observamos que os vieses relativos
para os estimadores CBC sao 0.04% para 6 e 0.05% para 7, o que representa uma reducao
de 92% para 6 e 37.5% para T, enquanto que, para os estimadores PBC, os vieses relativos
sa0 0.03% para 6 e 0.04% para 7, representando uma reducao de 93% para 6 e um aumento
de 500% para 7. Nota-se que os vieses relativos do EMV para 6 e 7 sao 37 e 182 vezes
respectivamnete maiores do que os dos estimadores CBC e 4 e 1457 vezes maiores que oS
dos estimadores PBC, quando 8 = —0.05, 7 = 1.0 e n = 20. Os vieses relativos dos esti-
madores BBC para 6 e 7 sdo 2.23% e —1.89%, respectivamente, sob as mesmas condigoes
analisadas para os EMV quando n = 20. Quando o tamanho da amostra aumenta, n = 60,
os vieses relativos reduzem para —0.11% para 6 e 0.06% para 7 (Quadro 3.18). Note que os

estimadores BBC reduzem os vieses relativos, mas nao tanto quanto os estimadores CBC e
PBC.
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Quanto ao erro quadratico médio, podemos observar que os estimadores propostos redu-
zem-no substancialmente em comparacao ao EMV. Por exemplo, considere o experimento
onde # = =5.0 e 7 = 1.0 e n = 20. Os erros quadraticos médios dos EsMV, CBC, PBC
e BBC para 6 e 7 sao 6.7216 e 0.1652, 4.1112 e 0.1050, 4.1074 e 0.1051, 4.0908 e 0.1046,
respectivamente. Comparando o erro quadratico médio dos EsMV com os demais, nota-se
que o do EMV é aproximadamente 61% para 6 e 63% para 7 maior que os demais estimadores,
CBC, PBC e BBC.

As Tabelas 3.7 e 3.8 apresentam o desempenho geral dos estimadores através das medidas
globais IRBSQ e ARMSE, usando a média dos resultados obtidos para os nove diferentes
valores de 8 e 7. Na Tabela 3.7 encontram-se os resultados da norma do viés relativo
integrado, IRBSQ. Observamos que os estimadores EMV tém valores da norma do viés
relativo integrado muito altos revelando assim o seu pobre desempenho em comparacao aos
outros estimadores. Por outro lado, os estimadores corrigidos analiticamente, CBC e PBC,
além de serem comparaveis, tém desempenho superior aos dos demais estimadores na reducao
do viés. Com respeito a média do erro quadratico médio relativo, ARMSE, notamos que
os estimadores CBC, PBC e BBC sao comparaveis e que o EMV apresenta desempenho
inferior, pois apresenta valores muito altos em comparacao aos estimadores corrigidos pelo
viés (Tabela 3.8). Nota-se que os estimadores CBC, PBC e BBC apresentam tanto o viés

relativo quanto o erro quadratico médio menores que os EsMV.
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maxima verossimilhanca de 0 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

3>

0.0435]0.0331

0.0490(0.1496

0.0503|0.6525

7= —4.00
n EMV 7=1.0 T=2.0 T=4.0
7 0.2058[4.8360] | 0.1872[3.8129] | 0.1843[3.6693]
20 7 0.1399(0.1625] | 0.1584[0.7142] | 0.1700[3.1742]
7 0.0912[1.4921] | 0.0860[1.3070] | 0.0826[1.2141]
40 # 0.0648[0.0552] | 0.0733[0.2504] | 0.0760[1.0597]
7 0.0566(0.8622] | 0.0580[0.7842] | 0.0541[0.7350]
60 7 0.0410[0.0319] | 0.0488[0.1481] | 0.0509[0.6432]
g=_1.00
n EMV T=1.0 T=20 T=4.0
7 0.1919[0.2669] | 0.1858[0.2440] | 0.1794[0.2248]
20 7 0.1385(0.1562] | 0.1590[0.7631] | 0.1655[3.1725]
7 0.0953[0.0962] | 0.0823[0.0819] | 0.0876[0.0781]
10 7 0.0654[0.0554] | 0.0693[0.2497] | 0.0797[1.0911]
7 0.0599(0.0554] | 0.0556[0.0477] | 0.0545[0.0450]
60 7 0.0412[0.0321] | 0.0482[0.1470] | 0.0506[0.6360]
=02
n EMV T=1.0 T=20 T=4.0
7 0.1968[0.0176] | 0.1900[0.0153] | 0.1816[0.0138]
20 7 0.1392(0.1594] | 0.1614[0.7504] | 0.1674[3.0409]
7 0.0962(0.0061] | 0.0841[0.0050] | 0.0855[0.0049]
40 7 0.0678[0.0564] | 0.0709[0.2424] | 0.0779[1.1018]
o 7 0.0620[0.0035] | 0.0583[0.0031] | 0.0549[0.0029]
| ] [ ] [ ]
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baseado no metodo corretivo de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observacoes.

7= —4.00
n CBC 7=1.0 T=20 T=4.0
g 0.0008[2.9807] | -0.00092.3459] | 0.0021[2.2577]
20 2 20.0039[0.1044] | -0.0001[0.4446] | 0.0025[1.9603]
" g 20.0024[1.1578] | -0.0005[1.0164] | -0.0008[0.9452]
F L0.0015[0.0439] | 0.0004[0.1962] | -0.0007[0.8279)]
g 20.0040[0.7299] | 0.0018[0.6588] | -0.0001[0.6210]
60\ 3 20.0021[0.0274] | 0.0014[0.1252] 0.0011[0.5432]
g=—1.00
n CBC T7=1.0 T=20 T=4.0
g 20.0108[0.1650] | -0.0021[0.1512] | -0.0021[0.1392]
20 7 20.0051[0.1001] | 0.0004[0.4795] | -0.0013[1.9767]
g 0.0013[0.0742] | -0.00380.0643] | 0.0038[0.0602]
0 3 -0.0010[0.0440] | -0.0033[0.1975] | 0.0028[0.8469]
g 20.00090.0466] | -0.0005[0.0402] | 0.0002[0.0380]
60 | 3 -0.0018[0.0276] | 0.00080.1244] | 0.0007[0.5371]
=02
n CBC 7=1.0 T7=20 T=4.0
g 20.0067[0.0109] | 0.0015[0.0094] | -0.0002[0.0085]
20| 2 20.0046[0.1023] | 0.0024[0.4681] | 0.0003[1.8742]
g 0.0022(0.0047] | -0.0021[0.0039] | -0.0018[0.0038]
40 7 0.0012[0.0446] | -0.0018[0.1905] | -0.0011[0.8595]
g 0.0011[0.0029] | 0.0021[0.0026] | 0.0006[0.0025]
60 |z 0.0003(0.0283] | 0.0016[0.1265] | 0.0005[0.5524]
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baseado no metodo preventivo de # e 7, com n = 20, 40 e 60 observacoes.

7= —4.00
n PBC 7=1.0 T=20 T=4.0
7 20.0002[2.9796] | -0.0013[2.3451] | 0.0018[2.2573]
200 -0.0049[0.1044] | -0.0006[0.4445] | 0.0022[1.9601]
7 20.0026[1.1577] | -0.0006[1.0163] | -0.0009[0.9451]
0 L0.0018[0.0439] | 0.0003(0.1962] | -0.0008[0.8279)]
& 20.0041[0.7299] | 0.0018[0.6588] | -0.0002[0.6210]
60 | 20.0022[0.0274] | 0.0013[0.1252] 0.0010[0.5432]
= —1.00
n PBC 7=1.0 T=20 T=4.0
& 20.0119[0.1650] | -0.0026[0.1512] | -0.0024[0.1301]
20 1 L0.0061[0.1002] | -0.0001[0.4794] | -0.0016[1.9764]
& 0.0011[0.0742] | -0.0039[0.0643] | 0.0037[0.0602]
01 20.0012[0.0440] | -0.0034[0.1975] | 0.0027[0.8469)]
& 20.0010[0.0466] | -0.0005[0.0402] | 0.0002[0.0330]
60 | L0.0019[0.0276] | 0.00080.1244] | 0.0007[0.5371]
7= 025
n PBC 7=1.0 T=20 T=4.0
o 20.0078[0.0109] | 0.0010[0.0094] | -0.0005[0.0085]
20| -0.0056(0.1024] | 0.0019[0.4680] | 0.0000[1.8740]
7 0.0019[0.0047] | -0.0023[0.0039] | 0.0017[0.0038]
0 0.0010[0.0446] | -0.0019[0.1905] | -0.0010[0.8599)
& 0.00100.0029] | 0.0020[0.0026] | 0.0006[0.0025]
60 1 0.00020.0283] | 0.0016[0.1265] | 0.0005[0.5524]
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7= —4.00
n BBC T7=1.0 7=20 T=4.0
7 20.0200[2.9906] | -0.0277[2.3756] | -0.0241[2.2647]
20| 20.0241[0.1041] | -0.0232[0.4469] | -0.0215[1.9704]
7 20.0068[1.1580] | -0.0040[1.0217] | -0.0046[0.9467]
0 -0.0045[0.0430] | -0.0026[0.1969] | -0.0041[0.8311]
g 20.0053(0.7345] | 0.0002(0.6609] | -0.0014[0.6234]
60 | 20.0030[0.0275] | -0.0001[0.1256] | -0.0001[0.5452]
g—=—1.00
n BBC T=1.0 T=20 T=4.0
7 20.0397[0.1656] | -0.0298[0.1503] | -0.0289[0.1398]
20 20.0252(0.0992] | -0.0222[0.4779] | -0.0260[1.9792]
7 20.0027(0.0742] | -0.0079[0.0644] | 0.0000[0.0605]
0 -0.0037[0.0440] | -0.0069[0.1977] | -0.0008[0.8506]
7 20.0025(0.0468] | -0.0022[0.0402] | -0.0013[0.0380]
60 20.0031[0.0276] | -0.0007[0.1247] | -0.0007]0.5374]
0= 025
n BBC 7=1.0 T=20 T=4.0
7 20.0349[0.0109] | -0.0250[0.0095] | -0.0258[0.0085]
20 20.0237(0.1017] | -0.0196[0.4723] | -0.0233[1.8878)]
7 20.0018(0.0047] | -0.0061[0.0039] | -0.0024[0.0038]
0 20.0015(0.0447] | -0.0050[0.1911] | -0.0028[0.8595]
7 20.0004[0.0029] | 0.0003[0.0026] | -0.0004[0.0025]
60 | » 20.0007(0.0284] | 0.0003[0.1269] | -0.0005[0.5552]
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Tabela 3.1. Norma quadratica do viés relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.1894 0.0045 0.0050 0.0298
T 0.1559 0.0029 0.0034 0.0233
n = 40 0 0.0833 0.0024 0.0024 0.0047
T 0.0719 0.0018 0.0018 0.0040
n = 60 0 0.0572 0.0017 0.0017 0.0022
T 0.0472 0.0013 0.0013 0.0015

Tabela 3.2. Média do erro quadratico médio relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.2503 0.1545 0.1544 0.1550
T 0.1802 0.1131 0.1131 0.1132
n = 40 0 0.1394 0.0658 0.0658 0.0659
T 0.0618 0.0485 0.0486 0.0487
n = 60 0 0.0499 0.0420 0.0420 0.0421
T 0.0366 0.0310 0.0310 0.0311
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maxima verossimilhanca de 0 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

3>

0.0542|1.1019

0.0544[1.0928

0.0514[1.0567

= —0.050
n | EMV 9 = —0.200 6 = —0.050 6= —0.0125
0 3.5392[0.9136] | 14.410[0.8273] | 58.545[0.7882]
20 3 1.1093[0.0039] | 1.2031]0.0045] | 1.2467[0.0049]
0 1.0396[0.1109] | 4.6103[0.0846] | 18.842[0.0797]
40 7 0.1852[0.0002] | 0.2957[0.0004] | 0.3415[0.0005]
b 0.3995[0.0378] | 1.6757[0.0141] | 7.4427[0.0130]
60 3 0.0617[0.0001] | 0.1459[0.0002] 0.1964[0.0002]
7= —0.500
n | EMV f = —2.000 6§ = —0.500 §=—0125
0 0.2572[1.8265] | 0.3663[0.2079] | 0.7707[0.0356]
20 3 0.1721[0.0529] | 0.1733[0.0522] | 0.2273[0.0543]
0 0.1883[0.6074] | 0.1686[0.0648] | 0.2535[0.0079]
10 3 0.0748[0.0176] | 0.0845[0.0191] | 0.0825[0.0180]
0 0.0818[0.3609] | 0.1046[0.0365] | 0.1555[0.0042]
60 3 0.0540[0.0107] | 0.0517[0.0107] 0.0522[0.0108]
7= —5.000
n | EMV 6 = —20.000 6 = —5.000 = —1.250
0 0.1893[96.243] | 0.1900[6.5175] | 0.4582[0.9222]
20 7 0.1802[5.5479] | 0.1738[5.3763] | 0.2024[6.6746]
0 0.0853[32.366] | 0.0936[2.2485] | 0.1306[0.1708]
40 3 0.0823[1.8456] | 0.0857[1.9076] | 0.0877[1.8962]
60 0 0.0573[19.338] | 0.0606[1.3146] | 0.0639[0.0921]
[ ] [ ] [ ]
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baseado no metodo corretivo de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observacgoes.

7= 0050
n | CBC = —0.200 = —0.050 g=—0.0125
g 5.3049[1.7659] | 20.649[1.5434] | 82.829[1.4698]
20 1.4257[0.0061] | 1.5336[0.0071] | 1.5837[0.0076]
g 1.6716[0.2030] | 6.5724[0.1530] | 26.056[0.1414]
0 3 0.2741[0.0004] | 0.3929(0.0006] | 0.4421]0.0008]
g 0.7470[0.0624] | 2.5563(0.0261] | 10.474]0.0233]
60 | > 0.11480.0001] | 0.2032(0.0002] | 0.2562[0.0003]
7= —0.500
n | CBC = —2.000 = —0.500 f= 012
g 0.5225(3.2022] | 0.7202(0.3766] | 1.3879]0.0689]
20 7 0.3479[0.0904] | 0.3492[0.0896] | 0.4114[0.0970]
g 0.2401[0.8772] | 0.3332(0.0970] | 0.5051[0.0127]
40 7 0.1554[0.0248] | 0.1658[0.0269] | 0.1637[0.0255]
g 0.1611[0.4761] | 0.21060.0494] | 0.3164]0.0060]
60 7 0.1067]0. 0138] 0.1043[0.0138] | 0.1048[0.0139]
— —5.000
n | CBC —T T = —5.000 g = —1.250
g 0.3752(164.67] | 0.3836[11.114] | 0.7099[1.5755)
20 3 0.3572[9.4535] | 0.3499[9.1716] | 0.3828[11.136]
g 0.1705(45.673] | 0.18313.1858] | 0.2307]0.2501]
0 3 0.1634[2.6050] | 0.1671[2.6904] | 0.1693[2.6857]
g 0.1126(24.952] | 0.1186[1.7009] | 0.1271[0.1200]
60 | 7 0.1069[1.4196] | 0.1071[1.4102] | 0.1040[1.3624]
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Quadro 3.7: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

Cap.3 - Resultados Numéricos

baseado no metodo preventivo de # e 7, com n = 20, 40 e 60 observacoes.

7= 0050
n | PBC = —0.200 = —0.050 g= 00125
o | 1.5336[0.3357] | 7.2553[0.3123] | 30.655[0.2914]
™ 0.7473[0.0020] | 0.8203[0.0023] | 0.8556]0.0026]
PR 0.3304(0.0524] | 2.3791[0.0350] | 10.559[0.0331]
™ 0.0859(0.0002] | 0.1837[0.0003] | 0.2241]0.0003]
7 0.0242(0.0241] | 0.6748[0.0061] | 3.9146]0.0053]
60 | 0.0040[0.0001] | 0.0798[0.0001] 0.1256[0.0001]
7= —0.500
n | PBC = —2.000 = —0.500 g= 0125
7 20.0136[1.0980] | -0.0133[0.1174] | 0.0901[0.0167]
20 | o 20.0074[0.0329] | -0.0111[0.0324] | 0.0228[0.0302]
7 20.0048[0.4641] | 0.00070.0473] | -0.0092[0.0054]
0 - -0.0066[0.0139] | 0.0015(0.0148] | -0.0024[0.0139)]
7 0.0020[0.2981] | -0.0028[0.0296] | -0.0098[0.0032]
60 | 0.0009[0.0090] | -0.0016[0.0091] | -0.0019[0.0092]
7= —5.000
n | PBC g = —20.000 = —5.000 = —1.250
7 0.0030[50.158] | -0.0043[4.0499] | 0.2046[0.4930]
20| 0.0028[3.4224] | -0.0030[3.3391] | 0.0206[4.0923]
ol 7 0.0001[25.194] | 0.0039[L.7350] | 0.0302[0.1244]
™ 0.0010[1.4344] | 0.0041[1.4756] | 0.0059[1.4586]
7 0.0010[16.266] | 0.0025[1.1029] | 0.0005[0.0772]
60 | 0.0014[0.9283] | 0.0016[0.9196] | -0.0013[0.8941]
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Quadro 3.8: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

bootstrap de 0 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

Cap.3 - Resultados Numéricos

7= —0.050
n BBC 0 = —0.200 0 = —0.050 0 =—0.0125
0 1.5069[0.3732] 7.1206[0.3515] 29.993[0.3280]
20 T 0.7580[0.0020] 0.8336[0.0024] 0.8686[0.0027]
0 0.3731[0.0581] 2.5343[0.0400] 11.213]0.0385]
40 7 0.0946[0.0002] 0.1975[0.0003] 0.2395[0.0004]
6 0.0466[0.0253] 0.7594[0.0071] 4.2913[0.0064]
60 T 0.0091[0.0001] 0.0892[0.0001] 0.1374[0.0002]
T = —0.500
n BBC 0 = —2.000 60 = —0.500 0 =—-0.125
0 -0.0421[1.1130] -0.0498[0.1211] 0.0524[0.0184]
20 T -0.0264[0.0327] -0.0258[0.0323] 0.0213[0.0304]
0 -0.0084[0.4680] -0.0024[0.0480] -0.0081[0.0056]
40 T -0.0091[0.0140] 0.0005[0.0149] -0.0007[0.0140]
0 0.0009[0.2998] -0.0032[0.0298] -0.0075[0.0033]
60 T 0.0001[0.0090] -0.0018[0.0091] -0.0008[0.0092]
T = —5.000
n BBC 0 = —20.000 0 = —5.000 0 = —1.250
0 -0.0230[59.485] -0.0307[4.0765] 0.1730[0.4750]
20 T 0.0217[3.4472] -0.0265[3.3592] -0.0018[4.0610]
0 -0.0038[25.210] 0.0002[1.7370] 0.0259[0.1249]
&l T -0.0028][1.4349] 0.0007[1.4783] 0.0022[1.4653]
0 0.0007[16.307] 0.0009[1.1087] -0.0007[0.0774]
60 T 0.0003[0.9312] 0.0002[0.9244] -0.0024[0.8953]
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Cap.3 - Resultados Numéricos

Tabela 3.3. Norma quadratica do viés relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 20.135 28.516 10.513 10.288
T 0.5813 0.9250 0.4672 0.4746
n = 40 0 6.4765 8.8780 3.6097 3.8340
T 0.1763 0.2553 0.1008 0.1082
n = 60 0 2.5476 3.6057 1.3241 1.4527
T 0.0946 0.1442 0.0496 0.0547

Tabela 3.4. Média do erro quadratico médio relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 600.32 1119.6 222.30 250.19
T 3.0678 1.1798 1.8450 1.8451
n = 40 0 60.877 108.12 25.335 29.415
T 0.8727 0.1498 0.6855 0.6945
n = 60 0 10.050 18.129 4.1660 4.9969
T 0.5218 0.0637 0.4337 0.4381

45



Quadro 3.9: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador de

Cap.3 - Resultados Numéricos

maxima verossimilhanca de 0 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

3>

0.0523|0.6819

0.0515]0.0443

0.0509]0.0017

=20
n EMV T=-—4.0 T=-1.0 T=-0.2
7 0.1558(0.6991] | 0.1593[0.7501] | 0.1638[0.7285]
20 7 0.1846[3.7496] | 0.1910[0.2484] | 0.1949[0.0095]
7 0.0752(0.2446] | 0.0734[0.2495] | 0.0737[0.2523]
40 # 0.0888[1.2831] | 0.0871[0.0808] | 0.0838[0.0033]
7 0.0482(0.1527] | 0.0474[0.1479] | 0.0503[0.1471]
60 7 0.0576(0.7905 | 0.0539(0.0475 | 0.0590[0.0020]
§—=4.0
n EMV T=-—4.0 T=-1.0 7T=-0.2
7 0.1672(3.2582] | 0.1634[3.0437] | 0.1709[3.2885]
20 7 0.1819(3.7369] | 0.1768[0.2177] | 0.1860[0.0095]
7 0.0716[1.0674] | 0.0784[1.1145] | 0.0757[1.0883]
40 7 0.0794[1.2274] | 0.0858[0.0792] | 0.0823[0.0031]
7 0.0502(0.6297] | 0.0484[0.6347] | 0.0507[0.6415]
60 7 0.0553[0.7245] | 0.0520[0.0448] | 0.0554[0.0018]
4=16.0
n EMV T=-—4.0 T=-1.0 7T=-0.2
7 0.1753(7.8300] | 0.1718[7.3812] | 0.1766[7.6326]
20 7 0.1861[3.8551] | 0.1823[0.2265] | 0.1864[0.0093]
7 0.0774[2.4507] | 0.0775[2.4685] | 0.0766[2.4490]
40 7 0.0821[1.1888] | 0.0818[0.0751] | 0.0805[0.0029]
o 7 0.0493[1.4054] | 0.0495[1.4654] | 0.0478[1.4223]
| ] [ ] [ ]
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Quadro 3.10: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

Cap.3 - Resultados Numéricos

baseado no método corretivo de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

=20
n CBC T=—-4.0 T=-10 T=-0.2
0 -0.0023[0.4361] 0.0007[0.4697] 0.0045[0.4500]
20 T -0.0031]2.3115] 0.0023[0.1529] 0.0056[0.0058]
0 -0.0022[0.1902] 0.0005[0.1953] 0.0007[0.1976]
10 T -0.0022[0.9890] 0.0006[0.0626] -0.0024[0.0026]
0 0.0009[0.1295] 0.0001[0.1255] 0.0028[0.1238]
60 T 0.0014[0.6653] -0.0020[0.0402] 0.0027[0.0016]
0 =4.0
n CBC T=-4.0 T=-1.0 T=-0.2
50 0 0.0001[2.0320] -0.0031[1.8916] 0.0032[2.0397]
7 0.0000[2.3168] -0.0043[0.1347] 0.0035[0.0059]
" 0 -0.0048]0.8437] 0.0015[0.8697] -0.0010[0.8532]
T -0.0038]0.9638] 0.0021[0.0615] -0.0011[0.0024]
0 0.0003[0.5321] -0.0014[0.5392] 0.0008[0.5420]
60 T 0.0010[0.6097] -0.0013[0.0379] 0.0012[0.0016]
0 =6.0
n CBC 7=-4.0 7=-1.0 7=-0.2
0 0.0044[4.8594] 0.0014[4.5665] 0.0055[4.7055]
20 T 0.0052[2.3852] 0.0020[0.1397] 0.0055[0.0057]
0 -0.0007[1.9127] -0.0006[1.9274] -0.0014[1.9151]
40 T -0.0005[0.9248| -0.0008]0.0585] -0.0020[0.0023]
0 “0.0014[1.1896] | -0.0011[1.2430] | -0.0028[1.2099]
60 T -0.0013[0.5760] -0.0020[0.0376] -0.0026[0.0015]
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Quadro 3.11: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

Cap.3 - Resultados Numéricos

baseado no método preventivo de # e 7, com n = 20, 40 e 60 observacoes.

0 =20
n PBC T=-—4.0 T=-1.0 T=-0.2
o* -0.0028]0.4261] 0.0002[0.4696] 0.0040[0.4499]
20 T* -0.0036[2.3107] 0.0018[0.1529] 0.0051[0.0058]
0* 0.0021[0.1902] 0.0004[0.1953] 0.0006[0.1976]
40 T* 0.0021[0.9889] 0.0005[0.0626] -0.0025[0.0026]
o* 0.0008[0.1295] 0.0000[0.1255] 0.0028[0.1238]
60 T* 0.0014[0.6652] -0.0021[0.0402] 0.0027[0.0016]
0 =4.0
n PBC T=-—4.0 T=-1.0 T=-0.2
o* -0.0002[2.0317] -0.0034[1.8914] 0.0030[2.0394]
20 T* -0.0003[2.3164] -0.0045[0.1347] 0.0033[0.0059]
o* -0.0049]0.8437] 0.0015[0.8697] -0.0010[0.8532]
40 T* -0.0039[0.9638| 0.0021[0.0615] -0.0012[0.0024]
o* 0.0003[0.5321] -0.0014[0.5392] 0.0008[0.5420]
60 T* 0.0009[0.6097] -0.0013[0.0379] 0.0011[0.0016]
f=6.0
n PBC T=—-4.0 T=-1.0 T=-0.2
o* 0.0042[4.8590] 0.0012[4.5662] 0.0053[4.7052]
20 T* 0.0050[2.3850] 0.0018[0.1396] 0.0053[0.0057]
o* -0.0008][1.9126] -0.0006[1.9272] -0.0015[1.9151]
40 T* -0.0005[0.9247] -0.0009[0.0585] -0.0021[0.0023]
o* -0.0014[1.1896] -0.0012[1.2430] -0.0028[1.2099]
60 T* -0.0014[0.5759] -0.0020[0.0376] -0.0027[0.0015]
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Quadro 3.12: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

bootstrap de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

Cap.3 - Resultados Numéricos

7 =2.00
n BBC T=-4.0 T=-1.0 T=-0.2
g 20.0251[0.4380] | -0.0213[0.4698] | -0.0175[0.4490]
201 5 20.0302[2.3304] | -0.0240[0.1524] | -0.0206[0.0058]
g 20.0009[0.1904] | -0.0033[0.1956] | -0.0028[0.1988]
01 5 -0.0017[0.9879] | -0.0040[0.0627] | -0.0066[0.0026]
g 20.0003[0.1299] | -0.0013[0.1261] | 0.0015[0.1238]
60 » 20.0000[0.6674] | -0.0037[0.0404] | 0.0010[0.0017]
§ = 4.00
n BBC T=-—4.0 T=-1.0 T=-0.2
g 20.02302.0570] | -0.0255[1.9184] | -0.02042.0563]
201 & 20.0253[2.3524] | -0.0286[0.1368] | -0.0223[0.0059]
g 20.0083[0.8463] | -0.0021[0.8749] | -0.0049[0.8568]
0 -0.0077[0.9661] | -0.0017[0.0618] | -0.0053[0.0024]
g 20.0011[0.5351] | -0.0026[0.5417] | -0.0007]0.5439)]
60 1 » -0.0006[0.6121] | -0.0025[0.0381] | -0.0004]0.0016]
— 6.0
n BBC T=-—4.0 T=-1.0 T=-0.2
g 20.0202[4.8655] | -0.0219[4.5894] | -0.0191[4.7529)]
201 5 20.0206[2.3881] | -0.0229[0.1409] | -0.0205[0.0058]
g 20.0049[1.9211] | -0.0042[1.9317] | -0.0050[1.9196]
01 5 20.0050[0.9273] | -0.0046[0.0586] | -0.0059[0.0023]
g 20.0027[1.1934] | -0.0027[1.2469] | -0.0041[1.2145]
U -0.0027(0.5776] | -0.0036[0.0377] | -0.0040[0.0015]
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Cap.3 - Resultados Numéricos

Tabela 3.5. Norma quadratica do viés relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.1672 0.0033 0.0032 0.0217
T 0.1856 0.0039 0.0038 0.0241
n = 40 0 0.0075 0.0020 0.0020 0.0045
T 0.0836 0.0020 0.0020 0.0051
n = 60 0 0.0491 0.0016 0.0016 0.0022
T 0.0544 0.0018 0.0018 0.0025

Tabela 3.6. Média do erro quadratico médio relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.1976 0.1227 0.1224 0.1234
T 0.2324 0.1445 0.1445 0.1455
n = 40 0 0.0612 0.0518 0.0518 0.0520
T 0.0777 0.0614 0.0606 0.0606
n = 60 0 0.0389 0.0330 0.0330 0.0331
T 0.0457 0.0388 0.0398 0.0354
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Quadro 3.15: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador de

Cap.3 - Resultados Numéricos

maxima verossimilhanca de 0 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

7= 050
n EMV 7=1.0 T=3.0 7 =10.0
7 0.1279[0.0349] | 0.1279[0.0329] | 0.1346[0.0343]
20 7 0.1762[0.2308] | 0.2170[3.0061] | 0.2536[40.896]
7 0.0569(0.0126] | 0.0539[0.0117] | 0.0595[0.0119]
40 7 0.0808[0.0768] | 0.0936[0.9603] | 0.1107[12.357]
9 0.0385(0.0075] | 0.0402[0.0074] | 0.0376[0.0070]
60 7 0.0520(0.0455] | 0.0691[0.5659] | 0.0699[7.1152]
g=_1.00
n EMV 7=1.0 T=23.0 7=10.0
7 0.1509[0.1794] | 0.1475[0.1686] | 0.1419]0.1554]
20 7 0.1517[0.1765] | 0.1820[2.1801] | 0.197526.634]
7 0.0701[0.0612] | 0.0698[0.0564] | 0.0656[0.0554]
40 7 0.0715[0.0617] | 0.0898[0.7368] | 0.0881[8.9651]
0 0.0457[0.0369] | 0.0428[0.0325] | 0.0415[0.0319]
60 7 0.0468[0.0364] | 0.0549[0.4209] | 0.0585[5.1399]
g= 500
n EMV 7=1.0 7=23.0 7=10.0
7 0.1975[6.7216] | 0.1645[4.9341] | 0.1634[4.7572]
20 7 0.1457[0.1652] | 0.1624[1.6916] | 0.1695[20.058]
7 0.0901[2.1671] | 0.0809[1.7441] | 0.0753[1.7267]
40 7 0.0687(0.0564] | 0.0771[0.5894] | 0.0781[7.2463]
7 0.0572[1.2191] | 0.0525[1.0657] | 0.0530[0.9933]
60 7 0.0437(0.0320] | 0.0507[0.3565] | 0.0542[4.1946]
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Quadro 3.16: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

Cap.3 - Resultados Numéricos

baseado no metodo corretivo de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observacgoes.

7= 050
n CBC 7=1.0 7=23.0 7=10.0
g 20.0006[0.0228] | 0.0016[0.0216] | 0.0074]0.0223]
201 2 -0.0008[0.1446] | -0.0035[1.7707] | 0.0100[23.749)
g 20.0022[0.0102] | -0.0041[0.0095] | 0.0011[0.0096]
0 3 0.0003[0.0589] | -0.0063[0.7338] | 0.0009[9.2780]
g 0.0000[0.0065] | 0.0022[0.0064] | -0.0003[0.0061]
60 | 7 0.0009(0.0380] | 0.0039[0.4635] | -0.0010[5.8773]
g=—1.00
n CBC T7=1.0 7=3.0 7=10.0
o g 20.0018[0.1130] | 0.0018[0.1071] | -0.0023[0.0988]
7 20.0012[0.1107] | -0.0009[1.3461] | -0.0002[16.276]
N 7 0.0000[0.0482] | 0.0028[0.0443] | -0.0008[0.0440]
7 0.00012[0.0484] | 0.0055(0.5654] | -0.0023[6.9716]
7 0.0002[0.0314] | -0.0006[0.0278] | -0.0016[0.0273]
60 | 3 0.0012[0.0309] 0.0005[0.3540] | -0.0003[4.3146]
g=_5.00
n CBC 7=1.0 7=3.0 7=10.0
g 0.0053[4.1112] | -0.0073[3.0745] | -0.0051]2.9559)
20 3 0.0008[0.1050] | -0.0026[1.0512] | -0.0050[12.415]
7 0.0023[1.6717] | 0.0012[1.3518] | -0.0024[1.3565)
0 0.0020[0.0445] | 0.0010[0.4587] | -0.0022[5.6775)
g 0.0004[1.0223] | 0.0008[0.8993] | 0.0023[0.8333]
60 | 7 0.0005[0.0272] | 0.0013[0.3010] | 0.0018[3.5207]
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Quadro 3.17: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

Cap.3 - Resultados Numéricos

baseado no metodo preventivo de # e 7, com n = 20, 40 e 60 observacoes.

7= 050
n PBC 7=1.0 T7=3.0 7=10.0
7 20.0012[0.0228] | -0.0005[0.0216] | 0.0048[0.0223]
200 20.0002[0.1442] | -0.0050[1.7641] | 0.0072[23.691]
7 20.0023[0.0102] | -0.0046(0.0095] | 0.0005[0.0096]
0 0.0005(0.0589] | -0.0066(0.7332] | 0.0003[9.2728]
7 20.0001[0.0065] | 0.0020[0.0064] | -0.0006[0.0061]
60 | 0.0010[0.0380] | 0.0038[0.4633] | -0.0013[5.8760]
g=—1.00
n PBC 7=1.0 =230 7 =10.0
7 20.0017[0.1129] | 0.00110.1070] | -0.0032[0.0989]
2001 -0.0010[0.1106] | -0.0014[1.3445] | -0.0012[16.267]
7 0.0000[0.0482] | 0.0026[0.0443] | -0.0010[0.0440]
0 - 0.0012(0.0484] | 0.0054[0.5652] | -0.0025[6.9705]
7 0.0002(0.0314] | -0.00060.0278] | -0.0017[0.0273]
60 | 0.0012(0.0309] | 0.0004[0.3540] | -0.0004[4.3142]
= —5.00
n PBC 7=1.0 7=3.0 7=10.0
7 0.0045[4.1074] | -0.00763.0733] | -0.0054[2.9550]
20| 20.0001[0.1051] | -0.0029[1.0509] | -0.0052[12.413]
7 0.0022[1.6714] | 0.0012[1.3517] | -0.0025[1.3565]
0 1 0.0018[0.0445] | 0.0009[0.4586] | -0.0023[5.6772]
7 0.0003[1.0223] | 0.0008[0.8993] | 0.0023]0.8333]
60 | 0.0004[0.0272] | 0.0012[0.3010] | 0.0018[3.5206]
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Quadro 3.18: Viés relativo com erro quadratico médio para o estimador corrigido

bootstrap de 6 e 7, com n = 20, 40 e 60 observagoes.

Cap.3 - Resultados Numéricos

7= 050
n BBC T=1.0 7=3.0 7=10.0
g 20.0186[0.0227] | -0.0145(0.0215] | -0.0082[0.0219]
2001 % -0.0315[0.1466] | -0.0385[1.8370] | -0.0204[24.268]
g 20.0046[0.0103] | -0.0065[0.0095] | -0.0008[0.0097]
R 20.0038[0.0591] | -0.0115[0.7374] | -0.0036]9.3482]
9 20.0010[0.0065] | 0.00150.0064] | -0.0011[0.0061]
601 3 -0.0005[0.0383] | 0.00230.4665] | -0.0029[5.8953]
g=_1.00
n BBC 7=1.0 T=3.0 7=10.0
g 20.0238[0.1132] | -0.01820.1062] | -0.0216[0.0983]
2001 % 20.0224[0.1115] | -0.0265[1.3532] | -0.0275[16.296]
g 20.0037[0.0484] | 0.00010.0442] | -0.0042[0.0438]
01 3 20.0023[0.0488] | 0.0021[0.5669] | -0.0069[6.9654]
g 20.0010[0.0315] | -0.00170.0279] | -0.0029(0.0274]
60 0.0000[0.0309] | -0.0010[0.3548] | -0.0021[4.3272]
g= 500
n BBC 7=1.0 7=3.0 7=10.0
g 20.0223[4.0908] | -0.0316[3.0947] | -0.0287[2.9815]
200 3 L0.0189[0.1046] | -0.0259[1.0499] | -0.0207]12.556]
g C0.0015[1.6751] | -0.0022[1.3603] | -0.0067[1.3599)]
01 5 -0.0008[0.0445] | -0.0024[0.4609] | -0.0066]5.6957]
g C0.0011[1.0275] | -0.0007(0.9016] | 0.0009]0.8356]
60 1 3 -0.0006[0.0274] | -0.0001[0.3016] | 0.0003[3.5292]
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Cap.3 - Resultados Numéricos

Tabela 3.7. Norma quadratica do viés relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.1521 0.0044 0.0040 0.0977
T 0.1868 0.0040 0.0036 0.0283
n = 40 0 0.0653 0.0022 0.0023 0.0040
T 0.2432 0.0031 0.0032 0.0054
n = 60 0 0.0459 0.0012 0.0012 0.0015
T 0.0563 0.0016 0.0016 0.0015

Tabela 3.8. Média do erro quadratico médio relativo.

EMV CBC PBC BBC
n = 20 0 0.1743 0.1102 0.1101 0.1099
T 0.2468 0.1498 0.1495 0.1517
n = 40 0 0.0604 0.0477 0.0477 0.0478
T 0.0816 0.0629 0.0629 0.0632
n = 60 0 0.0356 0.0303 0.0303 0.0304
T 0.0475 0.0397 0.0397 0.0399
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Capitulo 4

Conclusoes

Neste trabalho, utilizamos simulagdes de Monte Carlo para investigar o comportamento dos
diferentes métodos de correcao de viés. Consideramos dois métodos de correcao de viés até
segunda ordem de forma analitica que diferem quanto a sua natureza: um é “corretivo”, isto
¢, aplicado apods obtidos os estimadores de méxima verossimilhanca, e o outro é “preventivo”,
isto é, aplicado apds introduzir um pequeno viés na funcao escore. Também consideramos
um esquema de correcao de viés de forma numérica onde o viés e estimado via um esquema
bootstrap e entao subtraido do estimador original.

Baseado nos quadros e tabelas apresentados, observamos que os vieses corrigidos de
carater corretivo e preventivo reduzem substancialmente o viés relativo dos estimadores de
maxima verossimilhanca, bem como o erro quadratico médio. Também quando comparamos
os estimadores corretivo e preventivo, notamos que seus vieses e erros quadraticos médios
sao similares. Em geral, podemos concluir que ambos os estimadores tém performance
equivalente na redugao do viés e do erro quadratico médio dos estimadores de maxima
verossimilhanca. Porém, pode ser computacionalmente simples o uso da corregao preventiva,
pois apenas requer a introdugao de um termo na fungao log-verossimilhanca total.

Os estimadores bootstrap reduzem os vieses relativos, porém nao tao efetivamente quanto
os corrigidos analiticamente. Quanto ao erro quadratico médio, notamos que os estimadores
bootstrap também o reduzm tornando-o até mesmo comparavel aos dos estimadores corrigi-

dos pelo viés de forma analitica.
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Apéndice

Apéndice

Neste apéndice encontra-se o programa utilizado para estimar os parametros das distribui-
¢ coes gama, normal inversa, log-gama e log-beta-inversa utilizando as trés metodologias
discutidas nesta dissertacao para correcao de viés até segunda ordem. O programa foi escrito

na liguagem de programacao matricial 0x.

#include <oxstd.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>

/* variaveis globais */
static decl s_MX;
static decl s_MXb;
const decl IB = 1;

//const decl vparl = <0.25,1.0,4.0>;//dist. gama
//const decl vpar2 = <1.0,2.0,4.0>;//dist. gama

//const decl vparl = <0.5,1.0,2.0>;//dist. normal inversa
//const decl vpar2 = <0.1,1.0,10.0>;//dist. normal inversa

//const decl vparl = <0.25,1.0,5.0>;//dist. log-gama
//const decl vpar2 = <2.0,4.0,6.0>;//dist. log-gama

//const decl vparl = <0.5

,1.0,56.0>;//dist. -log-beta
//const decl vpar2 = <1.0,3.

0:
0,10.0>;//dist. -log-beta
/* Funcao log-verossimilhana total da distribuio Gama */
floggamma(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
adFunc[0] = -vP[1]*log(1/vP[0])-loggamma (vP[1])+vP[1]*meanc(log(s_MX))-
vP[0] *meanc (s_MX) ;

if ( isnan(adFunc[0]) | |isdotinf (adFunc[0]))
return O;
else
return 1;
}
floggammaDF (const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
decl digama = polygamma(vP[1],1);

adFunc[0] = -vP[1]*1log(1/vP[0])-1loggamma(vP[1])+vP[1]*meanc(log(s_MX))-vP[0]*meanc(s_MX)
+(1/(2*sizer(s_MX)))*(log((vP[1]*digama-1)/vP[0]"2));

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}
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fbgamma(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)

{

adFunc[0] = -vP[1]*log(1/vP[0])-loggamma(vP[1])+vP[1]*meanc(log(s_MXb))-
vP[0] *meanc (s_MXb) ;

if( isnan(adFunc[0]) || isdotinf (adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}

/* Funcao log-verossimilhana modificada da distribuio normal inversa */
flogninv(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
adFunc[0] = 0.5*sizer(s_MX)*log(vP[1])-(vP[1]/(2*vP[0]"2))*sumc(s_MX)+sizer (s_MX)=*
(vP[1]/vP[0])-(vP[1]/2)*sumc (ones(sizer(s_MX),1)./s_MX) +(3/2)*
log(vP[0]/vP[1]);

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf (adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}

/* Funo log-verossimilhana total da distribuio Log-beta-inversa */
flogbeta(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
adFunc[0] = -loggamma(vP[0])-loggamma(vP[1])+loggamma (vP[0]+vP[1])-vP[0]=*
meanc (s_MX)+ vP[1]*meanc(log(1.0-exp(-s_MX)));

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )

return O;

else

return 1; // 1 indica sucesso

}
flbetaDF (const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

decl digamal = polygamma(vP[0],1);
decl digama2 = polygamma(vP[1],1);
decl digama = polygamma(vP[0]+vP[1],1);

adFunc[0] = double(-loggamma(fabs(vP[0]))-loggamma(fabs(vP[1]))+loggamma(fabs(vP[0])+
fabs(vP[1]))-fabs(vP[0])*meanc (s_MX)+fabs(vP[1]) *meanc(log(1l.0-exp(-s_MX)))
+(1/(2xsizer(s_MX)))*log(digamal*digama2-digama* (digamal+digama2))) ;

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf (adFunc[0]) )

return O;

else

return 1; // 1 indica sucesso

}
flbBoot (const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

adFunc[0] = -loggamma(vP[0])-loggamma(vP[1])+loggamma (vP[0]+vP[1])-vP[0]*meanc (s_MXb)+
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vP[1] *meanc (log(1l.0-exp(-s_MXDb)));

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )
return O;

else
return 1; // 1 indica sucesso

}

/* Funo log-verossimilhana total da distribuio Log-Gama*/
fLoggamma(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
adFunc[0] = vP[1]*log(vP[0])-loggamma (vP[1])+vP[1]*meanc(s_MX)-
vP[0] *meanc (exp(s_MX)) ;

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
return O;
else
return 1;
}
//verossimilhana modificada
fLgDF (const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{
decl loggama = polygamma(vP[1],1);

adFunc[0] = vP[1]*log(vP[0])-loggamma(vP[1])+vP[1]*meanc(s_MX)-
vP [0] *meanc (exp(s_MX))+(1/(2.0*sizer(s_MX)))*(log(loggama*vP[1]-1)-2x*
log(vP[01));

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf (adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}

fLgBoot (const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)

{

adFunc[0] = vP[1]*log(vP[0])-loggamma(vP[1])+vP[1]*meanc(s_MXDb)-
vP[0] *meanc (exp(s_MXDb));

if ( isnan(adFunc[0]) || isdotinf (adFunc[0]))
return O;

else
return 1;

}

main()
{
// Declaracao das variaveis utilizadas
decl i,media,tempoexec, dist,Est_media,Est_ep,cfalha, cfalhaboot, mu,phi,j,k,
theta,tau,c,NRepl,mu_hat, phi_hat, boot,vpb,irb,mBoot,mBootMC,Estim_DF,
dfuncb,emvboot, cn, INMIN,INMAX, vies, EQM, ViesRel,vpar;

// Cabecario dos resultados

print( "\n\n\t\t PROGRAMA 0X: ", oxfilename(0) );
print( "\n\t\t VERSO 0X: ", oxversion() );
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print( "\n\t\t ESTIMACAO: EMV, CBC, PBC e BBC)" );
print( "\n\t\t DATA: ", date() );
print( "\n\t\t HORA: ", time(), "\n" );

tempoexec=timer(); //contagem do tempo de execucao
ranseed("GM"); //Selecao do gerador de numero aleatorios

//Escolha da distribuio :0-gama; 1 - normal inversa; 2- log-beta-inversa; 3- log-gama.
dist = 1;

//inicializacao das variaveis

INMIN = 20;
INMAX = 20;
NRepl = 1000;
mu_hat = 0;
phi_hat = O;

theta = zeros(2,NRepl);
tau = zeros(2,NRepl);
mBoot = zeros(2,IB);
mBootMC = zeros(2,NRepl);
emvboot = zeros(2,NRepl);
Est_media = zeros(2,4);
Est_ep = zeros(2,4);
Estim_DF = zeros(2,NRepl);
vies = zeros(2,4);

EQM = zeros(2,4);

ViesRel = zeros(2,4);

// loop para diferentes tamanhos de amostra
for (cn = INMIN; cn <= INMAX; cn += 20)
{

//loop para os verdadeiros valores dos parametros
for (j = 1; j < 2; ++j)
{
mu = vparl[jl; // valor de mu
// loop over values of q
for (k = 1; k < 2; ++k)
{
phi = vpar2([k]; // valor de phi
s_MX = zeros(cn,1); //

//inicializaccao da contagem de falhas
cfalha = 0; // para Loop’s de Monte Carlo
cfalhaboot = 0; // para Loop’s do bootstrap

//Loop de Monte Carlos, 10000 replicas
for (i = 0; i < NRepl; ++i)
{
//Distribuio Gama
if (dist==0){
decl vp, dfunc, ir,vpDF,dfuncDF,irDF,vpar;
decl a =1/mu;
decl r = phi;
s_MX = rangamma(cn,1,r,a);// geracao da amostra com dist. gama
vp = ones(2,1); // Chute inicial dos parametros
vpDF = ones(2,1); //Chute inicial dos par. para a funcao ver. modificada
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ir = MaxBFGS(floggamma, &vp, &dfunc, O, TRUE);//maximizao da funcao de verossimilhanca
irDF = MaxBFGS(floggammaDF, &vpDF, &dfuncDF, O, TRUE);//maximizao da fun. de ver. modificada

if ((ir == MAX_CONV || ir == MAX_WEAK_CONV) &&
(irDF == MAX_CONV || irDF == MAX_WEAK_CONV)) // criterio de convergencia
{
theta[0] [i] = -vp[0];//estimador de maxima verossimilhanca de theta
taul[0] [i] = vp[1]; //estimador de maxima verossimilhanca de tau

decl digama = polygamma(vp[1],1);
decl trigama = polygamma(vp[1],2);

//estimadores corrigidos pelo vies
theta[1] [i] = theta[0][i] - 0.5%( thetal[0] [i]*(-3*digama-tau[0] [i]*trigama +
2xtau[0] [i]*digama~2)/(sizer (s_MX)*(taul[0] [i]*digama-1)"2) );
taul[1][i] = taul0][i] + 0.5%( (2 - taul[O] [i]*digama + trigamaxtaul[0][i]~2) /
(sizer(s_MX)*(taul[0] [i]*digama-1)"2));

//metodologia preventiva de David Firth
Estim_DF[0] [i] = -vpDF[0];
Estim DF[1][i] = vpDF[1];

//metodologia numerica Bootstrap
for(boot=0; boot < IB; ++boot)

{

s_MXb = s_MX[ranu(cn,1)*cn];

vpb = ones(2,1); // valor inicial

irb = MaxBFGS(fbgamma, &vpb, &dfuncb, 0, TRUE);
if ( (irb == MAX_CONV) || (irb == MAX_WEAK_CONV) )// criterio de convergencia
{

mBoot [0] [boot] = -vpb[0];
mBoot [1] [boot] = vpb[1];
}
else
{
++cfalhaboot;//contagem de falhas
--boot;
}
}
mBootMC[][i] = meanr (mBoot) ;

emvboot [] [i] 2.0x(theta[0] [i] | taul0][i]) - mBootMCI[][il;

}
else
{
++cfalha; //contagem de falhas
__i;
}
}

// Distribuio Normal Inversa

if (dist==1)

{

decl vp, dfunc, irDF;

vp = ones(2,1); // valor inicial
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s_MX = raninvgaussian(cn,1l, mu, phi); //geracao da amostra com dist. normal inversa
mu_hat = sumc(s_MX)/cn;// EMV de mu

phi_hat = 1/( (1/cn)*sumc(ones(cn,1)./s_MX) - 1/mu_hat );// EMV de phi

thetal[0] [i] = - phi_hat/(2.0%*(mu_hat)"2);

tau[0] [i] = - phi_hat/2.0;

//estimadores corrigidos pelo vies

theta[1] [i]= theta[0] [i]+(3/2)*(theta[0] [i1*( 2*sqrt( thetal[0] [i]*tau[0][i] )+1 ) )
/(cn*xsqrt ( thetal[0] [i]*taul0] [i] ) );

taul[1] [i]= tau[0] [i]+3*tau[0] [i]/cn;

//metodlogia preventiva de David Firth
irDF = MaxBFGS(flogninv, &vp, &dfunc, O, TRUE);

if (irDF==MAX_CONV || irDF==MAX_WEAK_CONV) // criterio de convergencia
{

Estim_DF[0] [i]
Estim_DF[1] [i]

-vp[1]/(2.0%vp[0]1~2);
-vp[1]1/2.0;

//metodologia nmerica Bootstrap
for(boot=0; boot < IB; ++boot)

{

s_MXb = s_MX[ranu(cn,1)*cn];

vpb = ones(2,1); // valor inicial

decl b_mu_hat = meanc(s_MXb);
decl b_phi_hat = 1/( (1/cn)*sumc(ones(cn,1)./s_MXb) - 1.0/b_mu_hat );

mBoot [0] [boot] = -b_phi_hat/(2.0*(b_mu_hat~2));
mBoot [1] [boot] = -b_phi_hat/2.0;

mBootMC[] [i] = meanr (mBoot);
emvboot [] [i] = 2.0*(theta[0] [i] | tau[0][i]) - mBootMC[] [i];
}
else
{
—i;
}
}

//Dsitribuio Log-Beta-inversa
if(dist==2){

decl vp, dfunc, ir, vpDF, dfuncDF, irDF;
decl X = ranbeta(cn,l,mu , phi);

s_MX = -log(X); // geracao da amostra com dist. log-beta-inversa
vp = ones(2,1); //valor inicial
vpDF = ones(2,1); //valor inicial
//Estimador de maxima verossimilhana
ir = MaxBFGS(flogbeta, &vp, &dfunc, O, TRUE);
irDF = MaxBFGS(flbetaDF, &vpDF, &dfuncDF, 0 , TRUE);
if ((ir == MAX_CONV || ir == MAX_WEAK_CONV) &&
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(ixrDF == MAX_CONV || irDF == MAX_WEAK_CONV)) //criterio de convergencia

decl digama = polygamma(vp[1]-vp[0],1);
decl digamal = polygamma(-vp[0],1);

decl digama2 = polygamma(vp[1],1);

decl trigama = polygamma(vp[1]-vp[0]1,2);
decl trigamal = polygamma(-vp[0],2);
decl trigama2 = polygamma(vp[1],2);

//estimadores de maxima verossimilhanca
theta[0] [1] = -vp[0];
taul[0] [i] = vp[1];

//estimadores corrigidos pelo vies
theta[1] [i] = theta[0][i]-0.5%( (digama*digamal*trigama2 - digama”2*trigama2 -
trigama*digamal*digama2+trigamal*digama2”2 - 2.0*trigamal*digamax*
digama2 + trigamal*digama”2 - trigama*digama2~2)/
( sizer(s_MX)*(-digamal*digama2 + digamal*digama + digama*digama2)~2) );

taul[1] [i] = tau[0] [i]+0.5%( (trigamal*digama*digama2 - digama”2*trigamal -
trigama*digamal*digama2+trigama2*digamal”2 - 2.0*trigama2*digamax*
digamal + trigama2*digama”2 - trigama*digamal~2)/
( sizer(s_MX)*(-digamal*digama2 + digamal*digama + digama*digama2)~2) );

//metodologia preventiva de David Firth
Estim_DF[0] [i] = -fabs(vpDF[0]);
Estim_DF[1] [i] = fabs(vpDF[1]);

//metodologia nmerica Bootstrap
for(boot=0; boot < IB; ++boot)

{

s_MXb = s_MX[ranu(cn,1)*cn];

vpb = ones(2,1); // valor inicial

// Estimador de maxima verossimilhanca
irb = MaxBFGS(f1lbBoot, &vpb, &dfuncb, 0, TRUE);

if( (irb == MAX_CONV) || (irb == MAX_WEAK_CONV) // criterio de convergencia
{

mBoot [0] [boot]
mBoot [1] [boot]

-vpb[0];
vpb[1];

}

else

{

++cfalhaboot; //contagem de falhas
--boot;

}

}
mBootMC[][i] = meanr (mBoot);
emvboot [][i] = 2.0*(thetal[0] [i] | taul[0][i]) - mBootMC[][i];
}
else
{
++cfalha; //contagem de falhas
__i;

}
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}

//Distribuio Log-Gama(a,r)

if (dist==3){

decl vp, dfunc, ir,irDF,dfuncDF,vpDF;
decl a =1/mu;

decl r = phi;

s_MX = log(rangamma(cn,1,r,a));//geracao da amostra com dis. LG(r,a)
vp = ones(2,1); //valor inicial
vpDF = ones(2,1);//valor inicial

Apéndice

ir = MaxBFGS(fLoggamma, &vp, &dfunc, O, TRUE);//maximizacao da funcao de verossimilhana
irDF = MaxBFGS(fLgDF, &vpDF, &dfuncDF, O, TRUE); //maximizacao da fun. de ver. modificada

if ((ir == MAX_CONV || ir == MAX_WEAK_CONV) &&
(irDF == MAX_CONV || irDF == MAX_WEAK_CONV))// criterio de convergncia

{
theta[0] [i] = vp[1];//estimador de maxima verossimilhanca de theta
tau[0] [i] = -vp[0]; //estimador de maxima verossimilhanca de tau

decl digama = polygamma(thetal[0][i],1);
decl trigama = polygamma(theta[0][i],2);

//estimadores corrigidos pelo vies
theta[1] [i] = theta[0][i] + 0.5%( ( 2 - digama*theta[0] [i]+trigamax(theta[0] [i])"2)/
(sizer(s_MX)*(digamaxtheta[0] [i]-1)"2) );
taul[1] [i] = tau[0][i] + 0.5%( (taul[0] [i]*(3*digama+trigama*thetal[0] [i]-2*theta[0] [i]*
digama“~2))/(sizer(s_MX)*(theta[0] [i]*digama-1)~2));

//metodologia preventiva de David Firth
Estim_DF[0] [i] = vpDF[1];
Estim_DF[1][i] = -vpDF[0];

//metodologia nmerica Bootstrap
for(boot=0; boot < IB; ++boot)

{

s_MXb = s_MX[ranu(cn,1)*cn];

vpb = ones(2,1); // initial values

// Estimador de maxima verossimilhanca
irb = MaxBFGS(fLgBoot, &vpb, &dfuncb, 0, TRUE);

if( (irb == MAX_CONV) || (irb == MAX_WEAK_CONV) ) // criterio de convergencia
{

mBoot [0] [boot] = vpb[1];

mBoot [1] [boot] -vpb[0];

}

else

{

++cfalhaboot; //contagem de falhas
--boot;

}

}
mBootMC[] [i] = meanr (mBoot);
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emvboot [] [i] = 2.0*(theta[0] [i] | tau[0][i]) - mBootMC[] [i];
}
else
{
++cfalha; //contagem de falhas
—-—i;
}
}

} //fim do for

//Impressao dos resultados
Est_media[] [0] = meanr((theta[0][]) | (taul[0][1));
Est_media[] [1] = meanr((theta[1][]) | (taul[1]1[1));

Est_medial[] [2] = meanr(emvboot);
Est_medial[] [3]

meanr (Estim_DF) ;

Est_ep[][0] = varr(thetal[0][] | taul[0][])."0.5;
Est_ep[][1] = varr(thetal[1][] | taul1][])."0.5;
Est_ep([][2] = varr(emvboot)."0.5;
Est_ep[][3] = varr(Estim_DF)."0.5;

//Saida para a distribuicao gama

if (dist==0){

vies[][0] = Est_media[][0]-(-1/mu | phi);
vies[][1] = Est_media[][1]-(-1/mu | phi);
vies[] [2] = Est_medial[][2]-(-1/mu | phi);
vies[] [3] = Est_media[][3]-(-1/mu | phi);

EQM[] [0]
EQM[] [1]
EQM[] [2]
EQM[] [3]

Est_ep[]1[0]."2 + vies[][0]."
Est_ep[]1[1].72 + vies[][1]."
Est_ep[]1[2].72 + vies[]1[2]."
Est_ep[1[3].72 + vies[][3]."

NN NN

ViesRel[][0] = vies[] [0]
ViesRel[][1] = vies[][1]
ViesRel[] [2] = vies[][2]
ViesRel[][3] = vies[][3]

-1/mu | phi);
-1/mu | phi);
-1/mu | phi);
-1/mu | phi);

println("\n\n\t\t Distribuicao Gama");

print( "\n\nNUM. DE OBSERVACOES: ", cn );

print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE MC: ", cfalha );

print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE BOOTSTRAP: ", cfalhaboot );
print("\nValor dos parametros: ",-1/mu | phi);

print( "\nEstimativa da media: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"l}, "kc",

{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_media);

print( "\nEstimativa do erro padrao: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"},

{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_ep);

print( "\nVies Relativo das estimativas: ", "%12.4f", "%r", {"theta", "tau"},

{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, ViesRel);

"%C" s

print( "\nErro Quadratico Medio: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"}, "Yc",

{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, EQM);
}

//Saida para a distribuicao normal inversa
if (dist==1){
vies[][0] = Est_media[][0]-(-phi/(2.0*mu"2) | -phi/2.0);
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vies[][1] = Est_medial[][1]-(-phi/(2.0*mu~2) | -phi/2.0);
vies[][2] = Est_medial][2]-(-phi/(2.0*%mu"2) | -phi/2.0);
vies[][3] = Est_media[][3]-(-phi/(2.0*%mu"2) | -phi/2.0);

EQM[] [0]
EQM[] [1]
EQM[] [2]
EQM[] [3]

Est_ep[]1[0]."2
Est_ep[]1[1]."2
Est_ep[]1[2].72
Est_ep[]1[3].72

vies[][0]."
vies[][1]."
vies[][2]."
vies[]1[3]."

’

’

+ 4+ + +
NN

ViesRel[][0] = vies[] [0]

/ (-phi/(2.0*mu"2)
ViesRel[][1] = vies[][1] ./ (-p
/ (-p
/ (-p

hi/(2.0*mu"2)
hi/(2.0%¥mu"2)
hi/(2.0*mu"2)

-phi/2.0);
-phi/2.0);
-phi/2.0);
-phi/2.0);

|
|
ViesRel[][2] = vies[][2] |
ViesRel[][3] = vies[][3] |
println("\n\n\t\t Distribuicao Normal Inversa");
print( "\n\nNUM. DE OBSERVACOES: ", cn );
print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE MC: ", cfalha );
print ("\nValor dos parametros: ",-phi/(2.0*mu~2) | -phi/2.0);
print( "\nEstimativa da media: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"l}, "kc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_media);
print( "\nEstimativa do erro padrao: ", "%12.4f", "Jr", {"theta", "tau"l}, "lc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_ep);
print( "\nVies Relativo das estimativas: ", "J%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"l}, "Ukc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, ViesRel);
print( "\nErro Quadratico Medio: ", "}12.4f", "Yr", {"theta", "tau"}, "lc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, EQM);
}

//Saida para a distribuicao log-beta-inversa
if (dist==2){

vies[] [0] = Est_media[][0]-(-mu | phi);
vies[] [1] = Est_media[][1]-(-mu | phi);
vies[][2] = Est_media[][2]-(-mu | phi);
vies[][3] = Est_medial][3]-(-mu | phi);

EQM[] [0]
EQM[] [1]
EQM[] [2]
EQM[] [3]

Est_ep[][0]."2
Est_ep[][1].72
Est_ep[][2].72
Est_ep[]1[3].72

vies[][0]."
vies[][1]."
vies[][2]."
vies[][3]."

+ + + +
NN NN

ViesRel[][0] = vies[]1[0] ./ (-mu | phi);
ViesRel[][1] = vies[1[1] ./ (-mu | phi);
ViesRel[][2] = vies[1[2] ./ (-mu | phi);
ViesRel[][3] = vies[1[3] ./ (-mu | phi);

println("\n\n\t\t Distribuicao -Log-Beta");

print( "\n\nNUM. DE OBSERVACOES: ", cn );

print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE MC: ", cfalha );

print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE BOOTSTRAP: ",cfalhaboot );

print("\nValor dos parametros: ",-mu | phi);

print( "\nEstimativa da media: ", "%12.4f", "Jr", {"theta", "tau"}, "¥c",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_media);

print( "\nEstimativa do erro padrao: ", "}12.4f", "Yr", {"theta", "tau"}, "Uc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_ep);

print( "\nVies Relativo das estimativas: ", "J12.4f", "Jr", {"theta", "tau"l}, "%c",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, ViesRel);

print( "\nErro Quadratico Medio: ", "¥12.4f", "Jr", {"theta", "tau"}, "¥%c",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, EQM);
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}

//Saida para a distribuicao log-gama

if (dist==3){

vies[][0] = Est_media[][0]-(phi | -1/mu);
vies[] [1] = Est_media[][1]-(phi | -1/mu);
vies[] [2] = Est_medial[][2]-(phi | -1/mu);
vies[][3] = Est_media[][3]-(phi | -1/mu);

EQM[I[0] = Est_ep[]J[0]."2 + vies[1[0]." 2 ;
EQM[I1[1] = Est_ep[]1[1]."2 + vies[][1]." 2 ;
EQM[I[2] = Est_ep[][2].72 + vies[][2]." 2 ;
EQM[I[3] = Est_ep[][3].72 + vies[1[3]." 2 ;

ViesRel[]1[0] = vies[1[0] ./ (phi | -1/mu);
ViesRel[l[1] = vies[1[1] ./ (phi | -1/mu);
ViesRel[1[2] = vies[1[2] ./ (phi | -1/mu);
ViesRel[]1[3] = vies[1[3] ./ (phi | -1/mu);

println("\n\n\t\t Distribuicao Log-Gama");

print( "\n\nNUM. DE OBSERVACOES: ", cn );
print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE MC: ", cfalha );
print( "\nNUM. FALHA REPLICACAO DE BOOTSTRAP: ",cfalhaboot );
print("\nValor dos parametros: ",phi | -1/mu);
print( "\nEstimativa da media: ", "%12.4f", "Jr", {"theta", "tau"}, "Vc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_media);
print( "\nEstimativa do erro padrao: ", "%12.4f", "Jr", {"theta", "tau"l}, "lc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, Est_ep);
print( "\nVies Relativo das estimativas: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"l}, "%c",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, ViesRel);
print( "\nErro Quadratico Medio: ", "%12.4f", "Yr", {"theta", "tau"}, "Yc",
{"EMV", "V. COR.", "BOOT", "MODIFICADO"}, EQM);
}
}
}
}
// Rodape da saida
print( "\n\t\t DATA DO TERMINO DA EXECUCAO: ", date() );
print( "\n\t\t HORA DO TERMINO DA EXECUCAO: ", time(), "\n" );

println("\n\t\t TEMPO DE EXECUCAO: ", timespan(tempoexec));
print( "\n" );
} //fim do programa
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