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RESUMO

Algoritmos de agrupamento são ferramentas essenciais para explorar estruturas de dados e

encontram aplicação em diversas áreas do conhecimento. Entre eles, o agrupamento espectral,

baseado na teoria dos grafos, destaca-se por seu desempenho em dados não convexos e tem sido

alvo de intensas pesquisas. Com os avanços tecnológicos e a crescente disponibilidade de dados

geométricos, a análise estatística de formas surge como uma abordagem promissora para lidar

com esse tipo de informação. Este trabalho propõe extensões dos algoritmos espectrais para a

análise de formas 2D conforme definido por Kendall. Versões incorporando kernel gaussiano,

métodos hierárquicos, 𝑘-vizinhos mais próximos e medidas de similaridade e dissimilaridade

entre grupos mostraram desempenho encorajador. Os algoritmos foram testados em diversos

cenários de simulação no espaço de pré-formas e com dados reais disponíveis na literatura.

A avaliação do desempenho dos algoritmos foi realizada através do índice de Rand corrigido,

demonstrando potencial para aplicações futuras.

Palavras-chaves: Análise de agrupamento; Estatística de forma; Agrupamento Espectral.



ABSTRACT

Clustering algorithms are essential tools for exploring data structures and have applications

in many fields of knowledge. Among them, spectral clustering, based on graph theory, stands

out for its performance on non-convex data and has been the focus of extensive research.

With technological advancements and the growing availability of geometric data, statistical

shape analysis emerges as a promising approach to handle this type of information. This work

proposes extensions of spectral algorithms for the analysis of 2D shapes as defined by Kendall.

Versions of incorporating Gaussian kernels, hierarchical methods, 𝑘-nearest neighbors, and

similarity and dissimilarity measures between groups showed encouraging performance. The

algorithms were tested in various simulation scenarios within the pre-shape space and on real

data available in the literature. Algorithm performance was evaluated using the adjusted Rand

index and demonstrates potential for future applications.

Keywords: Cluster analysis; Shape statistics; Spectral clustering.
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1 INTRODUÇÃO E MOTIVAÇÃO

Atualmente, a geração de grandes volumes de dados é um fenômeno em constante expan-

são, impulsionado pela digitalização de processos, pela conectividade global e pelos avanços

tecnológicos. Esse fluxo contínuo de informações representa não apenas um desafio, mas tam-

bém uma oportunidade: compreender e processar esses dados de forma eficiente possibilita

insights valiosos para áreas como negócios, ciência, saúde e governança. A mineração de da-

dos, que integra técnicas de aprendizado de máquina, estatística e análise computacional, tem

como objetivo explorar grandes conjuntos de dados em busca de padrões, tendências e in-

formações relevantes. Um dos métodos fundamentais nesse contexto é o agrupamento (JAIN,

2010), que consiste em organizar os dados em grupos com características semelhantes. Essa

abordagem é especialmente útil para explorar conjuntos complexos, identificar comportamen-

tos e revelar estruturas subjacentes, contribuindo para análises mais profundas e tomadas de

decisão mais eficazes. O interesse por técnicas de agrupamento tem crescido em diversas áreas,

sendo aplicado em contextos como psicologia, pesquisa de mercado, reconhecimento de pa-

drões, processamento de imagens, planejamento urbano e biologia (GUPTA; GUPTA; MISHRA,

2011).

Vários tipos de algoritmos de agrupamento foram desenvolvidos na literatura (AGGARWAL;

REDDY, 2014). Métodos clássicos de agrupamento como 𝑘-means (MACQUEEN, 1967) e suas

variantes (SU; CHOU, 2001), (WANG et al., 2014), (JABI, 2019), (XIA, 2020) foram extensi-

vamente explorados e têm um bom desempenho no particionamento, apesar de apresentar

limitações quando diante de dados não lineares. A fim de obter um efeito de agrupamento

de alta qualidade em amostras de dados de formas arbitrárias, o algoritmo de agrupamento

espectral (SHI; MALIK, 2000), (NG; JORDAN; WEISS, 2001), (LUXBURG, 2007) foi proposto.

O agrupamento espectral foi desenvolvido sob a teoria dos grafos, transforma o problema

de agrupamento em um problema de particionamento de grafo, tratando cada objeto de dados

como um nó de grafo e sua similaridade como pesos de aresta (NG; JORDAN; WEISS, 2001).

Em comparação com o 𝑘-means, que apresenta bom desempenho na análise de dados com

distribuição aproximadamente gaussiana, o agrupamento espectral é particularmente eficaz na

detecção de agrupamentos em dados com estruturas não convexas (MONNEY et al., 2020a) e

tem sido utilizado em diversas aplicações tais como segmentação de imagens (WANG; DONG,

2012), (ALSHAMMARI; TAKATSUKA, 2019a), detecção de estruturas de comunidade em redes
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sociais (DENG et al., 2024), (LAASSEM et al., 2022), (LIERDE; CHOW; CHEN, 2019), (WANG; LIN;

WANG, 2017), em bioinformática (YU et al., 2020), (BABICHEV; YASINSKA-DAMRI; LIAKH, 2023),

(XIA; GU; ZHANG, 2020), (QI et al., 2021) e em análise de imagens de sensoriamento remoto

(TAŞDEMIR, 2013), (TAŞDEMIR; YALÇIN; YILDIRIM, 2015).

Diversos estudos têm se dedicado a aprimorar o desempenho do agrupamento espectral,

seja por meio do aperfeiçoamento da matriz de similaridade (MONNEY et al., 2020b), da ma-

triz laplaciana (LI; WEI; ZHAO, 2022) ou do próprio processo de agrupamento (ALSHAMMARI;

TAKATSUKA, 2019b), utilizando dados mais representativos. Mais adiante, serão discutidos em

maior detalhe alguns trabalhos que abordam essas estratégias de aprimoramento. De modo

geral, um algoritmo de agrupamento espectral segue as seguintes etapas: inicialmente, os da-

dos são representados por uma matriz de similaridade, a partir da qual se constrói a matriz

laplaciana. Em seguida, realiza-se a decomposição espectral da matriz laplaciana para mapear

cada ponto de dado a uma representação de baixa dimensão. Por fim, o conjunto de dados é

particionado em duas ou mais classes com base nesses vetores representativos.

Imagens de objetos estão disponíveis em muitas áreas do conhecimento. Avanços na tecno-

logia tem levado à coletas de rotinas de informações geométricas e o estudo de formas de objeto

é cada vez mais importante. A análise de formas é uma área bastante útil e sólida para lidar

com estudos de formas de objetos e informação geométrica. Seus métodos têm se mostrado

relevantes em vários campos e aplicações tais como biologia, medicina, análise de imagens,

arqueologia, geografia, geologia, agricultura, genética, imagens biomédicas, reconhecimento

de padrões militares (DRYDEN; MARDIA, 2016).

A forma de um objeto, definida na área de análise estatística de formas, é a informação que

permanece quando os efeitos de locação, escala e rotação são removidos através de operações

matemáticas, como descrito em (DRYDEN; MARDIA, 2016). Quando são removidos os efeitos

de locação e escala, os dados são chamados de dados de pré-formas e são descritos em uma

hiperesfera complexa, ou seja, no espaço não Euclidiano. Quando a informação de rotação é

removida do espaço de pré-formas obtem-se as formas dos objetos no espaço de formas que

também é não Euclidiano. Os primeiros trabalhos na área da análise estatística de formas

foram relatados por (KENDALL, 1977); (BOOKSTEIN, 1986); (KENDALL, 1984) que traziam os

conceitos fundamentais da área.

Em diversas ocasiões em análise de formas, é necessário agrupar um conjunto de dados

em grupos, por exemplo, quando é necessário detectar o número de diferentes espécies em um

conjunto, análise de agrupamento pode ser utilizado para detectar os grupos de cada espécie
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(AMARAL; DRYDEN; WOOD, 2007). Uma limitação fundamental dos algoritmos de agrupamento

é que eles só são projetados para espaços Euclidianos (EVERITT et al., 2011). Assim, o desen-

volvimento de algoritmos para o espaço não Euclidiano é necessário quando forem utilizados

dados no espaço de pré-formas. Observando a relevância de agrupamentos para analisar formas

de objetos, alguns trabalhos têm sido propostos (GEORGESCU, 2009); (AMARAL et al., 2010);

(NABIL; GOLALIZADEH, 2016); (VINUÉ; SIMÓ; ALEMANY, 2016); (BRUSE et al., 2017); (HUANG;

STYNER; ZHU, 2015); (KLASSEN et al., 2004).

(GEORGESCU, 2009) propõe uma generalização do algoritmo 𝑘-means, adaptado para in-

tegrar métricas de Procrustes e estimativas completas da forma média, com o objetivo de

agrupar objetos com contornos múltiplos ou difusos. (VINUÉ; SIMÓ; ALEMANY, 2016) adap-

tam o algoritmo clássico 𝑘-means para o contexto da Análise de Forma, com foco no caso

tridimensional. (NABIL; GOLALIZADEH, 2016) consideraram quatro medidas de distância não

Euclidianas combinadas com diferentes métodos de agrupamentos aglomerativos no espaço de

forma 2D. Ao aplicar um determinado conjunto de métricas de distância e função de ligação,

produzindo agrupamento significativos, (BRUSE et al., 2017) desenvolveram um trabalho que

combina segmentação automática, modelagem estatística de formas e agrupamento hierár-

quico aglomerativo para classificar automaticamente 60 modelos anatômicos em grupos de

controles saudáveis e indivíduos com cardiopatias congênitas, incluindo subgrupos definidos

por diagnóstico clínico. (KLASSEN et al., 2004) apresenta o uso da geometria diferencial com-

putacional para análise de formas, abordando curvas e espaços de curvas. Especificamente, os

autores derivam representações geométricas diferenciais para formas representadas por curvas

planas e desenvolvem algoritmos para calcular caminhos geodésicos entre formas arbitrárias

nos espaços de forma resultantes.

Considerando que estudos sobre algoritmos baseados em teoria de grafos para agrupar

dados de forma é um tema em aberto e buscando acrescer no âmbito da análise de agrupa-

mento, em particular, estudos sobre algoritmos de agrupamento espectral e análise estatística

de formas, visto sua vasta aplicabilidade, esse trabalho propõe desenvolver versões de algorit-

mos de agrupamento para análise de dados de formas baseados em agrupamento espectral.

Para validar os métodos, foram realizados experimentos com conjuntos de dados simulados de

formas planas e conjuntos de dados reais disponíveis na literatura. A avaliação do desempenho

dos algoritmos de agrupamentos para os conjuntos de dados foi medido através do índice de

Rand corrigido (HUBERT; ARABIE, 1985).
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1.1 OBJETIVOS

As principais contribuições deste estudo estão resumidas a seguir.

1. Explorar a teoria dos grafos e métodos de agrupamento espectral: Apresentar os con-

ceitos fundamentais de teoria dos grafos e destacar pesquisas relevantes que abordam

métodos de agrupamento espectral, enfatizando suas aplicações e limitações em dife-

rentes contextos;

2. Desenvolver algoritmos de agrupamento espectral adaptados à análise de dados de for-

mas planas, com ênfase na construção de métodos apropriados para espaços não Eucli-

dianos, dado que os dados no espaço de formas não pertencem ao espaço Euclidiano

tradicional;

3. Fornecer avaliações experimentais conduzidas em conjuntos de dados sintéticos e re-

ais com objetivo de comparar o desempenho dos algoritmos propostos em termos de

robustez, destacando suas vantagens e limitações.

1.2 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Além do capítulo introdutório, que apresenta a motivação da pesquisa ao contextualizar

a importância e a aplicabilidade do agrupamento espectral e da análise estatística de formas,

esta dissertação é composta por mais cinco capítulos. No capítulo 2, abordam-se os principais

métodos de agrupamento, incluindo os métodos de partição e hierárquicos, bem como as me-

didas de distância mais utilizadas na literatura. O capítulo também apresenta uma introdução

ao agrupamento espectral e aos seus principais fundamentos matemáticos. Por fim, é realizada

uma breve revisão da literatura, destacando estudos relevantes que evidenciam a eficácia do

agrupamento espectral e os desafios que ainda motivam pesquisas futuras na área.

No capítulo 3 apresentamos uma revisão geral sobre análise de formas planas fazendo uso

das coordenadas de Kendall, aqui definimos o que é uma configuração matemática, espaço de

pré-formas, forma média, por fim, definiremos a distância entre formas, importante conceito

no cenário de análise de agrupamento. Além disso, introduzimos a definição da distribuição

Bingham Complexa, suas propriedades e método de simulação. Essa distribuição será utilizada
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para realizar o estudo numérico do trabalho. Finalizamos o capítulos apresentando o algoritmo

de agrupamento 𝑘-means para formas planas.

No capítulo 4 apresentaremos os algoritmos de agrupamentos propostos: algoritmo espec-

tral clássico (NG; JORDAN; WEISS, 2001), algoritmo espectral hierárquico (LIU L; CHEN, 2013),

algoritmo espectral com critério de similaridade e dissimilaridade (WANG et al., 2017), e por

fim, o algoritmo espectral baseado em 𝑘-NN (LUXBURG, 2007) em suas versões adaptadas

para dados de formas planas.

No capítulo 5, apresentamos a avaliação numérica e os resultados da pesquisa, com a

descrição dos conjuntos de dados simulados e reais, considerando o espaço de pré-formas

utilizado na validação dos métodos propostos. Em seguida, realizamos uma análise detalhada

dos resultados obtidos.

Por fim, no capítulo 6, são apresentadas as considerações finais da pesquisa, acompanhadas

de sugestões para trabalhos futuros.
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2 MÉTODOS DE AGRUPAMENTO

A crescente digitalização e conectividade global têm gerado volumes massivos de dados, o

que representa tanto um desafio quanto uma oportunidade. Processar esses dados de forma

eficiente pode revelar insights valiosos para diversas áreas, como negócios, ciência e saúde. A

mineração de dados, que combina aprendizado de máquina, estatística e análise computacional,

busca identificar padrões e estruturas úteis em grandes conjuntos de dados. Um de seus

métodos centrais é o agrupamento, que organiza dados com características semelhantes, sendo

fundamental para exploração, descoberta de comportamentos e apoio à tomada de decisões.

Agrupar dados semelhantes é um processo de aprendizagem não supervisionado, nesse

caso, não há rótulos associados aos dados. Assim, o algoritmo busca identificar padrões ou

estruturas inerentes ao conjunto de dados. As técnicas de agrupamento diferem de várias

maneiras e podem ser categorizadas em dois grandes grupos: métodos de agrupamento não

hierárquico e métodos hierárquico. Os métodos não hierárquicos tem como objetivo encontrar

diretamente uma partição de 𝑛 elementos em 𝑘𝑔 grupos. Esse método funciona organizando

os dados de modo que cada elemento pertença exatamente a um grupo, com base em critérios

de similaridade. O agrupamento hierárquico busca construir uma hierarquia de agrupamentos

por meio de dois processos: aglomerativo e divisivo. No método aglomerativo cada observação

começa em seu próprio agrupamento, e pares de agrupamentos são fundidos à medida que se

sobe na hierarquia. No método divisivo, todas as observações começam em um único grupo,

e divisões são realizadas de forma recursiva à medida que se desce na hierarquia.

Os métodos não hierárquicos diferem dos hierárquicos em diversos aspectos. Primeira-

mente, é necessário pré-definir o número de grupos 𝑘𝑔, ao contrário das técnicas hierárquicas,

que não exigem essa informação. Além disso, em cada etapa do processo, os agrupamentos

podem ser reorganizados, permitindo a divisão de grupos anteriormente combinados, o que

inviabiliza a construção de um dendrograma. Por fim, os métodos não hierárquicos tendem a

ser mais eficientes na análise de conjuntos de dados de maior porte.

Uma questão central na análise de agrupamento é o critério utilizado para determinar até

que ponto dois elementos de um conjunto de dados podem ser considerados semelhantes. Para

isso, é fundamental adotar medidas que quantifiquem essa similaridade, sendo as medidas de

distância as mais comuns. Com elas, é possível avaliar o grau de proximidade entre os elementos

e, assim, agrupar aqueles que apresentam menor distância entre si. Dessa forma, a escolha
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da medida de distância torna-se um fator crucial, pois influencia diretamente a forma como a

similaridade é avaliada, impactando a formação dos grupos e o desempenho do algoritmo de

agrupamento. A seguir, veremos algumas distâncias que são comumente utilizadas em análise

de agrupamento. Sejam os vetores de dados a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn), algumas

das medidas de dissimilaridade mais comuns entre os pontos são:

1. Distância Euclidiana: seja um espaço euclidiano 𝑑-dimensional, a distância euclidiana

entre os pontos é definida como

𝑑1(a, b) =
⎯⎸⎸⎷ 𝑛∑︁

𝑗=1
(aj − bj)2.

2. Distância de Manhattan: baseia-se na soma das diferenças absolutas entre os pontos,

a distância de Manhanttan é definida como

𝑑2(a, b) =
𝑛∑︁

𝑗=1
|aj − bj|.

3. Distância de Minkowski: generaliza as distâncias Euclidiana e de Manhattan com um

parâmetro 𝑝, se 𝑝 = 2 temos a distância Euclidiana e se 𝑝 = 1 temos a distância de

Manhattan. A distância de Minkowshi é definida como

𝑑3(a, b) =
⎛⎝ 𝑛∑︁

𝑗=1
|aj − bj|𝑝

⎞⎠1/𝑝

.

4. Distância de Mahalanobis: considera a correlação entre as variáveis, sendo útil para

dados com escalas diferentes. A distância de Mahalanobis é definida como segue

𝑑4(a, b) =
√︁

(a − b)𝑇 S−1(a − b),

em que S é a matriz de covariância entre a e b.

2.1 MÉTODOS DE PARTICIONAMENTO

Os métodos de partição constituem uma abordagem amplamente utilizada na análise de

agrupamento. Dado um conjunto de dados com 𝑛 objetos, o objetivo desses métodos é dividir

os dados em 𝑘𝑔 partições disjuntas, onde 𝑘𝑔 é um número pré-definido de grupos, satisfazendo
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𝑘𝑔 ≤ 𝑛. Inicialmente, o algoritmo gera uma partição dos dados e, em seguida, aplica uma

estratégia de reatribuição iterativa, realocando elementos entre os clusters com o intuito de

melhorar o valor de um critério de agrupamento específico. Como a busca pela otimização

global nesse contexto é um problema conhecido por ser NP-difícil (BARIONI et al., 2014), a

maioria dos algoritmos adota abordagens heurísticas. Dentre as mais comuns, destacam-se os

métodos baseados em centróide, como o 𝑘-means, nos quais cada cluster é representado pela

média das posições dos elementos em cada dimensão, e os métodos baseados em elementos

representativos, 𝑘-medoids, em que cada cluster é representado por seu medoide, ou seja, o

elemento mais próximo do centro do grupo.

2.1.1 Método rígido: k-means

O 𝑘-means é um dos algoritmos mais populares e amplamente utilizados em análise de

agrupamento para particionar dados em 𝑘𝑔 grupos. É o mais clássico algoritmo de particiona-

mento do tipo rígido e foi introduzido por (MACQUEEN, 1967). O grupo é representado por

seu centróide, que geralmente é a média de pontos dentro de um grupo. A função objetivo

usada para 𝑘-means é a soma das distâncias quadradas entre um ponto e seu centróide ex-

presso através de uma distância apropriada. A minimização do critério de agrupamento se dará

pela formação das partições que apresentem maior similaridade dentro dos grupos e menor

similaridade entre os grupos obtidos pelos valores das distâncias dos objetos aos centróides.

Embora o algoritmo de agrupamento 𝑘-means seja amplamente utilizado, ele ainda apre-

senta algumas limitações: se o valor de 𝑘𝑔 for inadequado, o algoritmo tende a convergir para

um ótimo local ((YUAN; YANG, 2019); (STEMMER, 2021); (QURESHI; AHAMAD, 2018); (YIN et

al., 2023)), nesse caso, o ótimo local pode corresponder a uma partição que não reflete bem

a estrutura real dos dados, resultando em agrupamentos pouco representativos; o algoritmo é

sensível a ruídos e outliers, tornando o resultado do agrupamento ineficientes (GAN; NG, 2017);

apresenta resultados ineficientes quando diante de dados não linearmente separáveis, dados

sobrepostos ou dados de forma arbitrária não convexo (WANG et al., 2017); (DU et al., 2015);

(LUCIŃSKA; WIERZCHOŃ, 2012); (MONNEY et al., 2020a); (YIN et al., 2023).

Devido à sua ampla aplicação em diversas áreas, o algoritmo 𝑘-means tem sido objeto de

numerosos estudos que visam aperfeiçoar sua formulação original, proposta por (MACQUEEN,

1967). Nesse contexto, (HUANG et al., 2005) introduziram o algoritmo weighted k-means,

que incorpora uma etapa adicional ao procedimento clássico para atualizar iterativamente os
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pesos das variáveis com base na partição atual, conferindo maior flexibilidade à modelagem da

importância dos atributos. Por sua vez, (AMORIM, 2012) propuseram o algoritmo Minkowski

k-means, no qual são atribuídos pesos específicos a cada atributo dentro de cada cluster,

interpretados como fatores de redimensionamento, de modo a adaptar a métrica de distância

à estrutura local dos dados. Ademais, (JOTHI; MOHANTY; OJHA, 2019) desenvolveram uma

variante com inicialização determinística, cujo objetivo é eliminar a aleatoriedade na escolha

dos centróides iniciais, mitigando, assim, a suscetibilidade do algoritmo a convergência em

mínimos locais.

Com o objetivo de mitigar a influência de dados ruidosos no desempenho do algoritmo

𝑘-means, (WANG; SU, 2011) propuseram uma versão aprimorada do método, na qual é apli-

cada uma etapa de pré-processamento para filtrar os dados de entrada e remover instâncias

consideradas ruidosas. Essa filtragem impede que tais observações interfiram na determinação

dos protótipos iniciais dos clusters. A exclusão prévia dos dados ruidosos contribui para uma

melhora significativa na qualidade da partição gerada, reduzindo de forma eficaz o impacto

negativo do ruído e resultando em agrupamentos mais precisos e estáveis.

Ao final do capítulo 3, apresentaremos o algoritmo 𝑘-means introduzido por (MACQUEEN,

1967) para dados de formas planas utilizando como base o trabalho desenvolvido por (AMARAL

et al., 2010).

2.2 MÉTODO HIERÁRQUICO

A concepção de hierarquia consiste em uma ordem de prioridade entre os elementos de

um conjunto. Sendo assim, algoritmos de agrupamentos baseados no método hierárquico or-

ganizam um conjunto de dados em uma estrutura hierárquica de acordo com a proximidade

entre os indivíduos (JR, 1963). Na maioria das vezes são utilizadas em análise exploratória de

dados ou com o intuito de identificar possíveis agrupamentos e o valor provável do número

de grupos, 𝑘𝑔, no agrupamento não hierárquico. Os algoritmos hierárquicos são divididos em

aglomerativos ou divisivos. Algoritmos aglomerativos começam com cada indivíduo no con-

junto de dados sendo representado por um único grupo. Os algoritmos divisivos operam na

direção oposta ao método aglomerativo. No começo, o conjunto de dados inteiro está em um

só grupo e um procedimento que divide os grupos vai ocorrendo sucessivamente até que cada

indivíduo seja um único grupo.

Nos algoritmos hierárquicos, em cada estágio do algoritmo, cada novo conglomerado for-
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mado é um agrupamento de conglomerados formados nos estágios anteriores, isto é, se dois

elementos aparecem juntos num mesmo grupo em algum estágio anterior, eles aparecerão

juntos em todos os estágios subsequentes. Devido a isso, os resultados de um algoritmo hie-

rárquico são normalmente mostrados como uma árvore binária ou um dendograma. A raiz do

dendograma representa o conjunto de dados inteiro e os nós representam os indivíduos. Os nós

intermediários representam a magnitude da proximidade entre os indivíduos. A altura do den-

dograma expressa a distância entre um par de indivíduos ou entre um par de grupos ou ainda

entre um indivíduo e um grupo. O resultado do agrupamento pode ser obtido cortando-se o

dendograma em diferentes níveis. Esta forma de representação fornece descrições informativas

e visualização para as estruturas de grupos em potencial, especialmente quando há realmente

relações hierárquicas nos dados (MURTAGH, 1983).

Para decidir quais agrupamentos devem ser aglomerados ou divididos, é necessária uma

medida de dissimilaridade entre conjuntos de observações, obtida por meio de uma medida

de distância apropriada entre observações individuais do conjunto de dados, e um critério de

ligação, que especifica a dissimilaridade entre conjuntos como uma função das distâncias entre

pares de observações nesses conjuntos. A seguir, descreveremos os métodos de agrupamento

hierárquico aglomerativos mais comuns.

1. Método da ligação simples: Nesse método, a similaridade entre dois conglomerados

é definida pelos dois elementos mais parecidos entre si (SIBSON, 1973). Este método

também é conhecido como agrupamento dos vizinhos mais próximos, ou seja, é utilizada

a menor distância entre os elementos dos grupos. Sejam dois grupos 𝐴 e 𝐵, em que

x𝑖 ∈ 𝐴 e x𝑗 ∈ 𝐵. A distância entre dois grupos será definida como:

𝑑𝐿𝑆(𝐴, 𝐵) = min{𝑑(xi, xj), xi ∈ 𝐴, xj ∈ 𝐵}.

2. Método da Ligação Completa: Nesse método, a similaridade entre dois grupos é

definida pelos elementos que são menos semelhantes entre si (DEFAYS, 1977). Sejam

dois grupos 𝐴 e 𝐵, em que x𝑖 ∈ 𝐴 e x𝑗 ∈ 𝐵. A distância entre dois grupos será definida

como:

𝑑𝐿𝐶(𝐴, 𝐵) = max{𝑑(xi, xj), xi ∈ 𝐴, xj ∈ 𝐵}.
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3. Método Ligação Média: Este método trata a distância entre dois grupos como a

média das distâncias entre todos os pares de elementos que podem ser formados com os

elementos dois dois grupos que estão sendo comparados. Se o grupo 𝐴 tem 𝑛1 elementos

e o grupo 𝐵 tem 𝑛2 elementos, a distância entre eles será definida como:

𝑑𝐿𝑀(𝐴, 𝐵) = 1
𝑛1𝑛2

∑︁
𝑖∈𝐴

∑︁
𝑗∈𝐵

𝑑(xi, xj).

4. Método do centróide: Neste método, a distância entre dois grupos é definida como

sendo a distância entre os vetores de médias (centróides) dos grupos que estão sendo

comparados. Assim, a distância entre dois grupos 𝐴 e 𝐵 é definida como:

𝑑𝐶(𝐴, 𝐵) = 𝑑(x̄𝐴, x̄𝐵),

em que x̄𝐴 é a média do grupo 𝐴 e x̄𝐵 é a média do grupo 𝐵.

5. Método Ligação Ward: Este método é conhecido como variância mínima e se fun-

damenta nos seguintes princípios (JR, 1963): inicialmente, cada elemento é considerado

como um único grupo; em cada passo do algoritmo de agrupamento calcula-se a soma

de quadrados dentro de cada grupo. Esta soma é o quadrado da distância Euclidiana de

cada elemento amostral pertencente ao grupo em relação ao correspondente vetor de

médias do grupo, isto é

𝑆𝑆𝑖 =
𝑛𝑖∑︁

𝑗=1
(x𝑖𝑗 − x̄𝑖.)𝑇 (x𝑖𝑗 − x̄𝑖.),

em que 𝑛𝑖 é o número de elementos do grupo 𝐴𝑖 quando está no passo 𝑘𝑠 do processo

de agrupamento, x𝑖𝑗 é o vetor de observações do 𝑗-ésimo elemento que pertence ao

𝑖-ésimo grupo, x̄𝑖 é o centroide do grupo 𝐴𝑖 e 𝑆𝑆𝑖 representa a soma de quadrados

correspondente ao grupo 𝐴𝑖. No passo 𝑘𝑠, a soma de quadrados total dentro dos grupos

é

𝑆𝑆𝑅 =
𝑔𝑘𝑠∑︁
𝑖=1

𝑆𝑆𝑖,

em que 𝑔𝑘𝑠 é o número de grupos existentes quando se está no passo 𝑘𝑠. A distância

entre os grupos 𝐴𝑖 e 𝐴𝑗 é
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𝑑𝑊 (𝐴𝑖, 𝐴𝑗) = 𝑛𝑖𝑛𝑗

𝑛𝑖 + 𝑛𝑗

(x̄𝑗. − x̄𝑖.)𝑇 (x̄𝑗. − x̄𝑖.).

Em cada passo do algoritmo de agrupamento, os dois grupos que minimizam essa dis-

tância são combinados. É possível mostrar que essa distância é a diferença entre o valor

de 𝑆𝑆𝑅 depois e antes de se combinar os grupos 𝐴𝑖 e 𝐴𝑗 em um único grupo (MINGOTI,

2007). Assim, o método Ward combina os dois grupos que resultam no menor valor de

𝑆𝑆𝑅.

2.3 AGRUPAMENTO ESPECTRAL

O agrupamento espectral foi proposto com base na teoria dos grafos (NG; JORDAN; WEISS,

2001). A ideia principal por trás do agrupamento espectral é transformar o problema de partici-

onamento de dados em um problema de corte de grafo. A primeira pesquisa sobre agrupamento

espectral remonta a 1973, quando (DONATH; HOFFMAN, 1973) propuseram o uso de autove-

tores da matriz de Similaridade para particionamento de grafo. No mesmo ano, (FIEDLER,

1973) provou a relação entre conectividade do grafo e o segundo menor autovalor da ma-

triz Laplaciana. (HAGEN; KAHNG, 1992) apresentaram o método Ratio cut (RadioCut) em

1992, conectando agrupamento, particionamento de grafo e autovetores de matrizes de Si-

milaridade. (SHI; MALIK, 2000) propuseram o método de corte normalizado (NCut) em 2000,

considerando conexões entre grupos e intra-grupos para particionamento balanceado de gru-

pos. O corte Min/Max de (DING et al., 2001) e algoritmo NJW proposto por (NG; JORDAN;

WEISS, 2001), foram desenvolvidos com base na teoria de grafos.

Nessa seção faremos uma introdução sobre os objetos matemáticos utilizados na estrutura

do agrupamento espectral: grafos, matriz de similaridade, matriz laplaciana e métodos de

particionamento do grafo. Para maiores detalhes sobre as definições abaixo veja (DING et al.,

2024) e (LUXBURG, 2007).

2.3.1 Grafos

Seja 𝐺 = (𝑉, 𝐸) um grafo com conjunto de vértices finito e não vazio 𝑉 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑛}

e 𝐸 ⊂ 𝑉 × 𝑉 é um conjunto de arestas entre os vértices.

Definição: Se (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) ∈ 𝐸, essa aresta pode ser representada por 𝑒𝑖𝑗. Além disso, se
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𝐸 é simétrica, isto é, 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸 se somente se 𝑒𝑗𝑖 ∈ 𝐸 vale para todas as arestas, então 𝐺 é

chamado de grafo não direcionado.

Nesse momento, não definiremos grafo direcionado já que, para fins de análise de agrupa-

mento, o trabalho se concentrará em grafos não direcionados.

Definição: Seja 𝐺′ = (𝑉, 𝐸 ′) um grafo. Agora substitua 𝐸 ′ por 𝐸 = 𝐸 ′ × R+
0 de modo

que cada aresta 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸 ′ carrega um valor não negativo 𝑤𝑖𝑗 ≥ 0. Então, 𝐺 = (𝑉, 𝐸) é

chamado de grafo ponderado e 𝑤𝑖𝑗 é chamado peso da aresta que conecta 𝑣𝑖 e 𝑣𝑗.

A partir daqui, procuraremos descrever grafo como matrizes e estudar suas propriedades.

Definição: Seja 𝐺 um grafo não direcionado e ponderado, o grau do vértice 𝑣𝑖 ∈ 𝑉 é

definido como

d𝑖 =
𝑛∑︁

𝑗=1
𝑤𝑖𝑗.

Observe que, na verdade, esta soma só percorre todos os vértices adjacentes a 𝑣𝑖, pois

para todos os outros vértices 𝑣𝑗 o peso 𝑤𝑖𝑗 é 0. A matriz de graus D é definida como a matriz

diagonal com os graus d1, . . . , dn na diagonal.

Além disso, o vértice {𝑖|𝑣𝑖 ∈ 𝐴} no subconjunto 𝐴 ⊂ 𝑉 é abreviado como 𝑖 ∈ 𝐴. Sejam

𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑉 dois conjuntos arbitrários, e o peso da conexão entre 𝐴 e 𝐵 é representado por

𝑊 (𝐴, 𝐵)

𝑊 (𝐴, 𝐵) =
∑︁

𝑖∈𝐴,𝑗∈𝐵

𝑤𝑖𝑗.

Consideramos duas maneiras diferentes de medir o tamanho de um subconjunto 𝐴 ⊂ 𝑉 :

1. |𝐴| = número de vértices em 𝐴;

2. 𝑣𝑜𝑙(𝐴) = ∑︀
𝑖∈𝐴 d𝑖.

Intuitivamente, |𝐴| mede o tamanho de 𝐴 pelo seu número de vértices, enquanto 𝑣𝑜𝑙(𝐴)

mede o tamanho de 𝐴 somando os pesos de todas as arestas anexadas aos vértices em 𝐴.

Definição: Um subconjunto 𝐴 ⊂ 𝑉 de um grafo é conectado se quaisquer dois vértices

em 𝐴 puderem ser unidos por um caminho tal que todos os pontos intermediários também

estejam em 𝐴.

Definição: Seja 𝐺 um grafo e o subconjunto 𝐴 ⊂ 𝑉 . Se existe um caminho entre

quaisquer dois pontos em 𝐴 e o caminho está completamente em 𝐴, isto é, todos os nós no
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caminho pertencem a 𝐴, então 𝐴 é dito ser conectado. Se 𝐴 estiver conectado e não houver

conexão entre 𝐴 e seu complemento 𝐴, então 𝐴 é dito um componente conectado.

Os conjuntos não vazios 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 formam uma partição do grafo se 𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ e

𝐴𝑖 ∪ . . . , ∪𝐴𝑘 = 𝑉 .

Definição: Seja 𝐴 ⊂ 𝑉 um subconjunto de um grafo. Então o vetor indicador de 𝐴 é

definido como ⊮A = (f1, . . . , fn) ∈ R𝑛 em que

f𝑖 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se 𝑣𝑖 ∈ 𝐴

0, caso contrário.

2.3.2 Matriz de Similaridade do Grafo

Seja um conjunto de dados x1, . . . , xn e alguma similaridade 𝑠𝑖𝑗 ≥ 0 entre todos os pares

de dados xi e xj. Em seguida, construa um grafo 𝐺 = (𝑉, 𝐸) em que os dados correspondem

aos vértices do grafo e os valores da similaridade são os pesos de cada aresta, ou seja, 𝑤𝑖𝑗 = 𝑠𝑖𝑗.

Então, 𝐺 é chamado de grafo de similaridade dos dados.

Definição: Seja um grafo 𝐺 = (𝑉, 𝐸) não direcionado e ponderado cujo valor do peso

é 𝑤𝑖𝑗. Se (𝑣𝑖, 𝑣𝑗) /∈ 𝐸, defina 𝑤𝑖𝑗 = 0. Então, W = (𝑤𝑖𝑗) é chamada matriz de similaridade

ou adjacência do grafo. Como 𝐺 é um grafo não direcionado, existe 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 para todos os

pesos, o que implica que W é uma matriz simétrica.

Ao construir a matriz de similaridade do grafo o objetivo é modelar o relacionamento da

vizinhança local entre os dados. Abaixo é apresentado as principais formas de construção da

matriz de similaridade.

1. Matriz de 𝑘-vizinhos mais próximos: o objetivo é conectar o vértice 𝑣𝑖 com o vértice

𝑣𝑗, se 𝑣𝑗 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑖. No entanto, esta definição

leva a um grafo direcionado, como a relação de vizinhança não é simétrica. Há duas

maneiras de tornar este grafo não direcionado. A primeira maneira é ignorar as direções

das arestas, ou seja, conecte 𝑣𝑖 e 𝑣𝑗 com uma aresta não direcionada se 𝑣𝑖 estiver entre

os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑗 ou se 𝑣𝑗 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos

de 𝑣𝑗. A matriz resultante é o que geralmente é chamado de matriz de 𝑘-vizinho mais

próximo. A segunda opção é conectar os vértices 𝑣𝑖 e 𝑣𝑗 se 𝑣𝑖 estiver entre os 𝑘-vizinhos
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mais próximos de 𝑣𝑗; e 𝑣𝑗 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑖. A matriz

resultante é chamado de matriz de 𝑘-vizinhos mais próximos mútuo.

2. Matriz de conexão completa: Aqui conectamos todos pontos com similaridade po-

sitiva entre si, e pondera todas as arestas por 𝑠𝑖𝑗. Como a matriz deve representar as

relações locais de vizinhança, esta construção só é útil se a própria função de similari-

dade modelar a vizinhança. Um exemplo de tal função de similaridade é a função kernel

gaussiana

𝑠(xi, xj) = exp
(︃

−𝑑2(xi, xj)
2𝜎2

)︃
, (2.1)

em que 𝑑2(xi, xj) = ||xi, xj||2 mede a dissimilaridade entre duas observações, geral-

mente, usa-se a distância Euclidiana e o parâmetro 𝜎 controla a largura da vizinhança.

2.3.3 Matriz Laplaciana do Grafo

Uma das principais ferramentas para agrupamento espectral são as matrizes laplacianas do

grafo. O laplaciano é uma matriz que representa um grafo, é o objeto principal da teoria dos

grafos espectrais, existe todo um campo dedicado ao estudo dessas matrizes, para maiores

detalhes veja (BUTLER; CHUNG et al., 2006). Nesse momento vamos definir diferentes matrizes

laplacianas e apontar suas propriedades mais importantes.

Assumindo que 𝐺 é um grafo ponderado e não direcionado, com matriz de similaridade

W, em que 𝑤𝑖𝑗 = 𝑤𝑗𝑖 ≥ 0, e matriz de graus D.

Definição: A matriz laplaciana não normalizada do grafo é definida como

L = D − W.

Embora a estrutura do grafo laplaciano seja simples, ele possui muitas propriedades na

teoria dos grafos.

Proposição 1: Seja L uma matriz laplaciana do grafo, então vale as seguintes proprie-

dades:

1. Para cada vetor f ∈ R𝑛, temos

f ′Lf = 1
2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑤𝑖𝑗(f𝑖 − f𝑗)2.
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2. L é simétrica e positiva semidefinida.

3. O menor autovalor de L é 0, e o correspondente autovetor é o vetor constante 1.

4. L tem 𝑛 autovalores não negativos com valor real 0 = 𝜆1 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑛.

Observe que a matriz laplaciana não normalizada não depende dos elementos diagonais

da matriz de similaridade W. Cada matriz de similaridade que coincide com W em todas as

posições fora da diagonal leva a mesma matriz laplaciana não normalizada L. Em particular, as

arestas próprias em um grafo não altera o grafo laplaciano correspondente. A matriz laplaciana

não normalizada e seus autovalores e autovetores podem ser usados para descrever muitas

propriedades de grafos, um exemplo que será importante para agrupamento espectral é o

seguinte:

Proposição 2: Seja 𝐺 um grafo não direcionado e ponderado. Então a diversidade geomé-

trica 𝑘 do autovalor 0 de L é igual ao número de componentes conectados 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 do grafo.

O espaço de características do autovalor 0 é gerado pelos vetores indicadores ⊮A1 , . . . ,⊮Ak

dos componentes conectados.

A matriz laplaciana que conhecemos até agora é chamado de não normalizado, o que

sugere que pode ser normalizada em algum sentido. A seguir apresentaremos duas matrizes

que são chamadas de matrizes laplacianas normalizadas na literatura. Ambas as matrizes estão

intimamente relacionadas entre si e são definidos como

L𝑠𝑦𝑚 = D−1/2LD−1/2,

L𝑟𝑤 = D−1L.

A primeira matriz é chamada por Lsym, pois é uma matriz simétrica, e a segunda por Lrw,

pois está intimamente relacionada a passeio aleatório. A seguir resumimos diversas propriedades

de Lsym e Lrw, que podem ser encontradas no trabalho de (BUTLER; CHUNG et al., 2006) sobre

grafos laplacianos normalizados.

Observe que, para tornar correta a definição dessas matrizes, é necessário atender que

D = ∏︀
𝑖 d𝑖 ̸= 0, caso contrário não haverá matriz inversa. Isso é equivalente a dizer que

d𝑖 ̸= 0 para todo 𝑖. Tal como na Proposição 1, algumas propriedades importantes desses dois

tipos de matrizes laplaciana serão mostradas abaixo.
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Proposição 3: Sejam Lsym e Lrw duas matrizes laplacianas normalizadas definidas acima,

respectivamente, temos as seguintes propriedades:

1. Para cada vetor f ∈ R𝑛, temos

f ′Lsymf = 1
2

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝑤𝑖𝑗

⎛⎝ f𝑖√
d𝑖

− f𝑗√︁
d𝑗

⎞⎠2

.

2. Se 𝜆 é um autovalor de Lrw e o autovetor correspondente é u, então 𝜆 também é um

autovalor de Lsym e o autovetor correspondente é w = D1/2u.

3. Se 𝜆 é um autovalor de Lrw e o autovetor correspondente é u, então 𝜆 e u podem

resolver o seguinte problema de autovalor generalizado: Lu = 𝜆Du.

4. Zero é um autovalor de Lrw e o autovetor correspondente é um vetor ⊮ (contém apenas

números 1). 0 é também o autovalor de Lsym e o correspondente autovetor é D1/2⊮.

5. Lsym e Lrw são semidefinidas positivas e têm 𝑛 autovalores reais não negativos 0 =

𝜆1 ≤ . . . ≤ 𝜆𝑛.

Assim como para a matriz laplaciana não normalizada, para a matriz Laplaciana normali-

zado podemos obter um resultado semelhante ao da Proposição 2.

Proposição 4: Seja 𝐺 um grafo ponderado não direcionado, então a diversidade geo-

métrica 𝑘 dos autovalores 0 de Lsym e Lrw é igual ao número dos componentes conectados

𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 no grafo. Para Lrw, o espaço de recurso de 0 é gerado pelo vetor indicador ⊮𝐴𝑖

desses componentes conectados; Para Lsym, o espaço de recursos de 0 é gerado pelo vetor

D1/2⊮𝐴𝑖
.

As provas para as proposições de 1 a 4 podem ser encontradas em (LUXBURG, 2007).

2.3.4 Métodos de partição do grafo

A intuição do agrupamento é separar o conjunto de dados em grupos diferentes de acordo

com suas semelhanças. Para dados fornecidos em forma de um grafo, este problema pode ser

reformulado como um problema de corte do grafo: queremos encontrar uma partição do grafo

tal que as arestas entre os diferentes grupos têm um peso muito baixo, o que significa que os

pontos em diferentes grupos são diferentes entre si, e as arestas dentro de um grupo têm alta
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peso, o que significa que os pontos dentro do mesmo grupo são semelhantes entre si. Veremos,

a partir daqui, como o agrupamento espectral pode ser derivado como uma aproximação para

tal problema de particionamento de grafos.

O particionamento de grafos é um problema clássico na teoria dos grafos, há muitos

métodos tradicionais tais como: Método do Corte Mínimo (HOFMEYR, 2016), Método de

Ajuste de Corte Proporcional (NICA, 2020), Método de Ajuste de Corte Normal (YANG et al.,

2022), Método de Corte min-max (NIE et al., 2010). Para uma discussão sobre vantagens e

desvantagens de cada um desses métodos ver (DING et al., 2024).

Dado um grafo com a matriz de Similaridade W, a maneira mais simples e direta de

construir uma partição do grafo é resolver o problema 𝑚𝑖𝑛𝑐𝑢𝑡, isto é, minimizar uma função

objetivo. Para um determinado número 𝑘𝑔 de subconjuntos, a abordagem mincut consiste

simplesmente em escolher uma partição 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘𝑔 que minimiza

𝑐𝑢𝑡(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘𝑔) = 1
2

𝑘𝑔∑︁
𝑖=1

𝑐𝑢𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖).

Aqui introduzimos o fator 1/2 para consistência notacional, caso contrário, contaríamos

cada aresta duas vezes no corte. Em particular para 𝑘𝑔 = 2, 𝑚𝑖𝑛𝑐𝑢𝑡 é um problema relativa-

mente fácil e pode ser resolvido de forma eficiente, ver (STOER; WAGNER, 1997) e a discussão

nele contida. Contudo, na prática muitas vezes não leva a partições satisfatórias. O problema

é que em muitos casos, a solução de 𝑚𝑖𝑛𝑐𝑢𝑡 simplesmente separa um vértice individual do

resto do grafo. Isso não é o que queremos alcançar em agrupamento, já que os grupos devem

ser razoavelmente grandes. Uma maneira de contornar este problema é solicitar explicitamente

que os conjuntos 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘𝑔 sejam razoavelmente grandes.

As duas funções objetivo mais comuns são 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜𝐶𝑢𝑡 (HAGEN; KAHNG, 1992) e o corte

normalizado 𝑁𝐶𝑢𝑡 (SHI; MALIK, 2000). No 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜𝐶𝑢𝑡, o tamanho de um subconjunto 𝐴 de

um grafo é medido pelo seu número de vértices |𝐴|, enquanto em 𝑁𝐶𝑢𝑡 o tamanho é medido

pelos pesos de suas arestas 𝑣𝑜𝑙(𝐴). As definições são:

𝑅𝑎𝑑𝑖𝑜𝐶𝑢𝑡(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘𝑔) =
𝑘𝑔∑︁

𝑖=1

𝑐𝑢𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖)
|𝐴𝑖|

, (2.2)

𝑁𝐶𝑢𝑡(𝐴1, . . . , 𝐴𝑘𝑔) =
𝑘𝑔∑︁

𝑖=1

𝑐𝑢𝑡(𝐴𝑖, 𝐴𝑖)
𝑣𝑜𝑙(𝐴𝑖)

. (2.3)

Observe que ambas as funções objetivo assumem um valor pequeno se os grupos 𝐴𝑖 não

são muito pequenos. Em particular, o mínimo da função ∑︀𝑘𝑔

𝑖=1(1/|𝐴𝑖|) é alcançado se todos
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|𝐴𝑖| coincidem, e o mínimo de ∑︀𝑘𝑔

𝑖=1(1/𝑣𝑜𝑙(𝐴𝑖)) é alcançado se todos 𝑣𝑜𝑙(𝐴𝑖) coincidirem.

Portanto, o que ambas as funções objetivo tentam alcançar é que os grupos sejam equilibrados,

conforme medido pelo número de vértices ou pesos das arestas, respectivamente. Infelizmente,

a introdução de condições de equilíbrio faz com que o problema do corte mínimo, anteriormente

simples de resolver, se torne NP-difícil, ver (WAGNER; WAGNER, 1993) para uma discussão. O

agrupamento espectral é uma maneira para resolver versões relaxadas desses problemas, relaxar

o 𝑁𝐶𝑢𝑡 leva ao agrupamento espectral normalizado, enquanto relaxar o 𝑅𝑎𝑡𝑖𝑜𝐶𝑢𝑡 leva ao

agrupamento espectral não normalizado.

Embora a solução de muitas funções objetivo de agrupamento de grafos seja NP-difícil, por

meio de derivação matemática, se forem escritas na forma de entropia de Rayleigh, a solução de

relaxação da função objetivo de particionamento do grafo pode ser obtida pelas propriedades de

entropia de Rayleigh (MOHAR, 1997), isso porque o valor mínimo, o segundo valor mínimo, ..., e

o valor máximo da entropia de Rayleigh corresponde ao autovalor mínimo, o segundo autovalor

mínimo, ..., e o autovalor máximo da matriz Laplaciana, respectivamente, e o valor extremo

é obtido no autovetor correspondente. Pode ser visto que o autovetor da matriz laplaciana do

grafo contém as informações de categoria dos vértices. Portanto, o problema de otimização da

divisão de grafos pode ser convertido em um problema de otimização numérica calculando os

autovalores e autovetores da matriz laplaciana, de modo que possa ser resolvido em um curto

espaço de tempo (EMIROV et al., 2022). O agrupamento espectral é uma maneira para resolver

versões relaxadas desses problemas, a derivação do agrupamento espectral normalizado como

relaxamento de minimizar 𝑁𝑐𝑢𝑡 pode ser encontrada em (LUXBURG, 2007) e (SHI; MALIK,

2000).

Geralmente, qualquer agrupamento espectral consiste em três partes: pré-processamento,

representação espectral e agrupamento. Primeiro, os dados são representados como a matriz

de Similaridade do grafo, e a correspondente matriz Laplaciana é construída. Então, a auto-

composição da matriz Laplaciana é usada para mapear cada ponto de dados para um valor

representativo de baixa dimensão. Finalmente, o conjunto de dados é dividido em duas ou

mais classes baseadas nos novos pontos representativos. Para maiores detalhes sobre agrupa-

mento espectral ver (LUXBURG, 2007) e suas referências, que foi base para construção teórica

apresentada até aqui.



31

2.3.5 Revisão da Literatura

Na seção anterior, foi apresentada uma breve formalização matemática introdutória sobre

a estrutura do agrupamento espectral, envolvendo grafos, matriz de similaridade, matriz lapla-

ciana e métodos de particionamento de grafos. O termo agrupamento espectral refere-se, na

verdade, a uma abordagem que engloba uma família de algoritmos de agrupamento baseados

em propriedades espectrais. Como um dos objetivos deste trabalho é propor algoritmos de

agrupamento espectral adaptados a dados de formas planas, tornou-se necessário revisar pro-

postas já existentes, com o intuito de selecionar aquelas que representem as principais linhas

de pesquisa da área. Muitos estudos concentram-se em aprimorar distintos componentes do

método — seja a matriz de similaridade, a matriz laplaciana ou o processo de agrupamento

em si. Nesta seção, destacamos algumas aplicações relevantes e os principais desafios que limi-

tam a adoção do agrupamento espectral em áreas multidisciplinares de grande impacto, como

mineração de texto, segmentação de imagens, detecção de comunidades em redes sociais e

bioinformática.

Em mineração de texto, o agrupamento espectral pode ser usado para agrupar textos e

descobrir tópicos ou estruturas semânticas latentes em coleções de textos. Isso tem aplica-

ções práticas em tarefas como recuperação de informações, classificação de documentos e

modelagem de tópicos. Alguns estudos recentes foram desenvolvidos nesse âmbito (JANANI;

VIJAYARANI, 2019), (MENON; ASHOK; ARYA, 2022), (ZHANG; LI; WANG, 2017), (ROY; BASU,

2022). A pesquisa sobre agrupamento espectral para mineração de texto não é abrangente,

e há ainda muito espaço para melhorias, por exemplo, quanto a ruídos e valores discrepantes

em dados de texto.

O agrupamento espectral é amplamente utilizado na segmentação de imagens, especial-

mente quando há texturas e estruturas complexas na imagem (ZHANG et al., 2021), (CHEN;

GUO, 2017), (ZHANG et al., 2021), (CHALLA et al., 2020). Ainda assim, nesse campo, esse tipo

de agrupamento apresenta algumas deficiências como: alta complexidade computacional, es-

pecialmente quando se trata de dados de imagem em grande escala, além de ser sensível a

ruídos e às mudanças locais na imagem. (ZHANG et al., 2021) propuseram um método de agru-

pamento de subamostras baseado em agrupamento espectral linear acelerado, que usa recursos

de imagem e distância de Manhattan para melhorar a distância métrica, com o objetivo de

melhorar a precisão da segmentação de superpixel de imagens não convexas. (CHALLA et al.,

2020) propõe um algoritmo que melhora a eficiência computando uma solução aproximada
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para agrupamento espectral.

Em redes sociais, o agrupamento espectral pode ser usado para detectar a estrutura da

comunidade, encontrando subgrupos estreitamente conectados na rede, isso é importante para

entender as relações sociais, descobrir grupos sociais potenciais e prevendo a disseminação de

informações. (DENG et al., 2024) propuseram um algoritmo de agrupamento espectral baseado

em amostragem para redes sociais de grande escala. (WANG; LIN; WANG, 2017) desenvolveram

um algoritmo de agrupamento espectral ponderado para detectar a estrutura da comunidade

da rede sem saber o número de grupos com antecedência. (LAASSEM et al., 2022) usa o espec-

tro do laplaciano normalizado com base na matriz de Coulomb; primeiro incorpora os vértices

do grafo em um vetor no espaço de baixa dimensão e, em seguida, executa o agrupamento

𝑘-means nos vértices projetados. Este método é usado para construir uma boa matriz de si-

milaridade em detecção de comunidades. (LIERDE; CHOW; CHEN, 2019) propôs o agrupamento

espectral estendido para endereçar comunidades sobrepostas e grandes redes na detecção de

comunidades. Além disso, o agrupamento espectral na detecção de comunidades também en-

frenta problemas de alta dimensionalidade e sensibilidade ao ruído, complexidade de construção

de grafos e falta de adaptabilidade a redes dinâmicas.

No vasto campo da bioinformática, o agrupamento espectral tem sido utilizado para iden-

tificar padrões em expressão gênica e conjuntos de genes relacionados. Estudos desenvolvidos

por (YU et al., 2020), (BABICHEV; YASINSKA-DAMRI; LIAKH, 2023), (XIA; GU; ZHANG, 2020), (QI

et al., 2021) demonstram como o agrupamento espectral é uma ferramenta promissora nesse

campo de pesquisa. A fim de integrar vários conjuntos de dados genômicos para identificar

estruturas e reduzir o ruído, (JOHN et al., 2020) propuseram um método de agrupamento es-

pectral para dados ôhmicos complexos. Um algoritmo de agrupamento espectral baseado em

redes neurais profundas para lidar com a alta dimensionalidade na Eletroencefalografia foi de-

senvolvido por (CHAKLADAR; SAMANTA; ROY, 2022). No entanto, (DING et al., 2024) pontuam

que alguns problemas relacionados à bioinformática precisam ser considerados: os dados de

bioinformática são frequentemente heterogêneos, incluindo múltiplos tipos de entidades bioló-

gicas e diferentes condições experimentais. O agrupamento espectral lida bem com estruturas

latentes, mas pode exigir modelagem adicional em casos de heterogeneidade. Na bioinformá-

tica, a interpretação biológica dos grupos formados é fundamental e depende de conhecimento

especializado na área.

Diversos estudos têm se dedicado a aprimorar o desempenho do agrupamento espectral,

seja por meio da melhoria da matriz de similaridade, da matriz laplaciana ou do próprio pro-
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cesso de agrupamento, utilizando dados mais representativos. De modo geral, um algoritmo de

agrupamento espectral segue três etapas principais: primeiramente, os dados são representados

por uma matriz de similaridade, a partir da qual se constrói a matriz laplaciana correspon-

dente; em seguida, realiza-se a decomposição espectral dessa matriz, projetando cada ponto

de dado em um espaço de menor dimensão; por fim, os dados são agrupados com base nes-

sas novas representações. Na prática, o desempenho do agrupamento espectral é impactado

principalmente por dois fatores: a escalabilidade do algoritmo para grandes volumes de dados

e a precisão na formação dos agrupamentos. O método mais básico requer tempo da ordem

de 𝑂(𝑛2) para a construção do grafo e das matrizes envolvidas, e 𝑂(𝑛3) para o cálculo dos

autovalores e autovetores da matriz laplaciana, o que limita sua aplicação direta em conjuntos

de dados de grande escala (DING et al., 2024).

Uma etapa fundamental do agrupamento espectral é a escolha de uma medida de dis-

tância adequada para capturar a estrutura intrínseca dos dados. Para um bom desempenho,

pontos pertencentes à mesma classe devem apresentar alta similaridade e manter coerência

espacial. Nesse contexto, a construção da matriz de similaridade torna-se um elemento central,

influenciando diretamente a eficácia do agrupamento espectral (DING et al., 2024). A função

kernel gaussiano, frequentemente utilizada para medir similaridade entre pontos, apresenta

uma limitação importante: sua falta de adaptabilidade, devido ao parâmetro de escala fixo

(𝜎). Nessa abordagem, a similaridade entre dois pontos é determinada unicamente pela dis-

tância euclidiana, sem considerar a densidade ou o contexto local dos dados. Essa limitação

pode comprometer a precisão do agrupamento, resultando em particionamentos subótimos

(NIE; WANG; HUANG, 2014).

(ZELNIK-MANOR; PERONA, 2004) propuseram o uso de um parâmetro que permite o auto-

ajuste das distâncias entre pontos com base nas estatísticas locais das vizinhanças, por meio

dos 𝑘-vizinhos mais próximos. Inspirados por esse trabalho, diversos autores propuseram vari-

antes do agrupamento espectral que buscam determinar parâmetros de escala local na função

kernel gaussiano, como em (LI et al., 2007), (YE; SAKURAI, 2015) e (CAO et al., 2013). Nesse

contexto, Zhang et al. (ZHANG; LI; YU, 2011) introduziram um método adaptativo baseado na

densidade local para medir similaridades, aprimorando a função kernel gaussiano ao conside-

rar a densidade entre os pontos de dados, o que resulta em maior similaridade intra-classe.

Além disso, os mesmos autores (ZHANG; YOU, 2011) propuseram uma abordagem baseada em

passeio aleatório para processar a matriz de similaridade derivada do kernel gaussiano.

É possível construir a matriz de similaridade por meio do método 𝑘-NN. É um método con-
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siderado simples, mas que apresenta algumas desvantagens. Estudos utilizando 𝑘-NN mútuo

e suas versões modificadas foram explorados por (LUCIŃSKA; WIERZCHOŃ, 2012); (VEENS-

TRA; COOPER; PHELPS, 2016); (TAN; ZHANG; WU, 2020); (KIM et al., 2021); (YIN et al., 2023);

(ALSHAMMARI; STAVRAKAKIS; TAKATSUKA, 2021).

Trabalhos voltados para melhorar a eficiência na construção da matriz de similaridade no

espaço do kernel ou utilizando vários kernels foram desenvolvidos por (YE; SAKURAI, 2018),

(WANG et al., 2019), (JI et al., 2019), (MONNEY et al., 2020b), (KANG et al., 2019). No estudo

realizado por (NATALIANI; YANG, 2019), os autores ajustaram a similaridade ao estimarem a lar-

gura de banda do kernel gaussiano com base no valor máximo do vizinho mais próximo; apesar

de melhorar a estabilidade dos resultados, o método baseia-se em matrizes totalmente conec-

tadas, exigindo recursos computacionais substanciais. (WANG et al., 2011) propõem um modelo

de agrupamento espectral que constrói uma matriz de similaridade adequada, incorporando

informações geométricas locais para garantir baixa similaridade entre pontos de diferentes

classes. A matriz de similaridade é facilmente corrompida por pontos de ruído, levando a um

agrupamento incorreto. Algumas pesquisas propuseram versões do algoritmo espectral robusto

a ruídos (WANG; DING; JIA, 2019), (TAO et al., 2019), (HESS et al., 2019), (ZHU et al., 2018b),

(ZHU et al., 2018a), (KIM et al., 2021), (TAN; ZHANG; WU, 2020).

O agrupamento espectral sob informação supervisionada é geralmente uma extensão do

agrupamento espectral não supervisionado tradicional, melhorando o efeito do agrupamento

ao incorporar informações supervisionadas adicionais. Essas informações supervisionadas são

adicionadas à matriz de similaridade para aumentar a conectividade intra-cluster e a dissimi-

laridade entre clusters. Trabalhos sob essa perspectiva foram realizados por (YE et al., 2017);

(PENG; ZHANG; YI, 2013); (BAI; QI; LIANG, 2023). No estudo desenvolvido por (ZHANG et al.,

2014) é proposto um agrupamento espectral baseado em regressão de mínimos quadrados.

Após a construção da matriz de similaridade, o próximo passo é estabelecer a matriz la-

placiana correspondente de acordo com diferentes métodos de divisão de grafos. A seleção do

método de partição de grafos e o estabelecimento da matriz laplaciana terá um impacto im-

portante nos resultados do agrupamento (SAADE; KRZAKALA; ZDEBOROVÁ, 2014). O trabalho

de (LUO et al., 2010) melhora o agrupamento espectral com base no operador 𝜌-laplaciano.

Eles usaram um método eficaz de otimização de gradiente descendente para obter o espaço de

incorporação global do operador 𝜌-laplaciano, este espaço contém as informações de partição

multiclasses do conjunto de dados. Com o objetivo de combinar as informações dos atribu-

tos e relacionamentos em formação nos dados, (RENGASAMY; MURUGESAN, 2022) melhorou o
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algoritmo de (WANG; DING; LI, 2009) alterando a matriz diagonal para medição de uma ma-

triz laplaciana mais eficaz. Para explorar as relações internas dos subclusters, (LI; WEI; ZHAO,

2022) impôs restrições à classificação da matriz laplaciana para garantir que o número de com-

ponentes conectados obtidos da matriz de similaridade seja igual ao número de subclusters

fornecidos.

Logo após a autocomposição da matriz laplaciana, a seleção de autovetores é crucial.

Nem todo autovetor contém informações úteis para agrupamento (TRILLOS et al., 2014). O

algoritmo de (NG; JORDAN; WEISS, 2001) usa os maiores 𝑘𝑔 autovetores para particionar os

dados. Um autovalor maior significa que o autovetor correspondente contém mais informações,

o que significa que tem uma capacidade mais forte de distinguir dados. No agrupamento

espectral, os primeiros 𝑘𝑔 maiores autovetores são usados para representar os dados originais

porque possuem maior discriminação em comparação com outros autovetores, que podem

alcançar melhor resultados no agrupamento. Enquanto isso, esses autovetores também são

os mais distintos recursos extraídos da estrutura do grafo, logo, a seleção dos autovetores é

um fator importante para garantir a eficácia do agrupamento (DING et al., 2024). Mas para

alguns problemas de agrupamento, selecionar os maiores 𝑘𝑔 autovetores não garante detectar

a estrutura de dados real. (REBAGLIATI; VERRI, 2011) descobriram que para obter a divisão

ótima de 𝑘𝑔 grupos usando a matriz laplaciana, a diferença entre o 𝑘𝑔-ésimo e (𝑘𝑔 + 1)-ésimos

autovalores devem ser suficientemente grande. Eles propuseram que a partição ótima de 𝑘𝑔

grupos pode ser obtida a partir do subespaço 𝑘𝑔-dimensional dos autovetores 𝑚𝑔(𝑚𝑔 > 𝑘𝑔)

anteriores, com 𝑚𝑔 sendo um parâmetro definido pelo usuário. (ALSHAMMARI; TAKATSUKA,

2019b) propuseram um agrupamento espectral aproximado para resolver o problema de seleção

de autovetores da matriz laplaciana. O algoritmo usa o índice Davies-Bouldin para estimar a

capacidade do autovetor de particionar o grafo, com os menores autovalores tendo maior

probabilidade de seleção.

(VORA; RAMAN, 2018) abordou a localização de objetos na aprendizagem não supervi-

sionada usando agrupamento espectral iterativo. O algoritmo calcula o operador laplaciano

regularizado com base na matriz de similaridade e seleciona o segundo menor autovetor para

classificação binária. Múltiplas iterações de agrupamento espectral são realizados para obter

resultados altamente localizados. (KANAAN-IZQUIERDO; ZIYATDINOV; PERERA-LLUNA, 2018)

usaram a análise de Componentes Principais Comuns (CPC) para calcular o autovetor comum

da entrada matriz Laplaciana de múltiplas visualizações. (KADAVANKANDY; COUILLET, 2019)

analisaram os atributos de distribuição dos autovetores para agrupamento espectral de grafos
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aleatórios e agrupamento espectral de kernel de vetores aleatórios gaussianos de alta dimensão.

Em grafos aleatórios, o comportamento do autovetor principal isolado torna-se semelhante ao

dos vetores aleatórios gaussianos.

No agrupamento espectral, o número de agrupamentos geralmente precisa ser definido

previamente pelo usuário, sendo assim, é um parâmetro de entrada muito sensível. Como esti-

mar com precisão o número de grupos é um dos principais desafios no agrupamento espectral

(ALSHAMMARI; TAKATSUKA, 2019b). Depois de obter uma nova representação dos dados com

os autovetores, 𝑘-means é usado para obter resultados de agrupamento diretamente. A maioria

dos métodos existentes determina o número ideal de grupos com base no princípio de mini-

mizar a similaridade total entre grupos ou maximizar a similaridade total dentro dos grupos.

(TEPPER et al., 2011) propuseram um método de agrupamento orientado pela percepção que

considera apenas a distância entre os pontos de dados. Determina automaticamente o número

de grupos definindo um limite de detecção, independente da dimensão dos dados originais

e forma de classe, evitando o desastre dimensional. (FANG; WANG, 2012) desenvolveram um

esquema baseado em bootstrap para avaliar a instabilidade de agrupamento, selecionando o

número de classes para minimizar instabilidade. (ZHANG; YE; SAKURAI, 2022) determinam de

forma adaptativa o número ideal de subclusters combinando grafos compartilhados do vizi-

nho mais próximo com aprendizagem em conjunto e agrupamento espectral. (LAHMAR et al.,

2020) empregou um algoritmo de aprendizagem em conjunto, que inclui seleção de recursos,

agrupamento espectral aprimorado e um novo índice de validade de agrupamento difuso para

avaliar o número preciso de subclusters selecionados.

Apesar de funcionar muito bem em tarefas complexas, o agrupamento espectral apresenta

algumas limitações. Seu desempenho é sensível à matriz de similaridade de dados e sua alta

complexidade computacional limita suas aplicações em problemas de larga escala. Para reduzir

a complexidade computacional do agrupamento espectral, foram propostos algumas aborda-

gens de aceleração, por exemplo, com base na equivalência entre agrupamento espectral e

kernel 𝑘-means (DHILLON; GUAN; KULIS, 2007); (LIU, 2017). Algoritmos de agrupamento es-

pectral restrito também foram desenvolvidos em (WANG; QIAN; DAVIDSON, 2014); (LIU; TAO;

FU, 2017); (CAI; CHEN, 2014); (WANG et al., 2023). Atualmente, uma série de métodos apri-

morados de agrupamento espectral foram desenvolvidos para aumentar a eficácia e eficiência

do agrupamento espectral, alguns estudos recentes são (ALSHAMMARI; STAVRAKAKIS; TAKAT-

SUKA, 2021); (WANG et al., 2023); (ZHONG; PUN, 2023) (YU et al., 2024); (YIN et al., 2023).
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3 ANÁLISE DE FORMAS

Dados geométricos de objetos são coletados rotineiramente em diversas situações do coti-

diano, desempenhando um papel essencial em várias áreas do conhecimento, como diagnóstico

de doenças, reconhecimento facial e identificação de proteínas. A análise estatística de formas,

um campo relativamente recente, dedica-se ao estudo das características geométricas de obje-

tos, com o objetivo de compará-las e descrevê-las no espaço. O desenvolvimento de métodos

para analisar dados relacionados à forma tem se tornado cada vez mais relevante, com aplica-

ções amplas em genética, medicina, análise de imagens, arqueologia, bioinformática, geologia

e geografia, conforme discutido por (DRYDEN; MARDIA, 2016).

O primeiro passo para se obter a forma de um objeto, é adicionar pontos no contorno da

imagem, chamados marcos anatômicos (DRYDEN; MARDIA, 2016). Quando, através de trans-

formações matemáticas adequadas, são removidos os efeitos de escala e locação a partir das

coordenadas de um objeto no espaço dos marcos anatômicos, um novo conjunto de coorde-

nadas de um objeto pode ser obtido. Este conjunto é chamado de coordenadas de pré-formas

e o novo sistema de coordenadas recebe o nome de espaço das pré-formas. A forma é, final-

mente, obtida removendo a informação de rotação das coordenadas pré-formas do objeto. A

informação de rotação é eliminada rotacionando um objeto para que ele fique tão próximo

quanto possível de um molde. O novo conjunto de coordenadas do objeto está dentro de um

novo espaço, que é chamado espaço de formas. Assim, podemos definir o que é a forma de

um objeto. Segundo (KENDALL, 1977): Forma é toda a informação geométrica que permanece

quando efeitos de escala, localização e rotação são removidos de um objeto.

Na sequência, serão detalhadas abordagens específicas para representar formas de objetos.

Apresentaremos o que é uma configuração matemática, o que é uma pré-forma, forma média

e definiremos um importante conceito no âmbito na análise de agrupamento: a distância entre

formas. Essas definições nos permitiram lidar com dados geométricos de maneira eficaz. As

definições abaixo foram extraídas do livro de (DRYDEN; MARDIA, 2016).

3.1 REPRESENTAÇÃO MATEMÁTICA DAS FORMAS

A fim de descrever uma forma, inicialmente, localizaremos um número finito de pontos em

um objeto que são chamados de marcos ou pontos de referência. Na literatura existem vários
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sinônimos para pontos de referência, incluindo vértices, pontos de controle, locais, pontos-

chave, nós, pontos de modelo, marcadores e assim por diante. O marco é a principal fonte

de dados para a descrição dos formas. A posição dos pontos estão associadas às coordenadas

cartesianas do objeto.

Definição: Marcos ou Pontos de referência são pontos de correspondência identificados

em cada objeto, utilizados para estabelecer relações tanto entre os objetos quanto dentro das

populações.

Existem três tipos básicos de marcos em nossas aplicações: matemáticos, pseudo-marcos

e científicos ou anatômicos.

Definição: Marcos matemáticos são pontos definidos em um objeto com base em suas

propriedades matemáticas ou geométricas específicas.

Definição: Pseudo-marcos de referência são pontos construídos em um objeto, posicio-

nados ao longo do contorno ou situados entre marcos científicos ou matemáticos.

A utilização de pseudo-marcos é mais para conceituar a forma do objeto, são úteis no campo

biológico, na correspondência de superfícies, quando os pontos podem ser localizados em uma

grade sobre cada superfície, por exemplo, o cortical, superfície do cérebro ou a superfície do

hipocampo.

Definição: Um marco científico ou anatômico é um ponto definido por um especialista

que apresenta relevância científica ou biológica significativa em um contexto específico.

Podemos citar, por exemplo, o canto do olho ou o encontro de duas suturas em um

crânio como marco anatômico. (OLIVEIRA, 2016) elabora uma imagem interessante para me-

lhor entendimento sobre forma e marcos anatômicos expressa na Figura 1. Pode-se notar a

representação do contorno de peixes, os marcos anatômicos e a configuração da forma.

Figura 1 – Representação de formas e marcos anatômicos.

Fonte: (OLIVEIRA, 2016).
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A fim de descrever a forma de um objeto é necessário especificar um sistema de coordena-

das. Existem vários sistemas de coordenadas, nesse trabalho, vamos considerar o sistema de

coordenadas de (KENDALL, 1977). Em (KENDALL, 1984) foi formalizado e definido os conceitos

básicos para a análise de formas. Um dos pontos mais importantes do trabalho de Kendall

foi a proposta dos sistemas de coordenadas, que possuem finalidade de obter a forma de um

objeto.

Quando digitalizado os marcos, os objetos geralmente possuem tamanhos, posições e ro-

tações diferentes, dentro do equipamento de medição. Por isso, é necessário retirar os efeitos

de locação, escala e rotação do conjunto de dados em ordem para trazê-los para um tamanho,

orientação e posição padronizados antes de uma análise mais aprofundada. Para isso, é preciso

definir uma configuração dos pontos de referência e um espaço de configuração.

Definição: A configuração é o conjunto de pontos de referência de um determinado

objeto. A matriz de configuração X é a matriz 𝑘 × 𝑚 de coordenadas cartesianas de 𝑘 pontos

de referência em 𝑚 dimensão. O espaço de configuração é o espaço de todos as coordenadas

dos marcos.

A matriz de configuração X, também chamada de configuração matemática é representada

da seguinte forma

X =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1,1 . . . 𝑥1,𝑚

𝑥2,1 . . . 𝑥2,𝑚

... . . . ...

𝑥𝑘,1 . . . 𝑥𝑘,𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Nesta dissertação serão considerados os casos onde 𝑘 ≥ 3 e 𝑚 = 2, o que corresponde os

espaço dos marcos anatômicos no R2. Assim, a matriz de configuração X resume-se ao caso

com duas colunas.

3.2 ESPAÇO DE PRÉ-FORMAS

Queremos obter a forma de um objeto, então, algumas transformações matemáticas devem

ser feitas na matriz X para remover os efeitos de locação, escala e rotação. Para 𝑚 = 2,

a configuração matemática deve ser reescrita como um vetor complexo. Defina um vetor
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complexo (𝑘 × 1) tal que

z0 = (z0
1, . . . , z0

k)𝑇 = (𝑥1,1 + 𝑖𝑥1,2, . . . , 𝑥𝑘,1 + 𝑖𝑥𝑘,2)𝑇 , (3.1)

o qual corresponde as coordenadas complexas para os marcos.

Para remover a locação do vetor complexo devemos definir a sub-matriz de Helmert (H).

A matriz de Helmert (H𝐹 ) é uma matriz quadrática ortogonal 𝑘 × 𝑘 com a primeira linha de

elementos igual a 1/
√

𝑘, então a 𝑗-ésima linha possui (𝑗−1) elementos iguais a −1/
√︁

𝑗(𝑗 − 1)

seguido por um elemento igual a (𝑗−1)×1/
√︁

𝑗(𝑗 − 1) e (𝑘−𝑗) zeros. A sub-matriz de Helmert

é a matriz de Helmert sem a primeira linha. Por exemplo, para 𝑘 = 4 a matriz de Helmert é

H𝐹 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1/2 1/2 1/2 1/2

−1/
√

2 1/
√

2 0 0

−1/
√

6 −1/
√

6 2/
√

6 0

−1/
√

12 −1/
√

12 −1/
√

12 3/
√

12

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
e a sub-matriz de Helmert é

H =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
−1/

√
2 1/

√
2 0 0

−1/
√

6 −1/
√

6 2/
√

6 0

−1/
√

12 −1/
√

12 −1/
√

12 3/
√

12

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Para remover a locação do vetor complexo z0, basta multiplicar o vetor pela sub-matriz

de Helmert (H) de dimensão (𝑘 − 1) × 𝑘. A configuração Hermertizada é dada por

w(𝑘−1×1) = H(𝑘−1×𝑘)z0
𝑘×1, (3.2)

onde w representa a configuração z0 sem o efeito de locação.

Dessa forma, pré-multiplicando o vetor w por H𝑇 obtém-se a configuração centrada

H𝑇 w = H𝑇 Hz0 = (𝐼𝑘 − 1
𝑘

1𝑘1𝑇
𝑘 )z0 = z0 − 1

𝑘

𝑘∑︁
𝑗=1

z0
(j)1𝑘.

Para exemplificar, (DRYDEN; MARDIA, 2016) apresenta a configuração matemática de um

indivíduo obtido dos dados de gorilas machos, em que z0 = (53 + 220𝑖, 46 − 35𝑖, 0 + 0𝑖, 0 +

37𝑖, 12 + 122𝑖, 58 + 204𝑖, 93 + 117𝑖, 103 + 28𝑖)𝑇 . Vale notar que a configuração Helmertizada

perde a dimensão original dos dados. Este problema é corrigido com a multiplicação por HT.
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Para remover o efeito de escala deve-se dividir a configuração Helmertizada, obtida na

expressão (3.2) pela sua norma:

z(𝑘−1×1) = w
|w|

= w√
w*w

= H(𝑘−1×𝑘)z0
(𝑘×1)√︁

(H(𝑘−1×𝑘)z0(𝑘×1))*H(𝑘−1×𝑘)z0(𝑘×1)
. (3.3)

onde w* é o transposto do conjugado de w e |.| denota a norma complexa de w. O vetor z,

de acordo com (KENDALL, 1984), é chamado de pré-forma da configuração complexa z0. É

importante notar que a pré-forma é uma forma com o efeito de rotação retido.

Devido à importância da pré-forma no estudo das coordenadas de Kendall, alguns conceitos

importantes devem ser considerados.

Definição: A pré-forma de uma matriz de configuração X é dada por

z𝐹
(𝑘−1×𝑚) = H(𝑘−1)×𝑘X(𝑘×𝑚)

|HX|
. (3.4)

o qual é invariante sob locação e escala da configuração original. A partir dessa Equação

pode-se obter as pré-formas centralizadas de forma que

zCe(𝑘×𝑚) = Ce(𝑘×𝑘)X(𝑘×𝑚)

|CeX|
,

desde que Ce = H𝑇 H. Note que z𝐹 é uma matriz (𝑘 − 1) × 𝑚 enquanto que zCe é uma

matriz 𝑘 × 𝑚. A vantagem em usar zF é por ser de posto completo e sua dimensão é menor

do que a de zCe. Por outro lado, a vantagem de trabalhar com a pré-forma centralizada zCe

é que a representação das coordenadas Cartesianas é coerente com a configuração original,

como pontua (DRYDEN; MARDIA, 2016).

O espaço das pré-formas é o espaço de todas possíveis pré-forma z𝐹 . Ou seja, o espaço de

todos os possíveis vetores de dimensão (𝑘 − 1) que não possuem a informação da locação e

escala. Para pré-formas planas, este espaço é uma hiperesfera complexa de dimensão (𝑘 − 1),

isto é

C𝑆𝑘−2 = {zF : zF*zF = 1, zF ∈ C𝑘−1}, (3.5)

em que C𝑘−1 é o espaço complexo de dimensão (𝑘 − 1) e zF* é o transposto do conjugado

de zF.

Definição: A forma de uma matriz de configuração X é toda a informação geométrica

sobre X que é invariante sobre locação, rotação e escala. A forma pode ser representada como



42

[z] = {𝑒𝑖𝜃zF : 𝜃 ∈ [0, 2𝜋]},

em que 𝜃 é o grupo especial ortogonal de rotações e zF é a pré-forma de X, podendo ser

qualquer uma de suas versões rotacionadas. Para 𝑚 = 2 o espaço da forma é o espaço projetivo

complexo C𝑃 𝑘−2, o espaço de linhas complexas que passam pela origem conforme (KENDALL,

1984).

3.3 FORMA MÉDIA

A obtenção da estimativa da forma média das formas dos objetos é um importante conceito

relacionado com a análise dos dados em análise estatística de formas. Para estimar a forma

média de uma amostra aleatória de configurações, considere z1
0, . . . , zn

0 como uma amostra

aleatória de configurações complexas de uma população de 𝑛 objetos ou indivíduos o qual zi
0

foi definido pela Equação (3.1).

Resultado: A forma média Procrustes completa [𝜇] pode ser encontrada como o autovetor

correspondente ao maior autovalor da soma quadrática complexa e matriz produto

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

wiw*
i

w*
i wi

=
𝑛∑︁

𝑖=1
ziz*

i ,

onde zi = wi/||wi||, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 são as pré-formas.

Assim, [𝜇] é dado pelo autovetor complexo correspondente ao maior autovalor, ou autovetor

dominante de 𝑆. O autovetor é único (até uma rotação - todas as rotações de [𝜇] são também

soluções, mas todos estes correspondem a mesma forma), desde que exista um único autovalor

maior de 𝑆.

Para representar de maneira didática a forma média, a Figura 2, retirada do livro de

(DRYDEN; MARDIA, 2016), ilustra a forma média de gorilas machos e fêmeas. Para obter essa

ilustração foi considerado um conjunto de dados de crânios de gorilas que tem 29 gorilas

machos e 30 gorilas fêmeas.
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Figura 2 – Forma média Procrustes completa de crânios de gorilas machos e fêmeas.

Fonte: (DRYDEN; MARDIA, 2016).

As novas coordenadas resultantes do ajustamento das pré-formas dos objetos à sua forma

média, para uma dada amostra de pré-formas zi, são chamadas ajustes Procrustes ou coor-

denadas Procrustes. Seja uma amostra aleatória de pré-formas e sejam as correspondentes

configurações helmertizadas w1, . . . , wn. De acordo com (DRYDEN; MARDIA, 2016) as confi-

gurações têm uma rotação arbitrária, assim antes de continuar com a análise estatística de

formas, é necessário rotacionar todas as configurações de tal maneira que estejam o mais

próximo possível da forma média amostral e isto é feito pela seguinte equação:

wi
𝑃 = w*

i 𝜇wi

w*
i wi

= z*
i 𝜇zi, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛

onde cada wP
i é o ajuste Procrustes completo de wi em 𝜇. A forma média Procrustes completa

pode ser obtida por tomar a média aritmética das coordenadas Procrustes completa, ou seja,
1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1 wP

i tem a mesma forma como a forma média Procrustes [𝜇].

3.4 DISTÂNCIA ENTRE FORMAS

Um conceito de distância entre duas formas é necessário para definir completamente o

espaço métrico de forma não Euclidiana. Considere duas matrizes de configuração de 𝑘 pontos
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e dimensão 𝑚 = 2, X e Y, e suas configurações centradas e de tamanho unitário (pré-forma

centrada) zx = (zx1, . . . , zxk)𝑇 e zy = (zy1, . . . , zyk)𝑇 , de duas configurações X e Y onde

||zx|| = 1 = ||zy|| e z*
x1𝑘 = 0 = z*

y1𝑘 Dessa forma, a distância Procrustes completa entre

duas formas zx e zy

𝑑𝐹 =
√︁

1 − |z*
xzy|2, 0 ≤ 𝑑𝐹 ≤ 1 (3.6)

Esta distância é invariante aos efeitos de locação, escala e rotação. Consequentemente,

podemos considerar 𝜌 = (1 − 𝑑𝐹 )1/2. Para dados no plano o espaço pré-forma é uma esfera

complexa C𝑆𝑘−2 de raio unitário em dimensão complexa 𝑘 − 1 como expresso em (3.5). O

ângulo entre as pré-formas complexas zx e zy é

𝜌 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(|z*
xzy|), 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝜋/2 (3.7)

Essa quantidade também denominada como geodésica, é definida como o caminho mais

curto entre zx e zy na hiperesfera da pré-forma e não é afetada pela rotação. Consequente-

mente, pode-se ver explicitamente que a distância Procrustes 𝜌 é o ângulo entre as pré-formas

zx e zy, é também chamada de distância Riemanniana. Desde que, o raio da esfera da pré-

forma seja 1 pode-se considerar 𝜌 como sendo a distância ótima no círculo na esfera da

pré-forma.

A distância Procrustes parcial também é invariante quanto a rotação entre zx e zy, é

definida por

𝑑𝑃 =
√︁

2(1 − |z*
xzy|) =

√︁
2(1 − cos 𝜌), 0 ≤ 𝑑𝑝 ≤

√
2 (3.8)

A representação das distâncias definidas em (3.6), (3.7) e (3.8) na hiperespera da pré-forma

pode ser observada por meio da Figura 3.

Um resumo com as distâncias (3.6), (3.7) e (3.8) é apresentada na Tabela 1. Nos algoritmos

de agrupamento desenvolvidos ao longo da pesquisa, usamos uma das distâncias resumidas na

Tabela 1 como critério de dissimilaridade entre as formas.



45

Figura 3 – Ilustração da relação entre as distâncias 𝑑𝐹 , 𝑑𝑃 , e 𝜌 na esfera da pré-forma.

Fonte: (DRYDEN; MARDIA, 2016).

Tabela 1 – Distâncias no espaço de formas.

Distâncias Notação Fórmula Intervalo
Distância Procrustes

Completa 𝑑𝐹 𝑑𝐹 =
√︁

1 − |z*
xzy|2 0 ≤ 𝑑𝐹 ≤ 1

Distância Procrustes
Parcial 𝑑𝑃 𝑑𝑃 =

√︁
2(1 − |z*

xzy|) 0 ≤ 𝑑𝑝 ≤
√

2

Distância Riemanniana 𝜌 𝜌 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠(|z*
xzy|) 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝜋/2

3.5 DISTRIBUIÇÃO BINGHAM COMPLEXA

A distribuição Bingham Complexa introduzida por (KENT, 1994) é uma das principais

distribuições para análise de formas dos marcos em duas dimensões. Foi obtida a partir da dis-

tribuição Bingham real que é utilizada para dados esféricos. A distribuição Bingham Complexa

é uma distribuição no espaço de vetores unitários complexo ou, na esfera unitária complexa.

Vamos considerar o caso de uma distribuição de probabilidade na espera de pré-formas C𝑆𝑘−1,

em que C𝑆𝑘−1 é uma esfera unitária complexa em 𝑘 − 1 dimensão. No caso da análise de for-

mas, com 𝑘 marcos anatômicos e 𝑚 = 2 dimensão, considerando zF como defindido em (3.4),

a distribuiçao Bingham Complexa em C𝑆𝑘−1 denotada por C𝐵𝑘−1(𝐴) tem função densidade

de probabilidade dada por
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𝑓(zF) = 𝑐(𝐴)−1 exp(z𝐹 *𝐴zF), zF ∈ C𝑆𝑘−1 (3.9)

em que, z𝐹 * é o conjulgado transposto complexo de zF, 𝐴 é uma matriz Hermetiana 𝑘 × 𝑘 e

𝑐(𝐴) é uma constante de normalização dada por

𝑐(𝐴) = 2𝜋𝑘−1
𝑘−1∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 exp(𝜆𝑖), 𝑎−1
𝑖 =

∏︁
𝑖 ̸=𝑗

(𝜆𝑗 − 𝜆𝑖)

em que 𝜆1 < 𝜆2 < . . . 𝜆𝑘−1 = 0 denota os autovalores de 𝐴. Note que 𝑐(𝐴) = 𝑐(∧) depende

somente dos autovalores de 𝐴, com ∧ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . , 𝜆𝑘−1), a prova para esse resultado pode

ser encontrada em (DRYDEN; MARDIA, 2016). Além disso, se 𝐴 = 𝐼, então 𝑓(zF) torna-se uma

distribuição uniforme sobre C𝑆𝑘−1 devido a restrição z𝐹 *zF = 1. Uma vez que z𝐹 *zF = 1

para zF ∈ C𝑆𝑘−1 pode-se notar que as matrizes 𝐴 e 𝐴 + 𝛼𝐼 definem a mesma distribuição

Bingham Complexa com 𝑐(𝐴 + 𝛼𝐼) = 𝑐(𝐴)𝑒𝛼, com 𝛼 sendo um número complexo.

A distribuição Bingham Complexa tem a importante propriedade de simetria complexa, em

que zF e 𝑒𝑖𝜃zF tem a mesma distribuição, isto é

𝑓(𝑒𝑖𝜃zF) = 𝑓(zF). (3.10)

Devido a essa propriedade, a distribuição Bingham Complexa é invariante em relação as

rotações das pré-forma zF, fazendo com que seja adequada para o cenário da análise de dados

de formas em duas dimensões (KENT, 1994). Para mais detalhes sobre as propriedade da

distribuição Bingham Complexa ver (KENT, 1994).

Para simular a distribuição Bingham complexa, vários métodos foram propostos por (KENT;

CONSTABLE; ER, 2004). Nesta dissertação, usaremos o método Truncação pelo simplex. Inicial-

mente, gera-se (𝑘 −1) exponenciais truncadas 𝑇 exp(𝜆𝑗), pelo método de aceitação e rejeição

e, então, essas variáveis aleatórias são expressas em coordenadas polares para obter uma dis-

tribuição Bingham Complexa. O Algoritmo 1 representa os passos para simular a distribuição

exponencial truncada multivariada através do método de aceitação e rejeição.
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Algoritmo 1: Simulação da distribuição exponencial truncada

Output: Retorna Distribuição exponencial truncada 𝑆𝑗 ∼ 𝑇 exp(𝜆𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 −

1.

1. Simule uma variável aleatória 𝑈𝑗 ∼ 𝑈 [0, 1], 𝑗 = 1, . . . , 𝑘 − 1.

2. Seja 𝑆
′
𝑗 = −(1/𝜆𝑗) log(1 − 𝑈𝑗(1 − 𝑒−𝜆𝑗 )), 𝑆

′ = (𝑆 ′
1, . . . , 𝑆

′
𝑘−1)𝑇 de modo que 𝑆

′
𝑗 são

amostras aleatórias independentes 𝑇 exp(𝜆𝑗).

3. Se ∑︀𝑘−1
𝑗=1 𝑆

′
𝑗 < 1, estabeleça 𝑆 = 𝑆

′ . Por outro lado, rejeita-se 𝑆
′ e retorne ao passo

1.
O método para simular uma distribuição Bingham Complexa usa (𝑘 − 1) exponenciais

truncadas para gerar um vetor 𝑘 de uma distribuição Bingham Complexa. Seja 𝜆1 ≥ . . . ≥

𝜆𝑘 = 0 os autovalores de −𝐴, com 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑘−1) sendo o vetor dos primeiros 𝑘 − 1

autovalores, o Algoritmo 2 retorna um vetor 𝑘, com zF = (zF
1 , . . . , zF

k ) tem distribuição

Bingham Complexa.

Algoritmo 2: Simulação da Distribuição Bingham complexa

Output: Retorna Distribuição Bingham complexa.

1. Gere 𝑆 = (𝑆1, . . . , 𝑆𝑘−1) onde 𝑆𝑗 ∼ 𝑇𝑒𝑥𝑝(𝜆𝑗) são variáveis aleatórias independentes

usando Algoritmo 1.

2. Se ∑︀𝑘−1
𝑗=1 𝑆

′
𝑗 < 1, escreva 𝑆𝑘 = 1 −∑︀𝑘−1

𝑗=1 𝑆
′
𝑗. Por outro lado volte ao passo 1.

3. Gere ângulos independentes 𝜃𝑗 ∼ 𝑈 [0, 2𝜋], 𝑗 = 1, . . . , 𝑘;

4. Calcule 𝑧𝐹
𝑗 = 𝑆

1/2
𝑗 exp(𝑖𝜃𝑗), 𝑗 = 1, . . . , 𝑘.

Com base na fundamentação teórica apresentada até aqui, abaixo descreveremos o algo-

ritmo 𝑘-means para formas planas, utilizado neste trabalho como referência comparativa para

os métodos de agrupamento espectral propostos.

3.6 ALGORITMO 𝑘-MEANS PARA FORMAS PLANAS

O algoritmo 𝑘-means possui como objetivo particionar 𝑛 observações dentre 𝑘𝑔 grupos

de modo que cada observação pertença ao grupo cuja distância entre essa observação e o

protótipo do grupo é mínima. Adaptamos o algoritmo 𝑘-means introduzido por (MACQUEEN,

1967) para dados de formas planas utilizando como base o trabalho desenvolvido por (AMARAL

et al., 2010).
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Seja um conjunto de 𝑛 objetos ou indivíduos a ser agrupados em um conjunto de 𝑘𝑔

grupos, 𝐶 = (𝐶𝑟, 𝑟 = 1, . . . , 𝑘𝑔). O algoritmo 𝑘-means encontra uma partição minimizando

um critério que mede distância entre pré-formas de grupos e a formas média:

𝐽(𝐶𝑟) =
∑︁
𝑖∈𝐶𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡2(z𝑖, 𝜇r), (3.11)

em que 𝑑𝑖𝑠𝑡2 é uma medida de distância geral como as definidas pelas Equações (3.6), (3.7)

e (3.8). O objetivo do 𝑘-means é minimizar a soma do erro quadrático sobre o grupo 𝑘𝑔

𝐽 =
𝑘𝑔∑︁

𝑟=1

∑︁
𝑖∈𝐶𝑟

𝑑𝑖𝑠𝑡2(z𝑖, 𝜇r).

Uma descrição do algoritmo 𝑘-means (𝑘𝐹 𝑃 ) adaptada para trabalhar com dados de análise

estatística de formas é apresentada no Algoritmo 3. A usual distância Euclidiana foi substituída

por uma das distâncias Procrustes para os dados no espaço de pré-formas.

Algoritmo 3: Agrupamento 𝑘-means para formas planas

Input: Pré-forma definida em (3.3) ou (3.4), número de grupos 𝑘𝑔 e alocação inicial

Output: Grupos 𝐶𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘𝑔)

1. Obtenha a forma média para cada grupo;

2. Atribua cada objeto à forma média do grupo mais próximo, através das Equações

(3.6), (3.7) ou (3.8);

3. Calcule a forma média de cada grupo;

4. Repita os passos 2 e 3 até que a forma média não mude ou um valor ótimo da Equação

(3.11) seja encontrado.
Este algoritmo move os objetos entre os agrupamentos até que a função objetivo não se

altere ou se altere muito pouco, ou até que o número de iterações máxima pré determinado

seja alcançado. O resultado é um conjunto de grupos com indivíduos com características ho-

mogêneas dentro dos grupos e com características heterogêneas entre os grupos. Apesar do

algoritmo convergir rapidamente para uma solução, essa solução encontrada depende da alo-

cação inicial, logo o método pode convergir para um ótimo local. A partir daqui, chamaremos

esse algoritmo de 𝑘𝐹 𝑃 , algoritmo 𝑘-means para formas planas.
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4 CONTRIBUIÇÕES ALGORÍTMICAS

O agrupamento é uma das técnicas mais consolidadas na análise multivariada. O desenvolvi-

mento de novos métodos nessa área é essencial para aprofundar a compreensão e o tratamento

de dados complexos em diversas disciplinas. Com o crescimento exponencial no volume e na

diversidade dos dados, os métodos tradicionais muitas vezes se mostram insuficientes para cap-

turar padrões intrínsecos, especialmente em contextos com alta dimensionalidade, presença de

ruído ou estruturas não lineares. Abordagens inovadoras possibilitam a identificação de agrupa-

mentos mais representativos, aumentando a precisão das análises e proporcionando resultados

mais confiáveis, o que contribui para uma tomada de decisão mais eficaz em múltiplas áreas

do conhecimento.

Os avanços tecnológicos têm levado à coleta rotineira de informações geométricas, tor-

nando o estudo das formas dos objetos cada vez mais relevante. A análise de formas é uma

área promissora e eficaz para lidar com dados geométricos e estruturas morfológicas. A forma-

lização desse campo, proposta por (KENDALL, 1984), define a forma como uma representação

em um sistema de coordenadas baseado em marcos anatômicos, situadas em um espaço não

Euclidiano. Em muitos contextos da análise de formas, há interesse em agrupar conjuntos de

dados; no entanto, uma limitação significativa dos algoritmos de agrupamento convencionais

é que eles foram projetados para operar em espaços Euclidianos. Isso se deve ao fato de que

tais algoritmos, em geral, utilizam a distância Euclidiana como medida de dissimilaridade, o

que pressupõe que os dados estejam inseridos em um espaço Euclidiano. Diante disso, torna-

se necessário o desenvolvimento de algoritmos específicos capazes de operar em espaços não

Euclidianos, especialmente quando se trabalha com dados no espaço de formas.

O desenvolvimento de novos algoritmos de agrupamento espectral tem revolucionado a

análise de dados complexos, permitindo a identificação de estruturas intrínsecas em conjuntos

de dados de alta dimensionalidade. As novas abordagens incorporam métodos dinâmicos para

lidar com estruturas de dados diverso, expandindo a aplicabilidade do agrupamento espectral

em várias áreas. Nesta pesquisa foram propostos algoritmos de agrupamento espectral adap-

tados para particularidades dos dados da área de análise estatística de formas de objetos. Os

algoritmos de agrupamento espectral de (NG; JORDAN; WEISS, 2001), (LIU L; CHEN, 2013),

(WANG et al., 2017), (LUXBURG, 2007) ganharam novas versões utilizando uma nova medida

de distância para dados de formas planas. A seguir, apresentaremos os algoritmos que foram
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desenvolvidos ao longo desse trabalho.

4.1 ALGORITMO DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL CLÁSSICO PARA FORMAS PLA-

NAS

O primeiro algoritmo de agrupamento espectral adaptado para dados da área de análise

estatística de formas de objetos, que chamaremos de algoritmo espectral clássico para formas

planas (𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 ), foi baseado no algoritmo proposto por (NG; JORDAN; WEISS, 2001).

Nesse trabalho, o particionamento espectral do grafo é obtido utilizando o segundo auto-

vetor da matriz Laplaciana. Aqui, o autovetor é visto como uma solução para uma relaxação

do problema de particionamento do grafo, em que é possível mostrar que cortes baseados no

segundo autovetor fornecem uma aproximação garantida do corte ideal (CHUNG, 1997). Os

autores se basearam no trabalho de (WEISS, 1999) e (MEILA; SHI, 2000).

O algoritmo de (NG; JORDAN; WEISS, 2001) constrói a matriz de Similaridade utilizando

a função kernel gaussiana definida em (2.1). Em posse da matriz de Similaridade, constrói

a matriz Laplaciana (L) e extrai os 𝑘𝑔 autovetores associados aos 𝑘𝑔 maiores autovalores

de L, normalizando-os em seguida; O agrupamento é obtido usando o algoritmo 𝑘𝑔-means

clássico, já que na etapa de obtenção dos autovetores de L, mapea-se os dados para dimensão

R𝑘𝑔 , formando grupos mais compactos, podendo obter um bom resultado no agrupamento

utilizando o 𝑘-means. Esse algoritmo difere do método proposto por (MEILA; SHI, 2000), neste

os autores normalizam a matriz de Similaridade e usam seus autovetores em vez de L para

obter o agrupamento, além disso, não normalizam os autovetores obtidos.

No trabalho de (JAYASUMANA et al., 2013) é apresentado o núcleo gaussiano de Procrustes,

um núcleo definido positivo comprovadamente na variedade de formas. Para utilizar o espaço

de Hilbert é preciso, de acordo com o teorema de Mercer, que a função kernel seja definida

positiva para definir um espaço válido. Sendo definida positiva, esta função kernel permite

incorporar a variedade de formas em um espaço de Hilbert de alta dimensão. A vantagem

de tal incorporação é permitir o uso de métodos de reconhecimento bem estabelecidos que

requerem geometria linear, além de incorporar um espaço de dimensão inferior em um espaço

de dimensão superior, ajudando a identificar padrões complexos em determinado distribuição

de dados.

O kernel proposto por (JAYASUMANA et al., 2013) é inspirado na função de base radial

gaussiano (RBF), eficaz em espaços Euclidianos. Mais especificamente, substituem a distância
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Euclidiana no RBF pela distância Procrustes completa, definida em (3.6), na variedade de

formas. Isso produz o kernel 𝑘𝑃 (z𝑖, z𝑗) = exp(−𝑑2
𝐹 (z𝑖, z𝑗)/2𝜎2), denominado Kernel gaussiano

de Procrustes, que é positivo definido.

Teorema: O kernel gaussiano de Procrustes, 𝑘𝑃 : (𝑆𝑃𝑚 × 𝑆𝑃𝑚) → R:

𝑘𝑝(z𝑖, z𝑗) = exp(−𝑑2
𝐹 (z𝑖, z𝑗)/2𝜎2), (4.1)

é um kernel definido positivo para todo 𝜎 ∈ R, em que 𝑑𝐹 é a distância Procrustes

completa entre duas formas.

Para detalhes quanto a prova desse teorema ver (JAYASUMANA et al., 2013). A proposta

do trabalho consiste na adaptação do cálculo da matriz de similaridade no algoritmo de (NG;

JORDAN; WEISS, 2001) com base na função kernel, usando a distância de Procrustes completa,

uma vez que esta é a única distância que satisfaz as condições de Mercer, como provado em

(JAYASUMANA et al., 2013).

O Algoritmo 4 resume o passo a passo para obter o agrupamento de formas utilizando o

algoritmo espectral clássico para formas planas.

Algoritmo 4: Agrupamento espectral clássico para formas planas

Input: Pré-forma definida em (3.3) ou (3.4) e número de grupos 𝑘𝑔

Output: Grupos 𝐶𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘𝑔)

1. Calcule a matriz de Similaridade 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛, utilizando (4.1);

2. Calcule a matriz Laplaciana normalizada;

3. Encontre os 𝑘𝑔 autovetores de L associados aos seus 𝑘𝑔 maiores autovalores;

4. Construa uma matriz Z concatenando os 𝑘𝑔 autovetores associados aos 𝑘𝑔 maiores

autovalores de L;

5. Obtenha a matriz Y normalizada através de Z , aplicando 𝑦𝑖𝑗 = 𝑧𝑖𝑗/
∑︀𝑘𝑔

𝑟=1 𝑧2
𝑖𝑟, fazendo

com que todas as linhas de Z tenham norma unitária;

6. Usando Y, obter os grupos utilizando o algoritmo 𝑘-means clássico.
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4.2 ALGORITMO DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL COMBINADO COM AGRUPAMENTO

HIERÁRQUICO PARA FORMAS

O segundo algoritmo de agrupamento espectral adaptado para dados da área de análise

estatística de formas de objetos, que chamaremos de algoritmo espectral hierárquico para

formas planas (𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 ), foi baseado no algoritmo desenvolvido por (LIU L; CHEN, 2013).

No trabalho de (LIU L; CHEN, 2013), o agrupamento é obtido utilizando método hierárquico

aglomerativo para agrupar o conjunto de dados. Os autores consideram que ao utilizarem o

método hierárquico, o agrupamento espectral considera a relação entre a vizinhança e lida

de forma mais eficaz quando diante de dados de vizinhos ruidosos. Sendo assim, o algo-

ritmo espectral hierárquico adaptado para dados de formas planas desenvolvido nesse pesquisa

é semelhante ao algoritmo espectral clássico para formas planas apresentado anteriormente

diferenciando-se, porém, no método de agrupamento utilizado na etapa final do algoritmo,

sendo utilizado um dos método de agrupamento hierárquico aglomerativo discutidos anterior-

mente.

O Algoritmo 5 resume o passo a passo para obter o agrupamento de formas utilizando o

algoritmo espectral hierárquico para formas planas.

Algoritmo 5: Agrupamento espectral hierárquico para formas planas

Input: Pré-forma definida em (3.3) ou (3.4) e número de grupos 𝑘𝑔

Output: Grupos 𝐶𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘𝑔)

1. Calcule a matriz de Similaridade 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛, utilizando (4.1);

2. Calcule a matriz Laplaciana normalizada;

3. Encontre os 𝑘𝑔 autovetores de L associados aos seus 𝑘𝑔 maiores autovalores;

4. Construa uma matriz Z concatenando os 𝑘𝑔 autovetores associados aos 𝑘𝑔 maiores

autovalores de L;

5. Obtenha a matriz Y normalizada através de Z , aplicando 𝑦𝑖𝑗 = 𝑧𝑖𝑗/
∑︀𝑘

𝑟=1 𝑧2
𝑖𝑟, fazendo

com que todas as linhas de Z tenham norma unitária;

6. Usando Y, obter os grupos utilizando o algoritmo hierárquico aglomerativo.
A ideia principal do algoritmo é, portanto, utilizar o agrupamento hierárquico em vez do 𝑘-

means no agrupamento espectral clássico com o intuito de eliminar as informações enganosas

de vizinhos ruidosos nos dados. Esse algoritmo apresenta limitações quando diante de grandes
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bases de dados.

4.3 ALGORITMO DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL BASEADO EM CRITÉRIO DE SI-

MILARIDADE E DISSIMILARIDADE PARA FORMAS PLANAS

O terceiro algoritmo de agrupamento espectral adaptado para dados da área de análise

estatística de formas de objetos, que chamaremos de algoritmo espectral similaridade e dissi-

milaridade para formas planas (𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 ), foi baseado no algoritmo desenvolvido por (WANG

et al., 2017).

O trabalho de (WANG et al., 2017) propõe um algoritmo de agrupamento espectral baseado

em um critério de similaridade e dissimilaridade, incorporando um critério de dissimilaridade no

critério de corte normalizado do grafo. O critério de partição desempenha um papel importante

no desempenho de agrupamento espectral. Esses critérios têm suas vantagens e desvantagens

(DING et al., 2024), no entanto, são projetados de acordo com o critério de similaridade.

No critério de corte normalizado (SHI; MALIK, 2000) a similaridade entre grupos tem um

impacto negativo em maximizar a similaridade dentro do grupo. Para reduzir esse efeito nega-

tivo, (WANG et al., 2017) introduz o conceito de dissimilaridade no critério de corte normalizado

para tornar a semelhança e dissimilaridade das amostras mais claras e melhorar o desempenho

do agrupamento.

Suponha que um grafo 𝐺 seja particionado em dois subgrafos 𝑋1 e 𝑋2 onde 𝑋1 ∪𝑋2 = 𝑉

e 𝑋1 ∩ 𝑋2 = ∅. A Equação (2.3) pode, também, ser escrita como:

𝑁𝑐𝑢𝑡(𝑋1, 𝑋2) = 𝑐𝑢𝑡(𝑋1, 𝑋2)
𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝑋1, 𝑉 ) + 𝑐𝑢𝑡(𝑋1, 𝑋2)

𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝑋2, 𝑉 ) , (4.2)

onde 𝑐𝑢𝑡(𝑋1, 𝑋2) = ∑︀
𝑥𝑢∈𝑋1

∑︀
𝑥𝑣∈𝑋2 𝑊𝑢𝑣 e 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝑋𝑖, 𝑉 ) = ∑︀

𝑥𝑢∈𝑋𝑖

∑︀
𝑥𝑝∈𝑉 𝑊𝑢𝑣.

Na verdade, 𝑐𝑢𝑡(𝑋1, 𝑋2) pode ser considerado como a similaridade entre grupos, e 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐(𝑋𝑖, 𝑉 )

é a soma da similaridade entre grupos e similaridade dentro do grupo. O critério de corte norma-

lizado pode não apenas maximizar o similaridade dentro dos grupos, mas também maximizar a

dissimilaridade entre grupos. O que é mais importante é que o corte normalizado também pode

evitar com eficiência a preferência de partição de pequena região que ocorre frequentemente

no critério 𝑚𝑖𝑛𝐶𝑢𝑡. Outra forma de representar 4.2 é:

𝑚𝑖𝑛𝑦 = yT(D − W)y
yTDy

. (4.3)
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onde D é uma matriz diagonal cujos elementos d𝑖𝑖 = ∑︀𝑛
𝑗=1 𝑊𝑖𝑗. A solução de 4.3 é

equivalente a solução de (D − W)y = 𝜆Dy.

O objetivo do corte normalizado é maximizar a similaridade dentro do grupo e minimizar

a semelhança entre grupos, mas o denominador do objetivo em (4.3), pode ser visto aproxi-

madamente como a soma da similaridade dentro do grupos e da similaridade entre grupos.

É um contradição que maximizamos yTDy enquanto faz o a similaridade entre grupos seja

minimizada. Note que, se a similaridade dentro do grupo for grande o suficiente, o efeito da

similaridade entre grupos sobre o denominador pode ser ignorado. Mas a maximização simi-

laridade entre grupos no denominador ainda tem alguns efeitos negativos no desempenho do

agrupamento.

A suposição de agrupamento é maximizar a similaridade dentro do grupo e, simultanea-

mente, minimizar a similaridade entre grupos, que também pode ser descrita como minimizar

a dissimilaridade dentro do grupo e maximizar a dissimilaridade entre os grupo, chamado de

critério da dissimilaridade. Seja Q a matriz de dissimilaridade, onde Q𝑖𝑗 está em proporção

direta com a distância, quanto menor é a semelhança, maior a dissimilaridade. Se (2.1) for

selecionado para medir a similaridade, então a medida da dissimilaridade é dado por

Q𝑖𝑗 = 1 − exp
(︃

−||x𝑖 − x𝑗||2

2𝜎2

)︃
.

Importante destacar que (WANG et al., 2017) não considera um valor fixo para 𝜎2, como

nos algoritmos anteriores, 𝜎2 é calculado de acordo com (ZELNIK-MANOR; PERONA, 2004).

Portanto, Q𝑖𝑗 é reescrito como

Q𝑖𝑗 = 1 − exp
(︃

−||x𝑖 − x𝑗||2

𝜎i𝜎j

)︃
. (4.4)

Queremos reduzir o efeito da similaridade entre grupos no denominador do objetivo em

(4.3) no corte normalizado. Assim, introduzimos o critério de dissimilaridade no denominador

do objetivo em (4.3), obtemos:

𝑚𝑖𝑛𝑦 = yT(D − W)y
(1 − m)yTDy − myTQy

, (4.5)

onde 0 < 𝑚 ≤ 1 é um fator de compensação que determina o influência do critério de

dissimilaridade. Quanto maior o fator 𝑚, maior será a influência. Se 𝑚 = 0, então o método

proposto aqui é totalmente igual ao agrupamento espectral baseado em corte normalizado.
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Teorema : Dado 0 < 𝑚 ≤ 1 em (4.5), a similaridade entre grupos no denominador de

(4.5) tem menor peso que a similaridade entre os grupos no denominador de (4.3).

A prova do Teorema se encontra em (WANG et al., 2017). Esse Teorema afirma que o efeito

da similaridade entre grupos na maximização da similaridade dentro dos grupos pode ser redu-

zido desde que o critério de dissimilaridade seja introduzido no critério de corte normalizado.

Note que, quando Q𝑖𝑗 é muito pequeno, contribui menos para o segundo termo do deno-

minador e as duas amostras xi e xj tendem a ser particionados no mesmo grupo. Ao mesmo

tempo, a semelhança W𝑖𝑗 no numerador é grande. Quando Q𝑖𝑗 é muito grande, as duas amos-

tras xi e xj tendem ser particionadas em grupos diferentes. Devido ao efeito de Q𝑖𝑗, o valor

de 𝑚Q𝑖𝑗 no denominador também é muito grande. Neste caso, embora tenhamos aumento

no valor de (𝑦𝑖 − 𝑦𝑗)2 para fazer os pontos de dados estando longe um do outro, não teria um

enorme efeito na otimização do objetivo. Fazendo isso, podemos aumentar a dissimilaridade

entre os grupos.

Podemos, agora, apresentar o agrupamento espectral similaridade e dissimilaridade para

formas planas expresso no Algoritmo 6.

Algoritmo 6: Agrupamento espectral similaridade e dissimilaridade para formas planas

Input: Pré-forma definida em (3.3) ou (3.4) e número de grupos 𝑘𝑔

Output: Grupos 𝐶𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘𝑔)

1. Calcule a matriz de Similaridade 𝑊 = (𝑤𝑖𝑗) ∈ R𝑛×𝑛, utilizando (4.1) e (ZELNIK-

MANOR; PERONA, 2004) e gere 𝑄 de acordo com (4.4);

2. Encontre os 𝑘𝑔 autovetores associados aos seus 𝑘𝑔 maiores autovalores (D − W) e

((1 − 𝑚)D − 𝑚Q);

3. Construa uma matriz Z concatenando os 𝑘𝑔 autovetores associados aos 𝑘𝑔 maiores

autovalores de L;

4. Obtenha a matriz Y normalizada através de Z , aplicando 𝑦𝑖𝑗 = 𝑧𝑖𝑗/
∑︀𝑘

𝑟=1 𝑧2
𝑖𝑟, fazendo

com que todas as linhas de Z tenham norma unitária;

5. Usando Y, obter os grupos utilizando o algoritmo 𝑘-means clássico.
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4.4 ALGORITMO DE AGRUPAMENTO ESPECTRAL BASEADO EM K-NN PARA FOR-

MAS PLANAS

O quarto algoritmo de agrupamento espectral adaptado para dados da área de análise

estatística de formas de objetos, que chamaremos de algoritmo espectral baseado em 𝑘-NN

para formas planas (𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 ), constrói a matriz de similaridade dos dados por meio de

𝑘-vizinhos mais próximos (LUXBURG, 2007).

O algoritmo 𝑘-vizinhos mais próximos (𝑘-NN) é um método, frequentemente, usado em

classificação desenvolvido por (FIX, 1985). Um objeto é classificado considerando seus 𝑘𝑣

vizinhos mais próximos, sendo assim, o uso do algoritmo 𝑘-NN envolve a definição de uma

métrica de distância a ser calculada a fim de determinar os vizinhos mais próximos; e um valor

para o parâmetro 𝑘𝑣, que determina o número de vizinhos considerados próximos ao objeto.

Seja um conjunto de dados x1, . . . , xn e alguma similaridade 𝑠𝑖𝑗 ≥ 0 entre todos os pares

de dados x𝑖 e x𝑗. Em seguida, construa um grafo 𝐺 = (𝑉, 𝐸) em que os dados são os vértices

do grafo e os valores da similaridade são os pesos de cada aresta. O objetivo é conectar o

vértice 𝑣𝑖 com o vértice 𝑣𝑗, se 𝑣𝑗 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑖, isto é: conecte

𝑣𝑖 e 𝑣𝑗 com uma aresta não direcionada se 𝑣𝑖 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑗 ou

se 𝑣𝑗 estiver entre os 𝑘-vizinhos mais próximos de 𝑣𝑗. A matriz resultante é o que geralmente

é chamado de matriz de 𝑘-vizinho mais próximo.

Seja {𝑥𝑝
𝑖 | 𝑝 ∈ {1, . . . , 𝑛 − 1}} a sequência dos 𝑛 − 1 vizinhos mais próximos do ponto

𝑥𝑖, ordenados da menor para a maior distância, segundo uma métrica apropriada. Aqui, 𝑥𝑝
𝑖

denota o índice do 𝑝-ésimo vizinho mais próximo de 𝑥𝑖 no conjunto de dados. A matriz de

similaridade W(𝑘), associada ao grafo dos 𝑘-vizinhos mais próximos, é definida por:

W(𝑘)
𝑖𝑗 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, se 𝑗 ∈ 𝒩𝑘(𝑖) ou 𝑖 ∈ 𝒩𝑘(𝑗)

0, caso contrário,

(4.6)

Note que, 𝑗 representa o índice de um ponto do conjunto de dados — assim como 𝑖; W(𝑘)
𝑖𝑗

tem dimensão 𝑛×𝑛 onde 𝑛 é o tamanho da amostra e 𝒩𝑘(𝑖) denota o conjunto dos 𝑘-vizinhos

mais próximos do ponto 𝑥𝑖 e 𝒩𝑘(𝑗) denota o conjunto dos 𝑘 vizinhos mais próximos do ponto

𝑥𝑗. No contexto de análise de formas, considere 𝑥𝑝
𝑖 como definido em (3.3) ou (3.4).

O Algoritmo 7 resume o passo a passo para obter o agrupamento de formas utilizando o

algoritmo espectral baseado em 𝑘-NN para formas planas.
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Algoritmo 7: Agrupamento espectral baseado em 𝑘-NN para formas planas

Input: Pré-forma definida em (3.3) ou (3.4) e número de grupos 𝑘𝑔

Output: Grupos 𝐶𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑘𝑔)

1. Calcule a matriz de Similaridade 𝑊 𝑘 ∈ R𝑛×𝑛, utilizando (4.6);

2. Calcule a matriz Laplaciana normalizada;

3. Encontre os 𝑘𝑔 autovetores de L associados aos seus 𝑘𝑔 maiores autovalores;

4. Construa uma matriz Z concatenando os 𝑘𝑔 autovetores associados aos 𝑘𝑔 maiores

autovalores de L;

5. Obtenha a matriz Y normalizada através de Z , aplicando 𝑦𝑖𝑗 = 𝑧𝑖𝑗/
∑︀𝑘

𝑟=1 𝑧2
𝑖𝑟, fazendo

com que todas as linhas de Z tenham norma unitária;

6. Usando Y, obter os grupos utilizando o algoritmo 𝑘-means clássico.
Ao utilizar o método 𝑘-NN para a construção da matriz de similaridade dos dados no

agrupamento espectral, a escolha de 𝑘𝑣 pode ter uma influência significativa no precisão dos

grupos detectados (ZHANG et al., 2017). Em seu trabalho, (VEENSTRA; COOPER; PHELPS, 2016)

apresenta os benefícios de construir uma matriz de similaridade unindo o grafo 𝑘-NN e a árvore

geradora mínima da matriz de Similaridade negada, desenvolvendo uma versão do algoritmo

espectral menos dependente da escolha de 𝑘𝑣. Nesse trabalho, testamos diversos valores para

𝑘𝑣 = {5, 6, 7, 8, 9, 10}, consideramos 𝑘𝑣 = 6, uma vez que para os demais valores, não houve

mudança no resultado do agrupamento.
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5 AVALIAÇÃO NUMÉRICA E RESULTADOS

Para validar os métodos de agrupamento espectral para análise estatística de formas planas,

sete aplicações com os conjuntos de dados reais de Crânios Gorilas, Crânios de Orangotangos,

Crânios de Chimpanzés, Crânios de Macacos, Cérebros de adultos saudáveis, Vértebras de ratos

e Cérebros de pacientes esquizofrênicos e não esquizofrênicos. Além dos dados reais, foram

utilizados conjuntos de dados simulados com diferentes concentrações, utilizando experimento

Monte Carlo no espaço de pré-formas que corresponde a uma esfera no espaço complexo

através da distribuição Bingham complexa, em que a distância Procustes completa substituiu as

medidas de distância comumente usadas em algoritmos de agrupamento no espaço Euclidiano.

Os algoritmos utilizados nos experimentos foram implementados na linguagem de progra-

mação (R, 2024) (ver http://cran.r-project.org) utilizando o ambiente de programação RStudio

na sua versão 4.3.2 disponível em https://www.rstudio.com/. Da linguagem de programação

(R, 2024), foi utilizado o pacote shapes desenvolvido por (DRYDEN; MARDIA, 2016) que possui

diversas funções que nos auxiliaram no desenvolvimento dos algoritmos para análise estatística

de formas. A avaliação do desempenho dos algoritmos nos conjuntos de dados foi realizada

através do índice de Rand corrigido (IRC) (HUBERT; ARABIE, 1985).

5.1 ÍNDICE DE RAND CORRIGIDO

Em (HUBERT; ARABIE, 1985), os autores definiram índices através da comparação de duas

partições. Quando duas partições são independentes, no sentido em que uma depende dos

valores no conjunto de dados e a outra não, a distribuição de alguns desses índices pode ser

estabelecida a partir de uma perspectiva teórica.

O índice de Rand corrigido é um índice externo de avaliação que mede a similaridade entre

uma partição rígida a priori e uma partição obtida fornecida por um algoritmo de agrupamento.

O índice de Rand corrigido tem seus valores contidos no intervalo [-1,1], tal que quanto mais

próximos de 1, mais semelhante a partição encontrada pelo método e à partição definida a

priori; enquanto valores perto de 0 (ou mesmo negativos) correspondem a partições obtidas

por acaso. Faremos uma definição mais formal do índice de Rand corrigido a seguir.

Seja 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑖, . . . , 𝑢𝑅} e 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑗, . . . , 𝑣𝐶} duas partições do mesmo

conjunto de dados tendo respectivamente 𝑅 e 𝐶 grupos. O índice de Rand corrigido é dado
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pela Equação (5.1):

𝐼𝑅𝐶 =
∑︀𝑅

𝑖=1
∑︀𝐶

𝑗=1

(︁
𝑛𝑖𝑗

2

)︁
−
(︁

𝑛
2

)︁−1∑︀𝑅
𝑖=1

(︁
𝑛𝑖.

2

)︁∑︀𝐶
𝑗=1

(︁
𝑛.𝑗

2
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1
2 [∑︀𝑅
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(︁
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(︁
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] −
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𝑛
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𝑛𝑖.

2

)︁∑︀𝐶
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(︁
𝑛.𝑗

2

)︁ (5.1)

onde
(︁

𝑛
2

)︁
= 𝑛(𝑛−1)

2 e 𝑛𝑖𝑗 representam o número de objetos em comum que estão nos grupos

𝑢𝑖 e 𝑣𝑖; 𝑛𝑖 indica o número de objetos no grupo 𝑢𝑖; 𝑛.𝑗 indica o número de objetos no grupo

𝑣𝑗; e 𝑛 é o número total de objetos no conjunto de dados.

5.2 AVALIAÇÃO NUMÉRICA - SIMULAÇÕES

O conjunto de dados simulados no espaço de pré-formas foi gerado com distribuição

Bingham complexa, cuja densidade é definida em (3.9). Foram utilizados três marcos anatô-

micos (𝑘 = 3) para amostras com número total de objetos igual a 𝑛 = 30 e 𝑛 = 50.

Diferentes valores para a concentração 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) foram utilizados, gerando três cená-

rios: 𝜆1 = (900, 100, 1), 𝜆2 = (600, 50, 1) e 𝜆3 = (100, 40, 1), em que a concentração dos

dados vai diminuindo, isto é: 𝜆1 > 𝜆2 > 𝜆3. Foi considerado 100 réplicas de Monte Carlo.

Em cenários de alta concentração dos dados (baixa variabilidade), as observações tendem a

se agrupar em torno de valores centrais ou regiões específicas do espaço de dados, com pouca

dispersão entre elas. Essa característica indica que os dados apresentam um grau elevado de

homogeneidade, o que pode simplificar algumas análises ao reduzir a necessidade de lidar com

outliers ou padrões altamente complexos.

Um dos grupos das amostras foi rotacionado para obter dois grupos com médias diferentes.

E para tanto, o grau de rotação para as análises foi de 0.05𝜋. Para garantir que as amostras

geradas possuem diferenças estatísticas significativas, foram considerados os testes apresenta-

dos por (AMARAL; DRYDEN; WOOD, 2007) para diferenças de médias. Ou seja, iremos testar

se as médias dos dois grupos são diferentes, se o 𝑝-valor do teste for menor que o nível de

significância (𝛼 = 5%, adotado) rejeita-se a hipótese nula e conclui-se que os grupos possuem

médias diferentes.

5.2.1 Resultado das simulações no espaço de pré-formas

As Tabelas 2, 3 e 4 apresentam os resultados obtidos pelos algoritmos propostos no espaço

de pré-formas, considerando os diversos cenários de concentração dos dados e para amostras
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de tamanho 𝑛 = 30 e 𝑛 = 50.

Tabela 2 – Médias dos índices de Rand corrigido para o cenário 𝜆 = (900, 100, 1).

Método 𝑛 = 30 𝑛 = 50
𝑘𝐹 𝑃 0,6356 (0,4764) 0,6286 (0,4814)

𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 0,5447 (0,1281) 0,5672 (0,096)
𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 0,5140 (0,1208) 0,5271 (0,1107)

𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 0,5053 (0,1123) 0,5241 (0,0901)
𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 0,4811 (0,1455) 0,5063 (0,1194)

Fonte: Elaborado pela autora.

A Tabela 2 apresenta as médias dos índices de Rand corrigido (com o respectivo desvio

padrão entre parênteses) para os algoritmos de agrupamento espectral e o algoritmo 𝑘-means

para dados de formas planas considerando o cenário 𝜆 = (900, 100, 1). Os resultados para o

método 𝑘𝐹 𝑃 mostram desempenho semelhante entre os tamanhos amostrais, mas com alta

variabilidade quando comparado aos métodos espectrais. Os algoritmos espectrais adaptados

para formas planas 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 , 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 , 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 e 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 apresentaram desempenho

consistente entre os dois tamanhos amostrais, com variações nas médias e desvios padrão

que sugerem maior estabilidade e desempenho aprimorado para 𝑛 = 50. O método 𝑘𝐹 𝑃

destacou-se com os maiores índices médios, ainda que os métodos espectrais tenham mostrado

desempenhos competitivos. O método 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 apresentou os menores valores médios

dentre os algoritmos espectrais propostos.

Tabela 3 – Médias dos índices de Rand corrigido dos algoritmos para o cenário 𝜆 = (600, 50, 1).

Método 𝑛 = 30 𝑛 = 50
𝑘𝐹 𝑃 0,0387 (0,113) 0,023 (0,169)

𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 0,2748 (0,121) 0,2972 (0,085)
𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 0,2723 (0,119) 0,2847 (0,1086)

𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 0,2824 (0,112) 0,2986 (0,1051)
𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 0,2918 (0,1339) 0,3177 (0,1138)

Fonte: Elaborado pela autora.

Os resultados dos índices de Rand corrigido para diferentes algoritmos aplicados ao cenário

𝜆 = (600, 50, 1), em que a concentração dos dados é menor que o cenário anterior são

mostrados na Tabela 3. O método 𝑘𝐹 𝑃 obteve os menores valores médios, indicando baixa

consistência e alta variabilidade. Já os métodos espectrais adaptados para o estudo de formas

planas apresentaram valores médios melhores em comparação com o método 𝑘𝐹 𝑃 . Entre os
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métodos espectrais, o método 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 se destaca com o melhor desempenho geral entre

os métodos espectrais.

Ao compararmos os resultados das Tabelas 2 e 3 observa-se que os índices de Rand corrigido

diminuíram para todos os métodos no cenário 𝜆 = (600, 50, 1), indicando pior desempenho dos

algoritmos em um cenário de menor concentração de dados. No entanto, métodos espectrais

mantiveram melhor desempenho relativo em comparação ao método 𝑘-means adaptado para

formas planas. Isso já era esperado, já que o método 𝑘-means apresenta bons desempenhos

em cenários de alta concentração de dados (baixa variabilidade), pois esse contexto favorece

a convergência para o ótimo global.

Tabela 4 – Médias dos índices de Rand corrigido dos algoritmos para o cenário 𝜆 = (100, 40, 1).

Método 𝑛 = 30 𝑛 = 50
𝑘𝐹 𝑃 0,0329 (0,101) 0,0526 (0,121)

𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 0,1012 (0,102) 0,1590 (0,075)
𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 0,089 (0,085) 0,1196 (0,079)

𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 0,1289 (0,098) 0,1535 (0,088)
𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 0,1473 (0,103) 0,1597 (0,084)

Fonte: Elaborado pela autora.

A Tabela 4 apresenta os resultados dos índices de Rand corrigido para diferentes algoritmos

no cenário 𝜆 = (100, 40, 1). O método 𝑘𝐹 𝑃 continua com os menores valores médios entre os

algoritmos. Esses resultados indicam fraco desempenho e alta variabilidade para o método 𝑘𝐹 𝑃

em cenários em que a concentração dos dados vai diminuindo e sua variabilidade aumentando.

Comparado aos cenários anteriores, o desempenho geral no cenário 𝜆 = (100, 40, 1) é o

mais baixo, indicando que a menor concentração e maior dispersão dos dados impactaram

negativamente todos os métodos. Contudo, os métodos espectrais continuam se destacando

como os melhores algoritmos em termos de robustez, mesmo em condições desafiadoras.

De modo geral, os métodos espectrais 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 e 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 mostram maior consistência

e adaptabilidade, enquanto que o 𝑘𝐹 𝑃 apresenta desempenho fraco em cenários de menor

concentração.

5.3 AVALIAÇÃO NUMÉRICA - DADOS REAIS

Além dos conjuntos de dados simulados, sete conjuntos de dados reais de formas de objetos

foram utilizados nesta pesquisa: Crânios de Gorilas, Crânios de Orangotangos, Crânios de
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Chimpanzés, Crânios de macacos, Cérebro de adultos saudáveis, Vértebra de Ratos e Cérebros

de esquifrênicos e não esquizofrênicos. Esses conjuntos de dados são clássicos da literatura

da análise estatística de formas. Além do interesse em realizar análise de agrupamento com

o intuito de agrupar os dados em grupos, em que os objetos dentro de um mesmo grupo

sejam mais similares entre si, por vezes queremos investigar como a forma muda durante o

crescimento ou evolução, como a forma está relacionada ao tamanho, como a forma é afetado

por doenças, como a forma está relacionada a outras covariáveis, como gênero, idade ou

condições ambientais e como descrever a variabilidade da forma. A seguir, faremos uma breve

descrição dos conjuntos de dados utilizados para validar os métodos propostos. Os conjuntos

de dados estão disponíveis para acesso via pacotes shapes, e as informações descritas abaixo

podem ser acessadas em (DRYDEN, 2023)

1. Crânios de Gorilas: O conjunto de dados Crânios de Gorilas pode ser acessado via pa-

cote shapes. Contém 59 objetos, sendo 29 de gorilas machos e 30 de gorilas fêmeas, que

foram obtidos em uma investigação para avaliar as diferenças entre os sexos cranianos de

gorilas adultos (DRYDEN; MARDIA, 2016). Oito marcos anatômicos localizados por um

biólogo especialista foram escolhidos para cada crânio. Nesse contexto, um pesquisador

poderia estar interessadoem saber se existem diferenças de forma entre os sexos nas

regiões cerebrais, ou ainda, quanto a descrições geométricas da diferença de forma, e

como a forma se relaciona com o tamanho e outras covariáveis.

2. Crânios de Orangotangos: Nesta análise, são considerados 8 marcos em duas dimen-

sões de 60 orangotangos, sendo 30 fêmeas e 30 machos. No contexto de análise de

agrupamento queremos separar em grupos distintos os orangotangos machos dos oran-

gotandos fêmeas. Essa separação poderia ajudar em estudos relacionados gênero das

espécies em Biologia.

3. Crânios de Chimpanzés: O conjunto de dados dessa aplicação refere-se a dados de

crânios de grandes primatas, como chimpanzés. São investigados crânios de 26 chimpan-

zés fêmeas e 28 chimpanzés machos. Foram considerados 8 marcos em duas dimensões

para análise do crânio de chimpanzés.

4. Crânios de Macacos: Busca-se investigar sobre as diferenças de gênero a partir de

registros cranianos de uma espécie de macaco Macaca fasciularis. Foram obtidas

amostras aleatórias de 9 crânios de machos e 9 crânios de fêmeas. Um subconjunto de



63

sete marcos anatômicos foi localizado em cada crânio dos macacos e as coordenadas

tridimensionais de cada ponto foram registradas. A análise utilizando os métodos para

dados de formas planas, considerou os dados em duas dimensões.

5. Cérebros de adultos saudáveis: Este conjunto de dados considera 24 marcos loca-

lizados em 58 cérebros adultos saudáveis, em que os grupos são definidos pelo gênero.

A análise utilizando os métodos para dados de formas planas, considerou os dados em

duas dimensões. Nesse cenário, o agrupamento poderia ser útil em segmentar os grupos

para avaliar como o gênero é afetado por presença ou não de alguma doença.

6. Vértebras de Ratos: Num experimento para avaliar os efeitos da seleção para o peso

corporal na forma de vértebras de camundongos, foram obtidos três grupos de camun-

dongos: Controle, Grande e Pequeno. O grupo Controle contém camundongos não sele-

cionados, o grupo Grande contém camundongos selecionados a cada geração de acordo

com o maior peso corporal e o grupo Pequeno foi selecionado para peso corporal menor.

Seis marcos anatômicos localizados em 30 ossos controles, 23 ossos grandes e 23 ossos

pequenos. O objetivo poderia ser avaliar se existe uma diferença de tamanho e forma

entre os três grupos e fornecer descrições de quaisquer diferenças.

7. Cérebros de pacientes esquizofrênicos e não esquizofrênicos: Esse conjunto de

dados corresponde a uma amostra de 28 configurações contendo 13 marcos anatômicos

extraídos de imagens de ressonância magnética de cérebros de 14 pacientes saudáveis

(controle) e 14 pacientes com esquizofrenia. Nesse contexto, além do interesse em re-

alizar uma análise de agrupamento afim de separar pacientes esquizofrênicos e não es-

quizofrênicos, seria interessante estudar quaisquer diferenças de forma no cérebro entre

os dois grupos, seja na forma média ou na variabilidade de forma. Havendo diferenças

de forma entre os dois grupos, então isso deverá permitir aos investigadores obter uma

maior compreensão sobre a condição.

Na Tabela 5 é apresentado uma análise descritiva dos dados reais considerados no estudo.

A maioria dos dados foram divididos em dois grupos, exceto para o caso do estudo com

Vértebras de Ratos. A maior partes das divisões dos grupos foi feita considerando o gênero

dos objetos envolvidos. A mediana do número de marcos anatômicos utilizados foi igual a 8

e, o maior e menor tamanho de amostra consideradas foi quanto ao conjunto de dados sobre

Vértebras de Ratos e Crânios de Macacos, respectivamente.
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Tabela 5 – Análise descritiva dos dados reais.

Dados Reais Tamanho da
amostra (𝑛) Grupos Marcos

anatômicos
Crânios de Gorilas 59 2 8

Crânios de
Orangotangos 60 2 8

Crânios de
Chimpanzés 54 2 8

Crânios de Macacos 18 2 7
Cérebros de adultos

saudáveis 58 2 24

Vértebra de Ratos 76 3 6
Cérebros de pacientes

esquizofrênicos
e não esquizofrênicos

28 2 13

Fonte: Elaborado pela autora.

Nas Figuras 4 e 5 são apresentados os seis marcos anatômicos dos Crânios de Gorilas,

Chimpanzés e Orangotangos fêmeas e machos, respectivamente. É possível notar diferença de

tamanho e formato entre os gêneros.

Figura 4 – Marcos anatômicos de Gorilas, Chimpanzés e Orangotangos fêmeas.

Diferenças quanto ao formato das vértebras dos três tipos de ratos: ratos Controle (30),

ratos Grandes (23) e ratos Pequenos (23), a partir da visualização dos seis marcos anatômicos

é apresentado na Figura 6.
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Figura 5 – Marcos anatômicos de Gorilas, Chimpanzés e Orangotangos machos.

Figura 6 – Marcos anatômicos de vértebras de ratos para o grupo Controle, Grande e Pequeno.

5.3.1 Resultado dos dados reais

A Tabela 6 apresenta os índices de Rand corrigido obtidos pelos algoritmos propostos

aplicados a conjuntos de dados reais.

A partir dos resultados apresentados na Tabela 6 observa-se que o método espectral

𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 destacou-se como o mais consistente, apresentando os maiores índices em cinco dos

sete conjuntos de dados. Isso sugere que ele é mais robusto para diferentes tipos de dados reais.

O método 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 também teve bom desempenho em alguns casos, como nos Crânios de

Gorilas e Orangotangos. Todos os métodos espectrais apresentaram bom desempenho diante

dos dados de Crânios de Gorilas, com destaque para o 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 que alcançou o maior índice

de Rand corrigido (0,803); os demais métodos espectrais 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 , 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 e 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 ,



66

também tiveram valores elevados (0,743) e superiores ao 𝑘𝐹 𝑃 .

Para os dados de Crânios de Orangotangos, o método 𝑘𝐹 𝑃 se destacou com um índice de

0,657, seguido por 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 (0,597). Métodos como 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 e 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 apresentaram índi-

ces moderados (0,486), enquanto o 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 teve o menor desempenho (0,339). Compa-

rando os resultados para métodos espectrais 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 e 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 , observamos que o algoritmo

𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 apresentou valores iguais ou inferiores aos de 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 . Quando diante de amostras

grandes esses métodos se equivalem, em amostras menores (Cérebros de adultos saudáveis e

Crânios de Macacos) o método 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 apresenta resultados vantajosos.

Tabela 6 – Médias dos índices de Rand corrigido obtido a partir dos algoritmos considerados para dados reais.

Dados/ Método 𝑘𝐹 𝑃 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃

Crânios de Gorilas 0,684 0,743 0,743 0,803 0,743
Crânios de Macacos -0,003 0,412 -0,021 -0,055 0,055

Crânios de Chimpanzés 0,071 0,182 0,182 0,149 0,070
Cérebros de

adultos saudáveis 0,103 0,103 0,103 0,080 0,041

Crânios de
Orangotango 0,657 0,486 0,486 0,5974 0,339

Cérebros de
pacientes Esquizofrênicos

e não escrizofrênicos
-0,016 0,857 0,009 0,009 -0,014

Vértebra de
Ratos 0,268 0,373 0,151 0,128 0,173

Fonte: Elaborado pela autora.

A Tabela 7 apresenta os índices de Rand corrigido obtidos a partir de métodos de agrupa-

mento hierárquico aglomerativo utilizados quando aplicado o método 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 , considerando

diferentes estratégias de ligação (completa, simples, média e Ward) aplicadas a dados reais.

Os índices de Rand corrigido variam dependendo do conjunto de dados e do método utilizado,

refletindo as particularidades dos dados e a adequação das estratégias de agrupamento.
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Tabela 7 – Índices de rand para dados reais considerando os métodos de agrupamento hierárquico aglomera-
tivo.

Dados/ Método Ligação
Completa

Ligação
Simples

Ligação
Média

Ligação
Ward

Crânios de Gorilas 0,743 0,743 0,743 0,743
Crânios de Macacos -0,021 0,027 -0,021 -0,021

Crânios de Chimpanzés 0,123 0,072 0,183 0,051
Cérebros de

adultos saudáveis 0,014 0,021 0,103 0,1032

Crânios de
Orangotango 0,434 0,486 0,486 0,486

Cérebros de
pacientes Esquizofrênicos

e não escrizofrênicos
0,0094 0,0094 -0,016 0,0094

Vértebra de
Ratos 0,1508 0,0126 0,146 0,146

Fonte: Elaborado pela autora.

Para dados de Crânios de Gorilas todos os métodos de ligação apresentaram o mesmo

índice de Rand corrigido (0,743); a ligação média obteve o maior índice (0,183) para dados de

Crânios de Chimpanzés; para dados de Cérebros de Adultos Saudáveis, os métodos de ligação

média e Ward apresentaram os melhores índices (0,103); a ligação completa apresentou menor

índice (0,434) para dados de Crânios de Orangotango. Para os dados de Vértebra de Ratos, a

ligação simples não é indicada.

Na Figura 7 apresenta os índices de Rand corrigido (IRC) em função do parâmetro 𝑚,

para diferentes conjuntos de dados reais. Cada linha representa a evolução do IRC para um

conjunto de dados específico à medida que o valor de 𝑚 varia.
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Figura 7 – Variação do Índice de Rand corrigido para os dados reais em função de 𝑚, utilizando o algoritmo
𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 .

O gráfico demonstra que o impacto do parâmetro 𝑚 no desempenho dos agrupamentos

varia entre os conjuntos de dados, principalmente quando 𝑚 é muito próximo de zero. Dados

como Crânios de Gorilas e Crânios de Orangotangos mostram uma melhora inicial no IRC antes

de estabilizar em valores altos, indicando que o parâmetro 𝑚 pode ser ajustado para melhorar

a qualidade dos agrupamentos. Em contrapartida, dados como Cérebros de Adultos saudáveis,

Crânios de Chimpanzés e Cérebros de pacientes Esquizofrênicos e não esquizofrênicos têm

IRC constantes, sugerindo pouca sensibilidade ao parâmetro 𝑚. De modo geral, há variações

nos resultados do índice de Rand corrigido em valores de 𝑚 no intervalo entre 0 e 0.1. Nesse

intervalo os resultados do algoritmo espectral 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 são equivalentes ao 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 para os

dados de Crânios de Gorilas e Crânios de Orangotangos.
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6 CONSIDERAÇÕES FINAIS E TRABALHOS FUTUROS

6.1 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta dissertação foram apresentados métodos de agrupamentos baseados em teoria dos

grafos adaptados para trabalhar com dados da área de análise estatística de formas. Conside-

ramos, inicialmente, que estudos sobre algoritmos baseados em teoria de grafos para agrupar

dados de forma plana é um tema em aberto, além disso, buscamos acrescer estudos sobre

algoritmos de agrupamento espectral, visto sua vasta aplicabilidade. Dessa forma, propomos

novas opções de algoritmos de agrupamento para analisar formas planas de objetos e, as-

sim, contribuir com alternativas de agrupamento de dados para a literatura de área análise

estatística de formas e agrupamento espectral.

Com os avanços tecnológicos, a análise de formas tornou-se cada vez mais relevante para

lidar com dados geométricos. As formas planas são representadas por coordenadas baseadas em

marcos anatômicos, localizadas em um espaço não Euclidiano, o que exige métodos específicos

de análise. Como algoritmos tradicionais de agrupamento operam em espaços Euclidianos, esta

dissertação propõe adaptações que permitem lidar com a natureza não Euclidiana dos dados

de forma.

Foram apresentados quatro algoritmos de agrupamento espectral voltados para formas

planas. O primeiro, 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 , constrói a matriz de similaridade utilizando a função kernel

gaussiana e realiza o agrupamento a partir dos 𝑘 autovetores da matriz Laplaciana, aplicando

o algoritmo 𝑘-means. O segundo, 𝐴𝐸𝐻𝐹 𝑃 segue a mesma estrutura, mas utiliza o método

hierárquico para o agrupamento. O terceiro, 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 introduz um critério de dissimilaridade

no corte normalizado do grafo. Por fim, o quarto, 𝐴𝐸𝑘𝑁𝑁𝐹 𝑃 , constrói a matriz de similaridade

com base nos 𝑘-vizinhos mais próximos e realiza o agrupamento também por meio do 𝑘-means.

O algoritmo 𝑘-means para formas planas (AMARAL et al., 2010) foi utilizado como referência

comparativa para os métodos de agrupamento espectral propostos.

Os algoritmos propostos foram testados em diversos cenários de simulação no espaço de

pré-formas e com dados reais disponíveis na literatura, em que a avaliação do desempenho

dos algoritmos foi realizada através do índice de Rand corrigido. Simulações da distribuição

Bingham que possui suporte na esfera unitária e é bastante utilizada em análise de formas pla-

nas também foi estudada. Foram considerados cenários de alta concentração 𝜆 = (900, 100, 1),

concentração intermediária 𝜆 = (600, 50, 1) e baixa concentração 𝜆 = (100, 40, 1), para
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𝑛 = 30 e 𝑛 = 50. No cenário de alta concentração o algoritmo 𝑘-means para formas planas

apresentou os maiores índices de Rand corrigido, embora os algoritmos espectrais adaptados

mostraram resultados competitivos. Nos cenários de concentração intermediária e baixa, os

métodos espectrais mantiveram melhor desempenho relativo em comparação com o método

𝑘-means adaptado para formas planas.

Além dos conjuntos de dados simulados, sete conjuntos de dados reais de formas de objetos

foram utilizados nesta pesquisa: Crânios de Gorilas, Crânios de Orangotangos, Crânios de

Chimpanzés, Crânios de macacos, Cérebro de adultos saudáveis, Vértebra de Ratos e Cérebros

de esquifrênicos e não esquizofrênicos. Observa-se que o método espectral 𝐴𝐸𝐶𝐹 𝑃 destacou-

se como o mais consistente, apresentando os maiores índices de Rand corrigido em cinco dos

sete conjuntos de dados. O método espectral 𝐴𝐸𝑆𝐷𝐹 𝑃 também teve bom desempenho em

alguns casos, como nos Crânios de Gorilas e Orangotangos. De modo geral, os algoritmos

espectrais propostos demonstraram resultados encorajadores.

Por fim, este trabalho contribuiu para a literatura teórica dos métodos de agrupamento para

análise estatística de formas, desenvolvendo algoritmos espectrais adaptados para dados de

forma plana. Colaborou também com estudos sobre métodos de agrupamento, em particular,

exploramos novas aplicações para agrupamento espectral. Esperamos que essa pesquisa possa

motivar trabalhos futuros sobre o tema e que os algoritmos aqui desenvolvidos possam ser

utilizados em diversas aplicações reais.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Estudos sobre algoritmos baseados em teoria de grafos para agrupar dados de forma é um

tema em aberto. Esta pesquisa buscou, inicialmente, investigar potencialidades quanto ao uso

de agrupamento espectral para análise de formas planas. Devido a sua capacidade na detecção

de estruturas complexas de dados, o agrupamento espectral tem motivado diversas pesquisas

recentes, sendo novas versões mais robustas do algoritmo propostas anualmente. Assim, há

muitas extensões de algoritmos espectrais que podem ser adaptadas para análise de formas

planas, sendo algumas dessas pesquisas exploradas no final do capítulo 2 quando apresentamos

uma breve revisão da literatura sobre o tema. Dessa forma, algumas pesquisas futuras podem

explorar os seguintes pontos:

1. Desenvolver novos algoritmos de agrupamento espectral e suas versões para dados de
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forma com foco na construção de matriz de Similaridade ou matriz Laplaciana mais

eficientes;

2. Adaptar versões mais recentes e robustas do algoritmo espectral para dados de formas

planas e comparar o desempenho dos algoritmos propostos em termos de eficiência com

os algoritmos adaptados nessa pesquisa;

3. Comparar o desempenho dos algoritmos espectrais para formas planas com outros algo-

ritmos de agrupamento adaptados para o mesmo tipo de dados;

4. Nesse trabalho, utilizamos a função do kernel gaussiano para construir a matriz de simi-

laridade em três dos quatro algoritmos propostos. No entanto, a função kernel gaussiano

é sensível a ruídos e valores discrepantes. Sob essa ótica, trabalhos podem ser desenvolvi-

dos com o intuito de construir melhores matrizes de similaridade, por exemplo, utilizando

o conceito de multi-kernel como desenvolvido por (MONNEY et al., 2020b), adaptando a

dados de formas planas e comparando com os resultados dessa pesquisa;

5. Um dos algoritmos propostos utilizou o método 𝑘-NN para construir a matriz de si-

milaridade dos dados. No entanto, o método 𝑘-NN mútuo é mais eficiente segundo

(TAN; ZHANG; WU, 2020). Nesse sentido, estudo sobre algoritmos 𝑘-NN e suas variantes

adaptadas para dados de formas planas poderia gerar resultados motivadores;

6. Agrupamento espectral associado com agrupamento de conjuntos tem sido pauta em

diversas pesquisas recentes. Sob essa perspectiva, desenvolver novos algoritmos e adaptá-

los para dados de formas planas. Esses algoritmos podem apresentar resultados mais

robustos do que os obtido nessa pesquisa;

7. Considerar simulações para coordenadas no espaço tangente e comparar com os resul-

tados para coordenadas de Kendall.
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