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No barulho das usinas,

Na sombra aspera e palida que desce dos sheds,
Um dia os homens desapareceram.

No entanto

Bracos de ferro gesticulam enérgicos,

Bocas, abertas, de fogo vociferam,

Ouvem-se vozes telegraficas de comando.

Automatos!

Os homens se encantaram,
Se enlearam, se perderam
Nas formas e movimentos dos grandes maquinismos?

Ou sao as almas que trabalham,
Almas forcadas, almas perdidas, almas penadas?

Oh! Com certeza os homens morreram
E as maquinas legaram
O sopro divino.

Joaquim Cardozo
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Resumo

Trabalhamos com automatos celulares de forma F,.D , onde F, é um operador aleatério
que age nas medidas no espago {0, ... ,m}zd e D é um operador deterministico que
age no mesmo espaco. F, aumenta o estado de cada ponto em Z? com probabilidade
r > 0 independentemente e D é qualquer operador deterministico com interacao lo-
cal mondtona e uniforme. Os elementos de {0, ... ,m}zd sao chamados configuracoes.
Chamamos ilhas as configuracoes onde o nimero de componentes com estado diferente
de zero é finito. Dizemos que o operador D erode uma ilha = se existe ¢ tal que
D'z = “todos zeros”. Chamamos um operador de erodente se ele erode todas ilhas.
Nos casos m =1 e d =1 condigdes de erodentes foram pesquisadas por [T. 2001] e
[G. 1976]. Chamamos D um erodente linear se existe ¢ tal que D erode cada ilha em
um tempo que nao excede ¢ vezes o diametro desta ilha. [T. 2001] e [G. 1976] mostram
que nos casos acima todos os erodentes sao lineares. Nesta tese consideramos o primeiro
caso nao pesquisado: m =2 e d = 2 e descobrimos que neste caso existem erodentes
nao lineares. Concentramos nossa atencao num exemplo G deste tipo. O teorema 2
mostra que a superposi¢ao F.G ¢é ergddica para todos r > 0. Comparamos nosso
processo com a metaestabilidade, fenomeno fisico caracterizado pela capacidade de um
estado de desequilibrio permanecer por um longo periodo de tempo.
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Abstract

Elements of {0, ... ,m}zd are called configurations. We work with cellular automata,
which can be presented as F,.D , where F, is a random operator which acts on measures
on the set of configurations and D is a deterministc operator which acts on configura-
tions. F, increases state of every point in Z¢ with probability » > 0 independently
and D is a uniform monotonic deterministic operator with local interaction. We call
an island any configuration whose number of components with non-zero state is finite.
We say that an operator D erodes an island z if there is ¢ such that D'z = “all
zeros”. We say that an operator D is an eroder if it erodes all islands. In the cases
m = 1 and d = 1 necessary and sufficient conditions for D to be an eroder were
presented in [T. 2001] and [G. 1976]. We say that D is a linear eroder if there is ¢ such
that D erodes any island in a time which does not exceed c¢ times diameter of this
island. [T. 2001] and [G. 1976] show that in these cases all eroders are linear. In this
thesis we consider the first case not studied before: m = 2 and d = 2 and find that
in this case there are non-linear eroders. We concentrate our attention on an example
G of this sort. Theorem 2 shows that superposition F,.G is ergodic for all » > 0. We
compare our process with metastability, a physical phenomenon when a systems remains
in a non-equilibrium state for a long time.
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1 Introducao

Comecamos com a seguinte definicao geral de automatos celulares ou AC. Consi-
deramos qualquer conjunto finito ou contavel S, o qual chamamos espaco. Tomemos
um numero natural m e chamemos M = {0,1,...,m} o conjunto de estados de cada
componente v € S . Definimos configuracdo como uma fungao de S para M e seja
M?® o espaco de configuracoes ou espaco amostral.

Chamemos um cilindro fino qualquer subconjunto de M*® da forma
c={reM iz, =ay,....0, =ay,}, (1.1)

onde x,,,...,%,, sao componentes de x e a,,...,a,, sao constantes.

Usemos o— dlgebra gerada por cilindros finos, a saber a o— algebra minimal A, a
qual inclui todos cilindros finos. Note que todo o espaco amostral M ¢é um cilindro
fino obtido da férmula (1.1) quando m = 0. Logo A pode ser obtido tomando
unides e intersecgoes contaveis varias vezes comegando em cilindros finos. Em [J. 2002]
encontramos uma definicao mais geral para um espago amostral qualquer.

Agora vamos para distribuicdes probabilisticas em M® . Se atribuimos valores para
todos elementos da o— algebra A de maneira consistente, entao temos uma medida.
Usemos medidas normalizadas, cujo valor em todo espaco amostral M® é um, como
distribuicoes probabilisticas em M . Denotamos M o conjunto das medidas normali-
zadas em M?® na o— &lgebra gerada por cilindros finos. Para cada i € M chamemos §;
a medida concentrada na configuracao “todos 7”7 aquela em que todos os componentes
estao no estado ¢ . Para quaisquer v, py, pto,... € M dizemos que

lim p, =v
n—oo

se lim, . pn(c) = v(c) para cada cilindro fino c.

Agora vamos para automatos celulares como operadores lineares P : M — M de
um tipo especial definido assim: para cada v € S consideremos um conjunto finito
V(v) € S o qual chamamos vizinhanga de v . Para qualquer conjunto finito W C S,
definimos V(W) = [J,en V(v) . Escolhemos nimeros nao negativos m,(b, | av(,))
chamados de probabilidades de transicao com a condicao

Z Ty (bv ’ CLV(U)) =1

byEM
e para cada u € M ecada W C S definimos o resultado da aplicacao do operador P
na medida p assim:

(PM)(yv = bvy'U € W) = ZM(‘TU = Uy, V € V(W)) H 7Tv(bv | aV(v))7

veW



onde a soma ¢ feita para todo a; , com j e V(W).

Denotamos P!y o resultado de t aplicacoes de P para qualquer medida j . Se
lim; o, P'p existe e 6 o mesmo para todo p € M, entdo dizemos que o operador
P: M — M ¢ ergodico. Segundo idéias da fisica estatistica, vale a pena encontrar
condicoes de ergodicidade de varios AC.

Mas esta definicao é muito geral, de modo que o problema de encontrar condicao
de ergodicidade nao tem solucao algoritmica. Vamos considerar s6 automatos celulares
uniformes como explicamos a seguir. Seja S = Z¢ o espaco discreto d— dimensional,
onde Z ¢é o conjunto dos nimeros inteiros. Para cada vetor v € Z podemos definir
translacao

T,:.2% — 7¢°
tal que T,(a) = a + v. Logo, podemos definir translacdo no espago de configuracoes:
T, : MZ' — MZ" tal que para cada configuracio « ,

(ToX)w = Top—y-

Dizemos que o operador P é uniforme se ele comuta com todas as translacgoes, a
saber

Vo: PL,=T,P.

Todos automatos celulares uniformes podem ser escritos da seguinte forma: temos
v1,..., v, € Z% e para cada v € Z%, sua vizinhanca é dada por

V(v)={v+uv,...,v+v,}.

Também as probabilidades de transicao sao as mesmas para todo v . Todos AC definidos
assim sao uniformes neste sentido.

Porém, AC com esta defini¢ao ainda é geral demais. Kurdyumov [K. 1978] demons-
trou que nao existe nenhum algoritmo para decidir quais automatos celulares definidos
assim sao ergddicos e quais nao sao. Este resultado é verdadeiro mesmo se d = 1 e
todas 7, tem s6 valores O, % ou 1. Logo temos que reduzir nossa definicao ainda mais.

Consideramos apenas operadores da forma F,.D , i.e. composicao onde primeiro D
age e depois F, age. Aqui o operador aleatério F,. ¢é muito especial, transformando o
estado de qualquer componente em estado maximo com probabilidade r independente-
mente dos outros componentes, ou seja,

(Foz), = m, com probabilidade r
"1 x,, com probabilidade 1 —r

e D éum operador deterministico de M z para M Z* definido da seguinte forma: sejam
vi, ..., 0, €ZY e f: M™— M, entdo para cada v € Z? definimos D : MZ — M7



por
(Dx)y = [(Tosvys - s Toto, )- (1.2)

Mesmo assim nossos operadores ainda sao muito gerais. Vamos aceitar uma su-
posicao a mais, a saber, monotonicidade. Dizemos que = <y se Vi: x; <y; . Dizemos
que uma funcao f: M"™ — M ¢é mondtona se

r=<y=flr) < fy)
Dizemos que o operador deterministico D : M z' _, MZ" ¢ monétono se
r<y= Dzx < Dy.

: ~ d , . , o
Dizemos que uma funcio g : M%" — R, onde R é o conjunto dos niimeros reais, é
mondtona se

r<y=g(r) <g(y).

Dizemos que pq < po se Vg mondtona temos

E(g|m) < E(g|pa),

onde FE(g | p1) éesperanga de g condicionada a p; . Dizemos que o operador aleatério
P: M — M é mondtono se

Vi < p2 s Pup < Pps.

Agora vamos considerar somente operadores monotonos tais que f satisfaz a
seguinte condigao:
Vae M: f(a,a,...,a) = a. (1.3)

Sob esta condicao, a medida 9,, concentrada na configuracao “todos m” é inva-
riante para todo F,.D . Vamos usar a seguinte condi¢ao equivalente de ergodicidade, a
saber:

Lema 1.1 Seja D mondtono satisfazendo a condicio (1.3). Entao, a ergodicidade
de F,.D ¢ equivalente a condi¢ao

lim (F, D)6y = 6, (1.4)

t—o0

Demonstragao: Inicialmente demonstramos que se F,.D ¢ ergddico, entao obtemos
(1.4) . E facil ver que 0, é invariante para F,.D , entdo

Vu : lim (F,.D)'p = o,

t—o00



inclusive para pu = 9y . Logo

lim (F, D)5, = 6,,. W

=00

Agora demonstremos que se temos (1.4 ) , entdo F.D é ergddico. Estd demonstra-
do em [D. 1990] que se D é mondtono como operador deterministico, entao ele também é
mondtono como operador aleatorio. Também é evidente que a superposicao de operadores
aleatérios monotonos é também mondétona. Logo F,.D é mondtono. Como Vu : dy < p,
entao

Vi, p o (F.D)'Sy < (F.D) .

Se para dp o limite é ¢,, entdo para qualquer outra medida o limite também serd 9,, .

O operador F, ¢ tao simples que toda a originalidade de cada operador F,.D ¢é
concentrada em D . Vamos pensar quais propriedades de D podem ser relevantes a
ergodicidade de F,.D . Uma propriedade deste tipo é conhecida como “erodente”.

Chamemos uma configuracao de ilha se o conjunto {v € S : x, # 0} é finito.
Concordamos que o conjunto vazio nao é finito, logo a configuracao “todos zeros” nao
é uma ilha. A aplicacao t vezes do operador D a configuracdo x sera denotada por
D'z . Chamemos tempo de sobrevivéncia de uma ilha = e denotemos por tp(z) o
menor de todos t tais que D'x = “todos zeros’, se tais t existem. Se tais ¢ nao
existem, o tempo de sobrevivéncia ¢ infinito pela definicao. Dizemos que um operador
deterministico D erode uma ilha x se existe t tal que D'x = “todos zeros”. Dizemos
que D ¢é erodente se ele erode todas ilhas.

Em outras palavras, quando D é erodente a configuragao “todos zeros” é “robusta”:
cada desvio finito dela desaparece. Também dizemos que “todos zeros” é estdvel para
uma familia de operadores F,D , onde r é um parametro entre 0 e 1, se

lim sup [(F.D)"6] (z, # 0) = 0.

r—0

Petri [P. 1979] demonstrou que sem a condigao de monotonicidade nao existe algo-
ritmo para discriminar erodentes de nao-erodentes, mesmo em dimensao 1. Usando a
condicao de que o operador deterministico D é monétono, Toom [T. 2001] apresentou
uma condi¢ao de erodente para m =1, ou seja, M = {0,1} e também demonstrou que
D é erodente < dr > 0 tal que F,.D ¢é nao ergddico. Também usando condicao de
monotonicidade, Galperin [G. 1976] apresentou uma condi¢ao de erodente apenas para
d =1, i.e., na reta, mas para qualquer m .

E claro que o primeiro caso nao considerado por Toom nem por Galperin é quando
M = {0,1,2} e d = 2. O nosso maior exemplo pertence a este caso, mas antes de
apresenta-lo estudamos algumas propriedades uteis de operadores deterministicos.



2 Operadores Deterministicos

2.1 Propriedades Deterministicas

Temos algumas propriedades dos operadores deteministicos mondtonos, a saber:

Lema 2.1 Um operador deterministico D ¢é mondtono se e somente se f em (1.2)
€ mondtona.

demonstragao:

Numa direcao: seja f mondtona, demonstraremos que D é mondtono. Tomemos
configuracoes x e y tais que = < y e demonstremos que Dz < Dy . E claro que
z, <y, paratodo v e Z%. Como f é mondtona, entéo

f(zv-i‘vm s axv-l—vn) S f(yv-i-vp cee 7yv+'Un);

conseqlientemente (Dzx), < (Dy),, entao obtemos que Dx < Dy. Logo D é mondétono.

H
Agora seja D monodtono, entao demonstraremos que f é mondétona. Tomemos
X1, . Ty € Y1,...,Y, tais que z; < y;, Vi e demonstremos que
flxy, . .oomn) < f(y1, -5 Yn)- (2.1)
Tomemos configuragoes = e y tais que z,, = T1,..., %y, = Tny Yoy = Y15+ Yo, = Un

e r, =1, =0 para os demais v € Z°. E claro que = <y. Logo Dz < Dy, entao
(Dx), < (Dy)y, logo f(xy, .. xu,) < f(Yoys---sY0,), entdo obtemos (2.1). Logo f
¢ monétona. M

Lema 2.2 Se x <y e D ¢ mondtono, entio Vt, temos D'x < D'y .

demonstracgao:

Por inducao. Sejam x e y configuragoes tais que x < y. Como D ¢é mondtono,
entao Dz < Dy . Assuma a hipétese de inducao: Dz < Dty . Devemos mostrar que
Dy < D'y, Temos que D'z e D'y sao configuracoes e D ¢ mondtono, entdo
D(D'z) < D(D'y). Logo D'z < D*ly. W



Lema 2.3 Se Dy, e Dy sao operadores mondtonos, entao sua superposicao DiDo
também € mondotona.

demonstracgao:

Sejam x e y configuracoes tais que x < y, queremos demonstrar que DqDyx <
D1Dyy. Como Dy e Dy sao monotonos, entao Dz < Dyy. Aplicando D, obtemos
Di(Dyx) < Dy(Dsyy). Logo DyDyx < DiDyy. R

Lema 2.4 Se sao dadas duas ilhas x,y , tais que x < y , entao para cada operador
mondtono D temos

tp(z) <tp(y).

demonstracao:

Pelo lema 2.2 temos que = < y = D'z < D'y e isto vale para todo t inclusive
para t =tp(y). Assim,
DirWg < Doy,

Mas tp(y) é a quantidade de vezes que D ¢é aplicada a ilha y para que ela se torne
“todos zeros”. E claro que se z < “todos zeros”, entao z = “todos zeros”. Assim,
DtrWy = “todos zeros”. Logo

Dado v = (iy,...,iq) € Z*, a norma de v, denotada por |v |, é dada por

Dados v e w em Z%, a distincia entre v e w , denotada por dist(v,w) , é dada
por
dist(v,w) =|v—w | .

Para cada ilha x denotamos diametro de x a maior distancia entre v e w , com
v,w e Z tais que z, £ 0 e x, # 0. E claro que o didmetro de cada ilha ¢ finito.
“Todos zeros” nao é ilha, entao cada ilha tem diametro.

E claro que D é erodente < cada ilha tem tempo de sobrevivéncia finito.
Chamemos D um erodente linear se existe ¢ tal que para cada ilha seu tempo de
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sobrevivéncia nao excede ¢ vezes seu diametro. Toom [T. 2001] e Galperin [G. 1976]
mostraram que nos casos considerados por eles, a saber M = {0,1} ou d = 1, cada
erodente é linear. O primeiro caso nao esgotado por eles é M = {0,1,2} e d =2 . Neste
caso, diferentemente dos casos de Toom e Galperin, existem erodentes nao lineares. O
exemplo a seguir, o qual chamamos de Maior exemplo, mostra isto.

2.2 O Maior Exemplo

Tomemos M = {0,1,2} e d = 2 e definimos um AC concreto G com n =5
vetores vizinhos

U1 = (—1,0), Vo = (O, 1), V3 = (0,0), Vg = (O, —1>, Vs = (1,0), (22)

de modo que os componentes estao assim localizados:

N =z,
O = ZL‘(,L()) C = I([)’o) ,C = l‘(Lo)
8 = l’(o’_l)

sendo: O - oeste, N - norte, C - centro, S-sule L - leste.

Definimos uma fungao f:{0,1,2}% — {0,1,2} dada por:

flz)=20, seC=1,8§=0,L=0 (2.3)

C, c.c.

{1, seC=2,N<1,L=0

Nosso AC G serd assim definido :

(Gx)v = f(xw—vu Tytvyy Lodvgy Lotuys xv—i-vs);

onde f ¢é definidaem (2.3)e vy,...,v; sdo definidos em (2.2 ).

Lema 2.5 O nosso exemplo G tem as sequintes propriedades:

Lof0,...,0)=0, f(1,....1)=1 e f(2,...,2) =2,
2. G (“todos zeros”) = “todos zeros”,

G (“todos uns”) = “todos uns” e G (“todos dois”) = “todos dois”,



3. as configuragoes x,y,z,w tais que

_J2, se i1<n _J2, 8¢ j<n
N0, ce Yo =

2, se i>n 2, se j=mn
2y = y Wy = 0. cc )
, c.c.

onde v = (i,7), sdo invariantes para G , Vn.

demonstracao:

A demonstragao deste lema é feita aplicando o AC G as configuracoes e é deixada

para o leitor. W

Definimos Ilha Retangular como segue: dizemos que uma ilha é retangular e a deno-
tamos por
Q(imina imaxa jmin; jmax)y (24)

se ela for dada por

Te: = m, se imin S ? S imax € jmin S j S jmax
Z?] -
0, c.c

Quando imax — Imin = Jmax — Jmin » dizemos que a ilha (2.4) é ilha quadrada.

Pela uniformidade é suficiente considerar ilhas para as quais i = Jmin = 0 € neste
caso usarmos a notacao simplificada Q(imax, Jmax)-
Tipicamente denotamos #yax = ¢, Jmax = N, onde g > 0, n > 0. Logo

Q(imaxajmax) - Q(q, TL)

2.3 Teorema 1

O teorema a seguir mostra a importancia do nosso exemplo, ou seja, mostra que
nosso AC G é erodente, mas nao linear.

Teorema 1 .



a) para cada ilha retangular Q(q,n) temos
ta(Q(g,n)) = 2ng.

b) Para cada ilha = temos
ta(z) < 2 (diam(z))?.

O item b) deste teorema nos mostra que G ¢ erodente enquanto o item a) mostra
que ele é nao linear.

2.4 demonstracao do Teorema 1

Inicialmente consideramos alguns lemas, a saber:

Lema 2.6 Para cada ilha x existem nimeros inteiros tmin, tmax, Jmin, Jmax @€ modo que
existe ilha retangular definida por Q = Q(imin, imax, Jmin, Jmax) tal que

r < Q,

Imax — tmin < diam(z) € Jmax — Jmin < diam(x).
diam(Q) < V2 diam(x)

demonstracgao:

Denotamos imin € imax 0S valores minimo e maximo, respectivamente, de 7 para

os quais existe j tal que x;; # 0. Também denotamos jmin € Jmax 0s valores minimo
e maximo, respectivamente, de j para os quais existe i tal que z;; # 0.
E claro que r < . Agora vamos demonstrar que ipa.x — imin < diam(z) e que
Jmaz—Jmin < diam(z) . Pela definicao existem j; e jo taisque y; .. 5, #0 € Yin.ijo 7 0.
Logo diam(z) nao pode ser menor que a distancia entre os pontos (imin, j1) € (imax,Jj2)
a saber

\/(imax - imin>2 + (]2 - j1)2'

Assim,

dlam(x) Z \/(imax - Z‘min)z + (]2 - j1)2 Z Z‘max - 2.min'

De forma andloga demonstramos que
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Agora provemos que diam(Q) < V2 diam(z). Denotamos imax — imin =N €
Jmax — Jmin = ¢ - Assim, temos diam(Q) = y/n?+ ¢ . Seja d = diam(z) , logo ¢ < d.

Seja n < ¢ (o caso n > ¢ ¢é analogo), entao n? < ¢*, logo
n’ +¢* < 2¢° < 2d°.

Logo
Vn?+ ¢ <V2d.
Conseqiientemente

diam(Q) < V2 diam(z). R

Lema 2.7 Se um operador é mondtono e erode toda ilha retangular, entdo ele erode toda
ilha.

demonstracao:

No lema 2.6 demonstramos que para cada ilha x existe ilha retangular @) tal que
x < (@ . Pelo lema 2.4 temos que

tp(z) < tp(Q)

se D ¢é mondtono. Como D erode toda ilha retangular e tp(x) < tp(Q), entdo D
erode toda ilha. W

2.4.1 demonstracao do Item a) do Teorema 1

Seja ilha retangular definida como @ = @ (imin, max; Jmin, Jmax) dada por
{ 27 S€ Z‘min S i S imax € jmin S ,] S jmax
xi,j = 0
, c.C.
e assuma, sem perda de generalidade, que
7;rnin - jmin - O, imax =4q, jmax =n.
Assim, temos @ = Q(gq,n) dada por

S 2, se0<i1<qgel<j3<n
“1 0, cc.
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Ao aplicarmos o automato celular G a ilha (g, n) obtemos as seguintes modificagoes:

Vt € [0,n] temos

2, se(0<i1<qel0<j<n-—t)

ou(0<i<g—len—t<j<n)
1, seg—1<i1<qgen—t<j3<n
0, c.c.

(Gta:) =

%,J

e Vt € [n,2n] temos

2, se0<1<g—1e0<53<n
(Gtx)l.j: 1, seq—1<i<qget—m<j<n
7 0, c.c.

Apé6s 2n passos de tempo a configuracao se torna uma ilha @Q(q;,n) , onde ¢ =qg—1.
O processo torna a se repetir até ¢,—1 = ¢—¢qi , ouseja, g1 =q—(¢—1)=1. Assim,
o tempo de sobrevivencia da ilha ¢ dado por 2n +2n... 4 2n = 2ng. Ou seja,

Vv
q—vezes

t(Q) = 2nq. M

Para o caso da ilha quadrada @Q(n,n), o tempo de sobrevivéncia é dado por

tg(Q) = 2712.

A figura 2.1 abaixo ilustra como ocorre o processo em que a ilha quadrada (3, 3)
torna-se “todos zeros” aplicando o nosso AC G .

(] Nen] Hes) Hen] Han)
OIN| NN O
OINN N O
OIN| NN O
[en] Ren] Hen) Hen] New)
(] Hen] Hen) Hen] Hen}
OIN| NN O
OIN NN O
OIN| N = O
(] Nen] Hau) Hen] Han)
(] Nen] Hen] Hen] Hen)
OIN| NN O
oINNINO
OO
(] Nen] Hes) Hen] Han)
(o] Ren] Hen] Hen] Hew}
OIN| NN O
oIN NN O
(=] RS FE = K
(] Nen] Hen) Hen] Hen}
(o] Ren] Hen) Hen] Hen}
OIN| NN O
oIN NN O
(o] Rl Bot B Nenl

o|o|o| oo

[en] Nen) Hes) Ran) Hen]
OIN|NNO
oINININO
o|o|o| o
[en] Nen] Nen) Han] Ken]
[en] Neu] en) Ren) Ne]
OIN|NNO
oIN NN O
[en] Nen] Hen) He] New]
[es] Nen) eu) Ran) Han]
[en] Nen] Hen) Ren] Ne]
OIN|NNO
oI N =IO
[en] Nen] Hen) Hen] Nen]
[en] Nen) Hes) Ran) Nen]
[en] Neu] Hen) Hen] New]
OIN|NNO
OIN| =IO
[en] Nen] Hen) Hen] Nan]
[en] Nen] Hen) Ren) Ne]
[en] Nen] Hen) He] New]
OIN|NNO
[en] Nen] Hen) Hen] Nan]

o|o|o|o|o

(=] Reul Hen] Ren) an]
O N NO
(=] Neu} Hen] Ben) Hen]
[en] Nen] Hen] Ren] Nen]
(=] Reul Hen] Ren) Hen]
O N NO
(o] Nen} Hen] Ren) Nen]
(=] Reul Hen] en) an]
(=] Reul Hen] Ren) Hen]
O N NO
[en] Nen} Hen] Ren] Nen]
(=] Reul Hen] Ran) an]
(=] Neul Hen] Ren) Hen]
oI N =IO
[en] Nen} Hen] Ben] Nen]
(=] Reul Hen] Ren) Hen]
(o] Neul Hen) Ren) Jen]
OO
[en] Nen] Hen] Ren] Nen]

o|o|o|o|o



0|0|O0O|0]|O 0|0]O0O|0]|O 0]0]0|0]|O0 0]0]0]0]|O0
0|1]0[0|O 0|1]0|0]|0 0|]1]0|0]|0 0]0]0]0]|O0
0|1]0|0|O 0|1]0|0]|O0 0)]0]0|0]|O0 0)]0]0]0]|O0
010|000 0|0]O0O|0]|O 0|]0]0|0]|O 0|]0]0]0]|O
0|{0|0Of0O]|O 0|0]0O|O0]O 0|]0]0|0]|0O 0|]0]0]0]|O0O

Figura 2.1 Evolucao da ilha quadrada Q(3,3) ao longo do tempo aplicando o AC G .

Podemos observar na figura 2.1 que o tempo de sobrevivéncia da ilha é dado por
ta(Q(3,3)) = 18. Ou seja, t =2n?, sendo n = 3.

2.4.2 demonstracao do Item b) do Teorema 1

Pelo lema 2.6, temos que para cada ilha z existe ilha retangular @ = Q(q,n) tal
que = < @ e também pelo lema 2.6 temos que

n < diam(z) e ¢ < diam(z).
Como n>0 e ¢ >0, entao
ng < (diam(z))?,
logo
2nq < 2 (diam(x))?.

Mas pelo item a) do teorema 1 temos que 2nq = tg(Q), entdo tg(Q) < 2 (diam(z))?.

Mas pelo lema 2.4 temos
< Q= tp(z) <tp(Q)

para todo operador monétono D , inclusive para o operador G . Logo
to(xr) < ta(@Q).

Entao
to(z) < te(Q) < 2 (diam(x))?.

Conseqiientemente
ta(z) < 2 (diam(z))?. W

O teorema a seguir trata a condigdo ( 1.4) de ergodicidade para o nosso exemplo

G.
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3 Teorema 2

. ~ 2
A partir de agora denotamos o espaco de configuraces M?% por e as con-
figuracoes por w .

Teorema 2 . Denotamos pp = (F,G)T6y . Entdo para qualquer r > 0, temos:

a) limp o pr(woo' =2) =1, onde wog € componente da configuragio w € ).
b) limy_ Hr = ds.
c) O operador F.G € ergddico.

d) A configuracio “todos zeros” ndo é estdvel para F,.G.

O item d) é conseqiiéncia evidente do item b) e, devido ao lema 1.1, o item c¢)
também ¢é conseqiiéncia do item b). Logo é suficiente demonstrar o item b) . Seja o
lema a seguir:

Lema 3.1 Sejam pq, po, p3, ... medidas uniformes em 2. Entao
Tlim pr (wop =2) =1

se e somente se

i, iz = b

demonstragao:

Numa diregao: seja limp_o pr = 02, entdo, limp_. pur(c) = d2(c) para todo
cilindro fino ¢. Em particular para

cr={Wy, =Wy, = ... =w,, =2},
onde F = {vy,...,v,} C Z*. Logo

Ylirn pr(woo=2)=1.1

IDevido a uniformidade, é possivel fazermos uma translacdo de tal forma que seja suficiente obser-
vamos o estado do componente no ponto (0,0) .
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Agora na outra diregao: seja limy_, pir(woo = 2) = 1. Demonstraremos que
li = 09.
i pr =

Temos limp o pr = 9y se limgp_o pr(c) = da(c), para cada cilindro fino ¢ como
em (1.1) e

1, seay=---=a,=2

Oo(Wy, = a1y . .o Wy, = ay) = { 0. cec. (3.1)
Para cada conjunto finito F' = {vy,...,v,} C Z* denotemos
cr={w:iwy =wy, = =uw,, =2} C.
Notemos que
Qe = U {w:wy, =a1,...,wy, =an}, (3.2)
1y
onde a; # 2, para pelo menos um i € {1,...,n}. Logo

Q\CFQU{w:ka #2}, Vk=1,...,n.
k
Conseqiientemente

pr (Q\er) = 1— pr(cr) <Y pr (wy, #2).

k=1

Logo pr(Q\cr) — 0 quando T — oo . Entao

Jim pr(crp) = 0y(cp) = 1.

Agora demonstraremos que pr(c) — d2(c¢) quando T'— oo para cada cilindro fino
¢ . Consideramos dois casos:

1. c=cp;
Neste caso, todos os calculos ja foram feitos, sendo suficiente substituir ¢z por c.
Entao teremos

A pir(e) = da(c). (3.3)

2. ¢ ¢ um dos cilindros em (3.2);
Para este caso, se tomamos qualquer cilindro fino ¢ com suporte F temos

pr(c) < pr (Q\er) .

Como pr (2\cr) — 0 quando T — oo, entdo pr(c) — 0 quando 7T — oo .
Logo obtemos (3.3)
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Assim, para cada cilindro fino ¢, obtemos (3.3).
Conseqlientemente
7llIIl wr = 52. .

Devido ao lema 3.1, o item b) do teorema 2 é conseqiiéncia do item a) do teorema
2. Logo é suficiente demonstrar o item a) do teorema 2.

Para isto sejam r > 0 e € > 0 escolhidos. Segundo a definicao de limite, precisamos

apresentar t, tal que
VT >ty : P(wpy=2) >1—c¢, (3.4)

onde P (wOT, 0= 2) é a probabilidade de o componente no ponto (0,0) estar no estado
2 no tempo T .

Nossa demonstracao é baseada na idéia de “critical droplet”. Em mnosso caso, o
“critical droplet” é um retangulo em Z?* bastante grande e “cheio” de dois. Pelo fato
de este retangulo ser grande, o tempo para ele aparecer com probabilidade pelo menos
1—5 ¢ muito grande, mas finito. Demonstramos também que uma vez que tal retangulo
aparece, ele nunca desaparece com probabilidade pelo menos 1 — 5. Agora vamos
para estimacoes concretas. Para isto descrevemos nosso processo e apresentamos alguns

conceitos e propriedades de operadores aleatorios.

3.1 Outra Apresentacao do Operador Aleatério F,

O operador F, ja foi definido mas precisamos apresentd-lo de outra maneira. Usa-
mos ' = {0, 1}Z2 espaco de 2 — D configuracoes de estados de varidveis auxiliares.
Denotamos v € I' os elementos de I' e v, os componentes em 7. Usamos também
medida-produto 7 no espaco auxiliar I' tal que

ey 1 com probabilidade r
T 0 com probabilidade 1 — r.

Para cada medida g € M definimos a medida F,.u como induzida pelo produto
das medidas p e mw definida por:

L%:{m, se v, =1
Ty, S€ Y, =0,

onde =z, sao coordenadas do espaco onde a medida original g ¢é definida, =, sao
coordenadas do espago onde a medida auxiliar 7 ¢é definida e w, sao coordenadas do
espaco onde a medida induzida F,u ¢ definida.
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3.2 Outra Descricao do Processo

Seja Q ={0,1, 2}22'Z+ espaco de 3 — D configuracoes de estados de componentes.
Denotamos @ € € os elementos de e chamamos eles de 3 — D configuracoes.
Denotamos w!, cada componente da configuragdo @, onde t € Z, e v € y/al

Seja T = {0, 1}22'Z+ espaco de 3 — D configuracoes de estados de variaveis auxi-
liares. Denotamos 7 € I' os elementos de I' e 4 componentes em 7 .

Seja 7 distribuicio (medida) em T tal que todos ~! sdo v.a. ii.d. e

_ 1 com probabilidade r
Ty, = e
v 0 com probabilidade 1 — r.

Seja P distribuicdo em € induzida pela distribuicio 7@ em I' definida indutiva-
mente por base de inducao

V1,7, ng =0
e passo de inducgao
t+1 _ {m, se ﬁjl =1
T G(T- (W), coc. ’
para t = 0,1,2,..., onde G ¢é o operador que é o nosso maior exemplo, 7_, é uma

translagdo em w' e v = (i,7) .

Fazemos algumas definicGes em conexao com esta descricao. A saber:

Definicao 3.1 .

a) Alti +1,00) : o— dlgebra gerada por ~;; para todos t>t; 4+ 1.
b) A[l,t, — 1] : o— dlgebra gerada por ~;; para todos t <t —1.

c) w': configuragao no tempo t. A saber (wf]) para todos 1,) € Z .

Definicao 3.2 Propriedade Markoviana: o comportamento do processo nos tempos “fu-

turos” t1+ 1,t1 + 2,... dados os comportamentos nos tempos “passados” 1,...,t; — 1
e no tempo “presente” ty so depende do estado presente [A. 1975].
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Em outras palavras:
V Etyturo € Alt1 +1,00) , YV Epassado € A[L,t1 — 1] e Y € W temos

P(-Efuturo | wtla Epassado) = P(-Efuturo | wtl)a

onde Etyuro € Epassado 500 eventos.

E conseqiiéncia direta da definicao do nosso processo que ele tem a propriedade
markoviana.

A seguir apresentamos o problema cldssico da ruina do jogador que é ferramenta
essencial para a demonstracao de que um “critical droplet” bastante grande nunca desa-
parece com probabilidade grande.

3.3 Problema Classico da Ruina do Jogador

Considere um jogador (ou apostador) que ganha ou perde um real com probabili-
dades p e ¢, respectivamente (conseqiientemente ¢ = 1 — p ). Seja seu capital inicial
igual a z. O jogo prossegue até que o capital do jogador seja reduzido a zero, isto é, até
o jogador estar arruinado. Estamos interessados na probabilidade de que o jogador va a
ruina [F. 1965].

Fazendo uma analogia a fisica, a interpretacao mais flexivel é em torno do movimento
da variavel pontual ou “particula” no eixo —z . No tempo 0 a particula se encontra na
posicao inicial z e nos tempos 1,2,3,... ela se move uma unidade de passo na direcao
positiva ou negativa dependendo se o processo correspondente resulta em sucesso ou fra-
casso. A posicao da particula no tempo n representa o capital do jogador na conclusao
do n— ésimo passo. O processo termina quando a particula chega a 0. Descrevemos isto
dizendo que a particula realizou um passeio aleatorio com barreira em 0. Este passeio
aleatério esta restrito as possiveis posicoes 1,2,3,... Fisicos usam o modelo de passeio
aleatorio como aproximacao grosseira para a difusao ou o movimento browniano unidi-
mensional, onde a particula fisica é exposta a um grande ntimero de colisdes moleculares
que lho conferem um movimento aleatério. O caso p > ¢ corresponde a um desloca-
mento para a direita, quando os choques da esquerda sao mais provaveis. Trabalharemos
com este caso.

Lema 3.2 No problema da ruina do jogador, seja R(z) a probabilidade de o jogador
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finalmente chegar a ruina, entdo

demonstracao:

Apébs o primeiro passo, a fortuna do jogador é z+1 ou z—1 e, portanto, devemos
ter

R(z)=qR(z—1)+pR(z+1) (3.5)
se z > 1. Sefazemos R(z) = A\*, entdo teremos que R(z—1) = N*"! e R(z+1) = \*™ .
Assim, a probabilidade de ruina partindo de z descrita em ( 3.5 ) pode ser escrita como
M= g g p At (3.6)

Dividindo (3.6 ) por A*~! obtemos a expressao

A=q+pA?

que, reorganizando, resulta na seguinte equacao do 22 grau: pA2 —A+q=0.
Mas ¢=1—p, logo
pAX—A+1—p=0,

que é equivalente a

(pX*=p) = (A=1) =0,
que implica em

p(N>=1)—(A—1)=0.
Mas A —1=(A+1)(A—1), entao temos

A=1(pA+1)-1)=0,

nos deixando duas solugoes: Ay =1 e, pl+p—1=0. Como 1—p = q, entao
p—1=—q. Logo, temos pAy —q =0, ou seja,

Assim, temos:
R(2) = koA + k)i = ko + Ky (z%) .

Mas lim, .., R(z) =0, entdao ky = 0. Logo



Definicao 3.3 Dado o espaco amostral A , os eventos Aq,..., A, C A compdem um
sistema Completo de Fventos se

AU...UA, =A e Vi#j, ANA =0.

Teorema da Probabilidade Total: Seja o espago amostral A | sejam A;,... A, CA
um sistema completo de eventos e seja B outro evento. Entao

P(B) =3 P(B | A)P(A). (3.7)
i=1
Lema 3.3 Sejam Aj, As, ... Ay, A um sistema completo de eventos e seja o evento

B . Sabendo que P(A,) <5 e Vi=1,...,ty, P(B|A;) <5, entdo

27

P(B) <e.

demonstragao:

Por (3.7) temos que

P(B) = (Z P(B | Ai)P(Ai)> + P(B | A)P(A,). (3.8)

=1

Na primeira parcela de (3.8 ) temos

mas Aj,..., A, compoem um sistema completo de eventos, entao

ZOP(AZ-) + P(A,) = 1.

Conseqiientemente >* P(A;) < 1. Assim,

Na segunda parcela de (3.8 ) temos

P(B| A)P(A) < P(B| A3,
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Como P(B | A.) <1, entao

Assim,

Lema 3.4 Seja X = X1+ Xo+ ...+ X,,, onde todos X;, com i € {1,...,n}, sao

v.a. 1.5.d. e
X — { 1, com probabilidade r

0, com probabilidade 1 — r.

Entao, para cada d € (0, %) temos

P(X<d-n)< ((g)d G:;)l_d)n.

demonstracgao:
Temos que X tem distribuicao binomial com parametros n e r. Ou seja,
X ~ B(n,r).
Deste modo,
P(X <d-n) ZC MOER(k),
onde C}' representa a combinagao de n elementos tomados k£ a k e

1, sek<d-n
0, c.c.

F(k) = {

Seja (k) = b*=4" onde 0 <b < 1. Entao

F(k) < (k).
Logo
Zc (L=r)"" Fk) <) Cprt (1 =r)"" (k).
k=0
Mas

zn:c;;r’fu— Z )RR
k=0
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Mas .
Crrb)f (1 —r)"F=(b+1—17)"
k=0
Entao .
Cprf(L—r)" ™ F(k) < (b (rb+1—1))"
k=0
Conseqiientemente

PX<d-n)< (O (rb+1-1))".

Mas precisamos encontrar o menor valor de (b drb+1— r)) . Para isto vamos mini-
mizar a funcao

fO)=b""(rb+1—7), (3.9)
derivando f(b) , igualando a zero e obtendo o valor de b que minimiza esta fungao.
obtemos a1 )

-
b= . 3.10
r(1—d) ( )

Substituindo ( 3.10 ) em ( 3.9 ) obtemos
) = () (e = () (=)

Assim, o
rvsan < () (12) )

Aplicando o lema acima ao caso particular d = 5 , obtemos

P(x< £n> < (2 (;::>1_>n

Lema 3.5 Para cada r € (0,1) existe n natural tal que
T 2n
1—r\'"2
P(X <2) < <2( T) ) .
2—r
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demonstracao:

Vimos no lema 3.4 que

onde para t = 2n temos

o= (3(37) )

Quando tomamos n suficientemente grande, ou seja, n >
conseqlientemente P(X < nr) > P(X < 2). Assim,

P(X <2) < <2 (;::)12)% |

2
r

obtemos que nr > 2,

Lema 3.6 Denotamos 6(r) = 2 (%)1_5 , entdo ¥Yr € (0,1) temos

0(r) < 1.

demonstracao:

Seja O(r) = 2 (%)1_5 ,0<r <1, logo @ = (%)1—3. Temos que (0) =1 e

6(1) = 0. Se provarmos que 6(r) é decrescente, entdao provaremos que 6(r) < 1. Seja

In (g) = (1= 5) (1 =) ~In(2 )

eseja T =g ,entao x € (0, %) . Logo
f(z) = (1 —2)In(l —2z) — In(2 — 22)].
Assim

of _
or

—[In(1 —2z) —In(2 — 22)] + (1 — ) L :QQ;E + 2 —QQI}

=In(2 — 27) — In(1 — 22) + (1 — 2x) L:zgx +1ix1

_ 2 -2z N —2(1—x)+1—x
B\ 1—2¢ 1—2z
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2—2x 2—2x
=1In — — 1.
<1—2x> L—Qx ]

Fazendo f:gi =u,temos que u>0 e u#1.
Assim: o7
— =lnu—(u—1
B = MU (u—1)

Mas, sabemos que

Inu <u—1, comu >0, u##l.

Entao
Inu—(u—1)<0.
Logo
of
- <0.
Ox
Assim, 0(5) ¢ decrescente. Conseqiientemente 6(r) ¢é decrescente. Logo 6(r) < 1.

Lema 3.7 Para cada r € (0,1) existe n natural tal que

(6=

(M

W

demonstracgao:

Vimos no lema 3.6 que 0 < 2 (;—::)17% <1,quando 0 <r <1. Logo 2(5=)

1

pode ser escrito da forma =, onde a > 1. Assim, temos que

1 2n
lim (—) =0.
n—oo \

Ou seja,

Assim, existe n tal que

(3.11)

-5

(3.12)



demonstracao:

E suficiente tomarmos g > 1—logye. Assim, 1 —¢q < log,e, que resulta em
2179 < ¢ e conseqiientemente 279 < 5, ou seja, (%)q <.

2
Lema 3.9 Para cada r € (0,1), n>0, ¢>0 e >0 existe ty tal que

(1 — 79y < (3.13)

TR

demonstracgao:

Temos que 0 < r < 1,entao 0 < r™ < 1 e conseqientemente 0 < 1 —7r" < 1.

Assim, 1 — 7" pode ser escrito como + , com a > 1. Logo
) a’

1" 1
lim (1—7r")® = lim (—) = Jim 5 =0
to—o00 to—oo \ @ to—oo 'O

Logo existe to tal que (1 —7"9)" < < W

N

Definicao 3.4 Para cada k,e € Z, ={0,1,2,...} definimos Hj,. C Z* como
Hie={(i,j): —k—e<i< —k,0<j<n},
onde n € dimensao do critical droplet.

Observe que se e = 0, entao Hy. € vazio. Também para cada w € Q0 e k,e € Z
definimos o conjunto C' C Z. da sequinte forma:

C= {6 S Z-i— V(Z,j) € Hk,e Wi = 2}

Observe que o conjunto C' € sempre nao-vazio, uma vez que ele possui 0. Também para
cada k € Z, , definimos
ok — 2y

tal que ¢r(w) € definida como o mdzimo (talvez infinito) do conjunto C'.

Lema 3.10 Seja ¢y (wg) =€ > 0. Entao (F,.G)*"wy pode ser representado como

pp1 + (1 = p)pe, (3.14)

onde
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a) p>

win

b) w1 € concentrada nas configuragoes w tais que @ri1(w)>e+1.

c) o € concentrada nas configuragoes w tais que pri1(w) > e — 1.

demonstracao:

Para cada [ € [1,n] definimos o [— ésimo “trecho” como sendo o conjunto
T ={(i,j): —k =X <i<—k, j=leuw;, =2},

onde X ¢ a variavel aleatéria menor comprimento de trecho com distribuicao binomial

com parametros 7, 2n e P(X < 2) < <2 (;T:)l_g>2n e denotamos A o evento “todos
os trechos tém comprimento maior ou igual a 2”. Entao definimos py, pe e p como
segue: gy igual a medida (F,G)*'wy sob condi¢ao que A ocorre, sy igual & medida
(F,G)*wy sob a condigao de que A mnao ocorre e denotamos p como a probabilidade
de A ocorrer.

Agora seja o Teorema da Probabilidade Total: dada uma medida p em um espago A e

um evento A C A, sempre temos

p=p(A) p|a+[1—p(A)] ulxg

onde |4 é amedida p dado que o evento A ocorreu e p |z é a medida p dado que
o evento A nao ocorreu.

Entao, usando as defini¢oes citadas anteriormente e o teorema da probabilidade total,
obtemos (3.14). W

Agora demonstremos o item a) do lema 3.10. Temos que

P(X <2)< (2 (;::)1;“)2"7

onde X tem distribuigao binomial com parametros r e 2n . Como p é a probabilidade

de todos os trechos terem comprimento maior ou igual a 2, entao 1—p é a probabilidade
de pelo menos um trecho ter comprimento menor que 2. Como X é a variavel menor
comprimento de trecho, entdo P(X < 2) = 1 — p. Assim, usando os resultados dos
lemas 3.5 e 3.7, obtemos 1 —p < % . Logo p > % H

Agora demonstremos o item b) do lema 3.10. Temos inicialmente que

Hpe={(i,j): —k—e<i<—k, 0<j<n}
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Logo ¢r(w) =—k—(—k —e). Ouseja, pr(w)=¢, e >0.
Apés 2n passos de tempo, temos

Hipie={(,j): —k—e—X<i<—-k—1,0<j<n},

onde ppri(w)=—k—-1—-(-k—e—X)=e+ X —1.
Se A ocorre, entao X > 2. Assim,

rr1(w) >e+2—-1=e+1.

Ou seja, como p; ¢ a medida condicionada a A ocorrer, entao pu; € concentrada nas
configuragoes w tais que @py(w) >e+1. 1

Agora demonstremos o item ¢) do lema 3.10. Temos inicialmente ¢x(w) = e e apds
2n passos de tempo obtemos ¢g41(w) = e+ X —1 como vimos no item b) . Suponha
que ocorra o caso extremo onde o operador aleatério nao “funciona”, ou seja, A nao
ocorre ¢ X =0, o que implica que nao temos trechos. Neste caso

Orr1(w) =e—1. (3.15)
Suponha agora que A nao ocorre e X >0, ou seja, 0 < X < 2. Neste caso
e—1<gpi(w) <e+1 (3.16)
Logo, por (3.15) e (3.16) obtemos

Pri1(w) > e— 1.

Ou seja, como po é a medida condicionada a A nao ocorrer, entao s € concentrada
nas configuragoes w tais que ¢gi1(w) >e—1. N

Definicao 3.5 Dado qualquer t, natural:

a) Para cada 1 <t <ty , denotamos Vi, C Z? o conjunto

o (to—t\ _ . [to—t _
Vt,tOZ{(Z,J)i(O% >§z§(02n )+q,0§J<n}.

b) Denotamos E;;, CT o evento

By ={7€T:Vve Vv =1}. (3.17)
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c) Denotamos Ei, C T o evento

t—1

Bl =) (T\ Eizy) N Epg,. (3.18)

i=1

O lema seguinte mostra que um “critical droplet” aparece com probabilidade grande
se o tempo ¢ suficientemente grande.

Lema 3.11 Para cada € >0, tg tal que (3.13) € verdadeira e T >ty , temos

P(wio=2|FE,,)>1-

DN ™

demonstracao:

Fazemos translagao na escala de tempo tal que ¢ torna-se 1. Logo o evento Ej,
torna-se em

g =1,

se —q<i1<0e0<j<n.
Definimos o conjunto @ C Z assim: g € Q se

(—m—q<i<—m, 0§j<n):>w%-”":2.
Seja m =0,1,2,3,... eseja U, variavel aleatoria no tempo t = 2mn tal que

Um_{maxq, seqe Q

10, se Q é vazio

Se U, = q, entao pelo lema 3.10 temos que U,,,; tem distribuicao

cJat 1 com probabilidade > 2
g —1 com probabilidade < % :
Assim, pelo lema 3.2 temos
1 q
P(arruinar iniciando em ¢q) < (5) .

Entao

1 q
P(nunca arruinar iniciando em ¢) > 1 — (5) .
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Agora escolhemos ¢ tal que (3.12) é verdadeira. Entao

1\ e
)
2) 72
Conseqiientemente
1\“ €
1— (=) >1-%.
2 2
Logo -
P(nunca arruinar iniciando em ¢) > 1 — 3"
Assim,

P(nunca arruinar iniciando em ¢ | E;, ) > 1 —

Do ™

Mas “nunca arruinar iniciando em ¢” implica em w!, = 2. Entao

P(w({O:Q\E;,tO)zl—g.l

3.4 demonstragao do item a) do Teorema 2

Inicialmente, baseado no lema 3.7 escolhemos n tal que (3.11) é verdadeira. Em
seguida, baseado no lema 3.8 escolhemos ¢ tal que (3.12) ¢ verdadeira. Os nimeros
n e ¢ sao dimensoes de nosso “critical droplet” - o retangulo tao grande que, se ele esta
tao “cheio” de dois num tempo, a probabilidade de ele nunca desaparecer é grande. Apds
isto, baseado no lema 3.9 escolhemos ¢, tal que (3.13) ¢é verdadeira e demonstremos
(3.4). Seja E;y, como definido em (3.17). O evento FE;,;, ¢é garantia que o “critical
droplet” aparece no tempo t. Observe que E,,, t =1,...,t, sao independentes. Os
E;,, definidos em (3.18) formam um sistema completo de eventos. O evento FEj,
significa que o tempo ¢ é o primeiro quando um “critical droplet” aparece. Seja

to to
E.=T\JE, =T\|JEw,
t=1 t=1

O evento FE, significa que nenhum “critical droplet” aparece até o tempo t .
Estimamos a probabilidade:
P(E,) = (1—r").

Assim, pela escolha de t, tal que (3.13) ¢é verdadeira obtemos

P(E,) <

DO | ™
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Entao

N P(EL)>1- g (3.19)
Pelo lema 3.11, temos que

Plufly=2| El,) > 1~

DO ™

Mas, por (3.7) temos

to

P(wy=2)=> P(wjy=2|E,)P(E],)+P(w,=2]|E.)P(E.).

Logo

to

P(W({o =2)> ZP (W({o =2 E;,to) P(Et,,to)'

t=1
Logo, através do lema 3.11, obtemos

to

to
£ £
Pty =2) 23 (1-2) P(E,) = (1-5) Y. P(EL,).
t=1
Assim, por (3.19) obtemos
P(wl, =2) > (1——)-(1——) —l-ctS>1-e

Entao para todos T >t ,

3.5 Discussao

Por encontrar dificuldades no estudo tedrico de comportamento de automatos celu-
lares, por varias vezes foram considerados exemplos para estes estudos. O artigo
[GKL. 1978] apresentou um exemplo uni-dimensional que é erodente para “zeros” e “uns”
a0 mesmo tempo. Seu comportamento na presenca de ruido aleatério ainda nao foi exa-
minado, mas o pressentimento geral é de que nem “todos zeros” nem “todos uns” é
estavel.

O artigo [T. 1976] apresentou o primeiro exemplo de erodente para o qual “todos
zeros” nao tem estabilidade. O nosso exemplo pode ser considerado como seu analogo bi-
dimensional com a diferenca de ser erodente nao linear. O Unico erodente nao linear até
agora foi visto em [T. 2002] com espago continuo. Logo, esta tese apresenta o primeiro
exemplo publicado de um erodente nao linear com espago discreto.
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Em [T. 1979] foi demonstrada estabilidade de “todos zeros” se D é erodente. O
item d) de nosso teorema 2 mostra que em nosso exemplo nao hé estabilidade de “todos
zeros” ainda que G seja erodente. A revisao [T. 1995] apresenta estes e varios outros
exemplos e resultados.

Nosso teorema 2 mostra que ds € tnica medida invariante de operador F,.G para
qualquer r > 0. Contudo, convergéncia para esta medida parece bastante lenta. Neste
sentido nosso processo tem uma aparéncia com um fenomeno fisico conhecido como
metaestabilidade, que é a capacidade de um estado de desequilibrio persistir por um
longo periodo de tempo. A transicao para o equilibrio acontece através do surgimento do
“critical droplet”. O tempo necessario para o “critical droplet” aparecer é muito grande
mas logo que ele aparece, o sistema rapidamente vai para o equilibrio. A metaestabi-
lidade é caracterizada por multiplas tentativas fracassadas de mudar para o equilibrio.
Em nosso caso o estado de desequilibrio é “todos zeros”, o estado de equilibrio é “todos
dois” e “critical droplet” é o retangulo grande cheio de dois.

Na fisica muitos exemplos importantes de metaestabilidade sao conhecidos: dia-
mantes em temperatura ambiente sao metaestaveis porque a transformacao de fase para
o grafite estavel é extremamente lenta. Em temperaturas superiores, a razao de trans-
formacao de fase é aumentada e o diamante serd transformado em grafite; DNA, RNA
e proteinas também sao metaestaveis; Em eletronica “flip-flop”, que sao circuitos osci-
lantes, sao mecanismos que sofrem metaestabilidade.

Metaestabilidade é um fenomeno de grande importancia para a descricao de transicao
de fase. Uma aproximagao rigorosa vem de [L. 1971], onde metaestabilidade é caracte-
rizada como uma lenta evolugao da média sobre o processo para o valor da estabilidade
do equilibrio.
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Apéndice

Principais Notagoes

c: cilindro fino

C : ponto de localizacdo de componente: “centro”

. congunto {wy, = ... =w,, =2}

. operador geral deterministico

. operador aleatorio que age nas medidas em Mz
1 nosso automato celular que é o maior exemplo

. ponto de localizacao de componente: “leste”

. congunto de estados de componentes

T EnQANTS

. elemento mdzximo de M

M : conjunto das medidas normalizadas em €
Mz espaco geral de configuracoes

n : numero natural: largura da ilha retangular

N : ponto de localizagdo de componente: “norte”

O : ponto de localizacao de componente: “oeste”

P : operador

Q(q,n) : ilha retangular com dimensdes q e n

q : numero natural: comprimento de ilha retangular
r: probabilidade de cada componente em Z aumentar sob acio de F,
S : ponto de localizacdo de componente: “sul”

t : variavel tempo

T, : translacao de configuracoes e medidas

x 1 configuragdao em Mz

Z% : espaco discreto d— dimensional

[': espago de 2 — D configuragoes de estados de varidveis auziliares
T : espaco de 3 — D configuragoes de estados de varidveis auxiliares
v: 2—D configuracao em T’
~¥: 3—D configuragio em T
Yo i 2—D componente em -y

t: 3—D componente em 7
0; - medida em M concentrada em “todos i ”

: medida qualquer em M

. medida qualquer em M

. medida-produto em T’

. medida-produto em T

: espaco de 2 — D configuragoes de componentes

DDA AT

:espago de 3 — D configuracioes de estados de componentes
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2 — D configuracao em
3 — D configuracao em
2 — D componente em

. 3—D componente em

t

D w :(wf,j),i,jEZ

g & 22D
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