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Resumo

O modelo de regressão beta possui potencialmente aplicabilidade prática, em particular,

na modelagem de taxas e proporções. Assim, o cálculo dos vieses dos estimadores dos

parâmetros deste modelo torna-se importante, visto que, em geral, para modelos regulares,

quanto menores são os tamanhos de amostra, mais viesados são os estimadores de máxima

verossimilhança. A obtenção de expressões que permitam calcular os vieses desses esti-

madores possibilita a obtenção de estimadores corrigidos, que em pŕıncipio são mais precisos

que os não corrigidos.

O objetivo deste trabalho é fornecer expressões para os vieses de segunda ordem dos

estimadores de máxima verossimilhança no modelo de regressão beta proposto por Ferrari &

Cribari–Neto (2003). Com a finalidade de reduzir os vieses destes estimadores em amostras

finitas, utilizam-se correções de viés obtidas a partir de esquemas anaĺıticos (Cox & Snell,

1968; Firth, 1993) e de bootstrap. Deduzimos uma fórmula para o cálculo dos vieses de

segunda ordem dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de

regressão beta. Em seguida, fornecemos estimativas corrigidas do tipo corretivo, preventivo

e de bootstrap, mostrando numericamente que as estimativas corrigidas de tipo corretivo e

de bootstrap apresentam desempenhos superiores em termos de viés e erro médio quadrático

às suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança.

Apresentamos intervalos de confiança do tipo assintótico, bootstrap percentil e bootstrap

BCa para os parâmetros do modelo de regressão beta. A avaliação numérica revelou que

os intervalos de tipo percentil para os parâmetros baseados nas estimativas corrigidas apre-

sentam os melhores desempenhos em termos de cobertura, balanceamento e comprimento.

Adicionalmente, mostramos que os intervalos de confiança para o parâmetro de precisão são

bastante assimétricos, sendo que os intervalos do tipo assintótico baseados nas estimativas

de máxima verossimilhança e corrigida corretivamente possuem as melhores coberturas e

menores comprimentos.
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Abstract

In this thesis we consider the beta regression model recently proposed by Ferrari & Cribari–

Neto (2003), which is tailored to situations where the response is restricted to the standard

unit interval and has a regression structure involving regressors and unknown parameters. We

derive the second order biases of the maximum likelihood estimators, and use them to define

bias-adjusted estimators. As an alternative to the two analytically corrected estimators, we

consider a bias correction mechanism via parametric bootstrap. The numerical evidence

favors the bootstrap-biased estimator and the one obtained from the analytical corrective

adjustment. Several different strategies for interval estimation are also considered. The

thesis closes with an empirical application.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1. Introdução

A distribuição beta fornece uma ferramenta útil para modelagem de dados estat́ısticos
que assumem valores no intervalo (0, 1). Uma estratégia anaĺıtica baseada em máxima
verossimilhança para modelagem de dados usando a distribuição beta é aqui estudada no
contexto de um novo modelo de regressão, o qual sob uma adequada parametrização pode
ser utilizado para modelar, por exemplo, taxas e proporções (Ferrari & Cribari–Neto, 2003).
Nesta linha, uma importante área de pesquisa é o estudo do comportamento de estimadores
de máxima verossimilhança (MV) em pequenas amostras, em particular, análise de viés;
este em geral, mede quão distante em média está um estimador do verdadeiro parâmetro
estudado. Muitas vezes, esta medida é utilizada como um critério para avaliar a “qualidade”
de um estimador. O viés não é um problema muito sério quando os tamanhos das amostras
são grandes, pois tipicamente é de ordem O(n−1) ao passo que o erro padrão assintótico é

de ordem O(n−1/2), onde n é o tamanho de amostra. No entanto, para valores moderados
de tamanho de amostra n o viés pode ser problemático. Assim, a correção de viés torna-
se importante quando a informação dispońıvel é pequena. Desta forma, a formulação de
expressões que permitam corrigir o viés possibilita a obtenção de estimadores mais precisos
que os não-corrigidos.

O mecanismo de ajuste do viés foi amplamente pesquisado por Box (1971), o qual
forneceu uma expressão geral para o viés de ordem O(n−1) em modelos não-lineares multi-
variados com matriz de covariâncias conhecida. Cook, Tsai & Wei (1986) relacionam o viés
com a posição das variáveis explicativas no espaço amostral. Young & Bakir (1987) mostram
que a correção de viés pode melhorar a estimação em modelos de regressão generalizados log-
gama. Cordeiro & McCullagh (1991) fornecem fórmulas matriciais para a correção de viés
em modelos lineares generalizados. Trabalhos mais recentes nesta área incluem Cordeiro &
Vasconcellos (1997), que obtiveram fórmulas para a correção de viés em modelos de regressão
não-lineares com erros normais, e Cordeiro & Vasconcellos (1999), que calculam o viés de
segunda ordem de estimadores de máxima verossimilhança em modelos de regressão Von
Mises, entre alguns outros.

Trabalhos de correção de viés de estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros
que indexam a distribuição beta foram desenvolvidos por Cordeiro, Rocha, Rocha & Cribari–
Neto (1997) e Cribari–Neto & Vasconcellos (2002). Entretanto, tais resultados não envolvem
modelos com estrutura de regressão. Vasconcellos & Cribari–Neto (2003) estudam o com-
portamento dos estimadores de máxima verossimilhança em uma nova classe de modelos de
regressão com distribuição beta, i.e., eles consideram um modelo de regressão que relaciona
o comportamento de variáveis aleatórias que seguem uma distribuição beta a um conjunto
de variáveis explicativas. O modelo estabelece uma relação entre os parâmetros que indexam
a distribuição Beta(p, q) e um preditor linear. Nesta mesma linha, o objetivo principal deste
trabalho é fornecer expressões que permitam corrigir os vieses até ordem O(n−1) dos esti-
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madores de máxima verossimilhança dos parâmetros no modelo de regressão beta proposto
por Ferrari & Cribari–Neto (2003), visto que para pequenas amostras os estimadores de
máxima verossimilhança podem ser bastante viesados. No modelo de Ferrari & Cribari–
Neto (2003), ao invés do modelo de Vasconcellos & Cribari–Neto (2003), a variável resposta
segue um comportamento beta sob uma nova parametrização, i.e., a resposta se distribui
como Beta(µ, φ), onde a resposta média µ é modelada através de uma adequada estrutura
de regressão sujeita a um parâmetro de precisão φ. Assim, o parâmetro µ da distribuição
beta pode ser interpretado como uma taxa ou proporção, e o parametro φ como uma medida
de sua precisão. Este trabalho apresenta expressões gerais para o cálculo dos vieses no mod-
elo de regressão beta de Ferrari & Cribari–Neto (2003), para o caso de diferentes funções
de ligação, que permitem modelar a média de uma quantidade estudada através de uma
estrutura de regressão. Na obtenção da fórmula geral para os vieses, até segunda ordem,
dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão beta foi
utilizada a expressão dada por Cox & Snell (1968).

1.1.1. Organização da dissertação

A presente dissertação de mestrado está dividida em ćınco caṕıtulos. Neste primeiro
caṕıtulo abordamos em forma geral aspectos de estimação e inferência, concentrando-nos
principalmente nas caracteŕısticas e propriedades do estimador de máxima verossimilhança
sob condições de regularidade. No segundo caṕıtulo estudamos a distribuição beta e algumas
de suas propriedades amostrais. Além disso, apresentamos o modelo de regressão beta pro-
posto por Ferrari & Cribari–Neto (2003) com a estimação pontual de seus parâmetros por
máxima verossimilhança e algumas de suas propriedades assintóticas, entre as quais, a nor-
malidade assintótica das estimativas de máxima verossimilhança, que nos permite fornecer
intervalos de confiança de tipo assintótico. No terceiro caṕıtulo mostramos uma revisão geral
sobre algumas técnicas de correção de viés, em particular o método de Cox & Snell (1968).
Naquele caṕıtulo fornecemos a fórmula geral para os vieses de segunda ordem dos estimadores
de máxima verossimilhança do modelo de regressão beta. Através da análise do viés obtemos
estimadores corrigidos por viés utilizando as metodologias correctiva, preventiva e de boot-
strap para os estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão
beta, Adicionalmente, apresentamos os respectivos intervalos de confiança assintóticos e de
bootstrap para ditas estimativas corrigidas. No quarto caṕıtulo, com base em simulações de
Monte Carlo para o modelo de regressão beta investigamos o comportamento dos estimadores
de máxima verossimilhança, e suas versões corrigidas corretivamente, preventivamente e de
bootstrap. Também são analisadas as diferentes estimativas intervalares dos parâmetros do
modelo de regressão beta em suas diferentes versões. No quinto caṕıtulo aplicamos o modelo
de regressão beta a um conjunto de dados reais e comparamos as estimativas dos parâmetros
do modelo por máxima verossimilhança com suas respectivas estimativas corrigidas. Além
disso, apresentamos as conclusões deste trabalho.

1.1.2. Suporte computacional

As avaliações numéricas realizadas ao longo desta dissertação foram feitas através da
linguagem matricial de programação Ox em sua versão 3.30 para sistemas operacionais
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Linux. Ox está distribúıdo gratuitamente para uso acadêmico e se encontra dispońıvel no
site http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik. Maiores detalhes sobre esta linguagem de
programação podem ser encontrados em Cribari–Neto & Zarkos (2003) e em Doornik (2001).
O apêndice B desta dissertação contém os programas de simulação que permitem avaliar os
estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão beta e suas
versões corrigidas. Os gráficos apresentados no trabalho foram produzidos utilizando o am-
biente de programação, análise de dados e gráficos R em sua versão 1.8.0 para o sistema
operacional Linux e que se encontra dispońıvel gratuitamente no endereço http://www.r-

project.org. Por fim, a dissertação foi digitada usando o sistema de tipografia (Plain) TEX
desenvolvido por Donald Knuth em 1986. TEX também é distribúıdo de forma gratuita.

1.2. Preliminares

O objetivo desta seção é fornecer alguns conceitos básicos para o desenvolvimento de
nosso trabalho, assim como introduzir a notação e terminologia pertinentes. Consideramos
um experimento aleatório, o qual é representado por um espaço de probabilidade (Ω,=, P ),
sendo Ω o conjunto de todos os posśıveis resultados do experimento, = uma σ-álgebra de
subconjuntos de Ω e P uma medida de probabilidade definida nos elementos de =. Associada
ao experimento está uma variavél aleatória (v.a.), a qual é uma transformação Y : Ω → R
tal que Y −1(B) ∈ =, para todo B, conjunto de Borel, e definimos

PY (B) = P (Y −1(B))

= P (Y ∈ B), ∀B boreliano.

Se B = (−∞, y], então a função FY (y) = P (Y ≤ y) = PY ((−∞, y]) = P ({ω : Y (ω) ≤ y})
é chamada função de distribuição de Y. Do ponto de vista estat́ıstico, uma seqüência de ex-
perimentos pode ser simbolizada por um vetor de observações Y∼= (Y1, . . . , Yn), denominado
vetor aleatório, que assume valores em IRn. A distribuição de Y∼ é determinada por uma
função de distribuição conjunta definida em Rn, dada por

FY∼(y∼) = FY1,...,Yn(y1, . . . , yn) = P ({ω ∈ Ω : Y1(ω) ≤ y1, . . . , Yn(ω) ≤ yn}),
−∞ < y1, . . . , yn < ∞.

Se assumimos que os Yi’s são independentes, então

FY∼(y∼) = FY1,...,Yn(y1, . . . , yn) =
n∏

i=1

P ({ω ∈ Ω : Yi(ω) ≤ yi}) =
n∏

i=1

FYi
(yi).

O valor esperado de uma variável aleatória Y com relação à medida de probabilidade PY é
definido como a integral de Lebesgue-Stieltjes:

EY =

∫
ydFY (y).

Supondo que Y é absolutamente cont́ınua com densidade f(y), a distribuição de probabi-
lidade é tal que PY (B) =

∫
B f(y)dy, para todo B boreliano e o valor esperado pode ser
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expresso como EY =
∫

yf(y)dy. Se E|Y |< ∞, então dizemos que Y é integrável. Algumas
caracteŕısticas de v.a.’s podem ser representadas convenientemente em termos de valores
esperados. Definimos o k-ésimo momento de Y, se existir, como mk = EY k. No caso de Y ser
integrável, então µk = E(Y −EY )k, se existir, é chamado k-ésimo momento central de Y. Por

exemplo, a variância de Y é definida por Var(Y ) = E{(Y −EY )2}. É posśıvel generalizar a
noção de momentos a vetores aleatórios. Por exemplo, se Y1 e Y2 são duas variáveis aleatórias
e i, j são números naturais, o momento conjunto de ordem (i, j) de Y1 e Y2 é definido por

mij = E(Y i
1Y j

2 ) e de forma análoga se define o momento central conjunto de ordem (i, j)
como µij = E{(Y1 − EY1)

i(Y2 − EY2)
j}. Desta forma, por exemplo, a covariância de duas

variáveis aleatórias X e Y é definida por Cov(X, Y) = µ11 = E{(X − EX)(Y − EY )}. No
caso do vetor aleatório Y∼= (Y1, . . . , Yn), a matriz de covariância é dada por Σ = (σij)n×n

com σij = Cov(Yi, Yj), i, j = 1, . . . , n. Para maiores detalhes sobre esses fundamentos, ver
Billingsley (1995).

Suponhamos que E(exp(t0|Y |)) < ∞ para algum t0 > 0. Neste caso, a aplicação MY

definida por
MY (t) = E(exp(tY )), |t| ≤ t0,

é chamada função geradora de momentos de Y . Se MY (t) está definida numa vizinhança
{t : |t| < t0} de zero, então todos os momentos de Y são finitos e

MY (t) =
∞∑

k=0

E(Xk)

k!
tk =

∞∑

k=0

mk

k!
tk, |t| < t0.

Além disso, MY tem derivadas de toda ordem em t = 0 e dk

dtk
MY (t)|t=0 = E(Xk) = mk.

Definimos a função geradora de cumulantes de Y como KY (t) = logMY (t) e pode-se repre-
sentá-la por uma expansão de Taylor da forma KY (t) =

∑∞
j=0

κj

j! t
j . As constantes κ1, κ2, . . .

são chamadas cumulantes de Y e são obtidas pela diferenciação de K(t) da forma

dj

dtj
KY (t)|t=0 = κj ,

com κ0 = KY (0) = 0. Os dois primeiros cumulantes são κ1 = EY, κ2 = Var(Y ). Pode-se
mostrar que existe uma relação biuńıvoca entre momentos e cumulantes, já que o j-ésimo
cumulante de Y é uma função dos primeiros j-ésimos momentos de Y e vice-versa. Isto pode
ser verificado expandindo MY (t) na forma MY (t) = 1 +

∑∞
j=1

mj

j! tj e

KY (t) = log(MY (t)) =
∞∑

j=0

κj

j!
tj = log

(
1 +

∞∑

j=1

mj

j!
tj

)
.

Então, usando uma expansão em série de Taylor de log(1 + x) ao redor do ponto x = 0,
temos que

log

(
1 +

∞∑

j=1

mj

j!
tj

)
= m1t +

1

2!
(m2 −m2

1)t
2 +

1

3!
(m3 − 3m1m2 + 2m3

1)t
3 + · · · ,

de onde se tem que κ1 = m1, κ2 = (m2 − m2
1), κ3 = (m3 − 3m1m2 + 2m3

1), e assim por
diante.
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O terceiro cumulante de Y é uma medida de assimetria, no sentido de que se κ3 =
E(Y −κ1)

3 for nulo, então Y é uma v.a. simétrica. Os coeficientes de assimetria γ1 = µ3/σ
3

e de excesso de curtose γ2 = (µ4/σ
4) − 3 podem ser escritos como γ1 = κ3

κ
3/2
2

e γ2 = κ4/κ
2
2.

A análise dos cumulantes é importante no estudo assintótico de estat́ısticas, já que estes se
anulam para a distribuição normal, para j > 2. Uma discussão detalhada sobre a teoria de
momentos e cumulantes pode ser encontrada em McCullagh (1987).

1.3. Estimadores de máxima verossimilhança

Neste trabalho, a função f é tipicamente desconhecida; portanto, o objetivo é tentar obter
conclusões acerca de f com base no conhecimento da observação de Y∼=y∼. Consideramos
um modelo paramétrico como um conjunto D de posśıveis funções de densidade, onde se
encontra nossa verdadeira função de densidade f . O conjunto D é caracterizado por um
parâmetro θ que assume valores num espaço paramétrico Θ ⊆ IRk, tal que

D = {f(·; θ) : θ ∈ Θ},
onde f(·; θ) é a função modelo. Neste contexto, a inferência paramétrica propõe e avalia
mecanismos de seleção de estat́ısticas Tn = Tn(Y∼) como funções amostrais apropriadas para
estimar θ, i.e., “adivinhar” seu verdadeiro valor, especificando, conseqüentemente, o modelo.
Desta forma, a análise estat́ıstica consiste na especificação de um modelo para os dados
(Severini, 2000, p. 1). Tais estat́ısticas, utilizadas para estimar θ, são chamadas estimadores
de θ. No estudo de tais estat́ısticas esperamos que elas possuam boas propriedades.

Uma propriedade desejável é a suficiência. Suponhamos que Tn(Y∼) = t é conhecido,
então, Tn é suficiente para θ se a distribuição condicional de Y∼ dado que Tn(Y∼) = t não
depende do valor de θ, i.e., Tn esgota toda a informação existente na amostra a respeito

de θ. Além disso, se θ̂1 e θ̂2 são dois estimadores de θ, dizemos que θ̂1 é mais eficiente

que θ̂2 se Var(θ̂1) ≤ Var(θ̂2) com θ̂1 6= θ̂2; esta propriedade é fundamental no momento

de escolher o “melhor” modelo. Adicionalmente, um estimador θ̂ de θ é não-viesado, se

E(θ̂ − θ) = 0, ∀θ ∈ Θ; se E(θ̂ − θ) 6= 0, definimos o viés de θ̂ como

B(θ̂) = E(θ̂)− θ,

sendo desejável, em prinćıpio, que o viés seja zero ou tenda a zero quando o tamanho de

amostra n tende para o infinito. Neste último caso, dizemos que θ̂ é assintoticamente não-

viesado. Consistência é outra propriedade desejável. Uma seqüência de estimadores {θ̂n}n≥1

de θ é dita ser consistente, se θ̂n converge em probabilidade para θ. Nesta classe de esti-
madores estão aqueles assintoticamente não-viesados cuja precisão aumenta com o aumento
do tamanho de amostra n.

Talvez a mais importante ferramenta de estimação paramétrica seja o método de máxima
verossimilhança. Suponhamos que a distribuição do vetor y∼ de dados observados possa ser
modelada através da densidade f(y∼; θ∼) de um vetor aleatório Y∼, onde o parâmetro θ∼ da

distribuição é desconhecido, θ∼∈ Θ ⊆ IRk. A função de verossimilhança para θ∼ baseada na
observação Y∼=y∼ é dada por

L( θ∼) ≡ L( θ∼; y∼) = f(y∼; θ∼), θ∼∈ Θ, Θ ⊆ IRk,
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sendo vista como uma função de θ∼ para y∼ fixo. Dada a função L( θ∼), o estimador de máxima

verossimilhança θ̂∼ = θ̂∼(y∼) é o valor que maximiza L( θ∼). Formalmente, o estimador de
máxima verossimilhança é definido como a variável aleatória

θ̂∼ = argmax
θ∼∈Θ

L( θ∼).

É conveniente trabalhar com o logaritmo da função de verossimilhança, que é denotado por

`( θ∼) = log(L( θ∼)) = `( θ∼; y∼).

Seja θ∼= (θ1, . . . θk). Define-se a função escore U( θ∼) = (U1( θ∼), . . . , Uk( θ∼)) por

Ur( θ∼) = ∂`( θ∼)/∂θr, r = 1, . . . , k,

U( θ∼) = ∇θ∼`( θ∼),

onde ∇θ∼ = (∂/∂θ1, . . . , ∂/∂θk)
> é o operador gradiente. A função escore descreve como a

função de log-verossimilhança varia com θ∼ .

1.4. Condições de regularidade

As seguintes condições de regularidade, quase sempre satisfeitas na prática, são de grande
aux́ılio no desenvolvimento da teoria assintótica de modelos paramétricos, em particular, no
estudo de estimadores de máxima verossimilhança. Tais condições permitem justificar e de-
limitar os erros de aproximação em expansões de séries de Taylor e provar propriedades como
consistência, unicidade, eficiência e suficiência dos estimadores de máxima verossimilhança.
Assim, consideramos as seguintes suposições (Cox & Hinkley, 1974):

(i) Se θ∼1
6= θ∼2

, θ∼1
, θ∼2

∈ Θ, então as medidas de probabilidade P θ∼1
e P θ∼2

associadas a

f(·; θ∼1
), f(·; θ∼2

) são tais que P θ∼1
6= P θ∼2

, i.e., as distribuições são identificáveis.

(ii) As distribuições P θ∼ têm o mesmo suporte para todo θ∼∈ Θ, ou seja, o conjunto

C = {y : f(y; θ∼) > 0} é o mesmo para todo θ∼ .

As suposições (iii)-(v) abaixo garantem a regularidade de f(y; θ∼) como função de θ∼ e a
existência de um conjunto aberto Θ1 ⊆ Θ tal que o parâmetro verdadeiro θ∼0

pertença a Θ1.
Aqui, Eθ∼0

é o valor esperado supondo que θ∼0
é o valor verdadeiro do parâmetro.

(iii) Existe Θ1 ⊆ Θ aberto, com θ∼0
∈ Θ1, tal que a função de densidade f(y; θ∼) admite

derivadas de terceira ordem em relação a θ∼ para todo θ∼∈ Θ1.

(iv) Eθ∼{U( θ∼)} =0∼ e a matriz K( θ∼) = Eθ∼{U( θ∼)U( θ∼)>} existe e é positiva-definida para

todo θ∼∈ Θ1.

(v) Existem funções Hrsu(y) não envolvendo θ∼ tais que, para r, s, u = 1, . . . , k,

∣∣∣∣
∂3 log f(y; θ∼)

∂θr∂θs∂θu

∣∣∣∣ < Hrsu(y),

para todo θ∼∈ Θ1, onde E θ∼0
{Hrsu(Y )} < ∞.
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A condição (iii) garante a existência das derivadas até terceira ordem de f(y; θ∼) em Θ1, (iv)
indica que K( θ∼) é finita e positiva-definida numa vizinhança aberta de θ∼0

, o que é uma

condição suficiente para garantir que θ̂∼ é um máximo local nesta vizinhança, e (v) afirma
que as terceiras derivadas de `( θ∼) são limitadas por uma função integrável de y. Um modelo
que apresenta estas condições de regularidade é chamado de modelo regular. Em modelos
regulares, a diferenciação com respeito a θ e integração sobre o espaço amostral de algumas
funções mais importantes podem ser trocadas. Seja J( θ∼) = −∂2`( θ∼; Y )/∂ θ∼∂θ∼

> o negativo
da matriz hessiana da função de log-verossimilhança; J é chamada matriz de informação
observada (Fisher, 1925). Como conseqüência das condições de regularidade, temos que

Covθ∼{U( θ∼)} = Eθ∼{U( θ∼)U( θ∼)>} = Eθ∼{J( θ∼)},

ou seja,
K( θ∼) = Eθ∼{−∇∇

>`( θ∼)}.
A matriz K( θ∼) é chamada de matriz de informação de Fisher de θ∼ e corresponde à matriz
da condição de regularidade (iv). Uma justificativa qualitativa para o uso da palavra “in-
formação” é que se a matriz J “cresce”, i.e., se é maior a informação sobre θ∼, menor será a

dispersão de θ̂∼ ao redor de θ∼ (Barndorff-Nielsen & Cox, 1994).

Sob as condições de regularidade apresentadas acima, `( θ∼) é diferenciável em θ∼, θ̂∼ existe,

θ̂∼ satisfaz a equação de verossimilhança

U( θ̂∼) = ∇θ∼`( θ̂∼) = ∇θ∼`( θ̂∼, y∼) =0∼, (1.4.1)

e
`( θ̂∼) ≥ `( θ∼), ∀ θ∼∈ Θ.

Além disso, se y∼= (y1, . . . , yn), onde os Yi’s são variáveis aleatórias independentes e iden-
ticamente distribúıdas (i.i.d.) com densidades f(yi; θ∼), então, a função de verossimilhança
será

L( θ∼) =
n∏

i=1

f(yi; θ∼) (1.4.2)

e a função de log-verossimilhança

`( θ∼) =
n∑

i=1

log{f(yi; θ∼)}, (1.4.3)

sendo a equação de verossimilhança (1.4.1) simplificada na forma

n∑

i=1

∇θ∼ log f(yi; θ̂∼) =0∼. (1.4.4)

Lehmann & Casella (1998, cap. 6) mostram que, sob as condições de regularidade citadas,

o estimador de máxima verossimilhança θ̂∼, obtido como raiz única da equação (1.4.4), apre-
senta as seguintes propriedades:
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(1) É consistente.

(2) É suficiente.

(3) É intrinsicamente assintoticamente eficiente, i.e., entre todos os estimadores consis-
tentes de θ∼, o estimador de máxima verossimilhança possui variância assintótica mı́nima.

(4) É invariante sob transformações biuńıvocas, i.e., se θ̂∼ é o estimador de máxima

verossimilhança de θ∼ e g é uma função bijetora de θ∼, então g( θ̂∼) é o estimador de
máxima verossimilhança de g( θ∼).
(5) Assintoticamente se distribui como uma v.a. normal k-variada da forma

θ̂∼
A∼ Nk( θ∼, K−1( θ∼)). (1.4.5)

(6) Em geral, é viesado, embora seja assintoticamente não-viesado.

1.5. Identidades de Bartlett

Sob as condições de regularidade listadas e supondo (1.4.2), introduzimos a seguinte
notação, dada por Lawley (1956), para as derivadas da log-verossimilhança (1.4.3), na
qual todos os ı́ndices variam de 1 a k: Ur = ∂`/∂θr, Urs = ∂2`/∂θr∂θs, etc. Os mo-
mentos conjuntos de derivadas de `( θ∼) são µr = E(Ur), µrs = E(Urs), µr,s = E(UrUs),
µr,st = E(UrUst), e assim por diante. Como µr = 0, os cumulantes conjuntos expres-
sos em termos de momentos são κr,s = µr,s, κrs = µrs, κrs,t = µrs,t, κr,s,t = µr,s,t, e
κr,s,t,u = µr,s,t,u −

∑
(3) µr,sµt,u, onde

∑
(j) representa o somatório sobre todas as j-ésimas

combinações de ı́ndices, etc. Como caso particular, −κrs = κr,s representa o elemento (r, s)
da inversa da matriz de informação K−1( θ∼). As derivadas dos cumulantes são representadas

com sobrescritos: κ
(t)
rs = ∂κrs/∂θt, κ

(tu)
rs = ∂κrs/∂θt∂θu, κ

(u)
rst = ∂κrst/∂θu, etc. Os momen-

tos e cumulantes são intra-relacionados, mas satisfazem algumas equações que facilitam seus
cálculos. Estas equações, que decorrem de condições de regularidade, são denominadas iden-
tidades de Bartlett, as mais importantes sendo κr = 0 e κrs + κr,s = 0. Além disso, pode-se
mostrar que, sobre a amostra total, os cumulantes são de ordem O(n)1. A idéia de Bartlett
é bastante engenhosa; supondo problemas regulares tem-se

∂

∂θ∼
E{T (Y∼)} =

∫
T (y∼)

∂

∂θ∼
f(y∼; θ∼)dy∼, (1.5.1)

para diversas estat́ısticas T (Y∼), i.e., pode-se inverter a ordem das operações de diferenciação
em relação a θ∼ e integração com respeito a y∼ . Expressando a identidade (1.5.1) em termos
dos momentos e diferenciando sucessivamente com relação às componentes de θ∼ se encontram
as ditas identidades. Assim, por exemplo, da definição da função de escore temos que
Ur = Lr/L, com Lr = ∂L/∂θr. Diferenciando

∫
Ldy∼= 1 em relação a θr vem

∫
Lrdy∼= 0, i.e.,

κr = E(Ur) = 0, onde diferenciando em relação a θs encontramos
∫

(UrsL+UrUsL)dy∼= 0, e

1 Neste contexto, se {an}n≥1 e {bn}n≥1 são duas seqüências de números reais dizemos que an é de ordem menor
que bn e escrevemos como an = o(bn) se lim

n→∞
an/bn = 0. Dizemos que an é de ordem pelo menos bn, denotado por

an = O(bn), se existe um número real M > 0 tal que |an/bn| ≤ M. Observamos que se an = o(bn) então an = O(bn)

e que quando bn → 0 a ordem dá noção da taxa de convergência para zero de an.
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assim obtemos κrs + κr,s = 0. Diferenciando novamente a integral em relação a θt, obtém-se
κr,s,t + κrst + κs,rt + κr,st = 0, e de forma análoga outras identidades são deduzidas. A
grande vantagem das identidades de Bartlett é facilitar a obtenção dos cumulantes κ’s, já
que determinada parametrização pode conduzir a um cálculo simples de alguns cumulantes,
sendo os demais calculados indiretamente através destas identidades. Esses cumulantes têm
uma grande aplicabilidade no cálculo do viés de segunda ordem dos estimadores de máxima
verossimilhança, como será visto mais adiante. Uma discussão profunda sobre as identidades
de Bartlett e suas aplicações pode ser encontrada em Barndorff-Nielsen & Cox (1989, § 5.5).

1.6. Intervalos de confiança assintóticos

Suponha que queremos gerar uma região de confiança para o parâmetro θ∼∈ IRk, baseados

num estimador θ̂∼ ∈ IRk constrúıdo a partir da observação y∼ de um vetor Y∼ com FY∼(y∼).

Assuma que n1/2( θ̂∼− θ∼) tende em distribuição a uma variável aleatória normal k-variada
Nk(0, V ), quando o tamanho de amostra n cresce para infinito, e seja Σ um estimador
consistente da matriz de covariância assintótica V. Dáı, utilizando a informação contida
em y∼, obtemos um intervalo de confiança de tamanho aproximado (1 − α) para a r-ésima
componente θr de θ∼, dado por:

(θ̂r − z1−α
2
(Σrr/n)1/2, θ̂r + z1−α

2
(Σrr/n)1/2), (1.6.1)

onde zδ é tal que P (Z ≤ zδ) = δ, Z tem distribuição normal padrão N (0, 1) e (Σrr/n)1/2

é o r-ésimo erro-padrão assintótico de θ̂r. A probabilidade de cobertura 1 − α é chamada
ńıvel nominal. Assim, (1.6.1) é um resultado assintótico e o erro de cobertura é igual à
cobertura nominal menos a verdadeira probabilidade de cobertura, que pode ser significativo,
especialmente quando o tamanho de amostra no experimento estudado não é suficientemente
grande.

No caso de modelos paramétricos e ao utilizar o estimador de máxima verossimilhança

sob as condições de regularidade dadas na Seção (1.4), θ̂∼ é um estimador consistente de θ∼
e, como conseqüencia de (1.4.5), a quantidade

T = ( θ̂∼− θ∼)>K( θ∼)1/2

é assintoticamente pivotal2 e K( θ̂∼) é consistente para a matriz de informação K( θ∼). Assim,
para a r-ésima componente de θ∼

(θ̂r − θr)(K( θ∼)rr)1/2 A∼ N (0, 1),

onde K( θ∼)rr é o (r, r)-ésimo elemento da matriz K( θ∼)−1. Desta forma, ao utilizar (1.6.1) e
usando o quantil α/2 da distribuiçãoN (0, 1), podemos construir um intervalo de confiança de
tamanho 1−α com erro de cobertura tendendo para zero. Portanto, um intervalo de confiança

2 Dizemos que uma variável aleatória é uma quantidade pivotal se sua distribuição não depende de parâmetros
desconhecidos
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assintótico de 100(1 − α)% para a r-ésima componente θr de θ∼ baseado no estimador de
máxima verossimilhança é da forma

(θ̂r − z1−α
2
(K( θ̂∼)rr)1/2, θ̂r + z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2), (1.6.2)

com erro padrão assintótico (K( θ̂∼)rr)1/2. Esta construção pode ser imprecisa na prática, já
que a distribuição pode ser bem diferente da assintótica, e a quantidade T pode ter uma dis-
tribuição assimétrica ou ser viesada para o vetor nulo, e como estes intervalos são simétricos
em torno de θr o erro de cobertura pode ser bem diferente de zero. Outra desventagem é
que esta construção não impede a possibilidade de que o intervalo abranja valores que não
pertençam ao espaço paramétrico. Para maiores detalhes, ver Davidson & Hinkley (1997,
cap. 5) e Efron & Tibshirani (1993, cap. 12).

1.7. Otimização não-linear em inferência estat́ıstica

Um dos problemas mais freqüentes na inferência estat́ıstica é encontrar o estimador de

máxima verossimilhança θ̂∼ de θ∼, que em geral não apresenta uma forma anaĺıtica fechada
para seu cálculo. Existem algoritmos de busca númerica que no contexto deste trabalho
serão de muita utilidade. Entre tais técnicas se encontram os métodos quasi-Newton (com
derivadas anaĺıticas), os quais se baseiam na idéia descrita a seguir.

Suponha que ∇g (escalar ou vetorial) pode ser aproximado por uma série de Taylor até
primeira ordem, numa vizinhança do ponto θ(k), na forma

∇g(θ) ≈ ∇g(θ(k)) + H(θ(k))(θ − θ(k)).

No método de Newton fazemos ∇g(θ) = 0 para determinar o próximo ponto da iteração,
i.e.,

0 = ∇g(θ(k)) + H(θ(k))(θ − θ(k)) ⇒ θ = θ(k)−H(θ(k))−1∇g(θ(k)),

onde θ é uma aproximação para o ponto que maximiza a função. Desta forma, obtemos um
aproximação do ponto de máximo de g através da recorrência

θ(k + 1) = θ(k)−H(θ(k))−1∇g(θ(k))

e que podemos generalizar por

θ(k + 1) = θ(k)− s(k)H(θ(k))−1∇g(θ(k)),

onde s(k) é um escalar determinado por algum procedimento de busca linear a partir de θ(k)
na direção −H(θ(k))−1∇g(θ(k)) de forma que g(θ(k)) cresça nesta direção. A velocidade de
crescimento de g é caracterizada por

∇>(θ(k))(θ − θ(k)) > 0 ⇒ −(θ − θ(k))>H(θ(k))(θ − θ(k)),

Assim, H deve ser negativa-definida para todo k. Se θ está longe do máximo H pode não
ser negativa-definida e o incremento pode mover-se na direção errada, provocando a não-
convergência do algoritmo. Neste caso, uma opção é utilizar o algortimo BFGS que não
apresenta tal problema.
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1.7.1. Algoritmo BFGS

Este algoritmo foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarf e Shanno. Ele utiliza o
prinćıpio do método de Newton, diferenciando-se na forma como é calculado o passo, já que
neste caso o passo não depende da k-ésima iteração e da matriz hessiana, pois ao invés de
trabalhar com −H−1, é utilizada uma seqüência de matrizes simétricas e positivas-definidas
Q(k), tal que

lim
k→∞

Q(k) = −H−1.

Comumente, toma-se como matriz inicial a identidade da mesma ordem, pois ela é positiva-
definida e simétrica, assim conduzindo a aproximações Q(k) positivas-definidas e simétricas.
A forma recursiva para obter tais matrizes é dada pela expressão

Q(k + 1) = Q(k + 1) +
(θ(k + 1)− θ(k)⊗ θ(k + 1)− θ(k))

(θ(k + 1)− θ(k))>(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))

− [Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))]⊗ [Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))]

(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))>Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))

+ (∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))>Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))U ⊗ U,

onde U é o vetor coluna definido por

U =
θ(k + 1)− θ(k)

(θ(k + 1)− θ(k))>(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))

− Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))

(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))>Q(k)(∇g(θ(k + 1))−∇g(θ(k)))
.

O operador ⊗ denota o produto direto de dois vetores, cujo resultado para τ , v é uma matriz
de elemento (i, j) = τivj . Assim, mesmo que θ esteja longe do ponto de máximo, as matrizes
Q(k) garantem que as iterações se darão na direção crescente. De forma análoga ao método
anterior, o máximo é obtido pela recorrência

θ(k + 1) = θ(k)− s(k)Q(k)∇g(θ(k)).

Este método está implementado na linguagem de programação Ox através da função MaxBFGS;
maiores detalhes, ver Doornik (2001, §. 10.2).

1.7.2. Algoritmo de Newton-Rapshon

Um problema muito comum em inferência estat́ıstica é resolver sistemas de equações não-
lineares, por exemplo, ao tentar procurar os zeros da função escore. Entre os métodos mais
poderosos para solucionar este tipo de problemas está o método de Newton-Raphson, o qual
apresenta algumas desvantagens, como a necessidade de cálculo da matriz jacobiana, que em
algumas situações é de dif́ıcil obtenção. Similarmente do método apresentado anteriormente,
suponhamos que g pode ser aproximada em série de Taylor até primeira ordem ao redor de
um ponto θ pertencente a uma vizinhança de θ(k); logo

g(θ(k)) = g(θ) + J(θ)(θ − θ(k)),

11



onde J é a matriz jacobiana de derivadas parciais. Comog(θ) = 0, então

θ(k)− θ = J(θ)−1g(θ),

logo, usando iterativamente a equação anterior, podemos obter

θ(k + 1) = θ(k) + J(θ(k))−1g(θ(k)).

O processo anterior é repetido até que a distância entre θ(k + 1) e θ(k) seja menor que
uma tolerância especificada. Este método está implementado na linguagem de programação
Ox através da função SolveNLE. Para maiores detalhes, ver http://www.nuff.ox.ac.uk/

Users/Doornik. Uma discussão mais detalhada sobre métodos de otimização não-linear,
obtenção de zeros de funções e suas implementações em C, pode ser encontrada em Press et
al. (1992, caṕıtulos 9 e 10).
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Caṕıtulo 2

O modelo de regressão beta

2.1 Modelo beta

A distribuição beta é uma das mais usadas para modelar experimentos aleatórios que pro-

duzem resultados no intervalo (0, 1), dada a grande flexibilidade de ajuste de seus parâmetros.

Bury (1999) lista um conjunto de aplicações da distribuição beta em engenharia. Janardan

& Padmanabhan (1986) modelam variáveis hidrológicas usando a distribuição beta. Mc-

Nally (1990) utiliza a distribuição beta no estudo de algumas variáveis que afetam a repro-

dutibilidade de vacas. Graham & Hollands (1990) e Milyutin & Yaromenko (1991) usam

a distribuição beta para estudar ı́ndices relacionados à transmissão de radiação solar. A

potência de sinais de radar é modelada por Maffet & Wackerman (1991) através da dis-

tribuição beta. Wiley, Herschokoru & Padiau (1989) desenvolvem um modelo beta para

estimar a probabilidade de transmissão de HIV durante o contato sexual entre um indiv́ıduo

infectado e um indiv́ıduo sadio. Johnson, Kotz & Balakrishnan (1995, p. 235) observam:“the

beta distributions are among the most frequently employed to model theorical distributions”;

além disso, mostram como a distribuição beta é usada no ajuste de certos testes estat́ısticos

de verossimilhança e como é posśıvel ser utilizada no ajuste de dados emṕıricos. A seguir,

consideramos algumas propriedades da distribuição beta, como sua função de densidade,

função de distribuição acumulada e seus primeiros momentos.

2.2. Definição e estimação do modelo beta

Seja Y uma variável aleatória definida no espaço de probabilidade (Ω,=, P ). Dizemos

que Y tem distribuição beta com parâmetros p, q > 0, denotado por Y ∼ B(p, q), se sua

função de densidade é dada por

f(y; p, q) =





Γ(p+q)
Γ(p)Γ(q) yp−1(1− y)q−1, y ∈ (0, 1),

0, caso contrário.

(2.2.1)

Temos que f(y) = f(y; p, q) é efetivamente uma densidade. Inicialmente, observamos que

f(y) não assume valores negativos, já que para qualquer valor y ∈ (0, 1) a função f(y) é

produto de funções positivas, portanto f(y) ≥ 0. Adicionalmente, como veremos a seguir,

a densidade em (2.2.1) integra um. Seja Γ(x) =
∫∞
0 yx−1 e−y dy, x > 0, a função gama.
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Temos

Γ(p)Γ(q) =

(∫ ∞

0
xp−1 e−x dx

)(∫ ∞

0
yq−1 e−y dy

)

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0
xp−1 yq−1 e−(x+y) dx dy.

Fazendo a troca de variáveis u = x/(x + y), com u ∈ (0, 1), temos que x = uy/(1 − u) e

dx = ydu/(1− u)2 e, assim,

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞

0

∫ 1

0

1

(1− u)2
up−1 (1− u)1−p yp−1 yq−1 e−y/(1−u) ydudy

=

∫ ∞

0

∫ 1

0

up−1

(1− u)p+1
yp+q−1 e−y/(1−u) du dy.

Se v = y/(1− u), então y = v(1− u) e dy = (1− u)dv, onde v ∈ (0,∞). Desta forma,

Γ(p)Γ(q) =

∫ ∞

0

∫ 1

0
up−1 (1− u)q−1 vp+q−1 e−v du dv

=

∫ ∞

0
vp+q−1 e−v dv

∫ 1

0
up−1 (1− u)q−1 du

= Γ(p + q)

∫ 1

0
up−1 (1− u)q−1 du.

Portanto,

Γ(p)Γ(q) = Γ(q + p)

1∫

0

xp−1 (1− x)q−1 dx.

Logo,
∫ ∞

−∞
f(y) dy =

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)

1∫

0

yp−1 (1− y)q−1 dy = 1.

Desta forma f(y) é de fato uma densidade.

Os parâmetros p e q são parâmetros de ajuste, pois através da escolha de p e q podem

ser obtidas diferentes distribuições em (0, 1). Quando p = q = 1/2, a distribuição beta se

reduz à chamada “distribuição arco seno,” a qual é útil no estudo de passeios aleatórios.

Distribuições beta para as quais p + q = 1 com p 6= 1/2 são conhecidas como distribuições

“arco seno generalizadas”. Se p = q obtemos densidades simétricas e, quando p = q = 1,

temos a distribuição uniforme. Assim, a distribuição beta na realidade é uma familia de

distribuições, como pode ser visto na Figura 2.2.1.
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Figura 2.2.1: Gráfico da densidade beta para diferentes valores de p e q.

Se fixamos q = 2, no lado esquerdo da Figura 2.2.2, temos o gráfico de várias densidades

beta geradas para diferentes escolhas de p; fixando p = 2 no lado direito da Figura 2.2.2

temos o gráfico de várias densidades beta geradas para diferentes escolhas de q. Observamos

claramente que ocorre uma reflexão em torno da reta y = 1/2 quando permutamos p e q,

devido à expressão da densidade como função de y e 1− y.

Definimos a função beta completa B(p, q) = Γ(p)Γ(q)/Γ(p + q) e a função beta incom-

pleta como

By(p, q) =

∫ y

0
tp−1(1− t)q−1dt, 0 ≤ y ≤ 1.

A função de distribuição acumulada beta é dada pela expressão

B(y; p, q) = P (Y ≤ y) =

∫ y

−∞
f(t) dt =

∫ y

0

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
tp−1 (1− t)q−1 dt

=
1

B(p, q)

∫ y

0
tp−1 (1− t)q−1 dt =

By(p, q)

B(p, q)
= Iy(p, q),

onde

Iy(p, q) =
yp

pB(p, q)
F (p, 1− q, 1 + p; y), 0 ≤ y ≤ 1,

a função F (α, β, γ; y) sendo conhecida como função hipergeométrica de Gauss, e sendo obtida

como solução da equação diferencial

y(1− y)
d2ω

dy2
+ (γ − (α + β + 1)y)

dω

dy
− αβω = 0
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na forma

ω(y) = F (α, β, γ; y) =
∞∑

j=0

bjy
j =

∞∑

j=0

cj ;

cj dado por c0 = 1, cj+1 = (α + j)(β + j)/(γ + j)(1 + j)ycj . Desta maneira, a análise da

distribuição beta está diretamente relacionada com o estudo de equações diferenciais de

segunda ordem. Uma discussão interessante desta relação, e sua aplicação na modelagem de

dados hidrológicos pode ser vista em http://www2.dnv.com/ocean/bk/c/a22/s0.htm.
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Figura 2.2.2: Gráfico da densidade beta para diferentes valores de p e q

fixando q = 2 (esquerda) e p = 2 (direita).

A função geradora de momentos da distribuição beta é

ϕ(s) =

∫ 1

0
est f(t) dt =

1

B(p, q)

∫ 1

0
est tp−1 (1− t)q−1 dt = M(q, p + q;−s),

onde a função M(p, q; y) é chamada função hipergeométrica de confluência, a qual é solução

da equação diferencial

y
d2u

dy2
+ (q − y)

du

dy
+ pu = 0,

com

u(y) = M(p, q; y) =
∞∑

j=0

bjy
j =

∞∑

j=0

cj ,
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os cj ’s da forma

c0 = 1 e cj+1 =
(p + j)

(q + j)(1 + j)
y cj .

É importante conhecer a média, variância, assimetria e curtose da distribuição beta

para determinar seu comportamento sob diferentes escolhas dos parâmetros. O momento de

ordem n ao redor de zero da distribuição B(p, q) é obtido através de

E(Y n) = mn =

∫ 1

0
yn f(y) dy =

∫ 1

0
yn Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
yp−1(1− y)q−1 dy

=

∫ 1

0

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
yn+p−1 (1− y)q−1 dy

=
B(p + n, q)

B(p, q)
=

Γ(p + q)Γ(p + n)

Γ(p + q + n)Γ(p)

=
p(n)

(p + q)(n)
onde, a(n) = a(a + 1)(a + 2) · · · (a + n− 1).

Desta forma,

m0 = 1,

m1 =
p(1)

(p + q)(1)
=

p

p + q
= EY,

m2 =
p(2)

(p + q)(2)
=

p(p + 1)

(p + q)(p + q + 1)
= EY 2. (2.2.2)

A variância é

Var(Y ) = EY 2 − (EY )2 =
p(p + 1)

(p + q)(p + q + 1)
− p2

(p + q)2
=

p q

(p + q)2(p + q + 1)
. (2.2.3)

Através dos momentos, podem ser obtidos os valores da assimetria E[(Y − µ)]3 = µ3 e

curtose E[(Y − µ)]4 = µ4, onde µ é a média da distribuição:

µ3 = 2(q − p)
√

p−1 + q−1 + (pq)−1(p + q + 2)−1,

µ4 =
3(p + q + 1){2(p + q)2 + p q(p + q − 6)}

{p q(p + q + 2)(p + q + 3)} .

As quantidades µ3 e µ4 medem a assimetria e a grossura de caudas da distribuição, respec-

tivamente. Para mais detalhes, ver Greene (2000, p. 64).

É de se notar que a densidade (2.2.1) é um produto de funções cont́ınuas que admitem

derivadas de todas as ordens com relação a p e q (Rudin, 1976) e sua log-densidade é da

forma

log Γ(p + q)− log Γ(p)− log Γ(q) + (p− 1) log y + (q − 1) log(1− y).
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Assim, as primeiras derivadas da log-densidade da distribuição beta são

∂ log f(y)

∂p
= ψ(p + q)− ψ(p) + log y,

∂ log f(y)

∂q
= ψ(p + q)− ψ(q) + log(1− y),

com ψ(·) denotando a função digama.3 As segundas derivadas da log-densidade são:

∂2 log f(y)

∂p2
= ψ′(p + q)− ψ′(p), (2.2.4)

∂2 log f(y)

∂p∂q
= ψ′(p + q), (2.2.5)

∂2 log f(y)

∂q2
= ψ′(p + q)− ψ′(q), (2.2.6)

ψ′(·) sendo a função trigama. As terceiras derivadas da log-densidade são

∂3 log f(y)

∂p3
= ψ′′(p + q)− ψ′′(p),

∂3 log f(y)

∂p2∂q
= ψ′′(p + q),

∂3 log f(y)

∂q3
= ψ′′(p + q)− ψ′′(q),

∂3 log f(y)

∂p∂q2
= ψ′′(p + q),

onde ψ′′(·) é a função tetragama. Como se observa de (2.2.4) até (2.2.6), as derivadas de

ordem maior ou igual a 2 da função de log-verossimilhança com respeito aos parâmetros

não dependem da variável aleatória y, que verifica a condição de regularidade (v) da Seção

1.4. Adicionalmente, observamos através da Figura 2.2.3 que para diferentes escolhas dos

parâmetros (p, q), suas respectivas funções de distribuição são diferentes, i.e., a distribuição

beta é totalmente identificável, valendo assim a condição de regularidade (i) da Seção 1.4.

Além disso, observamos que o suporte da distribuição C = {y : f(y; p, q) > 0} = (0, 1), o qual

não depende dos parâmetros (p, q) definidos no espaço paramétrico Θ = (0,∞)× (0,∞).

Seja y∼= (y1, . . . , yn) onde os yi’s são variáveis aleatórias independentes com densidades

f(yi; p, q) ∼ B(p, q), então, a função de verossimilhança é dada pela expressão

L(p, q) =
n∏

i=1

f(yi; (p, q)) =
n∏

i=1

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
yp−1
i (1− yi)

q−1.

3 A função digama é uma das funções denominadas genericamente de poligama, que são definidas para n = 0, 1, . . .

como ψ(n)(x) = dn+1

dxn+1 log Γ(x), x > 0. Para maiores detalhes, ver Bury (1999, §14.8) e Dishon & Weiss (1980).
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Figura 2.2.3: Gráfico da função de distribuição

acumulada beta para diferentes valores de p e q.

Logo, a função de log-verossimilhança `(p, q) é da forma

`(p, q) = log(L(p, q)) =
n∑

i=1

log

{
Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
yp−1
i (1− yi)

q−1

}
.

Assim,

`(p, q) =
n∑

i=1

{
log

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
+ log yp−1

i + log(1− yi)
q−1

}

=
n∑

i=1

{
log

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
+ (p− 1) log(yi) + (q − 1) log(1− yi)

}

= n log
Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
+ (p− 1)

n∑

i=1

log(yi) + (q − 1)
n∑

i=1

log(1− yi)

= n

{
log

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
+ (p− 1) log

{( n∏

i=1

yi

)1/n}
+ (q − 1) log

{( n∏

i=1

(1− yi)

)1/n}}
.

Desta forma,

`(p, q) = n

{
log

Γ(p + q)

Γ(p)Γ(q)
+ (p− 1) log g1 + (q − 1) log g2

}

= n{A(p, q) + (p− 1) log g1 + (q − 1) log g2}, (2.2.7)
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onde A(p, q) = log{Γ(p + q)[Γ(p)Γ(q)]−1} e g1 = (
∏n

i=1 yi)
1/n, g2 = (

∏n
i=1(1− yi))

1/n são

as médias geométricas dos yi’s e dos (1 − yi)’s, respectivamente. De (2.2.7) observamos,

através do critério de fatoração, que g1 e g2 são estat́ısticas conjuntamente suficientes para

p e q. O vetor escore

U( θ∼) = ∇ θ∼ log(L( θ∼)) =

(
ψ(p)− ψ(p + q)− log g1

ψ(q)− ψ(p + q)− log g2

)
,

tem suas componentes linearmente independentes, já que as estat́ısticas g1 e g2 como funções

das variáveis aleatórias yi’s são independentes. Logo, U( θ∼) é um vetor aleatório que admite

densidade conjunta. através das densidades das estat́ısticas g1 e g2.

Podemos observar que a função de log-verossimilhança obtida a partir de (2.2.1) admite

derivadas de todas as ordens em relação à variável y e ao vetor de parâmetros θ∼= (p, q).

Pelo fato de ser f(y; p, q) = f(y; θ∼) uma densidade beta em (0, 1), podemos mostrar que

∂f(y, θ∼)/∂θ∼ é cont́ınua em Θ,
∫

f(y, θ∼)dy existe e
∫ |∂f(y, θ∼)/∂θ∼)|dy < M < ∞ para todo

θ∼ pertencente a uma vizinhança do valor verdadeiro θ∼0
Assim, são válidas as condições do

Teorema (1.3.2.) dado em Amemiya (1985, p.17). Desta forma, para a função de verossimil-

hança, podemos inverter a ordem das operações de diferenciação em relação a θ∼ e integração

com respeito a y. Assim,

E θ∼(U( θ∼)) = E θ∼

(
∂ log(L( θ∼))

∂θ∼

)
=

∫
1

L( θ∼)

∂L( θ∼)

∂θ∼
L( θ∼)dy

=

∫
∂L( θ∼)

∂θ∼
dy =

∂

∂θ∼

∫
L( θ∼)dy = 0.

A matriz K( θ∼) existe pela condição de regularidade (v) da Seção 1.4. e podemos mostrar

que K( θ∼) é positiva-definida. Para verificar esta última condição, observamos que K( θ∼) =

Covθ∼(U( θ∼)) ≥ 0 e suponhamos que K( θ∼) não é estritamente positiva, i.e., existe um vetor

a∼= (a1, a2)
> tal que a∼> K( θ∼) a∼= 0, que implica Var(a>U( θ∼)) = 0. Assim, a∼> U( θ∼) = k

com k constante, o que significa que as componentes do vetor U( θ∼) e a função constante

são linearmente dependentes, mas isto é uma contradição dada a independência linear das

estat́ısticas g1 e g2 que formam as componentes de U( θ∼). Assim, é verificada a condição de

regularidade (iv) da Seção 1.4.

Os estimadores de máxima verossimilhança p̂ e q̂ de p e q são obtidos pela maximização

de (2.2.7), como soluções do sistema não-linear

ψ(p)− ψ(p + q) = log g1,

ψ(q)− ψ(p + q) = log g2.
(2.2.8).

Podemos mostrar que a densidade (2.2.1) pertence à famı́lia exponencial canônica, i.e.,

f(y; θ∼) = exp{p log(y) + q log(1− y)− log(y)− log(1− y) + A(p, q))}
= h(y) exp{ θ∼

> T (y)−B( θ∼)},
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sendo h(y) = {− log(y)− log(1− y)}, B( θ∼) = A(p, q) e T (y) = (log(y), log(1− y))>. Então,

ao considerar a amostra y∼, o vetor

Tn(y∼) = (
n∑

i=1

log(yi),
n∑

i=1

log(1− yi)) = (n log(g1), n log(g2))

admite densidade conjunta em (−∞, 0) × (−∞, 0). Assim, c1 log(g1) + c2 log(g2) admite

densidade em (−∞, 0), (0,∞) ou (−∞,∞) (dependendo dos sinais de c1 e c2), ∀(c1, c2) 6=
(0, 0). Desta forma, pelo Teorema (2.3.1) dado em Bickel & Doksum (2001, p.122) se garante

que a solução de (2.2.8) é única; então, além das propriedades mencionadas anteriormente,

garante-se que nosso modelo beta é um modelo regular. Sob as condições de regularidade da

Seção 1.4, o valor esperado da função de escore é igual a zero e

E[log g1] = ψ(p)− ψ(p + q),

E[log g2] = ψ(q)− ψ(p + q).

Através de (2.2.8) observamos que as estimativas de p e q não podem ser obtidas de forma

anaĺıtica fechada, então é preciso que sejam calculadas numericamente através de um algo-

ritmo iterativo.

2.3. O modelo de regressão beta

Em muitos casos temos conhecimento limitado sobre a relação entre variáveis envolvidas

em um problema de interesse. Se consideramos os valores observados de tais variáveis como

os resultados de um experimento, devemos ter, então, uma ferramenta teórica, um modelo

matemático, através do qual estas variáveis estejam relacionadas, para atuar como base do

processo gerador de dados. O objetivo desta seção é definir um modelo de regressão para

modelar variáveis aleatórias que são regidas por uma distribuição de probabilidades beta,

caracterizada pelos parâmetros p e q. Para obter uma estrutura de regressão que permita

modelar a média de uma variável resposta sujeita a um parâmetro de precisão, trabalhamos

com uma parametrização diferente daquela da densidade (2.2.1). Seja µ = p/(p + q) e

φ = p + q, i.e., p = µφ e q = (1 − µ)φ. De (2.2.2) e (2.2.3) se deduz que, se Y ∼ B(p, q),

então

E(Y ) = µ, (2.3.1)

Var(Y ) =
V(µ)

1 + φ
, (2.3.2)

onde µ é a média da variável resposta, V(µ) = µ(1− µ) denota a “função de variância”, e

φ pode ser interpretado como um parâmetro de precisão, no sentido de que, para µ fixo, se

o valor de φ aumenta, a variância da variável resposta diminui. Pode-se observar isto na
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Figura 2.2.4: Comportamento da variância para µ fixo.

Figura 2.2.4. Com a mudança de parâmetros, a densidade beta da variável aleatória Y dada

em (2.2.1) pode ser escrita como

f(y; µ, φ) =





Γ(φ)
Γ(µφ)Γ((1−µ)φ) yµφ−1(1− y)(1−µ)φ−1, y ∈ (0, 1),

0, caso contrário,

(2.3.3)

e sua função de log-densidade é dada por

log f(y) = log Γ(φ)− log Γ(µφ)− log Γ((1− µ)φ) + (µφ− 1) log y

+ {(1− µ)φ− 1} log(1− y), (2.3.4)

com 0 < µ < 1 e φ > 0, já que para p, q > 0 e 0 < p < p + q, o que implica que

0 < p/(p + q) < 1 e p + q > 0. A Figura 2.2.5 apresenta diferentes densidades beta sob

a nova parametrização, correspondentes a alguns valores dos parametros (µ, φ). Podemos

observar que sob as diferentes escolhas dos parâmetros a forma da densidade muda. Em

particular, quando µ = 1/2 as densidades se apresentam com forma simétrica; no entanto

quando µ 6= 1/2 as formas são não simétricas. Além disso, observamos que, para µ fixo,

a dispersão da distribuição diminui quando φ aumenta, como era de se esperar a partir

da relação (2.3.2). Podemos notar, no painel superior da Figura 2.2.5 a presença de duas

densidades com forma de ‘J ’ e duas outras com forma de ‘J ’ invertido. Nós percebemos que

no caso de µ = 1/2 e φ = 2 a densidade se reduz a uma distribuição uniforme padrão. De

forma análoga, a densidade beta permite modelar densidades de forma de ‘U ’.
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Neste trabalho assumimos que a variável resposta está restrita ao intervalo (0, 1). No

caso em que a resposta assume valores no intervalo arbitrário (a, b), com a, b conhecidos,

podemos modelar a variável (Y −a)/(b−a), a qual é uma padronização que permite trabalhar

com a densidade (2.3.3) no intervalo (0, 1). Seja y∼= (y1, . . . , yn) onde os yi’s são v.a’.s

independentes. Suponha que yt, t = 1, . . . , n, segue uma densidade da forma (2.3.3) onde

a média µt e o parâmetro de precisão φ são desconhecidos. Ferrari & Cribari–Neto (2003)

propõem o seguinte modelo com estrutura de regressão beta. Suponhamos que a média de

yt satisfaz uma relação funcional da forma

g(µt) =
k∑

i=1

xtiβi = ηt, (2.3.5)

onde β = (β1, . . . , βk)
> é um vetor de parâmetros de regressão desconhecidos (β ∈ IRk), ηt é

um preditor linear e xt1, . . . , xtk são observações de k covariáveis (k < n) conhecidas. Além

disso, assumimos que a função de ligação g : (0, 1) → IR seja estritamente monótona e duas

vezes diferenciável. Podemos escolher para o modelo de regressão beta diferentes funções de

ligação, por exemplo, podemos usar a especificação logit g(µ) = log{µ/(1−µ)}, a função pro-

bit g(µ) = Φ−1(µ), onde Φ(·) representa a função de distribuição acumulada de uma variável

aleatória normal padrão, a função de ligação log-log complementar g(µ) = log{− log(1−µ)},
a ligação g(µ) = − log{− log(µ)}, entre outras. Uma discussão detalhada destas funções de

ligação pode ser encontrada em McCullagh & Nelder (1989, §4.3.1). A utilização de outras

transformações como funções de ligação encontra-se descrita em Atkinson (1985, cap. 7).

Dada a estrutura do modelo de regressão beta estaŕıamos tentados a dizer que ele é um

modelo linear generalizado. Como pode-se ver em McCullagh & Nelder (1989), a componente

aleatória de um modelo linear generalizado considera que a resposta yt tem densidade na

famı́lia exponencial

π(y; θt, φ) = exp{φ[yθt − b(θt) + c(y, φ)]},
onde b(·) e c(·, ·) são funções conhecidas para cada observação, φ > 0 é um parâmetro

conhecido de escala e θt é o parâmetro natural (ou canônico) que caracteriza a distribuição

π(y; θt, φ). Pode-se mostrar, neste caso, que

E(yt) = µt =
db(θt)

dθt
,

Var(yt) =
d2b(θt)

φdθ2
t

,

de tal forma que Var(yt) = φ−1Vt, onde Vt = dµt
dθt

é a função de variância, que depende

unicamente da média e, portanto, pode ser expressa, em geral, por uma relação funcional

uńıvoca da média a partir de θ =
∫

V −1dµ = q(µ). Assim, especificando o parâmetro µ =

q−1(θ), a distribuição π(y; θt, φ) é univocamente determinada (Patil & Shorrock, 1965), e a

relação funcional variância-média caracteriza a distribuição na famı́lia exponencial π(y; θt, φ).
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Figura 2.2.5: Densidades beta para diferentes valores de (µ, φ).
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Contudo, esta relação não caracteriza a distribuição beta (2.3.3) na famı́lia exponencial

π(y; θt, φ), já que

f(y; µ, φ) =
Γ(φ)

Γ(µφ)Γ((1− µ)φ)
yµφ−1(1− y)(1−µ)φ−1

= exp{φ[t(y)θ − b(θ) + c(y, θ)]},

onde t(y) = log(y/(1− y)), θ = µ, b(θ) = φ−1 log(Γ(µφ)Γ((1 − µ)φ)Γ(φ)−1) e c(y, θ) =

φ−1{(log(y) + (φ − 1) log(1 − y))}. Além disso, se φ for conhecido obtemos de (2.3.2) que

a função de variância corresponde à de um modelo binomial contradizendo assim, a relação

únivoca entre a variância e a distribuição π(y; θ, φ).

Uma interessante aplicação do modelo de regressão beta é obtida quando a função de

ligação é logit; neste caso, a média µt de yt pode ser escrita como

µt =
exp(x>t β)

1 + exp(x>t β)
,

onde x>t = (xt1, . . . , xtk), t = 1, . . . , n. Neste contexto, os parâmetros de regressão têm uma

importante interpretação. Suponhamos que ao valor do i-ésimo regressor são acrescidas δ

unidades, mantendo fixos os valores das demais variáveis. Seja µ† a média da variável y

sob o novo valor da covariável e seja µ a média da variável y sob os valores das covariáveis

originais. Um simples cálculo mostra

exp(δβi) =
µ†/(1− µ†)
µ/(1− µ)

,

i.e., exp(δβi) é a razão de chances.

Com isto em mente, consideremos o conjunto de dados apresentados em Prater (1956).

A variável dependente deste estudo é a proporção de pretróleo cru que é transformado em

gasolina após o processo de destilação e fracionamento. As potenciais covariáveis que tentam

modelar tal proporção são: gravidade do petróleo cru (graus API), pressão do vapor de

pretróleo cru (lbf/in2), petróleo cru a 10% do ponto ASTM (i.e., a temperatura em que 10%

do petróleo cru é vaporizado) e temperatura (graus F) em que toda a gasolina se evapora. O

conjunto de dados contém 32 observações da variável resposta e das variáveis independentes.

Definimos a chance de converter petróleo cru em gasolina como o número de unidades de

petróleo cru, menos de 10 unidades, que em média são convertidas em gasolina dividido pelo

número de unidades que não são convertidas. Assim, como ilustração, se em média 20% do

petróleo cru é transformado em gasolina, então a razão de conversão é igual a 2/8. Suponha

que a temperatura em que a gasolina é vaporizada aumenta em 50o F, i.e., δ = 50. Dáı,

50 vezes o parâmetro associado a esta covariável pode ser interpretado como o logaritmo

da razão de chances de converter petróleo cru em gasolina sob a nova condição relativa à

condição antiga, quando todas as outras variáveis permanecem constantes.
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Continuando com nossa análise, a função de log-verossimilhança para o modelo de

regressão beta proposto neste trabalho é da forma

`(β, φ) =
n∑

t=1

`t(µt, φ) (2.3.6)

onde
`t(µt, φ) = log Γ(φ)− log Γ(µtφ)− log Γ((1− µt)φ) + (µtφ− 1) log yt

+ {((1− µt)φ− 1)} log(1− yt),

e µt, definida através de (2.3.5) como µt = g−1(ηt), é uma função de β. A função de escore é

obtida pela diferenciação da função de log-verossimilhança (2.3.6) em relação aos parâmetros

desconhecidos. De acordo com o que foi discutido na Seção (2.2) podemos assumir que o

modelo de regressão beta como função de (2.2.1) é um modelo regular, e seus estimadores de

máxima verossimilhança são únicos. Como é apresentado no Apendice A.1, para r = 1, . . . , k,

∂`(β, φ)

∂βr
=

n∑

t=1

∂`t(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr
=

n∑

t=1

φ[y∗t − µ∗t ]
dµt

dηt
xtr (2.3.7)

e
∂`(β, φ)

∂φ
=

n∑

t=1

{µt[y
∗
t − µ∗t ] + log(1− yt) + ψ(φ)− ψ((1− µt)φ)}, (2.3.8)

onde
y∗t = log

( yt

1− yt

)
,

µ∗t = ψ(µtφ)− ψ((1− µt)φ).

Denotamos por diag(at) a matriz diagonal de dimensão n × n com elemento t́ıpico at, t =

1, . . . , n. O sistema de equações em µt e φ; definido a partir de (2.3.7) e (2.3.8), onde igua-

lando as derivadas a zero, pode ser expresso matricialmente. Seja X a matriz formada das

cováriaveis do modelo, com dimensão n × k e t-ésimo vetor linha x>t . Definimos ainda os

vetores y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
n), µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
n), e as matrizes µ̃ = diag(µt) e T = diag

(
dµt
dηt

)
. De

forma análoga definimos h> = (log(1− y1) + ψ(φ)− ψ((1− µ1)φ), . . . , log(1− yn) + ψ(φ)−
ψ((1 − µn)φ)) e seja 11 = (1, . . . , 1)> o vetor de uns de dimensão n × 1. Consideramos o

vetor de parâmetros conjuntos θ∼= (β>, φ)>, de tal forma que o vetor escore de dimensão

(k + 1)× 1 é da forma U( θ∼) = (Uβ(β, φ), Uφ(β, φ))>, onde

Uβ(β, φ) = φX>T (y∗ − µ∗), (2.3.9)

Uφ(β, φ) = ({(y∗ − µ∗)>diag(µt)} − h>)11. (2.3.10)

Os estimadores de máxima verossimilhança de β e φ são obtidos pela solucão do sistema

U( θ∼) = 0, i.e.,

Uβ(β, φ) = 0,

Uφ(β, φ) = 0,
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e observamos que tais estimadores não possuem forma fechada. Assim, eles têm que ser

obtidos numericamente pela maximização da função de log-verossimilhança usando um algo-

ritmo de otimização não-linear, tal como o algoritmo de Newton (Newton-Raphson, Fisher’s

scoring, BHHH, etc.) ou um algoritmo quasi-Newton (BFGS). Neste trabalho utilizamos o

algoritmo BFGS, o qual foi discutido na Seção 1.7.1. Em geral, estes algoritmos precisam da

especificação de um valor inicial para poderem usar o esquema iterativo. Ferrari & Cribari–

Neto (2003) sugerem usar como vetor inicial a estimativa do vetor β obtida a partir de uma

regressão linear da variável resposta transformada g(y1), . . . , g(yn) em X, i.e., (X>X)−1X>z,

onde o vetor z é da forma z = (g(y1), . . . , g(yn))>. Além disso, a partir de (2.3.2) obtém-se

que φ = {µt(1− µt)/Var(yt)}− 1, e, ao expandir até primeira ordem a função g(yt) em série

de Taylor ao redor do ponto µt e tomando a variância, deduz-se que

Var(g(yt)) ≈ Var{g(µt) + (yt − µt)g
′(µt)} = Var(yt){g′(µt)}2,

i.e.,

Var(yt) ≈ Var(g(yt))/{g′(µt)}2.

Assim, a sugestão de uma estimativa inicial para φ pode ser dada por

1

n

n∑

t=1

µ̌t(1− µ̌t)

σ̌2
t

− 1,

onde µ̌t é obtido aplicando g−1(·) ao t-ésimo valor ajustado da regressão linear de z

em X, i.e., µ̌t = g−1(x>t (X>X)−1X>z), e σ̌2
t = ě>ě/[(n − k){g′(µ̌t)}2], sendo ě = z −

(X>X)−1X>z o vetor de reśıduos de mı́nimos quadrados da regressão linear sob a variável

resposta transformada.

Para determinar o comportamiento da variabilidade dos estimadores dos parâmetros do

modelo de regressão beta, podemos obter uma fórmula para a matriz de informação de Fisher

K( θ∼). Como se pode observar no Apêndice A.1, os momentos de segunda ordem são

κrs = −φ2
n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr,

κrφ = −
n∑

t=1

ct
dµt

dηt
xtr,

κφφ = −
n∑

t=1

dt,

onde wt = [ψ′(µtφ) + ψ′((1 − µt)φ)], o vetor c = (c1, . . . , cn)> é de dimensão n × 1 com

ct = φ[µtwt−ψ′((1−µt)φ)], e, analogamente, dt = (1−µt)
2ψ′((1−µt)φ)+µ2

t ψ
′(µtφ)−ψ′(φ).
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Definimos ainda

Wββ = diag
((

φ
dµt

dηt

)2

wt

)
,

Wβφ = Tc,

Wφβ = W>
βφ,

Wφφ = tr(diag(dt)),

onde tr(·) é o operador traço. Definimos a matriz W̃ de dimensão (n + 1)× (n + 1) por

W̃ =

(
Wββ Wβφ

Wφβ Wφφ

)
.

Para facilitar nossos cálculos definimos X̃ como a matriz aumentada de dimensão (n + 1)×
(k + 1) da forma

X̃ =

(
X 0
0 1

)
, (2.3.11)

sendo X a matriz de variáveis explicativas de dimensão n× k.

Sob a notação anterior temos que a matriz de informação de Fisher é dada por

K = K(β, φ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
(2.3.12)

onde Kββ = X>WββX, Kβφ = X>Wβφ = K>
φβ e Kφφ = Wφφ. Se consideramos o vetor de

parâmetros conjuntos θ∼= (β>, φ)>, a matriz de informação de Fisher pode ser escrita como

K( θ∼) = K(β, φ) = X̃>W̃ X̃. (2.3.13)

Notamos que Kβφ = K>
φβ 6= 0, o que indica que os parâmetros β e φ não são ortogonais,

em contraste ao que se verifica na classe de modelos lineares generalizados (McCullagh &

Nelder, 1989).

Podemos obter aproximações das quantidades wt, ct, dt, t = 1, . . . , n que permitem o

cálculo da matriz de informação de Fisher K( θ∼), quando µtφ e (1−µt)φ são grandes. Pode-se

mostrar (Abramowitz & Stegun, p.259), que para z →∞,

ψ(z) = log(z)− 1

2z
− 1

12z2
+

1

120z4
+ · · · ,

ψ′(z) =
1

z
+

1

2z2
+

1

6z3
− 1

30z5
+ · · ·

Desta forma, para t = 1, . . . , n se µtφ e (1 − µt)φ são suficientemente grandes, i.e., se φ é

grande, já que 0 < µt < 1, então, ao utilizar as expansões anteriores para a função digama

e sua derivada, temos as aproximações

wt ≈ 1

φµt(1− µt)
=

1

φV (µt)
,

ct ≈ φ
[
µt

1

φµt(1− µt)
− 1

φ(1− µt)

]
= 0,

dt ≈ (1− µ)

φ
+

µ

φ
− 1

φ
= 0.
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Logo, Kββ = X>WββX com Wββ ≈ diag
((

dµt
dηt

)2
φ

V (µt)

)
, Kβφ = K>

φβ ≈0∼, e Kφφ ≈ 0, onde

0∼ é um vetor de zeros de dimensão k×1. Desta forma, à medida que φ aumenta os blocos Kβφ

e Kφβ tendem a zero, assim como Kφφ. Portanto, quando φ →∞, a derivada de (2.3.10) com

respeito a φ vá para zero e a curvatura tende para zero, i.e., a função de log-verossimilhança

é menos curva, o que faz com que φ seja dificil de identificar. Assim a informação sobre φ

é pequena, sendo desta forma estimável unicamente o bloco Kββ = φX>WββX, que para

φ suficientemente grande toma a forma da matriz de informação de Fisher de um modelo

linear generalizado, (McCullagh & Nelder 1989).

Usando a expressão padrão para a inversa de matrizes particionadas (ver, por exemplo,

Rao, 1973, p. 33), deduz-se que a inversa da matriz de informação de Fisher (2.3.12) é

K( θ∼)−1 = K(β, φ)−1 =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
(2.3.14)

com

Kββ = (X>WββX)−1

{
Ik +

X>Tcc>T>X(X>WββX)−1

γ

}

= K−1
ββ

{
Ik +

KβφKφβK−1
ββ

γ

}
,

com γ = tr(diag(dt))−c>T>X(X>WββX)−1X>Tc = tr(diag(dt))KφβK−1
ββ Kβφ. Além disso,

Kβφ = (Kφβ)> = −1

γ
(X>WββX)−1X>Tc = −1

γ
K−1

ββ Kβφ

e Kφφ = 1
γ . Aqui Ik representa a matriz identidade de dimensão k × k. Desta forma,

como se discutiu anteriormente, sob as condições de regularidade da Seção 1.4 se garante a

normalidade assintótica do estimador de máxima verossimilhança:

θ̂∼ =

(
β̂

φ̂

)
A∼ Nk+1

((
β
φ

)
, K( θ∼)−1

)
,

sendo β̂ e φ̂ os estimadores de máxima verossimilhanca de β e φ, respectivamente, e Nk+1

uma distribuição normal (k + 1)-variada.

Além disso, pela normalidade assintótica e dada a consistência do estimador de máxima

verossimilhança θ̂∼, podemos construir intervalos de confiança assintóticos da forma (1.6.2)

para os parâmetros do modelo de regressão beta. Assim, para r = 1, . . . , k,

(
β̂r − z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2, β̂r + z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2

)
(2.3.15)

e (
φ̂− z1−α

2
(K( θ̂∼)φφ)1/2, φ̂ + z1−α

2
(K( θ̂∼)φφ)1/2

)
(2.3.16)
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são intervalos de confiança assintóticos (ICA) para βr e φ de tamanho 100(1−α)%, respecti-

vamente. As variâncias assintóticas de β̂r e φ̂ são K( θ̂∼)rr e K( θ̂∼)φφ, respectivamente, sendo

K( θ̂∼)rr o (r, r)-ésimo elemento da matriz Kββ avaliado em θ̂∼. Adicionalmente, se em nosso

modelo de regressão beta a função de ligação é logit, então ao usar o método delta4 de forma

adequada, podemos construir um intervalo de confiança assintótico de tamanho 100(1−α)%

para a razão de chances ecβr da forma
(

exp
{

c
(
β̂r − z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2

)}
, exp

{
c
(
β̂r + z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2

)})
. (2.3.17)

Finalmente, um intervalo de confiança assintótico de tamanho 100(1 − α)% para a res-

posta média µ, dado um vetor de covariáveis x, pode ser calculado a partir de (1.6.2) e do

método delta, sendo dado por
(

g−1
(
η̂ − z1−α

2
e.p.(η̂)

)
, g−1

(
η̂ + z1−α

2
e.p.(η̂)

))
, (2.3.18)

onde g−1 é a inversa da função de ligação e η̂ = x>β̂ o valor do erro padrão e.p.(η̂) =√
(x>K̂ββx), sendo K̂ββ = Kββ( θ̂∼) a inversa da matriz de informação de Fisher de β

avaliada em θ̂∼. Temos que ressaltar que este intervalo somente é válido se a função de

ligação é estritamente crescente, pois, caso contrário não se garante manter a relação de

ordem entre os extremos do intervalo de confiança.

Uma pergunta natural que surge ao estudar o modelo de regressão beta e suas estimativas

de máxima verossimilhança é se estas são adequadas estatisticamente. Ferrari & Cribari–

Neto (2003) descrevem algumas técnicas que são úteis para realizar inferências sobre os

parâmetros da regressão. Entre os procedimentos que eles consideram está o teste da razão de

verossimilhanças. Suponhamos que o objetivo é testar a hipótese nula H0 : β1 = β
(0)
1 contra

a hipótese alternativa H1 : β1 6= β
(0)
1 , onde β1 = (β1, . . . , βm)> e β

(0)
1 = (β

(0)
1 , . . . , β

(0)
m )>,

para m < k e β
(0)
1 dado. A estat́ıstica da razão de verossimilhanças é

w1 = 2
{

`(β̂, φ̂)− `(β̃, φ̃)
}

,

onde `(β̂, φ̂) é a função de log-verossimilhança e (β̃>, φ̃)> é o estimador restrito de máxima

verossimilhança de (β>, φ)> obtido impondo-se a hipótese nula. Sob as condições de regu-

laridade da Seção 1.4 e sob H0, temos que

w1
A∼ χ2

m;

desta forma, pode-se testar a hipótese nula de interesse usando como aproximação os valores

cŕıticos da distribuição assintótica χ2
m.

4 O método delta afirma que se Tn é um estimador consistente de θ e
√

n[Tn − θ]
A∼ N (0, τ2), então√

n[g(Tn) − g(θ)]
A∼ N (0, (g′(θ))2τ2), assumindo que g′(θ) existe e não e zero. Para maiores detalhes, ver Lehmann

& Casella (1998).
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Caṕıtulo 3

Correção de viés

3.1 Revisão sobre correção de viés

Os estimadores de máxima verossimilhança (EMV) em modelos estat́ısticos são em geral

viesados para os valores verdadeiros dos parâmetros. Usualmente o viés é ignorado na prática

sob a suposição de que este é pequeno ao ser comparado com o erro padrão do estimador do

parâmetro. De fato, pode mostrar-se que numa amostra de tamanho n o viés em geral é de

ordem O(n−1) e o desvio padrão assintótico é de ordem O(n−1/2). Entretanto, para alguns

modelos o viés pode ser consideravelmente maior que o correspondente desvio padrão em

amostras de tamanho não “muito grande”. Portanto, é útil obtermos expressões para calcular

os vieses de segunda ordem, as quais permitem determinar a qualidade das estimativas, so-

bretudo para amostras de tamanho pequeno ou moderado. Historicamente, o artigo pioneiro

sobre o cálculo do viés surgiu com um trabalho de Bartlett (1953) sobre intervalos de con-

fiança aproximados baseados nos EMV no caso uniparamétrico , fornecendo uma expressão

simples para o viés de ordem O(n−1). Haldane (1953) e Haldane & Smith (1956) discutiram

expansões assintóticas para os EMV em amostras aleatórias de um ou dois parâmetros des-

conhecidos, encontrando expressões de ordem O(n−1) para os primeiros quatro cumulantes.

Shenton & Wallington (1962) desenvolveram uma metodologia para obter o viés de ordem

O(n−1) dos EMV no contexto biparamétrico. Mais tarde, Shenton & Bowman (1963) desen-

volveram os quatro primeiros momentos amostrais dos EMV até ordem O(n−4). Fórmulas

para o viés dos EMV até ordem O(n−2) e covariâncias de mesma ordem, ainda para o

caso multiparamétrico, foram obtidas por Bowman & Shenton (1965) e Shenton & Bow-

man (1977).

Posteriormente, Cox & Snell (1968) apresentaram uma expressão geral para o viés de

ordem O(n−1) dos EMV nos casos uniparamétrico e multiparamétrico. Neste artigo, os au-

tores trabalham com o modelo Y = Xβ + ε, onde X é uma matriz conhecida de dados,

β um vetor de parâmetros desconhecidos e ε é um vetor n × 1 de variáveis aleatórias não

observáveis independentes e distribúıdas com média zero e variância constante. Definindo R

tal que Y = Xβ̂+R, eles examinaram as propriedades dos R’s e encontraram expressões para

as esperanças e covariâncias dos R’s, através de uma expansão em série de Taylor de Ri− εi

em termos de β̂− β. As fórmulas encontradas, em particular a expressão do viés de segunda

ordem de β, são úteis, dado que a maioria das propriedades dos R’s são similares às dos

ε’s quando o número de parâmetros é pequeno comparado com o tamanho de amostra. Um

inconveniente na aplicação da metodologia de Cox & Snell em modelos multiparamétricos é o

cálculo de inúmeros cumulantes de derivadas da função de log-verossimilhança. Assim, se p é
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o número de parâmetros do modelo, torna-se necessário calcular 2p−(p+1) cumulantes para

encontrar os vieses dos EMV desses parâmetros. Um método geral para o cálculo de vieses

de segunda ordem numa classe de problemas de mı́nimos quadrados não-lineares foi apresen-

tado por Box (1971), que considerou, entre outros aspectos, o cálculo de viés por estimação

bayesiana, embora os exemplos ilustrativos tenham sido para o caso de uma distribuição a

priori uniforme, na qual o estimador é de máxima verossimilhança; seu enfoque é aplicado

para determinar os vieses do estimador de máxima verossimilhança dos parâmetros da dis-

tribuição gama. Robertson & Fryer (1970) desenvolveram um método geral para encontrar

os vieses e covariâncias de ordem O(n−2) dos estimadores de máxima verossimilhança. Sow-

den (1972) comparou os métodos de estimação por máxima verossimilhança, χ2 mı́nimo e

χ2 mı́nimo modificado, num modelo de resposta quantal “dose resposta”, em termos dos

seus vieses de segunda ordem, mostrando que o método de máxima verossimilhança é um

procedimento mais eficiente em relação aos outros métodos. Fryer & Robertson (1972) com-

param os vieses dos estimadores de momentos, de máxima verossimilhança, multinomial e

χ2 mı́nimo até ordem O(n−1) e erro quadrático médio de ordem O(n−2) para uma série de

distribuições misturadas.

A partir da fórmula desenvolvida por Cox & Snell (1968), Anderson & Richardson (1979),

McLanchlan (1980) e Copas (1988) encontraram os vieses dos EMV em problemas de dis-

criminação loǵıstica. Uma análise feita por Cook, Tsai & Wei (1986) mostra o cálculo dos

vieses dos EMV em modelos de regressão não-lineares com erro normal, ou seja, com função

de resposta yi = f(xi, β) + εi, i = 1, . . . , n, onde f é uma função não-linear duas vezes

diferenciável em β. Eles mostram que o viés tende a zero à medida que a diferença esperada

δ entre as aproximações linear e quadrática de f(β) se aproxima de zero, de tal forma que

o modelo é essencialmente linear, ou se δ é ortogonal ao espaço coluna de V onde V é a

matriz de elementos f r
i = ∂fi/∂βr, i = 1, . . . , n, r = 1, . . . , p e o viés b é expresso na forma

b = (V >V )−1V >δ. Além disso, eles mostram como o viés afeta os métodos de diagnóstico

e se estabelece uma relação entre viés e curvatura. Young & Bakir (1987) apresentam

estimadores corrigidos em modelos de regressão log-gama. Mais recentemente, Cordeiro &

Klein (1994) desenvolvem fórmulas matriciais para corrigir os EMV em modelos ARMA. Isto

foi posśıvel graças às propriedades de invariância dos cumulantes em relação à permutação

de parâmetros (McCullagh, 1987).

Paula (1992) generaliza trabalhos sobre cálculo de viés até ordem O(n−1) e sua forma

matricial, encontrados na literatura estat́ıstica. Cordeiro (1993) apresenta fórmulas gerais

em notação matricial para o v́ıcio de ordem O(n−1) dos EMV de dois modelos de regressão

heteroscedásticos. Cordeiro & McCullagh (1991) e Cordeiro & Cribari–Neto (1993) desen-

volvem expressões simples para o cálculo do viés com aplicações em modelos econométricos.

Paula & Cordeiro (1995) derivam fórmulas para os vieses de ordem O(n−1) dos estimadores

dos parâmetros em modelos não-lineares da famı́lia exponencial. Ferrari, Botter, Cordeiro

& Cribari–Neto (1996) derivam o v́ıcio de ordem O(n−1) em modelos uniparamétricos e

comparam o estimador corrigido com o estimador de máxima verossimilhança usual em
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termos do erro quadrático médio. Cribari–Neto, Botter, Cordeiro & Ferrari (1998) obtêm

expressões em forma fechada para o viés de segunda ordem dos EMV para um número de dis-

tribuições da famı́lia exponencial uniparamétrica, mostrando graficamente como cada v́ıcio e

erro quadrático do EMV e de sua versão corrigida variam de acordo com o parâmetro que in-

dexa a distribuição. Vasconcellos & Cordeiro (1997a) generalizam os trabalhos de Box (1971)

e Cook et al. (1986) ao obterem fórmulas gerais em notação matricial para a correção de

viés em modelos multivariados não-lineares heteroscedásticos. Aubin & Cordeiro (1997) e

Cordeiro & Vasconcellos (1997) obtêm fórmulas matriciais para os vieses de ordem O(n−1)

dos parâmetros da matriz de covariância, num modelo de regressão linear com erros normais e

matriz de covariância desconhecida. Vasconcellos & Cordeiro (1997b) deduzem uma fórmula

geral para os vieses de segunda ordem dos EMV nos modelos SUR (“Seemingly Unrelated

Regressions”), os quais apresentam correlação serial entre os erros nas diferentes equações

de um conjunto de equações de regressão. As fórmulas obtidas mostram como o viés pode

ser expresso como o vetor das estimativas de mı́nimos quadrados de uma regressão linear

ponderada auxiliar.

Cordeiro, Vasconcellos & Santos (1998) derivam fórmulas para os vieses de segunda

ordem dos EMV dos parâmetros de uma regressão não-linear com erros t-Student e dos

parâmetros de dispersão e precisão. Cordeiro & Cribari–Neto (1998) estudam os vieses dos

EMV em alguns modelos lineares generalizados e modelos não lineares de regressão da famı́lia

exponencial, focalizando os estimadores dos parâmetros que compõem os preditores lineares

em alguns modelos de regressão importantes. Botter & Cordeiro (1998) obtêm fórmulas para

os vieses de segunda ordem dos EMV em modelos lineares generalizados com parâmetros de

dispersão, e tais fórmulas podem ser vistas como generalizações dos trabalhos de Cordeiro &

McCullagh (1991) e Cordeiro (1993). Posteriormente, Vasconcellos & Cordeiro (1999) obtêm

expressões em forma matricial para os vieses de ordem O(n−1) dos EMV dos parâmetros

do vetor de locação em modelos de regressão multivariada com erros t-Student. Cordeiro

& Vaconcellos (1999) discutem o melhoramento dos EMV em modelos de regressão von

Mises, obtendo expressões matriciais gerais para os vieses de segunda ordem dos EMV dos

parâmetros que determinam a locação da distribuição.

Além do método anaĺıtico para a correção de viés dos EMV, outros metodos são conhe-

cidos; por exemplo, Firth (1993) propõe um método “preventivo” de redução do viés dos

EMV por meio de uma modificação da função escore, mostrando que este método não de-

pende da existência de restrições na maximização da função de log-verossimilhança. Mais

recentemente, Ferrari & Cribari–Neto (1998) exploram a relação entre o método anaĺıtico,

baseado em expansões de Edgeworth e a técnica de reamostragem bootstrap, sendo estes dois

métodos equivalentes para a correção de viés dos EMV. Por outro lado, utilizam o método

bootstrap para obter expressões gerais para correção de viés de terceira ordem dos EMV em

modelos multiparamétricos. Recentes trabalhos sobre correção de viés do EMV foram feitos

por Cordeiro, Rocha, Rocha & Cribari–Neto (1997) e Cribari–Neto & Vasconcellos (2002)

para os dois parâmetros que indexam a distribuição beta. Entretanto, estes resultados não

33



são aplicados a modelos com estrutura de regressão, dáı a idéia de Vasconcellos & Cribari–

Neto (2003) de obter estimativas melhoradas dos EMV dos parâmetros da distribuição beta,

onde tais parâmetros são modelados através de uma estrutura de regressão. Além disso, eles

encontram expressões de forma fechada para o viés de segunda ordem.

3.2. Correção de Cox & Snell

Cox & Snell (1968) desenvolveram a técnica descrita a seguir para corrigir estimadores

de máxima verossimilhança. Consideremos o modelo estat́ıstico f(y∼, θ∼), com θ∼∈ IRk, e seja

θ̂∼ o estimador de máxima verossimilhança de θ∼ obtido como solução da equação (1.4.4),

com Ûr = 0, para r = 1, . . . , k, sendo Ûr obtido avaliando-se Ur em θ̂∼. Suponhamos válidas

todas as condições de regularidade da Seção 1.4. Expandindo a componente Ûr = 0 até

primeira ordem em torno de θ∼, tem-se Ûr = Ur +
∑

Urs(θ̂s − θs) + Op(1), que equivale a

Ur +
∑

Urs(θ̂s − θs) + Op(1) = 0. Em notação matricial, U = J( θ̂∼− θ∼) + Op(1). De (1.4.1)

e (1.4.4) observamos que J = K + Op(n
1/2), desta forma U = K( θ̂∼− θ∼) + Op(1). Dáı,

θ̂∼− θ∼= K−1U + Op(n
−1) (3.2.1)

A fórmula anterior é importante para calcular os momentos e cumulantes de ordens supe-

riores dos estimadores de máxima verossimilhança. Usando-se novamente as condições de

regularidade, expandimos Ûr até segunda ordem, obtendo

Ûr = Ur +
∑

s

Urs(θ̂s − θs) +
1

2

∑

s,t

Urst(θ̂s − θs)(θ̂t − θt) + op(1).

Tomado o valor esperado,

∑
s

E{Urs(θ̂s − θs)}+
1

2

∑

s,t

E{Urst(θ̂s − θs)(θ̂t − θt)}+ o(1) = 0,

o que equivale a

∑
s

κrsE(θ̂s − θs) +
∑

s

Cov(Urs, θ̂s − θs) +
1

2

∑

s,t

κrst(−κst) + o(1) = 0, (3.2.2)

com −κrs = κr,s representando o elemento (r, s) da inversa K−1 da matriz de informação.

Usando (3.2.1) segue-se que, até ordem o(1),

Cov(Urs, θ̂s−θs) = Cov

(
Urs,−

∑

t

κstUt

)
= −

∑

t

Cov(Urs, Ut)κ
st = −

∑

t

κrs,tκ
st. (3.2.3)

Definindo o viés de ordem O(n−1) de θ̂r por B(θ̂r) e substituindo (3.2.3) em (3.2.2) vem
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∑
s

κrsB(θ̂s) =
∑

s,t

κst

(
κrs,t +

1

2
κrst

)
+o(1),

cuja inversão produz até ordem O(n−1), para r = 1, . . . , k,

B(θ̂r) =
∑

s,t,u

κrsκtu

(
κst,u +

1

2
κstu

)
, (3.2.4)

que é uma fórmula geral para determinar o viés de ordem O(n−1) em estimadores de máxima

verossimilhança em modelos multiparamétricos. Em muitas situações torna-se conveniente

substituir, como conseqüência das identidades de Bartlett, κst,u + 1
2κstu por κ

(u)
st − 1

2κstu, o

que facilita expressar o viés em notação matricial. A grande utilidade de (3.2.4) é definir um

estimador de máxima verossimilhança corrigido até ordem O(n−1) dada por θ̃r = θ̂∼− B̂(θ̂r),

onde B̂(·) é o viés B(·) avaliado em θ̂∼. Este novo estimador θ̃r tem viés de ordem O(n−2),

pois E(θ̃) = θ∼ +O(n−2), e pode ser preferido em relação a θ̂r, cujo viés é de ordem O(n−1).

O cálculo de momentos e cumulantes dos estimadores de máxima verossimilhança de ordem

superior, como, por exemplo, E( θ̂∼) e Var( θ̂∼), até ordem O(n−2) é bastante complexo, já

que precisamos incluir outros termos de ordem superior na expansão (3.2.2). Para uma

discussão detalhada sobre a expansão de (3.2.2) até ordens maiores que O(n−2), ver Shenton

& Bowman (1977).

Observa-se que B( θ̂∼) pode ser expresso na forma

B( θ̂∼) = K( θ∼)−1A vec
(
K( θ∼)−1

)
+O(n−2), (3.2.5)

onde A =
[
A(1)| · · · |A(k)

]
é uma matriz k×k2 particionada, com A(l) = (a

(l)
jm) tendo elemento

t́ıpico

a
(l)
jm = κ

(l)
jm − 1

2
κjml, j, m, l = 1, . . . , k,

e vec(·) o operador que transforma uma matriz em vetor coluna sobrepondo as colunas desta

matriz.

3.2.1 Correção de viés dos estimadores de máxima verosimilhança do modelo de

regressão beta

Um dos objetivos deste trabalho é obter uma expressão para calcular o viés de segunda

ordem usando a fórmula (3.2.4) de Cox & Snell (1968) com o fim de obter estimativas co-

rrigidas dos parâmetros de nosso modelo de regressão beta. Introduzimos a seguinte notação.

As derivadas da função de log-verossimilhança com respeito aos parâmetros desconhecidos

são indicadas por ı́ndices, onde as letras, r, s, . . . correspondem às derivadas em relação às

componentes β e a letra φ corresponde às derivadas com respeito ao parâmetro φ. Logo,
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Ur = ∂`/∂βr, Uφ = ∂`/∂φ, Uφs = ∂2`/∂φ∂βs, Ursφ = ∂3`/∂βr∂βs∂φ e assim por diante.

A notação para os momentos destas derivadas é dada por Lawley (1956): κrs = E(Urs),

κφφ = E(UφUφ), κrs,φ = E(UrsUφ), κrst = E(Urst), etc., onde todos os κ’s são momentos

sob a amostra, e em geral são de ordem O(n). Também as derivadas são denotadas por

κ
(t)
rs = ∂κrs/∂βt, κ

(φ)
rφ = ∂κrφ/∂φ, etc. Temos que a fórmula (3.2.4) de Cox & Snell (1968)

para calcular o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossimilhança da a a-ésima

componente do vetor β̂ é

B(β̂a) =
∑
r,s,u

κarκsu

{
κ

(u)
rs − 1

2
κrsu

}
+

∑

φ,s,u

κaφκsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}

+
∑

r,φ,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}
+

∑

r,s,φ

κarκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}

+
∑

φ,φ,u

κaφκφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}
+

∑

φ,s,φ

κaφκsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}

+
∑

r,φ,φ

κarκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
+

∑

φ,φ,φ

κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}
, (3.2.1.1)

que pode ser reescrita como

B(β̂a) =
∑
r,s,u

κarκsu

{
κ

(t)
rs − 1

2
κrsu

}
+ κaφ

∑
s,u

κsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}

+
∑
r,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}
+

∑
r,s

κarκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}

+ κaφ
∑

u

κφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}
+ κaφ

∑
s

κsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}

+ κφφ
∑

r

κar

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
+ κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}
; (3.2.1.2)

para o estimador φ̂ do parâmetro φ temos

B(φ̂) =
∑
r,s,u

κφrκsu

{
κ

(u)
rs − 1

2
κrsu

}
+

∑

φ,s,u

κφφκsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}

+
∑

r,φ,u

κφrκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}
+

∑

r,s,φ

κφrκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}

+
∑

φ,φ,u

κφφκφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}
+

∑

φ,s,φ

κφφκsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}

+
∑

r,φ,φ

κφrκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
+

∑

φ,φ,φ

κφφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}
, (3.2.1.3)
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onde B(β̂a) e B(φ̂) denotam os vieses de segunda ordem dos estimadores de máxima verossi-

milhança de β̂a e φ̂, respectivamente. Pode-se observar de (2.3.12) que as entradas da

matriz Wβφ não são nulas, o que leva a uma complicação do cálculo, indicando que todos os

termos da expansão (3.2.1.1) devem ser calculados. São deduzidas, através dos momentos

e cumulantes obtidos no Apêndice A.1, as parcelas (A.1.30) até (A.1.37) da fórmula de

correção de viés de Cox & Snell (1968). A partir de algum algebrismo e usando notação

matricial derivamos as parcelas das expressões (3.2.1.2) e (3.2.1.3), de tal forma que, para

nosso modelo de regressão beta,

B(β̂a) = e∼>a KββX>W1δββ+ e∼>a Kβφ tr(W3XKββX>)

+ e∼>a Kββ(X>W3X)Kβφ+ e∼>a Kββ(X>W2X)Kβφ

+ e∼>a Kβφvdiag(W5)XKβφ+ e∼>a Kβφvdiag(W4)XKβφ

+ e∼>a KββX>vdiag(W4)
>Kφφ+ e∼>a KβφKφφtr(S),

onde vdiag(·) é o vetor linha formado pela diagonal principal de uma matriz quadrada.

Fatorando adequadamente, B(β̂a) se simplifica na forma

e∼>a Kββ(X>W1δββ + (X>W3X)Kβφ + (X>W2X)Kβφ + X>vdiag(W4)
>Kφφ)

+ e∼>a Kβφ(tr(W3XKββX>) + vdiag(W5)XKβφ + vdiag(W4)XKβφ + Kφφtr(S)).

Assim,

B(β̂a) = e∼>a KββX>(W1δββ + (W3 + W2)XKβφ + vdiag(W4)
>)

+ e∼>a Kβφ(tr(W3XKββX>) + Kφφtr(S) + vdiag(W5 + W4)XKβφ).

Logo, o viés de segunda ordem do vetor β̂ é

B(β̂) = KββX>(W1δββ + (W3 + W2)XKβφ + vdiag(W4)
>Kφφ)

+ Kβφ(tr(W3XKββX>) + Kφφtr(S) + vdiag(W5 + W4)XKβφ).

Dada a matriz aumentada X̃ de dimensão (n+1)×(k+1) definida em (2.3.11), definimos

o vetor auxiliar δ̃ de dimensão (n + 1)× 1 como

δ̃ =

(
W1δββ + (W3 + W2)XKβφ + vdiag(W4)

>

tr(W3XKββX>) + Kφφtr(S) + vdiag(W5 + W4)XKβφ

)
.

Além disso, definimos

Kβ∗ = ( Kββ Kβφ ) ,

o bloco superior da matriz K( θ∼)−1 de dimensão k×(k+1), obtida em (2.3.14). Desta forma,

o viés de segunda ordem de β̂ pode ser escrito como

B(β̂) = Kβ∗X̃>δ̃. (3.2.1.4)
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De forma análoga aos cálculos anteriores, deduz-se que

B(φ̂) = KφβX>W1δββ + Kφφ tr(W3XKββX>)

+ Kφβ(X>W3X)Kβφ + Kφβ(X>W2X)Kβφ

+ Kφφvdiag(W5)XKβφ + Kφφvdiag(W4)XKβφ

+ KφβX>vdiag(W4)
>Kφφ + KφφKφφtr(S),

e B(φ̂) se simplifica na forma

Kφβ(X>W1δββ + (X>W3X)Kβφ + (X>W2X)Kβφ + X>vdiag(W4)
>Kφφ)

+ Kφφ(tr(W3XKββX>) + vdiag(W5)XKβφ + vdiag(W4)XKβφ + Kφφtr(S)).

Desta forma,

B(φ̂) = KφβX>(W1δββ + (W3 + W2)XKβφ + vdiag(W4)
>Kφφ)

+ Kφφ(tr(W3XKββX>) + Kφφtr(S) + vdiag(W5 + W4)XKβφ).

Definimos

Kφ∗ = ( Kφβ Kφφ ) ,

o bloco inferior da matriz K( θ∼)−1 de dimensão 1× (k + 1), Assim, o viés de segunda ordem

de φ̂ pode ser escrito como

B(φ̂) = Kφ∗X̃>δ̃. (3.2.1.5)

Agora, se consideramos o vetor conjunto θ∼= (β>, φ)>, podemos escrever a partir de (3.2.1.4)

e (3.2.1.5) uma expressão para o viés de segunda ordem do estimador de máxima verossi-

milhança de θ∼ da forma

B( θ̂∼) = K( θ∼)−1X̃>δ̃,

ou, alternativamente, a partir de (2.3.13) como

B( θ̂∼) = (X̃>W̃ X̃)−1X̃>δ̃,

que pode ser escrita como

B( θ̂∼) = (X̃>W̃ X̃)−1X̃>W̃ ξ̃,

onde definimos ξ̃ = W̃−1δ̃. Desta forma, os coeficientes do vetor B( θ̂∼) podem ser estimados

a partir de uma regressão de mı́nimos quadrados generalizados dada pela equação anterior;

com este resultado, definimos um estimador de máxima verossimilhança corrigido θ̃∼ da forma

θ̃∼ = θ̂∼− B̂( θ̂∼), (3.2.1.6)

onde B̂( θ̂∼) denota o estimador de máxima verossimilhança de B( θ̂∼), i.e., os parâmetros

desconhecidos são substitúıdos por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança.

Diremos que θ̃∼ é um estimador de máxima verossimilhança corrigido “corretivamente”.
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Sabemos que sob as condições de regularidade da Seção 1.4 o estimador de máxima

verossimilhança θ̂∼ é consistente para θ∼ e pela expressão (3.2.4) o viés B( θ̂∼) de segunda

ordem converge para zero quando o tamanho de amostra n tende para infinito. Assim, o

estimador corrigido θ̃∼ é um estimador consistente para θ∼ e

E( θ̃∼) = θ∼ +O(n−2).

Além disso, dada a convergência em distribuição do estimador de máxima verossimilhança

a uma normal (k + 1)-variada da forma (1.4.5) e usando o teorema de Slutsky, o estimador

corrigido satisfaz

θ̃∼
A∼ Nk+1( θ∼, K−1( θ∼)).

Na Figura 3.2.1.1, EMV denota o estimador de máxima verosimilhança e ECCS denota o

estimador de máxima verossimilhança corrigido por viés de Cox & Snell (1968), para um

exemplo em particular.
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Figura 3.2.1.1: Comparação das densidades dos estimadores de máxima verossimilhança

e corrigido por viés de Cox & Snell (1968)

Podemos utilizar de forma natural como estimador consistente da matriz de informação

de Fisher K( θ∼), a matriz K( θ̃∼), para tamanhos de amostra moderados, ou K( θ̂∼), já que em

prinćıpio, a correção do estimador θ̂∼ por viés só deveria deslocar sua distribuição na direção

do verdadeiro valor do parâmetro sem afetar muito a estrutura de variância, como pode

ser visto na Figura 3.2.1.1. Com esta idéia em mente, para um tamanho de amostra sufi-

centemente grande, podemos construir intervalos de confiança assintóticos da forma (1.6.1).
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Assim, para r = 1, . . . , k,

(
β̃r − z1−α

2
(K( θ̃∼)rr)1/2, β̃r + z1−α

2
(K( θ̃∼)rr)1/2

)
, (3.2.1.7)

(
φ̃1 − z1−α

2
(K( θ̃∼)φφ)1/2, φ̃1 + z1−α

2
(K( θ̃∼)φφ)1/2

)
, (3.2.1.8)

ou (
β̃r − z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2, β̃r + z1−α

2
(K( θ̂∼)rr)1/2

)
(3.2.1.9)

e (
φ̃1 − z1−α

2
(K( θ̂∼)φφ)1/2, φ̃1 + z1−α

2
(K( θ̂∼)φφ)1/2

)
, (3.2.1.10)

que são intervalos de confiança assintóticos para βr e φ de tamanho 100(1−α)%, respectiva-

mente. Para os intervalos (3.2.1.7) e (3.2.1.8), as variâncias estimadas de β̃r e φ̃ são K( θ̃∼)rr

e K( θ̃∼)φφ, respectivamente, com K( θ̃∼)rr o (r, r)-ésimo elemento da matriz Kββ avaliado em

θ̃∼. No caso dos intervalos (3.2.1.9) e (3.2.10) as variâncias estimadas para β̃r e φ̃ são K( θ̂∼)rr

e K( θ̂∼)φφ, respectivamente, com K( θ̂∼)rr o (r, r)-ésimo elemento da matriz Kββ avaliado

em θ̂∼. Chamamos neste trabalho os intervalos da forma (3.2.1.7) a (3.2.1.10) de intervalos

assintóticos corrigidos corretivamente (IACC). Dado que os estimadores corrigidos são con-

sistentes para os parâmetros do modelo, esperamos que os valores das variâncias assintóticas

de cada estimativa corrigida sejam razoavelmente menores para tamanhos moderados de

amostra que suas correspondentes estimativas de máxima verossimilhança. Assim, os in-

tervalos (3.2.1.7) e (3.2.1.8) comparados com os intervalos (3.2.1.9) e (3.2.10) devem em

prinćıpio possuir um comprimento menor, proporcionando estimativas intervalares mais pre-

cisas. Contudo, como estamos trabalhando com um resultado de tipo assintótico, percebemos

que o efeito da correção não deve ser alto em termos da estrutura de variância, i.e., esper-

amos que os intervalos (3.2.1.7), (3.2.1.9) e (3.2.1.8), (3.2.1.10) sejam muito parecidos em

termos de sua simetria e comprimento. .

3.2.2 O viés do vetor de médias

Consideremos o vetor de médias de nosso modelo de regressão, µ = (µ1, . . . , µn)>, onde

µt = g−1(x>t β), t = 1, . . . , n e g−1 é a função inversa da função de ligação. Assim, o

vetor de médias é uma função dos parâmetros de regressão da forma µ = f(β) com f =

(f1, . . . , fn), e ft = g−1(xtβ), t = 1, . . . , n. Pelo principio de invariância o estimador de

máxima verossimilhança de µ é µ̂ = f(β̂). Para t = 1, . . . , n, definimos dtr = ∂ft
∂βr

e vtrs =

∂2ft
∂βr∂βs

, com r, s = 1, . . . , k. Além disso, definimos D a matriz de dimensão n×k com elemento

t́ıpico (t, r) = dtr e V =
[
V1| · · · |Vn

]>
é a matriz de dimensão n × k × k com elemento
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(t, r, s) = vtrs. Se tomamos uma expansão em serie de Taylor de f até o terceiro termo,

numa vizinhança de β̂, obtemos

f(β̂) ≈ f(β) + D(β̂ − β) +
1

2
(β̂ − β)>V (β̂ − β), (3.2.2.1)

onde 1
2(β̂ − β)>V (β̂ − β) é um vetor de dimensão n × 1 com t-ésima componente

1
2(β̂ − β)>Vt(β̂ − β) e Vt a t-ésima matriz quadrada de dimensão k × k da forma

Vt =




vt11 · · · vt1k
...

. . .
...

vtk1 · · · vtkk


 .

Tomando a esperança para os dois membros da igualdade (3.2.2.1) temos

E(f(β̂)− f(β)) ≈ DE(β̂ − β) +
1

2
E((β̂ − β)>V (β̂ − β)).

Para t = 1, . . . , n, e usando-se (3.2.4), temos que

1

2
E((β̂ − β)>Vt(β̂ − β)) =

1

2

{
tr[VtCovβ̂ − β)] + B(β̂)>VtB(β̂)

}

=
1

2
tr{KββVt}+

1

2
{O(n−2)O(n2)O(n−2)}

=
1

2
tr{KββVt}+ O(n−2).

Desta forma,

B(µ̂) = DB(β̂) +
1

2
E((β̂ − β)>V (β̂ − β))

= DB(β̂) +
1

2
tr(V Cov(β̂ − β)) + O(n−2)

= DB(β̂) +
1

2
tr(V Kββ) + O(n−2).

Portanto, o viés de ordem O(n−2) de µ̂ obtido através do viés de ordem O(n−2) de β̂ é da

forma

B(µ̂) = DB(β̂) +
1

2
tr(V Kββ).

De forma análoga ao estimador definido em (3.2.1.6), podemos construir um estimador cor-

rigido de máxima verossimilhanca do vetor de média µ̂ da forma

µ̃ = µ̂− B̂(µ̂),

de tal forma que

E(µ̃) = µ + O(n−2).
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3.3 Correção preventiva

Sob as condições de regularidade da seção (1.4), o viés do estimador de máxima verossi-

milhança θ̂ de θ pode ser expresso como uma série de potências de 1/n de forma

B(θ̂) =
B1(θ)

n
+

B2(θ)

n2
+ · · · , (3.3.1)

sendo n o tamanho de amostra. David Firth, em 1993, desenvolveu um método alterna-

tivo para corrigir o viés de ordem O(n−1) dos estimadores de máxima verossimilhança. O

método, chamado de “preventivo”, consiste numa modificação conveniente da função escore

que permite remover o termo n−1 da expansão (3.3.1), sob a suposição de que o modelo é

regular e o estimador de máxima verossimilhança definido através da equação (1.4.1) é único.

A idéia de Firth é simples, já que ao introduzir um pequeno viés na função escore o viés de

θ̂ pode ser reduzido. Se θ̂ apresenta viés positivo B(θ) e o gradiente local esperado K(θ)

da função escore define sua inclinação, então, a função escore é deslocada pela quantidade

K(θ)B(θ), como é ilustrado na Figura 3.3.1. A quantidade K(θ) é a matriz de informação.

Este deslocamento define uma função escore modificada dada por

U∗(θ) = U(θ) + K(θ)B(θ). (3.3.2)

Assim, a solução θ∗ de U∗ = 0 produz uma estimativa modificada corrigida.

U*

θ∗0

(θ)

(θ)

K     B(θ) (θ)

B(θ)
θ

U

Figura 3.3.1: Função escore modificada.

No caso de um vetor de parâmetros, U∗ é vista como uma equação vetorial. O viés em

(3.3.2) é em geral desconhecido, mas é posśıvel obter o termo de ordem n−1 utilizando a

fórmula de Cox & Snell (3.2.4), de tal forma que se θ = (θ1, . . . , θk),

B(θ̂r)

n
=

∑

s,t,u

κrsκtu

(
κst,u +

1

2
κstu

)
(3.3.3)
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onde r, s, t, u indexam o espaço paramétrico. Usamos a notação padrão para os momentos das

derivadas da função de log-verossimilhança, dada por Lawley (1956) a qual foi apresentada

na Seção (1.5). Podemos observar, que para nosso modelo de regressão beta, ao substituir

B( θ∼) por B( θ̂∼) = K( θ∼)−1X̃>δ̃, a função escore modificada (3.3.2) para nosso modelo de

regressão beta é

U∗( θ∼) = U( θ∼) + K( θ∼)B( θ̂∼)

= U( θ∼) + K( θ∼)K( θ∼)−1X̃>δ̃

= U( θ∼) + X̃>δ̃.

No caso em que E[UrUst] = 0 para todo r, s, t, podemos verificar que θ∗ é obtido ao

maximizar-se uma função log-verossimilhança modificada `∗ = ` + 1
2 log |K|. Isto ocorre,

por exemplo, quando as derivadas de segunda ordem da função de log-verossimilhança com

respeito aos parâmetros não dependem de valores amostrais. Segundo Firth (1993) e de

forma análoga ao método corretivo discutido na seção anterior, o estimador θ∗ apresenta as

mesmas propriedades que o estimador de máxima verrosimilhança, i.e., θ∗ é consistente para

θ, e sua distribuição assintótica é tal que

θ∗ A∼ N (θ,K−1(θ)),

como está mostrado na Figura 3.3.2. Além disso, se o modelo em análise pertence à familia

exponencial completa, se garante que

E(θ∗) = θ + O(n−2).

No gráfico, EMV denota o estimador de máxima verosimilhança e DFirth denota o estimador

preventivo de David Firth.

Se utilizamos, como estimador consistente da matriz de informação de Fisher K(θ) a

matriz K(θ∗), podemos construir intervalos de confiança assintóticos da forma (1.6.1) para

os parâmetros do modelos de regressão beta. Assim, para r = 1, . . . , k,
(

βr
∗ − z1−α

2
(K(θ∗)rr)1/2, β∗r + z1−α

2
(K(θ∗)rr)1/2

)
(3.3.4)

e (
φ∗ − z1−α

2
(K(θ∗)φφ)1/2, φ∗ + z1−α

2
(K(θ∗)φφ)1/2

)
(3.3.5)

são intervalos de confiança assintóticos para βr e φ de tamanho 100(1−α)%, respectivamente.

As variâncias estimadas de βr
∗ e φ∗ são K(θ∗)rr e K(θ∗)φφ, respectivamente, onde K(θ∗)rr é

o (r, r)-ésimo elemento da matriz Kββ avaliado em θ∗. Analogamente ao discutido na Seção

3.2.1, podemos construir intervalos assintóticos da forma (1.6.2), utilizando como estimador

consistente da matriz de informação de Fisher a matriz K(θ̂). Desta forma, os intervalos

para βr e φ de tamanho 100(1 − α)% utilizando as estimativas corrigidas preventivas serão

respectivamente
(

βr
∗ − z1−α

2
(K(θ̂)rr)1/2, β∗r + z1−α

2
(K(θ̂)rr)1/2

)
, (3.3.6)
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Figura 3.3.2: Comparação das densidades dos estimadores de máxima verossimilhança

e corrigido preventivo.

(
φ∗ − z1−α

2
(K(θ̂)φφ)1/2, φ∗ + z1−α

2
(K(θ̂)φφ)1/2

)
, (3.3.7)

onde as variâncias estimadas de βr
∗ e φ∗ são K(θ̂)rr e K(θ̂)φφ, respectivamente. K(θ̂)rr

denota o (r, r)-ésimo elemento da matriz Kββ avaliado em θ̂. Neste trabalho, chamamos os

intervalos da forma (3.3.4) até (3.3.7) de intervalos assintóticos corrigidos preventivamente

(IACP).

3.4 Correção por Bootstrap

Os métodos estat́ısticos computacionais surgiram exatamente da necessidade de simular

um experimento ou um fenômeno diversas vezes, com o objetivo de obter resultados que a

teoria matemática não pode fornecer de maneira rápida e eficiente. O bootstrap é um método

computacional de inferência estat́ıstica introduzido por Efron (1979) capaz de responder a

questões reais sem a necessidade de exaustivos, complicados e muitas vezes inviáveis cálculos

anaĺıticos. Efron & Tibshirani (1993, p. 2) escrevem: “The basic ideas of statistics haven’t

changed, but their implementation has. The modern computer lets us apply these ideas

flexibly, quicky, easily, and with a minimum of mathematical assumptions.”

A metodologia bootstrap permite a estimação de variâncias, intervalos de confiança, p–

valores e outras quantidades de interesse da inferência estat́ıstica através de reamostragem

direta dos dados, os quais são tratados como se fossem a própria população. Tipicamente, o
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método bootstrap fornece aproximações para a distribuição de uma estat́ıstica de interesse

que podem ser consideravelmente mais precisas que as aproximações assintóticas de primeira

ordem. A aplicação de bootstrap para modelos de regressão foi estudada detalhadamente

por Wu (1986) e, mais recentemente, muitos autores têm investigado o uso deste método em

econometria, entre eles Berkowitz & Kilian (2000), Horowitz (1997), Jeong & Maddala (1996)

e Vinod (1993).

Consideremos uma amostra aleatória y∼= (y1, . . . , yn) de uma variável aleatória popula-

cional Y cuja distribuição está determinada completamente por sua função de distribuição

acumulada P . Seja θ = t(P ) uma função de P denominada parâmetro e θ̂ = S(y∼) um

estimador de θ. Se P é desconhecida, algumas propriedades distribucionais de θ̂ podem ser

obtidas utilizando teoria assintótica de primeira ordem. No entanto, tal estimação pode ser

muito dif́ıcil e até mesmo inviável de se obter. A aplicação de bootstrap, neste caso, consiste

em obter, a partir da amostra original y∼, um grande número de amostras y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
n),

calcular as respectivas réplicas bootstrap de θ̂, θ̂ ∗ = S(y∗), e, com base na distribuição

emṕırica de θ̂
∗
, estimar a função de distribuição de θ̂. Existem duas versões do método

bootstrap que se diferenciam unicamente na forma de obtenção das amostras. Na primeira

versão, a amostra bootstrap y∗ é obtida de uma estimativa não-paramétrica de P , onde a

função de distribuição emṕırica da amostra original y∼ é dada por

P̂ (ι) =
#{yi ≤ ι}

n
,

a qual atribui probabilidade 1/n a cada valor yi, i = 1, . . . , n. Se y∗ é uma amostra aleatória

de P̂ , então ela é formada por n observações extráıdas aleatoriamente com reposição da

amostra y∼, que é tratada como se fosse a população. Neste caso trata-se do boostrap não-

paramétrico, que é uma aplicação direta do prinćıpio denominado “plug in”, o qual utiliza

P̂ no lugar da distribuição desconhecida populacional. Logo, se θ = t(P ), a respectiva

estimativa “plug in” é θ̂ = t(P̂ ). A estimativa bootstrap não-paramétrica de qualquer ca-

racteŕıstica de P é uma estimativa “plug in”, uma vez que todo processo de estimação parte

das amostras y∗ extráıdas de P̂ . Na segunda versão é necessário que P pertença a uma

famı́lia paramétrica dimensionalmente finita e conhecida, Pη.

A obtenção de um estimador consistente para η viabiliza uma estimativa paramétrica de

P , representada por P
η̂
. É importante ressaltar que a existência do modelo paramétrico não

exclui a análise não-paramétrica, já que esta última pode ser muito útil no momento de avaliar

a veracidade das conclusões obtidas a partir do método paramétrico. A utilização do método

bootstrap se justifica, por exemplo, quando a teoria assintótica fornece aproximações pouco

precisas da distribuição de uma estat́ıstica de teste. Neste caso, as diferenças entre o ńıvel

emṕırico do teste (realizado com base em valores cŕıticos assintóticos) e o ńıvel verdadeiro

podem ser substanciais. A aplicação de bootstrap, neste caso, é de grande relevância, uma

vez que o método pode reduzir consideravelmente, ou até eliminar, as distorções de tamanho

de testes estat́ısticos em amostras finitas. No entanto, nestas circunstâncias, onde a dis-

tribuição assintótica pode ser obtida, não se pode esperar que o método bootstrap forneça
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aproximações mais precisas, a não ser que a distribuição da estat́ıstica em questão seja

assintoticamente pivotal, i.e., independente de parâmetros desconhecidos.

Segundo Horowitz (1994), procedimentos de bootstrap simples fornecem aproximações

melhoradas para a distribuição de estat́ısticas assintoticamente pivotais, mas não para a

distribuição de estat́ısticas que não apresentam esta propriedade. Beran (1986) mostra que

se a distribuição assintótica da estat́ıstica, sob a hipótese nula, é pivotal, então, sob algu-

mas condições de regularidade, os tamanhos de testes bootstrap apresentam erros de ordem

menor, i.e., que convergem mais rapidamente para zero, que os erros dos testes baseados na

teoria assintótica. Denotamos o viés do estimador θ̂ = S(y∼) por BP (θ, θ̂), da forma

BP (θ, θ̂) = EP [S(y∼)]− t(P ), (3.4.1)

onde o subescrito P indica que a esperança matemática é obtida com base na medida P. Os

estimadores de bootstrap do viés nas versões paramétrica e não-paramétrica são definidos

substituindo a verdadeira distribuição P, que gerou a amostra original, pelas distribuições

P
η̂

e P̂ , respectivamente, na expressão (3.2.3.1). Assim, os vieses nestas duas formas de

bootstrap são expressos por

BP
η̂
(θ, θ̂) =EP

η̂
[S(y∼)]− t(P

η̂
),

B
P̂
(θ, θ̂) =E

P̂
[S(y∼)]− t(P̂ ).

Gerando R amostras bootstrap (y∗1, . . . , y
∗
R) de forma independente e calculando as respec-

tivas réplicas bootstrap (θ∗1, . . . , θ
∗
R), pode-se aproximar as esperanças bootstrap EP

η̂
[S(y∼)]

e E
P̂
[S(y∼)] pela média

θ̂∗(·) =
1

R

R∑

i=1

θ∗i .

Desta forma, os vieses estimados por bootstrap baseados nas R réplicas do estimador θ̂ são

B̂P
η̂
(θ, θ̂) =θ̂∗(·)− S(y∼),

B̂
P̂
(θ, θ̂) =θ̂∗(·)− S(y∼).

A diferença entre as estimativas anteriores baseia-se na forma de geração das amostras boot-

strap para obtenção das R estimativas θ̂∗(·), 1 ≤ i ≤ R. Tipicamente, o cálculo de estimativas

do viés requer entre 50 e 200 amostras de bootstrap. Utilizando as estimativas bootstrap do

viés definem-se os estimadores corrigidos até segunda ordem por bootstrap como

θ1 =S(y∼)− B̂P
η̂
(θ, θ̂) = 2S(y∼)− θ̂∗(·), (3.4.2)

θ2 =S(y∼)− B̂
P̂
(θ, θ̂) = 2S(y∼)− θ̂∗(·), (3.4.3)

onde as estimativas θ1 e θ2 são denominadas estimativas CBC (Constant-Bias-Corrections),

MacKinnon & Smith (1998). No contexto deste trabalho utilizaremos como o estimador
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corrigido por bootstrap de θ̂∼ a quantidade θ∼ na versão paramétrica (3.4.2). Uma discussão

detalhada sobre a correção de viés de segunda ordem por bootstrap e sua relação com a

correção anaĺıtica pode ser encontrada em Ferrari & Cribari–Neto (1998).

3.5 Intervalos de confiança bootstrap

A grande preocupação de muitos estat́ısticos recai em encontrar métodos que permitam

reduzir o erro de cobertura de intervalos da forma (1.6.1). Alguns deles utilizam refinamentos

da aproximação normal através das chamadas expansões de Edgeworth, mas tais expansões,

em geral, são de dif́ıcil obtenção e não muito úteis na prática. Entretanto, a construção

de intervalos de confiança usando bootstrap fornece intervalos de confiança com ńıveis de

cobertura mais próximos da verdadeira probabilidade de cobertura. Singh (1981) e Bickel &

Freedman (1980) estudam o método bootstrap e mostram como as propriedades deste estão

intimamente relacionadas às expansões de Edgeworth. Se utilizamos o método bootstrap

para obter a distribuição emṕırica P̂ de θ̂∼, podemos construir o denominado intervalo

percentil (ICP), com um ńıvel aproximado de cobertura de 1 − α definido pelos percentis

α/2 e 1− α
2 de P̂ , i.e., o intervalo é da forma

(P̂−1(α/2), P̂−1(1− α/2)). (3.4.4)

Utilizando a metodologia bootstrap descrita na seção anterior, se ordenamos as R réplicas

bootstrap de θ̂, os limites inferior e superior do intervalo de confiança percentil serão as

réplicas R(α/2) e R(1− α/2), respectivamente, assumindo que R(α/2) e R(1− α/2) sejam

inteiros e 0 < α < 0.5. Assim, este intervalo não necessariamente é simétrico em relação ao

valor θ̂. Seja k o maior inteiro menor ou igual ao número (R + 1)α/2, no caso de R(α/2) e

R(1−α/2) não sejam inteiros tomamos como limites inferior e superior do intervalo percentil,

as réplicas k e (R + 1 − k), respectivamente. Como observamos, esta construção garante a

não inclusão de valores impróprios para o parâmetro de interesse no intervalo de confiança.

Neste trabalho, ainda consideramos intervalos de confiança de tipo percentil para θ∼ uti-

lizando a distribuição emṕırica P̂ dos estimadores corrigidos θ̃∼ e θ∼
∗, os quais chamamos de

intervalos de confiança percentil corrigido corretivamente (ICCC) e preventivamente (ICCP),

respectivamente.

Suponhamos que θ̂ não possui distribuição normal em amostras finitas e que g é uma

função que normaliza a distribuição, i.e.,

ρ̂ ∼ N (ρ, τ2),

com ρ̂ = g(θ̂), onde τ é algum desvio padrão constante. Desta forma, podemos construir um

intervalo de confiança exato com probabilidade de cobertura 1 − α para o parâmetro ρ da

forma (
ρ̂− z1−α

2
τ, ρ̂ + z1−α

2
τ
)
.
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Outra vantagem do método percentil é que o intervalo percentil de θ̂ pode ser expresso por
(
g−1(ρ̂− z1−α

2
τ), g−1(ρ̂ + z1−α

2
τ)

)
,

sem a necessidade de conhecer a função normalizadora, já que, por exemplo, a quantidade

g−1(ρ̂+z1−α
2
τ) é estimada pela estimativa bootstrap g−1(ρ̂+[g(P̂ (1−α/2)]−ρ̂)). Embora este

método seja útil, ele pode ter o problema de subestimar as caudas da distribuição bootstrap,

podendo assim prejudicar o desempenho nos ńıveis de cobertura. (Efron & Tibshirani, 1993).

Uma forma de generalizar o método anterior é permitir que a função normalizadora e

estabilizadora da variância apresente um viés constante v0, i.e.,

(ρ̂− ρ)/τ ∼ N (−v0, 1).

Desta forma, um intervalo de confiança exato com probabilidade de cobertura 1− α para o

parâmetro ρ é dado por
(
ρ̂ + τv0 − z1−α

2
τ, ρ̂ + τv0 + z1−α

2
τ
)
,

o qual podemos transformar num intervalo de confiança para θ aplicando a transformação

inversa g−1 aos seus limites. Desta forma, o intervalo de confiança com ńıvel de cobertura

de aproximadamente 1− α para θ é da forma

(P̂−1(Φ(z[α/2])), P̂−1(Φ(z[1−α/2]))). (3.4.5)

Efron (1981), denominou o intervalo anterior de BC (“Bias-corrected ”), sendo zα/2 e z1−α/2

os percentis α/2 e (1− α/2) da distribuição normal padrão, Φ(·) a função de distribuição

acumulada normal padrão e
z[α/2] =2v0 + zα/2,

z[1−α/2] =2v0 + z1−α/2.

Como o valor de v0 é desconhecido, podemos utilizar uma estimativa v̂0 da medida do viés

da mediana da distribuição com relação a θ̂ através de

v̂0 = Φ−1

(
#θ̂∗i < θ̂

R

)
, (3.4.6)

onde Φ−1(·) é a inversa da função de distribuição normal padrão.

Uma extensão do método BC é considerar a possibilidade de variação do erro padrão

para diferentes valores do parâmetro θ. Assim, o intervalo de confianca BCa (“Bias-Corrected

and accelerated”) é baseado numa suposição mais geral (DiCiccio & Tibshirani, 1987).

Suponhamos que

ρ̂− ρ ∼ N (−v0(1 + aρ), (1 + aρ)2),

onde ρ = g(θ) é uma transformação monótona. A estat́ıstica padronizada é normal, com

algum viés e provavelmente com erro padrão variando linearmente com o parâmetro ρ. Pode-

mos notar que ao tomar a = 0 no método BCa sua forma distribucional é idêntica à forma
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distribucional do método BC, exceto pela constante τ. Embora aparentemente os métodos se-

jam parecidos, eles apresentam uma grande diferença, já que no método BC a transformação

estabiliza e normaliza a variância de θ̂, enquanto no método BCa a transformação só nor-

maliza a distribuição de θ̂. Desta forma, o intervalo de confiança BCa com probabilidade de

cobertura de aproximadamente 1− α para θ é da forma

(P̂−1(Φ(z∗[α/2])), P̂−1(Φ(z∗[1−α/2]))), (3.4.7)

onde

z∗[α/2] =v0 +
v0 + zα/2

1− a(v0 + zα/2)
,

z∗[1−α/2] =v0 +
v0 + z1−α/2

1− a(v0 + z1−α/2)
,

e a é uma constante que mede a razão de mudança do erro padrão de θ̂ com respeito ao

verdadeiro valor do parâmetro, chamada de constante de aceleraração. Esta constante não

é conhecida, mas pode ser estimada através da expressão

â =
1

6
Skew(˙̀θ(θ̂))|θ=θ̂

,

onde Skew(·) denota o coeficiente de assimetria de uma distribuição dada e ˙̀
θ(θ̂) é a derivada

da função de log-verossimilhança avaliada no ponto θ̂. Portanto, de forma análoga ao método

percentil, os limites do intervalo BCa com ńıvel de cobertura aproximadamente 1−α são os

percentis δ1 e δ2 definidos através da distribuição bootstrap de θ̂ por

δ1 =Φ

(
v̂0 +

v̂0 + zα/2

1− â(v̂0 + zα/2)

)
,

δ2 =Φ

(
v̂0 +

v̂0 + z1−α/2

1− â(v̂0 + z1−α/2)

)
.

A principal desvantagem do método BCa é a grande quantidade de réplicas bootstrap (em

geral, são usadas entre 1000 e 2000 réplicas bootstrap) de θ̂, aumentando assim o custo

computacional. Os métodos anteriores estão resumidos na Tabela 3.5.1. Para uma dis-

cusão mais detalhada sobre a construção de intervalos de confiança bootstrap ver Efron &

Tibshirani (1993) e Davison & Hinkley (1997).
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Tabela 3.5.1. Quatro métodos de construção de intervalos de

confiança para um parâmetro θ.

Método Quantil α/2 Corrigido sim

Padrão θ̂ + e.p.(θ̂)zα/2 θ̂ ∼ N (θ, Var(θ̂))

Existe uma transformação
monótona ρ̂ = g(θ̂) tal que:

Percentil P̂−1(α/2) ρ̂ ∼ N (ρ, τ2)

Bias-Corrected P̂−1(Φ(z[α/2])) (ρ̂− ρ)/τ ∼ N (−v0, 1)

BCa P̂−1(Φ(z∗[α/2])) ρ̂− ρ ∼ N (−v0(1 + aρ), (1 + aρ)2)

Nota: Os termos constantes τ , v0 e a são definidos de acordo com o discutido nesta seção.
A tabela foi tomada de Efron & Tibshirani (1986, Tabela 6).
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Caṕıtulo 4

Avaliação númerica

4.1 Introdução

Os métodos de simulação estocástica permitem reproduzir o comportamento de um sis-

tema ou de um processo f́ısico real que pode ser muito complexo. Esta reprodução requer

a geração de uma história artificial do comportamento de tal sistema, como, por exemplo,

a geração de variáveis pseudo-aleatórias com uma certa distribuição. É a partir da história

gerada que se realizam inferências relativas às caracteŕısticas do sistema real que é represen-

tado, além de ser possivel descrever e analisar o comportamento do sistema real. Usando

este artif́ıcio, consegue-se responder a algumas perguntas que auxiliam desenvolvimento de

sistemas reais. Esta metodologia permite ao investigador tomar decisões sobre o desen-

volvimento destes sistemas antes de suas implementações. Assim, a simulação, quando não

resolve os problemas, ajuda a identificá-los, avaliando qualitativamente as soluções alterna-

tivas. Os modelos de simulação são necessários porque a experimentação de certos sistemas

pode vir a ser muito custosa, por envolver tempos inaceitáveis de execução, ou simplesmente

ser imposśıvel de ser realizada. Definitivamente, a simulação é apropriada quando o mod-

elo matemático que descreve o sistema é muito complicado, ou quando o sistema envolve

variáveis de dinâmica que o tornam muito complexo de observar por um peŕıodo razoável de

tempo, ou simplesmente quando contém variáveis estocásticas que perturbam a dinâmica do

sistema original. Neste contexto, aparece o método de Monte Carlo, o qual consiste na sim-

ulação de um sistema cuja solução aproximada é baseada na aleatoriedade da amostragem.

O método de Monte Carlo associa a uma grande quantidade de métodos numéricos uma

caracteŕıstica comum, que é a amostragem de variáveis aleatórias.

Nas últimas décadas ampliou-se a quantidade de problemas em que esta técnica pode

ser aplicada, convertendo-se ela numa ferramenta muito útil em diversas áreas das ciências.

Os métodos numéricos que são empregados na simulação estocástica utilizam um gerador

de números pseudo-aleatórios uniformes e um algoritmo de geração que permita construir

números pseudo-aleatórios de outras distribuições a partir dele. Um ponto que é muito im-

portante neste caso é que o gerador de uniformes tenha boas propriedades, tais como um

peŕıodo elevado, ou seja, que a sucessão de números pseudo-aleatórios tarde muito a se repe-

tir, como acontece no caso do gerador “multiply-with-carry” (GM), cujo peŕıodo é de 260;

ver Marsaglia (1997). Como exemplo, consideremos a função g(x) e suponhamos que dese-

jamos conhecer θ =
1∫
0

g(x)dx. Como podemos ver, este é um problema detemińıstico, onde
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podemos considerar a seguinte solução: Seja U ∼ U(0, 1), então, E[g(U)] =
1∫
0

g(u)f(u)du, se

tomamos f(u) = 1, g(u) = g(x) e du = dx temos que E[g(U)] =
1∫
0

g(x)dx = θ, o qual pode

ser aproximado por
k∑

i=1

g(ui)
k ≈ E[g(U)] = θ, quando k →∞; onde u1, . . . , uk são seleciona-

dos da variável U. Desta forma, podemos solucionar um problema determińıstico usando o

cálculo do valor esperado de uma amostra grande. O algoritmo de resolução aproximada

deste problema através de simulação seria o seguinte:

1) Valores iniciais, s1 = 0.

2) Gerar ui ∼ U(0, 1).

3) Calcular g(ui).

4) Calcular s1 = s1 + g(ui).

5) Repetir o cálculo k-vezes.

6) Calcular θ̂ = s1
k

4.2 Detalhes metodológicos

Através de simulações de Monte Carlo, avaliamos o desempenho dos estimadores de

máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo de regressão beta e suas versões corrigidas

em amostras de tamanho finito e sob diferentes critérios. Todo o procedimento de cálculo

foi programado na linguagem de programação Ox (Cribari–Neto & Zarkos, 2003; Doornik,

2001). Consideramos o modelo de regressão beta com estrutura

g(µt) = β0 + β1xt, t = 1, . . . , n (4.2.1)

onde g é a função de ligação logit; os valores da variável explicativa xt, para cada observação

são conhecidos. Os parâmetros β0, β1 e φ de nosso modelo são desconhecidos e definem o

vetor θ∼= (β0, β1, φ)>.

Nosso experimento Monte Carlo pode ser descrito da seguinte maneira. Definimos va-

lores verdadeiros dos parâmetros, β0 = 1.5, β1 = 1.8, φ = 120; os valores da covariável

xt são selecionados de uma variável aleatória distribúıda exponencialmente, exp(3), com a

qual formamos a matriz de regressores X. Ressaltamos que os valores de X permanecem

constantes em todo o experimento. Para nosso experimento consideramos os tamanhos de

amostra n = 20, 40 e 60, o número de réplicas de Monte Carlo R = 5000 e número de réplicas

bootstrap B = 600.

Para cada réplica de Monte Carlo geramos uma amostra aleatória da variável resposta
y∼= (y1, . . . , yn) com yt, t = 1, . . . , n obtido através da parametrização (2.3.4) da distribuicão
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Beta, i.e., yt ∼ B(µt, φ), onde

µt =
exp(β0 + β1xt)

(1 + exp(β0 + β1xt))
.

Dados os valores do vetor resposta e a matriz de regressores, avaliamos a regressão auxiliar

(X>X)−1X>z,

onde z é o vetor da variável resposta transformado z = (g(y1), . . . , g(yn))>. Tomamos as

estimativas dos parâmetros obtidas da regressão auxiliar como valores iniciais para o processo

de maximização da função de log-verossimilhança (2.3.6). A função de log-verossimilhança é

maximizada através do método BFGS discutido na Seção 1.7.1, onde os valores do ponto de

máximo desta função são as estimativas β̂0, β̂1 e φ̂ de máxima verossimilhança dos parâmetros

do modelo proposto. Através da formula (3.2.1.6) e dos valores das estimativas de máxima

verossimilhança, avaliamos a estimativa do viés B̂( θ̂∼) de segunda ordem dada pela formula

(3.2.1.4) de Cox & Snell (1968). Conseqüentemente, calculamos o estimador corrigido de

máxima verossimilhanca θ̃∼ = θ̂∼− B̂( θ̂∼). Calculado B̂( θ̂∼) e avaliando a inversa da matriz de

informação de Fisher no vetor θ̂∼ encontramos a estimativa corrigida preventivamente θ∼
∗, ao

solucionar a equação não-linear (3.3.2), através da fução SolveNLE, a qual está implementada

na linguagem de programação Ox e é utilizada no programa de simulação apresentado no

apêndice B.

Adicionalmente, para cada réplica de Monte Carlo, i.e., para cada estimativa θ̂∼, geramos

B réplicas bootstrap do modelo de forma paramétrica, i.e., geramos y∼∗1, . . . , y∼∗B onde y∼∗r=
(y∗1, . . . , y

∗
t ), r = 1, . . . , B é formado por y∗t ∼ B(µ∗t , φ̂), t = 1, . . . , n, onde

µ∗t =
exp(β̂0 + β̂1xt)

(1 + exp(β̂0 + β̂1xt))
.

Com estas réplicas bootstrap determinamos a estimativa bootstrap do viés de θ̂∼ e calculamos

assim a estimativa corrigida por bootstrap θ∼ = (β0, β1, φ). Também, para cada réplica de

Monte Carlo e cada uma das estimativas de máxima verosimilhança dos parâmetros do

modelo foram consideradas estimativas intervalares de tipo assintótico ICA, IACC, IACP;

bootstrap percentil ICP, ICCC, ICCP e bootstrap BCa. Todos os intervalos foram cons-

truidos a duas caudas. Nesta simulação, cada tamanho de amostra envolve pelo menos

(5000 × (n + 1)) maximizações não-lineares + (5000 × (n + 1)) resoluções de sistemas não-

lineares mais +(5000×600×(n+1)) maximizações não-lineares. Quando n = 60, isto equivale

a quase 10 milhões de maximizações não-lineares e 10 milhões de soluções de sistemas não-

lineares. Portanto, nossa simulação é computacionalmente intensiva.

Para a análise de resultados da estimação pontual, foram calculados para cada tamanho

de amostra: a média, estimativas do viés, viés relativo, variância, erro médio quadrático

e a estimativa da ráız do erro médio quadrático das 5000 estimativas. Para a análise dos

53



resultados de estimação intervalar, são apresentados as probabilidades de cobertura nominais,

a média dos 5000 limites superior e inferior, médias dos comprimentos, as probabilidades de

cobertura observadas, as probabilidades observadas do limite inferior do intervalo ser maior

que o valor do parâmetro e do limite superior do intervalo ser menor que o valor do parâmetro.

4.3 Resultados e discussão

4.3.1. Resultados da correção de viés

Nesta seção apresentamos os resultados de simulação referentes à correção de viés das

estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros β0, β1 e φ do modelo de regressão

beta (4.2.1). Na tabela 4.3.1 se encontra a informação obtida da simulação para o parâmetro

de intercepto β0 do modelo. Podemos observar que, em módulo, as estimativas dos vieses dos

estimadores corrigidos corretivo e de bootstrap, β̃0 e β0, foram consideravelmente menores

que o viés estimado da estimativa de máxima verossimilhança β̂0 para todos os tamanhos de

amostra considerados, mostrando assim a efetividade da correção corretiva e por bootstrap.

Neste caso,a correção por bootstrap é ligeramente mais forte comparada com a correção

análitica de Cox & Snell (1968). Por outro lado, ocorre o contrário com a estimativa corrigida

preventiva β∗0 , que piora seu desempenho tanto com relação ao viés quanto aos valores da

variância, considerando os diferentes tamanhos de amostra.

Percebemos que as estimativas do viés, viés relativo, variância, EQM e
√

EQM de todas

as estimativas do parâmetro β0 diminuem aumentando o tamanho de amostra n, como era de

se esperar, já que a variância assintótica como função de n é decrescente. Podemos verificar

que as estimativas da variância, EQM e
√

EQM dos estimadores corrigidos, incluindo o

estimador corrigido preventivo, não apresentam grandes variações em relação às estimativas

da variância, EQM e
√

EQM do estimador de máxima verossimilhança β̂0; porque a correção

por viés em principio deve deslocar a distribuição do estimador de máxima verossimilhança

na direção do verdadeiro valor do parâmetro sem afetar muito sua estrutura de variância. Por

exemplo, para n = 20, o EQM das estimativas corrigidas de β0 e da estimativa de máxima

verossimilhança estão em torno do valor 0.0066, como pode-se observar na tabela 4.3.1. Esta

mesma estabilidade permanece para os diferentes tamanhos de amostra considerados.

As variâncias assintóticas verdadeiras do estimador de máxima verossimilhança do parâ-

metro β0 para n = 20, 40 e 60 são 0.0063906, 0.0033593 e 0.0023587, respectivamente. Assim,

os valores das estimativas das variâncias dos estimadores corrigidos e de máxima verossim-

ilhança estão próximos a estes valores, manifestando-se uma estabilidade nos valores das

variâncias das estimativas corrigidas e não corrigida para os diferentes tamanhos de amostra

utilizados. Ao comparar a média, viés e viés relativo de β̂0 com as médias, os vieses e vieses

relativos dos estimadores corrigidos, percebemos que estas não diferem muito, o que faz

pensar que o ganho de precisão dos estimadores corrigidos não é muito grande.
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Na tabela 4.3.2. se encontram os resultados de simulação do parâmetro de inclinação

β1 do modelo (4.2.1). Observamos, que de forma análoga ao que acontece com o parâmetro

de intercepto β0, as estimativas corrigidas corretiva e de bootstrap apresentam os melhores

desempenhos em termos do módulo do viés e viés relativo, sendo que a correção anaĺıtica

de Cox & Snell (1968) é ligeramente mais forte comparada com a correção por bootstrap;

o que difere do resultado obtido para o parâmetro de intercepto. Desta forma, β̃1 melhora

o ajuste do parâmetro de inclinação β1 em termos do viés e viés relativo. Também este

mesmo comportamento se apresenta para os diferentes tamanhos de amostra considerados.

Portanto, a correção por viés do estimador de máxima verossimilhança é efetiva.

Tabela 4.3.1. Resultados de simulação para as estimativas de máxima verossimilhança do
parâmetro β0 = 1.5 e suas versões corrigidas.

n Estimador Média Viés Viés Rel. Variância EQM
√

EQM

β̂0 1.50310 0.00310 0.00206 0.006654 0.006664 0.081634
20 β̃0 1.50198 0.00198 0.00132 0.006653 0.006657 0.081588

β∗0 1.50465 0.00465 0.00310 0.006664 0.006685 0.081763
β0 1.50153 0.00153 0.00102 0.006653 0.006656 0.081583

β̂0 1.501338 0.001338 0.000892 0.003423 0.003425 0.058524
40 β̃0 1.500165 0.000165 0.000110 0.003422 0.003422 0.058494

β∗0 1.502564 0.002564 0.001709 0.003427 0.003433 0.058593
β0 1.500458 0.000458 0.000306 0.003426 0.003426 0.058536

β̂0 1.500627 0.000627 0.000418 0.002387 0.002387 0.048859
60 β̃0 1.499857 −0.000143 −0.000095 0.002386 0.002386 0.048850

β∗0 1.501424 0.001424 0.000949 0.002388 0.002390 0.048884
β0 1.500083 0.000083 0.000055 0.002390 0.002390 0.048890

Verificamos que o estimador corrigido preventivo β∗1 , de forma análoga ao estimador β∗0
piora seu desempenho em todas as medidas analisadas e considerando todos os tamanhos

de amostra, o que difere de resultados de simulação dados em Cribari–Neto & Vasconcel-

los (2002) para o caso de variáveis aleatórias independentes e identicamente distribúıdas.

Assintoticamente as estimativas corrigidas têm a mesma estrutura de variância assintótica.

De fato, percebemos que as estimativas da variância, EQM e
√

EQM do estimador de máxima

verossimilhanca β1 e suas versões corrigidas apresentam um equiĺıbrio en torno de um ponto.

Por exemplo, se n = 20 as variâncias dos estimadores estão em torno do valor 0.98, para

n = 40 estão em torno de 0.29 e no caso de n = 60 ao redor do ponto 0.19. Além disso,

observamos que as estimativas do viés, variância, EQM e
√

EQM diminuem com o aumento

do tamanho de amostra n, pois à medida que n aumenta, as variâncias assintóticas dos esti-

madores analisados diminuem, fazendo com que o viés tenda para zero e as distribuições do
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estimador de máxima verossimilhança e suas versões corrigidas tendam a concentrar-se ao

redor do verdadeiro valor do parâmetro β1. As variâncias assintóticas verdadeiras da estima-

tiva de máxima verossimilhança do parâmetro β1 para n = 20, 40 e 60 são 0.94753, 0.28273

e 0.19820, respectivamente. De forma análoga à análise feita para β0, as variâncias das

estimativas corrigidas e não corrigida para os diferentes tamanhos de amostra utilizados

estão próximas. Ao compararmos a média, o viés e o viés relativo estimado de β̂1 com as

médias, os vieses e vieses relativos das estimativas corrigidas, notamos que o ganho de pre-

cisão pela correção no estimador β̂1 não é muito grande, como ocorre de forma análoga com

os estimadores corrigidos de β0.

Assim, em geral, percebemos que para este modelo de regressão beta, os estimadores

corrigidos dos parâmetros da regressão não apresentam um ganho de ajuste no modelo muito

grande em relação aos estimadores de máxima verossimilhança, em termos das medidas ana-

lisadas. Isto nos leva a pensar que as estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros

de regressão têm boas propriedades amostrais, i.e., os valores estimados dos parâmetros de

regressão se aproximam dos verdadeiros valores dos parâmetros da regressão apesar de os

tamanhos de amostra considerados serem relativamente pequenos.

Tabela 4.3.2. Resultados de simulação para as estimativas de máxima verossimilhança do
parâmetro β1 = 1.8 e suas versões corrigidas.

n Estimador Média Viés Viés Rel. Variância EQM
√

EQM

β̂1 1.790476 −0.009524 −0.005291 0.979154 0.979245 0.989568
20 β̃1 1.805542 0.005542 0.003079 0.980788 0.980819 0.990363

β∗1 1.779916 −0.020084 −0.011158 0.979601 0.980004 0.989952
β1 1.786805 −0.013195 −0.007331 0.977723 0.977897 0.988887

β̂1 1.790608 −0.009392 −0.005218 0.291355 0.291444 0.539855
40 β̃1 1.804120 0.004120 0.002289 0.291850 0.291867 0.540248

β∗1 1.778862 −0.021138 −0.011743 0.291086 0.291533 0.539938
β1 1.789677 −0.010323 −0.005735 0.291422 0.291529 0.539934

β̂1 1.790686 −0.009314 −0.005174 0.194875 0.194962 0.441545
60 β̃1 1.799312 −0.000688 −0.000382 0.195062 0.195063 0.441659

β∗1 1.782815 −0.017185 −0.009547 0.194753 0.195048 0.441642
β1 1.789645 −0.010355 −0.005753 0.194921 0.195028 0.441620

Na tabela 4.3.3 apresentamos os resultados da simulação do parâmetro de precisão φ do

modelo (4.2.1). Observamos na tabela 4.3.3. que as estimativas de máxima verossimilhança

se encontram muito distantes do verdadeiro valor do parâmetro φ = 120, i.e., apresentam

vieses muito altos considerando os diferentes tamanhos de amostra. Por exemplo, para
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n = 20, o viés estimado de φ̂ é 28.95312. Desta forma, a correção por viés neste caso se

torna muito importante, já que se a estimativa do parâmetro φ é muito alta comparada

com o verdadeiro valor do parâmetro, a variância da variável resposta pode estar sendo

sub-estimada, o que em eventuais testes de hipótese assintóticos poderia levar a rejeitar os

parâmetros da regressão quando na realidade eles são estat́ısticamente significativos. De

forma análoga aos resultados de estimação dos parâmetros de regressão, a correção de viés

por Cox & Snell (1968) e a correção por bootstrap melhoram o desempenho do estimador de

máxima verossimilhança, sendo que, em módulo, o viés e viés relativo estimado da estimativa

corrigida corretivamente apresentam desempenho superior que as das outras estimativas,

considerando os diferentes tamanhos de amostra n. Contudo, a estimativa corrigida por

bootstrap apresenta a menor estimação da variância para todos os tamanhos de amostra.

As variâncias assintóticas verdadeiras do estimatidor de máxima verossimilhança do parâ-

metro φ para n = 20, 40 e 60 são 1434.9, 717.71 e 478.48 respectivamente. De forma contrária

ao que ocorre com os parâmetros estimados da regressão, as variâncias dos estimadores

corrigidos e não corrigidos para os diferentes tamanhos de amostra utilizados são muito

diferentes, sendo que os valores das estimativas da variância do estimador de bootstrap são

os mais próximos às verdadeiras variâncias assintóticas considerando os diferentes tamanhos

de amostra. Por outro lado, a estimativa corrigida preventiva φ∗ piora seu desempenho tanto

com relação ao viés quanto aos valores da variância, considerando todos os tamanhos de

amostra. Como observamos, a estimativa φ̂ é maior que o verdadeiro valor do parâmetro φ e

desta forma a variância da variável resposta diminui, concentrando muito mais a distribuição

do vetor estimado de máxima verossimilhança θ̂∼ e fazendo assim com que a quantidade X̃δ̃

avaliada em θ̂∼ não seja adequada para deslocar a função escore (3.3.4). Logo, para todos

os parâmetros estimados do modelo, as estimativas corrigidas preventivas são piores em

desempenho comparadas às respectivas estimativas de máxima verossimilhança.

Dáı, podeŕıamos selecionar como estimador para o parâmetro φ o estimador corrigido

por bootstrap incrementando levemente o viés ao ser comparado com o estimador corrigido

por Cox & Snell (1968), mas facilitando seu cômputo. Além disso, percebemos uma forte

diminuição da variância estimada do estimador φ̂ em relação as estimativas corrigidas φ̃ e φ.

Por exemplo, para n = 20 a variância estimada de φ̂ passa de 3103.57 a 1986.26 e 1758.78

para as estimativas corrigidas por Cox & Snell (1968) e por bootstrap respectivamente. Este

mesmo fenômeno, é apresentado para o EQM e
√

EQM considerando os diferentes tamanhos

de amostra. Assim, para o parâmetro de ajuste φ recomendamos fortemente a correção do

viés do estimador de máxima verossimilhança φ̂, em particular, a correção anaĺıtica de Cox &

Snell (1968), ou a estimação corrigida por bootstrap que apresenta um desempenho similar.

4.3.2. Resultados dos intervalos de confiança

Nesta seção apresentamos os resultados de simulação referentes à construção dos in-
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tervalos de confiança definidos ao longo deste trabalho, i.e., os intervalos assintóticos (ICA,

IACC,IACP), percentil (ICP, ICCC,ICCP) e BCa para os parâmetros do modelo de regressão

beta (4.2.1). Foram avaliados um total de 243 intervalos com ńıveis nominais de cobertura

1 − α iguais a 0.90, 0.95 e 0.99 para os tamanhos de amostra n = 20, 40 e 60. Todos os

intervalos de confiança foram constrúıdos de tal forma que contivessem o valor verdadeiro

do parâmetro de interesse com probabilidade teoricamente 1−α, com probabilidade α/2 do

limite inferior ser maior que o valor verdadeiro do parâmetro e com probabilidade α/2 do

limite superior ser menor do que este valor, para 0 < α/2 < 0.5.

Tabela 4.3.3. Resultados de simulação para as estimativas de máxima verossimilhança do
parâmetro φ = 120, e suas versões corrigidas.

n Estimador Média Viés Viés Rel. Variância EQM
√

EQM

φ̂ 148.9531 28.9531 0.24127 3103.577 3941.860 62.7842
20 φ̃ 119.1283 −0.87162 −0.00726 1986.266 1987.025 44.5760

φ∗ 186.4067 66.4067 0.55338 4849.477 9259.328 96.2254
φ 111.6602 −8.33972 −0.06949 1758.780 1828.332 42.7589

φ̂ 134.0331 14.0331 0.11694 1096.540 1293.468 35.9648
40 φ̃ 120.6078 0.60787 0.00506 888.1870 888.5571 29.8086

φ∗ 148.9867 28.9867 0.24155 1353.774 2194.007 46.8402
φ 119.0727 −0.92725 −0.00772 866.9244 867.7842 29.4581

φ̂ 128.8105 8.81059 0.07342 613.7862 691.4128 26.2947
60 φ̃ 120.2088 0.20888 0.00174 534.6695 534.7131 23.1238

φ∗ 138.0418 18.0418 0.15034 704.6131 1030.120 32.0954
φ 119.5717 −0.42822 −0.00356 530.2472 530.4306 23.0310

Para cada um dos métodos de estimação intervalar utilizados, a probabilidade de cober-

tura observada, denotada por “cobertura” é calculada a partir da freqüência com que os

5000 intervalos constrúıdos possúıram o verdadeiro valor do parâmetro. A probabilidade

observada do limite inferior de confiança ser maior do que o verdadeiro valor do parâmetro,

mostrada nas tabelas desta seção por “% Esquerdo”, foi estimada a partir da freqüência com

que os limites inferiores dos 5000 intervalos de confiança excederam este valor. Analoga-

mente, a probabilidade observada do limite superior de confiança ser menor do que o ver-

dadeiro valor do parâmetro, mostrada nas tabelas desta seção por “% Direito”, foi estimada

a partir da freqüência com que os limites superiores dos 5000 intervalos de confiança não

excederam este valor.

As Figuras 4.3.2.1 até 4.3.2.9 contêm histogramas constrúıdos a partir das 5000 esti-

mativas de máxima verossimilhança dos parâmetros do modelo em análise, considerando os

tamanhos de amostra n =20, 40 e 60. Os segmentos de reta representam cada intervalo

de confiança considerado, onde sua longitude simboliza o tamanho esperado. Os limites
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superiores indicam o “% Esquerda” e os limites inferiores representam o “% Direita”. A

maneira de exemplo, no apêndice B.4 apresentamos o programa para gerar o histograma

com os intervalos de confiança do parâmetro β0 quando n = 40. As tabelas 4.3.4.a e 4.3.4.b

apresentam os intervalos de confiança para o parâmetro de intercepto β0 = 1.5, e os interva-

los assintóticos de tipo IACC e IACP para β0 da forma (3.2.1.7) e (3.3.4) respectivamente.

Notamos que os limites inferior e superior médios de cada intervalo de confiança considerado

são muito parecidos entre eles. Por exemplo, para um ńıvel nominal de confiança de 95% os

limites inferiores do IACC e ICCC são 1.3396 e 1.3395 respectivamente. Observamos que,

em geral, para os três ńıveis nominais de confiança e os diferentes tamanhos de amostra, a

média dos comprimentos “Tamanho” dos 5000 intervalos de confiança do tipo ICCP é menor

que as respectivas médias dos outros intervalos, seguido do intervalo de confiança IACP. Em

geral, para os diferentes ńıveis de confiança, o intervalo IACC apresenta a melhor cobertura

seguido do intervalo ICCC, considerando todos os tamanhos de amostra.

As Figuras 4.3.2.1, 4.3.2.2 e 4.3.2.3 mostram que todos os intervalos de confiança consi-

derados para β0 são aproximadamente simétricos ao redor de β0 e balanceados, i.e., as proba-

bilidades observadas “% Esquerdo” e “% Direito” coincidem aproximadamente nas caudas da

densidade do estimador de máxima verossimilhança de β0 considerando os diferentes ńıveis

de confiança e tamanhos de amostra; isto é verificado nos valores da tabela 4.3.4.b. Também

observamos que, quando o tamanho de amostra aumenta, a simetria torna-se mais forte

para todos os intervalos de confiança e os valores porcentuais “% Direito” e “% Esquerdo”

tendem a concentrar-se em torno de uma quantidade. Por exemplo, para um ńıvel nominal

de confiança de 90%, quando o tamanho de amostra aumenta, os valores de “% Direito” e

“% Esquerdo” se aproximam em média ao valor 5.6. Além disso, o aumento do tamanho

de amostra melhora o desempenho de todos os intervalos de confiança, i.e., as coberturas

aumentam, e dado que a variância diminui, os comprimentos são menores.

Um fato interessante ao observar as tabelas 4.3.4.a e 4.3.4.b é que, em geral, para os

diferentes tamanhos de amostra considerados, os intervalos de confiança ICA, ICP e BCa

apresentam desempenhos similares em “Tamanho”, “cobertura” e as porcentagens “% Es-

querdo” e “% Direito”, o que nos leva a pensar que a distribuição emṕırica de β̂0 e sua

distribuição assintótica são muito parecidas, apresentando só pequenas diferenças nos per-

centis uma da outra. De fato, como foi discutido na seção anterior, este resultado confirma

nossa suspeita de que o estimador β̂0 possui boas propriedades assintóticas, apesar de que

os tamanhos de amostra considerados são pequenos.

Este mesmo fenômeno ocorre também para os intervalos de confiança IACC, ICCC,

IACP e ICCP já que, em prinćıpio, as distribuições empiricas de β̃0 e β∗0 são só deslocações da

distribuição emṕırica de β̂0. A tabela 4.3.4.c apresenta os intervalos de confiança assintóticos

para o parâmetro de intercepto β0 = 1.5, sendo que os intervalos assintóticos de tipo IACC

e IACP para β0 são da forma (3.2.1.9) e (3.3.6) respectivamente. Percebemos que, de forma

análoga ao analisado para os intervalos de confiança anteriores, os intervalos de confiança

assintóticos para β0 têm comportamento similar aos dos intervalos IACC e IACP para β0 da
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forma (3.2.1.7) e (3.3.4). Ao compararmos os intervalos IACC e IACP nas versões (3.2.1.9) e

(3.3.6) com respeito aos outros intervalos, notamos que o intervalo ICCP apresenta o menor

comprimento e o IACC a melhor cobertura para os diferentes ńıveis e os diferentes tamanhos

de amostra considerados. Este resultado é o mesmo quando analisamos os intervalos IACC

e IACP nas versões (3.2.1.7) e (3.3.4) respectivamente. O interesante destes novos intervalos

é que eles apresentam os mesmos comprimentos que o intervalo de confiança IAC, diferindo

somente na sua locação para os diferentes tamanhos de amostra considerados, o que era de

se esperar, já que, para sua construção, eles utilizam os mesmos erros padrões do estimador

de máxima verossimilhança.
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Figura 4.3.2.1: Estimação intervalar para β0 com n = 20.

As tabelas 4.3.5.a e 4.3.5.b apresentam os intervalos de confiança para o parâmetro de

inclinação β1 = 1.8; os intervalos assintóticos de tipo IACC e IACP para β1 são da forma

(3.2.1.7) e (3.3.4) respectivamente. Percebemos que, em geral, para os três ńıveis nominais

de confiança e os diferentes tamanhos de amostra, a média dos comprimentos “Tamanho”

dos 5000 intervalos de confiança do tipo ICCP é menor que as respectivas médias dos outros

intervalos, seguida da média do intervalo de confiança IACP; isto acontece de forma análoga

com os intervalos de confiança para β0.

Em geral, para os diferentes ńıveis de cobertura, o intervalo IACC apresenta a melhor

cobertura, considerando todos os tamanhos de amostra. As Figuras 4.3.2.4, 4.3.2.5 e 4.3.2.6

mostram que todos os intervalos de confiança considerados para os diferentes ńıveis de cober-

tura para β1 são aproximadamente simétricos ao redor de β1, mas um pouco não-balanceados,
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Figura 4.3.2.2: Estimação intervalar para β0 com n = 40.
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Figura 4.3.2.3: Estimação intervalar para β0 com n = 60.
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já que as probabilidades observadas “% Direito” são levemente superiores às probabilidades

observadas “% Esquerdo”, sendo que este comportamento é reduzido com o aumento do

tamanho de amostra. Analisando a tabela 4.3.5.a; observamos que quando o tamanho de

amostra aumenta, a simetria torna-se mais forte para todos os intervalos de confiança e os

valores porcentuais “% Direito” e “% Esquerdo” tendem a concentrar-se em torno de uma

mesma quantidade; de forma análoga ao que acontece para os intervalos de confiança de β0.

Além disso, o aumento do tamanho de amostra melhora o desempenho de todos os intervalos

de confiança, dado que as coberturas aumentam e os comprimentos diminuem.

Como ocorre também com os intervalos de confiança para β0, constatamos ao observar

as tabelas 4.3.5.a e 4.3.5.b, para os diferentes tamanhos de amostra e ńıveis de cobertura

considerados, que os intervalos de confiança ICA, ICP e BCa apresentam desempenhos sim-

ilares tanto em comprimento, cobertura e porcentagens “% Esquerdo” e “% Direito”. Esta

situação se manifesta para os intervalos de confiança IACC com ICCC, e IACP com ICCP,

pois que, em principio, as distribuições empiricas de β̃1 e β∗1 são só deslocamentos da dis-

tribuição emṕırica de β̂1. A tabela 4.3.5.c apresenta os intervalos de confiança assintóticos

para o parâmetro de intercepto β1 = 1.8, sendo que os intervalos assintóticos de tipo IACC

e IACP para β1 são da forma (3.2.1.9) e (3.3.6) respectivamente. De forma análoga ao dis-

cutido para os intervalos de confiança de β0, os intervalos de confiança assintóticos da forma

(3.2.1.9) e (3.3.6) de β1 têm comportamento similar aos dos intervalos IACC e IACP para

β1 da forma (3.2.1.7) e (3.3.4).
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Figura 4.3.2.4: Estimação intervalar para β1 com n = 20.
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Figura 4.3.2.5: Estimação intervalar para β1 com n = 40.
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Ao compararmos os intervalos IACC e IACP nas versões (3.2.1.9) e (3.3.6) com respeito

aos outros intervalos, notamos que o intervalo ICCP apresenta o menor comprimento e o

IACC a melhor cobertura, para os diferentes ńıveis e os diferentes tamanhos de amostra consi-

derados. Este resultado é análogo quando analisamos IACC e IACP nas versoẽs (3.2.1.7) e

(3.3.4) respectivamente. Novamente, estes intervalos apresentam o mesmo comprimento que

o intervalo de confiança IAC, diferindo somente na sua locação para os diferentes tamanhos

de amostra considerados. Observamos que, em geral, para os parâmetros de regressão, os

intervalos de tipo percentil se comportam melhor em desempenho que os intervalos de tipo

BCa para os diferentes ńıveis de confiança e os diferentes tamanhos de amostra, o que pode

acontecer pelo fato do número B de réplicas bootstrap não ser muito grande. Segundo

o analisado nas tabelas 4.3.4.a até 4.3.5.b.; a boa cobertura dos intervalos IACC deve-se

a que os erros padrões são maiores comparados aos obtidos para os estimadores corrigido

preventivo e de bootstrap.

Analisemos detalhadamente a informação de Fisher para os parâmetros da regressão.

Por exemplo, para o r-ésimo parâmetro de regressão, βr podemos deduzir que a informação

K( θ∼)rr = φ2
n∑

t=1

wt

(dµt

dηt
xtr

)2
,

é uma função crescente de φ. Desta forma, se a estimativa corrigida preventiva de φ for

maior, comparada com as estimativas corrigida corretiva e de máxima verossimilhança, sua

variância é menor, produzindo assim erros padrões menores que os das outras estimativas,

o que implica, que seus respectivos intervalos de confiança assintóticos sejam de menor

comprimento.

De forma geral, notamos que as distribuições emṕırica e assintótica dos estimadores de

máxima verossimilhança dos parâmetros da regressão se comportam bem para tamanhos

de amostra moderados, fornecendo intervalos de confiança aproximadamente simétricos e

balanceados para os diferentes tamanhos de amostra e os diferentes ńıveis de confiança.

Observamos que os intervalos de confiança assintóticos IACC apresentam boas coberturas,

já que para os diferentes tamanhos de amostra e os ńıveis de confiança considerados, as

probabilidades observadas de cobertura estão muito próximas dos verdadeiros ńıveis nominais

de cobertura. Adicionalmente, os intervalos de confiança de tipo percentil ICCP apresentam

os menores comprimentos para os diferentes ńıveis de confiança e tamanhos de amostra

considerados.

Para finalizar, as tabelas 4.3.6.a e 4.3.6.b apresentam os intervalos de confiança para

o parâmetro de precisão φ = 120; os intervalos assintóticos de tipo IACC e IACP para φ

são da forma (3.2.1.8) e (3.3.5) respectivamente. Observamos na tabela 4.3.6.a que todos

os intervalos de confiança analisados não abrangem valores fora do espaço paramétrico.

Percebemos que para quase todos os ńıveis nominais de cobertura e os diferentes tamanhos

de amostra, a média dos comprimentos “Tamanho” dos 5000 intervalos de confiança do tipo

IACC é menor que as respectivas médias dos outros intervalos, seguida da dos intervalos de

69



T
ab

el
a

4.
3.

5.
c.

C
om

p
or

ta
m

en
to

d
as

es
ti

m
at

iv
as

in
te

rv
al

ar
es

as
si

n
tó
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confiança BCa e ICP; isto acontece de forma análoga para os intervalos de confiança de β0

e β1. Observamos uma grande diferença dentre os valores dos limites inferiores e superiores

de cada intervalo de confiança considerado, ao contrário do que sucede com os intervalos

de confiança para os parâmetros de regressão. Em termos de cobertura, para um ńıvel

de confiança de 99%, o intervalo BCa apresenta os valores mais próximos às verdadeiras

probabilidades de cobertura quando n = 20 e 40, seguido em desempenho pelo intervalo

assintótico ICA. Quando o tamanho de amostra aumenta, para os ńıveis de confiança de

95% e 99%, os intervalos de confiança assintóticos apresentam melhores coberturas para os

diferentes tamanhos de amostra seguidos em desmpenho pelo intervalo IACP. Aumentando

o tamanho de amostra os intervalos de tipo percentil melhoram seu desempenho em termos

de cobertura, mas os de tipo BCa apresentam menores comprimentos, sendo que eles, não

superam o desempenho dos intervalos de tipo assintótico. As Figuras 4.3.2.7, 4.3.2.8 e

4.3.2.9 mostram que todos os intervalos de confiança para φ considerando os diferentes ńıveis

nominais de cobertura são bastante assimétricos ao redor de φ e apresentam um forte não-

balanceamento, dado que as probabilidades observadas “% Esquerdo” são acentuadamente

superiores às probabilidades observadas “% Direito”, o que pode estar acontecendo pela

positividade do parâmetro φ, que faz que a distribuição de φ̂ seja assimetrica.

Analisando a tabela 4.3.6.b.; observamos que, aumentando o tamanho de amostra, a

simetria torna-se mais evidente para todos os intervalos de confiança. Porém, não podemos

garantir um total balanceamento dos intervalos de confiança, pois os dados revelam que os

valores porcentuais “% Direito” e “% Esquerdo”, permanecem consideravelmente diferentes.

Podemos afirmar observando as Figuras 4.3.2.7, 4.3.2.8 e 4.3.2.9 que os intervalos de tipo

BCa são aproximadamente balanceados para os ńıveis de confiança de 90% e 95%. Já para o

ńıvel de confiança de 99%, se perde o balanceamento pois sua precisão depende do número de

réplicas bootstrap, que em nosso é de 600 réplicas. Percebemos que o aumento do tamanho

de amostra melhora o desempenho de todos os intervalos de confiança, dado que para uma

mesma cobertura os comprimentos diminuem. Diferente do comportamento dos intervalos

de confiança para β0 e β1, observamos nas tabelas 4.3.6.a e 4.3.6.b que os padrões de compor-

tamento dos intervalos de confiança ICA, ICP e BCa, em termos de comprimento, cobertura

e porcentagens “% Esquerdo” e “% Direito” desaparecem, considerando os diferentes ńıveis

de confiança e tamanhos de amostra.

Esta situação se manifesta para os intervalos de confiança IACC com ICCC, e IACP com

ICCP. Como se discutiu na seção anterior, as estimativas de máxima verossimilhança são

muito viesadas e a correção por viés modifica consideravelmente a locação e variabilidade

da distribuição empirica do estimador φ∗, como revelaram os dados da tabela 4.3.3. Na

medida que os intervalos de confiança de tipo assintótico não abrangem valores fora do

espaço paramétrico, estes são os que apresentam os melhores desempenhos em termos de

cobertura e comprimento para tamanhos de amostra levemente grandes. A tabela 4.3.6.c

apresenta os intervalos de confiança assintóticos para o parâmetro de intercepto φ = 120,

sendo que os intervalos assintóticos de tipo IACC e IACP para φ são da forma (3.2.1.9) e

71



T
ab

el
a

4.
3.

6.
a.

C
om

p
or

ta
m

en
to

d
as

es
ti

m
at

iv
as

in
te

rv
al

ar
es

d
o

p
ar

âm
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âm
et

ro
φ
.

M
ed

id
as

C
ob

er
tu

ra
%

E
sq

ue
rd

o
%

D
ir

ei
to

α
In

te
rv

al
o

n
=

20
n

=
40

n
=

60
n

=
20

n
=

40
n

=
60

n
=

20
n

=
40

n
=

60

10
%

IC
A

91
.1

0
90

.3
6

89
.7

8
5.

40
5.

72
5.

66
3.

50
3.

92
4.

56
IA

C
C

84
.0

4
87

.1
2

87
.2

6
1.

38
2.

16
2.

98
14

.5
8

10
.7

2
9.

76
IA

C
P

84
.8

2
87

.0
6

86
.9

4
14

.8
6

11
.8

2
11

.1
2

0.
32

1.
12

1.
94

IC
P

74
.1

4
81

.2
0

84
.1

2
25

.8
4

18
.3

4
14

.8
6

0.
02

0.
46

1.
02

IC
C

C
87

.6
6

88
.2

8
89

.2
6

10
.7

2
9.

46
8.

20
1.

62
2.

26
2.

54
IC

C
P

50
.1

4
68

.2
8

74
.8

8
49

.8
6

31
.5

8
24

.7
2

0.
00

0.
14

0.
40

B
C

a
88

.6
2

89
.8

0
90

.3
6

5.
42

5.
20

4.
62

5.
96

5.
00

5.
02

5%

IC
A

96
.7

2
95

.8
4

94
.7

8
1.

32
1.

90
2.

50
1.

96
2.

26
2.

72
IA

C
C

89
.1

4
92

.3
0

92
.8

6
0.

40
0.

74
1.

18
10

.4
6

6.
96

5.
96

IA
C

P
94

.5
8

94
.1

6
94

.2
8

5.
22

5.
30

4.
88

0.
20

0.
54

0.
84

IC
P

81
.4

6
87

.1
4

90
.0

8
18

.5
4

12
.7

2
9.

48
0.

00
0.

14
0.

44
IC

C
C

87
.6

6
88

.2
8

89
.2

6
7.

10
5.

84
4.

86
0.

46
0.

64
1.

26
IC

C
P

50
.1

4
68

.2
8

74
.8

8
39

.7
6

23
.0

8
17

.2
6

0.
00

0.
04

0.
12

B
C

a
91

.3
8

94
.0

8
95

.4
6

5.
34

3.
10

2.
04

3.
28

2.
82

2.
50

1%

IC
A

99
.3

6
99

.2
2

99
.0

4
0.

02
0.

12
0.

24
0.

62
0.

66
0.

72
IA

C
C

94
.9

6
97

.3
6

97
.6

0
0.

00
0.

02
0.

04
5.

04
2.

62
2.

36
IA

C
P

99
.9

2
99

.5
0

99
.3

0
0.

04
0.

42
0.

54
0.

04
0.

08
0.

16
IC

P
90

.9
2

94
.5

0
96

.5
6

9.
08

5.
48

3.
40

0.
00

0.
02

0.
04

IC
C

C
97

.1
6

97
.7

6
98

.1
2

2.
84

2.
18

1.
68

0.
00

0.
06

0.
20

IC
C

P
77

.4
2

88
.7

6
92

.9
8

22
.5

8
11

.2
2

6.
98

0.
00

0.
02

0.
04

B
C

a
94

.1
2

96
.4

8
97

.6
2

5.
34

3.
00

1.
62

0.
54

0.
52

0.
76

73



(3.3.6) respectivamente. Percebemos que, de forma análoga ao analisado para os intervalos

de confiança anteriores, os intervalos de confiança assintóticos para φ não abrangem valores

fora do espaço paramétrico e seu comportamento é similar aos dos intervalos de confiança

IACC e IACP para φ da forma (3.2.1.8) e (3.3.5).
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Figura 4.3.2.7: Estimação intervalar para φ com n = 20.

Ao compararmos os intervalos IACC e IACP nas versões (3.2.1.10) e (3.3.7) com respeito

aos outros intervalos, notamos que os intervalo IACC apresentam o menor comprimento e os

BCa a melhor cobertura, para os diferentes tamanhos de amostra considerados e um ńıvel de

confiança do 90%. Para os ńıveis de confiança de 95% e 99% as melhores coberturas para os

diferentes tamanhos de amostra se apresentam para os intervalos de confiança de tipo ICA

e IACP. Este resultado é análogo quando analisamos IACC e IACP nas versões (3.2.1.7) e

(3.3.4) respectivamente, dado que eles apresentam os mesmos comprimentos que o intervalo

de confiança IAC, diferendo somente na sua locação para os diferentes tamanhos de amostra

e ńıveis de confiança considerados, como era de se esperar, já que em sua construção, eles

utilizam os mesmos erros padrões do estimador de máxima verossimilhança. Dáı, precebemos

que os intervalos de tipo assintótico ICA e IACC são os que apressentam os melhores desem-

penhos para os diferentes ńıveis de confiança e tamanhos de amostra; sendo que para um

ńıvel de confiança do 99%, os intervalos de tipo BCa têm os menores tamanhos ao considerar

tamanhos de amostra pequenos. Desta forma, podemos concluir que a correção anaĺıtica e

bootstrap fornece boas estimações pontuais e intervalares para os parâmetros do modelo de

regressão beta. A pesar de que o intervalo de confiança ICA apresenta um tamanho superior
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Figura 4.3.2.8: Estimação intervalar para φ com n = 40.
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Figura 4.3.2.9: Estimação intervalar para φ com n = 60.

comparado com o intervalo IACC recomendamos utilizar o intervalo de confiança assintótico

ICA pois ele é mais balanceado e sua cobertura é melhor.
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Caṕıtulo 5

Aplicação e conclusões

5.1 Aplicação do modelo de regressão beta

Nesta seção apresentamos uma aplicação do modelo de regressão beta descrito na Seção

2.3. Consideramos os dados de gasolina de Prater descritos anteriormente. Nosso inte-

resse recai na modelagem da proporção de petróleo cru que é convertido em gasolina após

a destilação e o fracionamento. Os dados consistem de um conjunto de dez valores de

três variáveis explicativas que correspondem aos diferentes tipos de petróleo cru que são

submetidos a experimentação sob diferentes condições de destilação. Os dados encontram-se

ordenados de forma ascendente de acordo com a covariável que mede a temperatura em

que 10% do petróleo cru é vaporizado. Esta variável assume dez valores diferentes que são

usados para definir o décimo ńıvel de petróleo cru. A especificação do modelo para a resposta

média usa um intercepto (x1 = 1), nove variáveis “dummy” para os primeiros nove ńıveis

do petróleo cru (x2, . . . , x10) e a covariável x11, que mede a temperatura em graus Farenheit

em que a gasolina é vaporizada. O conjunto de dados está formado por 32 observações na

resposta e nas variáveis explicativas.

Para ajustar a resposta média usamos a função de ligação logit. Os parâmetros são

estimados através da maximização da função de log-verossimilhança utilizando o método

quasi-Newton BFGS com primeiras derivadas anaĺıticas. Fornecemos as respectivas estima-

tivas corrigidas de tipo corretivo, preventivo e de bootstrap dos parâmetros deste modelo. Na

Tabela 5.1 apresentamos as estimativas de máxima verossimilhança e suas versões corrigidas

com seus respectivos erros-padrão. Observamos que as estimativas pontuais dos parâmetros

de regressão β1 até β11 não diferem muito umas das outras, sendo que em geral as estima-

tivas corrigidas preventivas DFirth excedem os valores das estimativas de máxima verossi-

milhança. Observamos que as estimativas corrigidas corretivamente (ECCS) e por bootstrap

(CBC) permanecem quase constantes relativamente às estimativas EMV; por exemplo, para

β6 a EMV é 1.13375 e para ECCS e CBC são 1.13324 e 1.13384, respectivamente.

Desta forma, como foi discutido na Seção 4.3, as correções de Cox & Snell e de bootstrap

para os parâmetros da regressão são eficazes, mas o ganho de precisão não é muito alto

comparado com as EMV’s como se observa a partir dos valores dos erros-padrão. Ao analisar

as estimativas do parâmetro de precisão, observamos uma forte mudança entre a estimativa

de máxima verossimilhança e as estimativas corrigidas, notando que a correção por bootstrap

é mais forte do que a correção de Cox & Snell, com um erro-padrão maior que os das outras

estimativas de φ.

77



A correção corretiva não é tão forte quanto comparada com a de bootstrap, mas fornece

um erro-padrão menor que as estimativas de máxima verossimilhança, corrigidas preventi-

vamente e por bootstrap. Neste modelo podeŕıamos considerar como o melhor estimador de

φ o ECCS.

Tabela 5.1. Parâmetros estimados por máxima verossimilhança e suas

versões corrigidas, com erros padrões e usando os dados de gasolina de Prater.

Parâmetro EMV ECCS DFirth CBC

β1

−6.15957 −6.15473 −6.19875 −6.13479
(0.18232) (0.23610) (0.17176) (0.18448)

β2

1.72773 1.72699 1.74411 1.73227
(0.10123) (0.13115) (0.09518) (0.10165)

β3

1.32260 1.32149 1.33326 1.31756
(0.11790) (0.15270) (0.11087) (0.11851)

β4

1.57231 1.57108 1.57829 1.56388
(0.11610) (0.15039) (0.10925) (0.11775)

β5

1.05971 1.05943 1.06642 1.05534
(0.10236) (0.13259) (0.09624) (0.10201)

β6

1.13375 1.13324 1.13551 1.13384
(0.10352) (0.13412) (0.09736) (0.10181)

β7

1.04016 1.03966 1.04606 1.03940
(0.10604) (0.13736) (0.09969) (0.10193)

β8

0.54369 0.54384 0.53526 0.54428
(0.10913) (0.14129) (0.10279) (0.10965)

β8

0.49590 0.49582 0.48789 0.49891
(0.10893) (0.14107) (0.10255) (0.11456)

β10

0.38579 0.38508 0.39056 0.38778
(0.11859) (0.15363) (0.11143) (0.12342)

β11

0.01097 0.01096 0.01107 0.01090
(0.00041) (0.00053) (0.00039) (0.00039)

φ
440.27840 261.19964 498.42340 139.87717

(110.02563) (65.25724) (124.56206) (226.34557)

5.2 Conclusões

No desenvolvimento deste trabalho, foram apresentadas caracteŕısticas e propriedades

do modelo de regressão beta. Derivamos para este modelo uma expressão que permite re-

mover o viés de segunda ordem das estimativas de máxima verossimilhança dos parâmetros

e do vetor de médias do modelo de regressão beta. Mostramos que o viés de segunda or-
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dem obtido através da fórmula de Cox & Snell (1968) pode ser escrito em termos de uma

regressão de mı́nimos quadrados generalizados, o que facilita seu cálculo. Além disso, aquela

fórmula nos permite construir uma versão modificada da função de máxima verossimilhança,

que em teoria nos permite encontrar estimativas de máxima verossimilhança corrigidas pre-

ventivamente. Adicionalmente, apresentamos a metodologia de correção dos estimadores de

máxima verossimilhança por bootstrap paramétrico. Os resultados de simulação mostram

que as correções de viés são eficazes quando os tamanhos de amostra são pequenos (em

torno de vinte), sendo que as correções anaĺıtica de Cox & Snell (1968) e por bootstrap

apresentam os melhores desempenhos em termos de viés, viés relativo, EQM e
√

EQM, ao

contrário do que acontece com a correção preventiva das estimativas dos parâmetros, já que

esta fornece estimativas com desempenhos desfavoráveis comparados ao das estimativas de

máxima verossimilhança. As estimativas corrigidas dos parâmetros de regressão não apresen-

tam uma forte melhoria no desempenho com relação ao viés e precisão quando comparadas

com as estimativas de máxima verosimilhança, indicando que apresentam boas propriedades

em amostras finitas. No caso do parâmetro de precisão, observamos que as estimativas de

máxima verossimilhança se apresentam muito viesadas e, desta forma, recomendamos forte-

mente a correção de viés. Para isso, sugerimos a correção anaĺıtica de Cox & Snell (1968) ou

a correção via bootstrap, onde estas metodologias apresentam desempenhos mais favoráveis

ao serem comparadas com a estimação por máxima verossimilhança.

Ao analisarmos o comportamento das estimativas intervalares, observamos que em geral

para os parâmetros de regressão os intervalos de tipo percentil ICCP e assintótico IACP são

os que apresentam os menores comprimentos e que os intervalos do tipo IACC apresentam

as melhores coberturas. Todos os intervalos constrúıdos para os parâmetros de regressão

são aproximadamente simétricos. Entretanto, para o parâmetro de precisão os intervalos de

confiança constrúıdos são assimétricos e deszbalanceados, sendo que os intervalos assintóticos

IACC apresentam os menores comprimentos e os IAC as melhores coberturas quando os

tamanhos da amostra são relativamente pequenos. Para um ńıvel de cobertura de 90% os

intervalos do tipo BCa são os de menor comprimento e os mais balanceados. Em geral, para

o parâmetro φ os intervalos assintóticos apresentam os melhores desempenhos, sendo que

aconselhamos utilizar o intervalo de confiança IAC que se apresenta mais balanceado.
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Apêndice

A. Cálculo dos momentos

A.1. Obtenção dos momentos das derivadas da função de log-verossimilhança

para os cálculos dos vieses de β̂ e φ̂

A função de log-verossimilhança para o modelo de regressão beta proposto neste trabalho

é da forma

`(β, φ) =
n∑

t=1

`t(µt, φ),

onde

`t(µt, φ) = log Γ(φ)− log Γ(µtφ)− log Γ((1− µt)φ) + (µtφ− 1) log yt

+ {((1− µt)φ− 1)} log(1− yt).

Seja

g(µt) =
k∑

i=1

xtiβi = ηt,

onde g(µ) = log( µ
1−µ) ou g(µ) = Φ−1(µ), Φ(·) sendo a função de distribuição acumulada da

variável normal padrão ou qualquer função diferenciável g : (0, 1) → IR. Alem disso, temos

dµt

dηt
=

dg−1(ηt)

dηt
=

1

g′(µt)
.

Momentos da função de log-verossimilhança

Sob as condições de regularidade listadas, a função escore é

Ur =
∂`(β, φ)

∂βr
=

n∑

t=1

∂`t(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr

=
n∑

t=1

{−φψ(µtφ) + φψ((1− µt)φ) + φ log yt − φ log(1− yt)}dµt

dηt
xtr

Ur =
n∑

t=1

φ
[
log

( yt

1− yt

)
−{ψ(µtφ)− ψ((1− µt)φ)}

]dµt

dηt
xtr.

80



Definimos y∗t = log
(

yt
1−yt

)
e µ∗t = ψ(µtφ) − ψ((1 − µt)φ); das condições de regularidade,

temos que E
(

∂`t(µt,φ)
∂µt

)
= 0, logo E(y∗t ) = µ∗t . Além disso,

∂`t(µt, φ)

∂µt
= φ[y∗t − µ∗t ],

logo

Ur =
n∑

t=1

φ[y∗t − µ∗t ]
dµt

dηt
xtr. (A.1.1)

Adicionalmnete,

Uφ =
∂`(β, φ)

∂φ
=

n∑

t=1

∂`t(µt, φ)

∂φ

=
n∑

t=1

{ψ(φ)− ψ(µtφ)µt − ψ((1− µt)φ)(1− µt) + µt log yt + (1− µt) log(1− yt)}

=
n∑

t=1

{
ψ(φ)− ψ(µtφ)µt − ψ((1− µt)φ) + µtψ((1− µt)φ)

+ log(1− yt) + µt log
( yt

1− yt

)}

=
n∑

t=1

{
µt

(
log

( yt

1− yt

)
−[ψ(µtφ)− ψ((1− µt)φ)]

)

+ log(1− yt) + ψ(φ)− ψ((1− µt)φ)
}

.

Assim,

Uφ =
n∑

t=1

{µt[y
∗
t − µ∗t ] + log(1− yt) + ψ(φ)− ψ((1− µt)φ)}. (A.1.2)

Os momentos de segunda e terceira ordem obtidos pela diferenciação da função de log-

verossimilhança são

Urs =
∂2`(β, φ)

∂βrβs
=

n∑

t=1

∂

∂µt

(
∂`t(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt

∂ηt

∂βr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βs

=
n∑

t=1

{(
∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2)
+

(
∂`t(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)}
xtsxtr,

onde
∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

=
∂

∂µt
{φ[y∗t − µ∗t ]} = −φ

∂µ∗t
∂µt

,

e

−φ
∂µ∗t
∂µt

= −φ{φ[ψ′(µtφ) + ψ′((1− µt)φ)]}.
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Definimos wt = [ψ′(µtφ) + ψ′((1− µt)φ)], então
∂µ∗t
∂µt

= φwt e ∂2`t(µt,φ)

∂µ2
t

= −φ2wt. Assim,

Urs =
n∑

t=1

{
− φ2wt

(dµt

dηt

)2
+φ[y∗t − µ∗t ]

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)dµt

dηt

}
xtsxtr, (A.1.3)

Ursu =
∂3`(β, φ)

∂βr∂βs∂βu

=
n∑

t=1

∂

∂µt

(
∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2

+
∂`t(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βr

∂ηt

∂βs

∂ηt

∂βu
,

Ursu =
n∑

t=1

{
∂3`t(µt, φ)

∂µ3
t

(
dµt

dηt

)2

+2

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

dµt

dηt

+

(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
∂`t(µt, φ)

∂µt

dµt

dηt
+

∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2
∂`t(µt, φ)

∂µt

}
dµt

dηt
xtsxtrxtu.

Temos que
∂3`t(µt, φ)

∂µ3
t

=
∂(−φ2wt)

∂µt
= −φ2∂wt

∂µt
,

com
∂wt

∂µt
= φ[ψ′′(µtφ)− ψ′′((1− µt)φ)].

Seja mt = [ψ′′(µtφ)− ψ′′((1− µt)φ)], logo ∂3`t(µt,φ)

∂µ3
t

= −φ3mt. Desta forma,

Ursu =
n∑

t=1

{
− φ3mt

(
dµt

dηt

)2

−2φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
φ[y∗t − µ∗t ]

dµt

dηt

− φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2

φ[y∗t − µ∗t ]
}

dµt

dηt
xtsxtrxtu,

Ursu =
n∑

t=1

{
− φ3mt

(
dµt

dηt

)3

−3φ2wt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)(
dµt

dηt

)2

+ φ[y∗t − µ∗t ]
dµt

dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2]}
xtsxtrxtu,

Ursu = −φ

n∑

t=1

{
φ2mt

(
dµt

dηt

)3

+3φwt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)(
dµt

dηt

)2

− [y∗t − µ∗t ]
dµt

dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt

dηt

)
dµt

dηt
+

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)2]}
xtsxtrxtu.
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Sejam at = 3
(

∂
∂µt

dµt
dηt

)(
dµt
dηt

)2

e bt = dµt
dηt

[(
∂2

∂µ2
t

dµt
dηt

)
dµt
dηt

+
(

∂
∂µt

dµt
dηt

)2]
, portanto

Ursu = −φ

n∑

t=1

{
φ2mt

(
dµt

dηt

)3

+φwtat − [y∗t − µ∗t ]bt

}
xtsxtrxtu. (A.1.4)

Uφφ =
∂2`(β, φ)

∂φ2
=

n∑

t=1

∂2`t(µt, φ)

∂φ2

=
n∑

t=1

{
− µt

∂µt
∗

∂φ
+ ψ′(φ)− (1− µt)ψ

′((1− µt)φ)
}

,

onde
∂µt

∗

∂φ
= µtψ

′(µtφ)− (1− µt)ψ
′((1− µt)φ)

= µt{ψ′(µtφ) + ψ′((1− µt)φ)} − ψ′((1− µt)φ)

= µtwt − ψ′((1− µt)φ).

Desta forma,

Uφφ =
n∑

t=1

{
− µt[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + ψ′(φ)− (1− µt)ψ

′((1− µt)φ)

=
n∑

t=1

{
− µ2

t ψ
′(µtφ) + µt(1− µt)ψ

′((1− µt)φ) + ψ′(φ)− (1− µt)ψ
′((1− µt)φ)

}

=
n∑

t=1

−
{

(1− µt)
2ψ′((1− µt)φ) + µ2

t ψ
′(µtφ)− ψ′(φ)

}
.

Seja dt = (1− µt)
2ψ′((1− µt)φ) + µ2

t ψ
′(µtφ)− ψ′(φ), logo

Uφφ =
n∑

t=1

−dt. (A.1.5)

Adicionalmente

Uφφφ =
∂3`(β, φ)

∂φ3
=

n∑

t=1

∂3`t(µt, φ)

∂φ3

= −
n∑

t=1

{(1− µt)
3ψ′′((1− µt)φ) + µ3

t ψ
′′(µtφ)− ψ′′(φ)}.

Seja st = (1− µt)
3ψ′′((1− µt)φ) + µ3

t ψ
′′(µtφ)− ψ′′(φ), logo st = ∂dt

∂φ . Assim,

Uφφφ = −
n∑

t=1

st, (A.1.6)
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Urφ =
∂2`(β, φ)

∂βr∂φ
=

n∑

t=1

∂2`t(µt, φ)

∂µt∂φ

dµt

dηt

∂ηt

∂βr

=
n∑

t=1

{ ∂

∂φ
(φ[y∗t − µ∗t ])

}dµt

dηt
xtr,

onde
∂2`t(µt, φ)

∂µt∂φ
=

∂

∂φ
(φ[y∗t − µ∗t ]) = [y∗t − µ∗t ]− φ

∂µ∗t
∂φ

,

Seja ct = φ[µtwt − ψ′((1− µt)φ)], logo ∂2`t(µt,φ)
∂µt∂φ = [y∗t − µ∗t ]− ct. Assim,

Urφ =
n∑

t=1

−{ct − [y∗t − µ∗t ]}
dµt

dηt
xtr, (A.1.7)

Ursφ =
∂3`(β, φ)

∂βr∂βs∂φ

=
n∑

t=1

∂

∂φ

(
∂2`t(µt, φ)

∂µ2
t

(
dµt

dηt

)2

+
∂`t(µt, φ)

∂µt

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

)
∂ηt

∂βr

∂ηt

∂βs

=
n∑

t=1

{
∂3`t(µt, φ)

∂µ2
t ∂φ

(
dµt

dηt

)2

+
∂2`t(µt, φ)

∂µt∂φ

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
dµt

dηt

}
xtrxts,

∂3`t(µt, φ)

∂µ2
t ∂φ

=
∂

∂φ
{−φ2wt} = −2φwt − φ2∂wt

∂φ

= −2φwt − φ2[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]

= −φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]}.
Seja ut = −φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]}, logo

Ursφ =
n∑

t=1

{
ut

(
dµt

dηt

)
+[y∗t − µ∗t ]

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)
−ct

(
∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts, (A.1.8)

Urφφ =
∂3`(β, φ)

∂βr∂φ2
=

n∑

t=1

∂3`t(µt, φ)

∂µt∂φ2

dµt

dηt

∂ηt

∂βr
,

∂3`t(µt, φ)

∂µt∂φ2
=

∂

∂φ

{
[y∗t − µ∗t ]− φ

∂µ∗t
∂φ

}
= −2

∂µ∗t
∂φ

− φ
∂2µ∗t
∂φ2

= −2
∂µ∗t
∂φ

− φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)]

= −2[µtwt − ψ′((1− µt)φ)]− φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)].

Definimos rt = 2[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)]dµt

dηt
, logo

Urφφ =
n∑

t=1

−rtxtr. (A.1.9)
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Cálculo de cumulantes

Tomando o valor esperado dos momentos acima, temos que

κrs = E(Urs) = E
( n∑

t=1

{
− φ2wt

(dµt

dηt

)2
+φ[y∗t − µ∗t ]

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
xtsxtr

)

= −φ2
n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr, (A.1.10)

κrsu = E(Ursu) = E

(
− φ

n∑

t=1

{
φ2mt

(dµt

dηt

)3
+φwtat − [y∗t − µ∗t ]bt

}
xtsxtrxtu

)

= −φ2
n∑

t=1

{
φmt

(
dµt

dηt

)3

+wtat

}
xtsxtrxtu, (A.1.11)

κφφ = E(Uφφ) = E
( n∑

t=1

−dt

)
= −

n∑

t=1

dt, (A.1.12)

κφφφ = E(Uφφφ) = E
( n∑

t=1

−st

)
= −

n∑

t=1

st, (A.1.13)

κrφ = E(Urφ) = E
( n∑

t=1

−{ct − [y∗t − µ∗t ]}
dµt

dηt
xtr

)

= −
n∑

t=1

ct
dµt

dηt
xtr, (A.1.14)

κrsφ = E(Ursφ) = E

( n∑

t=1

{
ut

(dµt

dηt

)
+[y∗t − µ∗t ]

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxts

)

=
n∑

t=1

{
− φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µ)φ)]}dµt

dηt
− ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts.

=
n∑

t=1

{
ut

(dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts, (A.1.15)

κrφφ = E(Urφφ) = E
( n∑

t=1

−rtxtr

)
= −

n∑

t=1

rtxtr. (A.1.16)

85



Derivada de momentos

Derivando os cumulantes de segunda ordem com respeito aos parâmetros de interesse,

temos que

κ
(u)
rs =

∂κrs

∂βu
=

∂

∂µt

(
− φ2

n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu

= −φ2
n∑

t=1

(
∂wt

∂µt

(dµt

dηt

)2
+2wt

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)dµt

dηt

)
dµt

dηt
xtrxtsxtu

= −φ2
n∑

t=1

(
φmt

(dµt

dηt

)2
+2wt

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)dµt

dηt

)
dµt

dηt
xtrxtsxtu

= −φ2
n∑

t=1

(
φmt

(dµt

dηt

)3
+

2

3
wtat

)
xtrxtsxtu, (A.1.17)

κ
(φ)
rs =

∂κrs

∂φ
=

∂

∂φ

(
− φ2

n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr

)

= −2φ
n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr − φ2

n∑

t=1

∂wt

∂φ

(dµt

dηt

)2
xtsxtr

= −2φ
n∑

t=1

wt

(dµt

dηt

)2
xtsxtr − φ2

n∑

t=1

[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]
(dµt

dηt

)2
xtsxtr

= −φ

n∑

t=1

{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]}
(dµt

dηt

)2
xtsxtr

=
n∑

t=1

{
ut

(dµt

dηt

)2
}

xtsxtr, (A.1.18)

κ
(u)
rφ =

∂κrφ

∂βu
=

∂

∂µt

(
−

n∑

t=1

ct
dµt

dηt
xtr

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu

= −
n∑

t=1

{ ∂ct

∂µt

dµt

dηt
+ ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu,

∂ct

∂µt
=

∂

∂µt
φ[µtwt − ψ′((1− µt)φ)]

= φ
(
wt + µt

∂wt

∂µt
+ φψ′′((1− µt)φ)

)

= φ(wt + µtφmt + φψ′′((1− µt)φ)).

Logo,

κ
(u)
rφ = −

n∑

t=1

{
[φ(wt + µtφmt + φψ′′((1− µt)φ))]

dµt

dηt
+ ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu, (A.1.19)
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κ
(φ)
rφ =

∂κrφ

∂φ
=

∂

∂φ

(
−

n∑

t=1

ct
dµt

dηt
xtr

)
= −

n∑

t=1

∂ct

∂φ

dµt

dηt
xtr.

Seja

∂ct

∂φ
=

∂

∂φ
{φ[µtwt − ψ′((1− µt)φ)]}

= [µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ
{

µt
∂wt

∂φ
− (1− µt)ψ

′′((1− µt)φ)
}

= [µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ{µt[µtmt + ψ′′((1− µt)φ)]− (1− µt)ψ
′′((1− µt)φ)}.

= [µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)].

Definimos zt = [µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)], então

κ
(φ)
rφ = −

n∑

t=1

zt
dµt

dηt
xtr, (A.1.20)

κ
(u)
φφ =

∂κφφ

∂βu
=

∂

∂µt

(
−

n∑

t=1

dt

)
dµt

dηt

∂ηt

∂βu
= −

n∑

t=1

∂dt

∂µt

dµt

dηt
xtu,

∂dt

∂µt
=

∂

∂µt
{(1− µt)

2ψ′((1− µt)φ) + µ2
t ψ

′(µtφ)− ψ′(φ)}
= −2(1− µt)ψ

′((1− µt)φ)− φ(1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)

+ 2µtψ
′(µtφ) + φµ2

t ψ
′′(µtφ).

= 2[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)

− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)].

Como rt = 2[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)], então

κ
(u)
φφ =

n∑

t=1

−rt
dµt

dηt
xtu, (A.1.21)

κ
(φ)
φφ =

∂κφφ

∂φ
=

∂

∂φ

(
−

n∑

t=1

dt

)
= −

n∑

t=1

∂dt

∂φ
= −

n∑

t=1

st. (A.1.22)

Utilizando os resultados acima, calculamos as quantidades dadas a seguir.

κ
(u)
rs − 1

2
κrsu =− φ2

n∑

t=1

(
φmt

(dµt

dηt

)3
+

2

3
wtat

)
xtrxtsxtu

+
1

2
φ2

n∑

t=1

{
φmt

(
dµt

dηt

)3

+wtat

}
xtsxtrxtu

=
n∑

t=1

−φ2

2

{
φmt

(
dµt

dηt

)3

+
1

3
wtat

}
xtsxtrxtu.
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Seja W1 = diag
{
−φ2

2 [φmt

(
dµt
dηt

)3
+1

3wtat]
}

, então

κ
(u)
rs − 1

2
κrsu =

n∑

t=1

w1txtrxtsxtu, (A.1.23)

κ
(φ)
rs − 1

2
κrsφ =

n∑

t=1

{
ut

(dµt

dηt

)2
}

xtsxtr − 1

2

n∑

t=1

{
ut

(dµt

dηt

)
−ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts

=
n∑

t=1

1

2

{
ut

(dµt

dηt

)
+ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxts.

Definimos W2 = diag
(

1
2

{
ut

(
dµt
dηt

)
+ct

(
∂

∂µt

dµt
dηt

)}
dµt
dηt

)
, logo

κ
(φ)
rs − 1

2
κrsφ =

n∑

t=1

w2txtrxts, (A.1.24)

κ
(u)
rφ −

1

2
κrφu =

n∑

t=1

{
− φ{wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µ)φ)]}dµt

dηt
− ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}dµt

dηt
xtrxtu

− 1

2

n∑

t=1

{
− φ{2wt + φ[µtmt + ψ′′((1− µ)φ)]}dµt

dηt
− ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxtu

=
n∑

t=1

{
− 1

2
φ2[µtmt + ψ′′((1− µ)φ)]

dµt

dηt
− 1

2
ct

( ∂

∂µt

dµt

dηt

)}
dµt

dηt
xtrxtu.

Seja W3 = diag
(
− 1

2

{
φ2[µtmt + ψ′′((1− µ)φ)]dµt

dηt
+ ct

(
∂

∂µt

dµt
dηt

)}
dµt
dηt

)
, dáı

κ
(u)
rφ −

1

2
κrφu =

n∑

t=1

w3txtrxtu. (A.1.25)

De forma análoga,

κ
(u)
φr −

1

2
κφru = κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu =

n∑

t=1

w3txtrxtu. (A.1.26)

Agora,

κ
(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

=
n∑

t=1

−
{

[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)]

}
dµt

dηt
xtr

− 1

2

n∑

t=1

−
{

2[µtwt − ψ′((1− µt)φ)] + φ[µ2
t ψ

′′(µtφ)− (1− µt)
2ψ′′((1− µt)φ)]

}
dµt

dηt
xtr

=
n∑

t=1

−1

2
φ[µ2

t ψ
′′(µtφ)− (1− µt)

2ψ′′((1− µt)φ)]
dµt

dηt
xtr.
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Definimos W4 = diag
(
−1
2 φ[µ2

t ψ
′′(µtφ)− (1− µt)

2ψ′′((1− µt)φ)]dµt
dηt

)
, logo

κ
(φ)
rφ − 1

2
κrφφ =

n∑

t=1

w4txtr. (A.1.27)

κ
(u)
φφ −

1

2
κφφu =

n∑

t=1

−rt
dµt

dηt
xtu. − 1

2

n∑

t=1

−rt
dµt

dηt
xtu.

=
n∑

t=1

−1

2
rt

dµt

dηt
xtu.

Seja W5 = diag
(
−1
2 rt

dµt
dηt

)
, desta forma

κ
(u)
φφ −

1

2
κφφu =

n∑

t=1

w5txtu, (A.1.28)

κ
(φ)
φφ −

1

2
κφφφ =

n∑

t=1

−st − 1

2

n∑

t=1

−st =
n∑

t=1

−1

2
st. (A.1.29)

Agora calculamos cada parcela da fórmula (3.2.1.1). Seja

∑
r,s,u

κarκsu

{
κ

(u)
rs − 1

2
κrsu

}
=

∑
r,s,u

κarκsu
n∑

t=1

w1txtrxtsxtu

=
n∑

t=1

w1t

∑
r

κarxtr

∑
s,u

xtsκ
suxtu,

definimos e∼a
como sendo o a-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimensão k × k.

Desta forma,

n∑

t=1

w1t

∑
r

κarxtr

∑
s,u

xtsκ
suxtu =

n∑

t=1

w1t

∑
r

κarxtr(x
>
t Kββxt)

=
n∑

t=1

w1t e∼>a Kββxt(x
>
t Kββxt)

= e∼>a Kββ
n∑

t=1

w1txt(x
>
t Kββxt).

Seja δββ o vetor de dimensão n×1 obtido da diagonal principal da matriz XKββX>. Assim,

∑
r,s,u

κarκsu

{
κ

(u)
rs − 1

2
κrsu

}
= e∼>a KββX>W1δββ. (A.1.30)
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Agora,
∑

φ,s,u

κaφκsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}
= κaφ

∑
s,u

κsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}

= κaφ
∑
s,u

κsu
n∑

t=1

w3txtsxtu = κaφ
n∑

t=1

w3t

∑
s,u

xtsκ
suxtu

= κaφ
n∑

t=1

w3t(x
>
t Kββxt) = κaφ tr(W3XKββX>),

onde tr(·) é o operador traço de uma matriz quadrada. Logo,

∑

φ,s,u

κaφκsu

{
κ

(u)
φs −

1

2
κφsu

}
= e∼>a Kβφ tr(W3XKββX>). (A.1.31)

Tomemos ∑

r,φ,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}
=

∑
r,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}

=
∑
r,u

κarκφu
n∑

t=1

w3txtrxtu =
n∑

t=1

w3t

∑
r

κarxtr

∑
u

κφuxtu

=
n∑

t=1

w3t( e∼>a Kββxt)(x
>
t Kβφ) = e∼>a Kββ

n∑

t=1

(xtw3tx
>
t )Kβφ.

Porém,
∑

r,φ,u

κarκφu

{
κ

(u)
rφ −

1

2
κrφu

}
= e∼>a Kββ(X>W3X)Kβφ. (A.1.32)

De forma similar

∑

r,s,φ

κarκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}
=

∑
r,s

κarκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}

=
∑
r,s

κarκsφ
n∑

t=1

w2txtrxts =
n∑

t=1

w2t

∑
r

κarxtr

∑
s

κsφxts

=
n∑

t=1

w2t( e∼>a Kββxt)(x
>
t Kβφ) = e∼>a Kββ(X>W2X)Kβφ.

Portanto,
∑

r,s,φ

κarκsφ

{
κ

(φ)
rs − 1

2
κrsφ

}
= e∼>a Kββ(X>W2X)Kβφ. (A.1.33)

Calculamos
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∑

φ,φ,u

κaφκφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}
= κaφ

∑
u

κφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}

= κaφ
∑

u

κφu
n∑

t=1

w5txtu = κaφ
n∑

t=1

w5t

∑
u

κφuxtu

= κaφ
n∑

t=1

w5t(ρ
>
t XKβφ) = κaφ

( n∑

t=1

w5tρ
>
t

)
XKβφ

= e∼>a Kβφvdiag(W5)XKβφ,

onde vdiag(·) é o vetor linha formado pela diagonal principal de uma matriz quadrada e ρt

é o t-ésimo vetor coluna da matriz identidade de dimensão n× n. Conseqüentemente,

∑

φ,φ,u

κaφκφu

{
κ

(u)
φφ −

1

2
κφφu

}
= e∼>a Kβφvdiag(W5)XKβφ. (A.1.34)

Analogamente,

∑

φ,s,φ

κaφκsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}
= κaφ

∑
s

κsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}

= κaφ
∑

s

κsφ
n∑

t=1

w4txts = κaφ
n∑

t=1

w4t

∑
s

κsφxts

= κaφ
n∑

t=1

w4t(ρ
>
t XKβφ) = κaφ

( n∑

t=1

w4tρ
>
t

)
XKβφ

= e∼>a Kβφvdiag(W4)XKβφ.

Logo, ∑

φ,s,φ

κaφκsφ

{
κ

(φ)
φs −

1

2
κφsφ

}
= e∼>a Kβφvdiag(W4)XKβφ. (A.1.35)

Da mesma forma
∑

r,φ,φ

κarκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
= κφφ

∑
r

κar

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}

= κφφ
∑

r

κar
n∑

t=1

w4txtr = κφφ
n∑

t=1

w4t

∑
r

κarxtr

= κφφ
n∑

t=1

w4t(ρ
>
t XKββ) e∼a

= κφφ

( n∑

t=1

w4tρ
>
t

)
XKββ e∼a

= e∼>a KββX>vdiag(W4)
>Kφφ.

Assim, ∑

r,φ,φ

κarκφφ

{
κ

(φ)
rφ − 1

2
κrφφ

}
= e∼>a KββX>vdiag(W4)

>Kφφ. (A.1.36)
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Por último, temos

∑

φ,φ,φ

κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}
= κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}

= κaφκφφ
n∑

t=1

−1

2
st = κaφκφφtr(S)

= e∼>a KβφKφφtr(S),

onde S é a matriz diag(−1
2st). Portanto,

∑

φ,φ,φ

κaφκφφ

{
κ

(φ)
φφ −

1

2
κφφφ

}
= e∼>a KβφKφφtr(S). (A.1.37)
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B. Programa de simulação

Neste apêndice apresentamos os programas de simulação utilizados neste trabalho; o

programa foi desenvolvido na linguagem de programação Ox. O programa está dividido em

três módulos. No primeiro módulo (Apêndice B.1), encontra-se o programa de simulação

de Monte Carlo, o segundo modulo (Apêndice B.2) contém as funções que permitem o

cálculo das estimativas corrigidas e a construção dos intervalos de confiança. No terceiro

módulo (Apêndice B.3), encontram-se as diretrizes de ligação dos módulos correction.ox

e verossim.ox. O programa de simulação fornece estimativas de máxima verossimilhança

com suas versões corrigidas preventiva, corretiva e por bootstrap dos parâmetros do modelo

(4.2.1). Ainda são apresentados intervalos de confiança de tipo assintótico e por bootstrap

para os ńıveis nominais de confiança de 90%, 95% e 99%. Além disso, no apêndice B.4

apresentamos, como exemplo, o programa que permite gerar o gráfico do histograma das

5000 estimativas de máxima verosimilhança do parâmetro β0 com as diferentes versões de

intervalos de confiança para os ńıveis de confiança 90%, 95% e 99% e tamanho de amostra

n = 40. O programa foi desenvolvido no pacote estat́ıstico R. Para maiores informações sobre

esta plataforma, ver http://www.r-project.org.

B.1. Programa principal

/*********************************************************************
*
* PROGRAM: correction.ox
*
* USE: Simulates maximum likelihood estimation of the beta distribution
* parameters, and also a bias correction scheme by
* Cox & Snell, David Firth and Bootstrap parametric method.
* The model considered is a beta regression model with a new
* scheme of parameters (Ferrari & Cribari-Neto, 2003).
*
* AUTHOR: Raydonal Ospina Martnez
*
* DATE: June 13, 2003.
*
* VERSION: 0.1.5
*
* LAST MODIFIED: Novembro 05, 2003. Hora: 11:30
*
*********************************************************************/

/* Arquivos principais */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>
#include "verosimfinal.h" // no <...> but "..."
#include "verosimfinal.ox" // also get the code

/* Parametros da simulacao */
const decl INREP = 5000; //numero de replicas Monte Carlo
const decl INMIN = 60; //minimo tamanho de amostra
const decl INMAX = 60; //maximo tamanho de amostra
const decl B = 600; //numero de replicas Bootstrap

/*corpo principal*/
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main()
{

// Declaracao das variaveis usadas
decl ir1, cfailure, dExecTime, cn, im, vp1, v_eta,v_mu, cs, mmle,v_zEstim,v_eEstim,
v_muXiu, phi_ini, dfunc1, p, q, v_theta, mResMean, vx, vbeta, d_phi,v_z,fpVaEst,
v_betaini,sigmaEst,s_cua,dMucuad,v_thetaIni, d_denom,d_dem2,m_inv,ci,b_SomaQua,
v_muVee,v_sigma2Est, dfunc,fisherinv, npar,bias,v_vies,gerY,m_inforK, v_Kbetaphi,
d_Kphiphi, m_Kbetabeta, mResBias, mResVar, mResMSE, mRelBias, mmlebc, delta_Tilde,
mmDfirth, mBoot, mBootMC,vp2,cfailureboot,bi,v_eta_boot,v_mu_boot,d_phi_boot, bci,
bp, bq, vp3,dfunc3, ir3,d_phi_est,v_eta_est,v_mu_est,v_Bias_theta, gerY1, BootVies,
assim1, assi,AmJK,mBootCox, mBootFirth,ZZZ00,ICBCA,v_varassin,a,b;

// arranque do relojo para o calculo do tempo de execucao
dExecTime = timer();

// turn off warnings
oxwarning( 0 );

// Gerador de numeros uniformes pseudo-aleatorios. "George Marsaglia"
ranseed("GM");

// Parametros verdadeiros do modelo
vbeta = <1.5,1.8>’; //b_0 , b_1
d_phi = 120; //phi
v_theta = vbeta | d_phi;
parametro=v_theta;

//Quantis da distribuicao Normal
decl z90 = quann(0.950);
decl z95 = quann(0.975);
decl z99 = quann(0.995);

// inicializacao das matrices das replicas Monte Carlo
mmle = zeros(3,INREP);
mmDfirth = zeros(3,INREP);
mmlebc = zeros(3,INREP);
mBootMC = zeros(3,INREP);

//Cubrimentos
decl m_cubriNorm90 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriCS90 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriFirth90 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot90 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot90Cox = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot90Firth = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot90BCA = zeros(3,INREP);

decl m_cubriNorm95 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriCS95 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriFirth95 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot95 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot95Cox = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot95Firth = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot95BCA = zeros(3,INREP);

decl m_cubriNorm99 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriCS99 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriFirth99 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot99 = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot99Cox = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot99Firth = zeros(3,INREP);
decl m_cubriBoot99BCA = zeros(3,INREP);

//limites de confianca ao 90%
decl m_limInfNorm90 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfNorm90 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfCS90 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfCS90 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfFirth90 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfFirth90 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot90 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot90 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot90Cox = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot90Cox = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot90Firth = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot90Firth = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot90BCA = zeros(3,INREP);
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decl m_SupInfBoot90BCA = zeros(3,INREP);

//limites de confianca ao 95%
decl m_limInfNorm95 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfNorm95 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfCS95 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfCS95 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfFirth95 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfFirth95 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot95 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot95 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot95Cox = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot95Cox = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot95Firth = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot95Firth = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot95BCA = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot95BCA = zeros(3,INREP);

//limites de confianca ao 99%
decl m_limInfNorm99 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfNorm99 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfCS99 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfCS99 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfFirth99 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfFirth99 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot99 = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot99 = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot99BCA = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot99BCA = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot99Cox = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot99Cox = zeros(3,INREP);
decl m_limInfBoot99Firth = zeros(3,INREP);
decl m_SupInfBoot99Firth = zeros(3,INREP);

//vetores das saidas para impressao
mResMean = zeros(4,3);
mResBias = zeros(4,3);
mResVar = zeros(4,3);
mResMSE = zeros(4,3);
mRelBias = zeros(4,3);

//Intervalos de confianca
decl mResIC90 = zeros(6,3);
decl mResIC95 = zeros(6,3);
decl mResIC99 = zeros(6,3);
decl mResIC90CS = zeros(6,3);
decl mResIC95CS = zeros(6,3);
decl mResIC99CS = zeros(6,3);
decl mResIC90DF = zeros(6,3);
decl mResIC95DF = zeros(6,3);
decl mResIC99DF = zeros(6,3);
decl mResIC90BT = zeros(6,3);
decl mResIC95BT = zeros(6,3);
decl mResIC99BT = zeros(6,3);
decl mResIC90BTCox = zeros(6,3);
decl mResIC95BTCox = zeros(6,3);
decl mResIC99BTCox = zeros(6,3);
decl mResIC90BTFirth = zeros(6,3);
decl mResIC95BTFirth = zeros(6,3);
decl mResIC99BTFirth = zeros(6,3);
decl mResIC90BTBCA = zeros(6,3);
decl mResIC95BTBCA = zeros(6,3);
decl mResIC99BTBCA = zeros(6,3);

// impressao de resultados da simulacao
print( "\n\t\t DATA: ", date() );
print( "\n\t\t HORA: ", time() );
print( "\n\n\t\t PROGRAMA OX: ", oxfilename(0) );
print( "\n\t\t VERSSAO OX: ", oxversion() );
print( "\n\t\t |------- ESTIMACAO E CORRECAO DE VIES -------| ");
print( "\n\t\t |------- NUM MODELO DE REGRESSAO BETA -------|" );
print( "\n\t\t NUM. MIN. DE OBSERVA.: ", INMIN );
print( "\n\t\t NUM. MAX. OBSERVA.: ", INMAX );
print( "\n\t\t NUM. REPLICAS MONTE CARLO : ", INREP);
print( "\n\t\t NUM. REPLICAS BOOTSTRAP: ", B);
print("\n\n\t\t PARAMETROS VERDADEIROS: ", "%12.4f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"THETA"}, v_theta’ );
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// Loop para os diferentes tamanhos de amostra
for (cn = INMIN; cn <= INMAX; cn += 20)
{

ranseed({1965, 2001});

// matriz de dados explicativos
//gerador dos regressores X
// vx = 2 +(0.5)*rann(cn,1);

vx = ranexp(cn,1,3.0);
// vx =ranu(cn,1);
// vx = 0.5*rann(cn,1);
// vx = rann(cn,1);

//vetor das variaveis regressoras
s_mX = ones(cn,1)~vx;

npar=columns(s_mX); // numero de parametros do modelo

//matriz de dados aumentada
s_mXAumentada = zeros(cn+1,npar+1);
s_mXAumentada[0:(cn-1)][0:(npar-1)] = s_mX;
s_mXAumentada[cn][npar] = 1;

d_denom = cn-npar;
d_dem2 = (1/cn);
v_eta = s_mX*vbeta; //regressores
v_mu = exp(v_eta) ./ (1.0+exp(v_eta)); //vetor de medias
m_inv = invertsym(s_mX’*s_mX)*s_mX’; //inversao auxiliar

// inicializacao do contador de falhas da convergencia
cfailure = 0;

ranseed( -1 );

// Loop de Monte Carlo
for (cs = 0; cs < INREP; ++cs)
{

fgerador_vY(&gerY1,v_mu, d_phi, cn); //gerador da resposta Y
s_vy=gerY1;

//logaritmos do vetor Y para entrada da verossimilhanca
s_vlogy = log(s_vy);
s_vlog1minusy = log(1.0-s_vy);

//regressao auxiliar para determinar os pontos inicias no momento
//de maximizar a funcao de log-verossimilhanca pelo metodo BFGS
v_z = log(s_vy ./ (1.0 - s_vy));//resposta transformada v_z
v_betaini = m_inv*v_z; //estimacao inicial dos betas
v_zEstim = s_mX*v_betaini; // vetor v_z estimado
v_eEstim = v_z-v_zEstim; // vetor de residuos estimados
b_SomaQua = v_eEstim’*v_eEstim; // soma de quadrados
v_muVee = exp(v_zEstim) ./ (1.0+exp(v_zEstim)); //vetor mu transformado
v_sigma2Est = b_SomaQua/(d_denom); //sigma estimado

phi_ini = double(meanc( 1.0 ./ (v_sigma2Est*
(v_muVee .* (1.0-v_muVee)))) - 1.0); //phi inicial

v_thetaIni = v_betaini \| phi_ini; //vetor theta inicial para a maximizacao

// valores de arranque
vp1 = v_thetaIni;
vp2 = v_thetaIni;

//Maximizacao da funcao de log-verossimilhanca pelo Metodo BFGS

// parametros da maximizacao por BFGS
MaxControl( 50, -1 );

// Estimacao por maxima verossimilhanca
ir1 = MaxBFGS(floglik, &vp1, &dfunc1, 0, FALSE);
if( ir1 == MAX_CONV || ir1 == MAX_WEAK_CONV )
{

//vetor theta estimado por maxima verossimilhanca
mmle[][cs] = vp1;
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//inversa da matriz de informacion
finformacaoFisher(vp1, &dfunc); // informacao de Fisher inversa.
d_phi_est = vp1[npar];

//matriz de covariancias (variancia assintotica)
m_inforK = dfunc;
m_Kbetabeta = dfunc[0:(npar-1)][0:(npar-1)];//K_bb^-1
v_Kbetaphi = dfunc[0:(npar-1)][npar]; //K_bphi^-1
d_Kphiphi = dfunc[npar][npar]; //K_phiphi^-1

//Calculo do vies por Cox & Snell

v_eta_est = s_mX*vp1[0:(npar-1)]; //regressores estimados
v_mu_est = exp(v_eta_est) ./ (1.0+exp(v_eta_est)); //vetor de medias estimado

//vetor DELTA Xiu
fdeltaXiu( &delta_Tilde, v_mu_est, d_phi_est, v_eta_est,
m_Kbetabeta, v_Kbetaphi, d_Kphiphi, m_inforK);

//Vetor do vies de segunda ordem de Cox & Snell estimado
v_Bias_theta=(m_inforK*s_mXAumentada’)*delta_Tilde; //vetor do vies

//vetor do vies para o deslocamento da verossimilhanca (David Firth)
v_vies_desloca = s_mXAumentada’*delta_Tilde;

//solucao do sistema no linear U(theta*)=0
//(Obtencao de estimaticas corrigidas) D. Firth

SolveNLE(fscore, &vp2);

//Estimacao Bootstrap parametrico do vies e da
//assimetria da funcao de log-verossimilhanca

BootVies = funcReBoot(B, vp1, v_thetaIni, cn );

//vetor de reamostragem bootstrap
mBoot=BootVies[0:2][];

//calculo da assimetria
assim1=moments((BootVies[3:5][])’,3,1);

//estimacao da constante de aceleracao
assi=((1/6)*assim1[3][])’;

// AmJK=funJK(cn, v_thetaIni ); //amostra Jakcnife

//reamostragem Bootstrap para o IC de Estimaticas corrigidas C. & S.
mBootCox=funcReBootCox(B, (vp1-v_Bias_theta), v_thetaIni, cn );

//reamostragem Bootstrap para o IC de Estimaticas corrigidas D. F.
mBootFirth=funcReBootFirth(B, vp2, v_thetaIni, cn );

//estimacao corrigida de Maxima verossimilhanca por Cox & Snell
mmlebc[][cs] = mmle[][cs] - v_Bias_theta;

//estimacao corrigida de Maxima verossimilhanca por D. Firth
mmDfirth[][cs] = vp2;

//estimacao corrigida de Maxima verossimilhanca por Bootstrap
mBootMC[][cs] = (2*vp1)-meanr(mBoot);

//Fator de correcao Vies do IC BCa
ZZZ00=fZ0BCA((vp1)’, mBoot’, B);

//vetor de variancias assintoticas das EMV
v_varassin=diagonal(m_inforK);

//inversa da matriz de informacion C & S
finformacaoFisher(mmlebc[][cs], &a);
decl v_varassin1 = diagonal(a);

//inversa da matriz de informacion D. Firth
finformacaoFisher(mmDfirth[][cs], &b);
decl v_varassin2 = diagonal(b);

//Intervalo de confianca assintotico Normal para EMV
decl ICCNorm90 = fICCN(v_varassin, z90,vp1);
decl ICCNorm95 = fICCN(v_varassin, z95,vp1);
decl ICCNorm99 = fICCN(v_varassin, z99,vp1);

//Intervalo de confianca assintotico Normal para EMV Corrigida Cox & Snell
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decl ICC_CoxSnell90 = fICCN(v_varassin1, z90,(vp1-v_Bias_theta));
decl ICC_CoxSnell95 = fICCN(v_varassin1, z95,(vp1-v_Bias_theta));
decl ICC_CoxSnell99 = fICCN(v_varassin1, z99,(vp1-v_Bias_theta));

//Intervalo de confianca assintotico Normal para EMV Corrigida D. Firth
decl ICCFirth90 = fICCN(v_varassin2, z90,vp2);
decl ICCFirth95 = fICCN(v_varassin2, z95,vp2);
decl ICCFirth99 = fICCN(v_varassin2, z99,vp2);

//Intervalo de confianca Bootstrap Percentil
decl ICCBoot90 = fICBOOTPer(mBoot’, 5.0 );
decl ICCBoot95 = fICBOOTPer(mBoot’, 2.5 );
decl ICCBoot99 = fICBOOTPer(mBoot’, 0.5 );

//Intervalo de confianca Bootstrap Percentil
decl ICCBoot90Cox = fICBOOTPer(mBootCox’, 5.0 );
decl ICCBoot95Cox = fICBOOTPer(mBootCox’, 2.5 );
decl ICCBoot99Cox = fICBOOTPer(mBootCox’, 0.5 );

//Intervalo de confianca Bootstrap Percentil
decl ICCBoot90Firth = fICBOOTPer(mBootFirth’, 5.0 );
decl ICCBoot95Firth = fICBOOTPer(mBootFirth’, 2.5 );
decl ICCBoot99Firth = fICBOOTPer(mBootFirth’, 0.5 );

//Intervalo de confianca BCa para as EMV
decl ICCBoot90BCA = fICBootAcelerado(mBoot, z90, ZZZ00,assi, B);
decl ICCBoot95BCA = fICBootAcelerado(mBoot, z95, ZZZ00,assi, B);
decl ICCBoot99BCA = fICBootAcelerado(mBoot, z99, ZZZ00,assi, B);

//Saidas ao 90%
//limites

m_limInfNorm90[][cs] = ICCNorm90[][0];
m_SupInfNorm90[][cs] = ICCNorm90[][1];
m_limInfCS90[][cs] = ICC_CoxSnell90[][0];
m_SupInfCS90[][cs] = ICC_CoxSnell90[][1];
m_limInfFirth90[][cs] = ICCFirth90[][0];
m_SupInfFirth90[][cs] = ICCFirth90[][1];
m_limInfBoot90[][cs] = ICCBoot90[][0];
m_SupInfBoot90[][cs] = ICCBoot90[][1];
m_limInfBoot90Cox[][cs] = ICCBoot90Cox[][0];
m_SupInfBoot90Cox[][cs] = ICCBoot90Cox[][1];
m_limInfBoot90Firth[][cs] = ICCBoot90Firth[][0];
m_SupInfBoot90Firth[][cs] = ICCBoot90Firth[][1];
m_limInfBoot90BCA[][cs] = ICCBoot90BCA[][0];
m_SupInfBoot90BCA[][cs] = ICCBoot90BCA[][1];

//cubrimentos
m_cubriNorm90[][cs] = fCobertura(ICCNorm90[][0], ICCNorm90[][1]);
m_cubriCS90[][cs] = fCobertura(ICC_CoxSnell90[][0], ICC_CoxSnell90[][1]);
m_cubriFirth90[][cs] = fCobertura(ICCFirth90[][0], ICCFirth90[][1]);
m_cubriBoot90[][cs] = fCobertura(ICCBoot90[][0], ICCBoot90[][1]);
m_cubriBoot90Cox[][cs] = fCobertura(ICCBoot90Cox[][0], ICCBoot90Cox[][1]);
m_cubriBoot90Firth[][cs] = fCobertura(ICCBoot90Firth[][0], ICCBoot90Firth[][1]);
m_cubriBoot90BCA[][cs] = fCobertura(ICCBoot90BCA[][0], ICCBoot90BCA[][1]);

//saidas ao 95%
//limites

m_limInfNorm95[][cs] = ICCNorm95[][0];
m_SupInfNorm95[][cs] = ICCNorm95[][1];
m_limInfCS95[][cs] = ICC_CoxSnell95[][0];
m_SupInfCS95[][cs] = ICC_CoxSnell95[][1];
m_limInfFirth95[][cs] = ICCFirth95[][0];
m_SupInfFirth95[][cs] = ICCFirth95[][1];
m_limInfBoot95[][cs] = ICCBoot95[][0];
m_SupInfBoot95[][cs] = ICCBoot95[][1];
m_limInfBoot95Cox[][cs] = ICCBoot95Cox[][0];
m_SupInfBoot95Cox[][cs] = ICCBoot95Cox[][1];
m_limInfBoot95Firth[][cs] = ICCBoot95Firth[][0];
m_SupInfBoot95Firth[][cs] = ICCBoot95Firth[][1];
m_limInfBoot95BCA[][cs] = ICCBoot95BCA[][0];
m_SupInfBoot95BCA[][cs] = ICCBoot95BCA[][1];

//cubrimentos
m_cubriNorm95[][cs] = fCobertura(ICCNorm95[][0], ICCNorm95[][1]);
m_cubriCS95[][cs] = fCobertura(ICC_CoxSnell95[][0], ICC_CoxSnell95[][1]);
m_cubriFirth95[][cs] = fCobertura(ICCFirth95[][0], ICCFirth95[][1]);
m_cubriBoot95[][cs] = fCobertura(ICCBoot95[][0], ICCBoot95[][1]);
m_cubriBoot95Cox[][cs] = fCobertura(ICCBoot90Cox[][0], ICCBoot90Cox[][1]);
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m_cubriBoot95Firth[][cs] = fCobertura(ICCBoot90Firth[][0], ICCBoot90Firth[][1]);
m_cubriBoot95BCA[][cs]= fCobertura(ICCBoot95BCA[][0], ICCBoot95BCA[][1]);

//Saidas ao 99%
//limites

m_limInfNorm99[][cs] = ICCNorm99[][0];
m_SupInfNorm99[][cs] = ICCNorm99[][1];
m_limInfCS99[][cs] = ICC_CoxSnell99[][0];
m_SupInfCS99[][cs] = ICC_CoxSnell99[][1];
m_limInfFirth99[][cs] = ICCFirth99[][0];
m_SupInfFirth99[][cs] = ICCFirth99[][1];
m_limInfBoot99[][cs] = ICCBoot99[][0];
m_SupInfBoot99[][cs] = ICCBoot99[][1];
m_limInfBoot99Cox[][cs] = ICCBoot99Cox[][0];
m_SupInfBoot99Cox[][cs] = ICCBoot99Cox[][1];
m_limInfBoot99Firth[][cs] = ICCBoot99Firth[][0];
m_SupInfBoot99Firth[][cs] = ICCBoot99Firth[][1];
m_limInfBoot99BCA[][cs] = ICCBoot99BCA[][0];
m_SupInfBoot99BCA[][cs] = ICCBoot99BCA[][1];

//cubrimentos
m_cubriNorm99[][cs] = fCobertura(ICCNorm99[][0], ICCNorm99[][1]);
m_cubriCS99[][cs] = fCobertura(ICC_CoxSnell99[][0], ICC_CoxSnell99[][1]);
m_cubriFirth99[][cs] = fCobertura(ICCFirth99[][0], ICCFirth99[][1]);
m_cubriBoot99[][cs] = fCobertura(ICCBoot99[][0], ICCBoot99[][1]);
m_cubriBoot99Cox[][cs] = fCobertura(ICCBoot99Cox[][0], ICCBoot99Cox[][1]);
m_cubriBoot99Firth[][cs] = fCobertura(ICCBoot99Firth[][0], ICCBoot99Firth[][1]);
m_cubriBoot99BCA[][cs]= fCobertura(ICCBoot99BCA[][0], ICCBoot99BCA[][1]);

}

else // contador de fallas e avance
{

++cfailure;
--cs;

}

}

// Impressao de resultados
print( "\n\nNUM. OBSERVA. DA AMOSTRA: ", cn );
print( "\nNUM. DE REPLICAS COM FALHAS ", cfailure );
print( "\n VALORES DE ARRANQUE BFGS: ", vp1 );

//medias estimadas
mResMean[0][] = (meanr(mmle))’;
mResMean[1][] = (meanr(mmlebc))’;
mResMean[2][] = (meanr(mmDfirth))’;
mResMean[3][] = (meanr(mBootMC))’;

//vieses estimados
mResBias[0][] = mResMean[0][]-v_theta’;
mResBias[1][] = mResMean[1][]-v_theta’;
mResBias[2][] = mResMean[2][]-v_theta’;
mResBias[3][] = mResMean[3][]-v_theta’;

//variancias estimadas
mResVar[0][] = (varr(mmle))’;
mResVar[1][] = (varr(mmlebc))’;
mResVar[2][] = (varr(mmDfirth))’;
mResVar[3][] = (varr(mBootMC))’;

//Erro quadratico meio
mResMSE[0][] = (meanr( (mmle-v_theta) .^ 2 ))’;
mResMSE[1][] = (meanr( (mmlebc-v_theta) .^ 2 ))’;
mResMSE[2][] = (meanr( (mmDfirth-v_theta) .^ 2 ))’;
mResMSE[3][] = (meanr( (mBootMC-v_theta) .^ 2 ))’;

//vies relativo
mRelBias[0][] = mResBias[0][] ./ (v_theta)’;
mRelBias[1][] = mResBias[1][] ./ (v_theta)’;
mRelBias[2][] = mResBias[2][] ./ (v_theta)’;
mRelBias[3][] = mResBias[3][] ./ (v_theta)’;

//Saidas para IC Normal 90%
mResIC90[0][] = (meanr(m_limInfNorm90))’;
mResIC90[1][] = (meanr(m_SupInfNorm90))’;
mResIC90[2][] = mResIC90[1][]-mResIC90[0][];
mResIC90[3][] = 100*(meanr(m_cubriNorm90))’;
mResIC90[4:5][] = funTamLateral(m_limInfNorm90, m_SupInfNorm90, parametro, INREP)’;
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//Saidas para IC Normal 95%
mResIC95[0][] = (meanr(m_limInfNorm95))’;
mResIC95[1][] = (meanr(m_SupInfNorm95))’;
mResIC95[2][] = mResIC95[1][]-mResIC95[0][];
mResIC95[3][] = 100*(meanr(m_cubriNorm95))’;
mResIC95[4:5][] = funTamLateral(m_limInfNorm95, m_SupInfNorm95, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Normal 99%
mResIC99[0][] = (meanr(m_limInfNorm99))’;
mResIC99[1][] = (meanr(m_SupInfNorm99))’;
mResIC99[2][] = mResIC90[1][]-mResIC99[0][];
mResIC99[3][] = 100*(meanr(m_cubriNorm99))’;
mResIC99[4:5][] = funTamLateral(m_limInfNorm99, m_SupInfNorm99, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC CS 90%
mResIC90CS[0][] = (meanr(m_limInfCS90))’;
mResIC90CS[1][] = (meanr(m_SupInfCS90))’;
mResIC90CS[2][] = mResIC90CS[1][]-mResIC90CS[0][];
mResIC90CS[3][] = 100*(meanr(m_cubriCS90))’;
mResIC90CS[4:5][] = funTamLateral(m_limInfCS90, m_SupInfCS90, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC CS 95%
mResIC95CS[0][] = (meanr(m_limInfCS95))’;
mResIC95CS[1][] = (meanr(m_SupInfCS95))’;
mResIC95CS[2][] = mResIC95CS[1][]-mResIC95CS[0][];
mResIC95CS[3][] = 100*(meanr(m_cubriCS95))’;
mResIC95CS[4:5][] = funTamLateral(m_limInfCS95, m_SupInfCS95, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC CS 99%
mResIC99CS[0][] = (meanr(m_limInfCS99))’;
mResIC99CS[1][] = (meanr(m_SupInfCS99))’;
mResIC99CS[2][] = mResIC99CS[1][]-mResIC99CS[0][];
mResIC99CS[3][] = 100*(meanr(m_cubriCS99))’;
mResIC99CS[4:5][] = funTamLateral(m_limInfCS99, m_SupInfCS99, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC DF 90%
mResIC90DF[0][] = (meanr(m_limInfFirth90))’;
mResIC90DF[1][] = (meanr(m_SupInfFirth90))’;
mResIC90DF[2][] = mResIC90DF[1][]-mResIC90DF[0][];
mResIC90DF[3][] = 100*(meanr(m_cubriFirth90))’;
mResIC90DF[4:5][] = funTamLateral(m_limInfFirth90, m_SupInfFirth90, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC DF 95%
mResIC95DF[0][] = (meanr(m_limInfFirth95))’;
mResIC95DF[1][] = (meanr(m_SupInfFirth95))’;
mResIC95DF[2][] = mResIC95DF[1][]-mResIC95DF[0][];
mResIC95DF[3][] = 100*(meanr(m_cubriFirth95))’;
mResIC95DF[4:5][] = funTamLateral(m_limInfFirth95, m_SupInfFirth95, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC DF 99%
mResIC99DF[0][] = (meanr(m_limInfFirth99))’;
mResIC99DF[1][] = (meanr(m_SupInfFirth99))’;
mResIC99DF[2][] = mResIC99DF[1][]-mResIC99DF[0][];
mResIC99DF[3][] = 100*(meanr(m_cubriFirth99))’;
mResIC99DF[4:5][] = funTamLateral(m_limInfFirth99, m_SupInfFirth99, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot 90%
mResIC90BT[0][] = (meanr(m_limInfBoot90))’;
mResIC90BT[1][] = (meanr(m_SupInfBoot90))’;
mResIC90BT[2][] = mResIC90BT[1][]-mResIC90BT[0][];
mResIC90BT[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot90))’;
mResIC90BT[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot90, m_SupInfBoot90, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot 95%
mResIC95BT[0][] = (meanr(m_limInfBoot95))’;
mResIC95BT[1][] = (meanr(m_SupInfBoot95))’;
mResIC95BT[2][] = mResIC95BT[1][]-mResIC95BT[0][];
mResIC95BT[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot95))’;
mResIC95BT[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot95, m_SupInfBoot95, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot 99%
mResIC99BT[0][] = (meanr(m_limInfBoot99))’;
mResIC99BT[1][] = (meanr(m_SupInfBoot99))’;
mResIC99BT[2][] = mResIC90BT[1][]-mResIC99BT[0][];
mResIC99BT[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot99))’;
mResIC99BT[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot99, m_SupInfBoot99, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Cox 90%
mResIC90BTCox[0][] = (meanr(m_limInfBoot90Cox))’;
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mResIC90BTCox[1][] = (meanr(m_SupInfBoot90))’;
mResIC90BTCox[2][] = mResIC90BTCox[1][]-mResIC90BTCox[0][];
mResIC90BTCox[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot90Cox))’;
mResIC90BTCox[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot90Cox, m_SupInfBoot90Cox, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Cox 95%
mResIC95BTCox[0][] = (meanr(m_limInfBoot95Cox))’;
mResIC95BTCox[1][] = (meanr(m_SupInfBoot95Cox))’;
mResIC95BTCox[2][] = mResIC95BTCox[1][]-mResIC95BTCox[0][];
mResIC95BTCox[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot95Cox))’;
mResIC95BTCox[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot95Cox, m_SupInfBoot95Cox, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Cox 99%
mResIC99BTCox[0][] = (meanr(m_limInfBoot99Cox))’;
mResIC99BTCox[1][] = (meanr(m_SupInfBoot99Cox))’;
mResIC99BTCox[2][] = mResIC90BTCox[1][]-mResIC99BTCox[0][];
mResIC99BTCox[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot99Cox))’;
mResIC99BTCox[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot99Cox, m_SupInfBoot99Cox, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Firth 90%
mResIC90BTFirth[0][] = (meanr(m_limInfBoot90Firth))’;
mResIC90BTFirth[1][] = (meanr(m_SupInfBoot90Firth))’;
mResIC90BTFirth[2][] = mResIC90BTFirth[1][]-mResIC90BTFirth[0][];
mResIC90BTFirth[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot90Firth))’;
mResIC90BTFirth[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot90Firth, m_SupInfBoot90Firth, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Firth 95%
mResIC95BTFirth[0][] = (meanr(m_limInfBoot95Firth))’;
mResIC95BTFirth[1][] = (meanr(m_SupInfBoot95Firth))’;
mResIC95BTFirth[2][] = mResIC95BTFirth[1][]-mResIC95BTFirth[0][];
mResIC95BTFirth[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot95Firth))’;
mResIC95BTFirth[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot95Firth, m_SupInfBoot95Firth, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot Firth 99%
mResIC99BTFirth[0][] = (meanr(m_limInfBoot99Firth))’;
mResIC99BTFirth[1][] = (meanr(m_SupInfBoot99Firth))’;
mResIC99BTFirth[2][] = mResIC90BTFirth[1][]-mResIC99BTFirth[0][];
mResIC99BTFirth[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot99Firth))’;
mResIC99BTFirth[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot99Firth, m_SupInfBoot99Firth, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot BCA 90%
mResIC90BTBCA[0][] = (meanr(m_limInfBoot90BCA))’;
mResIC90BTBCA[1][] = (meanr(m_SupInfBoot90BCA))’;
mResIC90BTBCA[2][] = mResIC90BTBCA[1][]-mResIC90BTBCA[0][];
mResIC90BTBCA[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot90BCA))’;
mResIC90BTBCA[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot90BCA, m_SupInfBoot90BCA, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot BCA 95%
mResIC95BTBCA[0][] = (meanr(m_limInfBoot95BCA))’;
mResIC95BTBCA[1][] = (meanr(m_SupInfBoot95BCA))’;
mResIC95BTBCA[2][] = mResIC95BTBCA[1][]-mResIC95BTBCA[0][];
mResIC95BTBCA[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot95BCA))’;
mResIC95BTBCA[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot95BCA, m_SupInfBoot95BCA, parametro, INREP)’;

//Saidas para IC Boot BCA 99%
mResIC99BTBCA[0][] = (meanr(m_limInfBoot99BCA))’;
mResIC99BTBCA[1][] = (meanr(m_SupInfBoot99BCA))’;
mResIC99BTBCA[2][] = mResIC90BT[1][]-mResIC99BTBCA[0][];
mResIC99BTBCA[3][] = 100*(meanr(m_cubriBoot99BCA))’;
mResIC99BTBCA[4:5][] = funTamLateral(m_limInfBoot99BCA, m_SupInfBoot99BCA, parametro, INREP)’;

//impresao dos rsultados
print("\n |----Resultados respeito aos parametros estimados-----|\n");

print( "\nMEAN ESTIMATES: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell", "DFirth", "Boot"}, mResMean );
print( "\nESTIMATED BIASES: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell","DFirth", "Boot"}, mResBias );

print( "\nRELATIVE BIASES: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell","DFirth", "Boot"}, mRelBias );

print( "\nESTIMATED VARIANCES: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell","DFirth", "Boot"}, mResVar );

print( "\nESTIMATED MSE’S: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell","DFirth", "Boot"}, mResMSE );

print( "\nESTIMATED RMSE’S: ", "%12.6f", "%c", {"beta0", "beta1",
"phi"}, "%r", {"MLE", "Cox&Snell","DFirth", "Boot"}, sqrt(mResMSE) );

print("\n |----Resultados respeito aos Intervalos de confianca-----|\n");
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print("\n |-------Assintotico--------|\n");
print( "\nIC NORMAL 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90’ );
print( "\nIC NORMAL 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95’ );
print( "\nIC NORMAL 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99’ );

print("\n |-------Corrigido Cox & Snell--------|\n");
print( "\nIC CS 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90CS’ );
print( "\nIC CS 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95CS’ );
print( "\nIC CS 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99CS’ );

print("\n |-------Corrigido D. Firth--------|\n");
print( "\nIC DF 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90DF’ );
print( "\nIC DF 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95DF’ );
print( "\nIC DF 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99DF’ );

print("\n |-------Bootstrap--------|\n");
print( "\nIC BT 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90BT’ );
print( "\nIC BT 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95BT’ );
print( "\nIC BT 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99BT’ );

print("\n |-------Bootstrap Cox--------|\n");
print( "\nIC BTCox 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90BTCox’ );
print( "\nIC BTCox 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95BTCox’ );
print( "\nIC BTCox 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99BTCox’ );

print("\n |-------Bootstrap Firth--------|\n");
print( "\nIC BTFirth 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90BTFirth’ );
print( "\nIC BTFirth 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95BTFirth’ );
print( "\nIC BTFirth 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99BTFirth’ );

print("\n |-------Bootstrap BCA -------|\n");
print( "\nIC BT BCA 90%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC90BTBCA’ );
print( "\nIC BT BCA 95%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC95BTBCA’ );
print( "\nIC BT BCA 99%: ", "%12.6f", "%c", {"LimInf", "LimSup",

"Tamanho","Cobertura","%DER","%IZQ"}, "%r", {"b0", "b1","phi"}, mResIC99BTBCA’ );

}

print( "\n\t\t DATE: ", date() );
print( "\n\t\t TIME: ", time(), "\n" );
print("\n\t\t TOTAL EXECUTION TIME: ", timespan(dExecTime)," seconds" );
print( "\n" );

}

102



B.2. Biblioteca de funções

/******************************************************************
* PROGRAM: verossim.ox
* AUTHOR: Raydonal Ospina Martnez
* DATE: June 13, 2003.
* VERSION: 0.1.5
* LAST MODIFIED: Novembro 05, 2003. Hora: 11:30
******************************************************************/

/* header files */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>

/* global variables */
static decl s_vy;
static decl s_mX;
static decl s_mXX;
static decl s_mXAumentada ;
static decl s_vlogy;
static decl s_vlog1minusy;
static decl v_vies_desloca;
static decl v_vies_boot;
static decl s_vy_boot;
static decl infoBoot;
static decl parametro;
static decl g_mY;

//funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressao Beta

floglik(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

decl k = rows(vP) - 1;
decl eta = s_mX*vP[0:(k-1)];
decl mu = exp(eta) ./ (1.0+exp(eta));
decl phi = vP[k];
decl ynew = log( s_vy ./ (1.0-s_vy) );
decl munew = polygamma(mu*phi, 0) - polygamma((1.0-mu)*phi, 0);
decl T = diag( exp(eta) ./ (1.0+exp(eta)) .^2 );

adFunc[0] = double( sumc( loggamma(phi) - loggamma(mu*phi)
- loggamma((1-mu)*phi) + (mu*phi-1) .* log(s_vy)
+ ( (1-mu)*phi-1 ) .* log(1-s_vy) ));

//Derivadas analiticas da funcao de log-verossimilhanca
if(avScore)
{
(avScore[0])[0:(k-1)] = phi*s_mX’*T*(ynew-munew);
(avScore[0])[k] = double(sumc( polygamma(phi, 0) - mu .*
polygamma(mu*phi, 0) - (1.0-mu) .* polygamma( (1.0-mu)*phi, 0) +
mu .* log(s_vy) + (1.0-mu) .* log(1.0-s_vy) ));

}

if( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )
return 0;
else
return 1; // 1 indica sucesso
}

//Funcao de log-verossimilhanca para o reamostragem Jacknife
floglikJ(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

decl k = rows(vP) - 1;
decl eta = s_mXX*vP[0:(k-1)];
decl mu = exp(eta) ./ (1.0+exp(eta));
decl phi = vP[k];
decl ynew = log( g_mY ./ (1.0-g_mY) );
decl munew = polygamma(mu*phi, 0) - polygamma((1.0-mu)*phi, 0);
decl T = diag( exp(eta) ./ (1.0+exp(eta)) .^2 );

adFunc[0] = double( sumc( loggamma(phi) - loggamma(mu*phi)
- loggamma((1-mu)*phi) + (mu*phi-1) .* log(g_mY)

+ ( (1-mu)*phi-1 ) .* log(1-g_mY) ));

//Derivadas analiticas da funcao de log-verossimilhanca

103



if(avScore)
{

(avScore[0])[0:(k-1)] = phi*s_mXX’*T*(ynew-munew);
(avScore[0])[k] = double(sumc( polygamma(phi, 0) - mu .*

polygamma(mu*phi, 0) - (1.0-mu) .* polygamma( (1.0-mu)*phi, 0) +
mu .* log(g_mY) + (1.0-mu) .* log(1.0-g_mY) ));
}

if( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )
return 0;

else
return 1; // 1 indica sucesso
}

//Calculo da matriz de informacao e sua inversa (variancia assintotica)
finformacaoFisher(const vp1, const adFunc)
{ //notacao arquivo de Ferrari & Cribari--Neto (2003).

decl p = columns(s_mX);
decl etahat = s_mX*vp1[0:(p-1)];
decl muhat = exp(etahat) ./ (1+exp(etahat));
decl phihat = vp1[p];
decl psi1 = polygamma(muhat*phihat, 1);
decl psi2 = polygamma((1.0-muhat)*phihat, 1);
decl T = diag( exp(etahat) ./ (1.0+exp(etahat)) .^2 );
decl W = diag(phihat*(psi1+psi2)) * T .^2;
decl vc = phihat*(psi1.*muhat-psi2.*(1-muhat));
decl D = diag(psi1.*(muhat.^2)+psi2.*(1.0-muhat).^2-polygamma(phihat,1));
decl tempinv = invertsym(s_mX’*W*s_mX);
decl g = trace(D)-(1.0/phihat)*vc’*T’*s_mX*tempinv*s_mX’*T*vc;
decl K1 = tempinv*(g*unit(p)+(1/phihat)*s_mX’*T*vc*vc’*T’*s_mX*tempinv);
decl K2 = -tempinv*s_mX’*T*vc;
decl fisherinv = (1/(phihat*g))*((K1~K2)|(-vc’*T’*s_mX*tempinv~phihat));

adFunc[0]= fisherinv;

return 1;
}

//funcao para calcular o vetor delta Xiu que sirve para calcular o vies.
fdeltaXiu( const adFunc, const v_mu_est, const d_phi_est,

const v_eta_est, const m_Kbetabeta, const v_Kbetaphi,
const d_Kphiphi, const m_inforK)

{
decl wt = polygamma(v_mu_est*d_phi_est, 1)+polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 1);
decl mt = polygamma(v_mu_est*d_phi_est, 2)-polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2);
decl d_mu_d_eta = exp(v_eta_est) ./((1+exp(v_eta_est)).^2);
decl D_d_mu_d_eta = (exp(v_eta_est).*(1-exp(v_eta_est)))./((1+exp(v_eta_est)).^3);
decl at = 3*((D_d_mu_d_eta ).*(d_mu_d_eta .^2));
decl m_W1 = diag((-0.5*(d_phi_est^2))*(d_phi_est*(mt .*(d_mu_d_eta .^3))+

((1.0/3.0)*(wt .*at ))));
decl ut = (-d_phi_est)*(2*wt+d_phi_est*((v_mu_est .* mt)

+polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2)));
decl ct = d_phi_est*((v_mu_est .* wt)-polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 1));
decl m_W2 = diag( 0.5*((ut .* d_mu_d_eta)+(ct .* D_d_mu_d_eta)).* d_mu_d_eta);
decl m_W3 = diag((-0.5)*((d_phi_est^2)*(((v_mu_est .*mt)

+polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2)) .* d_mu_d_eta)
+(ct .* D_d_mu_d_eta )).* d_mu_d_eta);

decl m_W4 = diag((-0.5*d_phi_est)*((v_mu_est .^2) .* polygamma((v_mu_est)*d_phi_est, 2)
-((1-v_mu_est) .^2) .* polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2)) .* d_mu_d_eta );

decl parcel1 = 2*((v_mu_est .* wt)-polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 1));
decl parcel2 = d_phi_est*(((v_mu_est .^2) .* polygamma((v_mu_est)*d_phi_est, 2)

-((1-v_mu_est) .^2).* polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2)));
decl rt = parcel1+parcel2;
decl m_W5 = diag( (-0.5)*(rt.*d_mu_d_eta));
decl st = (((1-v_mu_est) .^3) .*polygamma((1-v_mu_est)*d_phi_est, 2)

+((v_mu_est) .^3) .*polygamma((v_mu_est)*d_phi_est, 2) )-polygamma(d_phi_est, 2);
decl m_S = diag( (-0.5)*st);
decl v_deltabetabeta = diagonal(s_mX*m_Kbetabeta*s_mX’);
decl termo1_delta = (m_W1*v_deltabetabeta’)+((m_W2+m_W3)*s_mX*v_Kbetaphi)

+(d_Kphiphi*diagonal(m_W4)’);

decl termo2_delta = trace(m_W3*s_mX*m_Kbetabeta*s_mX’)+(d_Kphiphi*trace(m_S))+
diagonal(m_W4+m_W5)*s_mX*v_Kbetaphi;

decl delta_Tilde = termo1_delta|termo2_delta; //widetilde/delta
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adFunc[0] = delta_Tilde;

return 1; // 1 indica sucesso

}

//funcao escore modificada de David Firth
fscore(const avScore, const vP)
{

//funco de ligaco utilizada logit g(x)=log(x/1-x)
decl i_Nobs = rows(s_mX); //numero de observacoes
decl i_Npar = (rows(vP) - 1); //numero de parametros
decl v_eta = s_mX*vP[0:(i_Npar-1)];//regressores
decl v_mu = exp(v_eta) ./ (1.0+exp(v_eta)); //vetor de medias
decl d_phi = vP[i_Npar]; //parametro de dispersao
decl v_yast = log(s_vy ./ (1.0-s_vy)); // yast=log(y/1-y)
decl v_muast = polygamma(v_mu*d_phi, 0)-polygamma((1-v_mu)*d_phi, 0); //media modificada
decl m_T = diag( exp(v_eta) ./ (1.0+exp(v_eta)) .^2 ); //matriz diagonal primeiras derivadas de eta
decl v_one = ones(1,rows(s_mX));
decl v_Ubeta = d_phi*s_mX’*m_T*(v_yast-v_muast); // vetor escore de beta U(beta)
decl v_h = log(1-s_vy)-polygamma((1-v_mu)*d_phi, 0); //vetor auxiliar
decl d_diGphi = i_Nobs*polygamma(d_phi, 0); // digama de phi*N
decl d_Uphi = ((((v_yast-v_muast)’)*diag(v_mu))+v_h’)*ones(i_Nobs,1)+d_diGphi; // U(phi)
decl v_U = v_Ubeta| d_Uphi;

avScore[0] = v_U+v_vies_desloca;

return 1; // 1 indica sucesso
}

//funcao de log-verossimilhanca do modelo de regressao beta para o
// calculo Bootstrap

floglikBoot(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

decl k = rows(vP) - 1;
decl eta = s_mX*vP[0:(k-1)];
decl mu = exp(eta) ./ (1.0+exp(eta));
decl phi = vP[k];
decl ynew = log( s_vy_boot ./ (1.0-s_vy_boot) );
decl munew = polygamma(mu*phi, 0) - polygamma((1.0-mu)*phi, 0);
decl T = diag( exp(eta) ./ (1.0+exp(eta)) .^2 );

adFunc[0] = double( sumc( loggamma(phi) - loggamma(mu*phi)
- loggamma((1-mu)*phi) + (mu*phi-1) .* log(s_vy_boot)

+ ( (1-mu)*phi-1 ) .* log(1-s_vy_boot) ));

//Derivadas analiticas
if(avScore)
{

(avScore[0])[0:(k-1)] = phi*s_mX’*T*(ynew-munew);
(avScore[0])[k] = double(sumc( polygamma(phi, 0) - mu .*

polygamma(mu*phi, 0) - (1.0-mu) .* polygamma( (1.0-mu)*phi, 0) +
mu .* log(s_vy_boot) + (1.0-mu) .* log(1.0-s_vy_boot) ));

}

if( isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]) )
return 0;

else
return 1; // 1 indica sucesso
}

//construcao do intervalo de confianca assintotico Normal
fICCN(const diagFisher, const qantil, const vp)
{

decl k=rows(vp);
decl m_ICC = zeros(k,2);
decl liminf= vp’-(qantil*sqrt(diagFisher));
decl limsup= vp’+(qantil*sqrt(diagFisher));

m_ICC[][0]=liminf’;
m_ICC[][1]=limsup’;

return m_ICC;
}
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//calculo da cobertura do intervalo
fCobertura(const limInf, const limSup)
{

decl cobert= (limInf.<= parametro .&& parametro .<=limSup);
return cobert;

}

//construcao do intervalo de confianca por Bootstrap percentil
fICBOOTPer(const vreamostra, const nivel )
{

decl dims=rows(vreamostra);
decl vlimICB=zeros(3,2);
decl vordem=sortc(vreamostra);
decl posica=dims*nivel;

if(imod(posica,100)==0)
{
decl perc=posica/100;

vlimICB[0][0] = vordem[perc-1][0]; //lim. inf b0
vlimICB[1][0] = vordem[perc-1][1]; //lim. inf b1
vlimICB[2][0] = vordem[perc-1][2]; //lim. inf phi
vlimICB[0][1] = vordem[dims-perc-1][0]; //lim. sup b0
vlimICB[1][1] = vordem[dims-perc-1][1]; //lim. sup b1
vlimICB[2][1] = vordem[dims-perc-1][2]; //lim. sup phi

return vlimICB;
}

else
{
decl perc = floor((posica+nivel)/100);
vlimICB[0][0] = vordem[perc-1][0]; //lim. inf b0
vlimICB[1][0] = vordem[perc-1][1]; //lim. inf b1
vlimICB[2][0] = vordem[perc-1][2]; //lim. inf phi
vlimICB[0][1] = vordem[dims-perc-1][0]; //lim. sup b0
vlimICB[1][1] = vordem[dims-perc-1][1]; //lim. sup b1
vlimICB[2][1] = vordem[dims-perc-1][2]; //lim. sup phi
return vlimICB;
}

}

//funcao escore modificado de David Firth para o calculo do vies Bootstrap
fscoreDFBT(const avScore, const vP)
{

//funco de ligaco utilizada logit g(x)=log(x/1-x)
decl i_Nobs = rows(s_mX); //numero de observacoes
decl i_Npar = (rows(vP) - 1); //numero de parametros
decl v_eta = s_mX*vP[0:(i_Npar-1)];//regressores
decl v_mu = exp(v_eta) ./ (1.0+exp(v_eta)); //vetor de medias
decl d_phi = vP[i_Npar]; //parametro de dispersao
decl v_yast = log(s_vy ./ (1.0-s_vy)); // yast=log(y/1-y)
decl v_muast = polygamma(v_mu*d_phi, 0)-polygamma((1-v_mu)*d_phi, 0); //media modificada
decl m_T = diag( exp(v_eta) ./ (1.0+exp(v_eta)) .^2 ); //matriz diagonal primeiras derivadas de eta
decl v_one = ones(1,rows(s_mX));
decl v_Ubeta = d_phi*s_mX’*m_T*(v_yast-v_muast); // vetor score de beta U(beta)
decl v_h = log(1-s_vy)-polygamma((1-v_mu)*d_phi, 0); //vetor auxiliar
decl d_diGphi = i_Nobs*polygamma(d_phi, 0); // digama de phi*N
decl d_Uphi = ((((v_yast-v_muast)’)*diag(v_mu))+v_h’)*ones(i_Nobs,1)+d_diGphi; // U(phi)
decl v_U = v_Ubeta| d_Uphi;

avScore[0] = v_U+(infoBoot*v_vies_boot);

return 1; // 1 indica sucesso
}

//funcao geradora de Y
fgerador_vY(const func, const v_mu, const d_phi, const cn)
{

decl ci;
decl vecY=zeros(cn,1);
for ( ci = 0; ci < cn; ci++)
{
decl p = (v_mu[ci]*d_phi);
decl q = ((1-v_mu[ci])*d_phi);
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vecY[ci] = ranbeta(1,1,p,q);
}
func[0]=vecY;
return 1;

}

//ciclo bootstrap Cox & Snell
funcReBootCox(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn )
{

decl bi,gerY,dfunc3,vp3,ir3;
decl cfailureboot=0;
decl mBoot = zeros(3,B);

for(bi=0; bi < B; ++bi)
{

decl v_eta_boot = s_mX*vp1[0:1];//regressores
decl v_mu_boot = exp(v_eta_boot) ./ (1.0+exp(v_eta_boot)); //vetor de medias
decl d_phi_boot = vp1[2]; //parametro de precisao

// Geracao do vetor Y de reamostragem
fgerador_vY(&gerY,v_mu_boot, d_phi_boot, cn);
s_vy_boot = gerY;

vp3 = v_thetaIni; //valores iniciais dos parametros Bootstrap

// estimacao por maxima verossimilhanca para o metodo Bootstrap
ir3 = MaxBFGS(floglikBoot, &vp3, &dfunc3, 0, FALSE);

// control da convergencia na estimacao Bootstrap
if( (ir3 == MAX_CONV) || (ir3 == MAX_WEAK_CONV) )

{
mBoot[][bi] = vp3;
}
else
{
++cfailureboot;
--bi;
}
}

return mBoot;
}

//ciclo bootstrap para D. Firth
funcReBootFirth(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn )
{

decl bi,gerY,dfunc3,vp3,ir3;
decl cfailureboot=0;
decl mBoot = zeros(3,B);

for(bi=0; bi < B; ++bi)
{

decl v_eta_boot = s_mX*vp1[0:1];//regressores
decl v_mu_boot = exp(v_eta_boot) ./ (1.0+exp(v_eta_boot)); //vetor de medias
decl d_phi_boot = vp1[2]; //parametro de precisao

// Geracao do vetor Y de reamostragem
fgerador_vY(&gerY,v_mu_boot, d_phi_boot, cn);
s_vy_boot = gerY;

vp3 = v_thetaIni; //valores iniciais dos parametros Bootstrap

// estimacao por maxima verossimilhanca para o Bootstrap
ir3 = MaxBFGS(floglikBoot, &vp3, &dfunc3, 0, FALSE);

// control da convergencia na estimacao Bootstrap
if( (ir3 == MAX_CONV) || (ir3 == MAX_WEAK_CONV) )

{
mBoot[][bi] = vp3;
}
else
{
++cfailureboot;
--bi;
}
}
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return mBoot;
}

//intervalo de confianca de tipo BCa
fICBootAcelerado(const vreamostra, const d_quantil, const vZ, const vA, const B)
{

decl cc,cr,ct,saida;
ct=0;

//inicializacao da matriz de percentis da distribuicao bootstrap dos parametros
decl mPer=zeros(2,3);

//ordenacao das observacoes
decl m0=sortc(vreamostra’);

//inicializacao do vetor dos limites do intervalo de confianca dos parametros
decl vlmt=zeros(1,6);

//percentil inferior b0
mPer[0][0]=probn( vZ[0][0]+(( vZ[0][0]-d_quantil)/(1-vA[0][0]*(vZ[0][0]-d_quantil))));

//percentil inferior b0
mPer[1][0]=probn( vZ[0][0]+(( vZ[0][0]+d_quantil)/(1-vA[0][0]*(vZ[0][0]+d_quantil))));

//percentil inferior b1
mPer[0][1]=probn( vZ[1][0]+(( vZ[1][0]-d_quantil)/(1-vA[1][0]*(vZ[1][0]-d_quantil))));

//percentil inferior b1
mPer[1][1]=probn( vZ[1][0]+(( vZ[1][0]+d_quantil)/(1-vA[1][0]*(vZ[1][0]+d_quantil))));

//percentil inferior phi
mPer[0][2]=probn( vZ[2][0]+(( vZ[2][0]-d_quantil)/(1-vA[2][0]*(vZ[2][0]-d_quantil))));

//percentil inferior phi
mPer[1][2]=probn( vZ[2][0]+(( vZ[2][0]+d_quantil)/(1-vA[2][0]*(vZ[2][0]+d_quantil))));

//obtencao dos limites dos intervalos de confianca dos parametros

for(cc=0;cc<3;++cc)
{

for(cr=0;cr<2;++cr)
{
decl ipr = B*mPer[cr][cc];
decl id = floor(ipr);

if( (ipr-id)==0 )
{
if(ipr>=1)
vlmt[0][ct] = m0[ipr-1][cc];
else
vlmt[0][ct] = m0[ipr][cc];
}
else
{
if(ipr>=1)
vlmt[0][ct]=m0[ipr-1+cr][cc];
else
vlmt[0][ct]=m0[ipr+cr][cc];
}

++ct;
}

}

saida =(vlmt[0][0]|vlmt[0][2]|vlmt[0][4])~(vlmt[0][1]|vlmt[0][3]|vlmt[0][5]);

return saida;

}

//funcao reamostragem Jacknife
funJK(const cn, const v_thetaIni )
{

decl cl,dfuncjk,mEjMV,vro,irj,vIdx;
mEjMV=zeros(cn,3);
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for (cl=0;cl<cn;++cl)
{

vIdx=ones(cn,1);
vIdx[cl][0]=0;
s_mXX=selectifr(s_mX,vIdx);
g_mY=selectifr(s_vy,vIdx);

vro=v_thetaIni;

// parametros da maximizacao por BFGS
MaxControl( 50, -1 );

irj= MaxBFGS(floglikJ, &vro, &dfuncjk, 0, FALSE);
mEjMV[cl][]=vro’;

}
return mEjMV; //estimativas para as replicas jacknife

}

//calculo da constante de aceleracao
faICBCA(const mEJ, const cn)
{

decl vNum, vDev, vAj;

vNum=vDev=vAj=zeros(3,1);

vNum[0][0]=sumc((meanc(mEJ[][0])*ones(cn,1)-mEJ[][0]) .^3);
vNum[1][0]=sumc((meanc(mEJ[][1])*ones(cn,1)-mEJ[][1]) .^3);
vNum[2][0]=sumc((meanc(mEJ[][2])*ones(cn,1)-mEJ[][2]) .^3);

vDev[0][0]=6*(sumc((meanc(mEJ[][0])*ones(cn,1)-mEJ[][0]) .^2))^(3/2);
vDev[1][0]=6*(sumc((meanc(mEJ[][1])*ones(cn,1)-mEJ[][1]) .^2))^(3/2);
vDev[2][0]=6*(sumc((meanc(mEJ[][2])*ones(cn,1)-mEJ[][2]) .^2))^(3/2);

vAj[0][0]=vNum[0][0]/vDev[0][0];
vAj[1][0]=vNum[1][0]/vDev[1][0];
vAj[2][0]=vNum[2][0]/vDev[2][0];

return vAj;

}

//Calculo de la constante Zo de correcao para O IC BCa
fZ0BCA(const vE, const mEB, const B)
{

decl vRz, vZ;
decl mCMP=zeros(B,3);
vRz=vZ=zeros(3,1);

mCMP[][0]=ones(B,1)*vE[][0];
mCMP[][1]=ones(B,1)*vE[][1];
mCMP[][2]=ones(B,1)*vE[][2];

vRz[0][0]=rows(selectifr(mEB[][0],mEB[][0].<mCMP[][0]))/B;
vRz[1][0]=rows(selectifr(mEB[][1],mEB[][1].<mCMP[][1]))/B;
vRz[2][0]=rows(selectifr(mEB[][2],mEB[][2].<mCMP[][2]))/B;

vZ[0][0]=(quann(vRz[0][0]));
vZ[1][0]=(quann(vRz[1][0]));
vZ[2][0]=(quann(vRz[2][0]));

return vZ;

}

//Derivadas da funcao de log-verossimilhanca
funDerloglik(const vP)
{

decl cosa;
decl k = rows(vP) - 1;
decl avScore;
decl eta = s_mX*vP[0:(k-1)];
decl mu = exp(eta) ./ (1.0+exp(eta));
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decl phi = vP[k];
decl ynew = log( s_vy_boot ./ (1.0-s_vy_boot) );
decl munew = polygamma(mu*phi, 0) - polygamma((1.0-mu)*phi, 0);
decl T = diag( exp(eta) ./ (1.0+exp(eta)) .^2 );
decl c1=phi*s_mX’*T*(ynew-munew);
decl c2=double(sumc( polygamma(phi, 0) - mu .*

polygamma(mu*phi, 0) - (1.0-mu) .* polygamma( (1.0-mu)*phi, 0) +
mu .* log(s_vy_boot) + (1.0-mu) .* log(1.0-s_vy_boot) ));

return avScore=(c1|c2);

}

//Loop bootstrap (reamostragem)
funcReBoot(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn )
{

decl bi,gerY,dfunc3,vp3,ir3;
decl cfailureboot=0;
decl mBoot = zeros(3,B);
decl mSKed = zeros(3,B);

for(bi=0; bi < B; ++bi)
{

decl v_eta_boot = s_mX*vp1[0:1];//regressores
decl v_mu_boot = exp(v_eta_boot) ./ (1.0+exp(v_eta_boot)); //vetor de medias
decl d_phi_boot = vp1[2]; //parametro de precisao

// Geracao do vetor Y de reamostragem
fgerador_vY(&gerY,v_mu_boot, d_phi_boot, cn);
s_vy_boot = gerY;

mSKed[][bi] = funDerloglik(vp1);

vp3 = v_thetaIni; //valores iniciais dos parametros Bootstrap

// estimacao por maxima verossimilhanca para o metodo de Bootstrap
ir3 = MaxBFGS(floglikBoot, &vp3, &dfunc3, 0, FALSE);

// control da convergencia na estimacao Bootstrap
if( (ir3 == MAX_CONV) || (ir3 == MAX_WEAK_CONV) )

{
mBoot[][bi] = vp3;

}
else
{
++cfailureboot;
--bi;
}
}

return mBoot|mSKed;

}

//funcao para calcular as coberturas laterais
funTamLateral(const limif, const limsup, const parametro, const rep)
{
decl vNum=zeros(3,2);

vNum[0][0] = 100*sumr( parametro[0][0] .< limif[0][] )/rep;
vNum[1][0] = 100*sumr( parametro[1][0] .< limif[1][] )/rep;
vNum[2][0] = 100*sumr( parametro[2][0] .< limif[2][] )/rep;
vNum[0][1] = 100*sumr( parametro[0][0] .> limsup[0][] )/rep;
vNum[1][1] = 100*sumr( parametro[1][0] .> limsup[1][] )/rep;
vNum[2][1] = 100*sumr( parametro[2][0] .> limsup[2][] )/rep;

return vNum;
}
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B.3. Programa de ligação

/******************************************************************
* PROGRAM: verossim.h
* AUTHOR: Raydonal Ospina Martnez
* DATE: June 13, 2003.
* VERSION: 0.1.5
* LAST MODIFIED: Novembro 05, 2003. Hora: 11:30
******************************************************************/

//Funcoes criadas para a simulacao

//funcao de log-verossimilhanca
floglik(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess);

//calculo da matriz de informacao de Fisher
finformacaoFisher(const vp1, const adFunc);

//funcao geradora do vetor Y
fgerador_vY(const func, const v_mu, const d_phi, const cn);

//funcao escore
fscore(const avScore, const vP);

//funcao para o calculo do vies
fdeltaXiu(const adFunc, const v_mu, const d_phi, const v_eta, const m_Kbetabeta,

const v_Kbetaphi, const d_Kphiphi, const m_inforK);

//funcao de log-verossimilhana do modelo de regressao beta para o
// calculo Bootstrap
floglikBoot(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess);

//construcao de intervalo de confianca assintotico Normal
fICCN(const diagFisher, const qantil, const vp);

//calculo da cobertura do intervalo de confianca
fCobertura(const limInf, const limSup);

//construcao do intervalo de confianca por Bootstrap percentil
fICBOOTPer(const vreamostra, const nivel );

//funcao escore modificada de David Firth para o calculo do vies Bootstrap
fscoreDFBT(const avScore, const vP);

//ciclo bootstrap
funcReBoot(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn );

//ciclo bootstrap Cox & Snell
funcReBootCox(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn );

//ciclo bootstrap D. Firth
funcReBootFirth(const B, const vp1, const v_thetaIni, const cn );

//intervalo de confianca de tipo BCa
fICBootAcelerado(const vreamostra, const d_quantil, const vZ, const vA, const
B);

//funcao geradora da amostra Jacknife
funJK(const cn, const v_thetaIni );

//verossimilhanca jacknife
floglikJ(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess);

//calculo da constante de aceleracion
faICBCA(const mEJ, const cn);

//calculo da constante Zo para O IC BCa
fZ0BCA(const vE, const mEB, const B);

//derivadas da funcao de Log-verossimilhanca
funDerloglik(const vP);

//funcao para calcular as coberturas laterais
funTamLateral(const limif, const limsup, const parametro, const rep);
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B.4. Programa de geração do histograma das 5000 estimativas de máxima
verossimilhança com as diferentes versões de intervalos de confiança, para os
ńıveis de confiança de 90%, 95% e 99%.

#Grafico do histograma das 5000 estimativas de
#maxima verossimilhanca com suas estimativas intervalares

##livrarias principais
library(MASS)
library(KernSmooth)

##letura dos dados
vetor1<-matrix(scan("c:/Alunos/raydonal/graficos/arquivo.txt"),ncol=6,byrow=T)

##Tamanho 40 para phi
postscript("c:/Alunos/raydonal/saida40.eps",horizontal=FALSE,height=7.5,width=5.5, pointsize=10)

#criacao do histograma
x <- vetor1[,1]
h <- dpih(x)/2
xli<-min(x)
xls<-max(x)
bins <- seq(xli-0.001, xls+0.001+h, by=h)
hist(x, breaks=bins, ylim=c(-180,70), xlim=c(xli-0.01,xls+0.15),
type="n",xlab="",yaxt=’n’,ylab="",main="")
abline(h=0)
abline(v=1.5, lty=2)

##Intervalos de confianca 90%
segments( 1.4091, -20, 1.5934, -20, lty=1)
segments( 1.4080, -27, 1.5923, -27, lty=2)
segments( 1.4104, -34, 1.5947, -34, lty=3)
segments( 1.4097, -41, 1.5942, -41, lty=4)
segments( 1.4037, -48, 1.5942, -48, lty=5)
segments( 1.4154, -55, 1.5907, -55, lty=6)
segments( 1.4081, -62, 1.5939, -62, lty=7)

##Intervalos de confianca 95%
segments( 1.3915, -77, 1.6111, -77, lty=1)
segments( 1.3903, -84, 1.6099, -84, lty=2)
segments( 1.3927, -91, 1.6123, -91, lty=3)
segments( 1.3919, -98, 1.6116, -98, lty=4)
segments( 1.3849, -105, 1.6165, -105, lty=5)
segments( 1.3985, -112, 1.6073, -112, lty=6)
segments( 1.3900, -119, 1.6120, -119, lty=7)

##Intervalos de confianca 99%
segments( 1.3570, -134, 1.6456, -134, lty=1)
segments( 1.3558, -141, 1.6444, -141, lty=2)
segments( 1.3582, -148, 1.6468, -148, lty=3)
segments( 1.3551, -155, 1.6441, -155, lty=4)
segments( 1.3461, -162, 1.6504, -162, lty=5)
segments( 1.3633, -169, 1.6381, -169, lty=6)
segments( 1.3499, -176, 1.6479, -176, lty=7)

##legenda limite inferior dos intervalos de confianca
text( 1.4091 - 0.02, -20, " 6.44 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4080 - 0.02, -27, " 6.10 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4104 - 0.02, -34, " 6.66 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4097 - 0.02, -41, " 6.56 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4037 - 0.02, -48, " 5.68 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4154 - 0.02, -55, " 8.06 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.4081 - 0.02, -62, " 6.26 ", cex = .5, srt=90)

text( 1.3915 - 0.02, -77, " 3.56 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3903 - 0.02, -84, " 3.26 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3927 - 0.02, -91, " 3.74 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3919 - 0.02, -98, " 3.62 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3849 - 0.02, -105, " 2.76 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3985 - 0.02, -112, " 4.54 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3900 - 0.02, -119, " 3.36 ", cex = .5, srt=90)

text( 1.3570 - 0.02, -134, " 0.9 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3558 - 0.02, -141, " 0.9 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3582 - 0.02, -148, " 0.96 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3551 - 0.02, -155, " 0.96 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3461 - 0.02, -162, " 0.64 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.3633 - 0.02, -169, " 1.12 ", cex = .5, srt=90)
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text( 1.3499 - 0.02, -176, " 0.84 ", cex = .5, srt=90)

#legenda limite superior dos intervalos de confianca

text( 1.5934 + 0.02, -20, " 5.88 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5923 + 0.02, -27, " 6.10 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5947 + 0.02, -34, " 5.58 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5942 + 0.02, -41, " 5.76 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5942 + 0.02,-48, " 5.20 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5907 + 0.02, -55, " 6.54 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.5939 + 0.02, -62, " 5.88 ", cex = .5, srt=90)

text( 1.6111 + 0.02, -77, " 3.38 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6099 + 0.02, -84, " 3.50 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6123 + 0.02, -91, " 3.24 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6116 + 0.02, -98, " 3.42 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6165 + 0.02, -105, " 2.74 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6073 + 0.02, -112, " 3.92 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6120 + 0.02, -119, " 3.28 ", cex = .5, srt=90)

text( 1.6456 + 0.02, -134, " 0.74 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6444 + 0.02, -141, " 0.78 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6468 + 0.02, -148, " 0.74 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6441 + 0.02, -155, " 1.00 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6504 + 0.02, -162, " 0.74 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6381 + 0.02, -169, " 1.26 ", cex = .5, srt=90)
text( 1.6479 + 0.02, -176, " 0.92 ", cex = .5, srt=90)

#legenda dos niveis de confianca
text( 1.8, -41, " 90% ", cex = .8, srt=90)
text( 1.8, -98, " 95% ", cex = .8, srt=90)
text( 1.8, -155, " 99% ", cex = .8, srt=90)

#legenda do parametro verdadeiro
text(1.48, 74, expression(beta[0]),cex = .9,srt=90)

#segmentos do diferentes tipos de intervalos de confianca
segments( 1.7500, 10+10, 1.7500, 22+10, lty=1)
segments( 1.7650, 10+10, 1.7650, 22+10, lty=2)
segments( 1.7800, 10+10, 1.7800, 22+10, lty=3)
segments( 1.7950, 10+10, 1.7950, 22+10, lty=4)
segments( 1.8100, 10+10, 1.8100, 22+10, lty=5)
segments( 1.8250, 10+10, 1.8250, 22+10, lty=6)
segments( 1.8400, 10+10, 1.8400, 22+10, lty=7)

#legenda do diferentes tipos de intervalos de confianca
text( 1.71, 22+10, " Intervalos", cex = .8, srt=90)
text( 1.73, 22+10, " de Confiana ", cex = .8, srt=90)

text( 1.7500, 30+5, " ICA ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.7650, 30+5, " IACC ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.7800, 30+5, " IACp ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.7950, 30+5, " ICP ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.8100, 30+5, " ICCC ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.8250, 30+5, " ICCP ", cex = .7, srt=90, adj=0)
text( 1.8400, 30+5, " BCa ", cex = .7, srt=90, adj=0)

mtext("n = 40",side=2,line=1)

box() #fecha o grafico
dev.off()#fim
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