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Resumo

Técnicas classicas de regressao linear assumem que oS erros, que representam a compo-
nente aleatoria do modelo, tém variancia constante, ou seja, assumem homoscedastici-
dade. Contudo, esta suposicao ¢é bastante forte e, em uma relevante parte dos problemas
praticos, muito pouco razoavel. A presente dissertacao considera a estimagao consistente
da matriz de covariancias do estimador de minimos quadrados ordinarios em um mo-
delo de regressao linear sob heteroscedasticidade de forma desconhecida. O estimador
mais usado é aquele proposto por Halbert White, conhecido como HCO. Consideramos
também outros estimadores consistentes, a saber: o estimador HC3, que é uma apro-
ximagao do estimador jackknife, e o estimador HC4 proposto por Cribari-Neto (2004),
que leva em consideracao o efeito de pontos de alta alavancagem em amostras finitas.
Dois estimadores consistentes obtidos a partir de esquemas de reamostragem de boot-
strap sao também considerados. Noés propomos, com base no estimador HC4, um novo
estimador: HC5. Este estimador é o primeiro estimador na classe dos estimadores con-
sistentes da matriz de covariancias do estimador de minimos quadrados a incorporar
termos de descontos que se ajustam a variagoes no grau maximo de alavancagem dos
dados. Nos apresentamos resultados de simulacao de Monte Carlo sobre o desempenho
de testes quasi-t cujas estatisticas sao baseadas nos diferentes estimadores consistentes.
A avaliacao é realizada tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade
e os resultados revelam que o teste construido a partir do estimador HC5 tipicamente
apresenta desempenho superior aos demais testes considerados. No que se refere a in-
feréncia via bootstrap, ha muito pouco ganho em amostras finitas em se usar o esquema
de reamostragem de bootstrap ponderado para realizar testes bootstrap, estimando-se
valores p ou valores criticos, ao invés de se utilizar o bootstrap ponderado para estimacao
de erros-padrao a serem utilizados em estatisticas de teste convencionais. Nossos resul-
tados também revelam que a presenca de pontos de alta alavancagem exerce um pa-
pel importante no desempenho dos diferentes estimadores consistentes em amostras de
tamanho tipico. Algumas aplicagoes empiricas sao, por fim, apresentadas.
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Abstract

The chief goal of this thesis is to study the finite-sample behavior of different heteros-
kedasticity-consistent covariance matrix estimators, under both constant and unequal
error variances. We consider the estimator proposed by Halbert White (HCO0), its vari-
ant known as HC3, and Wu’s (1986) weighted bootstrap estimator. Recently proposed
estimators, such as Cribari-Neto’s (2004) HC4 and Cribari-Neto and Zarkos’s (2004)
inversely adjusted weighted bootstrap, are also considered. We propose a new covariance
matrix estimator: HC5. It is the first consistent estimator to explicitly take into account
the effect that the maximum level of leverage of the data has on the associated infer-
ence. Our numerical (Monte Carlo) results show that quasi-t inference based on HC5 is
typically more reliable than inference based on other covariance matrix estimators. We
also present four applications to real data.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracodes iniciais

A andlise de regressao ¢ um dos ramos da teoria estatistica mais utilizados na
pesquisa cientifica. O modelo classico de regressao teve origem nos trabalhos de as-
tronomia elaborados por Gauss no periodo de 1809 a 1821; trata-se de uma técnica
adequada para estudar o efeito de variaveis explicativas sobre uma variavel resposta.
Pouco ainda se conhece sobre as propriedades de inferéncias feitas para este modelo
quando as suposicoes convencionais nao sao validas.

Técnicas classicas de regressao linear assumem que os erros, que representam a com-
ponente aleatoria do modelo, tém variancia constante, ou seja, apresentam a propriedade
de homoscedasticidade. Porém, esta suposicao é bastante forte e, em uma relevante parte
dos problemas praticos, muito pouco razoavel.

Sob suposic¢oes usuais para este modelo, a estimacao dos parametros é comumente
feita utilizando o método de minimos quadrados ordinérios (MQO). Este método, através
de operacoes matriciais de facil implementacao computacional, fornece estimadores de
simples interpretacao e que possuem propriedades desejaveis como nao-viés, consisténcia
e eficiéncia. Quando a suposicao de homoscedasticidade é violada, ou seja, quando a
variancia dos erros nao é constante, dizemos que ha heteroscedasticidade no modelo. A
presenca de heteroscedasticidade ocorre com freqiiéncia quando trabalhamos com dados
de corte transversal.

Sob heteroscedasticidade, o estimador de MQO mantém algumas propriedades de-
sejaveis, tornando-se, contudo, ineficiente, i.e., nao é mais o melhor estimador linear nao-
viesado (BLUE-Best Linear Unbiased Estimator). O estimador usual da matriz de co-
variancias deste estimador torna-se viesado e nao-consistente, tornando pouco confidveis
estimativas intervalares e testes de hipdteses que utilizam tais valores. Uma maneira
de contornar este problema é obter estimadores alternativos que sejam melhores que o
estimador de MQQO. Torna-se razoavelmente facil estimar os parametros de um modelo
de regressao quando os erros sao heteroscedasticos com um padrao de heteroscedasti-
cidade que é determinado por uma funcao cedastica conhecida, ou mesmo quando os
parametros da fungao cedastica sao desconhecidos, mas com forma de heteroscedastici-
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dade conhecida. Contudo, quase sempre o processo gerador das diferentes variancias é
desconhecido.

Um procedimento de estimacao muito usado na pratica para o modelo de regressao
linear na presenca de heteroscedasticidade de forma desconhecida consiste em utilizar
para o vetor de parametros 3 o estimador de minimos quadrados ordinarios, que per-
manece nao-viesado e consistente, juntamente com um estimador para sua matriz de
covariancias que possua propriedades assintoticas desejaveis. Este estimador consistente
da matriz de covariancias do estimador de MQO possibilita a realizacao de inferéncias
no modelo heteroscedédstico sem que seja necessério fazer suposicoes sobre a forma da
heteroscedasticidade.

1.2 Modelo e estimadores

O modelo de interesse é o modelo de regressao linear, definido como

y=XB+e, (1.1)

onde y é um vetor n x 1 de observagoes de uma varidvel dependente, X é uma matriz
n X p (p < n) de regressores fixos com posto(X)=p, # é um vetor p x 1 de parametros
desconhecidos e e é um vetor n X 1 de erros aleatoérios.

As seguintes suposic¢oes sao usualmente feitas:

(i) E(e;) =0,i=1,...,n;
(ii) E(e%) :O'Z-Q, O<UZ-2 <oo,i=1,...,m;
(iii) E(ejes) =0, Vi # s;
(iv) lim (X/TX) = (@, onde @) é uma matriz positiva-definida.
n—oo
(v) lim (X/T\I/X) =5, onde S é uma matriz finita positiva-definida.

n—oo

Das suposigoes acima temos que o vetor dos erros do modelo tem média zero e matriz
de covariancias dada por ¥ = diag{a%, e ,0%}, onde cada elemento 01.2 representa a
variancia do respectivo termo de erro e;, ¢ = 1,...,n. Sob homoscedastidade, 022 =02,
uma constante positiva, para todo 1.

Um dos objetivos centrais em modelagem de regressao ¢é fazer inferéncias sobre 3, ja
que este vetor representa o efeito dos regressores considerados sobre a média da variavel
explicada. Minimos quadrados ordinarios ¢ o método mais comumente utilizado para

estimacao dos parametros do modelo (1.1). O objetivo é estimar § minimizando a soma
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de quadrados dos erros do modelo, expressa por

de=(y—XB)(y — XP).
O estimador de minimos quadrados ordinarios (EMQO) é dado por
b= (X'X)"'X"y
= (X'X)T'X'(XB +¢)
= (X'X)'X'XB+ (X'X) ' Xe
=B+ (X'X) ' Xe.

(1.2)

Utilizando o fato de que X é uma matriz de regressores fixos e a suposi¢ao (i),
podemos obter o valor esperado de b:

E(b) = E[B + (X'X) 1 X'e]
= 54+ (X'X) " XE(e)
= ﬂ

Convém notar que nao é necessario assumir homoscedastidade para se estabelecer a
propriedade de nao-viés do EMQO, sendo necessario apenas assumir que os erros tém
média zero. Sob heteroscedasticidade, além de ser nao-viesado, o EMQO é consistente
para (3, i.e., quando n, o tamanho amostral, aumenta, b converge em probabilidade para
B, o que sera denotado por plim(b) = (. E possivel provar este resultado, utilizando

o0 teorema que garante que se g(-) é uma funcdo continua e z, é qualquer seqiiéncia de
vetores aleatorios, entao

plim g(z,) = g (plim z;,)

se plim z, existe. Por (1.2), temos

plim(b) = plim[3 + (X'X) "1 X¢]

-1
1 1
= [+ plim (—X’X) plim (—X’e) .
n n

Utilizando as suposicoes (i), (ii) e (v), e aplicando a Lei Fraca de Chebyshev (e.g., Rao,
1973, p.112), obtemos



pois X'e = Y | X/e;, onde X; é a i-ésima linha da matriz X, tal que E(X'e) =
iy X/E(e;) = 0. Utilizando o fato de que o limite em probabilidade de uma seqiiéncia
nao-estocastica é simplesmente igual ao seu limite e aplicando o teorema citado, segue

que
X'x\ ! X'x\ !
plim < ) = (plim >
n
X'xX\ 1
= (lim )
n
= Q.
Logo,
plim(b) = f3,

ou seja, b é consistente para 3.
Para avaliar a precisao do estimador de MQO no modelo (1.1), apresentaremos a
sua matriz de variancias e covariancias. Temos que

E[(b—8)(b—B)] = E[(B+ (X' X)™'X'e = )(B+ (X'X) "' X'e - B)]
= B[(X'X) 1 X e’ X (X' X)) Y]
= (X' X)) X'uXx(X' X)L

(1.3)

Se o modelo for homoscedastico, a matriz de covariancias dos erros serd dada por ¥ =
0?1, onde I é a matriz identidade de ordem n. Assim, teremos

cov(b) = o*(X'X) L. (1.4)

O Teorema de Gauss-Markov, enunciado a seguir, garante que a variancia (1.4) é
minima, ou seja, garante a eficiéncia de b, este estimador sendo o melhor estimador
nao—viesado para 3, sob homoscedasticidade.

Teorema (Gauss-Markov). Seja b* = C'y, onde C' é uma matriz de constantes tal que
C'X =1 e sejam vélidas as suposigoes (i), (ii) e (iii) . Entao b é mais preciso do que b*
se b # b*, ou seja,

cov(b*) = cov(b) + A,

onde A é uma matriz positiva-definida.



O resultado de Gauss—Markov implica que, quando h& homoscedasticidade, o esti-
mador de MQO apresenta propriedades amostrais superiores a qualquer outro estimador
de § que seja linear, nao-viesado e consistente. O nosso interesse agora reside em veri-
ficar o que ocorre quando a suposicao (ii) é violada, ou seja, queremos analisar agora as
conseqiiéncias de erros heteroscedasticos sobre o processo de estimacgao de [3.

Quando os elementos diagonais da matriz ¥ nao sao iguais, temos que b continua
sendo um estimador nao-viesado e consistente para (3, contudo em geral deixa de ser
eficiente e, consequentemente, deixa de ser o melhor estimador linear nao-viesado.

E possivel obter um melhor estimador nao-viesado para (3 quando os erros tém matriz
de covariancias E(e¢’) = ¥ = ¢2Q. O primeiro passo nesta direcdo é transformar o
modelo (1.1), multiplicando ambos os lados da igualdade por uma matriz P de dimensao
n X n que apresenta a seguinte propriedade

PQP =1. (1.5)
Como (2 é positiva-definida, a matriz P que satisfaz (1.5) sempre existe. Temos, assim,
que
QO t=rP
Usando a matriz P para transformar o modelo (1.1), obtemos
Py=PXp3+ Pe
ou

v =X"0+¢€", (1.6)
onde y* = Py, X* = PX e ¢ = Pe. O vetor de erro transformado e* tem média
E(e*) = E(Pe) = PE(e) =0
e matriz de covariancias
E(e*e* ) = E(Pee’ P') = PE(ee')P' = o2 PQP = 021

Assim, o modelo transformado é equivalente ao modelo (1.1), exceto pela estrutura
homoscedastica dos erros. Utilizando o critério dos minimos quadrados, o estimador
para o vetor de parametros 5 no modelo (1.6) é dado por

B\G — (X* X*)—IX* y*)
5



que pode ser reescrito como

Ba=(X'PPX)'X'PPy. (1.7)
_ (X/Q—].X)—IX/Q—Iy

Da expressao (1.7) e utilizando as suposi¢oes do modelo (1.1), notamos que

E(Bg) = (X7 X)X E(y)
= X' ' xX)"'x'atxg ,
=p

e que
Vg = cov(fg) = cX(X'Q7 X)L,

Este estimador é conhecido como estimador de minimos quadrados generalizados
(EMQG) e é o melhor estimador linear nao-viesado de /3 no modelo (1.1), onde E(e) =0
e E(ee’) = 0%Q, sendo viélido o teorema de Gauss-Markov, assumindo que a matriz de
covariancias €) é conhecida.

A limitacao deste estimador reside no fato de que, na maioria dos casos, a matriz 2
é desconhecida e entao temos que fazer alguma suposicao sobre a forma de heteroscedas-
ticidade. Uma alternativa é substituir a matriz de covariancia {2 por algum estimador
consistente SA), obtendo-se entao o estimador de minimos quadrados generalizados viavel

(EMQGV)

B=X'0'X)"1X'0 .
Usualmente supoe-se que os elementos de {2 sao fungoes de um pequeno ntimero de

parametros desconhecidos e, desse modo, para os varios modelos de heteroscedasticidade
considerados, €2 é obtido através da estimacao destes parametros.

Apesar da viabilidade de B, as propriedades amostrais deste estimador nao sao
facilmente determinadas. A dificuldade reside no fato de Q e y serem correlacionados,
uma vez que qualquer estimador de 2 depende das observacoes amostrais, nao sendo
possivel tratar -1 como uma matriz dg elementos fixos, o que torna complexa até

mesmo a obtengao de E( 3). Note que [ nao é linear, e assim o Teorema de Gauss—

Markov nao se aplica a este estimador. Contudo, para muitos estimadores de 2, (§ é

-~

consistente, isto é, plim( 3) = 3.
Um procedimento adequado de estimagao no modelo de regressao linear na pre-
senca de heteroscedasticidade de forma desconhecida é utilizar o EMQO para o vetor de
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parametros 3, pois b permanece nao-viesado e consistente, juntamente com um estimador
de sua matriz de covariancias que possua propriedades assintoticas desejaveis, indepen-
dente de uma especificagdo formal para a estrutura da heteroscedasticidade (Galvao,
2000).

Sob homoscedasticidade, temos que o2

7
covariancias de b é dada por 0?(X’X)~! e pode ser facilmente estimada por 52(X’'X)~!,

=02 > 0,isto é, Q = 0I. Entdo, a matriz de

com 02 =¢'¢/(n—p), onde € = [I — X (X'X)"' X'y é o vetor n-dimensional de residuos
de minimos quadrados.

Na presenca de heteroscedasticidade, o estimador 52(X’X)~! nio é mais consistente
nem nao—viesado para a matriz de covariancias de b. Como em um grande numero de
aplicagoes os erros sao heteroscedasticos, ¢ muito importante considerar estimadores mais
confidveis para a variancia de b. Um estimador consistente da matriz de covariancias
de b muito utilizado é o proposto por Halbert White (1980), denotado por HCO. O
estimador de White é obtido substituindo o ¢-ésimo elemento diagonal de ¥ pelo i-ésimo
residuo ao quadrado, resultando em

HCO = (X'X) ' X' T X(X'X) 71,

onde Uy = diag{e?,...,e2}.

Apesar de ser um estimador consistente da matriz de covariancias de b tanto sob
heteroscedasticidade como sob homoscedasticidade, o estimador HCO tende a subestimar
a variancia do estimador de MQO, o que torna este estimador bastante viesado quando
o tamanho da amostra é pequeno. Através de simulagoes de Monte Carlo, Long & Ervin
(2000) constataram que este estimador usualmente nao é apropriado quando o tamanho
da amostra é menor ou igual a 250. Cribari-Neto & Zarkos (1999) e MacKinnon &
White (1985), em estudos de simula¢ao, mostraram que este estimador pode ser muito
viesado quando o tamanho da amostra nao é grande.

Assim como o tamanho amostral, o desenho da regressao, ou seja, a estrutura da
matriz de regressores X, é outro fator que também interfere no desempenho do estimador
de MQO em amostras finitas. Quando a matriz de regressores X contém observacoes
de alta alavancagem, isto é, observacoes que possuem potencial para exercer grande
influéncia sobre o valor predito, o estimador HCO tende a ser muito viesado. Dessa
maneira, o uso de estimativas obtidas a partir de HCO pode levar a inferéncias erroneas.

MacKinnon & White (1985) consideraram trés estimadores alternativos para melho-
rar as propriedades de HCO em amostras pequenas. Um ajustamento simples para HCO,
sugerido por Hinkley (1977), é usar uma corregao de graus de liberdade multiplicando
HCO por n/(n — p). Com esta corre¢ao obtém-se a versao conhecida como HC1, dada

7



por
n
n—p

O ajustamento pelos graus de liberdade em HC1 nao é o tnico caminho para com-

HC1 = (X'X) T X"Tox (X'X) 7

pensar o fato de que os residuos de minimos quadrados ordinarios tendem a subestimar
os erros verdadeiros. Se nao existe heteroscedasticidade, temos que

B[] =El(y - 9)(y —9)]
=E{(I - H)y[(I - H)y]'}
=E[(I - H)yy' (I - H)'
= ME[yy'|M’
=0’ M,
onde H = X(X'X)"'X'"e M = (I — H), usando o fato de que a matriz M é simétrica
e idempotente. Assim,
E[@?] = azmi
= o2(1 - hy),

onde m; e h; sao os i-ésimos elementos diagonais de M e H, respectivamente. Entao,
Horn, Horn & Duncan (1975) sugeriram usar

o; =& /(1 — hy).

Neste contexto, obtém-se o estimador referido como HC2 e definido da seguinte forma:

HC2 = (X'X) ' X Uy X (X' X)L,

~2 ~2
~ e e
Uy = di L. n__ %,

onde

Uma terceira variante do estimador HCO é baseada na técnica denominada ‘jack-
knife’. A idéia bésica desta técnica consiste em recalcular n vezes as estimativas de
minimos quadrados ordinarios para o vetor 3, cada vez retirando uma das observacoes,
e entao usar a variabilidade das estimativas obtidas como estimativa da variancia do
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estimador de MQO original. Seja b(;) o estimador de minimos quadrados ordinérios de

0 baseado em todas as observacoes exceto a i-ésima. E facilmente visto que
b =b— (X'X)7' X5,

onde X; denota a i-ésima linha de X e &; = €;/(1 — h;). Dessa forma, o estimador
‘jackknife’ da matriz de covariancias de b é dado por

n

!
. 1 B n B n
nn >, [bu)—” 12%)] [bu)—” 12%)] :
s=1 s=1

i=1

Apos algumas manipulacoes, esta quantidade pode ser escrita como

n—1

(X' X)X X — () (X ere X)X/ X)L,
n
onde ¥* é uma matriz diagonal n X n cujo i-ésimo elemento diagonal é ’5\%.
Davidson & MacKinnon (1993) definem um estimador, denotado por HC3, que é
também uma modificacao do estimador de White, cujo comportamento é similar ao do

estimador ‘jackknife’, sendo uma aproximacao simples deste estimador. O estimador
HC3 é dado por

HC3 = (X'X) ' XU X(X'X) 71,

3 = dlag (1—h1)2’”'7(1—hn)2 .

Cribari-Neto (2004) propde uma modificagao do estimador HC3, denominada HC4,

onde

que leva em consideracao o impacto de observagoes com alta alavancagem em amostras
finitas incorporando fatores de descontos definidos pela razao entre os graus individuais
de alavancagem e o grau médio de alavancagem. A importancia de considerar o efeito
da alta alavancagem de algumas observacoes pode ser verificada através dos resultados
obtidos em Cribari-Neto & Zarkos (2001), que mostraram que a presenga de pontos de
alta alavancagem no desenho da matriz dos regressores é mais decisiva para o compor-
tamento de estimadores consistentes para a matriz de covariancias de b em amostras
finitas do que o proprio grau de heteroscedasticidade. O estimador HC4 é definido da
seguinte forma:

HCA = (X'X) ' X Uy X(X'X) 71,
9



onde

\/I; = dia /é% 6?1
PTHS N S R (1 = By

0 =min<4, — p =min 4, ——— ¢,

com h =n"" E;L:1 hj,i.e., h é a média dos h;’s. Ou seja,

h.
5i:min{4,n Z}.
p

Aqui, usamos o fato de que a soma de todos os niveis individuais de alavancagem é igual

a p, ou seja,
n
> hy=tr(H) = tr(X(X'X) ' X') = e[ X'X(X'X) 7] = te(L,) = p.
j=1

O expoente controla o nivel de desconto do i-ésimo residuo quadrado e é determinado
pela razao entre h; e a média dos h;’s, h. Como 0<1—"h;<1ed; > 0, segue que
0 < (1—hy)% < 1. O i-6simo residuo ao quadrado deverd ser tanto mais fortemente
inflacionado quanto maior for h; relativamente a h. Este desconto linear é truncado em
4, que equivale a duas vezes o grau de desconto usado pelo estimador HC3. Ou seja,
usa-se 6; = 4 quando h; > 4h = 4p/n. Os resultados numéricos obtidos por Cribari-Neto
(2004) mostram que este novo estimador tem comportamento superior ao do estimador
HC3 em amostras finitas no que diz respeito a testes quasi-t associados.

1.3 Organizacao da dissertacao

A presente dissertagdo de mestrado esta dividida em cinco capitulos. No segundo
capitulo, apresentamos o método bootstrap no contexto do modelo de regressao linear.
No Capitulo 3 propomos um novo estimador (HC5) e avaliamos, sob homoscedasticidade
e heteroscedasticidade, o comportamento de estatisticas quasi-t construidas utilizando
os diferentes estimadores da matriz de covariancias do EMQO. Com base nas taxas de
rejeicao sob a hipotese nula e nos vieses relativos totais dos estimadores indicamos quais
estimadores conduzem a inferéncias mais confiaveis. Nesta avaliagao numérica também é
investigado o efeito da presenca de pontos de alavanca sobre o comportamento dos diver-
sos estimadores. No quarto capitulo sao apresentados os resultados de quatro aplicagoes
empiricas. No Capitulo 5, apresentamos a implementacao dos estimadores consistentes
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da matriz de covariancias do EMQO no software estatistico R. Com isto, acreditamos
que o tema abordado nesta dissertacao é analisado de forma ampla, incluindo aspectos
tedricos, computacionais e aplicados.

1.4 Plataforma computacional

A linguagem de programacao 0x, que foi criada por Jurgen Doornik em 1994, cons-
titui a plataforma computacional utilizada no desenvolvimento desta dissertacao de
mestrado. Esta flexivel linguagem permite a implantacao de técnicas estatisticas com
facilidade e atende a requisitos como precisao e eficiéncia. O apéndice desta dissertacao
contém um programa escrito em 0x que foi utilizado para obtencao dos resultados apre-
sentados neste trabalho. Detalhes sobre esta linguagem de programagao podem ser
encontrados em Doornik (2001). Para a andlise, manipulacao e apresentagao gréfica de
dados, utilizamos o ambiente R, que é uma linguagem de programacao de alto nivel e tem
a vantagem de ser distribuida gratuitamente. Para maiores detalhes sobre a plataforma
R, ver Venables & Ripley (2002); ver também http://www.r-project.org.
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Capitulo 2

Métodos bootstrap

2.1 Introducao

O método bootstrap, introduzido por Efron (1979), ¢ um método de reamostragem
baseado na construcao de subamostras a partir de uma amostra inicial. Na verdade,
trata-se tanto de uma alternativa para o processo inferencial como também de uma
ferramenta de diagnéstico. E bastante ttil quando se deseja avaliar, para um certo esti-
mador, o seu erro padrao, o seu viés, ou ainda quando se quer estimar a distribuicao de
probabilidade do estimador. O método bootstrap pode ser construido paramétrica ou
nao-parametricamente. No bootstrap paramétrico, fazemos suposicoes distribucionais
e reamostramos observagoes da distribuicao postulada, mas usando os valores das es-
timativas dos parametros no processo de geracao de pseudo-amostras. No bootstrap
nao-paramétrico, o processo de reamostragem se da a partir da funcao de distribuigao
empirica dos dados (ou dos residuos quando hé uma estrutura de regressao).

Freedman (1981) e Wu (1986) discutem detalhadamente propriedades do método
bootstrap em anadlises de regressao tratando de dois problemas, o primeiro sendo a
determinacao da precisao dos coeficientes estimados de regressao ou valores ajustados
da resposta média e o segundo sendo o estudo da influéncia da selecao de variaveis ou do
modelo sobre o viés de alguma medida do modelo ajustado. Efron e Tibshirani (1986)
apresentam muitas aplicagoes do método bootstrap para procedimentos estatisticos, tais
como séries temporais e dados censurados. Fisher e Hall (1989) mostram como obter
regioes de confianga via bootstrap quando se utilizam dados circulares.

2.2 O método bootstrap

Considere uma amostra aleatéria y = (y1,...,yn) cujos valores sao realizagoes de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas Y7, ..., Y,, cada uma pos-
suindo funcao de densidade de probabilidade (FDP) e fungao de distribui¢ao acumulada
(FDA) denotadas por f e F, respectivamente. A amostra é usada para realizar inferéncia
sobre alguma caracteristica da populagao, genericamente denotada por 6, através de uma
estatistica T' cujo valor na amostra € ¢.
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H& duas situacoes distintas para diferenciar o bootstrap paramétrico e o nao-para-
métrico. Quando hd um modelo com constantes ajustaveis ou parametros ¢ que deter-
minam completamente f, tal modelo é chamado de paramétrico e métodos estatisticos
baseados neste modelo sao métodos paramétricos. Neste caso, o parametro de interes-
se # é uma componente ou uma funcao de . Quando nenhum modelo matematico
deste tipo é usado, a analise estatistica é nao-paramétrica e usa apenas o fato de que
as variaveis aleatorias Y;’s sao independentes e identicamente distribuidas. Mesmo se
houver um modelo paramétrico plausivel, uma analise nao-paramétrica pode ainda ser
util para avaliar a robustez das conclusoes de uma analise paramétrica.

Um importante papel é desempenhado na analise nao-paramétrica pela distribuigao

1

empirica, que coloca probabilidades iguais a n~" em cada valor y; da amostra. A esti-

mativa usada de F' é a fungao de distribuicao empirica (FDE) I , que € definida como

Ply) = #{y; < y}.
n

Nota-se que o valor do salto da FDE no ponto y; é a proporcao de vezes em que y;

aparece na amostra. Se denotarmos essa proporc¢ao por f;, e se, por exemplo, estivermos

interessados em estimar a média, teremos 0 = Sty fivi. As proporgoes f; podem

assumir valores 0, %, %, ..., 1, satisfazendo >_1" | f; = 1.
De forma mais ampla, a estatistica de interesse ¢ € uma funcgao simétrica de y1, ..., yn,

significando que t nao é afetada pelo reordenamento dos dados. Isto implica que t
depende apenas dos valores ordenados y(qy, ..., Y(,) Ou, equivalentemente, da FDE F.

~

Freqiientemente isto pode ser expresso simplesmente como ¢ = ¢(F'), onde #(-) é uma
funcao estatistica — essencialmente é apenas uma expressao matematica do algoritmo
para computar ¢ a partir de F. Tal funcao estatistica é de importancia central no caso
nao-paramétrico porque também define a quantidade de interesse 6 através de 6 = ¢(F).
Isto corresponde a idéia qualitativa de que € é uma caracteristica da populacao descrita
por F. A mesma definicao de # se aplica em problemas paramétricos, onde # é usualmente
definido como um dos parametros em ).

A relacdo entre a estimativa t e r pode ser geralmente expressa como t = t(ﬁ ),
correspondendo a relagao 6§ = t(F') entre a caracteristica de interesse e a distribuigao. A
fungao estatistica ¢(-) é utilizada para representar a estimativa de # baseada nos dados
observados y1, ..., Yn.

Suponha um modelo paramétrico particular para a distribuicao dos dados y1, . . ., Yn.
Usaremos Fy(y) e fy(y) para denotar a FDA e a FDP, respectivamente. Quando 1) é
estimado por @ — freqlientemente, mas nao invariavelmente, pela sua estimativa de
maxima verossimilhanca — a substituicao por @ no modelo resulta no modelo ajus-
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tado, com FDA I (y) = F@(y), que pode ser usado para se obter conhecimento sobre
propriedades de T', as vezes com exatidao.

A utilizacao do método bootstrap se justifica quando a teoria assintética é intratavel
ou quando, apesar de viavel, as aproximagoes assintéticas de primeira ordem sao impre-
cisas para os tamanhos amostrais disponiveis. Quando, por exemplo, a teoria assintotica
fornece uma aproximagao imprecisa para a distribuicao de uma estatistica de teste, as
diferencas entre o nivel exato do teste (realizado com base em valores criticos assint6ticos)
e o nivel nominal podem ser substanciais. A aplicacdao de bootstrap, neste caso, é de
grande relevancia, uma vez que o método pode reduzir consideravelmente, ou até mesmo
eliminar, distor¢goes de tamanho de testes estatisticos em amostras finitas (Espinheira,
2003). Segundo Horowitz (1997), procedimentos bootstrap simples fornecem aproxima-
¢oes melhoradas para a distribuicao de estatisticas assintoticamente pivotais, mas nao
para a distribuigdo de estatisticas que nao apresentam esta propriedade. Beran (1988)
mostra que se a distribuicao assintotica da estatistica, sob a hipdtese nula, é pivotal,
entao, sob algumas condicoes de regularidade, os tamanhos de testes bootstrap apresen-
tam erros de ordem menor, i.e., erros cujas ordens convergem mais rapidamente para
zero que as ordens dos erros dos testes baseados na teoria assintética de primeira ordem.

2.3 Bootstrap em modelos de regressao

Bootstrap é um método que pode ser usado para avaliar a precisao de estimati-
vas estatisticas baseado em simulagoes. O método bootstrap tipicamente produz uma
aproximagao para a distribuicao da estatistica de interesse que pode ser consideravel-
mente mais precisa do que sua aproximacao assintética de primeira ordem. A aplicagao
de bootstrap em modelos de regressao foi estudada em detalhes por Wu (1986). Mais
recentemente, muitos autores tém investigado o uso deste método em econometria, entre
eles estao Horowitz (1997), Jeong e Maddala (1993), Li e Maddala (1996) e Vinod (1993).
Em sua forma mais simples, o procedimento bootstrap para o modelo de regressao linear
y = X[ + e pode ser descrito como se segue:

1. Retire uma amostra aleatéria ej, ..., e; de € com reposigao.

. Forme uma amostra bootstrap: y* = Xb+ €*, onde ¢* = (e],...,e})".

2 e
3. Calcule o estimador de MQO, b* = (X'X)~1X'y*.

4. Repita os passos de 1 a 3 um grande nimero de vezes (digamos, B).
5

. Calcule a variancia dos B vetores das estimativas obtidas usando o esquema descrito
nos passos de 1 a 4.
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E comum multiplicar os residuos no passo 1 pelo fator \/n/(n —p). O método
bootstrap descrito acima ¢ geralmente conhecido como bootstrap nao-paramétrico e nao-
ponderado ou bootstrap ingénuo nao-paramétrico ou naive. O bootstrap paramétrico
nao-ponderado é semelhante ao descrito acima, mas com o passo 1 substituido por:

la. Retire uma amostra aleatdria ej, ..., e;, de uma distribui¢ao normal com média zero
e variancia 621,,.

Nenhum dos esquemas bootstrap decritos acima leva em consideracao a possibili-
dade de haver heteroscedasticidade. De fato, eles ndo sao nem consistentes nem assin-
toticamente nao-viesados sob heteroscedasticidade; ver Shao (1988) e Wu (1986). Um
estimador robusto a presenca de heteroscedasticidade foi proposto por Wu (1986) e pode
ser descrito como se segue:

1b. Para cada i, i = 1,...,n, retire t; de uma distribui¢ao com média zero e variancia
unitaria.

2b. Forme a amostra bootstrap (y*, X), onde yf = X;b+ t7e;/\/(1 — hi), h; sendo o
i-ésimo elemento diagonal da ‘matriz chapéu’” X (X'X )_1X "e X; sendo a i-ésima linha
de X.

Os passos de 3 a 5 permanecem os mesmos. (O mecanismo deste esquema de
bootstrap consiste do seguinte: obtém-se um conjunto de n selecoes independentes de
uma distribuicao com média zero e variancia unitaria; multiplica-se estes valores pelos
residuos; forma-se uma amostra bootstrap; estima-se  usando a nova amostra; repete-se
o procedimento um grande nimero de vezes (digamos, B); entao, usa-se as estimativas
das B réplicas bootstrap para se obter uma estimativa para var(b). Note que a variancia
de te; ndo é constante quando os erros originais nao sao homosceddsticos. Portanto,
o esquema de bootstrap de Wu leva em consideracao a nao-constancia potencial da
variancia do erro. Este esquema de reamostragem é freqiientemente chamado de pon-
derado ou externo.

Ha diferentes maneiras de reamostrar t*. Uma possibilidade é reamostrar de ay, ...,
an, onde

€, — €5
VT @ - %)

com € = n_ ! > 11 €; quando o modelo de regressao especificado tem um intercepto

a; = y (2.1)

sabemos que € = 0. Esta é uma implementagao nao-paramétrica do esquema bootstrap
de Wu, uma vez que a reamostragem ¢é feita a partir da funcao de distribuicao empirica
dos residuos normalizados. Em uma implementacao paramétrica do bootstrap de Wu,
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os t7’s podem ser selecionados aleatoriamente de uma distribui¢ao especifica, e.g., a
distribuicao normal padrao.

Uma alternativa diferente é o bootstrap ponderado inversamente ajustado. A idéia
é amostrar t7 no esquema de bootstrap ponderado nao com probabilidade 1/n, como
no esquema de Wu, mas com probabilidade que é inversamente proporcional a h;, como
proposto por Cribari-Neto & Zarkos (2003). Seja

=1

Entao, o esquema pode ser descrito da seguinte forma:
lc. Para cada i, 7 =1,...,n, retire t;, de forma independente, de a1, ..., ay, ou seja, de
(2.1). Aqui, a; é selecionado com probabilidade p;, i = 1,...,n; ver (2.2) abaixo.

2c. Forme a amostra bootstrap (y*, X), onde y; = X;b+t7€;/1/ (1 — hi)f", i=1,...,n,

onde
fi = 1, se h;<2p/n
Y13, se h;>2p/n’

Seja p; = v/h;. Entao, > ; p; = 1 implica

n n
Z'yh[l :fyZhi_l =~ =1.
i=1 i=1

Logo,
1

O raciocinio logico é que observagoes com alta alavancagem serao selecionadas no

pi (2.2)

esquema de reamostragem com probabilidade mais baixa, mas mesmo assim positiva,
desta forma reduzindo seu impacto sobre a inferéncia resultante. Isto é, quanto mais alto
for o grau de alavancagem de uma observacao, com menos freqiiéncia seu correspondente
residuo serd selecionado na reamostragem bootstrap. Ou seja, as probabilidades de
reamostragem sao controladas pelos diferentes graus de alavancagem das varias obser-
vacoes.
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Capitulo 3

Proposta de um novo estimador e avaliacao numérica

3.1 Introducao

O presente capitulo encontra-se dividido em trés partes. A primeira parte propoe
uma modificacao do estimador HC4, que nés denominamos HC5 e que, tal como o esti-
mador HC4, leva em consideracao o impacto de observagoes com alta alavancagem em
amostras finitas mas o estimador HC5H é o primeiro estimador na classe de estimadores
consistentes da matriz de covariancias de b a levar em consideracao o nivel maximo de
alavancagem. A segunda parte do capitulo consiste de uma investigacao numérica dos
comportamentos em amostras finitas de estatisticas quasi-t baseadas nos diferentes esti-
madores das variancias dos erros, através de simulacoes de Monte Carlo implementadas
na linguagem de programacao matricial 0x (Doornik, 2001). Com base em dois critérios
de avaliagao, viés relativo total dos diferentes estimadores e taxas de rejeicao associa-
das a estatisticas quasi-t, a segunda parte deste capitulo tem por objetivo examinar
o comportamento dos estimadores consistentes apresentados anteriormente, destacando
aqueles que apresentam desempenho superior. Na terceira parte comparamos, através
de avaliacoes numéricas, os desempenhos de testes quasi-t baseados nos estimadores de-
nominados wu e invwu com os desempenhos de dois testes bootstrap, um que usa o
esquema de reamostragem de bootstrap ponderado e um outro que utiliza o esquema
de reamostragem ponderado com probabilidades de amostragem inversamente propor-
cionais as medidas de alavancagem. Os desempenhos dos testes sao avaliados com base
nas taxas de rejeicao da hipdtese nula, sendo a hipdtese alternativa bicaudal e a geragao
dos dados realizada sob a hipdtese em teste.

A avaliacao numérica também sera realizada em duas etapas. Na primeira etapa,
o conjunto de dados utilizado consiste de precos de agoes e precos ao consumidor no
periodo pds-Segunda Guerra Mundial (até 1969) e foi extraido de Cagan (1974, p.4). Na
segunda etapa, o conjunto de dados usado consiste de dados sobre despesas per capita
em escolas publicas e renda per capita por estado nos Estados Unidos em 1979, estes
dados tendo sido extraidos de Greene (1997).

17



3.2 Proposta de um novo estimador

Com o intuito de melhorar a confiabilidade de inferéncias realizadas a partir do
estimador HC4, propomos a seguir um novo estimador, denominado HC5, modificando
apenas a estrutura do expoente do termo (1 — h;) utilizado na definicao de HC4. No
estimador HC5, proposto aqui, usa-se

Q;; = min {@,max {4, khflax}} , (3.1)
h h

onde k é uma constante pré-especificada, 0 < k£ < 1. Portanto, o novo estimador é

definido da seguinte forma:

HC5 = (X'X) ' XU X (X' X) 71,

onde ) )
et e

<1—h1>al"“’<1—5n>an}

. h; khmax . nh; nkhmax
; =min{ —,maxq 4, —— =min ¢ —,max< 4, ———— ,
h h p p

sendo h = n~! 2?21 hi, i.e., h é a média dos h;’s, hmax sendo o h; méximo. Note que

@5 = diag {

h = %, o que conduz a segunda igualdade acima.

O expoente controla o nivel de desconto da observacao e é determinado pela razao
entre hmax € a média h dos h;’s e pela razdo entre h; e h. Como 0 < (I1—h)<le
a; > 0, segue que 0 < (1 —h;)% < 1. Se h;/h < 4 temos que o; = h;/h e se k = 0 temos
que o estimador HC5 se reduz ao estimador HC4 proposto por Cribari-Neto (2004). Se
k = 1, temos também «; = h;/h = nh;/p.

Note que o estimador HC5 possui uma diferenca marcante em comparacao com o
estimador HC4 proposto por Cribari-Neto (2004): o novo estimador leva em considera-
¢ao nao apenas a razao entre a i-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel médio de
alavancagem (h), mas também o impacto que o niwel mdzrimo de alavancagem (hpyay)
exerce sobre a inferéncia resultante.

De fato, o estimador HC5 é o primeiro estimador na classe de estimadores consis-
tentes da matriz de covariancias de b a incorporar em sua definicao termos de desconto
dos quadrados dos residuos que se ajustam a variagoes no grau maximo de alavancagem.

Estes termos de desconto sao adaptaveis, definindo-se apropriadamente o valor da
constante k. Os resultados obtidos na avaliacdo numeérica apresentados na Secao 3.3
sugerem que, com k = (0.7, este novo estimador tem comportamento superior a todos os
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outros estimadores em amostras finitas no que diz respeito a testes quasi-t associados.
Este valor foi escolhido apds varias avaliagoes numéricas, mostrando-se adequado no que
diz respeito a controlabilidade do erro tipo I de testes quasi-t associados em amostras
de tamanho tipico.

As Figuras 3.1 e 3.2 apresentam gréficos de «;, expoente do termo (1 — h;) dos
estimadores HC3, HC4 e HC5 versus a razao entre a i-ésima medida de alavancagem
(h;) e o nivel médio de alavancagem (h). Na Figura 3.1 consideramos um caso em que
o estimador HC5 coincide com o estimador HC4 fazendo khmax/h = 3.89, enquanto que
na Figura 3.2 consideramos um caso mais extremo, onde khpyax /E = 7.59. Notamos
que quando o nivel méximo de alavancagem nao é acentuado (Figura 3.1), o estimador
HC5 coincide com o HC4. Por outro lado, quando a alavancagem maxima é extrema
(Figura 3.2), o estimador HC5 difere do estimador HC4, sendo definido de forma que o
valor maximo de «; seja mais elevado, de forma a atenuar a tendéncia liberal dos testes
associados.

O estimador HC) proposto nesta se¢ao poderia, alternativamente, ser definido usan-

do

De fato, resultados de simulacao nao apresentados nesta dissertacao sugerem que
estas duas formas do estimador possuem propriedades similares em amostras finitas.
Nés optamos pela (3.1) porque ela generaliza o estimador HC4 de Cribari—Neto (2004),
ou seja, o estimador HC4 passa a ser um caso especial do estiamdor HC5.

3.3 Avaliacdo numérica

O experimento de Monte Carlo da primeira avaliacao numérica é baseado no modelo
de regressao linear

vi = Bo+ brxi +u, i=1,...,n.

A covariavel x; corresponde a variacao percentual anual dos precos ao consumidor em
vinte paises, no periodo posterior a Segunda Guerra, até 1969. Cada uma das observacoes
de x é repetida duas, trés, quatro e cinco vezes para formar amostras de tamanhos

n = 40,60, 80, 100, que sao mantidas constantes em todo experimento. Isto garante
2

que A = max(o?)/min(0?), uma medida do grau de heteroscedasticidade, mantém-se
constante para os diferentes tamanhos amostrais, e que os resultados da simulacao sao

apenas afetados pelo crescente niimero de observagoes. Em nossos estudos de simulagao

19



Figura 3.1: Razao entre a i-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel

médio de alavancagem (h) versus «;, expoente do termo (1 — h;) dos esti-
madores HC3, HC4 e HC5, quando khmax/h = 3.89 (com k = 0.7).
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Figura 3.2: Razao entre a i-ésima medida de alavancagem (h;) e o nivel

médio de alavancagem (h) versus «;, expoente do termo (1 — h;) dos esti-
madores HC3, HC4 e HC5, quando khpax/h = 7.59 (com k = 0.7).
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utilizamos Gy = 1 e #; = 0. Sob homoscedasticidade A = 1 e sob heteroscedasticidade o
valor de \ depende da especificagao da funcao cedéstica, tendo-se A > 1.

Nesta primeira etapa, consideramos dois conjuntos de dados; o primeiro é o conjunto
de dados completos mencionado anteriormente, ao passo que, no segundo conjunto de
dados, nds identificamos e retiramos os pontos de alta alavancagem. A funcao cedastica
foi especificada como

(712 = eXp{Cl + szi}-

Simulacoes sob homoscedasticidade foram realizadas com ¢; = ¢g = 0. Para dados
heteroscedésticos, obtivemos dois valores para A; primeiro usamos c¢; = ¢ = 0.110, que
resulta em um grau de heteroscedasticidade A = 14.48, e depois usamos ¢; = c3 = 0.161,
que resulta em A = 50.01 para o primeiro conjunto de dados (‘dadosl’). Para o segundo
conjunto de dados (‘dados2’), que ndo contém pontos de alavanca, também obtivemos
dois valores para A. Utilizamos ¢; = cg = 0.430, que produz A = 15.01, e ¢ = ¢ =
0.625, que resulta em A = 51.29. Os desempenhos dos vérios estimadores da matriz de
covariancias considerados no experimento de Monte Carlo foram avaliados com base em:
(a) tamanho: o tamanho do teste quasi-t associado da hip6tese nula Hy : 31 = 0 contra
Hi : (1 # 0; (b) viés relativo total: o viés relativo total é definido como a soma dos
valores absolutos dos vieses relativos das as variancias estimadas de by e by. Isto é, para
cada estimador foi estimado
| B{@ ()} — var(bo) | | | B{@i(h)} = var(h) |
var( bo) var( by) ’

onde ‘var’ denota o estimador de interesse. Os experimentos de simulacao sao baseados
em 5000 réplicas de Monte Carlo e 500 réplicas de bootstrap (i.e., um total de 2.500.000
de réplicas por experimento).

Seis experimentos de Monte Carlo foram realizados, dois sob homoscedasticidade
e quatro sob heteroscedasticidade. Como ja foi mencionado anteriormente, o conjunto
de dados usado é uma amostra de tamanho 20 retirada de Cagan (1974). Isto é o que
chamamos de ‘dadosl’. O segundo conjunto de dados é obtido retirando uma observacao
identificada como ponto de alta alavancagem (seu h; excede 3p/n); esta observagao
corresponde ao Chile, que tem uma alavancagem muito alta hcpjle = 0.929 ao passo que
3p/n = 0.300.

Os resultados das simulagoes relativos as taxas de rejeicao dos diferentes testes quasi-
t, aos niveis nominais de 10%, 5% e 1% (ou seja, as probabilidades de rejeigao da hipotese
nula quando esta de fato é verdadeira), sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade,
para o conjunto de dados originais de Cagan (‘dadosl’) encontram-se no Quadro 3.1
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(subdividido em 3.1a e 3.1b). O Quadro 3.2 (subdividido em 3.2a e 3.2b) apresenta re-
sultados para o conjunto de dados sem alavancagem (‘dados2’). Os principais resultados
encontram-se resumidos a seguir.

Primeiro, o teste cuja estatistica usa o estimador de minimos quadrados ordindarios
da variancia apresenta desempenho satisfatorio, com ou sem presenca de pontos de alta
alavancagem, sob homoscedasticidade, como se esperava. Sob heteroscedasticidade, os
percentuais de rejeicao para o teste que utiliza este estimador nao se aproximam dos
niveis de significancia assintoticos considerados. Por exemplo, para n = 100 e A = 50.01
as taxas de rejeigao do teste sao iguais a 66.10%, 60.02%, 49.28% para os niveis nominais
10%, 5% e 1%, respectivamente.

Segundo, o teste construido a partir do estimador white também nao apresenta
comportamento confidvel; tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedastici-
dade suas taxas de rejeicao sao consideravelmente altas. Para n = 40 e A = 14.48, ao
nivel nominal de 5%, este teste rejeita a hipotese nula 36.22% das vezes.

Terceiro, o teste baseado no estimador HC3 apresenta taxas de rejeicao menores que
as taxas apresentadas pelo teste baseado no estimador white. E importante comentar
que, apesar dos testes quasi-t associados ao estimador HC3 terem apresentado menores
distorcoes de tamanho em relacao ao teste baseado no estimador white, suas taxas de
rejeicao ficaram sempre acima dos niveis de significancia correspondentes, sendo estes
testes, portanto, liberais.

Quarto, sob homoscedasticidade, o teste baseado no estimador bootstrap naive apre-
senta resultados muito bons, com tamanhos empiricos préximos aos niveis nominais. Sob
heteroscedasticidade, contudo, o teste que usa o estimador bootstrap naive é considera-
velmente liberal, assim como teste baseado no estimador ols.

Quinto, os testes baseados nos estimadores ols, white, naive e wu sao consideravel-
mente mais liberais nos ‘dadosl’ do que nos ‘dados2’. Por exemplo, no primeiro caso, e
para n = 80, os tamanhos correspondentes (no nivel nominal de 5% e sob heteroscedas-
ticidade, A = 14.48) sao 47.10%, 17.82%, 48.22% e 13.76%. No segundo caso (‘dados2’,
n =76e\ = 15.02), os tamanhos empiricos correspondentes sao 25.68%, 11.78%, 25.84%
e 10.16%, respectivamente.

Sexto, os testes baseados nos estimadores HC5 e invwu apresentam tamanhos in-
feriores aos niveis nominais de significancia (10% e 5%), sob homoscedasticidade e he-
teroscedasticidade, para n = 20 e n = 40. O teste baseado no estimador HC5 tem
desempenho melhor do que o teste baseado em invwu quando os dados nao contéem
observagoes influentes, o inverso acontecendo quando os dados tém pontos influentes.

Sétimo, os testes baseados no estimadores HC3 e wu apresentam desempenho simi-
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lares, sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade na presenca e auséncia dos pontos
de alavanca, exceto para n = 20 e A = 50.01.

Oitavo, os testes quasi-t baseados nos estimadores white, HC3 e HC4 sao liberais;
os testes baseados no estimadores HC5 e invwu sao tipicamente os mais confiaveis.

A Figura 3.3 mostra quatro graficos correspondentes aos ‘dadosl’ (dados com pontos
de alta alavancagem); os dois gréficos superiores sao relativos a erros homoscedésticos,
a0 passo que os graficos inferiores sao para o caso de heteroscedasticidade, A = 14.48. Os
tamanhos das amostras sao n = 40, 80. Apresentamos as diferencas entre quantis exatos
(estimados por simulagao) e quantis assintéticos (da distribui¢ao normal padrao) contra
quantis assintéticos de quatro estatisticas de teste selecionadas: aquelas que utilizam em
suas formulagoes HC3, HC4, HC5 e invwu. Quanto mais préximo as linhas estiverem da
linha horizontal (sélida) desenhada em zero, mais confidvel é a inferéncia. A Figura 3.3
claramente revela que as estatisticas de teste baseadas em HC5 e invwu tém distribuigao
nula em amostras finitas que sao tipicamente melhor aproximadas pela distribuicao nula
assintotica. Esta aproximacao funciona bem para os testes baseados nestes estimadores
especialmente entre —2 e 2 quando n = 80. Podemos observar ainda que o teste baseado
no estimador HC4 apresenta menores distor¢oes de tamanho do que aquele que usa HC3.

Os Quadros 3.3 e 3.4 apresentam os vieses relativos totais dos seguintes estimadores:
ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu e invwu. Estes resultados, obtidos por simulacao
correspondem respectivamente a ‘dadosl’ e ‘dados2’. Os resultados nos Quadros 3.3 e
3.4 levam a varias conclusoes interessantes.

Primeiro, o estimador ols funciona muito bem sob homoscedasticidade, mas é bas-
tante viesado quando as variancias dos erros nao sao iguais. Sob heteroscedasticidade,
para todos os tamanhos amostrais considerados, seu viés relativo total excede 100%.

Segundo, o estimador white apresenta vieses relativamente grandes em quase todos
os casos. Por exemplo, para n = 19 e A = 51.29 (Quadro 3.4) seu viés relativo total
excede 100%.

Terceiro, o estimador HC3 mostra-se superior ao estimador white, tanto sob ho-
moscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade. Para exemplificar, notamos que para
n =40 e A = 14.48 (Quadro 3.3), o viés relativo total do estimador white estd em torno
de 89%, enquanto que o estimador HC3 apresenta viés relativo total de apenas 8%.

Quarto, os estimadores HC4 e HC5 mostram-se bastante viesados quando os dados
incluem pontos de alta alavancagem (‘dadosl’). Por exemplo, quando o tamanho da
amostra ¢ 20 e o grau de heteroscedasticidade é 14.48, o viés relativo total do estimador
HC4 excede 100%, enquanto que, sob as mesmas condicoes, mas sem os pontos de alta
alavancagem nos dados, seu viés relativo total estd em torno de 43%. O viés relativo total
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do estimador HC5 excede 100% em quase todos os casos, exceto sob homoscedasticidade
e quando n é 80 ou 100.

Quinto, em relacao aos estimadores bootstrap naive e wu, o ultimo mostra-se, em
quase todos os casos, superior ao primeiro. Para exemplificar, notamos que para n = 57
e A = 15.01, o viés relativo total do estimador naive excede 100%, enquanto que o
estimador wu apresenta viés relativo total de apenas 12%.

Sexto, o estimador invwu se mostra bastante viesado no caso de dados com pontos
de alta alavancagem (‘dadosl’). Por exemplo, considerando n = 40 e A = 50.01, o viés
relativo total deste estimador fica em torno de 68%, ao passo que sem os pontos de
alavancagem (‘dados2’) este valor é apenas 3%.

Os Quadros 3.5 e 3.6 apresentam os quatro primeiros momentos amostrais (média,
variancia, assimetria e curtose) das estatisticas de teste baseadas nos estimadores white,
HC3, HC4, HC5, wu e invwu para os dados com os pontos de alavanca (‘dadosl’) e para
os dados sem os pontos de alavanca (‘dados2’).

A estatistica de teste baseada no estimador HC5 apresenta uma menor dispersao na
presenca dos pontos de alavanca, seguida da que usa o estimador invwu, sob homoscedas-
ticidade e heteroscedasticidade. Por exemplo, para n = 20 e A\ = 14.48, a variancia da
estatistica de teste baseada no estimador HC5 é 1.208, que é aproximadamente dezessete
vezes menor que a variancia da estatistica de teste baseada no estimador HC3. Quando
nao ha os pontos de alavanca nos dados, temos que a menor variancia é da estatistica de
teste baseada no estimador invwu, exceto quando n = 94 e A = 15.01. Para exemplificar,
considere n = 19 e A = 15.01; a variancia de estatistica de teste baseada no estimador
invwu é 1.213, enquanto que a estatistica do teste baseada no estimador HC5, que co-
incide com o estimador HC4, é 1.980. Sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade,
a estatistica de teste baseada no estimador white apresenta a maior variancia, tanto na
presenca como na auséncia dos pontos de alavanca. Por exemplo, sob heteroscedasti-
cidade (A = 14.48) e n = 20, a variancia da estatistica de teste baseada no estimador
white é 61.079, enquanto que a variancia de estatistica do teste baseada no estimador
HC4 ¢ 6.264.

Verificando o grau de afastamento da simetria, isto é, assimetria, notamos que em
muitos casos as distribuigoes das estatisticas de teste baseadas nos estimadores sao as-
simétricas negativas (a esquerda), ou seja, as distribuigoes apresentam cauda mais alon-
gada a esquerda da ordenada maxima do que a direita. Em relacao a curtose (grau de
achatamento da distribuicao) podemos notar que em todos os casos as distribuigoes das
estatisticas de teste baseadas nos estimadores apresentados sao leptocturticas, ou seja,
revelam um alto grau de afilamento, superior ao da distribuicao normal padrao. As
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maiores curtoses sao apresentadas pela estatistica de teste baseada no estimador HC5;
por exemplo, sob heteroscedasticidade (A = 14.48) e n = 20 a sua curtose é 108.855, que
¢é aproximadamente quatorze vezes maior que a curtose da estatistica de teste baseada
no estimador HC3.

Com o propésito de ilustrar algumas conclusoes anteriores, na Figura 3.4 apresenta-
mos os graficos das densidades estimadas de duas estatisticas de teste (aquelas baseadas
em HC3 e HC5), sob heteroscedasticidade (A = 14.48), para n = 20, 100. Através destes
graficos podemos notar que a distribuicao da estatistica de teste baseada no estimador
HC5 revela um alto grau de afilamento, superior ao da distribuicao normal padrao ao
passo que a distribuicao da estatistica que usa HC3 apresenta dispersao substancial-
mente maior que a da distribui¢ao assintética de referéncia. Para n = 100 percebemos
que a distribuicao da estatistica do teste baseado no estimador HC3 se encontra mais
préoxima da distribuicao normal padrao.

O experimento de Monte Carlo da segunda avaliagao numérica é baseado no modelo
de regressao linear

yi = Bo + Brxi1 + Paxiz + ;.

As covaridveis, x1 e 2, sdo a renda per capita (reescalonada por 10_4) e o quadrado
da renda per capita, respectivamente, com um total de 50 observacoes. Cada uma das
observagoes de x1 e x9 € repetida duas e trés vezes para formar amostras de observacoes
de tamanhos n = 100, 150, que sao mantidas constantes ao longo do experimento. Em
nossos estudos de simulagao utilizamos fy = 51 =1 e B2 = 0.

A exemplo do que foi feito anteriormente, utilizaremos dois conjuntos de dados; o
primeiro é o conjunto de dados retirado de Greene (1997) e o segundo conjunto é obtido
retirando dos dados os pontos de alta alavancagem. A funcao cedastica foi especificada
como

022 = exp{c] + comi1 }-

Simulacoes sob homoscedasticidade foram realizadas com ¢; = ¢ = 0, ao passo que
para dados heteroscedasticos consideramos dois valores para A; primeiro usamos ¢y =
c2 = 5.30, que resulta em A\ = 15.04, depois usamos c¢; = ca = 0.93, que resulta em
A = 50.05 para o primeiro conjunto de dados (‘dados3’). Para o segundo conjunto
de dados (‘dados4’), também consideramos dois valores para A: utilizamos ¢; = 0 e
co = 7.65, que produz A = 15.02, e ¢c; = 0 e co = 13.45, que resulta em A = 50.30.
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Quadro 3.1a: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3, HC4,
HC5, naive, wu e invwu no modelo y; = By + f1xi1 + e;, €; ~ (0,exp{c1 + cax;}), i = 1,...,n, para
n = 20,40,60. Os niveis nominais considerados sdo o = 0.10,0.05,0.01 (com pontos de alavanca) -
‘dadosl’.

n =20
A 1.00 14.48 50.01
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 11.88 6.48 1.74 61.10 54.50 42.60 76.34 72.48 64.32

white 52.98 45.58 33.24 83.02 79.68 73.40 90.24 88.48 88.38
HC3 27.96 22.02 14.38 61.68 54.08 43.42 33.98 29.02 22.30

HC4 8.32 6.52 4.26 19.40 15.70 11.58 20.48 16.40 11.70
HC5 1.18 1.00 0.56 3.68 2.86 2.34 3.56 3.18 2.20
naive 12.00 6.58 1.80 61.20 54.64 42.62 76.50 72.50 64.32
wu 28.06 22.20 14.48 61.86 54.18 43.58 74.16 67.92 56.18
invwu 1.74 1.20 0.70 5.08 4.12 2.84 4.88 4.02 3.16
n =40
A 1.00 14.48 50.01
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 10.98 5.80 1.36 56.36 48.92 36.10 69.76 64.40 54.54

white 30.72 24.20 15.28 41.25 36.22 27.28 43.18 37.70 29.52
HC3 23.32 17.98 11.00 32.64 27.30 20.64 33.98 29.02 22.30
HC4 17.04 13.06 7.80 24.60 20.42 14.66 25.84 21.78 16.16
HC5 10.98 8.00 4.28 16.22 13.22 9.10 17.50 14.50 10.44

naive 10.94 5.72 1.50 56.58 48.86 36.34 69.92 64.48 54.52
wu 23.50 18.00 11.06 32.56 27.44 20.60 34.02 29.06 22.36
invwu 11.60 8.54 4.50 18.16 14.32 10.16 20.48 16.40 11.70
n = 60
A 1.00 14.48 50.01
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 11.28 5.70 1.06 55.84 48.60 36.32 67.94 62.36 52.10
white 24.10 17.98 7.06 30.26 23.42 15.96 30.56 24.44 16.46
HC3 19.38 13.94 5.38 23.50 18.32 11.60 24.20 18.80 12.24
HC4 15.38 10.76 3.66 18.36 14.14 8.44 18.64 14.36 8.90
HC5 10.64 6.84 2.44 12.84 9.26 5.46 13.12 9.70 5.74
naive 11.50 5.96 1.10 55.84 48.54 36.16 67.92 62.30 54.04
wu 19.36 14.08 5.50 23.44 18.38 11.70 24.20 18.86 12.30
invwu 11.10 7.16 2.54 15.14 10.98 6.12 19.56 13.84 7.52
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Quadro 3.1b: Porcentagens de rejeicdo de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3,
HC4, HC5, naive, wu e invwu no modelo y; = By + f1zi1 + €5, e; ~ (0,exp{c1 + cax;}), i = 1,...,n,
para n = 80,100. Os niveis nominais considerados sao « = 0.10,0.05,0.01 (com pontos de alavanca) -
‘dados1’.

n =80
A 1.00 14.48 50.01

Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

ols 10.84 5.54 1.06 55.56 47.90 35.74 67.16 61.38 50.60
white 20.22 13.86 7.06 23.74 17.82 10.12 23.90 17.88 10.32
HC3 16.32 11.02 5.38 19.20 13.70 7.84 19.48 13.98 7.96
HC4 13.00 8.42 3.66 15.00 10.48 5.72 15.32 10.66 5.88
HC5 9.44 6.22 2.44 10.84 7.54 3.64 11.00 7.62 3.82
naive 10.80 5.52 1.10 55.58 48.22 35.88 67.18 61.36 50.60

wu 16.56 11.06 5.50 19.30 13.76 7.84 19.66 14.12 8.04
invwu 9.82 6.34 2.54 14.02 9.62 4.50 20.24 14.20 6.74

n = 100
A 1.00 14.48 50.01

Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

ols 10.30 5.72 1.12 54.92 47.42 34.54 66.10 60.02 49.28
white 18.12 11.92 5.02 21.00 14.56 7.58 21.36 14.90 7.74
HC3 15.02 9.68 3.80 16.96 11.84 5.34 17.08 11.92 5.62
HC4 12.30 7.58 3.04 13.92 9.12 4.12 14.08 9.14 4.32
HC5 9.18 5.26 2.10 10.26 6.48 2.80 10.28 6.46 2.86
naive 10.50 5.58 1.14 54.98 47.16 34.56 66.20 60.32 49.16

wu 15.06 9.58 3.88 17.38 11.68 5.40 17.56 11.86 5.62
invwu 9.64 5.42 2.26 14.50 8.84 3.92 22.02 14.84 6.26
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Quadro 3.2a: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3, HCA4,
HCS5, naive, wu e invwu no modelo y; = By + S1zi1 + ¢ei, e; ~ (0,exp{ci + cox;}), i = 1,...,n, para
n = 19,38,57. Os niveis nominais considerados sdo a = 0.10,0.05,0.01 (sem pontos de alavanca) -
‘dados2’.

n =19
A 1.00 15.02 51.29
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 12.20 6.80 1.98 38.00 29.52 14.76 53.98 45.46 29.40

white 23.46 16.94 8.78 42.22 32.56 18.70 50.88 38.84 21.42
HC3 17.70 12.24 5.56 28.22 20.26 10.38 30.14 20.98 10.36
HC4 14.00 9.60 4.30 18.18 12.56 6.64 16.22 11.38 5.72
HC5 14.00 9.60 4.30 18.18 12.56 6.64 16.22 11.38 5.72
naive 12.34 6.90 1.98 38.04 29.50 14.92 53.82 45.34 29.36

wu 17.88 12.28 5.56 28.22 20.52 10.42 30.34 20.88 10.34
invwu 9.02 5.94 2.20 10.08 7.46 3.68 8.46 5.86 2.98
n =38
A 1.00 15.02 51.29
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 11.02 5.96 1.30 35.10 26.40 14.00 48.34 39.86 26.12

white 17.08 11.04 4.04 27.38 19.40 9.80 31.04 22.84 11.36
HC3 14.40 8.94 3.10 21.64 14.92 6.58 24.88 17.10 7.28
HC4 12.32 7.54 2.64 16.84 11.48 4.64 19.36 11.98 4.28
HC5 12.32 7.54 2.64 16.84 11.48 4.64 19.36 11.98 4.28

naive 10.92 5.66 1.28 34.98 26.24 14.08 48.16 39.94 26.04

wu 14.38 8.94 3.10 21.72 14.86 6.60 25.18 17.12 7.26
invwu 10.02 5.36 1.66 13.54 8.40 2.92 16.74 9.46 2.88
n =57
A 1.00 15.02 51.29
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 11.08 5.92 1.20 34.74 25.80 13.74 46.92 39.08 24.70

white 15.64 9.20 3.24 21.58 14.84 6.62 23.22 16.46 7.74
HC3 13.44 7.68 2.42 18.32 12.10 4.98 19.50 13.80 5.60
HC4 12.10 6.92 2.14 15.66 10.06 3.82 16.46 11.14 3.84
HC5 12.10 6.92 2.14 15.66 10.06 3.82 16.46 11.14 3.84
naive 11.06 5.88 1.20 34.66 25.96 13.74 46.96 38.92 27.74

wu 13.74 7.84 2.46 18.36 12.08 5.00 19.46 13.66 5.78
invwu 10.00 5.70 1.54 13.72 8.54 2.90 17.48 11.10 3.80
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Quadro 3.2b: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3, HC4,
HCS5, naive, wu e invwu no modelo y; = o+ S1xi1 +ei, e; ~ (0,exp{c1 +cox;}), i =1,...,n, paran =
19, 38, 57. Os niveis nominais considerados sdo «=0.10,0.05,0.01 (sem pontos de alavanca) - ‘dados2’.

n =76
A 1.00 15.02 51.29
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 9.96 5.18 1.22 34.18 25.68 13.22 46.10 37.70 24.54

white 12.98 7.74 2.34 18.68 11.78 4.60 20.38 13.10 5.20
HC3 11.92 6.72 1.94 16.38 10.04 3.66 17.16 11.02 4.08
HC4 11.02 5.98 1.66 14.06 8.24 2.82 14.78 8.68 3.22
HC5 11.02 5.98 1.66 14.06 8.24 2.82 14.78 8.68 3.22
naive 9.92 5.18 1.10 34.34 25.84 13.32 46.40 37.88 24.42

wu 11.98 6.72 2.04 16.42 10.16 3.78 17.48 10.98 4.14

invwu 9.64 4.86 1.34 13.82 7.82 2.66 17.68 10.64 3.66
n=295
A 1.00 15.02 51.29

Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%

ols 9.90 5.06 1.04 33.98 25.50 13.56 45.32 37.72 23.86
white 12.54 7.02 1.90 16.52 10.22 3.66 17.94 11.04 4.08
HC3 11.38 6.14 1.58 14.64 8.86 3.04 15.86 9.32 3.20
HC4 10.48 5.50 1.46 12.86 7.56 2.50 13.46 7.98 2.64
HC5 10.48 5.50 1.46 12.86 7.56 2.50 13.46 7.98 2.64
naive 10.20 4.94 1.10 34.10 25.46 13.30 45.56 37.36 24.14

wu 11.26 6.28 1.72 14.50 9.16 3.08 15.82 9.52 3.26

invwu 9.60 4.86 1.22 13.62 7.58 2.36 17.46 10.74 3.50
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Figura 3.3: Discrepancias de quantis para o conjunto de ‘dadosl’ (com pontos de alavancagem).
Diferengas entre quantis exatos (estimados por simulac¢do) e quantis assintdticos (computados da dis-
tribuigao A(0,1)) dispostos graficamente contra quantis assintéticos de quatro estatisticas de teste:
HC3, HC4, HC5 e invwu.
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Quadro 3.3: Vieses relativos totais dos estimadores ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu, invwu para
dados com alavancagem - ‘dadosl’.

n A ols white HC3 HC4 HC5 naive wu invwu
1 0.009 1.120 0.040 14.817 459.316 0.038 0.070 235.657
20 14.48 1.624 1.790 1.502 2.488 121.812 1.631 1.509 60.541
50.01 1.853 1.914 1.725 0.944 80.676 1.856 1.727 38.625
1 0.001 0.554 0.007 0.993 3.576 0.013 0.012 2.794
40 14.48 1.528 0.888 0.082 1.410 5.263 1.532 0.084 1.967
50.01 1.741 0.950 0.096 1.496 5.600 1.744 0.096 0.676
1 0.003 0.374 0.002 0.501 1.489 0.010 0.004 1.231
60 14.48 1.500 0.597 0.050 0.736 2.250 1.501 0.050 0.552
50.01 1.708 0.639 0.057 0.784 2.400 1.709 0.057 0.326
1 0.000 0.277 0.002 0.341 0.933 0.004 0.003 0.786
80 14.48 1.485 0.445 0.029 0.507 1.421 1.486 0.031 0.139
50.01 1.691 0.476 0.034 0.540 1.516 1.691 0.035 0.616
1 0.002 0.219 0.005 0.262 0.681 0.002 0.007 0.583
100 14.48 1.476 0.350 0.015 0.393 1.043 1.476 0.014 0.063
50.01 1.680 0.374 0.018 0.419 1.114 1.680 0.017 0.763

Quadro 3.4: Vieses relativos totais dos estimadores ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu, invwu para
dados sem alavancagem - ‘dados2’.

n A ols white HC3 HC4 HC5 naive wu invwu
1 0.009 0.617 0.015 1.073 1.073 0.016 0.009 3.460
19 15.01 1.276 1.312 0.749 0.431 0.431 1.279 0.750 2.454
51.29 1.582 1.440 0.904 0.255 0.255 1.586 0.905 1.759

1 0.002 0.303 0.011 0.321 0.321 0.002 0.010 0.758
38 15.01 1.223 0.644 0.203 0.380 0.380 1.224 0.206 0.505
51.29 1.523 0.707 0.248 0.375 0.375 1.523 0.250 0.030

1 0.004 0.203 0.005 0.186 0.186 0.003 0.004 0.416
57 15.01 1.210 0.430 0.119 0.247 0.247 1.210 0.119 0.146
51.29 1.506 0.471 0.144 0.250 0.250 1.506 0.144 0.276

1 0.001 0.148 0.009 0.137 0.137 0.001 0.006 0.288
76 15.01 1.201 0.317 0.078 0.189 0.189 1.201 0.081 0.002
51.29 1.496 0.348 0.095 0.193 0.193 1.496 0.100 0.399

1 0.001 0.119 0.006 0.105 0.105 0.002 0.003 0.213
94 15.01 1.197 0.253 0.059 0.151 0.151 1.198 0.059 0.080
51.29 1.491 0.277 0.072 0.154 0.154 1.491 0.070 0.468
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Figura 3.4: Densidades estimadas das estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3
e HC5 para o conjunto ‘dadosl’ (com pontos de alavancagem) e densidade da distribuigao
N(0,1). A estimagio das densidades foi feita usando um kernel gaussiano.
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Os desempenhos dos varios estimadores da matriz de covariancias considerados no ex-
perimento de Monte Carlo foram avaliados com base em: (a) tamanho do teste quasi-t
associado para o teste da hip6tese nula Ho : f2 = 0 contra H; : F2 # 0; (b) viés relativo
total.

Seis experimentos de Monte Carlo foram realizados, dois sob homoscedasticidade e
quatro sob heteroscedasticidade. Como mencionado anteriormente, o conjunto de dados
usado é uma amostra de tamanho 50 retirada de Greene (1997); isto é o que chamamos
de ‘dados3’. O segundo conjunto de dados é obtido retirando trés observacoes identi-
ficadas como pontos de alta alavancagem (seus h;’s excedem 3p/n); estas observagoes
correspondem aos estados do Alasca, Mississipi e Washington, D.C.. Em particular, o
Alasca é um ponto de alta alavancagem, pois hlasca=0.651 ao passo que 3p/n = 0.180.

Os resultados relativos as taxas de rejeicao dos diferentes testes quasi-t, aos niveis
nominais de 10%, 5% e 1%, sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade, para o con-
junto de dados originais de Greene (‘dados3’) encontram-se apresentados no Quadro 3.7.
O Quadro 3.8 apresenta resultados para o conjunto de dados sem alavancagem (‘dados4’).
Os principais resultados podem ser resumidos como se segue. Primeiro, o teste que usa
o estimador ols apresenta desempenho satisfatorio apenas sob homoscedasticidade. Sob
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heteroscedasticidade, os percentuais de rejeicao para o teste nao se aproximam do nivel
assintético considerado; por exemplo, para n = 150 e ao nivel assintético de 5%, este
teste apresenta rejei¢ao de 4.76% quando A = 1.00; na presenca de forte heteroscedasti-
cidade (A = 50.05) e de pontos influentes, o0 mesmo teste apresenta rejeicao de 34.72%.

Segundo, o teste construido com base no estimador white nao apresenta compor-
tamento confidavel tanto sob homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade; suas
taxas de rejeicao sao consideravelmente superiores aquelas verificadas para os testes as-
sociados aos demais estimadores. O teste que usa o estimador wu apresenta taxas de
rejeicao superiores as esperadas, porém inferiores as taxas de rejeicao apresentadas pelo
teste que usa o estimador white.

Terceiro, o teste baseado no estimador HC3 apresenta taxas de rejeicao inferiores as
do teste baseado no estimador white, sendo estas taxas, contudo, superiores aos niveis
nominais selecionados.

Quarto, sob homoscedasticidade, o teste baseado no estimador bootstrap naive apre-
senta bons resultados; sob heteroscedasticidade, todavia, este teste é liberal. Por exem-
plo, ao nivel de 5% para A = 1 e n = 100, a taxa de rejeicao ¢ de 5.40%, enquanto que
para A = 50.05 a taxa de rejeicao é de 35.58%.

Quinto, os testes baseados no estimadores HC3 e wu apresentam desempenho simi-
lares, sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade na presenca e auséncia dos pontos
de alavanca, por exemplo, para n = 50, A = 50.05 e ao nivel de 5%, o teste baseado no
estimador HC3 apresenta taxa de rejeicao de 24.18%, enquanto que o teste baseado no
estimador wu rejeita a hipdtese nula 24.14% das vezes.

Sexto, quando pontos de alta alavancagem sao introduzidos nos dados, as distorcoes
de tamanho dos testes baseados nos diversos estimadores crescem substancialmente. A
presenca destes pontos exerce um efeito negativo sobre os desempenhos dos estimadores
avaliados quando estes sao utilizados conjuntamente com testes quasi-t, elevando as taxas
de rejeicao; a excecao é o estimador HC5. Por exemplo, o teste baseado no estimador
HC5, aos niveis nominais considerados (10%, 5% e 1%), para n = 50 e A = 50.05,
apresenta taxas de rejeicao 7.58%, 5.74% e 3.26%, enquanto que sem considerar as
observagoes influentes (n = 47) e com A = 50.30, temos taxas de rejei¢ao maiores que
as anteriores: 14.04%, 8.58%, 3.08%, respectivamente.

Sétimo, o teste baseado no estimador invwu apresenta taxas de rejeicao préximas
aos niveis nominais tanto na presenga quanto na auséncia das observagoes influentes. O
teste que usa o estimador HC4 tem comportamento melhor na auséncia das observagoes
influentes. Por exemplo, aos niveis nominais considerados (10%, 5% e 1%), para n =
100 e A = 15.04, as taxas de rejeicao sao 15.42%, 10.36% e 4.62%, enquanto que sem
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considerar as observagoes influentes (n = 94) e com A = 15.02, temos taxas de rejeigao
menores que as anteriores: 11.56%, 6.22%, 1.64%, respectivamente.

Com o propésito de ilustrar algumas conclusoes anteriores, foram construidos graficos
das diferencas entre quantis exatos de algumas estatisticas de teste, estimados por simu-
lacao, e quantis assintéticos para n = 50, 100, sob homoscedasticidade e sob heterosce-
dasticidade. As discrepancias de quantis sao plotadas contra quantis assintoticos. Estes
graficos estao apresentados na Figura 3.5. Quanto mais proximas as linhas estiverem da
linha horizontal (zero), melhor serd a aproximagao pela distribuigao assintética N(0,1)
da distribuicao da estatistica de teste sob a hipdtese nula. A andlise dessas figuras
evidencia que os testes baseados nos estimadores HC5 e invwu se comportam muito
bem. De fato, nota-se que as distribuicoes exatas, em geral, sao melhor aproximadas
pela distribuicao limite do que as distribuicoes exatas das demais estatisticas.

Os Quadros 3.9 e 3.10 (‘dados3’ e ‘dados4’, respectivamente) apresentam os vieses
relativos totais dos seguintes estimadores: ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu e
invwu. Os resultados nos Quadros 3.9 e 3.10 conduzem a varias conclusoes interessantes.
Primeiro, o estimador ols sob homoscedasticidade funciona muito bem, mostrando-se,
todavia, bastante viesado com o aumento do grau de heteroscedasticidade. Segundo,
o estimador wu apresenta vieses reduzidos quando ha homoscedasticidade; a medida
que o grau de heteroscedasticidade aumenta, seu viés relativo total aumenta. Para
exemplificar, considere n = 100; sob homoscedasticidade (A = 1) o viés relativo total
deste estimador é praticamente nulo, sob heteroscedasticidade seu viés relativo total
passa a ser 19.6% (A = 15.04) e 26.4% (A = 50.05).

Terceiro, o estimador white apresenta-se menos viesado sob heteroscedasticidade
do que o estimador naive, exceto quando o tamanho da amostra é 50 e o grau de
heteroscedasticidade é 15.04. Notamos ainda que os estimadores white e naive sao mais
viesados sob heteroscedasticidade do que sob homoscedasticidade.

Quarto, o estimador HC3 mostra-se superior ao estimador white, tanto sob ho-
moscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade. Por exemplo, para n = 47 e A\ =
15.02, o viés relativo total do estimador white encontra-se em torno de 43%, enquanto
que o estimador HC3 apresenta viés relativo total de apenas 4.6%.

Quarto, os estimadores HC4 e HC5 apresentam-se bastante viesados quando os da-
dos incluem pontos de alta alavancagem (‘dados3’). Por exemplo, quando o tamanho
da amostra é 50 e o grau de heteroscedasticidade é 15.04, o viés relativo total do esti-
mador HC4 excede 100%, enquanto que sob as mesmas condi¢oes mas sem considerar
os pontos de alta alavancagem seu viés relativo total estd em torno de 8%. O viés rela-
tivo total do estimador HC5, considerando as observacoes influentes, excede 100% sob
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Quadro 3.7: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3, HC4,
HC5, naive, wu e invwu no modelo y; = 8o + S1241 + P22 + €5, €; ~ (0,exp{c1 + cox;}), i =1,...,n,
para n = 50,100, 150. Os niveis nominais considerados sao « = 0.10,0.05,0.01 (com pontos de alavanca)
- ‘dados3’.

n = 50
A 1.00 15.04 50.05
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 10.64 6.16 1.42 33.34 24.80 13.22 45.20 37.32 24.20

white 20.70 14.04 6.26 37.60 29.64 18.10 44.66 36.56 24.22
HC3 15.34 9.74 4.20 26.60 19.94 11.24 31.64 24.18 14.66
HC4 10.68 6.48 2.72 17.18 12.52 6.80 19.52 14.50 8.50
HC5 4.66 2.68 1.08 6.88 5.06 2.64 7.58 5.74 3.26
naive 10.70 6.12 1.48 33.38 29.94 13.46 45.04 37.54 24.30

wu 15.28 9.98 4.20 26.76 20.04 11.48 31.84 24.14 14.68
invwu 5.86 3.40 1.32 10.32 6.94 3.34 11.42 8.16 4.66
n = 100
A 1.00 15.04 50.05
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 10.62 5.28 1.04 32.22 24.10 12.44 43.70 35.86 22.52

white 16.12 9.92 3.36 24.70 17.52 8.98 27.92 20.54 11.22
HC3 13.50 7.84 2.40 19.62 13.58 6.58 22.18 15.62 8.30
HC4 11.08 6.10 1.92 15.42 10.34 4.62 16.80 11.64 5.68
HC5 7.22 4.04 1.12 9.46 5.70 2.42 10.22 6.56 3.02
naive 10.70 5.40 1.12 32.36 24.38 12.60 44.02 35.58 22.80

wu 13.66 7.86 2.54 19.82 13.74 6.48 22.36 15.88 8.32
invwu 8.22 4.48 1.24 11.86 7.96 3.26 14.16 9.48 4.40
n = 150
A 1.00 15.04 50.05
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 10.28 4.76 0.98 32.04 23.80 11.64 43.16 34.72 22.34

white 14.28 8.28 2.18 19.70 13.06 6.04 21.08 14.66 7.24
HC3 12.26 6.72 1.86 16.50 10.72 4.62 17.42 12.12 5.74
HC4 10.80 5.58 1.66 13.52 8.62 3.56 14.40 9.66 4.40
HC5 7.98 3.98 0.80 9.44 5.92 2.12 9.98 6.34 2.58
naive 10.44 4.82 1.00 32.00 23.88 12.10 43.46 34.82 22.50

wu 12.50 6.84 1.78 16.50 10.72 4.62 17.72 12.08 5.84
invwu 8.56 4.22 1.10 11.92 7.30 2.86 13.74 8.76 3.78
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Quadro 3.8: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos estimadores ols, white, HC3, HC4,
HC5, naive, wu e invwu no modelo y; = 8o + S1241 + P22 + €5, €; ~ (0,exp{c1 + cox;}), i =1,...,n,
para n = 47,94, 141. Os niveis nominais considerados sao a = 0.10,0.05,0.01 (sem pontos de alavanca)
- ‘dados4’.

n =47
A 1.00 15.02 50.30
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 10.92 5.76 1.34 17.60 10.12 3.38 21.44 13.48 5.40

white 13.30 8.00 2.16 16.04 9.48 3.38 17.30 10.98 4.12
HC3 11.64 6.54 1.70 13.42 7.78 2.64 14.64 8.96 3.18
HC4 11.52 6.48 1.76 12.86 7.52 2.64 14.04 8.58 3.08
HC5 11.52 6.48 1.46 12.86 7.52 2.64 14.04 8.58 3.08
naive 10.94 5.82 1.36 17.54 10.56 3.34 21.58 13.88 5.36

wu 11.80 6.88 1.70 13.74 8.16 2.92 14.92 9.28 3.40
invwu 9.42 4.84 1.08 11.22 6.08 1.92 12.86 7.52 2.54
n =94
A 1.00 15.02 50.30
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 9.90 5.08 0.96 16.88 10.10 2.84 20.52 13.34 4.52

white 11.40 6.32 1.44 12.90 6.22 1.64 13.64 8.18 2.44
HC3 10.32 5.50 1.18 11.80 6.44 1.68 12.36 7.12 1.88
HC4 10.36 5.48 1.18 11.56 6.22 1.64 12.00 6.86 1.82
HC5 10.36 5.48 1.18 11.56 6.22 1.64 12.00 6.86 1.82
naive 10.14 5.16 0.98 17.00 10.12 2.90 20.78 13.62 4.82

wu 10.64 5.74 1.16 11.94 6.64 1.78 12.50 7.38 1.96
invwu 9.34 4.68 0.94 11.68 6.24 1.54 13.44 7.88 2.22
n = 141
A 1.00 15.02 50.30
Teste 10% 5% 1% 10% 5% 1% 10% 5% 1%
ols 9.42 4.78 1.10 16.20 9.48 2.84 19.86 12.32 4.44

white 10.38 5.66 1.50 11.60 6.02 1.78 11.98 6.72 2.16
HC3 9.80 5.24 1.28 10.78 5.50 1.60 11.16 6.30 1.74
HC4 9.78 5.18 1.30 10.64 5.48 1.56 10.94 6.20 1.64
HC5 9.78 5.18 1.30 10.64 5.48 1.56 10.94 6.20 1.64
naive 9.52 4.98 1.06 11.30 6.00 1.68 20.30 12.28 4.52

wu 10.10 5.10 1.34 10.98 5.72 1.66 11.18 6.48 1.94
invwu 9.04 4.62 1.06 11.30 6.00 1.68 13.00 7.36 2.32
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Figura 3.5: Discrepancias de quantis para o conjunto de ‘dadosl’ (com pontos de alavancagem).
Diferengas entre quantis exatos (estimados por simulagdo) e os quantis assintéticos (computados da
distribuigao N'(0,1)) dispostos graficamente contra quantis assintéticos de quatro estatistica de teste:
HC3, HC4, HC5 e invwu.
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homoscedasticidade e sob heteroscedasticidade.

Quinto, o estimador invwu mostra-se bastante viesado no caso de dados com pontos
de alta alavancagem (‘dados3’). Por exemplo, quando n = 150 e A = 15.04, o viés relativo
total deste estimador fica em torno de 80%, ao passo que sem pontos de alavancagem

(‘dadosd’) este valor é apenas 15.3%.

A seguir estdo apresentados os quatro primeiros momentos amostrais (média, va-
ridncia, assimetria e curtose) das estatisticas de teste baseadas nos estimadores white,
HC3, HC4, HC5, wu e invwu para dados com pontos de alavanca (‘dados3’) e para dados
sem pontos de alavanca (‘dados4’). Estas medidas estao apresentadas nos Quadros 3.11

e 3.12, respectivamente.

Quadro 3.9: Vieses relativos totais dos estimadores ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu, invwu para

dados com alavancagem - ‘dados3’.

n A ols white HC3 HC4 HC5 naive wu invwu

1 0.002 0.931 0.005 2.195 20.625 0.010 0.020 8.472

50 15.04 1.782 1.806 0.758 2.041 25.780 1.786 0.762 8.508
50.05 2.262 2.036 1.013 1.764 25.34 2.265 1.015 7.094

1 0.004 0.460 0.005 0.590 2.346 0.010 0.002 1.506

100 15.04 1.752 0.902 0.186 0.834 3.993 1.756 0.196 1.666
50.05 2.223 1.018 0.252 0.855 4.294 2.225 0.264 1.187

1 0.002 0.294 0.018 0.358 1.174 0.080 0.011 0.833

150 15.04 1.741 0.583 0.083 0.534 2.071 1.743 0.087 0.801
50.05 2.208 0.659 0.118 0.558 2.247 2.210 0.121 0.397

Quadro 3.10: Vieses relativos totais dos estimadores ols, white, HC3, HC4, HC5, naive, wu, invwu para

dados sem alavancagem - ‘dados4’.

n A ols white HC3 HC4 HC5 naive wu invwu
1 0.004 0.306 0.003 0.025 0.025 0.028 0.026 0.431

47 15.02 0.721 0.434 0.046 0.081 0.081 0.739 0.090 0.299
50.30 1.055 0.497 0.079 0.089 0.089 1.071 0.121 0.080

1 0.000 0.149 0.003 0.013 0.013 0.006 0.003 0.181

94 15.02 0.698 0.210 0.014 0.047 0.047 0.700 0.026 0.059
50.30 1.023 0.239 0.025 0.055 0.055 1.025 0.038 0.286

1 0.001 0.100 0.001 0.008 0.008 0.010 0.004 0.117

141 15.02 0.694 0.141 0.010 0.029 0.029 0.698 0.018 0.153
50.30 1.016 0.161 0.017 0.034 0.034 1.020 0.025 0.380
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A distribuicao da estatistica de teste baseada no estimador HC5 apresenta a menor
dispersao na presenca dos pontos de alavanca, seguindo-se a distribuicao da estatistica
pautada em invwu, sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade. Por exemplo, para
n =50 e A = 15.04, a variancia da estatistica de teste baseada no estimador HC5 é de
apenas 0.787, que é quatro vezes menor que a variancia da estatistica de teste baseado no
estimador white. Quando os pontos de alavanca nao estao presentes nos dados, temos
que a menor variancia é a da estatistica que usa o estimador invwu, exceto quando
n = 141 e A = 15.02. Para exemplificar, considere n = 47 e A = 15.02; a variancia da
estatistica de teste baseada no estimador invwu é 1.099, enquanto que a variancia da
estatistica de teste baseada no estimador HC5, que coincide com o estimador HC4, é
1.224. Sob homoscedasticidade e heteroscedasticidade, a estatistica de teste baseada no
estimador white apresenta a maior variancia, tanto na presenca como na auséncia dos
pontos de alavanca. Por exemplo, sob heteroscedasticidade (A = 15.04) e com n = 150,
a variancia da estatistica de teste baseada no estimador white é 1.727, enquanto que a
variancia da estatistica de teste baseada no estimador HC4 é apenas 1.300.

Em relacdo a curtose (grau de achatamento da distribuicao) podemos notar que
em todos os casos as distribuicoes das estatisticas de teste baseadas nos estimadores
apresentados sao leptocurticas, ou seja, revelam um alto grau de afilamento, superior
ao da distribuicao normal padrao. As maiores curtoses sao apresentadas pela estatistica
de teste baseada no estimador HC5; por exemplo, sob heteroscedasticidade (A = 15.04),
sua curtose é 10.429, que é quase o dobro da curtose da estatistica de teste baseada no
estimador HC3.

Com o proposito de ilustrar algumas conclusoes anteriores, apresentamos na Figura
3.6 os graficos das densidades estimadas de duas estatisticas de teste, sob heteroscedas-
ticidade (A = 15.04), para n = 50,150. Através destes gréaficos podemos notar que a
estatistica de teste baseada no estimador HC5 apresenta alto grau de afilamento, supe-
rior ao da distribuicao normal padrao. Para n = 150 percebemos que as distribuicoes
das estatisticas de teste baseadas nos estimadores HC3 e HC5 se encontram proxima da
distribuicao normal padrao.

3.4 Bootstrap na estatistica de teste quasi-t

O método bootstrap fornece refinamentos para quantidades de interesse envolvendo
estatisticas assintoticamente pivotais, ou seja, estatisticas cujas distribuicoes limites sao
independentes de parametros populacionais desconhecidos. Seja T, = T, (Y1,...,Y})
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Figura 3.6: Densidades estimadas das estatisticas de testes baseadas nos estimadores HC3 e
HC5 para o conjunto de ‘dadosl’ (com pontos de alavancagem) e densidade da distribuigao
N(0,1). A estimagao foi feita usando um kernel gaussiano.

heteroscedasticidade, n=50 heteroscedasticidade, n=150
Ln Lo
- -
—— normal — normal
--- HC3 --- HC3
Q N HC5 o I HC5
— —

uma estatistica usada para testar uma hipdtese particular sobre a distribuicao da qual
a amostra aleatéria y = (y1,...,yn) € extraida. Seja

Gn(z,F) = P(T, < z)

a fungao de distribuicao acumulada de T}, sob Hy. Entao, um procedimento de teste
bicaudal rejeita Hy, ao nivel «, se | Ty, |> 2zpa, onde o valor critico z,, satisfaz

Gn(zna, F) — Gn(—2pa, F) =1 — .

Se algum aspecto de F' é desconhecido, sob Hp, o valor exato de z,, nao pode
ser obtido, a nao ser que T, seja pivotal. Na pratica, a existéncia de estatisticas que
apresentam esta propriedade é rara. No modelo de regressao, por exemplo, a estatistica
usada para testar hipdteses sobre alguns dos coeficientes do modelo baseada no estimador
de minimos quadrados ordindrios sera pivotal apenas sob a suposicao de normalidade
dos erros.

Outra possibilidade é substituir F' em G, (; F)) por um estimador consistente, por
exemplo, F. Suponha que optamos por usar a funcao de distribuicao empirica da amostra
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original, i.c., F. Entdo, Gn(; F) é aproximada por Gy,(; F ) e o valor critico aproximado,
*
noo

*

o, Satisfaz

2t . tal que Hy é rejeitada ao nivel a se |15, |> =z

Gn(z) f’) — Gn(—2 f’) =1-a.

naoa noo

Segundo Horowitz (1997), sob algumas condi¢oes de regularidade padrao,
sup, | F(y) — F(y)]

sup, |Gn(z, F) — Gp(z, F) |

convergem para zero em probabilidade ou quase certamente. Isto garante que o método
de bootstrap fornece boas aproximagoes para G, (z, F') e para z,, se n é suficientemente
grande, sendo estas aproximagcoes tipicamente mais precisas que as fornecidas pela teoria
assintotica de primeira ordem se a distribuicao de T}, é assintoticamente pivotal.

Neste sentido, um enfoque alternativo ao que foi apresentado anteriormente é usar
o estimador de White para construir estatisticas quasi-t e entao reamostrar esta quanti-
dade, que é assintoticamente pivotal. O esquema de reamostragem é realizado impondo
a restricao em teste na geragao das amostras de bootstrap, a estatistica de teste sendo
calculada em cada réplica de bootstrap. No final do esquema de reamostragem de boot-
strap, obtemos ou um valor critico para o teste (a ser usado em substituigdo ao valor
critico assintético obtido da distribuicao normal padrao) ou um p-valor bootstrap. O
teste bootstrap pode ser realizado como se segue. De inicio, calcule a estatistica quasi—,
digamos 7. Entao:

1. Para cada i, i = 1,...,n, retire um numero aleatério ¢; de uma populagao que tem
média zero e variancia um.

2. Construa uma amostra bootstrap (y*, X), onde yf = Xib+ trei/(1—hi). Aqui, beé
sao as estimativas restritas dos parametros e os residuos de MQO sob a hipdtese nula.
X representa a i-ésima linha de X.

3. Calcule 0 EMQO de 3, b* = (X'X)"'X'y*, e calcule a estatistica de teste quasi-t
associada, 7*.

4. Repita os passos 1 a 3 um grande nimero de vezes (digamos, B).

5. Calcule o quantil de interesse da distribuicao empirica de B + 1 realizacoes da es-
tatistica de teste.

6. Realize o teste usando a estatistica quasi-t calculada inicialmente (7) conjuntamente
com o valor critico bootstrap obtido no passo 5 acima.
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Observe que no teste bootstrap nao utilizamos valores criticos obtidos da distribuigao
assintotica da estatistica de teste sob a hipdtese nula, i.e., nao sao utilizados valores
criticos da distribuicao normal padrao. Aqui sao usados valores criticos obtidos através
da reamostragem bootstrap.

A regra de decisao pode ser mais convenientemente expressa usando o p-valor boot-
strap. A aproximacao do p-valor obtida a partir do esquema de bootstrap, para um teste
bilateral, é dada por

_ 1+ #Hml =7
b= B+1
onde 777, b=1,..., B, sao realizacoes de bootstrap da estatistica de teste. Rejeitamos a
hipétese nula quando o p-valor bootstrap é menor do que o tamanho nominal selecionado
para o teste.

Com o objetivo de comparar numericamente os desempenhos dos testes quasi-t
baseados nos estimadores wu e invwu com os desempenhos de dois testes bootstrap,
um que usa o esquema de reamostragem de bootstrap ponderado e outro que utiliza o
esquema de reamostragem ponderado com probabilidades de amostragem inversamente
proporcionais as medidas de alavancagem, utilizamos o conjunto de dados retirado de
Greene (1997), ‘dados3’, e também ‘dados4’, que nao contém pontos de alavanca. Os
desempenhos dos testes sao avaliados com base nas taxas de rejeicao da hipdtese nula,
sendo a hipdtese alternativa bicaudal e a geracao dos dados realizada sob a hipdtese em
teste. Os resultados apresentados a seguir sao baseados em 5000 réplicas de Monte Carlo
e 500 réplicas de bootstrap.

Os Quadros 3.13 e 3.14 apresentam porcentagens de rejeicao de testes quasi-t basea-
dos nos estimadores wu e invwu e também porcentagens de rejeicao de dois testes
bootstrap, a saber: o teste que usa o esquema de reamostragem de bootstrap pon-
derado e o teste que usa o esquema de reamostragem ponderado com probabilidades de
amostragem inversamente proporcionais as medidas de alavancagem. Nestes testes boot-
strap, a reamostragem foi realizada a partir de estatisticas de teste construidas com base
no estimador white, que sao assintoticamente pivotais, e objetiva obter valores criticos
de bootstrap, que sdo usados em substitui¢ao aos valores criticos normais (assintéticos).
Nés denotaremos o primeiro teste por wu* e o segundo por invwu* na anélise que segue.

O teste bootstrap realizado com base no esquema de bootstrap ponderado (wu*)
apresenta muito pouco ganho em amostras finitas relativamente ao uso do bootstrap
para estimacao de variancias. Para exemplificar, considere A = 1 e n = 100, ao nivel
nominal de 10%. O teste quasi-t que usa o esquema de bootstrap ponderado para
estimacao de variancia (wu) rejeita a hipdtese nula 13.66% das vezes ao passo que o
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teste bootstrap wu* o faz 13.58% das vezes. Sob heteroscedasticidade (A = 15.04), as
conclusoes sao similares e até ha casos em que a distorcao de tamanho do teste cuja
estatistica usa o estimador wu é menor que a do teste bootstrap wu*; por exemplo, ao
nivel de 5% e n = 150, o primeiro teste apresenta taxa de rejeicao de 10.80% enquanto
o segundo apresenta taxa de rejeicao de 10.86%.

O teste bootstrap realizado com base no esquema de reamostragem ponderado com
probabilidades de amostragem inversamente proporcionais as medidas de alavancagem
(invwu™*) apresenta taxas de rejeicdo mais baixas do que se esperava. O resultado cen-
tral favorece o uso do teste quasi-t baseado no estimador invwu. Por exemplo, sob
homoscedasticidade, ao nivel nominal de 5% e n = 100 a distor¢ao de tamanho do teste
bootstrap invwu* é aproximadamente cinco vezes maior que a distorcao de tamanho
do teste baseado no estimador invwu. Sob heteroscedasticidade (A = 15.04), ao nivel
nominal de 10% e n = 50, o teste baseado no estimador invwu apresenta distorcao de
0.32 enquanto que a distorcao do teste bootstrap invwu* é 5.10. Podemos notar ainda
que quando os dados nao contém observagoes influentes (Quadro 3.10), o teste baseado
no estimador invwu apresenta menor distor¢ao de tamanho do que o teste bootstrap
invwu*, exceto quando n = 94,141 e A = 15.02.
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Quadro 3.13: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos esti-
madores wu e invwu e porcentagens de rejeicdo dos testes bootstrap wu* e
invwu* no modelo y; = By + S12i1 + Bexio + €;, &, ~ (0,exp{c1 + caz;}),
i =1,...,n, para n = 50,100,150. Os niveis nominais considerados sao
a =0.10,0.05,0.01 (com pontos de alavanca) - ‘dados3’.

n =50
1.00 15.04
«@ 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 15.28 9.98 4.20 26.76 20.04 11.48
wu* 15.22 9.44 4.32 26.92 19.60 11.54
invwu 5.86 3.40 1.32 10.32 6.94 3.34
invwu* 2.70 1.78 0.60 4.90 3.34 1.72
n =100
1.00 15.04
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 13.66 7.86 2.54 19.82 13.74 6.48
wu* 13.58 8.04 2.80 20.04 13.58 6.72
invwu 8.22 4.48 1.24 11.86 7.96 3.28
invwu* 4.32 2.18 0.52 5.74 3.52 1.20
n = 150
1.00 15.04
«@ 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 12.50 6.84 1.78 16.50 10.80 4.72
wu* 12.60 7.00 2.06 16.58 10.86 4.62
invwu 8.56 4.22 1.10 11.92 7.30 2.86
invwu* 5.12 2.56 0.62 7.04 4.04 1.40
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Quadro 3.14: Porcentagens de rejeicao de testes quasi-t baseados nos esti-
madores wu e invwu e porcentagens de rejeicdo dos testes bootstrap wu* e
invwu* no modelo y; = By + S12i1 + Bexio + €;, &, ~ (0,exp{c1 + caz;}),
i =1,...,n, para n = 50,100,150. Os niveis nominais considerados sao
a =0.10,0.05,0.01 (sem pontos de alavanca) - ‘dados4’.

n =47
1.00 15.02
o 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 11.80 6.88 1.70 13.74 8.16 2.92
wu* 11.74 6.80 1.80 13.66 7.90 2.66

invwu 9.42 4.84 1.08 11.22 6.08 1.92
invwu* 6.58 2.86 0.72 7.72 3.90 1.20

n =94
1.00 15.02
a 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 10.64 5.74 1.16 11.94 6.64 1.78
wu* 10.68 5.72 1.34 12.10 6.48 1.76

invwu 9.34 4.68 0.94 11.68 6.24 1.54
invwu* 7.80 3.62 0.84 10.66 5.38 1.26

n = 141
1.00 15.02
o 10% 5% 1% 10% 5% 1%
wu 10.10 5.10 1.34 10.98 5.72 1.66
wu* 10.06 5.20 1.52 10.96 5.66 1.74

invwu 9.04 4.62 1.06 11.30 6.00 1.68
invwu* 8.06 4.06 0.94 11.60 5.96 1.68
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Capitulo 4

Aplicacoes

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos quatro exemplos empiricos onde as variancias dos
estimadores de MQO dos coeficientes de um modelo de regressao linear sao estimadas a
partir dos distintos procedimentos considerados nesta dissertacao. Os dados do primeiro
exemplo foram extraidos de Myers (1990, Tabela 5.2, p.218). A varidvel dependente (y)
representa o nimero de homens-hora mensais em instalagoes da marinha americana e
as variaveis independentes (x1,x2) correspondem a ocupacao média didria de instalacao
e ao numero de alas construidas na instalacao. Os dados encontram-se apresentados no
Quadro 4.1. Os dados do segundo exemplo, que sao apresentados no Quadro 4.5, foram
extraidos de Greene (1997, Tabela 12.1, p.541) e sua fonte original é o Departamento
de Comércio dos Estados Unidos. A varidvel dependente (y) representa o gasto per
capita em escolas publicas e as varidveis independentes (z, x?) correspondem & renda
per capita por estado, em 1979, nos Estados Unidos, e seus valores quadrados. Os
valores para a covariavel ‘renda’ estdo reescalonados por 1074, O estado de Wisconsin
foi retirado da amostra por apresentar informacao incompleta, de modo que a amostra
final é de tamanho 50. O terceiro exemplo utiliza os dados que foram apresentados
por Chatterjee & Price (1991, Tabela 5.2a., p.131) e que estao apresentados no Quadro
4.9. A varidvel dependente (y) é o gasto per capita em educacao projetado para 1975
e as varidveis independentes (x1,x2,x3) correspondem & renda per capita em 1973, ao
nimero de milhares de residentes abaixo de 18 anos de idade em 1974 e ao nuimero
de milhares de residentes vivendo em &areas urbanas em 1970, respectivamente. No
quarto exemplo, a varidvel dependente (y) representa os graus de prestigio de diferentes
atividades calculados a partir de uma pesquisa realizada no Canada na década de 60 e as
variaveis independentes (1, x2, x3) correspondem a percentagem de empregados do sexo
feminino, ao quadrado do nivel médio de escolaridade das pessoas ativas na profissao em

1971 e ao quadrado da renda média das pessoas que se ocupam daquela profissao em
1971.

Inicialmente, ¢ til investigar a presenca de heteroscedasticidade, o que pode ser
feito aplicando-se um teste de heteroscedasticidade. O teste aqui empregado foi o teste
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de Koenker (1981), considerando-se a hipétese nula de homoscedasticidade. Este teste
rejeitou a hipdtese de que as variancias dos erros sao constantes nos trés modelos conside-
rados para os niveis usuais de significancia. Dada a indicacao da presenca de heterosce-
dasticidade, a realizagao de testes de hipdtese sobre os parametros lineares dos modelos
deve ser conduzida empregando-se estatisticas de teste quasi—t associadas a estimadores
para as matrizes de covariancias dos estimadores de MQO que sejam consistentes sob
heteroscedasticidade de forma desconhecida.

4.2 Atividade em instalacdes da marinha americana

O modelo proposto inicialmente para descrever a relacao entre a variavel dependente
e os regressores € da forma

Yi = Bo + Brwi1 + Pario + e, (4.1)

para ¢ = 1,...,25. Os parametros lineares em (4.1) sdao estimados pelo método de
MQO. As estimativas pontuais de [y, 81 e B2 sao by = 610.83, by = 4.23, by = 89.71,
respectivamente. O coeficiente de determinacdo (R?) mede a variabilidade da varidvel
aleatréria y que pode ser explicada ao se levar em consideracao o efeito que as variaveis
independentes tém sobre ela. Neste caso o R = 0.645.

Quadro 4.1: Dados sobre o numero de homens-hora mensais, ocupagao
média didria e o numero de alas construidas.

local Y T To local Y T To
1 180.23 2.00 1 14 1387.82 54.58 6
2 182.61 3.00 1 15 3559.92 113.88
3 164.38 16.60 1 16 3115.29 149.58 14
4 284.55 7.00 1 17 2227.76 134.32 12
5 199.92 5.30 3 18 4804.24 188.74 26
6 267.38 16.50 2 19 2628.32 110.24 12
7 999.09 25.89 3 20 1880.84 96.83 10
8 1103.24 44.42 18 21 3036.63 102.33 14
9 944.21 39.63 10 22 5539.98 274.92 58
10 931.84 31.92 6 23 3534.49 811.08 17
11 2268.06 97.33 6 24 8266.77 354.50 24
12 1489.50 56.63 4 25 1845.89 95.00 9
13 1891.70 96.67 14

No Quadro 4.2 encontram-se os erros-padrao dos elementos de b = (b, by, b2), obtidos
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a partir dos diferentes estimadores consistentes apresentados anteriormente. Os erros-
padrao dos elementos de b diferem bastante quando calculados com base nos diferentes
estimadores considerados. Observa-se que os maiores erros-padrao sao provenientes de
HC5 e HC4, seguidos por invwu, HC3, wu, white, naive e ols, nesta ordem. O estimador
ols é aquele que fornece as menores estimativas, distanciando-se notadamente das demais.
Por exemplo, o erro padrao de by obtido a partir do estimador HC4 é quase vinte seis
vezes maior do que aquele obtido a partir do estimador white.

Quadro 4.2: Erros-padrao para by, b; e bo em um modelo de

regressao linear da forma y; = Bg+ G121 + Bz +e,i=1,...,25.
estimador ols white HC3 HC4
\/var(bg) 340.21 233.55 | 691.59 | 3553.80
V/vat(by) 1.67 2.90 17.79 123.76
\/Var(bs) 23.53 28.28 127.46 | 743.53
estimador HC5 naive wu invwu
V/var(bo) 8783.8 | 330.32 | 358.86 | 1128.7
V/var(by) 327.57 1.62 6.79 35.41
Var(by) | 1892.80 | 23.14 56.03 226.68

Considere o teste da hipdtese nula Hy : F2 = 0 contra uma hipdtese alternativa
bicaudal. Uma vez que (32 é o coeficiente do termo x;2 no modelo apresentado acima,
o teste de tal hipotese avalia a forma funcional que melhor explica a relagao entre a
variavel dependente ‘nimero de homens-hora mensais’ e a covariavel ‘ntimero de alas
construidas’. O Quadro 4.3 apresenta os diferentes p-valores para este teste. Mesmo a
tamanhos nominais muito pequenos, verifica-se que os testes cujas estatisticas usam os
estimadores ols, white e naive rejeitam a hipétese nula, isto é, sugerem que o niimero
de alas construidas é importante no sentido de que variagoes neste regressor levam a
variagoes significantes, em média, no nimero de homens-hora mensais. O teste quasi-t
baseado no estimador HC5 tem o maior p-valor dentre todos os testes, seguido pelos
testes baseados em HC4, invwu e HC3, nesta ordem.
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Uma anélise de influéncia das observacoes correspondentes aos locais 22 e 23 revela
que estas observacoes sao pontos de alta alavancagem, uma vez que, para o modelo
(4.1), o valor de referéncia 3p/n ¢é igual a 0.360 e os elementos diagonais da matriz
H referentes a estas observagoes sao 0.724 e 0.857, respectivamente. Quando estas
observagoes sao removidas da amostra e o teste de hipotese Hg : [F2 = 0 é refeito,
esta hipotese nao é rejeitada aos niveis de significancia usuais, qualquer que seja o
estimador empregado para a matriz de covariancias. Neste contexto, os estimadores ols,
white e naive mostram-se pouco confidveis, pois os testes a eles associados conduzem a
conclusoes provavelmente enganosas sobre a estrutura do modelo, o que nao acontece
com os estimadores HC3, HC4, HC5, wu e invwu, cujos testes associados apresentam as
mesmas conclusoes independente dos dados apresentarem ou nao observagoes influentes.
Ou seja, as inferéncias realizadas a partir de testes construidos com base nos estimadores
invwu, HC3, HC4 e HC5 nao sao sensiveis a presenca nos dados de observacgoes de
extrema alavancagem (locais 22 e 23). Em particular, os p-valores dos testes realizados
a partir de invwu, HC4 e HC5 sao bastante elevados.

Quadro 4.3: Inferéncia quasi-t, p-valores.

com pontos de alavanca, n=25 | sem pontos de alavanca, n=23
teste p-valor teste p-valor
ols 0.000 ols 0.598
white 0.002 white 0.594
HC3 0.482 HC3 0.691
HC4 0.904 HC4 0.756
HC5 0.962 HC5 0.756
naive 0.000 naive 0.602
wu 0.109 wu 0.637
invwu 0.692 invwu 0.726

Com o objetivo de examinar o impacto que observacoes correspondentes aos locais
22 e 23 tém na inferéncia resultante, estimamos o modelo (4.1) 25 vezes, cada vez
retirando uma observacao. As estimativas dos parametros resultantes estao apresentadas
no Quadro 4.4. O grande impacto que estas observagoes (observagoes 22 e 23) tém nas
estimativas é evidente. Quando a observacao 22 nao estd na amostra, a estimativa
de (2 torna-se préxima do dobro da média (85.236); quando a observagao 23 nao esté
na amostra a estimativa de (2 se torna negativa (—7.698). As inferéncias realizadas a
partir dos testes que usam os estimadores ols, white e naive sao dominadas por duas
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observacoes. As inferéncias realizadas através de outros testes consistentes, por outro
lado, nao sofrem do mesmo mal.

4.3 Gastos com educacdo nos EUA - |

Na segunda aplicagao o modelo proposto para descrever a relagao entre a variavel
dependente e os regressores é da forma

yi = Bo + Bz + Box} + €, (4.2)

parai =1,...,50. Os parametros lineares em (4.2) sao estimados pelo método de MQO.
As estimativas pontuais sdo by = 832.91, by = —1834.20, by = 1587.04 ¢ 0 R? = 0.655.
No Quadro 4.6 encontram-se os erros-padrao dos elementos de b = (b, b1, b2), obtidos
a partir dos diferentes estimadores consistentes apresentados anteriormente. O estimador
ols é aquele que fornece os menores erros-padrao. Comparando-se os erros-padrao dos
estimadores bootstrap e HC’s, observa-se que as as maiores variancias estimadas corres-
pondem a HC5, seguido por HC4, invwu, HC3, wu, white e naive, nesta ordem.

Quadro 4.5: Dados sobre gasto per capita em escolas publicas e a renda per capita por estado
em 1979 nos Estados Unidos.

estado gasto renda estado gasto renda estado gasto renda
Alab. 275 6247 Alasca 821 10851 Ariz. 339 7374
Ark. 275 6183 Cal. 387 8850 Colo. 452 8001
Ct. 531 8914 Del. 424 8640 D.C. 428 10022
Fla. 316 7505 Ga. 265 6700 Hawaii 403 8380
Idaho 304 6813 11l 437 8745 Ind. 345 7696
Towa 431 7873 Kans. 355 8001 Ky. 260 6615
La. 316 6640 Maine 327 6333 Md. 427 8306
Mass. 427 8063 Mich. 466 8442 Minn. 477 7847
Miss. 259 5736 Mo. 274 7342 Mont. 433 7051
Nebr. 294 7391 Nev. 359 9032 N.H. 279 7277
N.J. 423 8818 N.Mex. 388 6505 N.Y. 447 8264
N.C. 335 6607 N.Dak. 311 7478 Ohio 322 7812
Okla. 320 6951 Oreg. 397 7839 Pa. 412 7733
R.I. 342 7526 S.C. 315 6242 S.Dak. 321 6841
Tenn. 268 6489 Texas 315 7697 Utah 417 6622
Vt. 353 6541 Va. 356 7624 Wash. 415 8450
W.Va. 320 6456 Wisc. * 7597 Wryo. 500 9096

x Dado faltante.
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Quadro 4.4: Estimativas dos parametros sem a i-ésima
observagao.

obs. bo b1 by

1 654.228 4.182 88.400
2 654.326 4.183 88.388
3 659.727 4.193 88.087
4 647.179 4.195 88.576
5 663.787 4.151 88.520
6 656.709 4.186 88.372
7 610.132 4.233 89.730
8 650.265 3.904 94.79

9 648.719 4.129 90.178
10 663.300 4.197 89.413
11 569.820 4.213 90.942
12 591.936 4.240 90.269
13 624.558 4.201 90.263
14 610.357 4.233 89.720
15 501.441 4.114 93.512
16 591.615 4.219 89.275
17 611.899 4.233 89.715
18 616.763 4.233 89.715
19 519.889 4.246 89.495
20 612.553 4.232 89.706
21 584.884 4.285 88.712
22 107.907 2.590 171.154
23 176.036 21.876 -7.698

24 680.015 2.702 83.432
25 609.566 4.233 89.725
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Considere agora o teste da hipdtese nula Hy : f2 = 0 contra uma hipotese alternativa
bicaudal. Uma vez que 32 é o coeficiente do termo quadrético no modelo (4.2), o teste
de tal hipdtese avalia se a forma funcional que melhor explica a relagao entre a variavel
dependente ‘gasto’ e a covariavel ‘renda’ é linear ou quadratica. Verifica-se que os testes
cujas estatisticas empregam os estimadores ols, white e naive rejeitam a hipdtese nula,
ao nivel nominal de 10%, sugerindo, entao, a existéncia de uma relacao quadrética
entre o gasto médio per capita com educacao publica e a renda per capita. A partir
dos testes baseados nos demais estimadores conclui-se o contrario, i.e., nao se obtém
evidéncia suficiente para a rejeicao de Hg aos niveis usuais de significancia, o que sugere
a existéncia de relacao linear entre as varidveis ‘gasto’ e ‘renda’.

Quadro 4.6: Erros-padrao para bg, by e bp em um modelo de
regressdo linear da forma y; = o + f12; + Bex? +e;, i =1,...,50.

estimador ols white HC3 HC4
var(bo ) 327.29 460.89 1095.00 | 3008.00
V/var(by) 829.99 1243.00 | 2975.40 | 8183.20
var(by) 519.08 829.99 1995.2 5488.90
estimador HC5 naive wu invwu
Vvar(b) | 19755.00 330.36 689.85 1652.9
Vvar(by) | 53745.00 836.91 1870.10 | 4495.70
var(by) | 36045.00 524.05 1252.60 | 3015.90

A Figura 4.1 apresenta graficamente os dados, de onde se nota que a observagao re-
ferente ao estado do Alasca encontra-se destacada das demais. Uma andlise da medida
da influéncia desta observagao revela ser este um ponto de muito alta alavancagem, uma
vez que, para o modelo (4.2), o valor de referéncia 3p/n é igual a 0.180 e o elemento
diagonal da matriz H referente ao Alasca é igual a 0.651. Quando a observacao corres-
pondente ao Alasca é removida da amostra e o teste da hipotese Hy : 2 = 0 é refeito,
esta hipdtese nao é rejeitada ao nivel nominal de 10%, qualquer que seja o estimador
empregado para a matriz de covariancias. Portanto, para o exemplo considerado, nao se
pode rejeitar a especificacao linear para descrever a relagao entre as variaveis do mode-
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lo. Neste contexto, os estimadores ols, white e naive mostram-se pouco configveis, pois
seus testes associados levam a conclusoes provavelmente enganosas sobre a estrutura do
modelo. O teste baseado em HC5 é o que apresenta maior p-valor nas duas situagoes,
ou seja, com e sem a observacao correspondente ao estado do Alasca. Quando retiramos
as trés observagoes identificadas como pontos de alta alavancagem (seus h;’s excedem
3p/n); estas observagoes correspondem aos estados do Alasca, Mississipi e Washington,
D.C., a hipdtese Hyp : 2 = 0 nao é rejeitada qualquer que seja o estimador empregado
para a matriz de covariancias.

Para examinar o impacto que a observagao correspondente ao estado do Alasca (ob-
servacao 2) tem na inferéncia resultante, Cribari-Neto (2004) estimou o modelo (4.2)
50 vezes, cada vez retirando uma observacao distinta. As estimativas dos parametros
resultantes estao apresentadas no Quadro 4.8. O grande impacto que esta observacao
(observagao 2) tem nas estimativas é evidente. Quando esta observagdo nao estd na
amostra a estimativa de (2 se torna negativa (—314.139). Nos outros casos, as estima-
tivas variam entre 1526.776 e 2113.170, com média 1603.681. Isto revela que a relacao
entre a média de y e x é provavelmente linear, e que a rejeicao da hipdtese nula de que
(B2 € igual a zero pelo teste que usa o estimador white é determinada por uma tnica
observacao. As inferéncias realizadas através de testes construidos a partir de outros es-
timadores consistentes, por outro lado, nao sao determinadas por uma tinica observagao
e apontam para uma relagao linear entre as duas variaveis.

Figura 4.1: Gasto per capita em escolas publicas e e renda
per capita.
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Quadro 4.7: Inferéncia quasi-t, p-valor.

com pontos de alavanca, n=50 | sem pontos de alavanca, n=47 | sem Alasca, n=49
teste p-valor teste p-valor teste p-valor
ols 0.002 ols 0.380 ols 0.649
white 0.056 white 0.404 white 0.616
HC3 0.426 HC3 0.463 HC3 0.776
HC4 0.773 HC4 0.476 HC4 0.892
HC5 0.965 HC5H 0.476 HC5 0.960
naive 0.004 naive 0.402 naive 0.650
wu 0.194 wu 0.400 wu 0.700
invwu 0.603 invwu 0.450 invwu 0.844

4.4 Gastos com educacgao nos EUA - Il

Nesta teceira aplicacao, o modelo proposto para descrever a relagao entre a variavel
dependente e os regressores é da forma

yi = Bo + Bixin + Pazio + P3wiz + e, (4.3)

para ¢ = 1,...,50. Os parametros lineares em (4.3) foram estimados pelo método de
MQO. As estimativas pontuais sao bg = —561.740, by = 0.075, be = 1.530, b3 = —0.003
e o R? = 0.586.

O Quadro 4.10 apresenta os erros-padrao dos elementos de b = (b, by, bz, b3) obtidos
a partir dos estimadores consistentes apresentados anteriormente. Estes erros-padrao
diferem quando calculados com base nos diferentes estimadores considerados. Observa-
se que os erros-padrao HC5 coincidem com os HC4, e que os maiores erros-padrao sao
provenientes dos estimadores HC4 e invwu, seguidos por HC3, wu, white, ols e naive,
nesta ordem.

Considere o teste da hipdtese nula Hg : B2 = 0 contra uma hipotese alternativa
bilateral, onde (2 é o coeficiente da covariavel rs no modelo apresentado acima. O
Quadro 4.11 apresenta os p-valores dos diferentes testes com e sem os pontos de alavanca
detectados. Mesmo a tamanhos nominais muito baixos, nota-se que os testes baseados
nos estimadores ols, white, naive e wu rejeitam a hipotese nula, ou seja, sugerem que
nimero de milhares de residentes abaixo de 18 anos de idade em 1974 é importante no
sentido de que variagdes nesta varidvel levam a variagoes significantes, em média, no
gasto per capita em educacao. Por outro lado, as conclusoes baseadas nos testes cujas
estatisticas usam os estimadores HC4, HC5 e invwu sugerem que a hipétese nula nao
deve ser rejeitada.
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Quadro 4.9: Dados sobre despesas per capita em educagdo projetadas para 1975,
renda per capita em 1973, nimero de residentes abaixo de 18 anos em 1974 e ntimero
de residentes vivendo em areas urbanas em 1970 nos Estados Unidos.

estado Y T To T3 estado Y T To T3
Maine 235 3944 325 508 N.C. 245 4120 321 450
N.H. 231 4578 323 564 S.C. 233 3817 342 476
Vt. 270 4011 328 322 Ga. 250 4243 339 603
Mass. 261 5233 305 846 Fla. 243 4647 287 805
R.I 300 4780 303 871 Ky. 216 3967 325 523
Ct. 317 5889 307 774 Tenn. 212 3946 315 588
N.Y. 387 5663 301 856 Alaska 208 3724 332 584
N.J. 285 5759 310 889 Miss. 215 3448 358 445
Pa. 300 4894 300 715 Alab. 221 3680 320 500
Ohio 221 5012 324 753 La. 244 3825 355 661
Ind. 264 4908 329 649 Okla. 234 4189 306 680
111. 308 5753 320 830 Texas 269 4336 335 797
Mich. 379 5439 337 738 Mont. 302 4418 335 534
Wisc. 342 4634 328 659 Idaho 268 4323 344 541
Minn. 378 4921 330 664 Wyo. 323 4813 331 605
Towa 232 4869 318 572 Colo. 304 5046 324 785
Mo. 231 4672 309 701 N.Mex. 317 3764 366 698
N.Dak 246 4782 333 443 Ariz. 332 4504 340 796
S.Dak. 230 4296 330 446 Utah 315 4005 378 804
Nebr. 268 4827 318 615 Nev. 291 5560 330 809
Kans. 337 5057 304 661 Wash. 312 4989 313 726
Del. 344 5540 328 722 Oreg. 316 4697 305 671
Md. 330 5331 323 766 Cal. 332 5438 307 909
Va. 261 4715 317 631 Ark. 546 5613 386 484
W.Va. 214 3828 310 390 Havaii 311 5309 333 831

Uma analise da influéncia das observagoes correspondentes aos estados Novo México
(NM), Utah (UT) e Alasca (AK) revela que estas observagoes sdo pontos de alta ala-
vancagem, uma vez que para o modelo (4.3) o valor de referéncia 2p/n é igual a 0.160 e os
elementos diagonais da matriz H referentes a estas observacoes sao 0.174, 0.284 e 0.445,
respectivamente. Comparado a outros estados, o Alasca (AK) representa uma situacao
especial; é um estado com populagao muito pequena e em 1975 ocorreu um incremento
substancial em suas receitas provenientes da producao de petréleo. A Figura 4.2 apre-
senta o grafico dos residuos (eixo vertical) versus valores ajustados (eixo horizontal).
Uma analise visual deste grafico sugere a presenca de heteroscedasticidade. Quando os
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Quadro 4.10: Erros-padrao para by, by, b € b3 em um modelo de
regressao linear da forma y; = Gy + B1xi1 + PBoxio + Baxiz + €,
i=1,...,50.

ols white HC3 HC4

bo 126.25 178.33 301.22 527.18

var

(9]
0
=N
T :
— Q
o,
S~— O
=

var (b ) 0.01 0.02 0.03 0.05
V/var(b2) 0.32 0.43 0.71 1.24
\/var(bs) 0.05 0.06 0.08 0.14
estimador HC5 naive wu invwu
Vvar(bo) | 527.18 | 125.87 | 227.65 | 402.36

var(by ) 0.05 0.01 0.02 0.03

:

var (by 1.24 0.31 0.54 0.95

var(bs) 0.14 0.05 0.07 0.11

pontos de alavanca sao removidos da amostra e o teste da hipdtese nula Hgy : G2 = 0
¢ reavaliado, esta hipdtese nao é rejeitada ao nivel nominal de 5%, qualquer que seja
o estimador empregado para a matriz de covariancias. Cumpre notar que dentre todos
os testes realizados com base em estimadores consistentes, aqueles baseados em HC4 e
HC5 sao os que apresentam maior p-valor independentemente da presenca de pontos de

alavanca nos dados.

4.5 Graus de prestigio de atividades no Canadd

O modelo proposto inicialmente para descrever a relacao entre a variavel dependente
e o regressor é da forma

yi = Po + Bixi1 + Paxio + Baxis + e, (4.4)

para i = 1,...,102. Os parametros lineares em (4.4) sao estimados pelo método
de MQO. O teste de Koenker (1981) sugere que nao ha heteroscedasticidade. Nesta
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Quadro 4.11: Inferéncia quasi-t, p-valores.

com os pontos de alavanca, n=>50 | sem os pontos de alavanca, n=47
teste p-valor teste p-valor
ols 0.000 ols 0.128
white 0.000 white 0.056
HC3 0.032 HC3 0.083
HC4 0.216 HC4 0.073
HC5 0.216 HC5 0.073
naive 0.000 naive 0.128
wu 0.005 wu 0.066
invwu 0.108 invwu 0.117

Figura 4.2: Residuos versus valores ajustados.
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aplicacao queremos testar a hipdtese nula Hy : f3 = 0 contra uma hipotese alternativa
bilateral, onde (3 é o coeficiente da covariavel x3 no modelo apresentado acima. O
Quadro 4.12 apresenta os p-valores dos diferentes testes. Mesmo a tamanhos nominais
muito baixos, nota-se que os testes baseados nos estimadores ols, white, HC3, HC4,
naive, wu e invwu rejeitam a hipdtese nula, ou seja, sugerem que a renda média ao
quadrado é importante no sentido de que leva a variacoes significantes, em média, no
grau de prestigio de diferentes ocupacgoes. Por outro lado, a inferéncia baseada no teste
cuja estatistica usa o estimador HC5 sugere que a hipotese nula nao deve ser rejeitada.

Uma analise da influéncia das observacoes correspondentes as profissoes de adminis-
trador geral e médico revela que estas observagoes sao pontos de alta alavancagem, uma
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vez que para o modelo (4.4), o valor de referéncia 3p/n é igual a 0.118 e os elementos
diagonais da matriz H referentes a estas observagoes sao 0.463 e 0.345, respectivamente.
Quando os pontos de alavanca sao removidos da amostra e o teste da hipdtese nula
Ho : B2 = 0 é reavaliado, esta hipdtese nao é rejeitada ao nivel nominal de 1% qualquer
que seja o estimador empregado para a matriz de covariancias, exceto quando o teste é
baseado no estimador naive. Ao nivel de 5% quase todos nao rejeitam Hy = 0. Cumpre
notar que dentre todos os testes realizados com base em estimadores consistentes, aquele
baseado em HC5 é o que apresenta o maior p-valor independentemente da presenca de
pontos de alavanca nos dados.

Quadro 4.12: Inferéncia quasi-t, p-valores.

com pontos de alavanca, n=102 | sem pontos de alavanca, n=100
teste p-valor teste p-valor
ols 0.009 ols 0.028
white 0.000 white 0.093
HC3 0.000 HC3 0.217
HC4 0.003 HC4 0.393
HC5 0.192 HC5 0.631
naive 0.000 naive 0.000
wu 0.000 wu 0.088
invwu 0.000 invwu 0.080
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Capitulo 5

Implementacao dos estimadores consistentes

O objetivo do presente capitulo é mostrar como podem ser realizadas na pratica
inferéncias em modelos lineares de regressao utilizando estimadores consistentes para
a matriz de covariancias do estimador de minimos quadrados ordinarios. Para tanto,
usaremos o pacote CAR (‘Companion to Applied Regression’) desenvolvido por John Fox
para os ambientes R e S-PLUS. Para maiores detalhes sobre a plataforma R, ver Cribari—
Neto e Zarkos (1999) e Venables e Ripley (2002); para detalhes sobre as metodologias
implementadas no pacote CAR, ver Fox (2002).

Considere o segundo exemplo apresentado no capitulo anterior, ou seja, o exemplo
onde a variavel dependente sao gastos per capita em educacao publica nos estados ameri-
canos e os regressores sao as rendas per capita destes estados (devidamente escalonadas)
e seus quadrados. O modelo de regressao, assim, é

inﬁo+ﬁ1$i+ﬁz$?+ei, 1=1,...,50.

O primeiro passo € ler os dados e armazena-los em um objeto dentro do ambiente R,
reescalonando os valores da varidvel independente:

alasca <- read.table("c:/alunos/Tati/tese/Programa/Programas_simulacao/alasca.mat",
header=F)

x1 <- alascal,1]/10000

x2 <- x172

y <- alascal,2]

O préximo passo é ajustar a regressao por minimos quadrados ordinarios:

# Fit linear model
ajuste<-lm(y~1+x1+x2)

# Result summaries of the results of model fitting
summary (ajuste)

Call:

Im(formula =y ~ 1 + x1 + x2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-160.709 -36.896 -4.551 37.290 109.729

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 832.9 327.3 2.545 0.01428 x*
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x1 -1834.2 829.0 -2.213 0.03182 =*
x2 1587.0 519.1  3.057 0.00368 x*x*

Signif. codes: 0O ‘**x’> 0.001 ‘x*’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 56.68 on 47 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6553, Adjusted R-squared: 0.6407

F-statistic: 44.68 on 2 and 47 DF, p-value: 1.345e-11

A fim de verificar se existe heteroscedasticidade, usaremos a versao do teste de
Breusch—Pagan proposta por Koenker (1981). Este teste encontra-se implementado no
pacote 1lmtest:

# Load add-on packages

library(lmtest)

# Koenker’s test for heteroskedasticity
bptest (y~1+x1+x2)

studentized Breusch-Pagan test

data: y 7 1 + x1 + x2

BP = 15.8338, df = 2, p-value = 0.0003645
Notamos que o teste aponta para a presenca de heteroscedasticidade, o p-valor do teste
sendo inferior a 1%. Isto indica que devemos basear nossas inferéncias em testes quasi-t
cujas estatisticas empregam estimadores consistentes das variancias de by, by e bo.

Os estimadores HCO, HC1, HC2, HC3 e HC4 encontram-se implementados na fung¢ao
hcem do pacote CAR:

# Load add-on packages

library(car)

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HCO
hcem(ajuste, type="hcO")

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 212421.1 -571699.2  379407.4
x1 -571699.2 1545155.9 -1029609.9
x2 379407.4 -1029609.9  688887.8

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HC1
hcem(ajuste, type="hci")

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 2256979.9 -608190.6  403624.9
x1 -608190.6 1643782.9 -1095329.6
x2 403624.9 -1095329.6  732859.4

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HC2
hcem(ajuste, type="hc2")
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(Intercept) x1 x2
(Intercept) 474006.6 -1283633  857209.2
x1 -1283633.0 3483472 -2330937.3
x2 857209.2 -2330937 1562867.7

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HC3
hcem(ajuste, type="hc3")

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 1199026 -3256564 2180884
x1 -3256564 8853073 -5934046
x2 2180884 -5934046 3980990

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HC4
hcem(ajuste, type="hc4")

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 9048125 -24613470 16506471
x1 -24613470 66964620 -44914080
x2 16506471 -44914080 30128344

Os erros-padrao de bg, b1 e by sao as raizes quadradas dos elementos diagonais das ma-
trizes acima. Estas quantidades devem ser utilizadas nos denominadores das estatisticas
quasi-t correspondentes.

Note que uma vez que o cédigo fonte da fungao hcem. 1m (usada por hcem) encontra-
se disponivel, podemos altera-lo para incluir nele a implementacao do estimador HC5.
Para tanto, copiamos a funcao hccm.1lm em um objeto chamado hccm.new e editamos
este objeto:

# hccm.new receives hccm.lm
hcem.new = hcem.1lm

# edit hccm.new and implement the estimator HC5
> fix(hccm.new)

> hccm.new
function (model, type = c("hc3", "hcO0", "hcl", "hc2", "hc4","hcb5"),
»
{
require(car)
if (!is.null(weights(model)))
stop("requires unweighted 1lm")
type <- match.arg(type)
sumry <- summary(model, corr = FALSE)
s2 <- sumry$sigma”2
V <- sumry$cov.unscaled
if (type == FALSE)
return(s2 * V)
e <- na.omit(residuals(model))
X <- model.matrix(model)
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df .res <- df.residual (model)

n <- length(e)

h <- hat(X)

P < ncol(X)

k <-0.7

hmax<-max (h)

factor <- switch(type, hcO = 1, hcl = df.res/n, hc2 = 1 -
h, he3 = (1 - h)"2, hcd = (1 - h)"pmin(4, n * h/p),
hc5=(1 - h) “pmin(n*h/p, pmax(4, (n*k*hmax)/p)))

V %x% t(X) %% apply(X, 2, "x", (e"2)/factor) ¥*)h V

}

Note que factor agora inclui a opgao do estimador HC5, proposto nesta dissertacao.
Para usar este estimador, basta especificd-lo como opgao de type em hccm.new, como
mostrado a seguir:

# Compute heteroskedasticity-corrected covariance matrices - HC5
> hcem.new(ajuste, type="hc5")

(Intercept) x1 x2
(Intercept) 390247068 -1061708291 712057581
x1 -1061708291 2888498336 -1937239516
x2 712057581 -1937239516 1299259219

Podemos automatizar a inferéncia definindo uma nova funcao de sumaério; para tanto,
copiamos a fun¢ao summary.lm em um objeto chamado summary.hccm o editamos para
que ele utilize erros-padrao assintoticamente corretos. Note que as alteragoes feitas estao
destacadas com comentdrios que iniciam com ###.

# summary.hccm receives summary.lm
summary.hccm = summary.lm

# now, edit summary.hccm
fix(summary.hccm)

> summary.hccm
function (object, correlation = FALSE, symbolic.cor = FALSE, ...)
{

### we will need the package CAR ###

require(car)

S S S S s s

### print a warning to the user ###

print ("\nUsing heteroskedasticity-consistent standard errors.\n")

R

z <- object

Qr <- object$qgr

if (is.null(z$terms) | is.null(Qr))

stop("invalid ’1lm’ object: no terms or qr component")

n <- NROW(Qr$qr)

p <- z$rank

rdf <-n - p

if (rdf != z$df.residual)
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warning("inconsistent residual degrees of freedom. -- please report!")
pl <- 1:p
r <- z$resid
f <- z$fitted
w <- z$weights
if (is.null(w)) {

mss <- if (attr(z$terms, "intercept"))

sum((f - mean(f))"2)
else sum(£72)
rss <- sum(r~2)

}
else {
mss <- if (attr(z$terms, "intercept")) {
m <- sum(w * f/sum(w))
sum(w * (£ - m)~2)
}
else sum(w * £°2)
rss <- sum(w * r~2)
r <- sqrt(w) * r
}

resvar <- rss/rdf
R <- chol2inv(Qr$qr([pl, pl, drop = FALSE])
### comment out this line ###
#se <- sqrt(diag(R) * resvar)
HEHHHHBHHH BB FHHBRFHHBR AR HBRS
### use HCS5 standard errors ###
se<-sqrt(diag(hccm.new(z,type=c("hc5"))))
HEHBHHAHHRHHAHHEHBEH AR AR R A H
est <- z$coefficients[Qr$pivot[p1]l]
tval <- est/se
ans <- z[c("call", "terms")]
ans$residuals <- r
ans$coefficients <- cbind(est, se, tval, 2 * pt(abs(tval),
rdf, lower.tail = FALSE))
dimnames (ans$coefficients) <- list(names(z$coefficients) [Qr$pivot[pl]],
c("Estimate", "Std. Error", "t value", "Pr(>|t[)"))
ans$sigma <- sqrt(resvar)
ans$df <- c(p, rdf, NCOL(Qr$qr))
if (p != attr(z$terms, "intercept")) {
df.int <- if (attr(z$terms, "intercept"))
1
else 0
ans$r.squared <- mss/(mss + rss)
ans$adj.r.squared <- 1 - (1 - ans$r.squared) * ((n -
df.int)/rdf)
ans$fstatistic <- c(value = (mss/(p - df.int))/resvar,
numdf = p - df.int, dendf = rdf)
}
else ans$r.squared <- ans$adj.r.squared <- O
ans$cov.unscaled <- R
dimnames (ans$cov.unscaled) <- dimnames(ans$coefficients) [c(1,
D1

if (correlation) {
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ans$correlation <- (R * resvar)/outer(se, se)
dimnames (ans$correlation) <- dimnames(ans$cov.unscaled)
ans$symbolic.cor <- symbolic.cor

}

class(ans) <- "summary.lm"

ans

}

Note que para usar, e.g., HC3 ao invés de HC5, basta especificar este estimador na
linha se<-sqrt(diag(hccm.new(z,type=c("hc5")))) da fungao acima. Para usar
esta funcao:

# Fit linear model - heteroskedasticity (estimator HC4)
> summary.hccm(ajuste)

"Using heteroskedasticity-corrected standard errors."

Call:
Im(formula =y ~ 1 + x1 + x2)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-160.709 -36.896 -4.551 37.290 109.729

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 832.9 19754.7 0.042 0.967
x1 -1834.2 53744.8 -0.034 0.973
x2 1687.0 36045.2 0.044 0.965

Residual standard error: 56.68 on 47 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.6553, Adjusted R-squared: 0.6407
F-statistic: 44.68 on 2 and 47 DF, p-value: 1.345e-11
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Capitulo 6

ConclusGes e sugestoes para trabalhos futuros

Sob heteroscedasticidade, o estimador de minimos quadrados ordinarios mantém
algumas propriedades desejaveis, tornando-se, contudo, ineficiente, i.e., nao é mais o
melhor estimador linear nao-viesado. O estimador usual da matriz de covariancias deste
estimador torna-se viesado e nao-consistente, tornando pouco confiaveis estimativas in-
tervalares e testes de hipoteses que utilizam este estimador. Uma maneira de contornar
este problema é obter estimadores alternativos que sejam melhores que o estimador de
MQO.

Um procedimento de inferéncia muito usado na pratica para o modelo de regressao
linear na presenca de heteroscedasticidade de forma desconhecida consiste em utilizar
para o vetor de parametros 3 o estimador de minimos quadrados ordinarios, que per-
manece nao-viesado e consistente, juntamente com um estimador para sua matriz de
covariancias que possua propriedades assintoticas desejaveis. Este estimador consistente
da matriz de covariancias do estimador de minimos quadrados ordinarios possibilita
a realizacao de inferéncias sem que seja necessario fazer suposigoes sobre a forma da
heteroscedasticidade.

Noés propomos, com base no estimador HC4, um novo estimador: HC5. Este es-
timador é o primeiro na classe dos estimadores consistentes da matriz de covariancias
do estimador de minimos quadrados a incorporar termos de descontos que se ajustam a
variagoes no grau maximo de alavancagem dos dados. Nés apresentamos resultados de
simulacao de Monte Carlo sobre o desempenho de testes quasi-t cujas estatisticas sao
baseadas nos diferentes estimadores consistentes. A avaliacdao foi realizada tanto sob
homoscedasticidade quanto sob heteroscedasticidade e os resultados revelaram que o
teste construido a partir do estimador HC5 tipicamente apresenta desempenho superior
aos demais testes considerados. No que se refere a inferéncia via bootstrap, hd muito
pouco ganho em amostras finitas em se usar o esquema de reamostragem de bootstrap
ponderado para realizar testes bootstrap, estimando-se valores p ou valores criticos, ao
invés de se utilizar o bootstrap ponderado para estimacao de erros-padrao a serem uti-
lizados em estatisticas de teste convencionais. Nossos resultados também revelaram que
a presenca de pontos de alta alavancagem exerce um papel importante no desempenho
dos diferentes estimadores consistentes em amostras de tamanho tipico.

Dentre as proposta de trabalhos futuros podemos destacar: (i) Estudo do comporta-
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mento dos estimadores consistentes da matriz de covariancias de b quando residuos ori-
undos de regressoes robustas sao usados em substituicao a residuos de minimos quadra-
dos ordindrios. (ii) Utilizagdo dos estimadores consistentes em situagoes que envolvem
modelos de séries temporais, e.g., 0 modelo AR(p).
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Apéndice

Neste apéndice apresentamos o programa 0x usado na realizagao de simulacoes com
dados de educacao.

#include <oxstd.h>
#include <oxprob.h>

fbias(const test, const truevalue);

fmse(const estimatorvar, const estimator, const trueval);
fhii(const prob, const emp_prob, const newemp_prob, const obs);
rejection(const series, const criticalvalue, const nrepls);
dataread(const number) ;

main()

{

/* Declaration of variables used in the program */

decl et, Y, x11, x22, x1, x2, nrepls, nboots, nvar, obs, alpha_1,
alpha_2, X, XtX, invXtX, M, P, Pt, H, systematic, beta, design,
sample, num_samples, num_datasets, sigma, omega, w, bols_mc,
resid, X_bt, Y_bt, invXX_bt, P_bt, M_bt, d_first, d_final,
ratio, rndint, true_var, i, j, true, dataset, a_j, systemat,
weigh_res, res_adj, Y_Wu, Y_Wu2, weight3, naive, wu, inv_wu,
var_naive, bias_naive, mse_naive, var_wu, bias_wu, mse_wu,
var_invwu, var_white, bias_invwu, mse_invwu, var_HC4, HC4_var,
HC4, biasHC4, mseHC4, var_HC5, HC5_var, HC5, biasHC5, mseHC5,
ols_var, biasOLS, olsvar_var, mseOLS, var_HC3, HC3_var, HC3,
biasHC3, mseHC3, white_var, biasWhite, mseWhite, mse_white,
white, relativebias, bias_all, mse_all, sum, t_beta_3,
quasi_t_stat_cvs, kk, kkk, results, hii, Y_hii, X_hii,

Xt_bt, XtX_bt, invXtX_bt, weigh2_res, d_t, var_denom, b_4bt,
X_boot, Y_boot, weight4, weight_mix, Y_mix, weigh _mix, resid2,
weight_22, weight_wu, resid_factor, limitl, limit2, Y_Wu222,
estimators, data, g, weight_expon, gnew, coef, mix, gnewl,
prob, emp_prob, newemp_prob, weight5, hmax, hbarra, alpha,
delta, quoc, k;

/* Initialize the timer */
et = timer();

/* Random number generator */
ranseed("GM") ;

/* # of Monte Carlo and bootstrap replications */
nrepls = 5000; nboots = 500;

/* initial and final designs to be used (1 through 2) */
d_first = 1; d_final = 2;

/* # of different sample sizes to be used in the simulation */
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num_samples = 3; num_datasets = 2;
decl file = fopen("lambdalb_greene.out", "w");
/* Specifying the model */

estimators = 8;

bias_all = zeros(num_samples, estimators);
mse_all = zeros(num_samples, estimators);
results = zeros(estimators, 3);

t_beta_3 = zeros(nrepls,estimators);

for (dataset = 1; dataset <= num_datasets; ++dataset)
{
[data, alpha_1, alpha_2]=dataread(dataset);
x11 = data[][0] ./ 10000; x22 = x11 .~ 2;
print ("\nRandom seed George Marsaglia’s: ", ranseed(0), "\n");

/* Loop over designs: */
for (design = d_first; design <= d_final; ++design)
{
/* Loop over different sample sizes */
for (sample = 1; sample <= num_samples; ++sample)
{
x1 = vec(x1ll * ones(1l, sample));
x2 = vec(x22 * ones(1, sample));
X = 17x17x2;

obs = rows(X);
nvar = columns(X);

XtX = X’*X;
invXtX = invertsym(XtX);
P = invXtX*X’;

Pt = P’;
M = XxP;
H = unit(obs) - M;

beta = ones(nvar-1,1)10;
coef = 2;

systematic = Xxbeta;
var_denom = (1.0 / (obs-nvar)) .* invXtX;

/* Initializing the matrices to be used by the program */
ols_var = zeros(nvar,nrepls); HC4 = ols_var;

HC5 = ols_var; white = ols_var; HC3 = white;

mse_naive = HC4; mse_wu = HC4; mse_invwu = HC4;

var_naive = zeros(unvar,nrepls); var_wu = var_naive;
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var_invwu = var_naive;naive = zeros(nvar,nboots);
Wu = naive; inv_wu = naive;

/* Selecting the desings of regression */
if (design == 1)

sigma = ones(obs,1);

else if (design == 2)

sigma = sqrt(exp(alpha_l+alpha_2%*x1));

/* Computing the true var-cov matrix */
omega = diag(sigma .~ 2);

true_var = Pxomega*Pt;

true = diagonal(true_var)’;

/* Returns the diagonal of the product as a row vector */
w = diagonal(M);

prob =1 ./ w’;
emp_prob = prob .* (1.0 / double(sumc(prob)) );
newemp_prob = 0.0|cumulate (emp_prob) ;

g= (obs .*xw ) ./ nvar;
gnewl =g .>4 .7 4 .: g; /* Minimum between 4 and g */

hmax=max (w) ;

hbarra=meanr (w) ;

k =0.7;

quoc = kxhmax/hbarra;

delta = max(quoc,4);

alpha = w./hbarra .> delta .7 delta .: w./hbarra ;

weight4 = sqrt( 1.0 ./ ((1.0-w’) .” gnewl’) ); /* usado para o HC4 */
weight3 = sqrt( 1.0 ./ ((1.0-w’) .~ 2) ); /* usado para o HC3*/
weight5s = sqrt( 1.0 ./ ((1.0-w’) .~ alpha’) ); /+* usado para o HC5 */

resid_factor = sqrt( obs / (obs-nvar) );
limitl = 2*nvar/obs;
1imit2 = 3*nvar/obs;

/* Weights */

d_t =w .> limitl .7 3 .: 1;

weight_wu = sqrt( 1.0 ./ (1.0-w’) );

weight_22 = sqrt( 1.0 ./ ((1.0-w’) .~ (d_t’)) );

/* Begin the Monte Carlo loop */
for (i = 0; i < nrepls; ++i)
{
/* Generate the data */
ranseed ({2.0*i+50, 5.0%i+100});
Y=systematic+sigma .* rann(obs,1);

/* Run ols regression */
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bols_mc = P*Y;
resid = HxY;
resid2 = (resid .~ 2);

/* Calculating ols’s covariance matrix */
ols_var[] [i]=diagonal( double(sumc(resid2)) * var_denom )’;

/* Calculating White’s covariance matrix */
var_white = P * (resid2 .* Pt);
white[] [i] = diagonal( var_white )’;

/* Calculating HC4’s covariance matrix */
var_HC4 = P * ( (resid2 .* weight4) .* Pt );
HC4[][i] = diagonal(var_HC4)’;

/* Calculating HC5’s covariance matrix */
var_HC5 = P * ( (resid2 .* weightb) .* Pt );
HC5[][i] = diagonal (var_HC5)’;

/* Calculating HC3’s covariance matrix */
var_HC3 = P * ( (resid2 .* weight3) .* Pt );
HC3[]1[i] = diagonal( var_HC3 )’;

/* Preparations for bootstrap loop */

systemat = X*bols_mc;

/* Wu’s bootstrap */

a_j = resid ./ sqrt( meanr((resid2)’) );
weigh_res = ( resid .* weight_wu );

/* new Wu’s non-parametric boot */
weigh2_res = resid .* ( weight_22 );

/* naive bootstrap */

res_adj = resid * resid_factor;

/* Begin the bootstrap loop */

for (j = 0; j < nboots; ++j)
{
ranseed ({2.0%(i+j*555+1), i+j});
rndint = ranu(obs,1)*obs;

/* Naive bootstrap */
naive[] [j] = P*( systemat+res_adj[rndint] [0] );

/* Wu’s bootstrap */
Y_Wu = systemat+(weigh_res .* a_j[rndint][0]);
wull [j] = P*Y_Wu;

/* Invwu’s bootstrap */

hii =fhii(prob,emp_prob, newemp_prob, obs);
Y_Wu222 = systemat+(weigh2_res .* a_j[hii] [0]);
inv_wul]l [j] = PxY_Wu222;

} /* End of bootstrap loop */
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/* Obtaining variance and mean-squared error of bootstrapped estimators */

varr (naive) ;
fmse(var_naive[] [i], naive, beta);

var_naive[] [i]
mse_naive[] [i]

varr (wu) ;
fmse(var_wul] [i], wu, beta);

var_wul] [i]
mse_wul] [i]

var_invwul[] [i] = varr(inv_wu);
mse_invwul[] [i] = fmse(var_invwul[] [i], inv_wu, beta);

/* Obtaining the t-statistics */

t_beta_3[i] [0]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [1]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [2]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [3]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [4]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [6]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [6]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)
t_beta_3[i] [7]= (bols_mc[coef] [0]-0.0)

sqrt(ols_var [coef] [i]);
sqrt (var_naive[coef] [i]);
sqrt (var_wulcoef] [i]);
sqrt (var_invwul[coef] [i]);
sqrt (HC4 [coef] [1]);

sqrt (HC3[coef] [i]);

sqrt (white[coef] [i]);
sqrt (HC5 [coef] [i]) ;

N NN NN NN N

} /* End of Monte Carlo simulations */
/* obtaining variance and mean-squared error of all estimators */

olsvar_var = varr(ols_var);
mseOLS = fmse(olsvar_var, ols_var, true);

HC4_var = varr(HC4);
mseHC4 = fmse(HC4_var, HC4, true);

HC5_var = varr(HC5);
mseHC5 = fmse(HC5_var, HC5, true);

HC3_var = varr(HC3);
mseHC3 = fmse(HC3_var, HC3, true);

white_var = varr(white);
mseWhite = fmse(white_var, white, true);

mse_all[sample-1][] = sqrt(sumc((mseOLS) “meanr (mse_naive)~
meanr (mse_wu) “meanr (mse_invwu) ~ (mseHC4) ~ (mseHC3) ~ (mseHC5))) ;

/* obtaining bieses of estimators */

bias_naive = fbias(var_naive, true);
bias_wu = fbias(var_wu, true);
bias_invwu = fbias(var_invwu, true);
biasOLS = fbias(ols_var, true);
biasHC4 = fbias(HC4, true);

biasHC5 = fbias(HC5, true);

biasHC3 = fbias(HC3, true);
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biasWhite = fbias(white, true);

relativebias=biasOLS"bias_naive~bias_wu“bias_invwu”~
biasHC4"biasHC3"biasWhite~“biasHC5;
bias_all[sample-1] [] = sumc(fabs(relativebias));

/* Print simulation results */

print( "\n\t\t SIMULATION RESULTS: HETEROSKEDASTIC BOOTSTRAP");
print( "\n\t\t ----——-——-——m——-—- \n");

print( "\n\t\t OX PROGRAM: ", oxfilename(0) );

print( "\n\t\t OX VERSION: ", oxversion() );

print( "\n\t\t NUM. REPLICATIONS: ", nrepls );

print( "\n\t\t NUM. BOOT. REPLICATIONS: ", nboots );
print( "\n\t\t NUM. OBSERVATIONS: ", obs );
print ( "\n\t\t DESIGN: ", design );

print( "\n\t\t DATASET: ", dataset );
if (dataset == 1) print(" * GREENE * ");
else if(dataset == 2) print(" * GREENE NO LEVERAGE * ");

print( "\n\t\t DATE: ", date() );
print( "\n\t\t TIME: ", time() );
print( "\n" );

format (200) ;

if (sample == 1)
{
print( "\n\nDesign: ", design );
print( "\nDesigns 1 and 2 are for normal errors.",
"\n(homoskedasticity and heteroskedasticity, respectively).");
print( "\n");
print( "\nAlpha’s: ", alpha_1"alpha 2 );

}
print( "\n\nLeverage in X matrix:", min(w) “max(w) );
print( "\nLimits: 2p/n and 3p/n: ", limitl1"limit2 );

print( "\nNumber of w’s beyond limits: ", (sumr(w .> limitl))~
(sumr(w .> 1imit2)) );

if (dataset==1)
{
print ("\nRMSE (N=", obs, ")","J)c",{"OLS", "naive", "wu","invwu",
"HC4","HC3","white", "HC5"},"%12.3f", sqrt(meanr (mseOLS)"~
meanr (mse_naive) “meanr (mse_wu) “meanr (mse_invwu) “meanr (mseHC4) ~
meanr (mseHC3) “meanr (mseWhite) “meanr (mseHC5))) ;

}

else

{

print ("\nRMSE (N=", obs, ")", "V)c",{"OLS", "naive", "wu","invwu",
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"HC4","HC3","white", "HC5"},"%12.1f", sqrt(meanr(mseOLS)~
meanr (mse_naive) “meanr (mse_wu) “meanr (mse_invwu) “meanr (mseHC4) ~
meanr (mseHC3) “meanr (mseWhite) “meanr (mseHC5))) ;

print("\nRelative bias (N=", obs, ")", "J%c", {"OLS", "naive", "wu","invwu",
"HC4","HC3","white","HC5"},"%12.3f", relativebias);

/* Tallying rejections */
quasi_t_stat_cvs = < 1.644854, 1.959964, 2.575829 >;

for (kk = 0; kk < rows(results); ++kk)

{
for (kkk = 0; kkk <= 2; ++kkk)
{
results[kk] [kkk] = rejection(t_beta_3[][kk],
quasi_t_stat_cvs[0] [kkk], nrepls);
}
}

fprint(file, "%9.4f",t_beta_3[]1[2:7]1);

print("\n* Estimated sizes of quasi-t tests: ", "Yr", {"OLS",'"naive",
Ilwull , Ilinkull , lIHC4I| , IIHCsII , "White" , IIHCSII}’ ll%cll , {"10%" . IISZII , n 1"/0"} .
"%10.3f", results );

} /% End loop over sample sizes */
print( "\n This is design ", design );
/* Printing the variance ratio for each design*/

ratio = ( max(sigma) ./ min(sigma) ) ~2;
print( "\n Variance ratio (lambda) = ", ratio, "\n" );

if (dataset==1)

{

print("\n* Aggregate RMSE of:", "Jc", {"OLS", "naive", "wu","invwu",
"HC4","HC3","white", "HC5"}, "%r",{"N = 50", "N = 100", "N = 150"},
"%12.3f", mse_all);

}

else

{

print ("\n* Aggregate RMSE of:", "Yc", {"OLS", "naive", "wu", "invwu",
"HC4","HC3","white", "HC5"}, "%r",{'N = 47", "N = 94", "N = 141"},
"%12.1f", mse_all);

}

print ("\n* Aggregate relative bias of:", "Yc", {"OLS","naive","wu","invwu",
||HC4’|’"HC3||,||white|” llHC5||}, ||%r’|’{|lN = 50”’ ||N = 100", |lN = 150",
"N = 200"}, "%12.3f", bias_all );
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} /* End loop over designs */

} /* End of loop over datasets */
fclose(file);
print( "\n\nDate: ", date() );
print( "\nTime: ", time() );
print( "\nOx version: ", oxversion() );
print( "\nExecution time: ", timespan(et) );
}
fbias(const test, const truevalue)
{
return ((meanr(test)-truevalue) ./ truevalue);
}

fmse(const estimatorvar, const estimator, const trueval)

{

decl mse;
mse = estimatorvar + ( (meanr(estimator)-trueval) .~ 2.0 );
return mse;

}

rejection(const series, const criticalvalue, const nrepls)

{

return (sumc( fabs(series) .> criticalvalue ) / nrepls)*100;

}

dataread(const number)

{
decl data, alpha_1, alpha_2;
if (number==1)
{
data = loadmat("greene.mat");
alpha_1 = 5.3; alpha_2 = 5.3;
}
else if (number==2)

{

data = loadmat("greene_no.mat");
alpha_1 = 9.3; alpha_2 = 9.3;

}

return {data, alpha_1, alpha_2};
}

fhii(const prob, const emp_prob, const newemp_prob, const obs)

{

decl rdraw, test, i, j;
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rdraw = ranu(obs,1);
test = zeros(obs, 1);

for (j=0; j<obs; ++j)

{
for(i=0; i < obs; ++i)
{
if (newemp_prob[i] [0] < rdraw[j][0] && rdraw[j][0] < newemp_prob[i+1][0])
{
test[jI[0] = i;
break;
}
}
}

return test;
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