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e Rosângela, aos meus irmãos, Cristiano e
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Ao professor Francisco Cribari-Neto, pela competência, pela seriedade, pelo profissionalismo,
pelo incentivo e pela confiança.

A toda famı́lia do Alessandro que sempre esteve do nosso lado quando decidimos vir para
Recife.
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À Fátima de Sousa Maior pela amizade, pelo apoio, pela força e confiança.
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Resumo

O modelo de regressão Dirichlet é útil, por exemplo, na modelagem de taxas e pro-
porções, onde a soma das componentes de cada vetor de observações é igual a um. Os
coeficientes deste modelo de regressão constituem uma matriz. Se esta matriz não tem posto
completo, ou seja, se alguns de seus elementos podem ser escritos como combinações linea-
res de outros, então a quantidade de parâmetros do modelo a serem estimados é menor.
Nosso objetivo é estimar o posto desta matriz de parâmetros, utilizando uma estat́ıstica
de teste proposta por Ratsimalahelo (2003), através do procedimento de teste seqüencial e
dos critérios de informação BIC (Bayesian Information Criteria) e HQIC (Hannan Quinn
Information Criteria). Em seguida, avaliamos o desempenho dos estimadores do posto da
matriz de coeficientes, baseados nestes procedimentos.

Neste trabalho consideramos dois modelos de regressão Dirichlet. Através dos resultados
de simulação de Monte Carlo, observamos que quando utilizamos o procedimento de teste
seqüencial, para estimar o posto da matriz de coeficientes dos modelos de regressão Dirichlet,
o desempenho dos estimadores, em geral, é melhor em termos de viés e erro quadrático médio
do que quando utilizamos os critérios de informação BIC e HQIC.
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Abstract

The Dirichlet regression model is useful in the modelling of rates and proportions, where
the sum of the components of each vector of observations is one. The coefficients of this
regression model constitute a matrix. If this matrix does not have full rank, in other words,
if some of its rows or columns can be written as linear combinations of others, then the
quantity of estimated parameters of the model is reduced. Our goal is to first estimate the
rank of this matrix of parameters, using a test statistic proposed by Ratsimalahelo (2003),
via the sequential testing strategy, the Bayesian information criterion (BIC), and Hannan
Quinn information criterion (HQIC). We then evaluate the performance of the estimator of
the rank of the coefficient matrix based on these procedures.

In this work we consider two Dirichlet regression models. From the Monte Carlo simula-
tion results we observe that, when we use the sequential test procedure to estimate the rank
of the coefficient matrix of the Dirichlet regression models, the performance of these estima-
tors is generally better in terms of bias and mean square error than those of the information
criteria BIC and HQIC.
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Introdução

Neste trabalho estudamos um estimador para o posto da matriz dos coeficientes de uma
regressão em que as observações seguem uma distribuição Dirichlet, que é uma extensão
multivariada da distribuição beta. Esta última distribuição é útil na modelagem de dados
estat́ısticos que assumem valores no intervalo (0, 1), enquanto que a primeira se presta à
modelagem probabiĺıstica de um vetor de variáveis compreendidas no intervalo (0, 1) cuja
soma é igual a um. Com o objetivo de definir uma estrutura de regressão para dados com
distribuição Dirichlet, consideramos duas parametrizações, que denotaremos por “modelo
1” e “modelo 2”. Na primeira parametrização, a média da variável resposta é modelada
juntamente com um parâmetro de precisão, ou seja, a j-ésima componente, µj , da resposta
média é modelada através de uma estrutura de regressão juntamente com um parâmetro de
precisão φ. Na segunda parametrização a variável resposta se distribui como Dirichlet com
parâmetros α1, α2, . . . , αp, onde estes parâmetros obedecem estrutura de regressão.

Os coeficientes na estrutura de regressão multivariada do modelo de regressão Dirichlet
constituem uma matriz, que denotaremos por B. Quando essa matriz não tem posto com-
pleto, algumas de suas colunas (ou linhas) são linearmente dependentes, ou seja, alguns de
seus parâmetros podem ser escritos como combinações lineares de outros. Pensando nisso,
nosso objetivo principal é estimar o posto da matriz dos coeficientes nos dois modelos de
regressão Dirichlet considerados. Vários testes foram propostos para estimação do posto de
matrizes desconhecidas. Em particular, Ratsimalahelo (2003) desenvolveu um teste usando
a teoria da perturbação de matrizes. O teste consiste em determinar quantos valores sin-
gulares de uma matriz estimada são significantemente diferentes de zero, já que o posto de
uma matriz é igual ao número de valores singulares diferentes de zero. Outros pesquisadores,
como Stewart (1984), Gill e Lewbel (1992), Robin e Smith (2000) também desenvolveram
testes para posto de matrizes, mas o teste desevolvido por Ratsimalahelo (2003) tem uma
grande vantagem sobre os outros testes, a facilidade de seu cálculo.

Na estimação do posto da matriz B usamos a estat́ıstica de teste proposta por Rat-
simalahelo (2003); associados a esta estat́ıstica de teste, usamos três procedimentos para
estimação do posto, a saber: o teste seqüencial e os critérios de informação BIC (Bayesian
Information Criteria) e HQIC (Hannan Quinn Information Criteria). Usando estes procedi-
mentos, Ratsimalahelo (2003) estabelece um estimador fortemente consistente para o posto
de B, a partir de um estimador fortemente consistente de B. Para os resultados numéricos,
utilizamos o método de simulação Monte Carlo. Com tais resultados avaliamos o desem-
penho númerico do teste seqüencial e dos critérios de informação BIC e HQIC para as duas
parametrizações consideradas quando a matriz B tem ou não posto completo. Além disso,
aplicamos o segundo modelo de regressão Dirichlet considerado a dois conjuntos de dados
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reais e estimamos o posto da matriz de parâmetros desse modelo usando a estat́ıstica de
teste de Ratsimalahelo (2003) juntamente com os três procedimentos citados acima.

1.1.1 Organização da dissertação

A estrutura do restante desta dissertação é composta da seguinte maneira: no caṕıtulo 2
apresentamos as distribuições beta e Dirichlet, algumas propriedades amostrais de ambas e
consideramos ainda dois modelos de regressão Dirichlet, mostrando como obter as estimativas
dos parâmetros desconhecidos. No caṕıtulo 3, apresentamos a estat́ıstica de teste proposta
por Ratsimalahelo (2003) juntamente com o procedimento de teste seqüencial e os critérios
de informação BIC e HQIC para estimação do posto da matriz de coeficientes da regressão
Dirichlet. No quarto caṕıtulo, com base em simulações de Monte Carlo para os modelos de
regressão Dirichlet, investigamos o comportamento do procedimento de teste seqüencial e
dos critérios de informação BIC e HQIC na estimação do posto. No caṕıtulo 5, aplicamos o
modelo de regressão Dirichlet a dois conjuntos de dados reais e estimamos o posto da matriz
de coeficientes do modelo. As conclusões desta dissertação são apresentadas no caṕıtulo 6.

1.1.2 Suporte computacional

As ferramentas computacionais utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho foram
a linguagem de programação Ox e o programa R.

Para as avaliações numéricas, utilizamos a linguagem de programação matricial Ox, cria-
da por Jurgen Doornik em 1994, que permite a implementação de técnicas estat́ısticas com
facilidade e atende a requisitos como precisão e eficiência, o que tem contribúıdo para sua
ampla utilização no campo da computação numérica. A versão utilizada aqui foi a 3.30
para sistemas operacionais Linux e está dispońıvel gratuitamente para uso acadêmico no
endereço http://www.nuff.ox.ac.uk/Users/Doornik. Detalhes sobre esta linguagem de
programação podem ser encontrados em Doornik (2001) e Cribari–Neto e Zarkos (2003). Os
gráficos apresentados neste trabalho foram feitos utilizando o programa R, que é baseado em
uma linguagem de alto ńıvel desenvolvida para análise, manipulação e apresentação gráfica
de dados. Ver Cribari–Neto e Zarkos (1999) para detalhes.
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1.2 Estimadores de máxima verossimilhança

Suponha que x é o valor observado de um vetor aleatório X = (X1, . . . , XN )> cuja dis-
tribuição é caracterizada por uma função de probabilidade ou densidade com forma anaĺıtica
f(x; θ) conhecida, mas dependente de um vetor θ = (θ1, . . . , θp)

> de parâmetros desconheci-
dos. Seja Θ ⊂ IRp o espaço paramétrico, que representa o conjunto de valores posśıveis para
o vetor θ.

A função de verossimilhança L(θ; x) é definida como sendo igual à função do modelo,
embora seja interpretada diferentemente, como função de θ. Assim L(θ; x) = f(x; θ). Usual-
mente, trabalha-se com a log-verossimilhança `(θ; x) = log L(θ; x). A função de verossimi-
lhança informa a ordem natural de preferência entre diversas possibilidades para θ. Entre
os posśıveis candidatos para estimar o parâmetro verdadeiro, θ0, a partir dos mesmos dados
x, o vetor de parâmetros mais plauśıvel é aquele de maior verossimilhança. Neste sentido,
o método de máxima verossimilhança objetiva escolher o valor do vetor θ de parâmetros
que fornece a chance maior de ocorrer novamente os mesmos dados que ocorreram. Assim,
para estimar o vetor verdadeiro θ0 de parâmetros, escolhe-se aquele vetor de parâmetros que
maximiza a função de verossimilhança no espaço paramétrico Θ. O estimador de máxima
verossimilhança (EMV) de θ é portanto o vetor que maximiza L(θ; x) em Θ. Como a função
logaritmo é monótona crescente, maximizar L(θ; x) e `(θ; x) em Θ são processos equivalentes.

Então o EMV θ̂ é definido como o vetor

θ̂ = argmax
θ∈Θ

L(θ; x) = argmax
θ∈Θ

`(θ; x).

Se Θ é um conjunto discreto, calcula-se `(θ; x) para diversos θ’s e escolhe-se θ̂ como aquele
valor de θ correspondente ao máximo `(θ; x). Quando `(θ; x) é cont́ınua e diferenciável em

Θ, o EMV θ̂ pode ser obtido resolvendo-se o sistema de equações simultâneas

∂`(θ; x)

∂θj
= 0, com j = 1, . . . , p

desde que θ não se encontre na fronteira do espaço paramétrico. A primeira derivada da

função log-verossimilhança U(θ) = ∂`(θ;x)
∂θ é chamada função escore. As equações de máxima

verossimilhança são usualmente não-lineares e nestes casos as soluções de U(θ̂) = 0 devem
ser obtidas por técnicas iterativas, como as apresentadas no apêndice 3.

Os estimadores de máxima verossimilhança possuem algumas propriedades bem conheci-
das, ver Cordeiro (1992). Uma propriedade importante é que, sob condições bastante gerais,
os EMV’s são assintoticamente normais, ou seja,

√
N (θ̂ − θ0)

d7−→ N (0, I(θ0)
−1),

onde θ0 é o valor verdadeiro do parâmetro, o śımbolo
d7−→ significa convergência em dis-

tribuição e I(θ0) é a informação de Fisher,

I(θ) ≡ Eθ

(
∂`(θ; x)

∂θ

∂`(θ; x)

∂θ>

)

Esta propriedade será utilizada em nosso trabalho.
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Caṕıtulo 2

O modelo de regressão Dirichlet

2.1 Modelo beta

Na prática, o uso de modelos de regressão é bastante comum para analisar dados que
possivelmente têm algum tipo de relação com outras variáveis. O modelo mais utilizado
é o de regressão normal linear, mas este não é apropriado para situações onde a variável
resposta está restrita ao intervalo (0, 1). Uma solução é usar um modelo de regressão onde a
resposta é modelada por uma distribuição beta, usando, por exemplo, uma parametrização
definida pela média e por um parâmetro de dispersão, ver Ferrari & Cribari-Neto (2004). A
distribuição beta tem sido bastante utilizada para se definir modelos probabiĺısticos. Bury
(1999) lista um conjunto de aplicações da distribuição beta em engenharia. Janardan &
Padmanabhan (1986) modelam variáveis hidrológicas usando a distribuição beta. A seguir,
consideramos algumas propriedades da distribuição beta, como sua função de densidade e
seus primeiros momentos.

2.1.1. Definição e estimação

Seja Y uma variável aleatória. Dizemos que Y tem distribuição beta com parâmetros
α1, α2 > 0, denotado por Y ∼ B(α1, α2), se sua função de densidade é dada por

f(y; α1, α2) =





Γ(α1+α2)
Γ(α1)Γ(α2)

yα1−1 (1− y)α2−1 se 0 < y < 1,

0 caso contrário,

(2.1.1.1)

onde Γ(.) é a função gama.

Os parâmetros α1 e α2 são parâmetros de ajuste, pois através de α1 e α2 podem ser
obtidas diferentes distribuições em (0, 1). Quando α1 = α2 = 0.5, a distribuição beta
se reduz à chamada “distribuição arco seno”, a qual é útil no estudo de passeios aleatórios.
Distribuições beta para as quais α1 +α2 = 1 com α1 6= 0.5 são conhecidas como distribuições
“arco seno generalizadas”. Se α1 = α2 obtemos densidades simétricas em torno de 0.5 e
quando α1 = α2 = 1 temos a distribuição uniforme. Logo, a distribuição beta é uma famı́lia
de distribuições, como pode ser visto na Figura 2.1.1.1.

Para estudar o comportamento da distribuição beta, temos que conhecer algumas pro-
priedades da distribuição como, por exemplo, a média e a variância. O n-ésimo momento
em torno de zero da distribuição B(α1, α2) é

4



Figura 2.1.1.1: Gráfico da densidade beta para diferentes valores de α1 e α2.
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E(Y n) =

∫ 1

0
ynf(y; α1, α2)dy

=

∫ 1

0
yn Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)
yα1−1 (1− y)α2−1dy

=
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

[∫ 1

0
yn+α1−1 (1− y)α2−1dy

]
.

A integral entre colchetes acima é facilmente obtida usando-se a função beta definida
por

B(s, r) =
1

as+r−1

∫ a

0
zs−1(a− z)r−1dz, ∀ a ∈ (0, 1)

ou ainda,

∫ a

0
zs−1(a− z)r−1dz = B(s, r) as+r−1. (2.1.1.2)

Fazendo a = 1, s = n + α1, r = α2 e z = y em (2.1.1.2) temos que

∫ 1

0
yn+α1−1 (1− y)α2−1dy = B(n + α1, α2).
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Tendo em vista a propriedade da função Beta,

B(s, r) =
Γ(s)Γ(r)

Γ(s + r)
, (2.1.1.3)

temos ∫ 1

0
yn+α1−1 (1− y)α2−1dy =

Γ(n + α1)Γ(α2)

Γ(n + α1 + α2)
,

portanto

E(Y n) =
Γ(α1 + α2)

Γ(α1)Γ(α2)

Γ(n + α1)Γ(α2)

Γ(n + α1 + α2)

=
Γ(α1 + α2)Γ(n + α1)

Γ(α1)Γ(n + α1 + α2)

A expressão acima pode ser simplificada aplicando-se uma propriedade muito conhecida
da função gamma, a de que Γ(z + 1) = z Γ(z) temos

Γ(z + n) = Γ[(z + (n− 1)) + 1]

= (z + (n− 1))Γ[z + (n− 1)]

= (z + (n− 1))Γ[(z + (n− 2)) + 1]

= (z + (n− 1))(z + (n− 2))Γ[z + (n− 2)]

. . .

= (z + (n− 1))(z + (n− 2)) . . . (z + 1)Γ(z + 1)

= (z + (n− 1))(z + (n− 2)) . . . (z + 1)zΓ(z),

(2.1.1.4)

Então usando (2.1.1.4) temos

E(Y n) =
α1(α1 + 1)(α1 + 2) . . . (α1 + n− 1)

(α1 + α2)(α1 + α2 + 1)(α1 + α2 + 2) . . . (α1 + α2 + n− 1)
.

Logo,

E(Y ) =
α1

α1 + α2
,

E(Y 2) =
α1(α1 + 1)

(α1 + α2)(α1 + α2 + 1)
.

Então , a variância é
Var(Y ) = E(Y 2)− [E(Y )]2

=
α1α2

(α1 + α2)2(α1 + α2 + 1)
.
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Podemos observar na Figura 2.1.1.1 que, quando α1 e α2 aumentam, a variabilidade da
distribuição diminui, o que é confirmado pela expressão da variância.

Para obter uma estrutura de regressão que permita modelar a média de uma variável
resposta sujeita a um parâmetro de precisão, usamos uma parametrização diferente da
mostrada na densidade (2.1.1.1). Seja µ = α1/(α1 + α2) e φ = α1 + α2, ou seja, α1 = µφ
e α2 = (1 − µ)φ. A função de densidade de Y pode ser reescrita, na nova parametrização,
como

f(y; µ, φ) =





Γ(φ)
Γ(µφ)Γ((1−µ)φ) yµφ−1 (1− y)(1−µ)φ−1 se 0 < y < 1,

0 caso contrário,

(2.1.1.5)

onde 0 < µ < 1 e φ > 0. O valor esperado e a variância de Y são expressos, na nova
parametrização, como:

E(Y ) = µ,

Var(Y ) =
V (µ)

1 + φ
,

(2.1.1.6)

onde V (µ) = µ(1−µ) denota a função de variância, e onde φ pode ser interpretado como um
parâmetro de precisão, no sentido de que, para µ fixo, se o valor de φ aumenta, a variância
da variável resposta diminui. A Figura 2.1.1.2 apresenta diferentes densidades beta sob a
nova parametrização , correspondentes a alguns valores dos parâmetros (µ, φ). Observamos
que quando µ = 0.5 as densidades se apresentam de forma simétrica; quando µ 6= 0.5 as
formas são não simétricas.

Quando a variável resposta assume valores no intervalo arbitrário (a, b), com a e b co-
nhecidos, pode-se modelar a variável (Y −a)/(b−a), a qual é uma padronização que permite
trabalhar com a função de densidade (2.1.1.5), no intervalo (0, 1). O modelo proposto por
Ferrari & Cribari-Neto (2004) é definido estabelecendo uma relação entre variáveis aleatórias
com distribuição beta e algumas variáveis explicativas; nele uma relação é estabelecida entre
µ e estas variáveis. Todo o desenvolvimento apresentado no restante desta seção está descrito
em Ferrari & Cribari-Neto (2004).

Sejam Y1, . . . , YN variáveis aleatórias independentes, onde cada Yi, i = 1, . . . , N , tem
distribuição beta (2.1.1.5), isto é, Yi ∼ B(µi, φ). O modelo é obtido supondo que a média de
Yi pode ser escrita através de

h(µi) = β1xi1 + . . . + βkxik = ηi,

onde h : (0, 1) → IR é uma função de ligação estritamente monótona e duplamente diferen-
ciável. Os parâmetros da regressão β1, . . . , βk são desconhecidos e xi1, . . . , xik são observações
em k covariáveis (k < N), que assumem valores fixos e conhecidos. Existem diversas relações
funcionais para h(·), mas uma função bastante útil é a função logit definida por h(µi) =
log[µi/(1− µi)]. Com esta função, pode-se reescrever µi como

7



Figura 2.1.1.2: Gráficos das densidades beta para diferentes valores de (µ, φ).
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µi =
e−x>i β

1 + e−x>i β
, (2.1.1.7)

onde x>i = (xi1, . . . , xik) e β = (β1, . . . , βk), i = 1, . . . , N .
Considerando a função de densidade dada em (2.1.1.5), a função de log-verossimilhança

baseada em uma amostra de N observações para o modelo proposto é dada por

`(β, φ) =
N∑

i=1

`i(µi, φ), (2.1.1.8)

onde

`i(µi, φ) = log Γ(φ)− log Γ(µiφ)− log Γ((1− µi)φ) + (µiφ− 1) log yi

+ ((1− µi)φ− 1) log(1− yi),

µi, definida através de (2.1.1.7) como µi = h−1(ηi), é uma função de β, e φ é o parâmetro
de precisão.

A função de escore é obtida pela diferenciação da função de log-verossimilhança (2.1.1.8)
com relação aos parâmetros desconhecidos. Segue que para u = 1, . . . , k,

∂`(β, φ)

∂βu
=

N∑

i=1

∂`i(µi, φ)

∂µi

dµi

dηi

∂ηi

∂βu
(2.1.1.9),

mas

dµi

dηi
=

1

h′(µi)
,

∂ηi

∂βu
= xiu

(2.1.1.10)

e

∂`i(µi, φ)

∂µi
= φ

[
log

yi

1− yi
− {ψ(µiφ)− ψ((1− µi)φ)}

]

= φ [y∗i − µ∗i ],
(2.1.1.11)

onde ψ(. ) é a função digamma, ou seja, ψ(z) = d log Γ(z)/dz para z > 0, y∗i = log{yi/(1−yi)}
e µ∗i = {ψ(µiφ)− ψ((1− µi)φ)}. Substituindo (2.1.1.10) e (2.1.1.11) em (2.1.1.9) temos

∂`(β, φ)

∂βu
= Uβ(β, φ) = φ

N∑

i=1

(y∗i − µ∗i )
1

h′(µi)
xiu. (2.1.1.12)

Temos ainda que

9



∂`(β, φ)

∂φ
= Uφ(β, φ) =

N∑

i=1

{µi[y
∗
i − µ∗i ] + log(1− yi) + ψ(φ)− ψ((1− µi)φ)}. (2.1.1.13)

Pode-se reescrever as equações (2.1.1.12) e (2.1.1.13) na forma matricial como

Uβ(β, φ) = φX>T (y∗ − µ∗) e Uφ(β, φ) = ({(y∗ − µ∗)>diag(µi)} − a>)1I,

onde X é a matriz formada pelas covariáveis do modelo, com dimensão N × k e i-ésimo

vetor linha x>i , y∗ = (y∗1, . . . , y
∗
N ), µ∗ = (µ∗1, . . . , µ

∗
N ), T = diag

(
dµi
dηi

)
, e de forma análoga,

a> = (log(1−y1)+ψ(φ)−ψ((1−µ1)φ), . . . , log(1−yN )+ψ(φ)−ψ((1−µN )φ)) e 1I = (1, . . . , 1)>
é o vetor de uns de dimensão N × 1.

A matriz de informação de Fisher é dada por

K = K(β, φ) =

(
Kββ Kβφ

Kφβ Kφφ

)
,

onde Kββ = φX>WX, Kβφ = KT
φβ = X>Tc, Kφφ = tr(D), sendo W , c e D descritos a

seguir. W = diag(w1, . . . , wN ), com

wi = φψ′(µiφ) + ψ′((1− µi)φ)
1

[h′(µi)]2
,

c = (c1, . . . , cN ), com ci = φ[ψ′(µiφ)µi − ψ′((1 − µi)φ)(1 − µi)], onde ψ′(. ) é a função
trigamma e D = diag(d1, . . . , dN ), di = ψ′(µiφ)µ2

i − ψ′((1− µi)φ)(1− µi)
2 − ψ′(φ).

Diante das condições de regularidade para estimação por máxima verossimilhança dis-
cutidas em Cordeiro (1999), se o tamanho da amostra é grande, tem-se

(
β̂

φ̂

)
∼ N

((
β
φ

)
, K−1

)
,

aproximadamente, onde β̂ e φ̂ são os estimadores de máxima verossimilhança de β e φ,
respectivamente. Estes estimadores são obtidos pela solução do sistema

Uβ(β, φ) = 0,

Uφ(β, φ) = 0,

e não têm forma fechada. Conseqüentemente eles devem ser obtidos pela maximização
da função de log-verossimilhança, usando um algoritmo de otimização não-linear, como o
algoritmo de Newton (Newton-Raphson, Escore de Fisher, etc.) ou algum algoritmo quasi-
Newton (BFGS, entre outros). O algoritmo de otimização requer um valor inicial para
ser usado no esquema iterativo. Para isso, Ferrari & Cribari-Neto (2004) sugerem como
valor inicial para β a estimativa dos mı́nimos quadrados ordinários, (X>X)−1X>z com
z = (h(y1), . . . , h(yN )), onde h(y) = log[y/(1 − y)]. Sugerem também o valor inicial para φ
dado pela expressão
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1

N

N∑

i=1

µ̃i(1− µ̃i)

σ̃2
i

− 1,

onde µ̃i é obtido aplicando h−1(. ) ao i-ésimo valor ajustado da regressão linear de z em
X, ou seja, µ̃i = h−1(x>i (X>X)−1XTz), e σ̃2

i = ẽ>ẽ/[(N − k){g′(µ̃i)}2], sendo ẽ = z −
(X>X)−1XTz o vetor de reśıduos de mı́nimos quadrados da regressão linear na variável
resposta transformada.

2.2. Modelo Dirichlet

Agora consideraremos uma extensão para o modelo de regressão descrito anteriormente.
Esta é baseada em uma extensão multivariada da distribuição beta também conhecida como
distribuição Dirichlet.

A distribuição beta pode ser empregada no estudo de variáveis que possam ser colocadas
no intervalo (0, 1). A distribuição Dirichlet, por sua vez, pode ser usada para modelar a
distribuição conjunta de variáveis que estão compreendidas no intervalo (0, 1) e cuja soma é
igual a um. Esta distribuição é muito útil em estudos de proporções, divisão aleatória de um
intervalo (Mauldon, 1951), além de ser usada como distribuição a priori na análise bayesiana
(Good, 1965). A seguir, consideramos algumas propriedades da distribuição Dirichlet, como
sua função de densidade e seus primeiros momentos.

2.2.1. Definição e estimação

Consideremos um modelo de regressão com observações multivariadas, em que, para
todo i = 1, . . . , N , a observação (Yi1, . . . , Yip), com Yi1 + . . . + Yip = 1, tem distribuição
Dirichlet, com parâmetros αi1 > 0, αi2 > 0, . . . , αip > 0. O vetor aleatório (Y1, . . . , Yp), com
Y1 + . . . + Yp = 1, tem distribuição Dirichlet com parâmetros α1 > 0, α2 > 0, . . . , αp > 0,
quando (Y1, . . . , Yp−1) admite a função de densidade

f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) =





Γ(
∑p

j=1
αj)∏p

j=1
Γ(αj)

∏p−1
j=1 y

αj−1
j (1−∑p−1

j=1 yj)
αp−1 y ∈ R,

0 c.c,
(2.2.1.1)

onde Γ(.) é a função gamma e a região R é dada por:

R =
{

(y1, . . . , yp−1) ∈ IRp−1; yj > 0 e

p−1∑

j=1

yj < 1
}

.
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Mostraremos a seguir que f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) é efetivamente uma densidade. Ini-

cialmente notamos que f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) ≥ 0, já que Γ(.) > 0, (1 −∑p−1
j=1 yj) > 0,

pois
∑p−1

j=1 yj < 1, e, como yj > 0, temos então que
∏p−1

j=1 y
αj−1
j > 0 , j = 1, . . . , p − 1. A

seguir mostraremos que a densidade (2.2.1.1) integra um. Por exemplo, se p = 3, temos que

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y1, y2; α1, α2, , α3)dy1dy2 =

Γ(
∑3

j=1 αj)∏3
j=1 Γ(αj)

∫ 1

0

∫ 1−y2

0

2∏

j=1

y
αj−1
j

(1−
2∑

j=1

yj)
α3−1dy1dy2

=
Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)

∫ 1

0

∫ 1−y2

0
yα1−1
1 yα2−1

2 (1− y1 − y2)
α3−1 dy1 dy2

=
Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)

∫ 1

0

[∫ 1−y2

0
yα1−1
1 (1− y1 − y2)

α3−1dy1

]
yα2−1
2 dy2. (2.2.1.2)

A integral entre colchetes que aparece em (2.2.1.2) pode ser obtida usando (2.1.1.2). Se
fizermos a = 1− y2, s = α1 e r = α3, então, teremos

∫ 1−y2

0
yα1−1
1 (1− y1 − y2)

α3−1dy1 = B(α1, α3)(1− y2)
(α1+α3−1),

logo (2.2.1.2) pode ser reescrita como

Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)
B(α1, α3)

∫ 1

0
yα2−1
2 (1− y2)

(α1+α3−1) dy2.

Usando novamente (2.1.1.2) fazendo a = 1, s = α2 e r = α1 + α3 temos
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y1, y2; α1, α2, α3) dy1 dy2 =

Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)
B(α1, α3)B(α2, α1 + α3);

por (2.1.1.3) temos
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(y1, y2; α1, α2, α3) dy1 dy2 =

Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α3)

Γ(α1)Γ(α3)

Γ(α1 + α3)

Γ(α2)Γ(α1 + α3)

Γ(α1 + α2 + α3)

=
Γ(α1 + α2 + α3)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)

Γ(α1)Γ(α2)Γ(α2)

Γ(α1 + α2 + α3)
= 1.

Generalizando o desenvolvimento acima, temos que
∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) dy1 dy2 . . . dyp−1
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será igual a

Γ(
∑p

j=1αj)∏p
j=1 Γ(αj)

[∫ 1

0

∫ 1−yp−1

0
. . .

∫ 1−y2−...−yp−1

0

p−1∏

j=1

y
αj−1
j (1−

p−1∑

j=1

yj)
αp−1dy1 . . . dyp−1

]
.

Logo, usando (2.1.1.2) p− 1 vezes temos que a integral anterior entre os colchetes é igual a

B(α1, αp) B(α2, α1 + αp) . . . B(αp−1, α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp),

e, por (2.1.1.3), é equivalente a

Γ(α1)Γ(αp)

Γ(α1 + αp)

Γ(α2)Γ(α1 + αp)

Γ(α1 + α2 + αp)
. . .

Γ(αp−1)Γ(α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp−1 + αp)
,

que depois de algumas simplificações se torna

Γ(α1)Γ(α2) . . . Γ(αp)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp)
.

Logo

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) dy1 dy2 . . . dyp−1 =

Γ(
∑p

j=1αj)∏p
j=1 Γ(αj)

∏p
j=1 Γ(αj)

Γ(
∑p

j=1αj)
.

Portanto a função de densidade da distribuição Dirichlet integra um, ou seja,
∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp) dy1 dy2 . . . dyp−1 = 1

Algumas propriedades da distribuição Dirichlet como, por exemplo, a média, a variância
e a covariância serão apresentadas a seguir. Inicialmente encontramos o valor esperado de
Y q1

1 Y q2
2 . . . Y

qp−1

p−1 , que é dado por

E(Y q1
1 Y q2

2 . . . Y
qp−1

p−1 ) =

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

p−1∏

j=1

y
qj

j f(y1, . . . , yp−1; α1, . . . , αp)dy1 . . . dyp−1

=

∫ 1

0

∫ 1−yp−1

0
. . .

∫ 1−y2−...−yp−1

0

p−1∏

j=1

y
qj

j

Γ(
∑p

j=1αj)∏p
j=1 Γ(αj)

p−1∏

j=1

y
αj−1
j (1−

p−1∑

j=1

yj)
αp−1dy1 . . . dyp−1

=
Γ(

∑p
j=1αj)∏p

j=1 Γ(αj)

∫ 1

0

∫ 1−yp−1

0
. . .

∫ 1−y2−...−yp−1

0

{p−1∏

j=1

y
qj+αj−1
j (1−

p−1∑

j=1

yj)
αp−1dy1 . . . dyp−1

}
.

Usando a integral dada em (2.1.1.2) p− 1 vezes temos

E(Y q1
1 Y q2

2 . . . Y
qp−1

p−1 ) =
Γ(

∑p
j=1αj)∏p

j=1 Γ(αj)
B(α1 + q1, αp)B(α2 + q2, α1 + αp + q1) . . .

B(αp−1 + qp−1, α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp + q1 + . . . + qp−2)
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=
Γ(

∑p
j=1αj)∏p

j=1 Γ(αj)

Γ(α1 + q1)Γ(αp)

Γ(α1 + αp + q1)

Γ(α2 + q2)Γ(α1 + αp + q1)

Γ(α1 + α2 + αp + q1 + q2)
. . .

Γ(αp−1 + qp−1)Γ(α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp + q1 + . . . + qp−2)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp−2 + αp−1 + αp + q1 + . . . + qp−2 + qp−1)

=
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)Γ(α1 + q1)Γ(α2 + q2) . . . Γ(αp−1 + qp−1)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + q1 + . . . + qp−1)Γ(α1)Γ(α2) . . . Γ(αp−1)
. (2.2.1.4)

Se q1 = n e q2 = q3 = . . . = qp−1 = 0 temos

E(Y n
1 ) =

Γ(α1 + α2 + . . . + αp)Γ(α1 + n)Γ(α2) . . . Γ(αp−1)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + n)Γ(α1)Γ(α2) . . . Γ(αp−1)

=
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)Γ(α1 + n)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + n)Γ(α1)
,

e, usando a relação (2.1.1.4), temos

E(Y n
1 ) =

Γ(
∑p

j=1 αj)(α1 + (n− 1))(α1 + (n− 2)) . . . (α1 + 1)α1Γ(α1)(Γ(α1))
−1

(
∑p

j=1 αj + (n− 1))(
∑p

j=1 αj + (n− 2)) . . . (
∑p

j=1 αj + 1)(
∑p

j=1 αj)Γ(
∑p

j=1 αj)

=
(α1 + (n− 1))(α1 + (n− 2)) . . . (α1 + 1)α1

(
∑p

j=1 αj + (n− 1))(
∑p

j=1 αj + (n− 2)) . . . (
∑p

j=1 αj + 1)(
∑p

j=1 αj)
.

Logo, o n-ésimo momento em torno de zero da distribuição Dirichlet, com j = 1, 2, . . . , p− 1
será

E(Y n
j ) =

(αj + (n− 1))(αj + (n− 2)) . . . (αj + 1)αj

(
∑p

t=1 αt + (n− 1))(
∑p

t=1 αt + (n− 2)) . . . (
∑p

t=1 αt + 1)(
∑p

t=1 αt)
.

Então, o valor esperado de Yj , com j = 1, 2, . . . , p − 1, obtido quando n = 1 na expressão
acima, é

E(Yj) =
αj∑p
t=1 αt

,

e, se n = 2,

E(Y 2
j ) =

αj(αj + 1)

(
∑p

t=1 αt)(
∑p

t=1 αt + 1)
,
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logo, a variância de Yj , com j = 1, 2, . . . , p− 1 é

Var(Yj) = E(Y 2
j )− [E(Yj)]

2

=
αj(αj + 1)

(
∑p

t=1 αt)(
∑p

t=1 αt + 1)
− α2

j

(
∑p

t=1 αt)2

=
αj(

∑p
t6=j αt)

(
∑p

t=1 αt)2(
∑p

t=1 αt + 1)
.

A Figura 2.2.1.2 apresenta diferentes densidades Dirichlet, quando p = 3, correspon-
dentes a alguns valores dos parâmetros (α1, α2, α3). Observamos que quando α1, α2 e α3

aumentam, a variabilidade da distribuição diminui, o que é confirmado pela expressão da
variância.

Para o cálculo da covariância basta fazer q1 = q2 = 1 e q3 = . . . = qp−1 = 0 em (2.2.1.4):

E(Y1Y2) =
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)Γ(α1 + 1)Γ(α2 + 1)Γ(α3) . . . Γ(αp−1)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + 1 + 1)Γ(α1)Γ(α2)Γ(α3) . . . Γ(αp−1)

=
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)Γ(α1 + 1)Γ(α2 + 1)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + 1 + 1)Γ(α1)Γ(α2)

=
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)α1Γ(α1)α2Γ(α2)

Γ(α1 + α2 + . . . + αp + 1 + 1)Γ(α1)Γ(α2)

=
Γ(α1 + α2 + . . . + αp)α1α2

Γ[(α1 + α2 + . . . + αp + 1) + 1]

=
α1α2

(α1 + α2 + . . . + αp + 1)(α1 + α2 + . . . + αp)
,

então, para j 6= j∗, com j, j∗ = 1, . . . , p− 1

E(YjYj∗) =
αjαj∗

(
∑p

t=1 αt)(
∑p

t=1 αt + 1)
,

portanto,
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Cov(Yj , Yj∗) = E(YjYj∗)− E(Yj)E(Yj∗)

=
αjαj∗

(
∑p

t=1 αt)(
∑p

t=1 αt + 1)
− αjαj∗

(
∑p

t=1 αt)2

= − αjαj∗
(
∑p

t=1 αt)2(
∑p

t=1 αt + 1)
.

A log-densidade de (2.2.1.1) é da forma

log Γ
( p∑

j=1

αj

)
−

p∑

j=1

log Γ(αj) +

p∑

j=1

(αj − 1) log yj ,

assim, as derivadas de primeira ordem da log-densidade da distribuição Dirichlet são

∂ log f(y1, . . . , yp−1; αj)

∂αj
= ψ

( p∑

t=1

αt

)
− ψ(αj) + log yj ,

com j = 1, . . . , p e ψ(.) denotando a função digamma. Como o valor esperado da função
escore é nulo, ou seja,

E

{
∂ log f

∂αj

}
= 0,

temos que

E

{
∂ log f

∂αj

}
= E

{
ψ

( p∑

t=1

αt

)
− ψ(αj) + log yj

}

= ψ
( p∑

t=1

αt

)
− ψ(αj) + E[log yj ] = 0,

logo

E[log yj ] = ψ(αj)− ψ
( p∑

t=1

αt

)
. (2.2.1.5)

Considerando a função de densidade dada em (2.2.1.1), a função de log-verossimilhança
baseada em uma amostra de N observações é dada por

`(α1, . . . , αp) =
N∑

i=1

`i(αi1, . . . , αip), (2.2.1.6)
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Figura 2.2.1.2: Gráficos das densidades Dirichlet, quando p = 3,
para diferentes valores de (α1, α2, α3).
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onde

`i(αi1, . . . , αip) = log

{
Γ(

∑p
j=1 αij)∏p

j=1 Γ(αij)

p−1∏

j=1

y
αij−1
ij

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]αip−1
}

= log

{
Γ(

∑p
j=1 αij)∏p

j=1 Γ(αij)

p∏

j=1

y
αij−1
ij

}

= log Γ
( p∑

j=1

αij

)
−

p∑

j=1

log Γ(αij) +

p∑

j=1

(αij − 1) log yij .

Portanto,

`(α1, . . . , αp) =
N∑

i=1

{
log Γ

( p∑

j=1

αij

)
−

p∑

j=1

log Γ(αij) +

p∑

j=1

(αij − 1) log yij

}
. (2.2.1.7)

Nas duas seções seguintes são considerados dois modelos de regressão para modelar
variáveis aleatórias que seguem uma distribuição Dirichlet, a qual possui densidade dada por
(2.2.1.1), indexada pelos parâmetros α1, . . . , αp.

2.2.2. Modelo 1

Para obter uma estrutura de regressão que permita modelar a média de uma variável
resposta juntamente com um parâmetro de precisão, usamos uma parametrização diferente
daquela mostrada na densidade (2.2.1.1). Seja φ = α1 + α2 + . . . + αp e µj = αj/φ, com

j = 1, 2, . . . , p − 1 e µp = 1 −∑p−1
j=1 µj . A função de densidade de (Y1, . . . , Yp−1), dada em

(2.2.1.1), pode ser reescrita, na nova parametrização, como

f(y1, . . . , yp−1; µ1, . . . , µp−1; φ) =





Γ(φ)∏p

j=1
Γ(φµj)

∏p−1
j=1 y

φµj−1
j (1−∑p−1

j=1 yj)
φµp−1 y ∈ R,

0 c.c,
(2.2.2.1)

com j = 1, 2, . . . , p− 1. O valor esperado e a variância de Yj são dados por

E(Yj) =
αj

φ
=

φµj

φ
= µj ,

Var(Yj) =
αj(φ− αj)

φ2(φ + 1)
=

φµj(φ− φµj)

φ2(φ + 1)
=

µj(1− µj)

φ + 1
=

V (µj)

φ + 1
,

(2.2.2.2)
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a covariância entre Yj e Yj∗ para j 6= j∗ é dada por

Cov(Yj , Yj∗) = − αjαj∗
(
∑p

t=1 αt)2(
∑p

t=1 αt + 1)

=
φµj φµj∗
φ2(φ + 1)

=
µjµj∗
φ + 1

,

onde µj é a média da variável resposta, V (µj) = µj(1−µj) denota a função variância, com j
e j∗ ∈ {1, 2, . . . , p−1}, e φ pode ser interpretado como um parâmetro de precisão, no sentido
de que, para µj fixo, se o valor de φ aumenta, a variância da variável resposta diminui. O
modelo considerado aqui é obtido supondo que a média de cada Yij , com i = 1, . . . , N , pode
ser escrita como

µij =





h−1(ηij) se j = 1

h−1(ηij)[1−
∑j−1

t=1 µit] se j = 2, 3, . . . , p− 1

=





g(ηij) se j = 1

g(ηij)[1−
∑j−1

t=1 µit] se j = 2, 3, . . . , p− 1

(2.2.2.3)

onde h−1(. ) = g(. ) é uma função de ligação que assume valores reais em (0, 1), estritamente
monótona e duas vezes diferenciável e

ηij = xi1β1j + xi2β2j + xi3β3j + . . . + xikβkj

= x>i β
˜

j ,

sendo x>i = (xi1, . . . , xik), com i = 1, . . . , N , e β
˜ j = (β1j , β2j , . . . , βkj)

>. Os parâmetros

da regressão, β
˜ j , com j = 1, . . . , p − 1, são desconhecidos e x>i , com i = 1, . . . , N , são

observações em k covariáveis (k < N), que assumem valores fixos e conhecidos. A vantagem
deste modelo é que a média da variável resposta é modelada diretamente, como se usa na
prática.

A relação funcional usada para h(. ) pode ser, por exemplo, a função logit, ou seja,

h−1(ηij) = g(ηij) =
eηij

1 + eηij
, i ∈ {1, . . . , N}, j ∈ {1, . . . , p− 1}.

Considerando a função de densidade dada em (2.2.2.1) e B = [ β
˜

1 β
˜

2 . . . β
˜

p−1] a ma-

triz dos parâmetros β’s, a função de log-verossimilhança baseada em uma amostra de N
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observações é dada por

`(B, φ) =
N∑

i=1

`i(B, φ)

onde

`i(B, φ) = log

{
Γ(φ)∏p

j=1 Γ(φµij)

p−1∏

j=1

y
φµij−1
ij

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]φµip−1
}

= log Γ(φ)−
p∑

j=1

log Γ(φµij) +

p∑

j=1

(φµij − 1) log yij ,

sendo µij dado em (2.2.2.3) e yip = 1−∑p−1
j=1 yij .

Portanto,

`(B, φ) =
N∑

i=1

{
log Γ(φ)−

p−1∑

j=1

log Γ(φµij)− log Γ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

+

p−1∑

j=1

(φµij − 1) log yij +
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)
− 1

](
1−

p−1∑

j=1

log yij

)}
.

(2.2.2.4)

Para a obtenção da função escore precisamos da primeira derivada da função log-ve-
rossimilhança, (2.2.2.4) com relação aos parâmetros desconhecidos. Como é apresentado no
Apêndice 1, para v = 1, . . . , k e u = 1, . . . , p− 1

∂` (B; φ)

∂βvu
= g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

{
log yiu − ψ(φµiu)−

[
log yi(u+1) − ψ(φµi(u+1))

]
g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

[
log yij − ψ(φµij)

]
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
(

log
[
1−

p−1∑

j=1

yij

]

− ψ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)])(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

(2.2.2.5)
e

∂` (B; φ)

∂φ
=

N∑

i=1

{
ψ(φ) +

p∑

j=1

[ψ(φµij)− log yij ]µij

}
=

N∑

i=1

di, (2.2.2.6)
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onde

di = ψ(φ) +

p∑

j=1

[ψ(φµij)− log yij ]µij . (2.2.2.7)

As derivadas apresentadas em (2.2.2.5) e (2.2.2.6) podem ser expressas matricialmente.
Seja X a matriz formada pelas covariáveis do modelo, com dimensão N × k e x>v =
[x1v x2v . . . xNv] o v-ésimo vetor coluna de X. Defina a matriz C de dimensão N × (p− 1)
com cu = [c1u c2u . . . cNu], o u-ésimo vetor coluna, dado por

ciu = g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit]

{
log yiu − ψ(φµiu)−

[
log yi(u+1) − ψ(φµi(u+1))

]
g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

[
log yij − ψ(φµij)

]
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
(

log
[
1−

p−1∑

j=1

yij

]

− ψ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)])(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Seja D = (d1 d2 . . . dN ), com di definido em (2.2.2.7), e 1I = (1, . . . , 1)> o vetor de uns de
dimensão N × 1. Então a equação (2.2.2.5) pode ser reescrita como

∂` (B; φ)

∂βvu
= φx>v cu, (2.2.2.8)

logo, de (2.2.2.8) e (2.2.2.6)

∂`(B, φ)

∂B
= UB (B, φ) = φX>C

e
∂`(B, φ)

∂φ
= Uφ(B, φ) = D1I.

Os estimadores de máxima verossimilhança de B e φ são obtidos pela solução do sistema

UB (B, φ) = 0

Uφ(B, φ) = 0

e tais estimadores não possuem forma fechada. Assim, eles devem ser obtidos numericamen-
te usando um algoritmo de otimização não-linear, como o algoritmo de Newton ou algum
algoritmo quasi-Newton, como por exemplo, BFGS. Usando a idéia de Ferrari & Cribari-Neto
(2004), no esquema iterativo usamos como valor inicial para B a estimativa dos mı́nimos
quadrados ordinários, (X>X)−1X>Z com Z = [z1 z2 . . . zN ]> onde

zi =

[
h(yi1) h

(
yi2

1− yi1

)
h

(
yi3

1− yi1 − yi2

)
. . . h

(
yi(p−1)

1− yi1 − . . .− yi(p−2)

)]
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e h(y) = log[y/(1− y)]. Usamos também o valor inicial para φ dado pela expressão

1

N(p− 1)

N∑

i=1

p−1∑

j=1

µ̃ij(1− µ̃ij)

σ̃2
ij

− 1,

onde µ̃ij é obtido aplicando h−1(. ) ao i-ésimo valor ajustado da regressão linear de Z em

X, ou seja, µ̃ij = h−1
j (x>i (X>X)−1XTzj), e σ̃2

ij = ẽ>j ẽj/[(N − k){h′(µ̃ij)}2], sendo ẽj =

zj − (X>X)−1XTzj o vetor de reśıduos de mı́nimos quadrados da regressão linear sob a
variável resposta transformada.

A matriz de informação de Fisher é dada por

I(B; φ) =

(
Iββ Iβφ

Iφβ Iφφ

)
, (2.2.2.9)

onde

Iββ = Var

(
∂` (B; φ)

∂B

)

= E

[
∂` (B; φ)

∂B

∂` (B; φ)

∂B>

]
− E

[
∂` (B; φ)

∂B

]
E

[
∂` (B; φ)

∂B>

]

= −E

[
∂2` (B; φ)

∂B ∂B>

]
− E

[
∂` (B; φ)

∂B

]
E

[
∂` (B; φ)

∂B>

]

(2.2.2.10)

mas

E

[
∂` (B; φ)

∂B

]
= 0

logo

Iββ = −E

[
∂2` (B; φ)

∂B ∂B>

]
.

Observamos, pelo Apêndice 1, que para v, n ∈ {1, 2, . . . , k} e u, m ∈ {1, 2, . . . , p − 1},
temos

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βmu∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(1)
mu,i,

onde U
(1)
mu,i é definido de acordo com os casos abaixo.
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Caso 1: Se u = m,

U
(1)
uu,i = φ2 g′(ηiu)2 [1−

u−1∑

t=1

µit]
2

{
ψ′(φµiu) + ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))

2

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 + ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}
.

Caso 2: Se u > m,

U
(1)
mu,i = φ2 g′(ηiu)g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
−ψ′(φµiu)g(ηiu)

u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

+ ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))
2

u∏

t=m+1

[1− g(ηit)] +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1)

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
.

Caso 3: Se u < m,

U
(1)
mu,i = φ2 g′(ηiu) g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
− ψ′(φµim) g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ ψ′(φµi(m+1)) g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)] +

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
.
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Portanto,
Iββ = (Ip−1 ⊗X)> U (Ip−1 ⊗X),

onde Ip−1 é uma matriz identidade de dimensão (p− 1)× (p− 1), o śımbolo ⊗ representa o
produto de Kronecker e U é uma matriz N(p−1)×N(p−1) particionada em (p−1)×(p−1)
blocos diagonais de dimensão N ×N da forma

Umu = diag (U
(1)
mu,1, U

(1)
mu,2, . . . , U

(1)
mu,N ),

com u e m ∈ {1, 2, . . . , p−1}. Note ainda que (Ip−1⊗X) tem dimensão N(p−1)×k(p−1),
o que implica que a matriz Iββ tem dimensão k(p− 1)× k(p− 1).

Observamos ainda, também pelo Apêndice 1, que para v = 1, 2, . . . , k e u = 1, 2, . . . , p−1,

−E

[
∂2` (B; φ)

∂φ∂βvu

]
=

N∑

i=1

XivV
(1)
iu ,

onde

V
(1)
iu = φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµiu) µiu − ψ′(φµi(u+1)) µi(u+1) g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) µij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

e

−E

[
∂2` (B; φ)

∂φ2

]
=

N∑

i=1

{
−ψ′(φ) +

p∑

j=1

ψ′(φµij) µ2
ij

}
.

Logo

Iβφ = I>φβ = vec(X> V (1)),

onde vec(.) é o operador que transforma uma matriz em vetor coluna sobrepondo as colunas

da matriz e V (1) é uma matriz de dimensão N × (p− 1); então Iβφ tem dimensão k× (p− 1),
e Iφφ é um escalar, dado por

Iφφ =
N∑

i=1

{
−ψ′(φ) +

p∑

j=1

ψ′(φµij) µ2
ij

}
.

Portanto a matriz de informação de Fisher I(B; φ) tem dimensão (k(p−1)+1)×(k(p−1)+1).
Usando a expressão padrão para a inversa de matrizes particionadas temos que a inversa

da matriz de informação de Fisher (2.2.2.9) é
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I(B; φ)−1 =

(
Iββ Iβφ

Iφβ Iφφ

)−1

=

(
Iββ Iβφ

Iφβ Iφφ

)
,

onde, por Rao (1973),

Iββ = I−1
ββ + I−1

ββ Iβφ

[
Iφφ − Iφβ I−1

ββ Iβφ

]−1(
I−1
ββ Iβφ

)>
,

Iβφ = −I−1
ββ Iβφ

[
Iφφ − Iφβ I−1

ββ Iβφ

]−1
,

Iφβ = −
[
Iφφ − Iφβ I−1

ββ Iβφ

]−1[
I−1
ββ Iβφ

]>
e

Iφφ =
[
Iφφ − Iφβ I−1

ββ Iβφ

]−1
.

Diante das condições de regularidade para estimação de máxima verossimilhança discu-
tidas em Cordeiro (1999), se o tamanho da amostra N é grande, tem-se

(
vec(B̂)

φ̂

)
∼ N

((
vec(B)

φ

)
, I(B; φ)−1

)
,

aproximadamente, onde B̂ e φ̂ são os estimadores de máxima verossimilhança da matriz de
parâmetros B e do parâmetro φ, respectivamente.

2.2.3. Modelo 2

Nesta seção definimos o segundo modelo de regressão Dirichlet considerado. Este modelo
é obtido supondo que αij = g(ηij), ou seja, a média de cada Yij , com i = 1, . . . , N e
j = 1, . . . , p, pode ser escrita como

µij =
g(ηij)

g(ηi1) + g(ηi2) + . . . + g(ηip)
,

onde ηij é definido da mesma forma do primeiro modelo e g(·) = h−1(·) onde h(·) é uma
função de ligação que assume valores reais em (0,∞), estritamente monotônica e duas vezes
diferenciável; neste trabalho consideramos g(ηij) = eηij .
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Sabemos que αij = g(ηij) = eηij onde ηij = x>i β
˜ j , com β

˜ j = (β1j , β2j , . . . , βkj)
> e

xi = (xi1, . . . , xik)
>. Seja x∗i tal que x∗il = xil + 1, onde l = 1, 2, . . . , k; temos ainda que

α∗ij = g(η∗ij) = eη∗ij , onde η∗ij = x∗i
> β

˜ j. Então

α∗ij
αij

=
eη∗ij

eηij
= e

x∗i
>

β

˜
j −x>i β

˜
j

= eβlj ,

logo

βlj = log(α∗ij)− log(αij).

Então os parâmetros βlj ’s representam a variação no log αij quando os xil’s aumentam de
uma unidade.

A vantagem deste modelo é que se permutarmos as componentes, Yj , de Y as compo-
nentes estimadas, µ̂j , também são permutadas; isso decorre da não dependência da com-
ponente µ̂j de componentes anteriores, diferentemente do que ocorre no modelo 1. E a
desvantagem é que este modelo não modela diretamente a média, como se usa na prática.

Considerando a função log-verossimilhança dada em (2.2.2.4), temos que sua derivada
com relação aos parâmetros deconhecidos é dada pela expressão abaixo; os detalhes da
derivação podem ser visto no Apêndice 2.

∂` (B)

∂βvu
=

N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu)

[
ψ(φi) + log yiu − ψ(φiµiu)

]}

=
N∑

i=1

Xivciu, v = 1, . . . , k e u = 1, . . . , p

(2.2.3.1)

onde

ciu = g′(ηiu)
[
ψ(φi) + log yiu − ψ(φiµiu)

]
(2.2.3.2)

e

φi =

p∑

j=1

g(ηij).

A derivada apresentada em (2.2.3.1) pode ser expressa matricialmente, ou seja,

∂` (B)

∂B
= UB (B) = X>C,

onde X é a matriz formada pelas covariáveis do modelo, com dimensão N × k e a matriz C
definida em (2.2.3.2) tem dimensão N × p.

Os estimadores de máxima verossimilhança de B são obtidos pela solução do sistema

UB (B) = 0
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e, como já foi dito no estudo do primeiro modelo, estes estimadores não possuem forma
fechada e para serem obtidos deve-se usar um algoritmo de otimização não-linear. Para o
esquema iterativo, consideramos a matriz nula como valor inicial para B.

Neste presente modelo, a matriz de informação de Fisher de B é obtida fazendo cálculos
análogos a (2.2.2.10). Pelo Apêndice 2, temos que para v, n ∈ {1, 2, . . . , k} e u, m ∈
{1, 2, . . . , p}

−E

[
∂2` (B)

∂βmu∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(2)
mu,i,

onde

U
(2)
mu,i =





− g′(ηiu)2
[
ψ′(φi)− ψ′(φiµiu)

]
se u = m

− g′(ηiu) g′(ηim) ψ′(φi) se u 6= m

Logo, a matriz de informação de Fisher de B é

I(B) = (Ip ⊗X)> U∗ (Ip ⊗X),

onde Ip é uma matriz identidade de ordem p, o śımbolo ⊗ representa o produto de Kronecker
e U∗ é uma matriz Np × Np particionada em p × p blocos diagonais de dimensão N × N ,
U∗

mu, definidos por

U∗
mu = diag (U

(2)
mu,1, U

(2)
mu,2, . . . , U

(2)
mu,N ),

com u e m ∈ {1, 2, . . . , p}. Ainda, (Ip ⊗ X) tem dimensão Np × kp, o que implica que a
matriz I(B) tem dimensão kp× kp.

Como já foi dito, se o tamanho da amostra N é grande, tem-se

vec(B̂) ∼ N
(
vec(B), I(B)−1

)
,

aproximadamente, onde B̂ é a matriz de estimadores de máxima verossimilhança da matriz
de parâmetros B.
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Caṕıtulo 3

Estimador do Posto

3.1. Considerações Iniciais

Muitos modelos são especificados por meio do posto de uma certa matriz desconhecida
para a qual uma estimativa consistente existe. Por exemplo, o problema clássico de iden-
tificação em modelos de equações simultâneas lineares envolve o posto de uma submatriz
particular de forma reduzida. No que se refere a verossimilhança, o posto da matriz de in-
formação relata identificabilidade de um vetor de parâmetros (Hsiao, 1986). Lewbel (1991)
e Lewbel e Perraudin (1995) mostraram que vários resultados na teoria de consumo podem
depender do verdadeiro posto de certas matrizes a serem estimadas.

Determinar o posto de uma matriz é uma tarefa ainda mais dif́ıcil se a matriz contém
erros, que é sempre o caso em aplicações estat́ısticas baseadas em matrizes estimadas. O
método comumente usado para avaliar o posto de uma matriz baseia-se na fatorização QR,
ver Stewart (1984). Esta ferramenta, contudo, somente ajuda a tomar decisões e não cons-
titui um teste. Gill e Lewbel (1992) introduzem um teste para o posto baseado na decom-
posição Lower-Diagonal-Upper (LDU). Mas a distribuição assintótica dada pela estat́ıstica
de teste é incorreta, exceto para alguns casos especiais. Cragg e Donald (1996) mostram
uma modificação apropriada. Seu teste tem a vantagem de possuir uma distribuição qui-
quadrado. Anderson e Kunitomo (1994), Robin e Smith (2000) definem uma estat́ıstica de
teste que é N vezes uma função do menor valor singular, onde esta estat́ıstica de teste é
a da raiz caracteŕıstica (CRT). Esta classe de estat́ısticas (CRT) inclui muitas estat́ısticas
de teste particulares como estat́ıstica da razão de verossimilhança, a estat́ıstica de escore
e estat́ıstica de Wald, ver Anderson e Kunitomo (1994). Segundo Robin e Smith (2000)
a estat́ıstica CRT é distribúıda assintoticamente como uma combinação linear de variáveis
aleatórias independentes com distribuições qui-quadrado. A desvantagem desta estat́ıstica é
que as matrizes pesos são desconhecidas e devem ser estimadas; na amostra, suas estimativas
introduzem variabilidade, e, conseqüentemente, menos poder no procedimento do teste.

Sabemos que o posto de uma matriz é igual ao número de valores singulares diferentes de
zero. Assim, um teste formal pode ser expresso como um teste do número de valores singu-
lares nulos da matriz. Ratsimalahelo (2003) construiu um teste de posto baseado nos menores
valores singulares de uma matriz estimada. Ele usou a teoria da perturbação de matrizes
para estimar uma base satisfatória do núcleo da matriz e para determinar distribuições limite
para os estimadores dos menores valores singulares da matriz. O teste permite determinar
quantos valores singulares da estimativa de uma matriz são significantemente diferentes de
zero. A vantagem deste teste sobre os testes padrões é a facilidade de seu cálculo.

Os coeficientes do modelo de regressão Dirichlet constituem uma matriz B. Se B não
tem posto completo, ou seja, se algumas de suas colunas (ou linhas) podem ser escritas
como combinações lineares de outras, então a quantidade de parâmetros do modelo a serem
estimados é menor. Então nosso objetivo neste trabalho é estimar o posto b da matriz B
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de parâmetros do modelo de regressão Dirichlet. Para isso vamos utilizar a estat́ıstica de
teste L(b), proposta por Ratsimalahelo (2003), associada à estratégia de teste seqüencial e
aos critérios de informação BIC (Bayesian Information Criteria) e HQIC (Hannan Quinn
Information Criteria).

3.1.1. Teste de Hipótese

Consideramos uma matriz não-observável B de dimensão k × q, com posto verdadeiro
desconhecido b > 0; sem perda de generalidade, assumimos que k ≥ q.

Seja B̂, estimador consistente de B tal que

√
N vec(B̂ −B)

d7−→ N (0, Σ), (3.1.1.1)

onde a matriz de covariância Σ tem dimensão kq × kq e é não-nula.
Ratsimalahelo (2003) construiu um teste para o posto b de B, r(B). Suponha que

desejamos testar a hipótese nula
H0 : r(B) = b

contra a hipótese alternativa
H1 : r(B) > b.

O posto verdadeiro de B é desconhecido, mas B̂ com probabilidade um tem posto com-

pleto. Assim, a hipótese nula baseada em um teste usando B̂ é satisfeita somente assin-
toticamente em N . Então, o interesse se prende a testes estat́ısticos que nos habilitam a

determinar o posto de B, dado o estimador B̂.

Seja B̂ a matriz perturbada

B̂ = B + εC, (3.1.1.2)

onde a matriz εC é a perturbação da matriz B. Assumimos que a matriz B, k×q, tem posto
b, mas que a matriz perturbação C, composta de valores pequenos, tem posto completo.
Então, usando (3.1.1.1) e o teorema central do limite, os elementos da matriz perturbação
têm média zero e variância de ordem N−1. Isto implica que o termo dominante da matriz
εC é de ordem N−1/2, denotado por

εC = Op(N
−1/2),

ou seja, εC é de ordem no máximo N−1/2 em probabilidade, isto é, ∀ δ > 0, ∃ Mδ tal que

P

(∣∣∣∣
εC

N−1/2

∣∣∣∣ ≥ Mδ

)
≤ δ.

A análise de perturbação de matrizes estuda a sensibilidade dos autoelementos da matriz
a uma perturbação em suas componentes. Existem bons desenvolvimentos matemáticos para
perturbação de matrizes apresentados por Kato (1982), Golub e Van Loan (1996), Stewart
e Sun (1990).
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Uma boa técnica para determinar o posto de uma matriz é usar a decomposição da
matriz em valores singulares e contar o número de valores singulares diferentes de zero. Esta
técnica está descrita na próxima seção.

3.1.2. Decomposição em Valores Singulares e a Estat́ıstica de Teste

A decomposição em valores singulares de uma matriz foi proposta de forma independente
por Beltrami em 1873 e Jordan em 1874. Sua generalização para espaços de dimensão infinita
foi desenvolvida em um contexto de equações integrais por Smith (1907) e Weyl (1912).

Pelo teorema (Golub e Van Loan, 1996) de existência da decomposição em valores sin-
gulares, temos que se B é uma matriz real de dimensão k × q, então, existem duas matrizes
ortogonais

U = [u1, u2, . . . , uk] ∈ IRk×k e V = [v1, v2, . . . , vq] ∈ IRq×q

tais que

U>BV = diag(λ1, λ2, . . . , λδ) = D,

onde λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λδ são os valores singulares de B e δ = min(k, q).
A decomposição em valores singulares da matriz B de dimensão k×q é B = UDV >, com

U e V ortogonais, onde U tem dimensão k × k, D é uma matriz diagonal retangular k × q
e V tem dimensão q × q. Um algoritmo para decompor a matriz B em valores singulares se
k > q é

(I) Encontre os autovalores da matriz B>B e os organize em ordem decrescente;

(II) Encontre o número de autovalores diferentes de zero da matriz B>B;

(III) Encontre autovetores ortonormais vi, com i = 1, 2, . . . , q, da matriz B>B, correspon-
dentes aos seus respectivos autovalores, calculados em (II);

(IV) Forme uma matriz diagonal D ∈ IRk×q colocando na diagonal principal as ráızes
quadradas

√
λ∗i dos q autovalores da matriz B>B em ordem decrescente;

(V) Encontre os primeiros q vetores colunas de uma matriz U ∈ IRk×k tal que

ui = (
√

λ∗i )
−1Bvi, com i = 1, 2, . . . , q;

(VI) Complete a matriz U com (k − q) vetores ortonormais usando o processo de ortonor-
malização de Gram-Schmidt.

Processo de ortonormalização de Gram-Schmidt: Se (v1, v2, . . . , vk) é uma k-upla
de vetores linearmente independentes em um espaço vetorial euclidiano V , então, definindo
ṽ1 := v1/‖v1‖ e utilizando a fórmula de recorrência

ν̃j+1 :=
νj+1 −

∑j
i=1〈νj+1, ν̃i〉ν̃i

‖νj+1 −
∑j

i=1〈νj+1, ν̃i〉ν̃i‖
,
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para j = 1, 2, . . . , k − 1, obtemos um sistema ortonormal (ṽ1, ṽ2, . . . , ṽk). Os primeiros j ve-
tores ṽ1, ṽ2, . . . , ṽj geram o mesmo subespaço que o conjunto de vetores originais v1, v2, . . . , vj .
Se (v1, v2, . . . , vn) em particular era uma base de V , então (ṽ1, ṽ2, . . . , ṽn) será uma base
ortonormal de V . Os śımbolos 〈., .〉 e ‖.‖ são o produto interno entre dois vetores e a norma
euclideana de um vetor, respectivamente.

Podemos escrever ainda a decomposição em valores singulares de B na forma

B = UDV > = ( U1 U2 )




D1 0

0 D2







V >
1

V >
2




onde U1, com dimensão k × b, é uma base ortonormal do subespaço gerado pelas colunas
de B, U2, com dimensão k × (k − b), é uma base ortonormal do complemento ortogonal do
subespaço gerado pelas colunas de B, V1, com dimensão q × b, é uma base ortonormal do
subespaço gerado pelas linhas de B e V2, q× (q− b), é uma base ortonormal do espaço nulo
de B. Por causa da ortogonalidade de U e V , ou seja, U>U = Ik×k e V >V = Iq×q, a matriz
D pode ser escrita como

D =




U>
1

U>
2


 B ( V1 V2 ) =




U>
1 BV1 U>

1 BV2

U>
2 BV1 U>

2 BV2


 ;

assim

D1 = U>
1 B V1 = diag (λ1, λ2, . . . , λb),

D2 = U>
2 B V2 = Ok−b, q−b,

onde Ok−b, q−b é uma matriz nula de dimensão k − b× q − b, e as expressões

U>
1 B V2 = Ob, q−b e U>

2 B V1 = Ok−b, b

são válidas, pois B V2 = 0 e U>
2 B = (B>U2)

> = 0.

Seja B̂ um estimador da matriz B; então, sua decomposição em valores singulares é

B̂ = ÛD̂V̂ > =
(
Û1 Û2

)



D̂1 0

0 D̂2







V̂ >
1

V̂ >
2


 .

Particionamos as matrizes Û , V̂ , e D̂ de acordo com a partição feita para U , V , e D, onde

Û1 tem b colunas e Û2 tem k − b colunas. Os espaços gerados por Û1, Û2, V̂1 e V̂2 são

aproximações para os subespaços correspondentes a U1, U2, V1 e V2. A matriz diagonal D̂
pode ser escrita como

D̂ =




Û>
1

Û>
2


 B̂

(
V̂1 V̂2

)
=




Û>
1 B̂V̂1 Û>

1 B̂V̂2

Û>
2 B̂V̂1 Û>

2 B̂V̂2


 ,
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que satisfaz as equações

D̂1 = Û>
1 B̂ V̂1 = diag (λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂b) com λ̂i ≥ λ̂i+1

D̂2 = Û>
2 B̂ V̂2 = diag (λ̂b+1, λ̂b+2, . . . , λ̂q)

e

Û>
2 B̂ V̂1 = 0 = Û>

1 B̂ V̂2

Definimos

L = U>
2 B̂ V2,

que define uma matriz aleatória como função da matriz aleatória B̂. Se a hipótese nula é
verdadeira então D2 = Ok−b, q−b. Neste caso, o vetor

√
N l, l = vecL, é assintoticamen-

te distribúıdo como uma normal com média zero e matriz de covariância Q, de dimensão
(k − b)(q − b)× (k − b)(q − b), finita e positiva definida, dada por

Q = (V >
2 ⊗ U>

2 ) Σ (V2 ⊗ U2).

Sob estas condições e sob a hipótese nula

H0 : r(B) = b,

a estat́ıstica de teste, proposta por Ratsimalahelo (2003), dada por

L(b) = N l̂ > Q̂−1 l̂,

onde

Q̂−1 = (V̂ >
2 ⊗ Û>

2 ) Σ̂−1 (V̂2 ⊗ Û2) e l̂ = vec(Û>
2 B̂ V̂2),

converge em distribuição para uma qui-quadrado com (k − b)(q − b) graus de liberdade, ou
seja,

L(b)
d7−→ χ2

(k−b)(q−b).

Três procedimentos foram considerados para estimar o posto de B: o teste seqüencial e os
critérios de informação BIC e HQIC. Estes procedimentos estão descritos nas próximas seções
juntamente com condições para consistência forte dos estimadores baseados nos mesmos.

3.2. Procedimento de Teste Seqüencial

Sabemos que o procedimento chamado de teste seqüencial não conduz a uma estimativa
consistente do verdadeiro valor do posto da matriz a não ser que algum ajuste seja feito
no ńıvel de significância, ver Cragg e Donald (1997); Robin e Smith (2000). Ratsimalahelo
(2003) propõe um ńıvel de significância apropriado para a obtenção de consistência forte
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do estimador do posto da matriz B usando o procedimento de teste seqüencial, supondo

consistência forte de B̂.
A estat́ıstica de teste L(b) tem distribuição assintótica qui-quadrado com (k − b)(q − b)

graus de liberdade, ou ainda, χ2
(k−b)(q−b). Seja γb CN > 0 o valor cŕıtico da estat́ıstica de teste

L(b) para o ńıvel de significância escolhido. O valor γb representa o quantil correspondente
da distribuição χ2

(k−b)(q−b) e CN é uma seqüência predeterminada de números. Para um

estimador fortemente consistente do posto da matriz B, Ratsimalahelo (2003) assume que a
função CN satisfaz as três condições

(i) CN > 0

(ii) CN/N → 0 (3.2.1)

(iii) CN/ log log(N) →∞
Há várias posśıveis escolhas de CN satisfazendo (i)-(iii) de (3.2.1); para o nosso caso

escolhemos CN =
√

log(N).
O teste seqüencial é feito da seguinte forma: Começamos com b = 0, dáı verificamos

se L(b) ≤ γb CN , se isso acontecer então o estimador de b será 0, ou seja, b̂ = 0, senão
verificaremos a desigualdade quando b = 1. E esse processo é repetido até que L(b) ≤ γb CN ,
onde b ∈ {0, 1, 2, . . . , q−1}, se a desigualdade anterior não for satisfeita, então, consideramos

b̂ = q.

3.3. Critérios de Informação BIC e HQIC

Agora consideramos a aproximação do critério de informação para estimativa do posto
da matriz.

A função critério de informação é definida da seguinte forma:

IC(b, CN ) = L(b) + ϕ(b) CN ,

com b = 0, 1, 2, . . . , q, onde a função ϕ(b) é estritamente crescente e a constante CN é o
termo de penalidade que satisfaz as condições dadas em (3.2.1). Quando b = q consideramos
L(b) = 0.

O estimador b̂ do posto b é o valor que minimiza a função critério, ou seja,

b̂ = arg min IC(b, CN ),

com b = 0, 1, 2, . . . , q. Ratsimalahelo (2003) mostra que b̂ é estimador fortemente consistente

de b, ou seja, b̂ converge quase certamente para b, (̂b
q.c.7−→ b).

Na literatura estat́ıstica, algumas escolhas fixas de CN têm sido sugeridas tais como o
critério em que CN = 2 por Akaike(1974), chamado de AIC; CN = c log log(N) para algum
c > 2 por Hannan e Quinn (1979), chamado de HQIC; CN = log(N) por Schwarz (1978),
chamado BIC. O procedimento AIC não satisfaz a condição CN/ log log(N) 7−→ ∞, em
conseqüência não podemos garantir que o estimador baseado no AIC é consistente.

Para o cálculo da função critério consideramos neste trabalho os critérios de informação
BIC, HQIC e ϕ(b) = b, com b = 0, 1, 2, . . . , q.
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Caṕıtulo 4

Avaliação numérica

Neste caṕıtulo apresentamos os resultados de simulação para as estimativas do posto da
matriz B dos parâmetros do modelo de regressão Dirichlet. Todo procedimento de cálculo foi
programado na linguagem de programação Ox e o programa de simulação está apresentado
no apêndice 5.

Para simulação utilizamos o método de Monte Carlo. Consideramos 10.000 réplicas de
Monte Carlo e para os tamanhos de amostra usamos N = 50, 100, 150 e 200. Os números de
regressores da matriz X considerados foram k = 3, 4, 5, 6 e os números de componentes dos
vetores de observações foram p = 2, 3, 4 para os modelos 1 e 2, lembrando que, na primeira
parametrização, a matriz B tem dimensão k × (p − 1) e na segunda tem dimensão k × p,
onde em todos os casos assumimos, sem perda de generalidade, que k ≥ (p − 1) no modelo
1 e k ≥ p no modelo 2.

Para os valores verdadeiros dos parâmetros da matriz B consideramos a base canônica;
por exemplo, se k = 3, p = 4, no modelo 1, e o posto verdadeiro da matriz B for b, temos

B =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 se b = 1; B =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 se b = 2; B =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 se b = 3;

consideramos b = 0, 1, 2 e 3; para b = 0 a matriz B é nula, e para o parâmetro de precisão
verdadeiro usamos φ = 30 no modelo 1. A função de ligação que usamos no modelo 1 foi
a logit, ou seja, g(ηij) = eηij/(1 + eηij ), j = 1, 2, . . . , p − 1, enquanto no modelo 2 usamos
g(ηij) = eηij , j = 1, 2, . . . , p.

Para cada réplica de Monte Carlo geramos uma amostra aleatória da variável resposta
Y = (yi1, yi2, . . . , yip), com i = 1, 2, . . . , N , obtida através da parametrização (2.2.2.3) da dis-
tribuição Dirichlet. Os valores da covariável X foram obtidos aleatoriamente da distribuição
uniforme no intervalo (0,1), U(0,1); ressaltamos que os valores de X permanecem constantes
em todo o experimento, ou seja, X é gerado apenas uma vez antes do ińıcio do método de
Monte Carlo. No primeiro modelo, dados os valores da matriz resposta e da matriz de
regressores, avaliamos a regressão auxiliar

(X>X)−1X>Z,

onde Z é a matriz da variável resposta transformada definida no caṕıtulo 2. Tomamos as
estimativas dos parâmetros obtidas da regressão auxiliar como valores iniciais para o processo
de maximização da função de log-verossimilhança (2.2.2.4). A função de log-verossimilhança
é maximizada através do método BFGS, discutido no Apêndice 3, e os valores do ponto de

máximo desta função são as estimativas B̂ e φ̂ de máxima verossimilhança dos parâmetros.
Para o modelo 2 tomamos a matriz nula como valor inicial no processo de maximização da
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função de log-verossimilhança, onde também foi usado o método BFGS, e o valor do ponto

de máximo desta função é a estimativa B̂ de máxima verossimilhança.
Em seguida usamos a decomposição em valores singulares de B̂, descrita no caṕıtulo 3, e

preenchemos a matriz de informação de Fischer para calcular a estat́ıstica de teste, descrita
na seção (3.1.3), que é dada por

L(b) = N l̂ > Q̂−1 l̂,

com

Q̂−1 = (V̂ >
2 ⊗ Û>

2 ) Σ̂−1 (V̂2 ⊗ Û2),

onde Σ̂−1 = (Iββ)−1, quando o primeiro modelo é usado, sendo Iββ definido na seção 2.2.2

e Σ̂−1 = I(B), definido na seção 2.2.3, se usamos o segundo modelo. Como já foi dito no
caṕıtulo 3, a estat́ıstica de teste L(b) converge em distribuição para uma qui-quadrado com
(k−b)(q−b) graus de liberdade; nos modelos 1 e 2 temos que q = p−1 e p, respectivamente,
e o ńıvel de significância usado em ambos os casos foi de 5%.

Para estimar o posto b da matriz B utilizamos três procedimentos: o teste seqüencial e
os critérios de informação BIC e HQIC. Através desses procedimentos estimamos b, usando
a estat́ıstica de teste L(b), para cada réplica de Monte Carlo. Depois calculamos, para cada
tamanho de amostra e para cada procedimento, a proporção em que cada posto estimado é
0, 1, 2, . . . , p− 1 para o modelo 1 e 0, 1, 2, . . . , p para o modelo 2. O viés e o erro quadrático

médio do estimador b̂ também foram calculados para a análise dos resultados.
Nas próximas seções estão descritos os resultados numéricos para as duas parametrizações

consideradas neste trabalho.

4.1. Resultados Numéricos para o Modelo 1

Ao longo desta seção, apresentamos os resultados da simulação feita para a estimação
do posto b referente ao primeiro modelo considerado, que está descrito na seção 2.2.2.

Os resultados da simulação estão expostos em tabelas. Em cada tabela, para diferentes
tamanhos de amostra N e dimensões da matriz B, apresentamos: o valor verdadeiro do posto
da matriz B, a proporção de vezes em que o teste seqüencial e os critérios de informação
BIC e HQIC acertam o verdadeiro posto de B, o viés e o erro quadrático médio (EQM) do

estimador b̂.
Nas tabelas numeradas de 4.1 a 4.6 consideramos b = 0; isto significa que a matriz

B é nula, ou seja, o número de valores singulares diferentes de zero da matriz B é nulo.
Notamos, através destas tabelas, que os vieses e os EQM’s das estimativas de b são próximos
de zero quando o teste usado para estimação de b é o seqüencial. Por exemplo, na tabela 4.5

observamos que o viés e o EQM de b̂ são, respectivamente, 0.0007 e 0.0013, se N = 50 e B
tem dimensão 3× 3.

Quando consideramos b = 1, k = 3, 4, 5, 6 e p − 1 = 1, em todas as 10.000 réplicas de
Monte Carlo o teste seqüencial e os critérios de informação BIC e HQIC apontaram que o

posto estimado b̂ é igual a um, isto pode ser visto nas tabelas 4.7 e 4.8.
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Observamos que, na maioria das vezes, se aumentamos o tamanho da amostra N , o viés

e o EQM de b̂ diminuem, como esperado, pois sabemos que b̂ é assintoticamente não-viesado
e consistente. Por exemplo, para N = 50, 100, 150 e 200, os EQM’s das estimativas de b
são 0.3122, 0.2177, 0.1971 e 0.1862, respectivamente, como se pode observar na tabela 4.9,
quando B tem dimensão 3×2, b = 1 e o teste usado para estimação de b é o seqüencial. Outro
exemplo pode ser visto na tabela 4.15, se k = 4, b = 2 e p−1 = 3, para N = 50, 100, 150 e 200;
os vieses das estimativas de b são 0.6303, 0.4972, 0.4623 e 0.4304, respectivamente, quando
o critério de informação usado para estimação de b é o BIC. À medida que acrescentamos
variáveis explicativas no modelo, os resultados da estimação de b, usando os três testes já

mencionados, são piores na maioria dos casos, ou seja, os vieses de b̂ aumentam. Por exemplo,
nas tabelas 4.11 e 4.12 temos que se k = 3, 4, 5 e 6, b = 1 e N = 200 os vieses das estimativas
de b são 0.3287, 0.5144, 0.5673 e 0.6391, respectivamente, quando o teste usado é o seqüencial
e 1.0051, 1.3321, 1.5493 e 1.6964 para o critério de informação HQIC.

Para todas as dimensões da matriz B consideradas, percebemos que quando aumentamos
o número de componentes p da matriz Y, o teste seqüencial e os critérios de informação BIC
e HQIC tornam-se cada vez mais imprecisos. Isto pode ser visto, por exemplo, nas tabelas
4.10 e 4.12 onde p = 3 e 4, respectivamente, e em ambos os casos, b = 1; observamos para

N = 100 que, se p = 3 o viés de b̂ é 0.7512 e se p = 4 o viés é 1.4408, ou seja, as estimativas
do posto da matriz B tornam-se mais viesadas quando p cresce.

Consideramos vários casos em que a matriz B, de dimensão k×p−1, tem posto completo,
b = p− 1, ou seja, casos em que a matriz B tem p− 1 valores singulares diferentes de zero.
Estes casos estão apresentados nas tabelas 4.7, 4.8, 4.13, 4.14, 4.17 e 4.18.

Nos resultados de simulação percebemos que se a matriz B tem posto completo, o critério
de informação HQIC tem desempenho ligeiramente melhor que o BIC e o teste seqüencial.
Isso pode ser visto, por exemplo, na tabela 4.13 quando B tem dimensão 3 × 2, b = 2
e N = 50; o critério HQIC acerta em 97, 87% das 10.000 réplicas o posto da matriz B,
enquanto o critério BIC acerta em 96, 27% e o teste seqüencial em 84, 02%. Como já foi dito,
se aumentamos o valor de p, por exemplo, quando B tem dimensão 3× 3 e N = 50, os testes
acertam menos, mas o critério HQIC continua um pouco melhor que o BIC e o seqüencial; o
critério HQIC acerta em 74, 85% das 10.000 réplicas o posto da matriz B, enquanto o critério
BIC acerta em 68, 72% e o teste seqüencial em 54, 93%, como pode ser visto na tabela 4.17.
Quando a matriz B não tem posto completo, o teste seqüencial tem um desempenho bem
melhor que os critérios de informação BIC e HQIC. Por exemplo, na tabela 4.16 se k = 6,
p − 1 = 3, b = 2 e N = 200, o teste seqüencial acerta em 61, 98% das 10.000 réplicas o
posto da matriz B, enquanto o critério BIC acerta em 25, 53% e o HQIC em 14, 96%. Outro
exemplo pode ser visto na tabela 4.12 quando k = 6, p − 1 = 3, b = 1 e N = 200; o teste
seqüencial acerta em 50, 81% das vezes o posto da matriz B, enquanto o critério BIC acerta
em 3, 85% e o HQIC em 0.92%.
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ü
e
n
c
ia

l
S
e
q
ü
e
n
c
ia

l

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,9

9
9
8

0
,9

9
9
9

0
,9

9
9
9

1
,0

0
0
0

0
,9

9
9
7

1
,0

0
0
0

1
,0

0
0
0

1
,0

0
0
0

1
0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

2
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

3
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

V
ie

s(
b̂)

0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
4

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

E
Q

M
(b̂

)
0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
6

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

B
IC

B
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

4
6
5

0
,0

9
8
8

0
,1

3
2
3

0
,1

7
5
1

0
,0

1
4
4

0
,0

3
8
7

0
,0

6
3
3

0
,0

8
0
6

1
0
,3

4
8
1

0
,4

5
3
5

0
,4

9
1
5

0
,4

9
9
5

0
,2

0
7
2

0
,3

3
4
7

0
,3

8
9
0

0
,4

2
1
9

2
0
,4

7
2
4

0
,3

7
2
9

0
,3

2
5
4

0
,2

9
0
3

0
,5

2
6
8

0
,4

7
8
7

0
,4

4
3
9

0
,4

1
1
6

3
0
,1

3
3
0

0
,0

7
4
8

0
,0

5
0
8

0
,0

3
5
1

0
,2

5
1
6

0
,1

4
7
9

0
,1

0
3
8

0
,0

8
5
9

V
ie

s(
b̂)

1
,6

9
1
9

1
,4

2
3
7

1
,2

9
4
7

1
,1

8
5
4

2
,0

1
5
6

1
,7

3
5
8

1
,5

8
8
2

1
,5

0
2
8

E
Q

M
(b̂

)
3
,4

3
4
7

2
,6

1
8
3

2
,2

5
0
3

1
,9

7
6
6

4
,5

7
8
8

3
,5

8
0
6

3
,0

9
8
8

2
,8

4
1
4

H
Q

IC
H

Q
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

1
0
6

0
,0

1
7
6

0
,0

2
1
9

0
,0

3
0
2

0
,0

0
1
5

0
,0

0
4
3

0
,0

0
7
7

0
,0

0
8
6

1
0
,1

8
9
2

0
,2

7
2
9

0
,2

9
2
4

0
,3

2
2
5

0
,0

8
2
7

0
,1

3
9
8

0
,1

6
5
0

0
,1

8
7
0

2
0
,5

2
9
3

0
,5

0
5
3

0
,5

1
4
0

0
,4

9
3
8

0
,4

7
6
6

0
,5

2
2
4

0
,5

3
8
0

0
,5

3
6
6

3
0
,2

7
0
9

0
,2

0
4
2

0
,1

7
1
7

0
,1

5
3
5

0
,4

3
9
2

0
,3

3
3
5

0
,2

8
9
3

0
,2

6
7
8

V
ie

s(
b̂)

2
,0

6
0
5

1
,8

9
6
1

1
,8

3
5
5

1
,7

7
0
6

2
,3

5
3
5

2
,1

8
5
1

2
,1

0
8
9

2
,0

6
3
6

E
Q

M
(b̂

)
4
,7

4
4
5

4
,1

3
1
9

3
,8

9
3
7

3
,6

7
9
2

5
,9

4
1
9

5
,2

3
0
9

4
,9

2
0
7

4
,7

4
3
6

42



T
a
b
e
la

4
.7

.
P

ro
p
o
rç
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ü
e
n
c
ia

l
S
e
q
ü
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ü
e
n
c
ia

l
S
e
q
ü
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ü
e
n
c
ia

l

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,1

2
5
8

0
,0

7
0
3

0
,0

2
8
4

0
,0

0
8
0

0
,1

3
6
8

0
,0

9
8
4

0
,0

5
0
2

0
,0

1
8
3

2
0
,8

7
4
2

0
,9

2
9
7

0
,9

7
1
6

0
,9

9
2
0

0
,8

6
3
2

0
,9

0
1
6

0
,9

4
9
8

0
,9

8
1
7

V
ie

s(
b̂)

-0
,1

2
5
8

-0
,0

7
0
3

-0
,0

2
8
4

-0
,0

0
8
0

-0
,1

3
6
8

-0
,0

9
8
4

-0
,0

5
0
2

-0
,0

1
8
3

E
Q

M
(b̂

)
0
,1

2
5
8

0
,0

7
0
3

0
,0

2
8
4

0
,0

0
8
0

0
,1

3
6
8

0
,0

9
8
4

0
,0

5
0
2

0
,0

1
8
3

B
IC

B
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,0

1
0
0

0
,0

0
0
7

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
5
7

0
,0

0
1
3

0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
0

2
0
,9

9
0
0

0
,9

9
9
3

1
,0

0
0
0

1
,0

0
0
0

0
,9

9
4
3

0
,9

9
8
7

0
,9

9
9
8

1
,0

0
0
0

V
ie

s(
b̂)

-0
,0

1
0
0

-0
,0

0
0
7

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

-0
,0

0
5
7

-0
,0

0
1
3

-0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
0

E
Q

M
(b̂

)
0
,0

1
0
0

0
,0

0
0
7

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
5
7

0
,0

0
1
3

0
,0

0
0
2

0
,0

0
0
0

H
Q

IC
H

Q
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,0

0
5
6

0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
2
5

0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

2
0
,9

9
4
4

0
,9

9
9
7

1
,0

0
0
0

1
,0

0
0
0

0
,9

9
7
5

0
,9

9
9
7

1
,0

0
0
0

1
,0

0
0
0

V
ie

s(
b̂)

-0
,0

0
5
6

-0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

-0
,0

0
2
5

-0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

E
Q

M
(b̂

)
0
,0

0
5
6

0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
2
5

0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

50



T
a
b
e
la

4
.1

5
.

P
ro

p
o
rç
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õ
es

d
e

va
lo

re
s

a
ss

u
m

id
o
s

p
o
r

b̂
em

1
0
.0

0
0

ex
p
er

im
en

to
s

q
u
a
n
d
o

b
=

3
,
k

=
5
,6

e
p
−

1
=

3
.

b
=

3
D

im
en

sã
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4.2. Resultados Numéricos para o Modelo 2

Apresentaremos a seguir os resultados da simulação feita para a estimação do posto da
matriz B usando a segunda parametrização, definida na seção 2.2.3.

Assim como na seção anterior, para cada valor de k ∈ {3, 4, 5, 6} e p ∈ {2, 3, 4} calculamos
a proporção de vezes em que o teste seqüencial e os critérios de informação BIC e HQIC

acertam o verdadeiro posto de B, o viés e o EQM do estimador b̂.
Os casos em que a matriz B não possui valores singulares diferentes de zero, ou seja,

b = 0, estão expostos nas tabelas numeradas de 4.19 a 4.24. Nestes casos percebemos que
os vieses e os EQM’s das estimativas de b são próximos ou iguais a zero quando o teste
seqüencial é usado para a estimação de b. Por exemplo, se k = 6, p = 2 e N = 200 o viés e

o EQM de b̂ são iguais a 0.0002 como pode ser visto na tabela 4.20; quando k = 5, p = 3 e

N = 150, o viés e o EQM de b̂ são praticamente nulos, ver tabela 4.22.
Como já visto nos resultados da simulação feita para a estimação de b no modelo 1, na

maioria dos casos, b̂ é assintoticamente não viesado e consistente. O mesmo acontece para
os resultados referentes ao modelo 2. Ou seja, quando a segunda parametrização é usada na
estimação de b, na maior parte das vezes, os vieses e os EQM’s das estimativas de b diminuem
quando o tamanho da amostra N cresce. Por exemplo, para N = 50, 100, 150 e 200, os EQM’s
das estimativas de b são, respectivamente, 0.8838, 0.8559, 0.8385 e 0.8204, como se pode
observar na tabela 4.34, quando k = 5, p = 3, b = 2 e o critério de informação HQIC é usado.
Outro exemplo pode ser visto na tabela 4.30, se k = 6, p = 4, b = 1, para N = 50, 100, 150
e 200; os vieses das estimativas de b são, respectivamente, 1.5825, 1.3515, 1.1852 e 1.0606,
quando o teste usado na estimação de b é o seqüencial. Quando acrescentamos variáveis
explicativas no modelo, os resultados da estimação de b, usando os três testes já mencionados,

ficam piores na maioria dos casos, ou seja, os vieses de b̂ aumentam. Por exemplo, nas tabelas
4.27 e 4.28 temos que se k = 3, 4, 5 e 6, os vieses das estimativas de b são 0.4707, 0.6416, 0.7776
e 0.8676, respectivamente, quando o teste usado é o seqüencial, b = 1, p = 3 e N = 200.
Quando, nas tabelas 4.25 e 4.26, b = 1, p = 2, N = 50 e o critério usado para estimação
de b é o HQIC, se k = 3, 4, 5 e 6, os vieses das estimativas de b são 0.8229, 0.9278, 0.9713 e
0.9922, respectivamente.

Para todos os valores de k, p e b considerados, percebemos que quando aumentamos o
número de componentes p da matriz Y, os critérios de informação BIC e HQIC acertam cada
vez menos o verdadeiro posto da matriz B; o mesmo acontece para o teste seqüencial, exceto
quando b = 0. Nas tabelas 4.31 e 4.33 onde p = 2 e 3, respectivamente, e em ambos os
casos, b = 2 e k = 3, observamos para N = 150 que, se p = 2 o critério de informação HQIC
acerta em 99.91% das 10.000 réplicas o posto da matriz B, e se p = 3 o mesmo critério de
informação acerta em 58.22%. Outro exemplo pode ser visto através das tabelas 4.32, 4.34
e 4.36 onde p = 2, 3 e 4, respectivamente, e nesses casos, b = 2 e k = 6, observamos para
N = 100 que, se p = 2, o critério de informação BIC acerta em 99.62% das vezes o posto da
matriz B; se p = 3 o acerto é de 14.26%, e se p = 4 o acerto é de 3.33%.

Nas tabelas 4.31, 4.32, 4.37, 4.38, 4.41 e 4.42 estão expostos os resultados de simulação
feita para a estimação de b quando a matriz B, de dimensão k × p, tem posto completo, ou
seja, b = p.
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Nos resultados de simulação, observamos que os desempenhos do teste seqüencial e dos
critérios de informação BIC e HQIC foram análogo ao visto na seção anterior. Se a matriz
B tem posto completo, o critério de informação HQIC tem desempenho ligeiramente melhor
que o BIC e o teste seqüencial. Isso pode ser visto, por exemplo, na tabela 4.31 quando B
tem dimensão 3× 2, b = 2 e N = 150; o critério HQIC acerta em 99.91% das 10.000 réplicas
o posto da matriz B, enquanto o critério BIC acerta em 99.82% e o teste seqüencial em
97.51%. Na tabela 4.42 temos que, se k = 6, p = 4, b = 4 e N = 100, o critério HQIC acerta
em 97.94% das vezes, o BIC acerta em 95.81% e o teste seqüencial em 71.77%. Quando a
matriz B não tem posto completo, o teste seqüencial tem um desempenho bem melhor que
os critérios de informação BIC e HQIC. Isto pode ser visto, por exemplo, nas tabelas 4.29,
4.35, 4.39 e 4.40. Na tabela 4.29, se k = 4, p = 4, b = 1 e N = 200, o teste seqüencial acerta
em 41.79% das 10.000 réplicas o posto da matriz B, enquanto o critério BIC acerta em 3.18%
e o HQIC em 0.81%. Quando k = 4, p = 4, b = 2 e N = 200; o teste seqüencial acerta em
67.17% das vezes o posto da matriz B, enquanto o critério BIC acerta em 26.55% e o HQIC
em 15.37%, ver tabela 4.35. Outro exemplo pode ser visto na tabela 4.24, se k = 6, p = 4,
b = 0 e N = 100, o teste seqüencial acerta em 99.98% das vezes, o critério BIC acerta em
0.67% e o HQIC em 0.03%.
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sã

o
:

6
×2

S
e
q
ü
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sã

o
:

4
×3

S
e
q
ü
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Tabela 4.24. Proporções de valores assumidos por b̂ em 10.000
experimentos quando b = 0, k = 6 e p = 4.

b = 0 Dimensão: 6×4

Seqüencial

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,9908 0,9998 1,0000 1,0000

1 0,0060 0,0001 0,0000 0,0000

2 0,0024 0,0001 0,0000 0,0000

3 0,0003 0,0000 0,0000 0,0000

4 0,0005 0,0000 0,0000 0,0000

Vies(b̂) 0,0137 0,0003 0,0000 0,0000

EQM(b̂) 0,0263 0,0005 0,0000 0,0000

BIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0010 0,0067 0,0153 0,0236

1 0,0407 0,1089 0,1653 0,2033

2 0,3332 0,4941 0,5292 0,5409

3 0,4671 0,3291 0,2524 0,2075

4 0,1580 0,0612 0,0378 0,0247

Vies(b̂) 2,7404 2,3292 2,1321 2,0064

EQM(b̂) 8,1054 6,0264 5,1585 4,6296

HQIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0003 0,0005 0,0013

1 0,0076 0,0236 0,0381 0,0468

2 0,1820 0,3049 0,3693 0,4056

3 0,5261 0,5035 0,4609 0,4356

4 0,2843 0,1677 0,1312 0,1107

Vies(b̂) 3,0871 2,8147 2,6842 2,6076

EQM(b̂) 10,0193 8,4579 7,7626 7,3608
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õ
es

d
e

va
lo

re
s

a
ss

u
m

id
o
s

p
o
r

b̂
em

1
0
.0

0
0

ex
p
er

im
en

to
s

q
u
a
n
d
o

b
=

1
,
k

=
3
,4

e
p

=
2
.

b
=

1
D

im
en

sã
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Tabela 4.30. Proporções de valores assumidos por b̂ em 10.000
experimentos quando b = 1, k = 6 e p = 4.

b = 1 Dimensão: 6×4

Seqüencial

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0024 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,1651 0,2114 0,2649 0,3265

2 0,2791 0,3513 0,3726 0,3585

3 0,3544 0,3117 0,2749 0,2429

4 0,1990 0,1256 0,0876 0,0721

Vies(b̂) 1,5825 1,3515 1,1852 1,0606

EQM(b̂) 3,4901 2,7285 2,2606 1,9790

BIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0006 0,0012 0,0027 0,0036

2 0,0397 0,0782 0,1113 0,1306

3 0,3875 0,4583 0,4856 0,4956

4 0,5722 0,4623 0,4004 0,3702

Vies(b̂) 2,5313 2,3817 2,2837 2,2324

EQM(b̂) 6,7395 6,0721 5,6573 5,4448

HQIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0001 0,0001 0,0002 0,0003

2 0,0160 0,0313 0,0420 0,0565

3 0,3145 0,3893 0,4269 0,4367

4 0,6694 0,5793 0,5309 0,5065

Vies(b̂) 2,6532 2,5478 2,4885 2,4494

EQM(b̂) 7,2986 6,8022 6,5277 6,3618
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Tabela 4.36. Proporções de valores assumidos por b̂ em 10.000
experimentos quando b = 2, k = 6 e p = 4.

b = 2 Dimensão: 6×4

Seqüencial

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0017 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,1289 0,0819 0,0514 0,0354

2 0,2606 0,3293 0,4017 0,4402

3 0,3673 0,3933 0,3893 0,3706

4 0,2415 0,1955 0,1576 0,1538

Vies(b̂) 0,7180 0,7024 0,6531 0,6428

EQM(b̂) 1,4690 1,2572 1,0711 1,0212

BIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0185 0,0333 0,0411 0,0455

3 0,3371 0,4145 0,4566 0,4677

4 0,6444 0,5522 0,5023 0,4868

Vies(b̂) 1,6259 1,5189 1,4612 1,4413

EQM(b̂) 2,9147 2,6233 2,4658 2,4149

HQIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0066 0,0111 0,0139 0,0127

3 0,2597 0,3261 0,3553 0,3588

4 0,7337 0,6628 0,6308 0,6285

Vies(b̂) 1,7271 1,6517 1,6169 1,6158

EQM(b̂) 3,1945 2,9773 2,8785 2,8728
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ü
e
n
c
ia

l

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
4
7

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
6
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,0

5
8
2

0
,0

0
3
4

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

8
4
3

0
,0

1
1
9

0
,0

0
1
3

0
,0

0
0
1

2
0
,2

2
9
3

0
,0

7
4
3

0
,0

1
8
3

0
,0

0
1
8

0
,2

5
8
3

0
,1

3
7
9

0
,0

4
9
5

0
,0

1
7
5

3
0
,7

0
7
8

0
,9

2
2
3

0
,9

8
1
6

0
,9

9
8
2

0
,6

5
1
1

0
,8

5
0
2

0
,9

4
9
2

0
,9

8
2
4

V
ie

s(
b̂)

-0
,3

5
9
8

-0
,0

8
1
1

-0
,0

1
8
5

-0
,0

0
1
8

-0
,4

4
5
8

-0
,1

6
1
7

-0
,0

5
2
1

-0
,0

1
7
7

E
Q

M
(b̂

)
0
,5

0
4
4

0
,0

8
7
9

0
,0

1
8
7

0
,0

0
1
8

0
,6

5
2
2

0
,1

8
5
5

0
,0

5
4
7

0
,0

1
7
9

B
IC

B
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,0

0
2
6

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
3

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

2
0
,1

7
7
0

0
,0

3
4
3

0
,0

0
5
8

0
,0

0
0
3

0
,1

1
0
2

0
,0

3
0
8

0
,0

0
5
6

0
,0

0
1
1

3
0
,8

2
0
4

0
,9

6
5
6

0
,9

9
4
2

0
,9

9
9
7

0
,8

8
9
5

0
,9

6
9
2

0
,9

9
4
4

0
,9

9
8
9

V
ie

s(
b̂)

-0
,1

8
2
2

-0
,0

3
4
5

-0
,0

0
5
8

-0
,0

0
0
3

-0
,1

1
0
8

-0
,0

3
0
8

-0
,0

0
5
6

-0
,0

0
1
1

E
Q

M
(b̂

)
0
,1

8
7
4

0
,0

3
4
7

0
,0

0
5
8

0
,0

0
0
3

0
,1

1
1
4

0
,0

3
0
8

0
,0

0
5
6

0
,0

0
1
1

H
Q

IC
H

Q
IC

b̂
N

=
5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

N
=

5
0

N
=

1
0
0

N
=

1
5
0

N
=

2
0
0

0
0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

1
0
,0

0
0
9

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
1

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

0
,0

0
0
0

2
0
,1

3
4
9

0
,0

1
7
6

0
,0

0
2
0

0
,0

0
0
2

0
,0

7
1
3

0
,0

1
6
8

0
,0

0
2
2

0
,0

0
0
1

3
0
,8

6
4
2

0
,9

8
2
4

0
,9

9
8
0

0
,9

9
9
8

0
,9

2
8
6

0
,9

8
3
2

0
,9

9
7
8

0
,9

9
9
9

V
ie

s(
b̂)

-0
,1

3
6
7

-0
,0

1
7
6

-0
,0

0
2
0

-0
,0

0
0
2

-0
,0

7
1
5

-0
,0

1
6
8

-0
,0

0
2
2

-0
,0

0
0
1

E
Q

M
(b̂

)
0
,1

3
8
5

0
,0

1
7
6

0
,0

0
2
0

0
,0

0
0
2

0
,0

7
1
7

0
,0

1
6
8

0
,0

0
2
2

0
,0

0
0
1

75



T
a
b
e
la

4
.3

8
.

P
ro

p
o
rç
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Tabela 4.40. Proporções de valores assumidos por b̂ em 10.000
experimentos quando b = 3, k = 6 e p = 4.

b = 3 Dimensão: 6×4

Seqüencial

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0027 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0935 0,0239 0,0050 0,0010

2 0,1940 0,1408 0,0938 0,0570

3 0,3625 0,4654 0,5617 0,5926

4 0,3473 0,3699 0,3395 0,3494

Vies(b̂) -0,0418 0,1813 0,2357 0,2904

EQM(b̂) 0,9396 0,6063 0,4533 0,4104

BIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0063 0,0017 0,0005 0,0000

3 0,2535 0,2736 0,3117 0,3156

4 0,7401 0,7247 0,6878 0,6844

Vies(b̂) 0,7336 0,7230 0,6873 0,6844

EQM(b̂) 0,7468 0,7264 0,6883 0,6844

HQIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0015 0,0004 0,0000 0,0000

3 0,1792 0,1866 0,2094 0,2092

4 0,8193 0,8130 0,7906 0,7908

Vies(b̂) 0,8178 0,8126 0,7906 0,7908

EQM(b̂) 0,8208 0,8134 0,7906 0,7908
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Tabela 4.42. Proporções de valores assumidos por b̂ em 10.000
experimentos quando b = 4, k = 6 e p = 4.

b = 4 Dimensão: 6×4

Seqüencial

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0063 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0730 0,0069 0,0003 0,0000

2 0,1633 0,0506 0,0099 0,0021

3 0,2983 0,2248 0,1372 0,0663

4 0,4591 0,7177 0,8526 0,9316

Vies(b̂) -0,8691 -0,3467 -0,1579 -0,0705

EQM(b̂) 1,7093 0,4893 0,1795 0,0747

BIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0026 0,0001 0,0000 0,0000

3 0,1534 0,0418 0,0103 0,0023

4 0,8440 0,9581 0,9897 0,9977

Vies(b̂) -0,1586 -0,0420 -0,0103 -0,0023

EQM(b̂) 0,1638 0,0422 0,0103 0,0023

HQIC

b̂ N = 50 N = 100 N = 150 N = 200

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

1 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000

2 0,0007 0,0000 0,0000 0,0000

3 0,0976 0,0206 0,0037 0,0005

4 0,9017 0,9794 0,9963 0,9995

Vies(b̂) -0,0990 -0,0206 -0,0037 -0,0005

EQM(b̂) 0,1004 0,0206 0,0037 0,0005
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Caṕıtulo 5

Aplicação

Ao longo deste caṕıtulo, apresentaremos duas aplicações onde nosso interesse é estimar
o posto da matriz de parâmetros do modelo de regressão Dirichlet, utilizando dados reais.
Para isso usamos a segunda parametrização definida na seção 2.2.3, devido à sua maior
simplicidade, o teste seqüencial e os critérios de informação BIC e HQIC descritos no caṕıtulo
3.

Consideramos dois conjuntos de dados apresentados por Aitchison (2003), os quais de-
notaremos por Dados 1 e Dados 2, que estão dispońıveis no apêndice 4.

5.1. Dados do pólen fossilizado em flores

Nesta seção consideramos um conjunto de dados que contém 30 observações. A variável
dependente Y deste estudo é o vetor de proporções de pólen fossilizado de três tipos de
flores: Pinus, Abies e Quercus. As variáveis explicativas binárias (dummy) X que modelam
as proporções correspondem a três locais onde o pólen fossilizado das flores é colhido. Logo,
temos que k = p = 3.

Os parâmetros do modelo de regressão são estimados através da maximização da função
de log-verossimilhança utilizando o método quasi-Newton BFGS com primeiras derivadas
numéricas; no esquema iterativo usamos como valor inicial para B a matriz nula. Na tabela
5.1 apresentamos as estimativas de máxima verossimilhança (EMV) desses parâmetros.

Tabela 5.1. EMV dos parâmetros da matriz B para os Dados 1.

β̂11 1,87141 β̂12 2,58843 β̂13 1,53982
β̂21 2,30180 β̂22 2,83115 β̂23 2,32410
β̂31 2,75677 β̂32 2,48318 β̂33 1,07470

Após a estimação da matriz B usamos a decomposição em valores singulares de B̂ e
obtemos a matriz de informação observada de Fisher para calcular a estat́ıstica de teste
L(b), descrita na seção 3.1.2, que converge em distribuição para uma qui-quadrado com
(3 − b)2 graus de liberdade; o ńıvel de significância foi o mesmo usado na simulação, de
5%. Como já visto no caṕıtulo 3, o valor cŕıtico da estat́ıstica de teste L(b) é γb C30, onde
γb representa o quantil da distribuição χ2

(3−b)(3−b) e C30 =
√

log 30. Na tabela 5.2 temos

os valores da estat́ıstica de teste L(b) para b = 0, 1 e 2 e seus respectivos valores cŕıticos.
Observamos que para todos os valores de b a estat́ıstica L(b) é maior que γb C30, então,
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usando o teste seqüencial, temos b̂ = 3.

Tabela 5.2. Estat́ısticas de teste L(b) e seus
respectivos valores cŕıticos γb C30.

b L(b) γb C30

0 291,9588 31,2025
1 83,8572 17,4976
2 9,5065 7,0845

Na tabela 5.3 temos, para cada critério de informação considerado na seção 3.3, os valores
da função critério, em cada ponto b = 0, 1, 2 e 3, lembrando que L(3) = 0. Percebemos que
os menores valores que as funções critério BIC e HQIC assumem são 10.2036 e 7.3815,

respectivamente, para b = 3, isto implica que b̂ = 3.

Tabela 5.3. Função critério para BIC e HQIC.

b BIC(b, C30) HQIC(b, C30)

0 291,9588 291,9588
1 87,2584 86,3177
2 16,3089 14,4275
3 10,2036 7,3815

Pelo teste seqüencial e pelos critérios de informação BIC e HQIC temos que b̂ = 3; isto
significa que aceitamos que a matriz B tem posto completo. Baseado nisso não há como
reduzir a quantidade de parâmetros da matriz B para estimação.

5.2. Dados da composição de leucócitos no sangue

O segundo conjunto de dados contém 40 observações, mas duas foram desconsideradas
por problemas de arredondamento. Então, para nosso estudo, consideramos apenas 38 obser-
vações. A variável dependente Y é o vetor de proporções de três tipos de leucócitos em amos-
tras de sangue de dez pacientes. Os três tipos de leucócitos são: leucócitos polimorfonucle-
ares, linfócitos pequenos e mononucleares grandes. As variáveis explicativas (dummy) corres-
pondem a quatro métodos diferentes que avaliam a composição de leucócitos nas amostras
de sangue. Então agora temos que k = 4 e p = 3.

Para calcular as estimativas de máxima verossimilhança (EMV) de B utilizamos o mesmo
procedimento de estimação descrito na seção anterior. Estas estimativas estão apresentadas
na tabela 5.4.
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Tabela 5.4. EMV dos parâmetros da matriz B para os Dados 2.

β̂11 2,58136 β̂12 1,17376 β̂13 1,35387
β̂21 1,61533 β̂22 1,99360 β̂23 0,27110
β̂31 1,71084 β̂32 1,39066 β̂33 0,38854
β̂41 2,05352 β̂42 1,62212 β̂43 0,66549

Após a estimação da matriz B calculamos a estat́ıstica de teste L(b), que converge em
distribuição para uma qui-quadrado com (4 − b)(3 − b) graus de liberdade, e um ńıvel de
significância de 5%. Para b = 0, 1 e 2 apresentamos os valores da estat́ıstica de teste L(b) e
seus respectivos valores cŕıticos, ver tabela 5.5. Notamos que L(2) ≤ γ2 C38, então, usando

o teste seqüencial, consideramos que b̂ = 2.

Tabela 5.5. Estat́ısticas de teste L(b) e seus

respectivos valores cŕıticos γb C38.

b L(b) γb C38

0 237,4092 40,1019
1 52,7538 24,0153
2 0,8070 11,4272

Na tabela 5.6 temos para cada critério de informação considerado os valores das funções
critério em cada ponto b = 0, 1, 2 e 3. Percebemos que os menores valores que as funções

critério assumem são BIC(2, C38) = 8.0821 e HQIC(2, C38) = 5.9981; isto implica que b̂ = 2.

Tabela 5.6. Função critério para BIC e HQIC.

b BIC(b, C38) HQIC(b, C38)

0 237,4092 237,4092
1 56,3913 55,3493
2 8,0821 5,9981
3 10,9128 7,7867

Usando o teste seqüencial e os critérios de informação BIC e HQIC aceitamos que b = 2,
ou seja, que B não tem posto completo com isso não precisamos estimar os doze parâmetros
da matriz B, mas apenas dez. Então temos uma nova matriz de parâmetros onde podemos
escrever, por exemplo, a terceira coluna como combinação linear das duas primeiras usando
dois novos parâmetros, k1 e k2, ou seja,
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B∗ =




β∗11 β∗12 k1β
∗
11 + k2β

∗
12

β∗21 β∗22 k1β
∗
21 + k2β

∗
22

β∗31 β∗32 k1β
∗
31 + k2β

∗
32

β∗41 β∗42 k1β
∗
41 + k2β

∗
42




.

Depois de estimar os dez parâmetros da matriz B∗ obtemos

k̂1 = 0.742178

k̂2 = −0.525821

onde k̂1 e k̂2 são os estimadores de máxima verossimilhança de k1 e k2, respectivamente.

As estimativas da matriz B∗ não diferem muito das estimativas de B. Por exemplo, β̂∗13 =

1, 29432 enquanto β̂13 = 1, 35387; β̂∗43 = 0, 67124 e β̂43 = 0, 66549; isso pode ser visto nas
tabelas 5.4 e 5.7.

Tabela 5.7. EMV dos parâmetros da matriz B∗.

β̂∗11 2,53893 β̂∗12 1,12208 β̂∗13 1,29432
β̂∗21 1,56760 β̂∗22 1,91829 β̂∗23 0,15476
β̂∗31 1,77440 β̂∗32 1,49148 β̂∗33 0,53267
β̂∗41 2,05667 β̂∗42 1,62638 β̂∗43 0,67124

Denotaremos os modelos em que as matrizes de parâmetros B e B∗ são usadas por
Mod e Mod∗, respectivamente. Os valores dos coeficientes de correlação amostral ρ, com

−1 ≤ ρ ≤ 1, entre as colunas de η̂ = XB̂ e as de g(Y ), bem como entre as colunas de

η̂∗ = XB̂∗ e as de g(Y ) podem ser vistos na tabela 5.8, onde X é a matriz de variáveis
explicativas e g(·) é a inversa da função de ligação usada no modelo 2. Observamos que os
valores de ρ(η̂, g(Y )) e ρ(η̂∗, g(Y )) são parecidos, o que indica que o poder explicativo dos
modelos Mod e Mod∗ são semelhantes. Porém, o modelo Mod∗ apresenta a vantagem de ser
mais parcimonioso.

Tabela 5.8. Coeficientes de correlação entre η̂ e g(Y )
e entre η̂∗ e g(Y ).

0,48700 -0,71965 0,42718
ρ(η̂, g(Y )) -0,50937 0,72380 -0,36196

0,48780 -0,71882 0,43394

0,51108 -0,75104 0,42908
ρ(η̂∗, g(Y )) -0,52414 0,75235 -0,40720

0,53001 -0,77229 0,43293
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Uma medida muito utilizada na seleção de modelos é o critério de informação BIC
(Bayesian Information Criteria), proposto por Schwarz (1978), dado pela expressão

BIC = −2 log(L̂) + npar log(N),

onde L̂ é a verossimilhança estimada e npar é o número de parâmetros do modelo. A escolha
do melhor modelo para a variável resposta é dada pelo menor BIC.

Para o modelo Mod obtemos BIC = −108.404 com log(L̂) = 76.0273 enquanto que para

o modelo Mod∗ obtemos BIC = −115.244, onde log(L̂) = 75.8101. Portanto, o modelo que
melhor se ajusta a variável resposta de acordo com o critério BIC é Mod∗.

A matriz B∗ contém dois parâmetros a menos que a matriz B, além disso o modelo
em que usamos B∗ parece estar melhor ajustado que o modelo em que usamos a matriz B.
Significa que Mod∗ parece ser prefeŕıvel.
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Caṕıtulo 6

Conclusões

Ao longo deste trabalho consideramos dois modelos de regressão Dirichlet e apresentamos
algumas de suas propriedades. Obtemos as expressões da matriz de informação de Fisher
referentes aos dois modelos, como pode ser visto nos apêndices 1 e 2. Apresentamos um
teste proposto por Ratsimalahelo (2003) que permite determinar quantos valores singulares
de uma matriz são significantemente diferentes de zero. Estimamos o posto b da matriz B
de coeficientes destes modelos de regressão através da estat́ıstica de teste proposta por Rat-
simalahelo (2003), utilizando o procedimento de teste seqüencial e os critérios de informação
BIC e HQIC.

Através das simulações de Monte Carlo, observamos na maioria das vezes que o viés e o
erro quadrático médio do estimador de b parecem decrescer quando N aumenta. Notamos
que na maioria dos casos, as estimativas de b tornam-se mais viesadas quando acrescentamos
variáveis explicativas nos modelos e/ou quando aumentamos o número de componentes de
cada vetor de observações. Observamos ainda que, se a matriz B não tem posto completo,
o procedimento de teste seqüencial tem um desempenho bem melhor, em termos de viés e
erro quadrático médio, do que os critérios de informação BIC e HQIC; se a matriz B tem
posto completo, o critério de informação HQIC tem desempenho ligeiramente melhor que o
critério de informação BIC e o procedimento de teste seqüencial, nos modelos 1 e 2. Então,
em geral, recomendamos o procedimento de teste seqüencial, para estimação do posto da
matriz dos parâmetros dos modelos de regressão Dirichlet.

Como trabalhos futuros, que poderiam estender essa pesquisa, podemos sugerir a corre-
ção da estimativa do teste, o estudo do desempenho do estimador na presença de pontos
de alavanca, a proposta de modelos alternativos para dados de proporções baseados na
distribuição Dirichlet, o desenvolvimento de medidas de diagnóstico para estes modelos e a
identificação da melhor combinação linear no caso do posto incompleto.
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Apêndice 1

Apresentamos neste apêndice os cálculos das derivadas, de primeira e segunda ordem,
da função de log-verossimilhança com relação aos parâmetros desconhecidos referentes ao
modelo 1.

A função de log-verossimilhança para o modelo de regressão Dirichlet definido neste
trabalho é da forma

`(B; φ) =
N∑

i=1

`i(µi; φ),

onde

`i(µi; φ) = log Γ(φ)−
p−1∑

j=1

log Γ(φµij)− log Γ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

+

p−1∑

j=1

(φµij − 1) log yij +
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)
− 1

]
log

(
1−

p−1∑

j=1

yij

)
.

A derivada de primeira ordem da função de log-verossimilhança com relação aos parâ-
metros desconhecidos βvu’s, com v = 1, . . . , k e u = 1, . . . , p− 1, é

∂` (B; φ)

∂βvu
=

N∑

i=1

∂`i(µi; φ)

∂βvu

=
N∑

i=1

∂

∂βvu

{
log Γ(φ)−

p−1∑

j=1

log Γ(φµij)− log Γ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

+

p−1∑

j=1

(φµij − 1) log yij +
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)
− 1

]
log

(
1−

p−1∑

j=1

yij

)}

=
N∑

i=1

{(
−

p−1∑

j=1

∂

∂βvu
log Γ(φµij)

)
−

(
∂

∂βvu
log Γ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)])

+

p−1∑

j=1

∂

∂βvu

(
(φµij − 1) log yij

)
+

∂

∂βvu

([
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)
− 1

]

log
[
1−

p−1∑

j=1

yij

])}
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=
N∑

i=1

{
−

p−1∑

j=1

φψ(φµij)
∂µij

∂ηiu

∂ηiu

∂βvu
+ φψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu

∂ηiu

∂βvu

+

p−1∑

j=1

φ log yij
∂µij

∂ηiu

∂ηiu

∂βvu
− φ log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu

∂ηiu

∂βvu

}

mas

ηij = Xi1β1j + Xi2β2j + Xi3β3j + . . . + Xikβkj ,

logo

∂ηij

∂βvu
=

{
Xiv se j = u
0 se j 6= u,

(A1.1)

então

∂` (B; φ)

∂βvu
=

N∑

i=1

{
−

p−1∑

j=1

φψ(φµij)
∂µij

∂ηiu
Xiv + φψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu
Xiv

+

p−1∑

j=1

φ log yij
∂µij

∂ηiu
Xiv − φ log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu
Xiv

=
N∑

i=1

φXiv

{
−

p−1∑

j=1

ψ(φµij)
∂µij

∂ηiu
+ ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu

+

p−1∑

j=1

log yij
∂µij

∂ηiu
− log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηiu

=
N∑

i=1

φXiv

p−1∑

j=1

{
−ψ(φµij) + ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ log yij

− log
[
1−

p−1∑

j=1

yij

]}∂µij

∂ηiu

=
N∑

i=1

φXiv

p−1∑

j=1

Aij
∂µij

∂ηiu

onde

Aij = −ψ(φµij) + ψ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ log yij − log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]
.
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Temos que

µij =





g(ηij) se j = 1,

g(ηij)[1−
j−1∑

t=1

µit] se j = 2, 3, . . . , p− 1,
(A1.2)

então

∂µij

∂ηiu
=





0 se j < u,

g′(ηiu) se j = u = 1,

g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit] se j = u 6= 1,

− g′(ηiu)g(ηij)[1−
u−1∑

t=1

µit] se j = u + 1,

− g′(ηiu)g(ηij)[1−
u−1∑

t=1

µit]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] se j ≥ u + 2.

(A1.3)

Usando (A1.3) temos que

∂` (B; φ)

∂βvu
=

N∑

i=1

φXiv

{p−1∑

j=1

Aij
∂µij

∂ηiu

}

=
N∑

i=1

φXiv

{u−1∑

j=1

Aij
∂µij

∂ηiu
+ Aiu

∂µiu

∂ηiu
+ Ai(u+1)

∂µi(u+1)

∂ηiu
+

p−1∑

j=u+2

Aij
∂µij

∂ηiu

}

=
N∑

i=1

φXiv

{
0 + Aiu

∂µiu

∂ηiu
+ Ai(u+1)

∂µi(u+1)

∂ηiu
+

p−1∑

j=u+2

Aij
∂µij

∂ηiu

}

=
N∑

i=1

φXiv

{
Aiu g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]− Ai(u+1) g′(ηiu)g(ηij)[1−
u−1∑

t=1

µit]

−
p−1∑

j=u+2

Aij g′(ηiu)g(ηij)[1−
u−1∑

t=1

µit]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

}
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=
N∑

i=1

φXiv g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
Aiu − Ai(u+1) g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

}
.

Portanto,

∂` (B; φ)

∂βvu
=

N∑

i=1

φXiv g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit]

{
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

[
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

]}
.

Adicionalmente, a derivada de primeira ordem da função de log-verossimilhança com
relação ao parâmetro desconhecido φ é

∂` (B; φ)

∂φ
=

N∑

i=1

{
ψ(φ) +

p∑

j=1

[−ψ(φµij)µij + log yijµij ]

}
. (A1.4)

Para o cálculo da matriz de informação de Fisher precisamos da derivada de segunda
ordem da função de log-verossimilhança com relação aos parâmetros desconhecidos, então,
para v, n ∈ (1, 2, . . . , k) e u, m ∈ (1, 2, . . . , p− 1), temos

∂

∂βnm

{
∂` (B; φ)

∂βvu

}
=

∂

∂βnm

{ N∑

i=1

φXivg
′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

(
Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=
N∑

i=1

φXiv
∂

∂βnm

{
g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

(
Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=
N∑

i=1

φXiv Der1,
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onde

Der1 =
∂

∂βnm

{
g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

]}

=
∂

∂βnm

(
g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

(
Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

))
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
∂Aiu

∂βnm
− ∂Ai(u+1)

∂βnm
g(ηi(u+1))

− Ai(u+1)g
′(ηi(u+1))

∂ηi(u+1)

∂βnm
−

p−1∑

j=u+2

[
∂Aij

∂βnm
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=

(
g′′(ηiu)

∂ηiu

∂βnm
[1−

u−1∑

t=1

µit]− g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
∂Aiu

∂βnm
− ∂Ai(u+1)

∂βnm
g(ηi(u+1))− Ai(u+1)g

′(ηi(u+1))
∂ηi(u+1)

∂βnm

−
p−1∑

j=u+2

[(
∂Aij

∂βnm
g(ηij) + Aijg

′(ηij)
∂ηij

∂βnm

) j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=

(
g′′(ηiu)

∂ηiu

∂βnm
[1−

u−1∑

t=1

µit]− g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]
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{
∂Aiu

∂βnm
− ∂Ai(u+1)

∂βnm
g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

∂Aij

∂βnm
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Ai(u+1)g
′(ηi(u+1))

∂ηi(u+1)

∂βnm
−

p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Tem-se

∂Aij

∂βnm
=

∂

∂βnm

{
− ψ(φµij) + ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ log yij − log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]}

= −φψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
Xin − φψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] p−1∑

j=1

∂µij

∂ηim
Xin,

mas

p−1∑

j=1

∂µij

∂ηim
=

m−1∑

j=1

∂µij

∂ηim
+

∂µim

∂ηim
+

p−1∑

j=m+1

∂µij

∂ηim

= 0 +
∂µim

∂ηim
+

∂µi(m+1)

∂ηim

p−1∑

j=m+2

∂µij

∂ηim

= g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

= g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)
.

Logo
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∂Aij

∂βnm
= −φψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
Xin − φψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
Xin g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

= −φXin

[
ψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
+ ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)]
.

(A1.5)

Dáı,

Der1 =

(
g′′(ηiu)

∂ηiu

∂βnm
[1−

u−1∑

t=1

µit]− g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
−φXin

[
ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim
+ ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)]

+ φXin

[
ψ′(φµi(u+1))

∂µi(u+1)

∂ηim
+ ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)]
g(ηi(u+1))

+

p−1∑

j=u+2

φXin

[
ψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
+ ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)]
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
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− Ai(u+1)g
′(ηi(u+1))

∂ηi(u+1)

∂βnm
−

p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

=

(
g′′(ηiu)

∂ηiu

∂βnm
[1−

u−1∑

t=1

µit]− g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
φXin

[
− ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim
− ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

+ ψ′(φµi(u+1))
∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1)) + ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)
g(ηi(u+1))

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
g′(ηim)

[1−
m−1∑

t=1

µit]

(
1− g(ηi(m+1)) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

) p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

]
− Ai(u+1)g

′(ηi(u+1))
∂ηi(u+1)

∂βnm
−

p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

=

(
g′′(ηiu)

∂ηiu

∂βnm
[1−

u−1∑

t=1

µit]− g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

)(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]
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{
φ Xin

[
− ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim
+ ψ′(φµi(u+1))

∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1)) +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

− Ai(u+1)g
′(ηi(u+1))

∂ηi(u+1)

∂βnm
−

p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

Aij

g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Para simplificarmos a equação acima devemos considerar três casos, a saber: u = m,
u > m e u < m.

Caso 1: Se u = m

Neste caso temos que

m−1∑

t=1

∂µit

∂βnm
= 0

p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] = 0

e

∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
= 0

pois u + 1 > u = m, u + 2 > u = m, . . . , j − 1 > u = m, ou seja,

∂ηi(u+1)

∂βnu
=

∂ηi(u+2)

∂βnu
= . . . =

∂ηi(j−1)

∂βnu
= 0,

então
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Der1 = g′′(ηiu)Xin[1−
u−1∑

t=1

µit]

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
−ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηiu

+ ψ′(φµi(u+1))
∂µi(u+1)

∂ηiu
g(ηi(u+1)) +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηiu
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit] ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}

= g′′(ηiu)Xin[1−
u−1∑

t=1

µit]

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
−ψ′(φµiu) g′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

− ψ′(φµi(u+1)) g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit] g(ηi(u+1))
2 −

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g
′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 − g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit] ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}

= g′′(ηiu)Xin[1−
u−1∑

t=1

µit]

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)2[1−

u−1∑

t=1

µit]
2

{
−ψ′(φµiu)− ψ′(φµi(u+1))

g(ηi(u+1))
2 −

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 − ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
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(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}
.

Portanto

Der1 = g′′(ηiu)Xin[1−
u−1∑

t=1

µit]

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)2[1−

u−1∑

t=1

µit]
2

{
−ψ′(φµiu)− ψ′(φµi(u+1))

g(ηi(u+1))
2 −

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 − ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}
,

então,

∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu
=

N∑

i=1

φXiv Xin

{
g′′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φ g′(ηiu)2[1−

u−1∑

t=1

µit]
2

[
−ψ′(φµiu)− ψ′(φµi(u+1))

g(ηi(u+1))
2 −

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 − ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2]}
.

Por (2.2.1.5) sabemos que E[log yij ] = ψ(φµij)− ψ(φ), então,

E[Aij ] = E

{
− ψ(φµij) + ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ log yij − log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]}

= −ψ(φµij) + ψ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ E[log yij ]− E

{
log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]}
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= −ψ(φµij) + ψ
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ ψ(φµij)− ψ(φ)− ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ ψ(φ)

= 0.

(A1.6)

Dáı,

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin φ2 g′(ηiu)2 [1−
u−1∑

t=1

µit]
2

{
ψ′(φµiu) + ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))

2 +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 + ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}
.

Então,

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnu∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(1)
uu,i,

onde

U
(1)
uu,i = φ2 g′(ηiu)2 [1−

u−1∑

t=1

µit]
2

{
ψ′(φµiu) + ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))

2

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
2 + ψ′

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)2}
.

Caso 2: Se u > m

Neste caso também temos que

∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
= 0,

pois u + 1 > u > m, u + 2 > u > m, . . . , j − 1 > u > m, ou seja,

∂ηi(u+1)

∂βnm
=

∂ηi(u+2)

∂βnm
= . . . =

∂ηi(j−1)

∂βnm
= 0,
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então,

Der1 = −g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)

+ φXing′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
−ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim
+ ψ′(φµi(u+1))

∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1))

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]

ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
,

mas

u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm
=

u−1∑

t=1

∂µit

∂ηim

∂ηim

∂βnm

= Xin

{m−1∑

t=1

∂µit

∂ηim
+

∂µim

∂ηim
+

∂µi(m+1)

∂ηim
+

u−1∑

t=m+2

∂µit

∂ηim

}

= Xin

{
0 +

∂µim

∂ηim
+

∂µi(m+1)

∂ηim
+

u−1∑

t=m+2

∂µit

∂ηim

}

= Xin

{
g′(ηim)[1−

m−1∑

l=1

µil]− g′(ηim)g(ηi(m+1))[1−
m−1∑

l=1

µil]

−
u−1∑

t=m+2

g′(ηim)g(ηit)[1−
m−1∑

l=1

µil]
t−1∏

l=m+1

[1− g(ηil)]

}
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= Xing′(ηim)[1−
m−1∑

l=1

µil]

{
1− g(ηi(m+1))−

u−1∑

t=m+2

g(ηit)
t−1∏

l=m+1

[1− g(ηil)]

}

= Xing′(ηim)[1−
m−1∑

l=1

µil]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)],

logo

Der1 = −g′(ηiu) g′(ηim) [1−
m−1∑

l=1

µil]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)] Xin

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
−ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim

+ ψ′(φµi(u+1))
∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1)) +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

= −g′(ηiu) g′(ηim) [1−
m−1∑

l=1

µil]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)] Xin

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu)[1−

u−1∑

t=1

µit]

{
ψ′(φµiu)

g′(ηim)g(ηiu)[1−
m−1∑

t=1

µit]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]− ψ′(φµi(u+1))g
′(ηim) g(ηi(u+1))

2

[1−
m−1∑

t=1

µit]
u∏

t=m+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)g
′(ηim) g(ηij)

2 [1−
m−1∑

t=1

µit]

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
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(
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

= −g′(ηiu) g′(ηim) [1−
m−1∑

l=1

µil]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)] Xin

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φXing′(ηiu) g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

{
ψ′(φµiu) g(ηiu)

u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]− ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))
2

u∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Dáı,

∂2`

∂βnu∂βvu
=

N∑

i=1

φXiv Xin

{
− g′(ηiu) g′(ηim) [1−

m−1∑

l=1

µil]
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

(
Aiu

− Ai(u+1)g(ηi(u+1))−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
+ φ g′(ηiu)

g′(ηim) [1−
u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµiu) g(ηiu)

u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

− ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))
2

u∏

t=m+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1)
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−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
.

Usando (A1.6) temos

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
φ2 g′(ηiu)g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
−ψ′(φµiu)

g(ηiu)
u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)] + ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))
2

u∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
.

Portanto

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(1)
mu,i,
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onde

U
(1)
mu,i = φ2 g′(ηiu)g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
−ψ′(φµiu)g(ηiu)

u−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)] + ψ′(φµi(u+1)) g(ηi(u+1))
2

u∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1) −

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
.

Caso 3: Se u < m

Aqui temos que

Der1 = −g′(ηiu)
u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm

(
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)

+ g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
φXin

[
− ψ′(φµiu)

∂µiu

∂ηim
+ ψ′(φµi(u+1))

∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1))

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]

ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Ai(u+1)g

′(ηi(u+1))
∂ηi(u+1)

∂βnm

−
p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
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Como u < m, então, u− 1 < m, logo

u−1∑

t=1

∂µit

∂βnm
= 0.

Temos ainda que
∂µiu

∂βnm
= 0.

Dáı,

Der1 = g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
φ Xin

[
ψ′(φµi(u+1))

∂µi(u+1)

∂ηim
g(ηi(u+1))

+

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]

ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Ai(u+1)g

′(ηi(u+1))
∂ηi(u+1)

∂βnm

−
p−1∑

j=u+2

Aijg
′(ηij)

∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=u+2

Aijg(ηij)

∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Se m = u + 1, então,

Der1 = g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit]

{
φ Xin

[
ψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim) +

p−1∑

j=m+1

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

− Aimg′(ηim) Xin −
p−1∑

j=m+1

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=m

[1− g(ηit)]

)}
.
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Mas

p−1∑

j=m+1

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=m

[1− g(ηit)]

)
= Ai(m+1) g(ηi(m+1))

∂

∂βnm

( m∏

t=m

[1− g(ηit)]

)

+

p−1∑

j=m+2

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=m

[1− g(ηit)]

)

= Ai(m+1) g(ηi(m+1))
∂

∂βnm

( m∏

t=m

[1− g(ηit)]

)
+ 0

= −g′(ηim) Ai(m+1) g(ηi(m+1)) Xin.

Portanto

p−1∑

j=m+1

Aijg(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=m

[1− g(ηit)]

)
= −Ai(m+1) g′(ηim) g(ηi(m+1)) Xin,

logo

Der1 = g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit] Xin

{
φ

[
ψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim) +

p−1∑

j=m+1

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

− Aimg′(ηim) + Ai(m+1) g′(ηim) g(ηi(m+1))

}

= g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit] Xin

{
φ

[
ψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim) + ψ′(φµi(m+1))

∂µi(m+1)

∂ηim

g(ηi(m+1))
m∏

t=u+1

[1− g(ηit)] +

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij))
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j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Aimg′(ηim)

+ Ai(m+1) g′(ηim)g(ηi(m+1))

}

= g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit] Xin

{
φ

[
ψ′(φµim)g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit] g(ηim)− ψ′(φµi(m+1))

g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g
′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]ψ
′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Aimg′(ηim) + Ai(m+1) g′(ηim)g(ηi(m+1))

}

= g′(ηiu) g′(ηim) [1−
u−1∑

t=1

µit] Xin

{
φ [1−

m−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµim) g(ηim)− ψ′(φµi(m+1))

g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Aim + Ai(m+1) g(ηi(m+1))

}
.

Logo, usando (A1.6), temos que, se m = u + 1,

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
φ2 g′(ηiu) g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
− ψ′(φµim) g(ηim) + ψ′(φµi(m+1))g(ηi(m+1))

2
m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]
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+

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
.

Mas se m ≥ u + 2 temos

Der1 = g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{ p−1∑

j=u+2

[
φ Xinψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aij g′(ηij)
∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

− φ Xin g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

= g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{ m−1∑

j=u+2

[
φ Xinψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aij g′(ηij)
∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

+
m∑

j=m

[
φ Xinψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aij g′(ηij)
∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

+

p−1∑

j=m+1

[
φ Xinψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aij g′(ηij)
∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
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− φ Xin g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
,

mas

m−1∑

j=u+2

[
φψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
Xing(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g′(ηij)
∂ηij

∂βnm

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aij g(ηij)
∂

∂βnm

( j−1∏

t=m

[1− g(ηit)]

)]
= 0,

logo

Der1 = g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{[
φ Xinψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− Aim g′(ηim)
∂ηim

∂βnm

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aim g(ηim)
∂

∂βnm

( m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

+

p−1∑

j=m+1

[
φ Xinψ′(φµij)

∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aij g(ηij)

∂

∂βnm

( j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− φ Xin g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit] ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}

= g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{[
φ Xinψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aim g′(ηim)Xin

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aim g(ηim)
∂

∂βnm

( m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
+ φ Xinψ′(φµi(m+1))

∂µi(m+1)

∂ηim
g(ηi(m+1))

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Ai(m+1) g(ηi(m+1))
∂

∂βnm

( m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
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+ φ Xin

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− φ Xin g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit]

ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
,

mas

∂

∂βnm

( m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
= 0

e

∂

∂βnm

( m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)
= −g′(ηim) Xin

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)].

Então

Der1 = g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{[
φ Xinψ′(φµim)

∂µim

∂ηim
g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− Aim g′(ηim)Xin

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + φ Xinψ′(φµi(m+1))
∂µi(m+1)

∂ηim
g(ηi(m+1))

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

+ Ai(m+1) g(ηi(m+1))g
′(ηim) Xin

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + φ Xin

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)
∂µij

∂ηim

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− φ Xin g′(ηim) [1−
m−1∑

t=1

µit] ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)}
.

Dáı,
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Der1 = Xin g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
φ g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµim) g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− ψ′(φµi(m+1)) g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]−
p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij) g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] − ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))

−
p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]

− Aim g′(ηim)
m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + Ai(m+1) g(ηi(m+1)) g′(ηim)
m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

}
.

Logo

∂2` (B; φ)

∂βnu∂βvu
=

N∑

i=1

φ2 Xiv Xin g′(ηiu)[1−
u−1∑

t=1

µit]

{
g′(ηim) [1−

m−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµim) g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′(φµi(m+1)) g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

−
p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
− Aim g′(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + Ai(m+1) g(ηi(m+1))g
′(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

}
.

Usando (A1.6) temos
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−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
φ2 g′(ηiu) g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
− ψ′(φµim) g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′(φµi(m+1)) g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)] +

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

Portanto

−E

[
∂2` (B; φ)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(1)
mu,i,

onde

U
(1)
mu,i = φ2 g′(ηiu) g′(ηim) [1−

u−1∑

t=1

µit] [1−
m−1∑

t=1

µit]

[
− ψ′(φµim) g(ηim)

m−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′(φµi(m+1)) g(ηi(m+1))
2

m∏

t=u+1

[1− g(ηit)] +

p−1∑

j=m+2

ψ′(φµij)g(ηij)
2

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)](
1− g(ηi(m+1))−

p−1∑

j=m+2

g(ηij)

j−1∏

t=m+1

[1− g(ηit)]

)(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
.

Usando (A1.4) temos que

∂

∂φ

{
∂` (B; φ)

∂φ

}
=

N∑

i=1

∂

∂φ

{
ψ(φ) +

p∑

j=1

[−ψ(φµij)µij + log yijµij ]

}

=
N∑

i=1

{
ψ′(φ)−

p∑

j=1

ψ′(φµij) µ2
ij

}
,
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logo

−E

[
∂2`(β, φ)

∂φ2

]
=

N∑

i=1

{
−ψ′(φ) +

p∑

j=1

ψ′(φµij) µ2
ij

}
.

Sabemos que

∂` (B; φ)

∂βvu
=

N∑

i=1

φXiv g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit]

{
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

[
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

]}
,

então

∂

∂φ

{
∂` (B; φ)

∂βvu

}
=

∂

∂φ

{ N∑

i=1

φXiv g′(ηiu) [1−
u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

(
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=
N∑

i=1

Xiv

{
∂

∂φ

[
φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

][
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

(
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
+ φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
∂Aiu

∂φ
− ∂Ai(u+1)

∂φ
g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

(
∂Aij

∂φ
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}

=
N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

(
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
+ φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
∂Aiu

∂φ
− ∂Ai(u+1)

∂φ
g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

(
∂Aij

∂φ
g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
,

mas
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∂Aij

∂φ
=

∂

∂φ

{
− ψ(φµij) + ψ

[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]
+ log yij − log

[
1−

p−1∑

j=1

yij

]}

= −ψ′(φµij) µij + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)
,

logo

∂

∂φ

{
∂` (B; φ)

∂βvu

}
=

N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

(
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
+ φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
−ψ′(φµiu) µiu

+ ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)
+ ψ′(φµi(u+1)) µi(u+1) g(ηi(u+1))

− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)
g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

−ψ′(φµij) µij

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

) p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

]}

=
N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
Aiu − Ai(u+1)g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

(
Aij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
+ φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
−ψ′(φµiu) µiu

+ ψ′(φµi(u+1)) µi(u+1) g(ηi(u+1)) +

p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) µij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)] + ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
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Então

−E

[
∂2` (B; φ)

∂φ ∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv

{
φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµiu) µiu

− ψ′(φµi(u+1)) µi(u+1) g(ηi(u+1))−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) µij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)] (
1−

p−1∑

j=1

µij

)

(
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]}
.

Portanto

−E

[
∂2` (B; φ)

∂φ ∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv V
(1)
iu ,

onde

V
(1)
iu = φ g′(ηiu) [1−

u−1∑

t=1

µit]

[
ψ′(φµiu) µiu − ψ′(φµi(u+1)) µi(u+1) g(ηi(u+1))

−
p−1∑

j=u+2

ψ′(φµij) µij g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]− ψ′
[
φ
(
1−

p−1∑

j=1

µij

)]

(
1−

p−1∑

j=1

µij

) (
1− g(ηi(u+1))−

p−1∑

j=u+2

g(ηij)

j−1∏

t=u+1

[1− g(ηit)]

)]
.
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Apêndice 2

Neste Apêndice encontra-se os cálculos das derivadas, de primeira e segunda ordem,
da função de log-verossimilhança com relação aos parâmetros desconhecidos referentes ao
modelo 2. A função de log-verossimilhança é

`(B) =
N∑

i=1

`i(µi),

onde

`i(µi) = log Γ(φi)−
p∑

j=1

log Γ(φiµij) +

p∑

j=1

(φiµij − 1) log yij ,

então a derivada de primeira ordem com relação aos parâmetros βvu’s, com v = 1, . . . , k e
u = 1, . . . , p, é

∂` (B)

∂βvu
=

N∑

i=1

∂

∂βvu

[
log Γ(φi)−

p∑

j=1

log Γ(φiµij) +

p∑

j=1

(φiµij − 1) log yij

]

=
N∑

i=1

{
∂

∂βvu
[ log Γ(φi)] +

p∑

j=1

[
∂

∂βvu

(
− log Γ(φiµij)

)

+
∂

∂βvu

(
(φiµij − 1) log yij

)]}

=
N∑

i=1

{
ψ(φi)

∂φi

∂βvu
+

p∑

j=1

[
− ψ(φiµij)

∂

∂βvu
[φiµij ] + log yij

∂

∂βvu
[φiµij ]

]}

=
N∑

i=1

{
ψ(φi)

∂φi

∂βvu
+

p∑

j=1

[
(log yij − ψ(φiµij))

∂

∂βvu
[φiµij ]

]}

=
N∑

i=1

{
ψ(φi)

∂φi

∂βvu
+

p∑

j=1

[
A∗ij

∂

∂βvu
[φiµij ]

]}

onde

A∗ij = log yij − ψ(φiµij)

e
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∂

∂βvu
[φiµij ] =

∂φi

∂βvu
µij + φi

∂µij

∂βvu

=
∂φi

∂βvu
µij + φi

∂µij

∂ηiu
Xiv.

Sabemos que

µij =
g(ηij)

g(ηi1) + g(ηi2) + . . . + g(ηip)
=

g(ηij)

φi
(A2.2)

e

∂φi

∂βvu
=

∂

∂βvu

p∑

j=1

g(ηij) =

p∑

j=1

∂

∂βvu
g(ηij)

=

p∑

j=1

g′(ηij)
∂ηij

∂βvu

=

p∑
j=1
j 6=u

g′(ηij)
∂ηij

∂βvu
+ g′(ηiu)

∂ηiu

∂βvu

= 0 + g′(ηiu)
∂ηiu

∂βvu
= g′(ηiu) Xiv,

(A2.3)

então,

∂

∂βvu
[φiµij ] = g′(ηiu) Xiv

g(ηij)

φi
+ φi

∂µij

∂ηiu
Xiv.

Logo

∂` (B)

∂βvu
=

N∑

i=1

{
ψ(φi) g′(ηiu) Xiv +

p∑

j=1

A∗ij

[
g′(ηiu)

g(ηij)

φi
+ φi

∂µij

∂ηiu

]
Xiv

}

=
N∑

i=1

Xiv

{
ψ(φi) g′(ηiu) +

g′(ηiu)

φi

p∑

j=1

A∗ij g(ηij) + φi

p∑

j=1

A∗ij
∂µij

∂ηiu

}

=
N∑

i=1

Xiv

{
ψ(φi) g′(ηiu) +

g′(ηiu)

φi

p∑

j=1

A∗ij g(ηij) + φi

[ p∑
j=1
j 6=u

A∗ij
∂µij

∂ηiu
+ A∗iu

∂µiu

∂ηiu

]}
.

Por (A2.2) temos que
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∂µij

∂ηiu
=





g′(ηiu)[φi − g(ηiu)]

φ2
i

se j = u,

−g′(ηiu)g(ηij)

φ2
i

se j 6= u,

(A2.4)

então,

∂` (B)

∂βvu
=

N∑

i=1

Xiv

{
ψ(φi) g′(ηiu) +

g′(ηiu)

φi

p∑

j=1

A∗ij g(ηij) + φi

[ p∑
j=1
j 6=u

−A∗ij
g′(ηiu)g(ηij)

φ2
i

+ A∗iu
g′(ηiu)[φi − g(ηiu)]

φ2
i

]}

=
N∑

i=1

Xiv
g′(ηiu)

φi

{
φi ψ(φi) +

p∑

j=1

A∗ij g(ηij)−
p∑

j=1
j 6=u

A∗ij g(ηij) + A∗iu[φi − g(ηiu)]

}

=
N∑

i=1

Xiv
g′(ηiu)

φi

{
φi ψ(φi) +

p∑

j=1

A∗ij g(ηij)−
p∑

j=1
j 6=u

A∗ij g(ηij)− A∗iu g(ηiu)

+ A∗iu φi

}

=
N∑

i=1

Xiv
g′(ηiu)

φi

{
φi ψ(φi) +

p∑

j=1

A∗ij g(ηij)−
p∑

j=1

A∗ij g(ηij) + A∗iu φi

}

=
N∑

i=1

Xiv
g′(ηiu)

φi

{
φi ψ(φi) + A∗iu φi

}

=
N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu)

[
ψ(φi) + A∗iu

]}
.

Portanto

∂` (B)

∂βvu
=

N∑

i=1

Xiv

{
g′(ηiu)

[
ψ(φi) + A∗iu

]}
.
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A derivada de segunda ordem da função de log-verossimilhança com relação aos parâ-
metros desconhecidos βnm’s foi calculada para que se obtenha a matriz de informação de
Fisher; então, para v, n ∈ (1, 2, . . . , k) e u, m ∈ (1, 2, . . . , p) temos

∂

∂βnm

{
∂` (B)

∂βvu

}
=

∂

∂βnm

{ N∑

i=1

Xiv

[
g′(ηiu)

(
ψ(φi) + A∗iu

)]}

=
N∑

i=1

Xiv

{
∂

∂βnm

[
g′(ηiu)

(
ψ(φi) + A∗iu

)]}

=
N∑

i=1

Xiv Der2,

onde

Der2 =
∂

∂βnm

[
g′(ηiu)

(
ψ(φi) + A∗iu

)]
,

ou ainda,

Der2 =
∂

∂βnm
[g′(ηiu)]

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)

∂

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)

= g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)

(
∂

∂βnm
ψ(φi) +

∂A∗iu
∂βnm

)

= g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)

(
ψ′(φi)

∂φi

∂βnm
+

∂A∗iu
∂βnm

)
.

(A2.5)

Sabemos que

∂A∗ij
∂βnm

=
∂

∂βnm
[log yij − ψ(φiµij)]

= −ψ′(φiµij)
∂

∂βnm
[φiµij ]

= −ψ′(φiµij) Xin

[
g′(ηim)

g(ηij)

φi
+ φi

∂µij

∂ηim

]
.

(A2.6)

Substituindo (A2.3) e (A2.6) em (A2.5), temos
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Der2 = g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)

(
ψ′(φi)g

′(ηim)Xin − ψ′(φiµiu) Xin

[
g′(ηim)

g(ηiu)

φi
+ φi

∂µiu

∂ηim

])

= g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu) g′(ηim)ψ′(φi) Xin − g′(ηiu)g′(ηim)ψ′(φiµiu)

Xin
g(ηiu)

φi
− g′(ηiu) ψ′(φiµiu) Xin φi

∂µiu

∂ηim

= g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnm

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu) g′(ηim) Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

− φi g′(ηiu) Xin ψ′(φiµiu)
∂µiu

∂ηim
.

(A2.7)

Para simplificarmos a equação acima devemos considerar dois casos, a saber: u = m e
u 6= m

Caso 1: Se u = m

Neste caso temos que

Der2 = g′′(ηiu)
∂ηiu

∂βnu

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu) g′(ηiu) Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

− φi g′(ηiu) Xin ψ′(φiµiu)
∂µiu

∂ηiu

= g′′(ηiu) Xin

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu)2 Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

− φi g′(ηiu) Xin ψ′(φiµiu)
g′(ηiu)[φi − g(ηiu)]

φ2
i

= g′′(ηiu) Xin

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu)2 Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

− ψ′(φiµiu) [φi − g(ηiu)]
]
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= g′′(ηiu) Xin

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu)2 Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

− ψ′(φiµiu) φi + ψ′(φiµiu) g(ηiu)
]

= g′′(ηiu) Xin

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+

g′(ηiu)2 Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) φi

]

= g′′(ηiu) Xin

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)2 Xin

[
ψ′(φi)− ψ′(φiµiu)

]
,

logo,

∂2` (B)

∂βnm∂βvu
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
g′′(ηiu)

(
ψ(φi) + A∗iu

)
+ g′(ηiu)2

[
ψ′(φi)− ψ′(φiµiu)

]}
.

Por (2.2.1.5) sabemos que E[log yij ] = ψ(φiµij)− ψ(φi), então

E[A∗ij ] = E[log yij − ψ(φiµij)]

= E[log yij ]− ψ(φiµij)

= ψ(φiµij)− ψ(φi)− ψ(φiµij)

= −ψ(φi).

(A2.8)

Usando (A2.8) temos

−E

[
∂2` (B)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
g′′(ηiu)

(
− ψ(φi)− E[A∗iu]

)
− g′(ηiu)2

[
ψ′(φi)

− ψ′(φiµiu)
]}

=
N∑

i=1

Xiv Xin

{
g′′(ηiu)

(
− ψ(φi) + ψ(φi)

)
− g′(ηiu)2

[
ψ′(φi)

− ψ′(φiµiu)
]}

=
N∑

i=1

Xiv Xin

{
− g′(ηiu)2

[
ψ′(φi)− ψ′(φiµiu)

]}
.

120



Portanto

−E

[
∂2` (B)

∂βnu∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(2)
uu,i,

onde

U
(2)
uu,i = −g′(ηiu)2

[
ψ′(φi)− ψ′(φiµiu)

]
.

Caso 2: Se u 6= m

Neste caso temos que (A2.7) se reduz a

Der2 =
g′(ηiu) g′(ηim) Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

− φi g′(ηiu) Xin ψ′(φiµiu)
∂µiu

∂ηim

=
g′(ηiu) g′(ηim) Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

+ φi g′(ηiu) Xin ψ′(φiµiu)
g′(ηim)g(ηiu)

φ2
i

=
g′(ηiu) g′(ηim) Xin

φi

[
φi ψ′(φi)− ψ′(φiµiu) g(ηiu) + ψ′(φiµiu) g(ηiu)

]

= g′(ηiu) g′(ηim) Xin ψ′(φi),

logo

∂2` (B)

∂βnm∂βvu
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
g′(ηiu) g′(ηim) ψ′(φi)

}
.

Usando (A2.8) temos

−E

[
∂2` (B)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin

{
−g′(ηiu) g′(ηim) ψ′(φi)

}
.
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Portanto

−E

[
∂2` (B)

∂βnm∂βvu

]
=

N∑

i=1

Xiv Xin U
(2)
mu,i,

onde

U
(2)
mu,i = −g′(ηiu) g′(ηim) ψ′(φi).
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Apêndice 3

Algoritmo BFGS

Um dos problemas mais freqüentes na inferência estat́ıstica é encontrar o estimador de

máxima verossimilhança θ̂ de θ, que em geral não apresenta uma forma anaĺıtica fechada

para seu cálculo. Para encontrar θ̂ devemos maximizar a log-verossimilhança e para isso
precisamos usar técnicas de maximização. A literatura divide as técnicas de maximização
em classes; por exemplo, existem técnicas que não fazem uso de derivadas e outras que
requerem derivadas da função objetivo. Dentre os algoritmos que utilizam derivadas podemos
encontrar duas classes: gradientes conjugados, que fazem uso da matriz hessiana, e variáveis
métricas, quando uma aproximação da matriz hessiana é empregada. Na primeira classe
os métodos mais conhecidos são Newton-Raphson, escore e steepest ascent. Já dentre os
algoritmos que empregam uma aproximação para a matriz hessiana, também chamados de
métodos quasi-Newton, há duas técnicas principais: BFGS e DFP. No decorrer deste trabalho
usamos a técnica de maximização BFGS.

O algoritmo de Newton–Raphson utiliza aproximações por série de Taylor até segunda
ordem. Ou seja, numa vizinhança de um ponto θ(t), uma função pode ser aproximada como

w(θ) = w(θ(t)) + (θ − θ(t))>∇w(θ(t)) +
1

2
(θ − θ(t))>H(θ(t))(θ − θ(t)),

onde ∇w(θ(t)) é o gradiente de w avaliado em θ(t), H(θ(t)) sendo a matriz hessiana avaliada
em θ(t) e θ pertencente a uma vizinhança de θ(t). Desta expressão obtém-se

∇w(θ) = ∇w(θ(t)) + H(θ(t))(θ − θ(t)).

Então faz-se ∇w(θ(t)) = 0 para determinar o próximo ponto da iteração :

0 = ∇w(θ(t)) + H(θ(t))(θ − θ(t)) ⇒ θ = θ(t)−H(θ(t))−1∇w(θ(t)),

onde θ é uma aproximação para o ponto de máximo da função w.
Assim, aproximações para o ponto de máximo desta função são obtidos através da lei de

recorrência

θ(t + 1) = θ(t)−H(θ(t))−1∇w(θ(t)),

que podemos generalizar por

θ(t + 1) = θ(t)− s(t)H(θ(t))−1∇w(θ(t)),

onde s(t) é um escalar determinado por algum procedimento de busca linear a partir de θ(t)
na direção −H(θ(t))−1∇w(θ(t)) de forma que w(θ(t)) cresça nesta direção. A velocidade de
crescimento de w é caracterizada por

∇>w(θ(t))(θ − θ(t)) > 0 ⇒ −(θ − θ(t))>H(θ(t))(θ − θ(t)).
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Assim, H deve ser negativa-definida para todo t. Se θ está longe do máximo, H pode
não ser negativa-definida e o incremento −s(t)H(θ(t))−1∇w(θ(t)) pode mover o ponto θ(t)
para um ponto θ(t + 1) onde o valor da função é menor, provocando a não-convergência do
algoritmo. Uma opção é utilizar o algortimo BFGS que não apresenta este problema.

O método BFGS tem esse nome por ter sido desenvolvido por Broyden, Fletcher, Gold-
farb e Shano. E o algoritmo deste método está implementado na plataforma Ox através da
função MaxBFGS, maiores detalhes, ver Doornik (2001). O método segue o mesmo prinćıpio
do método Newton–Rapson, só que, ao invés de trabalhar com a matriz −H−1, é utilizada
uma matriz simétrica e positiva-definida Q(t) tal que

lim
t→∞Q(t) = −H−1.

Comumente, toma-se como matriz inicial a identidade da mesma ordem, pois ela é
positiva-definida e simétrica, assim conduzindo a aproximações Q(t) positivas-definidas e
simétricas.

A forma recursiva para obter tais matrizes é dada pela expressão

Q(t + 1) = Q(t) +
(θ(t + 1)− θ(t))(θ(t + 1)− θ(t))>

(θ(t + 1)− θ(t))>(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))

− [Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))][Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))]>

(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))>Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))

+ (∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))>Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))U U>,

onde U é o vetor coluna definido por

U =
θ(t + 1)− θ(t)

(θ(t + 1)− θ(t))>(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))

− Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))

(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))>Q(t)(∇w(θ(t + 1))−∇w(θ(t)))
.

Assim, mesmo que θ esteja longe do ponto máximo, as matrizes Q(t) garantem que os
pontos se moverão na direção crescente. De forma análoga ao método de Newton–Raphson,
o máximo é obtido pela recorrência

θ(t + 1) = θ(t)− s(t)Q(θ(t))∇w(θ(t)).
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Apêndice 4

Neste apêndice apresentamos os dois conjuntos de dados reais que utilizamos no caṕıtulo
5. O primeiro conjunto de dados, que denotamos por Dados 1, é referente à proporção
de pólen fossilizado de três tipos de flores colhidos em três locais diferentes que chamare-
mos de A, B e C. O segundo conjunto de dados, Dados 2, é referente à proporção de três
tipos de leucócitos em diferentes amostras de sangue de dez pacientes determinadas por
quatro métodos diferentes que denotaremos por A, B e C. Os três tipos de leucócitos são:
P: leucócitos polimorfonucleares, S: linfócitos pequenos e L: mononucleares grandes.

Dados 1

Proporção

Observação Pinus Abies Quercus

A1 0,297 0,583 0,120

A2 0,184 0,484 0,331

A3 0,478 0,436 0,086

A4 0,392 0,542 0,065

A5 0,201 0,506 0,293

A6 0,308 0,527 0,164

A7 0,239 0,603 0,158

A8 0,204 0,586 0,210

A9 0,185 0,581 0,234

A10 0,170 0,521 0,309

B1 0,240 0,363 0,397

B2 0,356 0,449 0,195

B3 0,183 0,444 0,373

B4 0,347 0,504 0,149

B5 0,365 0,458 0,177

B6 0,219 0,484 0,297

B7 0,221 0,448 0,332

B8 0,338 0,475 0,187

B9 0,246 0,446 0,308

B10 0,170 0,434 0,396

C1 0,416 0,440 0,144

C2 0,341 0,479 0,180

C3 0,440 0,416 0,143

C4 0,607 0,366 0,027

C5 0,667 0,299 0,034

C6 0,545 0,362 0,094

C7 0,486 0,408 0,107

C8 0,468 0,451 0,081

C9 0,707 0,253 0,040

C10 0,494 0,396 0,111
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Dados 2

No de pacientes Métodos P S L

A 0,750 0,160 0,090

1 B 0,350 0,620 0,030

C 0,740 0,210 0,050

D 0,690 0,270 0,040

A 0,660 0,240 0,100

2 B 0,330 0,660 0,010

C 0,440 0,530 0,030

D 0,540 0,410 0,050

A 0,830 0,100 0,070

3 C 0,730 0,220 0,050

D 0,820 0,150 0,030

A 0,570 0,110 0,320

4 B 0,230 0,570 0,200

C 0,320 0,460 0,220

D 0,350 0,400 0,250

A 0,610 0,110 0,280

5 B 0,240 0,600 0,160

C 0,325 0,495 0,180

D 0,370 0,420 0,210

A 0,510 0,140 0,350

6 B 0,380 0,480 0,140

C 0,395 0,440 0,165

D 0,420 0,400 0,180

A 0,560 0,180 0,260

7 B 0,710 0,230 0,060

C 0,700 0,140 0,160

D 0,560 0,230 0,210

A 0,610 0,090 0,300

8 B 0,280 0,540 0,180

C 0,260 0,560 0,180

D 0,440 0,360 0,200

B 0,320 0,610 0,070

9 C 0,540 0,300 0,160

D 0,430 0,430 0,140

A 0,740 0,180 0,080

10 B 0,440 0,540 0,020

C 0,660 0,310 0,030

D 0,680 0,280 0,040
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Apêndice 5

Programa de simulação

Neste apêndice apresentamos os programas de simulação utilizados nesta dissertação; os
programas foram desenvolvidos na linguagem de programação Ox. Temos dois programas,
um referente ao modelo 1 e o outro ao modelo 2; dividimos cada um desses programas
em três partes. Na primeira parte, que está apresentada na seção A5.1, encontram-se os
programas da simulação de Monte Carlo para os modelos 1 e 2; a segunda parte, seção A5.2.
contém as funções que permitem o cálculo das estimativas de máxima verossimilhança de
B, o preenchimento da matriz de informação de Fisher e a estimação do posto b usando
o teste seqüencial e os critérios de informação BIC e HQIC; na terceira parte, seção A5.3,
encontram-se as diretrizes de ligação das partes modelo1.ox com funcoes1.ox e modelo2.ox
com funcoes2.ox.

A5.1. Programas principais

• Modelo 1

/******************************************************************
* PROGRAMA: modelo1.ox
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
* DATA: 27 de fevereiro de 2004
* ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

/* Arquivos principais */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>
#include <funcoes1.h>
#include <funcoes1.ox>

// Variaveis Globais
static decl soma_est;

/* Parametros da simulacao */
const decl REP = 10000; // numero de replicas Monte Carlo
const decl MIN = 50; // tamanho minimo da amostra
const decl MAX = 200; // tamanho maximo da amostra

/* Corpo Principal */
main()
{

// Declaracao de variaveis
decl dExecTime, i, j, mc, a, b, ir, n, cont_falhas, m_aux,

m_inv, somm, parametro, v_parametro_ini, vX, Y, mZ,
m_alpha, m_emv, Sigma_inv, mZ_Estim, m_resid_trans,
teste, m_sigma2_trans, mB_verd, m_B_ini, phi_verd,
phi, phi_ini, phi_est, vec_mB_verd, vp1, vp2, vp4,
vp5, vp6, vp7, dfunc1, dfunc4, dfunc5, dfunc6, dfunc7,
// Variveis com relao ao teste sequencial
cont_aceitar_seq, aux_seq, posto_estimado_seq, Prop_seq,
E_posto_estimado_seq, EQM_posto_estimado_seq,
E_posto2_estimado_seq, Vies_posto_estimado_seq,
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// Variveis com relao ao critrio de informao BIC
cont_aceitar_BIC, aux_BIC, posto_estimado_BIC, Prop_BIC,
E_posto_estimado_BIC, EQM_posto_estimado_BIC,
E_posto2_estimado_BIC, Vies_posto_estimado_BIC,
// Variveis com relao ao critrio de informao HQIC
cont_aceitar_HQIC, aux_HQIC, posto_estimado_HQIC, Prop_HQIC,
E_posto_estimado_HQIC, EQM_posto_estimado_HQIC,
E_posto2_estimado_HQIC, Vies_posto_estimado_HQIC;

// Inicio do relogio para o calculo do tempo de execucao
dExecTime = timer();

oxwarning(0);

// Gerador de numeros uniformes pseudo-aleatorios( George Marsaglia )
ranseed("GM");

// Numero de colunas da matriz X (matriz de regressores)
k = 3; // k = 3; k = 4; k = 5; k = 6;
// Numero de colunas da matriz Y (num. de componentes)
p = 3; // p-1 = 1; p-1 = 2; p-1 = 3;

//Parametros verdadeiros do modelo
//Matriz B verdadeira

mB_verd = zeros(k,p-1); //posto=0

//Matriz 3x1
//mB_verd = <1;0;0>; //posto=1

//Matrizes 3x2
//mB_verd = <1,0;0,0;0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0;0,1;0,0>; //posto=2

//Matrizes 3x3
//mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0>; //posto=2
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1>; //posto=3

//Matriz 4x1
//mB_verd = <1;0;0;0>; //posto=1

//Matrizes 4x2
//mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0>; //posto=2

//Matrizes 4x3
//mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0>; //posto=3

//Matriz 5x1
//mB_verd = <1;0;0;0;0>; //posto=1

//Matrizes 5x2
//mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0;0,0>; //posto=2

//Matrizes 5x3
//mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0;0,0,0>; //posto=3

//Matriz 6x1
//mB_verd = <1;0;0;0;0;0>; //posto=1

//Matrizes 6x2
//mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=2

//Matrizes 6x3
//mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
//mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=3

parametro = vec(mB_verd); // vetorizacao da matriz B verdadeira
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// Impressao de resultados da simulacao
print("\n\t\t DATA: ", date());
print("\n\t\t HORA: ", time());
print("\n\t\t PROGRAMA OX: ", oxfilename(0));
print("\n\t\t VERSAO OX: ", oxversion());
print("\n\t\t NUM. MIN. DE OBS.: ", MIN);
print("\n\t\t NUM. MAX. DE OBS.: ", MAX);
print("\n\t\t NUM. REP. DE MONTE CARLO: ", REP);
print("\n\t\t NUM. REGRESSORES DA MATRIZ X: k = ", k);
print("\n\t\t NUM. COMPONENTES DE Y: p = ", p);
print("\n\n\tMatriz B verdadeira ");
println("%10.1f",mB_verd);
println("\n\t\tPosto Verdadeiro = ", rank(mB_verd),"\n");

// Parametro phi verdadeiro
phi_verd = 30;

parametro = vec(mB_verd) phi_verd;

// Loop para os diferentes tamanhos de amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta+= 50)
{

ranseed({1965, 2001});

//Inicializao das matrizes
m_mi = zeros(ta,p);
m_mi_est = zeros(ta,p);
m_mi_trans = zeros(ta,p-1);
eta_trans = zeros(ta,p-1);
m_resid_trans = zeros(ta,p-1);
m_sigma2_trans = zeros(ta,p-1);
teste = zeros(ta,p-1);
m_emv = zeros(k*(p-1)+1,REP);
mZ = zeros(ta,p-1);
m_aux = zeros(ta,p);
mY = zeros(ta,p);
m_alpha = zeros(ta,p);
somm = zeros(ta,1);
Y = zeros(ta,p-1);
cont_aceitar_seq = zeros(p,1);
aux_seq = zeros(p,1);
cont_aceitar_BIC = zeros(p,1);
aux_HQIC = zeros(p,1);
cont_aceitar_HQIC = zeros(p,1);
aux_BIC = zeros(p,1);

// Matriz de dados explicativos gerador dos regressores X
vX = ranu(ta,k-1);

// Matriz das variaveis regressoras
mX = ones(ta,1)~vX;

// Matriz eta
m_eta = mX*mB_verd;

// Loop para preencher a matriz das medias
for (i = 0; i < ta; i++)
{ soma = 0.0;
m_mi[i][0] = exp(m_eta[i][0])/(1.0 + exp(m_eta[i][0]));
for (j = 1; j < p-1; j++)
{ soma = soma + m_mi[i][j-1];

m_mi[i][j] = (exp(m_eta[i][j])/(1.0 + exp(m_eta[i][j])))*(1.0 - soma);
}
m_mi[i][p-1] = 1.0 - sumr(m_mi[i][0:(p-2)]);

} // Fim do loop para preencher a matriz das medias

// Inversao auxiliar: ((X’X)^-1)X’
m_inv = (invertsym(mX’*mX))*mX’;

// Inicializacao do contador de falhas de convergencia
cont_falhas = 0;

ranseed( -1 );

// Matriz alpha

129



m_alpha = phi_verd*m_mi;

// Loop de Monte Carlo
for (mc = 0; mc < REP; ++mc)
{

// Loop para gerar a variavel resposta Y
for (i = 0; i < ta; i++)
{

Y[i][] = randirichlet(1, m_alpha[i][]);
} // Fim do loop para gerar a variavel resposta Y

// Matriz Y
mY = Y~(1.0 - sumr(Y[][0:p-2]));

// Loop para preencher a matriz resposta transformada Z
for (i = 0; i < ta; i++)
{

soma3 = 0.0;
mZ[][0] = log(mY[][0]) - log(1.0 - mY[][0]);
for (j = 1; j < p-1; j++)
{ soma3 = soma3 + mY[i][j-1];
m_aux[i][j] = mY[i][j] / (1 - soma3);
mZ[i][j] = log(m_aux[i][j]) - log(1.0 - m_aux[i][j]);

}
}// Fim do loop para preencher a matriz resposta transformada Z

// Estimacao inicial da matriz B
m_B_ini = m_inv*mZ;

// Estimacao inicial de phi
// Loop para preencher a matriz mi transformada
for (i = 0; i < ta; i++)
{ soma1 = 0.0;

eta_trans[i][0] = mX[i][]*m_inv*mZ[][0];
m_mi_trans[i][0] = (exp(eta_trans[i][0])/(1.0 + exp(eta_trans[i][0])));
m_resid_trans[][0] = mZ[][0] - (mX*m_inv*mZ[][0]);
teste[i][0] = (m_resid_trans[][0]’*m_resid_trans [][0])*

(m_mi_trans[i][0] .* (1.0 - m_mi_trans[i][0]));
for (j = 1; j < p-1; j++)
{
soma1 = soma1 + m_mi_trans[i][j-1];
eta_trans[i][j] = mX[i][]*m_inv*mZ[][j];
m_mi_trans[i][j] = (exp(eta_trans[i][j])/(1.0 + exp(eta_trans[i][j])))

*(1 - soma1);
m_resid_trans[][j] = mZ[][j] - (mX*m_inv*mZ[][j]);
teste[i][j] = (m_resid_trans[][j]’*m_resid_trans [][j])*

(m_mi_trans[i][j] .* (1.0 - m_mi_trans[i][j]));
}

} // Fim do loop para preencher a matriz mi transformada

a = (ta - k)/(ta*(p-1));
b = sumc(sumr(1.0 ./teste));

// Valor inicial para o phi
phi_ini = (a*b) - 1.0;

// Vetor dos parametros iniciais (valores iniciais)
v_parametro_ini = vec(m_B_ini) phi_ini;

// Valores iniciais dos parametros
vp1 = v_parametro_ini;

// Maximizacao da funcao de log-verossimilhanca pelo Metodo BFGS
// Parametros da maximizacao por BFGS
MaxControl(50, -1);

// Estimacao por Maxima verossimilhanca
ir = MaxBFGS(floglik1, &vp1, &dfunc1, 0, TRUE);

// Checar a convergencia
if(ir == MAX_CONV | ir == MAX_WEAK_CONV)
{ // Vetor de parametros estimado por maxima verossimilhanca

m_emv[][mc] = vp1;
} // Fim do if da convergencia
else
{++cont_falhas;}

// Matriz B estimada e phi estimado
B_est1 = shape(vp1[0:((k*(p-1))-1)], k, p-1);
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phi_est = vp1[k*(p-1)];

// Matriz eta estimada
m_eta_est = mX*B_est1;

// Loop para preencher a matriz das medias estimadas
for (i = 0; i < ta; i++)
{ soma_est = 0.0;

m_mi_est[i][0] = exp(m_eta_est[i][0])/(1.0 + exp(m_eta_est[i][0]));
for (j = 1; j < p-1; j++)
{ soma_est = soma_est + m_mi_est[i][j-1];
m_mi_est[i][j] = (exp(m_eta_est[i][j])/(1.0 + exp(m_eta_est[i][j])))*

(1.0 - soma_est);
}
m_mi_est[i][p-1] = 1.0 - (sumr(m_mi_est[i][0:(p-2)]))’;

} // Fim do loop para preencher a matriz das medias estimadas

// funcao de ligacao
gg = (exp(m_eta_est)./(1.0 + exp(m_eta_est)));

// primeira derivada da funcao de ligacao
gg1 = exp(m_eta_est)./((1.0 + exp(m_eta_est)).^2);

// segunda derivada da funcao de ligacao
gg2 = (exp(m_eta_est) - exp(2 .* m_eta_est))./((1.0 + exp(m_eta_est)).^3);

// matriz mi estimada
mi1 = m_mi_est;

// Preenche a matriz inversa de informacao de Fisher
vp5 = phi_est;
finfFishermodelo1(vp5, &dfunc5);
Sigma_inv = dfunc5;

// Inicio do teste sequencial
vp4 = Sigma_inv;
ftestemodelo1(vp4, &dfunc4);
posto_estimado_seq = dfunc4;
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

if( posto_estimado_seq == i)
{cont_aceitar_seq[i][0]++;}
aux_seq[i][0] = i;

}// Fim do teste sequencial

// Inicio do criterio de informacao BIC
vp6 = Sigma_inv;
ftesteBIC1(vp6, &dfunc6);
posto_estimado_BIC = dfunc6;
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

if( posto_estimado_BIC == i)
{cont_aceitar_BIC[i][0]++;}
aux_BIC[i][0] = i;

}// Fim do criterio de informacao BIC

// Inicio do criterio de informacao HQIC
vp7 = Sigma_inv;
ftesteHQIC1(vp7, &dfunc7);
posto_estimado_HQIC = dfunc7;
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

if( posto_estimado_HQIC == i)
{cont_aceitar_HQIC[i][0]++;}
aux_HQIC[i][0] = i;

}// Fim do criterio de informacao HQIC

} // Fim do loop de Monte Carlo

Prop_seq = (cont_aceitar_seq/REP);
Prop_BIC = (cont_aceitar_BIC/REP);
Prop_HQIC = (cont_aceitar_HQIC/REP);

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o teste sequencial****************

E_posto_estimado_seq = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
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{E_posto_estimado_seq = E_posto_estimado_seq + i*Prop_seq[i][0];}

Vies_posto_estimado_seq = E_posto_estimado_seq - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_seq = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
{E_posto2_estimado_seq = E_posto2_estimado_seq + ((i^2)*Prop_seq[i][0]);} // E(^k^2)

EQM_posto_estimado_seq = E_posto2_estimado_seq - 2*rank(mB_verd)*E_posto_estimado_seq +
(rank(mB_verd)^2);

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o crit. BIC ****************

E_posto_estimado_BIC = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
{E_posto_estimado_BIC = E_posto_estimado_BIC + i*Prop_BIC[i][0];}

Vies_posto_estimado_BIC = E_posto_estimado_BIC - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_BIC = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
{E_posto2_estimado_BIC = E_posto2_estimado_BIC + ((i^2)*Prop_BIC[i][0]);} // E(^k^2)

EQM_posto_estimado_BIC = E_posto2_estimado_BIC - 2*rank(mB_verd)*E_posto_estimado_BIC +
(rank(mB_verd)^2);

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o crit. HQIC ****************

E_posto_estimado_HQIC = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
{E_posto_estimado_HQIC = E_posto_estimado_HQIC + i*Prop_HQIC[i][0];}

Vies_posto_estimado_HQIC = E_posto_estimado_HQIC - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_HQIC = 0.0;
for (i = 0; i < p; i++)
{E_posto2_estimado_HQIC = E_posto2_estimado_HQIC + ((i^2)*Prop_HQIC[i][0]);} // E(^k^2)

EQM_posto_estimado_HQIC = E_posto2_estimado_HQIC - 2*rank(mB_verd)*E_posto_estimado_HQIC +
(rank(mB_verd)^2);

//##################### IMPRESSAO DOS RESULTDADOS ###############################

println("\n\n\n\n******************** MODELO 1 ***************************");
println("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);
println("\n----------------Teste Sequencial----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

println(" ",aux_seq[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_seq[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_seq[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_seq: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_seq);
println("\n EQM_posto_estimado_seq: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_seq);

println("\n------------------- Criterio: BIC----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

println(" ",aux_BIC[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_BIC[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_BIC[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_BIC: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_BIC);
println("\n EQM_posto_estimado_BIC: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_BIC);

println("\n------------------- Criterio: HQIC----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p-1; i++)
{

println(" ",aux_HQIC[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_HQIC[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_HQIC[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_HQIC: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_HQIC);
println("\n EQM_posto_estimado_HQIC: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_HQIC);

} // Fim do loop do tamanho de amostras

print("\n\n\t\t Data: ", date());
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print("\n\n\t\t Hora: ", time());
print("\n\n\t\t Tempo total de execucao: ", timespan(dExecTime), "\tminutos");
print("\n");

} // Fim do corpo principal

• Modelo 2

/******************************************************************
* PROGRAMA: modelo2.ox
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
DATA: 27 de fevereiro de 2004
ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

/* Arquivos principais */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>
#include <funcoes2.h>
#include <funcoes2.ox>

/* Parametros da simulacao */
const decl REP = 10000; // numero de replicas Monte Carlo
const decl MIN = 50; // tamanho minimo da amostra
const decl MAX = 200; // tamanho maximo da amostra

/* Corpo Principal */
main()
{

// Declaracao de variaveis
decl dExecTime, phi_verd, vX, cont_falhas, mc, m_alpha, i, j, m_g_eta, mY1,

Matriz_inf_Fisher, ir, m_emv, somm, Y, mB_verd, m_B_ini, phi, posto,
dfunc, dfunc1, dfunc2, dfunc3, dfunc4, vp1, vp3, vp4, vp5, vp7,
B_est_rep, B_est_barra,
// Variveis com relao ao seq
posto_estimado_seq, Prop_seq, aux_seq, cont_aceitar_seq,
E_posto_estimado_seq, Vies_posto_estimado_seq, E_posto2_estimado_seq,
EQM_posto_estimado_seq,
// Variveis com relao ao BIC
posto_estimado_BIC, Prop_BIC, aux_BIC, cont_aceitar_BIC,
E_posto_estimado_BIC, Vies_posto_estimado_BIC, E_posto2_estimado_BIC,
EQM_posto_estimado_BIC,
// Variveis com relao ao HQIC
posto_estimado_HQIC, Prop_HQIC, aux_HQIC, cont_aceitar_HQIC,
E_posto_estimado_HQIC, Vies_posto_estimado_HQIC, E_posto2_estimado_HQIC,
EQM_posto_estimado_HQIC;

// Inicio do relogio para o calculo do tempo de execucao
dExecTime = timer();

// turn off warnings
oxwarning(0);

// Gerador de numeros uniformes pseudo-aleatorios (George Marsaglia)
ranseed("GM");

// Numero de colunas da matriz X (matriz de regressores)
k = 3; //k = 3; k = 4; k = 5; k = 6;
// Numero de colunas da matriz Y (num. de componentes)
p = 3; // p = 2; p = 3; p = 4;

// Parametros verdadeiros do modelo
// Matriz B verdadeira

mB_verd = zeros(k,p); //posto=0

// Matrizes 3x2
// mB_verd = <1,0;0,0;0,0>; //posto=1
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// mB_verd = <1,0;0,1;0,0>; //posto=2

// Matrizes 3x3
// mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1>; //posto=3

// Matrizes 4x2
// mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0>; //posto=2

// Matrizes 4x3
// mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0>; //posto=3

// Matrizes 4x4
// mB_verd = <1,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,0>; //posto=3
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1>; //posto=4

// Matrizes 5x2
// mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0;0,0>; //posto=2

// Matrizes 5x3
// mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0;0,0,0>; //posto=3

// Matrizes 5x4
// mB_verd = <1,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=3
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0>; //posto=4

// Matrizes 6x2
// mB_verd = <1,0;0,0;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0;0,1;0,0;0,0;0,0;0,0>; //posto=2

// Matrizes 6x3
// mB_verd = <1,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0;0,1,0;0,0,1;0,0,0;0,0,0;0,0,0>; //posto=3

// Matrizes 6x4
// mB_verd = <1,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=1
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=2
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=3
// mB_verd = <1,0,0,0;0,1,0,0;0,0,1,0;0,0,0,1;0,0,0,0;0,0,0,0>; //posto=4

// Impressao de resultados da simulacao
print("\n\t\t DATA: ", date());
print("\n\t\t HORA: ", time());
print("\n\n\t\t PROGRAMA OX: ", oxfilename(0));
print("\n\t\t VERSAO OX: ", oxversion());
print("\n\t\t NUM. MIN. DE OBS.: ", MIN);
print("\n\t\t NUM. MAX. DE OBS.: ", MAX);
print("\n\t\t NUM. REP. DE MONTE CARLO: ", REP);
print("\n\t\t NUM. REGRESSORES DA MATRIZ X: k = ", k);
print("\n\t\t NUM. COMPONENTES DE Y: p = ", p);
print("\n\n\tMatriz B verdadeira ");
println("%10.1f",mB_verd);
println("\n\t\tPosto Verdadeiro = ", rank(mB_verd),"\n");

// Loop para os diferentes tamanhos de amostra
for (ta = MIN; ta <= MAX; ta+= 50)
{

ranseed({1965, 2001});

//Inicializacao das matrizes
m_mi = zeros(ta,p);
m_emv = zeros(k*p,REP);
mY = zeros(ta,p);
somm = zeros(ta,1);
Y = zeros(ta,p-1);
B_est_rep = zeros(k*p,REP);
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cont_aceitar_seq = zeros(p+1,1);
aux_seq = zeros(p+1,1);
cont_aceitar_BIC = zeros(p+1,1);
aux_BIC = zeros(p+1,1);
cont_aceitar_HQIC = zeros(p+1,1);
aux_HQIC = zeros(p+1,1);

// Matriz de dados explicativos gerador dos regressores X
vX = ranu(ta,k-1);

// Matriz das variaveis regressoras
mX = ones(ta,1)~vX;

// Inicializacao do contador de falhas de convergencia
cont_falhas = 0;

ranseed(-1);

// Matrizes eta, g(eta), mi e alpha
m_eta = mX*mB_verd;
m_g_eta = exp(m_eta);
m_mi = m_g_eta ./ sumr(m_g_eta);
m_alpha = m_g_eta;

// Loop de Monte Carlo
for (mc = 0; mc < REP; ++mc)
{

// Loop para gerar a variavel resposta Y
for (i = 0; i < ta; i++)
{

Y[i][] = randirichlet(1, m_alpha[i][]);
somm[i][] = sumr(Y[i][]);

} // Fim do loop para gerar a variavel resposta Y

// Matriz Y
mY = Y~(1.0 - somm);

// Estimacao inicial da matriz B
m_B_ini = zeros(k,p);

// Vetor dos parametros iniciais (chute inicial)
vp1 = vec(m_B_ini);

// Maximizacao da funcao de log-verossimilhanca pelo Metodo BFGS
// Parametros da maximizacao por BFGS
MaxControl(50, -1);

// Estimacao por Maxima verossimilhanca
ir = MaxBFGS(floglik2, &vp1, &dfunc1, 0, TRUE);

// Checar a convergencia
if(ir == MAX_CONV | ir == MAX_WEAK_CONV)
{

// Vetor de parametros estimado por maxima verossimilhanca
m_emv[][mc] = vp1;

} // Fim do if da convergencia

else
{++cont_falhas;}

// Matriz B estimada
B_est = shape(vp1[0:((k*p)-1)], k, p);

m_eta_est = mX*B_est;
m_g_eta_est = exp(m_eta_est);
m_mi_est = m_g_eta_est ./ sumr(m_g_eta_est);
g_est = m_g_eta_est;
g1_est = m_g_eta_est;

// Preenche a matriz inversa de informacao de Fisher
phi = sumr(m_g_eta_est); //phi
finfFishermodelo2(phi, &dfunc);
Matriz_inf_Fisher = dfunc;

// Inicio do teste sequencial
vp4 = Matriz_inf_Fisher;
ftestemodelo2(vp4, &dfunc2);
posto_estimado_seq = dfunc2;
for (i = 0; i <= p; i++)
{
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if(posto_estimado_seq == i)
{cont_aceitar_seq[i][0]++;}
aux_seq[i][0] = i;

}// Fim do teste sequencial

// Inicio do criterio BIC
vp5 = Matriz_inf_Fisher;
ftesteBIC2(vp5, &dfunc3);
posto_estimado_BIC = dfunc3;
for (i = 0; i <= p; i++)
{

if( posto_estimado_BIC == i)
{cont_aceitar_BIC[i][0]++;}
aux_BIC[i][0] = i;

}// Fim do criterio BIC

// Inicio do criterio HQIC
vp7 = Matriz_inf_Fisher;
ftesteHQIC2(vp7, &dfunc4);
posto_estimado_HQIC = dfunc4;
for (i = 0; i <= p; i++)
{

if( posto_estimado_HQIC == i)
{cont_aceitar_HQIC[i][0]++;}
aux_HQIC[i][0] = i;

}// Fim do criterio HQIC

B_est_rep[][mc] = vec(B_est);

} // Fim do loop de Monte Carlo

Prop_BIC = cont_aceitar_BIC/REP;
Prop_seq = cont_aceitar_seq/REP;
Prop_HQIC = cont_aceitar_HQIC/REP;

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o teste sequencial***********

E_posto_estimado_seq = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto_estimado_seq = E_posto_estimado_seq + i*Prop_seq[i][0];}

Vies_posto_estimado_seq = E_posto_estimado_seq - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_seq = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto2_estimado_seq = E_posto2_estimado_seq + ((i^2)*Prop_seq[i][0]);} // E(^k^2)

EQM_posto_estimado_seq = E_posto2_estimado_seq - 2*rank(mB_verd)
*E_posto_estimado_seq + (rank(mB_verd)^2);

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o teste BIC ****************

E_posto_estimado_BIC = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto_estimado_BIC = E_posto_estimado_BIC + i*Prop_BIC[i][0];}

Vies_posto_estimado_BIC = E_posto_estimado_BIC - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_BIC = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto2_estimado_BIC = E_posto2_estimado_BIC + ((i^2)*Prop_BIC[i][0]);} // E(^k^2)

EQM_posto_estimado_BIC = E_posto2_estimado_BIC - 2*rank(mB_verd)
*E_posto_estimado_BIC + (rank(mB_verd)^2);

//************** Vieses e EQM para o posto estimado usando o teste HQIC *************

E_posto_estimado_HQIC = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto_estimado_HQIC = E_posto_estimado_HQIC + i*Prop_HQIC[i][0];}

Vies_posto_estimado_HQIC = E_posto_estimado_HQIC - rank(mB_verd);

E_posto2_estimado_HQIC = 0.0;
for (i = 0; i < p+1; i++)
{E_posto2_estimado_HQIC = E_posto2_estimado_HQIC + ((i^2)*Prop_HQIC[i][0]);} // E(^k^2)
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EQM_posto_estimado_HQIC = E_posto2_estimado_HQIC - 2*rank(mB_verd)
*E_posto_estimado_HQIC + (rank(mB_verd)^2);

//######################## IMPRESSAO DOS RESULTADOS ################################

println("\n\n**************** Modelo 2 ***************************");
println("\n\t\t\t\tTamanho amostral: ", ta);
println("\n----------------Teste Sequencial----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p; i++)
{

println(" ",aux_seq[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_seq[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_seq[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_seq: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_seq);
println("\n EQM_posto_estimado_seq: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_seq);
println("\n------------------- Criterio: BIC----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p; i++)
{

println(" ",aux_BIC[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_BIC[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_BIC[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_BIC: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_BIC);
println("\n EQM_posto_estimado_BIC: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_BIC);
println("\n------------------- Criterio: HQIC----------------------------------");
println("\nPosto \t\t", "Num. de replicas \t\t ", "Probabilidade ");
for (i = 0; i <= p; i++)
{

println(" ",aux_HQIC[i][0], " \t\t\t ",
cont_aceitar_HQIC[i][0] ," \t\t ", "%15.4f",Prop_HQIC[i][0]);

}
println("\n Vies_posto_estimado_HQIC: ","%10.4f",Vies_posto_estimado_HQIC);
println("\n EQM_posto_estimado_HQIC: ","%10.4f",EQM_posto_estimado_HQIC);

} // Fim do loop do tamanho de amostras

print("\n\n\t\t Data: ", date());
print("\n\n\t\t Hora: ", time());
print("\n\n\t\t Tempo total de execucao: ", timespan(dExecTime), "\tminutos");
print("\n");

} // Fim do corpo principal
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A5.2. Biblioteca de funções

• Modelo 1

/******************************************************************
* PROGRAMA: funcoes1.ox
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
* DATA: 27 de fevereiro de 2004
* ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

/* Arquivos principais */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>

// Variaveis Globais
static decl mX, mY, p, k, ta, gg, gg1, gg2;
static decl m_mi, m_eta, m_mi_trans, eta_trans, mi1;
static decl soma, soma1, soma2, soma3, M, M4;
static decl B_est, B_est1, m_eta_est, m_g_eta_est, m_mi_est, g_est, g1_est;

//===================================================================================

// Funcao log-verossimilhanca do modelo1 da regressao Dirichlet
floglik1(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

// Variaveis locais
decl i, j, som;
decl B = shape(vP[0:((k*(p-1))-1)], k, p-1);
decl eta = mX*B;
decl phi = vP[k*(p-1)];
decl mi = zeros(ta,p);

// Loop para preencher a matriz mi
for (i = 0; i < ta; i++)
{

som = 0.0;
mi[i][0] = exp(eta[i][0])/(1.0 + exp(eta[i][0]));
for (j = 1; j < p-1; j++)
{

som = som + mi[i][j-1];
mi[i][j] = (exp(eta[i][j])/(1.0 + exp(eta[i][j])))*(1.0 - som);

}
mi[i][p-1] = 1.0 - sumr(mi[i][0:(p-2)]);

} // Fim do loop para preencher a matriz mi

// Matriz alpha
decl alpha = phi .* mi;

adFunc[0] = double(sumc(loggamma(phi) - sumr(loggamma(alpha))
+ sumr((alpha - 1.0) .* log(mY))));

if (isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
return 0;

else
return 1; // 1 indica sucesso

} // Fim da funcao log-verossimilhanca do modelo1 de regressao Dirichlet

//=========================================================================================

// Funcao para preencher a matriz inversa de informacao de Fisher do modelo 1
finfFishermodelo1(const vp5, const adFunc)
{

decl r, m, t, P, K, Q, V1, V2, V3, V4, M2, M3,
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m_inv_Inf_Fisch_B1, i, j, U, mIdent_Kronec_X1,
mInf_Fisch_B1, I_bb_inv, Sigma_inv, I_bb, I_phi_phi,
I_b_phi, I_phi_b, meval3, ab3, I_bb_aux, n, v,
I_b_phi_aux, I_phi_phi_aux, S1, S2, S3, S4, S5, S6,
S7, S8, S9, S10, S11, S12, S13, S14, S15, S16, S17, S18,
S19, S20, S21, S22, S23, P1, P2, P3, P4, P6, P7, P8,
P9, P10, P11, P12, SS4, SS44, SS5, SS13, SS15, SS17,
SS19, PS, PS1, PS3, PS4, PS5, PS6, PS8, PS9, PS10,
PS12, PS16, PS17, PS18, PS20, PS21, PS22, PS23, SP1,
SP2, SP3, SP4, PP1, PP2, PP7, PP10, S1_aux, S2_aux,
Sigma_inv_aux;

V1 = zeros(ta,1);
V2 = zeros(ta,1);
V3 = zeros(ta,1);
V4 = zeros(ta,1);
M3 = zeros(ta,p-1);
mInf_Fisch_B1 = zeros((k*(p-1))+1,(k*(p-1))+1);
I_bb_aux = zeros(k,k);
I_b_phi_aux = zeros(k,p-1);

for (n = 0; n < k; n++)
{

for (v = 0; v < k; v++)
{ S1_aux = 0.0;

for (i = 0; i < ta; i++)
{ S1_aux = S1_aux + (mX[i][v] * mX[i][n]*vp5^2*(polygamma(vp5*mi1[i][0],1) +

polygamma(vp5*(1 - mi1[i][0]),1))*(gg1[i][0]^2));
}
I_bb_aux [n][v] = S1_aux;

}
}

for (v = 0; v < k; v++)
{ S2_aux = 0.0;

for (i = 0; i < ta; i++)
{ S2_aux = S2_aux + (mX[i][v]*vp5*gg1[i][0]*(polygamma(vp5*mi1[i][0],1)

* mi1[i][0] - polygamma(vp5*(1 - mi1[i][0]),1)* (1 - mi1[i][0])));
}
I_b_phi_aux[v][0] = S2_aux;

}

I_phi_phi_aux = 0.0;
for (i = 0; i < ta; i++)
{ I_phi_phi_aux = I_phi_phi_aux + (polygamma(vp5 .* mi1[i][0],1)* mi1[i][0]^2 +

polygamma(vp5*(1 - mi1[i][0]),1)* (1 - mi1[i][0])^2 -
polygamma(vp5,1));

}

Sigma_inv_aux = I_bb_aux - (I_b_phi_aux * invert(I_phi_phi_aux) * I_b_phi_aux’);

//**************************** Matriz M4 usada para calcular I_bb ********************

// Preenchimento do U00,i
for (i = 0; i < ta; i++)
{

S1 = 0.0;
S2 = 0.0;
if(p-2 >= 1)
{

for (j = 1; j <= p-2; j++)
{

if(j > 1)
{ PS1 = 1;

for (t = 1; t <= j-1; t++)
{PS1 = PS1*(1.0 - gg[i][t]);}

}
else if(j == 1)
{PS1 = 1;}

S2 = S2 + (gg[i][j]*PS1);
S1 = S1 + (polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS1^2);

}
}
else if(p-2 < 1)
{S1 = 0.0; S2 = 0.0;}
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if(p > 2)
{V1[i][0] = vp5^2*gg1[i][0]^2*(polygamma(vp5*mi1[i][0],1) + S1 +

polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)*(1.0 - S2)^2);}

else if(p == 2)
{V1[i][0] = vp5^2*gg1[i][0]^2*(polygamma(vp5*mi1[i][0],1) +

polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1));}

}//Fim do loop i e fim do preenchimento do U00,i

M4 = diag(V1);

// Preenchimento do U0r,i
for (r = 1; r <= p-2; r++)
{ V2 = zeros(ta,1);

for (i = 0; i < ta; i++)
{ S3 = 0.0;

for (t = 0; t <= r-1; t++)
{S3 = S3 + mi1[i][t];}
P1 = 1;
if(r-1 >= 1)
{

for (t = 1; t <= r-1; t++)
{P1 = P1* (1.0 - gg[i][t]);}

}
else if(r-1 < 1)
{P1 = 1;}

//CALCULAR S4 E S6
if(r < p-2)
{ S4 = 0.0;

S6 = 0.0;
if(r+1 <= p-2)
{
for (j = r+1; j <= p-2; j++)
{

if(j == r+1)
{PS6 = 1;}
else if(j > r+1)
{ PS6 = 1;

for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS6 = PS6*(1.0 - gg[i][t]);}

}

PS4 = 1;
for (t = 1; t <= j-1; t++)

{PS4 = PS4*(1.0 - gg[i][t]);}
S6 = S6 + gg[i][j]*PS6;
S4 = S4 + polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS4*PS6;

}

}
else if(r+1 > p-2)
{S4 = 0.0; S6 = 0.0;}

}// Fim do if(r < p-2)

else if(r == p-2)
{S4 = 0.0; S6 = 0.0;}// Fim do else if(r == p-2)

//CALCULAR S5
if(1 <= p-2)
{ S5 = 0.0;

for (j = 1; j <= p-2; j++)
{

if(j == 1)
{PS5 = 1;}
else if(j > 1)
{ PS5 = 1;
for (t = 1; t <= j-1; t++)
{PS5 = PS5*(1.0 - gg[i][t]);}

}
S5 = S5 + gg[i][j]*PS5;

}
}
else if(1 > p-2)
{S5 = 0.0;}

V2[i][0] = (-vp5^2)*gg1[i][r]*gg1[i][0]*(1.0 - S3)*
(polygamma(vp5*mi1[i][r],1)*gg[i][r]*P1 - S4 -
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polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)
*(1.0 - S5)*(1.0 - S6)); //U0r

}//Fim do loop i
K = diag(V2);
M4 = M4~K;

}//Fim do loop r e fim do preenchimento do U0r,i

for (m = 1; m <= p-2; m++)
{

// Preenchimento do Um0,i
for (i = 0; i < ta; i++)
{ S7 = 0.0;

for (t = 0; t <= m-1; t++)
{S7 = S7 + mi1[i][t];}

P2 = 1;
if(m-1 >= 1)
{

for (t = 1; t <= m-1; t++)
{P2 = P2* (1.0 - gg[i][t]);}

}
else if(m-1 < 1)
{P2 = 1;}

//CALCULAR S8 E S10
if(m < p-2)
{ S8 = 0.0;

S10 = 0.0;
if(m+1 <= p-2)
{

for (j = m+1; j <= p-2; j++)
{

if(j == m+1)
{PS10 = 1;}
else if(j > m+1)
{ PS10 = 1;

for (t = m+1; t <= j-1; t++)
{PS10 = PS10*(1.0 - gg[i][t]);}

}
PS8 = 1;
for (t = 1; t <= j-1; t++)
{PS8 = PS8*(1.0 - gg[i][t]);}
S10 = S10 + gg[i][j]*PS10;
S8 = S8 + polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS8*PS10;

}

}
else if(m+1 > p-2)
{S8 = 0.0; S10 = 0.0;}

}// Fim do if(r < p-2)
else if(m == p-2)
{S8 = 0.0; S10 = 0.0;}// Fim do else if(r == p-2)

//CALCULAR S9
if(1 <= p-2)
{ S9 = 0.0;

for (j = 1; j <= p-2; j++)
{

if(j == 1)
{PS9 = 1;}
else if(j > 1)
{ PS9 = 1;
for (t = 1; t <= j-1; t++)
{PS9 = PS9*(1.0 - gg[i][t]);}

}
S9 = S9 + gg[i][j]*PS9;

}
}
else if(1 > p-2)
{S9 = 0.0;}

V3[i][0] = (-vp5^2)*gg1[i][m]*gg1[i][0]*(1.0 - S7)*
(polygamma(vp5*mi1[i][m],1)*gg[i][m]*P2 - S8 -
polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)
*(1.0 - S9)*(1.0 - S10)); //Um0

}//Fim do loop i e fim do preenchimento do Um0,i

141



P = diag(V3);

for (r = 1; r <= p-2; r++)
{

V4 = zeros(ta,1);
// Preenchimento do Umr,i
for (i = 0; i < ta; i++)
{

if(r == m)
{

//Calculo de S11
S11 = 0.0;
for (t = 0; t <= r-1; t++)
{S11 = S11 + mi1[i][t];}

//Calculo de S12 e S13
if(r < p-2)
{
S12 = 0.0;
S13 = 0.0;
if(r+1 <= p-2)
{

for (j = r+1; j <= p-2; j++)
{
if(j == r+1)
{PS12 = 1;}
else if(j > r+1)
{ PS12 = 1;

for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS12 = PS12*(1.0 - gg[i][t]);}

}

S13 = S13 + gg[i][j]*PS12;
S12 = S12 + polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS12^2;

}

}
else if(r+1 > p-2)
{S13 = 0.0; S12 = 0.0;}

}// Fim do if(r < p-2)
else if(r == p-2)
{S12 = 0.0; S13 = 0.0;}

V4[i][0] = vp5^2*gg1[i][r]^2*(1.0 - S11)^2*(polygamma(vp5*mi1[i][r],1) +
S12 + polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)*(1.0 - S13)^2);

}//Fim do if(r == m)
else if(r > m)
{

//Calculo de S14
S14 = 0.0;
for (t = 0; t <= m-1; t++)
{S14 = S14 + mi1[i][t];}

//Calculo de S15
S15 = 0.0;
for (t = 0; t <= r-1; t++)
{S15 = S15 + mi1[i][t];}

//Calculo de S16 e S17
if(r < p-2)
{
S16 = 0.0;
S17 = 0.0;
if(r+1 <= p-2)
{

for (j = r+1; j <= p-2; j++)
{
if(j == r+1)
{PS17 = 1;}
else if(j > r+1)
{ PS17 = 1;

for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS17 = PS17*(1.0 - gg[i][t]);}

}

if(m+1 > j-1)
{PS16 = 1;}
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else if(m+1 <= j-1)
{ PS16 = 1;

for (t = m+1; t <= j-1; t++)
{PS16 = PS16*(1.0 - gg[i][t]);}

}

S17 = S17 + gg[i][j]*PS17;
S16 = S16 + polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS16*PS17;

}

}
else if(r+1 > p-2)
{S16 = 0.0; S17 = 0.0;}

}// Fim do if r < p-2
else if(r == p-2)
{S16 = 0.0; S17 = 0.0;}

//Calculo de S18
if(m+1 <= p-2)
{ S18 = 0.0;

for (j = m+1; j <= p-2; j++)
{

if(j == m+1)
{PS18 = 1;}
else if(j > m+1)
{ PS18 = 1;
for (t = m+1; t <= j-1; t++)
{PS18 = PS18*(1.0 - gg[i][t]);}

}
S18 = S18 + gg[i][j]*PS18;

}
}
else if(m+1 > p-2)
{S18 = 0.0;}

if(r-1 >= m+1)
{ P3 = 1;

for (t = m+1; t <= r-1; t++)
{P3 = P3* (1.0 - gg[i][t]);}

}
else if(r-1 < m+1)
{P3 = 1;}

V4[i][0] = (-vp5^2)*gg1[i][r]*gg1[i][m]*(1.0 - S14)*(1.0 - S15)*
(polygamma(vp5*mi1[i][r],1)*gg[i][r]*P3 - S16 -
polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)*(1.0 - S17)*(1.0 - S18));

} //Fim do else if(r > m)

else if(r < m)
{

//Calculo de S19
S19 = 0.0;
for (t = 0; t <= m-1; t++)
{S19 = S19 + mi1[i][t];}

//Calculo de S20
S20 = 0.0;
for (t = 0; t <= r-1; t++)
{S20 = S20 + mi1[i][t];}

//Calculo de S21 e S22
if(m < p-2)
{
S21 = 0.0;
S22 = 0.0;
if(m+1 <= p-2)
{

for (j = m+1; j <= p-2; j++)
{
if(j == m+1)
{PS22 = 1;}
else if(j > m+1)
{ PS22 = 1;

for (t = m+1; t <= j-1; t++)
{PS22 = PS22*(1.0 - gg[i][t]);}

}
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if(r+1 > j-1)
{PS21 = 1;}
else if(r+1 <= j-1)
{ PS21 = 1;

for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS21 = PS21*(1.0 - gg[i][t]);}

}

S22 = S22 + gg[i][j]*PS22;
S21 = S21 + polygamma(vp5*mi1[i][j],1) * gg[i][j]^2*PS21*PS22;

}

}
else if(m+1 > p-2)
{S21 = 0.0; S22 = 0.0;}

} // Fim do if m < p-2

else if(m == p-2)
{S21 = 0.0; S22 = 0.0;}

//Calculo de S23
if(r+1 <= p-2)
{ S23 = 0.0;

for (j = r+1; j <= p-2; j++)
{

if(j == r+1)
{PS23 = 1;}
else if(j > r+1)
{ PS23 = 1;
for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS23 = PS23*(1.0 - gg[i][t]);}

}
S23 = S23 + gg[i][j]*PS23;

}
}
else if(r+1 > p-2)
{S23 = 0.0;}

if(m-1 >= r+1)
{ P4 = 1;

for (t = r+1; t <= m-1; t++)
{P4 = P3* (1.0 - gg[i][t]);}

}
else if(m-1 < r+1)
{P4 = 1;}

V4[i][0] = (-vp5^2)*gg1[i][r]*gg1[i][m]*(1.0 - S19)*(1.0 - S20)*
(polygamma(vp5*mi1[i][m],1)*gg[i][m]*P4 - S21 -
polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)*(1.0 - S22)*(1.0 - S23));

}//Fim do else if(r < m)
}//Fim do loop i
Q = diag(V4);
P = P~Q;

}//Fim do loop r e fim do preenchimento do Umr,i
M4 = M4|P;

}//Fim do loop m

//**************************** Matriz M3 usada para calcular I_b_phi ********************
for (i = 0; i < ta; i++)
{

for (r = 0; r <= p-2; r++)
{

// Calcular SP1 e SP2
if(r-1 >= 0)
{ SP1 = 0.0;
for (t = 0; t <= r-1; t++)
{SP1 = SP1 + mi1[i][t];}

}
else if(r-1 < 0)
{SP1 = 0.0;}

if(r < p-2)
{

SP3 = 0.0;
if(p-2 >= r+1)
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{
for (j = r+1; j <= p-2; j++)
{

if(j == r+1)
{PS = 1;}
else if(j > r+1)
{ PS = 1;
for (t = r+1; t <= j-1; t++)
{PS = PS*(1.0 - gg[i][t]);}

}
SP3 = SP3 + ((polygamma(vp5*mi1[i][j],1)* mi1[i][j] -

polygamma(vp5*(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1)*
(1.0 - sumr(mi1[i][0:p-2])))* gg[i][j]*PS);

}
}
else if(p-2 < r+1)
{SP3 = 0.0;}

}// Fim do if(r < p-2)
else if(r == p-2)
{SP3 = 0.0;}

M3[i][r] = gg1[i][r] * (1.0 - SP1) * vp5 *(polygamma(vp5*mi1[i][r],1) * mi1[i][r]
- polygamma(vp5*(1 - sumr(mi1[i][0:p-2])),1) * (1 - sumr(mi1[i][0:p-2]))
- SP3);

}// Fim do loop do r
}// Fim do loop do i

M2 = mX’*M3;

mIdent_Kronec_X1 = unit(p-1) ** mX;
U = (mIdent_Kronec_X1’)*M4*(mIdent_Kronec_X1);

I_bb = U;
I_phi_phi = - sumc(polygamma(vp5,1) - sumr((mi1.^2) .* polygamma(vp5 .* mi1,1)));
I_b_phi = vec(M2);
I_phi_b = vec(M2);
Sigma_inv = I_bb - (I_b_phi * invert(I_phi_phi) * I_b_phi’);

adFunc[0] = Sigma_inv;

} // Fim da funcao para preencher a matriz inversa de informacao de Fisher do modelo 1

//============================================================================================

// Funcao para o teste sequencial
ftestemodelo1(const vp4, const adFunc)
{

decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, p_B, mu, mv, mw,
v, min, U1, U2, V1, V2, D1, D2, Q_inv, l, n, L,
quantil, nivel, posto_estimado;

// decomposicao em valores singulares da matriz B estimada
svd = decsvd(B_est1, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-(p-1)));

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < (p-1); j++)
{U[][j] = v[][j];}
for (i = p-1; i < k; i++)
{

for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);

} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para testar H0
for (posto = 0; posto <= p-2; posto +=1)
{
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if(posto == 0)
{ U2 = U; V2 = V; }

else if(posto > 0)
{ U2 = U[][posto:k-1];

V2 = V[][posto:p-2]; }

Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp4 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est1*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L = l’*Q_inv*l;
// graus de liberdade para a qui-quadrado
n = (k-posto)*((p-1)-posto);
// quantil da qui-quadrado vezes a funcao C_N = sqrt(log(N))
quantil = quanchi(0.95,n)*((log(ta))^0.5);

// Aceita H0 se
if(L <= quantil)
{

posto_estimado = posto;
break;

}

} // Fim do loop para testar H0

// Condicao para rejeitar H0
if(L > quantil)
{posto_estimado = p-1;}// Fim da condicao para rejeitar H0

adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funo para o teste sequencial

//============================================================================================

// Funcao para o criterio de informacao BIC
ftesteBIC1(const vp6, const adFunc)
{

decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, p_B, mu, mv, mw,
v, U1, U2, V1, V2, D1, D2, Q_inv, l, n, L,
BIC, posto_estimado;

// decomposicao em valores singulares da matriz B estimada
svd = decsvd(B_est1, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-(p-1)));
BIC = zeros(1,p);
L = zeros(1,p-1);

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < p-1; j++)
{U[][j] = v[][j];}
for (i = p-1; i < k; i++)
{

for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);

} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para o calculo do vetor BIC
for (posto = 0; posto <= p-2; posto+=1)
{

if(posto == 0)
{U2 = U; V2 = V;}

else if(posto > 0)
{U2 = U[][posto:k-1]; V2 = V[][posto:(p-1)-1]; }
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Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp6 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est1*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L[posto] = l’*Q_inv*l;
// vetor IC(b, C_N)
BIC[posto] = (L[posto] + (posto)*log(ta));

} // Fim do loop para o calculo do vetor BIC

// se b = p-1 entao L(b) = 0
BIC[p-1] = (p-1)*log(ta);

posto_estimado = (vecindex(BIC, min(BIC))); // o minimo do vetor BIC

adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funo para o criterio de informacao BIC

//=============================================================================================

// Funcao para o teste HQIC
ftesteHQIC1(const vp7, const adFunc)
{

decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, p_B, mu, mv, mw,
v, U1, U2, V1, V2, D1, D2, Q_inv, l, n, L,
HQIC, posto_estimado, const_c;

// decomposicao em valores singulares da matriz B estimada
svd = decsvd(B_est1, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-(p-1)));
HQIC = zeros(1,p);
L = zeros(1,p-1);

const_c = 2.01;

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < p-1; j++)
{U[][j] = v[][j];}
for (i = p-1; i < k; i++)
{

for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);

} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para o calculo do vetor HQIC
for (posto = 0; posto <= p-2; posto+=1)
{

if(posto == 0)
{U2 = U; V2 = V;}

else if(posto > 0)
{U2 = U[][posto:k-1]; V2 = V[][posto:(p-1)-1];}

Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp7 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est1*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L[posto] = l’*Q_inv*l;
// vetor IC(b, C_N)
HQIC[posto] = (L[posto] + (posto)*(const_c*(log(log(ta)))));

} // Fim do loop para o calculo do vetor HQIC

// se b = p-1 entao L(b) = 0
HQIC[p-1] = (p-1)*const_c*(log(log(ta)));

posto_estimado = (vecindex(HQIC, min(HQIC))); // o minimo do vetor HQIC
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adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funcao para o criterio de informacao HIC

• Modelo 2

/******************************************************************
* PROGRAMA: funcoes2.ox
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
* DATA: 27 de fevereiro de 2004
* ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

/* Arquivos principais */
#include <oxstd.h>
#include <oxfloat.h>
#include <oxprob.h>
#import <maximize>
#import <solvenle>

// Variaveis Globais
static decl mX, mY, m_mi, m_eta, k, p, ta, M;
static decl B_est, m_eta_est, m_g_eta_est, m_mi_est, g_est, g1_est;

//===================================================================================

// Funcao log-verossimilhanca do modelo2 de regressao Dirichlet
floglik2(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess)
{

// Variveis locais
decl i, j, B, eta, phi2, alpha, mi, g_eta;

B = shape(vP[0:((k*p)-1)], k, p);
eta = mX*B;
g_eta = exp(eta);
phi2 = sumr(g_eta);
//matriz mi
mi = g_eta ./ phi2;
//matriz alpha
alpha = g_eta;

adFunc[0] = double(sumc(loggamma(phi2) - sumr(loggamma(alpha)) +
sumr((alpha - 1.0) .* log(mY))));

if (isnan(adFunc[0]) || isdotinf(adFunc[0]))
return 0;

else
return 1; // 1 indica sucesso

} // Fim da funcao log-verossimilhanca do modelo2 de regressao Dirichlet

//============================================================================================

// Funcao para preencher a matriz inversa de informacao de Fisher

finfFishermodelo2(const phi, const adFunc)
{

// Variaveis locais
decl i, j, r, m, V1, V2, V3, V4, P, Q, mIdent_Kronec_X, mInf_Fisch_B_est;

V1 = zeros(ta,1);
for (i = 0; i < ta; i++)
{V1[i][0] = - g1_est[i][0]^2 * (polygamma(phi[i][0],1)

- polygamma(phi[i][0]*m_mi_est[i][0], 1));} // U00
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M = diag(V1);

for (r = 1; r <= p-1; r++)
{

V2 = zeros(ta,1);
for (i = 0; i < ta; i++)
{V2[i][0] = -g1_est[i][r]*g1_est[i][0]*polygamma(phi[i][0],1);} // U0r

M = M ~ diag(V2);

} // Fim do loop do r

for (m = 1; m <= p-1; m++)
{

V3 = zeros(ta,1);
for (i = 0; i < ta; i++)
{V3[i][0] = -g1_est[i][m]*g1_est[i][0]*polygamma(phi[i][0],1);}// Um0

P = diag(V3);

for (r = 1; r <= p-1; r++)
{

V4 = zeros(ta,1);
for (i = 0; i < ta; i++)
{

if(r == m)
{V4[i][0] = -g1_est[i][m]^2*(polygamma(phi[i][0],1)

- polygamma(phi[i][0]*m_mi_est[i][m], 1));}// Umm

else
{V4[i][0] = -g1_est[i][r]*g1_est[i][m]*polygamma(phi[i][0],1);}// Umr

}// Fim do loop do i

Q = diag(V4);
P = P ~ Q;

}// Fim do loop do r

M = M | P;

}// Fim do loop do m

mIdent_Kronec_X = unit(p) ** mX;
mInf_Fisch_B_est = ((mIdent_Kronec_X)’)*M*(mIdent_Kronec_X);

adFunc[0] = mInf_Fisch_B_est;

return 1; // 1 indica sucesso

} // Fim da funcao para preencher a matriz inversa de informacao de Fisher

//=============================================================================================

// Funcao para o teste sequencial
ftestemodelo2(const vp4, const adFunc)
{

// Variaveis locais
decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, mu, mv, mw,

v, U1, U2, V1, V2, Q_inv, l, n, L, quantil,
posto_estimado;

// decomposicao em valores singulares a matriz B estimada
svd = decsvd(B_est, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-p));

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < p; j++)
{U[][j] = v[][j];}
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for (i = p; i < k; i++)
{

for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);

} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para testar H0
for (posto = 0; posto <= p-1; posto++)
{

if(posto == 0)
{ U2 = U; V2 = V;}
else
{

U1 = U[][0:posto-1];
U2 = U[][posto:k-1];
V1 = V[][0:posto-1];
V2 = V[][posto:p-1];

}

Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp4 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L = l’*Q_inv*l;
// graus de liberdade para a qui-quadrado
n = (k-posto)*(p-posto);
// quantil da qui-quadrado vezes a funcao C_N = sqrt(log(N))
quantil = quanchi(0.95,n)*((log(ta))^0.5);

// Aceita H0 se
if(L <= quantil)
{

posto_estimado = posto;
break;

}
} // Fim do loop para testar H0

// Condio para rejeitar H0
if(L > quantil)
{posto_estimado = p;}// Fim da condio para rejeitar H0

adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funcao para o teste sequencial

//=============================================================================================

// Funcao para o criterio de informacao BIC
ftesteBIC2(const vp5, const adFunc)
{

// Variveis locais
decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, mu, mv, mw, v, U1,

U2, V1, V2, Q_inv, l, L, BIC, posto_estimado;

// decomposicao em valores singulares da matriz B estimada
svd = decsvd(B_est, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-p));
BIC = zeros(1,p+1);
L = zeros(1,p);

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < p; j++)
{U[][j] = v[][j];}

for (i = p; i < k; i++)
{
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for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);

} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para testar H0
for (posto = 0; posto <= p-1; posto++)
{

if(posto == 0)
{U2 = U; V2 = V;}

else if(posto >= 1)
{
U1 = U[][0:posto-1];
U2 = U[][posto:k-1];
V1 = V[][0:posto-1];
V2 = V[][posto:p-1];

}

Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp5 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L[posto] = l’*Q_inv*l;
// vetor IC(b, C_N)
BIC[posto] = L[posto] + posto*log(ta);

} // Fim do loop para testar H0

// se b = p entao L(b) = 0
BIC[p] = p*log(ta);

posto_estimado = (vecindex(BIC, min(BIC))); // o minimo do vetor BIC

adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funcao para o criterio de informacao BIC

//=============================================================================================

// Funcao para o criterio de informacao HQIC
ftesteHQIC2(const vp7, const adFunc)
{

// Variveis locais
decl posto, V, D, U, S, w, svd, i, j, mu, mv, mw,

v, U1, U2, V1, V2, Q_inv, l, L, HQIC,
posto_estimado, const_c;

// decomposicao em valores singulares da matriz B estimada
svd = decsvd(B_est, &mu, &mw, &mv);
V = mv;
D = diag(mw);
U = zeros(k,k);
S = zeros(k,k);
w = zeros(k,k);
v = mu~(unit(k,k-p));
HQIC = zeros(1,p+1);
L = zeros(1,p);

const_c = 2.01;

// Loop para completar a matriz U
// atraves do metodo de Gram-Schmidt
for (j = 0; j < p; j++)
{U[][j] = v[][j];}

for (i = p; i < k; i++)
{

for (j = 0; j < i; j++)
{S[][i] = S[][i] + sumc(v[][i].* U[][j])* U[][j];}

w[][i] = v[][i] - S[][i];
U[][i] = w[][i] ./ ((sumc(w[][i].^2)).^0.5);
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} // Fim do loop para completar a matriz U

// Loop para testar H0
for (posto = 0; posto <= p-1; posto++)
{

if(posto == 0)
{U2 = U; V2 = V;}

else if(posto >= 1)
{

U1 = U[][0:posto-1];
U2 = U[][posto:k-1];
V1 = V[][0:posto-1];
V2 = V[][posto:p-1];

}

Q_inv = (V2’ ** U2’) * vp7 * (V2 ** U2);
l = vec(U2’*B_est*V2);
// a estatistica de teste L(b)
L[posto] = l’*Q_inv*l;
// vetor IC(b, C_N)
HQIC[posto] = L[posto] + posto*const_c*(log(log(ta)));

} // Fim do loop para testar H0

// se b = p entao L(b) = 0
HQIC[p] = p*const_c*(log(log(ta)));

posto_estimado = (vecindex(HQIC, min(HQIC))); // o minimo do vetor HQIC

adFunc[0] = posto_estimado;

} // Fim da funcao para o criterio de informacao HQIC

152



A5.3. Programas de ligação

• Modelo 1

/******************************************************************
* PROGRAMA: funcoes1.h
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
* DATA: 27 de fevereiro de 2004
* ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

// Funcao log-verossimilhanca no modelo 1 de regressao Dirichlet
floglik1(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess);

// Funcao para preencher a matriz inversa de informacao de Fisher no modelo 1
finfFishermodelo1(const vp5, const adFunc);

// Funcao para o teste sequencial
ftestemodelo1(const vp4, const adFunc);

// Funcao para o criterio de informacao BIC
ftesteBIC1(const vp6, const adFunc);

// Funcao para o criterio de informacao HQIC
ftesteHQIC1(const vp7, const adFunc);

• Modelo 2

/******************************************************************
* PROGRAMA: funcoes2.h
* AUTORA: Tatiane Ferreira do Nascimento Melo
* DATA: 27 de fevereiro de 2004
* ULTIMA MODIFICACAO: 30 de agosto de 2004 Hora: 19:00
******************************************************************/

// Funcao log-verossimilhanca no modelo 2 de regressao Dirichlet
floglik2(const vP, const adFunc, const avScore, const amHess);

// Funcao para preencher a matriz de informacao de Fisher no modelo 2
finfFishermodelo2(const phi, const adFunc);

// Funcao para o teste sequencial
ftestemodelo2(const vp4, const adFunc);

// Funcao para o criterio de informacao BIC
ftesteBIC2(const vp5, const adFunc);

// Funcao para o o criterio de informacao HQIC
ftesteHQIC2(const vp7, const adFunc);
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