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RESUMO

O estudo de modelos estatísticos que possam levar em consideração as diversas carac-
terísticas de fenômenos cada vez mais complexos, são de grande importância. Os modelos
espaciais lineares com distribuição da família de contornos elípticos constituem uma alterna-
tiva muito atrativa para explicar a estrutura de variabilidade espacial, além de ter a flexibilidade
de estender a classe dos erros para outras distribuições além da normal, que podem acomodar
melhor as observações atípicas. Apesar disto, os modelos ainda assim podem sofrer efeito de
observações influentes, sendo necessário estudos de sensibilidade nesta classe. Esses procedi-
mentos também permitem selecionar modelos dentro da classede contornos elípticos que se
comportam adequadamente de acordo com o tipo de perturbaçãoconsiderada, o que é funda-
mental para a modelagem da estrutura de dependência espacial na área de geoestatística, esti-
mando os parâmetros que a definem e que são utilizados na interpolação de valores em locais
não amostrados pela técnica de krigagem possibilitando a construção de mapas temáticos. O
objetivo deste trabalho foi desenvolver métodos de influência local em modelos espaciais linea-
res com distribuição da família de contornos elípticos paradois tipos de perturbação na variável
resposta, bem como avaliar a influência na matriz de covariância, no preditor linear e a alavanca
generalizada. Realizaram-se estudos de simulação e aplicação a dados reais utilizando dife-
rentes distribuições e diferentes modelos na estrutura da matriz de covariância, possibilitando
avaliar a importância da metodologia desenvolvida.
Palavras chave: máxima verossimilhança, geoestatística, variabilidadeespacial.
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ABSTRACT

The study of statistical models that can take into account the various characteristics of
increasingly complex phenomena are of great importance. Spatial linear models with distribu-
tion of the family of elliptical contours are a very attractive alternative to explain the structure of
spatial variability, and they have the flexibility to extendthe class of errors for other distributions
besides the normal, which can better accommodate the atypical observations. Nevertheless, the
models can still be affected by influential observations, sosensitivity studies are needed in this
class. These procedures also allow to select models within the class of elliptical contours that
behaviour properly according to the type of perturbation considered, which is essential for mod-
eling the structure of spatial dependence in geostatistics, estimating the parameters that define
this structure and are used in the interpolation of values atunsampled locations by kriging tech-
nique allowing the construction of thematic maps. The objective of this study was to develop
methods of local influence in spatial linear models with distribution of the family of elliptical
contours for two types of perturbation in the response variable and to assess the influence on the
covariance matrix, the linear predictor and the generalized leverage. Were carried out simula-
tion studies and application to real data using different models and different distributions in the
structure of the covariance matrix, allowing you to evaluate the importance of the methodology
developed.
Keywords: maximum likelihood, geostatistics, spatial variability.
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1 INTRODUÇÃO

A noção de métodos geoestatísticos é utilizada em muitas áreas do conhecimento para

avaliar dados correlacionados espacialmente. A geoestatística se apresenta como um método

que usa procedimentos estatísticos aplicados a problemas cujos dados provem de fenômenos

naturais e que são espacialmente distribuídos e autocorrelacionados. Isto é, além do valor obtido

para determinada variável, leva-se em consideração a sua posição que pode ser expressa por

um sistema de coordenadas. Desta maneira, descreve-se o comportamento do evento estatís-

tico pelas diferenças entre as informações obtidas em função da distância entre os elementos

amostrais.

Existem na literatura diversos estudos geoestatísticos baseados na estimação dos parâ-

metros e escolha do modelo por meio de métodos de ajuste. Sabe-se que estes métodos podem

fornecer informação sobre os dados somente até certo ponto,isto é, não é possível por exemplo,

fazer estudos de inferência estatística e nem mesmo análisede diagnósticos de influência. Mas,

já é possível encontrar estudos que assumem que os dados tem distribuição normal e para solu-

cionar as situações nas quais esta suposição não é satisfeita, tem-se utilizado como alternativa a

transformação das variáveis. No entanto, isto pode gerar alguns problemas como a interpretação

das variáveis transformadas na análise.

Sendo assim, é importante o estudo de novas distribuições que possam levar em con-

sideração as diversas características dos estudos de fenômenos cada vez mais complexos. Os

modelos espaciais lineares com distribuição da família de contornos elípticos constituem uma

alternativa muito atrativa para explicar a estrutura de variabilidade espacial, além de ter a flexi-

bilidade de estender a classe dos erros para outras distribuições além da normal, que permitem

reduzir a influência de observações atípicas incorporando parâmetros adicionais que ajustam a

curtose da distribuição dos dados, isto é, acomodam melhor estas observações.

Apesar desta característica das distribuições da família de contornos elípticos, ainda

assim os modelos podem sofrer efeito de pontos influentes, havendo então a necessidade de

realizar estudos de sensibilidade nesta classe, por meio datécnica conhecida como influên-

cia local, que consiste em verificar a existência de pontos que sob pequenas perturbações no

modelo ou nos dados causam variações desproporcionais nos resultados. Esses procedimentos

também permitem selecionar modelos dentro da classe de contornos elípticos que se comportam

adequadamente de acordo com o tipo de perturbação considerada.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é propor o estudo da estrutura de dependên-

cia espacial por meio dos modelos espaciais lineares com distribuiçao da família de contornos

elípticos, bem como aplicar a metodologia de influência local nestes modelos para avaliar a sen-
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sibilidade das estimativas de máxima verossimilhança sob diferentes esquemas de perturbação.

O trabalho está organizado da seguinte forma. O capítulo 2 visa descrever as caracterís-

ticas principais da família de distribuições de contornos elípticos. O capítulo 3 apresenta os con-

ceitos fundamentais da geoestatística, os principais modelos estudados, assim como os cálculos

para a função escore e a matriz de informação de Fisher e as técnicas para validação dos modelos

e construção dos mapas temáticos. O capítulo 4 traz o desenvolvimento do método de influên-

cia local para os modelos espaciais lineares com distribuição da família de contornos elípticos

considerando diferentes esquemas de perturbação na variável resposta. O capítulo 5 descreve

em detalhes a idéia e os elementos essenciais para construirum procedimento adequado, que

permita estimar todos os parâmetros envolvidos nos modelosem estudo. Os capítulos 6 e 7

apresentam respectivamente, resultados de simulação e aplicação a dados experimentais con-

siderando as distribuições normal,t-Student e exponencial potência. Finalmente, encontram-se

as conclusões gerais e as perspectivas futuras deste trabalho.
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2 DISTRIBUIÇÕES DA FAMÍLIA DE CONTORNOS ELÍPTICOS

Estudos de inferência estatística baseados na distribuição normal são sensíveis a obser-

vações atípicas e erros que tem distribuição com caudas maispesadas do que a mesma. Assim,

é de grande interesse estudar famílias de distribuições capazes de modelar diferentes graus de

assimetria e curtose, sendo uma alternativa no modelamentode conjuntos de dados envolvendo

erros com distribuição diferente da normal. Rogers e Tukey (1972) apresentam um estudo so-

bre distribuições simétricas com caudas mais longas. Langeet al. (1989) modelam estatísticas

robustas utilizando a distribuiçãot-Student. Kashid e Kulkarni (2003) tratam da seleção de

subconjuntos em regressão linear múltipla com erros de distribuição com caudas mais pesadas

do que a normal.

A família de distribuições de contornos elípticos ocupam umimportante e crescente

lugar na teoria estatística, e formam uma classe de famíliasde distribuições que preservam a

estrutura simétrica da distribuição normal, e que podem serúteis na construção de modelos

quando a suposição de normalidade não pode ser aplicada. As distribuições como at-Student,

Slash e Exponencial Potência, são exemplos de distribuições de contornos elípticos que pos-

suem diferentes graus de assimetria e curtose.

Apesar do interesse relativamente recente, as famílias de distribuições de contornos elíp-

ticos tem sido bastante abordada na literatura estatísticapor diversos autores, por exemplo;

Kelker (1970), Cambaniset al. (1981), Fang e Zhang (1990), Fanget al. (1990), Gupta e

Varga (1993), Arellano-Valle e Bolfarine (1995), Galeaet al. (2003), Osórioet al. (2007) e

Ibacache-Pulgar (2011).

Definição 1.1O vetor aleatórioZ ∈ Rn (n ≥ 2) segue uma distribuição de contornos

elípticos se sua função característica pode ser expressa por

E[exp(it⊤Z)] = exp(it⊤µ)ψ(t⊤Σt), (2.1)

em queE[.] denota o valor esperado,i =
√
−1, t = (t1, . . . , tn)

⊤ ∈ IRn, µ(n×1) denota o vetor

de parâmetros de posição,Σ (n×n) denota a matriz escala (simétrica e positiva semidefinida),

ψ : Rn → IR é uma função geradora de funções características.

SeZ tem distribuição da família de contornos elípticos com função característica dada

por (2.1), escreve-seZ ∼ Eln(µ,Σ, ψ). Isso indica que sua distribuição pertence à classe de

distribuições elípticasn-variadas. Quandoµ = 0 eΣ = In, a distribuição deZ é denominada

de esférican-variada e denota-seZ ∼ Sn(ψ).

O vetor aleatórioZ não necessariamente possui uma função densidade, mas quando tem
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é da forma

f(x) = |Σ|−1/2g(u),

em queu = (Z − µ)⊤Σ−1(Z − µ) é conhecida como distância de Mahalanobis,g(.) é uma

função escalar contínua e diferenciável,g : R → [0,∞), chamada de função geradora de

densidades que satisfaz a condição
∫∞
0
un/2−1g(u)d(u) < ∞. Denota-seZ ∼ Eln(µ,Σ, g(u))

quandog(.) existe.

Alguns exemplos de distribuições elípticas são dados a seguir:

Distribuição Exponencial Potência. (Gómezet al., 1998) SejaZ a distribuição Exponencial

Potêncian-variada com parâmetro de posiçãoµ, matriz de escalaΣ e parâmetro de formaλ,

escreve-seZ ∼ PEn(µ,Σ, λ). A função densidade deZ é dada por

f(z) = πn/2 λΓ(n
2
)

Γ( n
2λ
)2n/2λ

|Σ|−1/2 exp{−uλ/2},

em queΓ(.) é a função gama:Γ(z) =
∫∞
0
tz−1e−tdt.

A distribuição normalé um caso particular da distribuição exponencial potência quando

λ = 1. Esta apresenta caudas mais leves que a normal, quandoλ > 1, e mais pesadas quando

λ < 1.

Distribuição Normal Contaminada. (Little, 1988) SejaZ com distribuição normal contami-

nadan-variada em queµ denota o parâmetro de posição,Σ matriz de escala,0 ≤ υ ≤ 1

denota a porcentagem de “contaminação” eγ > 0 corresponde a um fator de inflação de escala,

escreve-seZ ∼ NCn(µ,Σ, υ, γ). A função densidade deZ é dada por

f(z) = (2π)−m/2|Σ|−1/2{υγn/2e−γu/2 + (1− υ)e−u/2}.

Distribuição Slash. (Rogers e Tukey, 1972) ConsidereZ ∼ Slashn(µ,Σ, υ) a distribuição

Slashn-variada com parâmetro de posiçãoµ, matriz de escalaΣ e parâmetro de formaυ > 0,

então sua função densidade é dada por

f(z) = υ(2π)−m/2|Σ|−1/2

∫ 1

0

xm/2+υ−1 exp(−xu/2)dx.

Distribuição t-Student Generalizada. SejaZ ∼ Gtn(µ,Σ, υ, γ) a distribuiçãot-Student ge-

neralizada em queµ denota o parâmetro de posição,Σ matriz de escala eυ, γ > 0 o parâmetro

de posição. A função densidade deZ é dada por
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f(z) =
Γ(n+υ

2
)

Γ(υ
2
)(πγ)n/2

|Σ|−1/2

(

1 +
u

γ

)−(n+υ)/2

.

A distribuição t-Student,tn(µ,Σ, υ), é um caso particular da distribuiçãot-Student

generalizada, quandoγ = υ, e converge a distribuição normal quandoυ → ∞. A distribuição

Cauchy também é um caso particular quandoγ = υ = 1.

Na Tabela 1 são apresentadas, de maneira sucinta, algumas distribuições que pertencem

à classe das distribuições de contornos elípticos.

Tabela 1: Distribuições pertencentes à classe das distribuições de contornos elípticos, ondec é
uma constante normalizadora.

Distribuição g(u)

Exponencial Potência c exp
(

−uλ/2
)

λ > 0

Logística I c(e−u)/(1 + e−u)2

Logística II c(e−
√
u)/(1 + e−

√
u)2

Mistura de escala c
∫∞
0
x−n/2 exp (−u/2x) dG(x) G(x):f.d.a.

Normal Contaminada c{υγn/2e−γu/2 + (1− υ)e−u/2} 0 ≤ υ ≤ 1, γ > 0

Normal c exp (−u/2)
Slash cυ

∫ 1

0
xm/2+υ−1 exp(−xu/2)dx

t-Student υ−n/2(1 + u/υ)(n+υ)/2 υ > 0

t-Student generalizada γ−n/2(1 + u/γ)(n+υ)/2 υ, γ > 0

Tipo Kotz cuN−1 exp (−γuυ) γ, υ > 0 e2N + n > 2

A seguir são apresentadas algumas das principais propriedades das distribuições de con-

tornos elípticos.

Propriedade 1.1Se o valor esperado e a variância do vetor aleatórioZ existirem, então

(i) E[Z] = µ

e

(ii) Var(Z) = ξΣ, em que a constanteξ > 0 é dada por

ξ = −2
∂ψ(u)

∂u

∣

∣

∣

∣

u=0

.

Isto é, a matriz de escalaΣ coincide com a matriz de covariância a menos de uma constante.

Em particular, para a distribuiçãot-Student, tem-se queξ = ν/(ν − 2) (ν > 2), em queν

denota os grau de liberdade da distribuição. E seZ ∼ Nn(µ,Σ), entãoξ = 1. Na Tabela 2 são

apresentados os valores deξ para algumas distribuições da família de contornos elípticos.
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Tabela 2: Valor deξ para algumas distribuições de contornos elípticos.

Distribuição ξ

Exponencial Potência 2(1+λ)
Γ(3

2
(λ+ 1))

Γ(λ+1
2
)

υ > 0

Logística I 0, 79569

Logística II
π2

3
Normal 1

Normal Contaminada 1 + υ(γ2 − 1) 0 ≤ υ ≤ 1, γ > 0

Slash (2π)−n/2

t-Student υ/(υ − 2) υ > 2

t-Student generalizada γ/(υ − 2) γ > 0, υ > 2

Tipo Kotz
[

Γ(2N+1
2υ

)/Γ(2N−1
2υ

)
]

γ−1/υ γ, υ > 0 eN ≥ 1

A propriedade a seguir trata do fato de que uma transformaçãolinear de um vetor

aleatório com distribuição de contorno elíptico também segue uma distribuição de contorno

elíptico. Além disso, pode-se observar que cada elemento dovetor aleatórioZ tem distribuição

marginal de contorno elíptico.

Propriedade 1.2SeZ ∼ Eln(µ,Σ, ψ), comrank(Σ) = r < n. SeB é uma matrizn ×m e

̟ é um vetor(m× 1), então

Λ = ̟ +B⊤Z ∼ Elm(̟ +B⊤µ,B⊤ΣB, ψ).

Em particular, considerando a partição

Z =

(

Z(1)

Z(2)

)

, µ =

(

µ(1)

µ(2)

)

eΣ =

(

Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)

, (2.2)

obtem-se as seguintes distribuições marginais:

(i) Z(1) ∼ Elm(µ
(1),Σ11, ψ)

(ii) Z(2) ∼ Eln−m(µ
(2),Σ22, ψ)

Propriedade 1.3Assuma queZ ∼ Eln(µ,Σ, ψ) comΣ ≥ 0. Considerando a partição (2.2),

tem-se que

(Z(1)|Z(2)
0 ) ∼ Elm

(

µ1.2,Σ11.2, ψq(Z
(2)
0 )

)

,
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em que

µ1.2 = µ(1) +Σ12Σ
−1
22 (Z

(2)
0 − µ(2)),

Σ11.2 = Σ11 −Σ12Σ
−1
22 Σ21 e

q(Z
(2)
0 ) = (Z

(2)
0 − µ(2))⊤Σ−1

22 (Z
(2)
0 − µ(2)).

Analogamente,

(Z(2)|Z(1)
0 ) ∼ Elm

(

µ2.1,Σ22.1), ψq(Z
(1)
0 )

)

,

em que

µ2.1 = µ(2) +Σ21Σ
−1
11 (Z

(1)
0 − µ(1)),

Σ22.1 = Σ22 −Σ21Σ
−1
11 Σ12 e

q(Z
(1)
0 ) = (Z

(1)
0 − µ(1))⊤Σ−1

11 (Z
(1)
0 − µ(1)).

Pode existir situações nas quais o vetor aleatórioZ não necessariamente possui uma

função densidade. Isto acontece por exemplo, quandorank(Σ) = r(< n) (caso singular),

a função densidade não existe em todo o espaçoR
n. Mas, sempre é possível definir a função

densidade em um espaço de dimensão menor ou igual ao posto da matriz escala. Serank(Σ) =

n (caso não singular), a função de densidade existe em relaçãoà medida de Lebesgue sobre todo

o espaçoRn.

Portanto, a importância do estudo envolvendo a família de distribuições de contornos

elípticos é devido ao fato de possuir propriedades que são muito úteis no estudo, além de ser

uma família com distribuições mais flexíveis, que podem ser uma alternativa na modelagem de

conjuntos de dados envolvendo maior grau de assimetria e curtose.
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3 GEOESTATÍSTICA

A geoestatística surgiu para o estudo de variáveis regionalizadas, ou seja, o estudo de

uma função espacial numérica, que varia de um local para outro, com continuidade aparente

e cujos valores são relacionados com a posição espacial que ocupam. Oferece técnicas para

elaboração de mapas do comportamento de variáveis georreferenciadas, utilizando o método de

interpolação de informações a partir de dados obtidos em locais convenientemente amostrados

e modelados por uma função de covariância. Matheron e Kleingeld (1987) traçaram a evolução

da geoestatística através de três gerações, e em conclusão,algumas questões importantes foram

levantadas sobre o estado das áreas temáticas em 1987 e de possíveis pesquisas.

O geógrafo e estatístico Waldo Tobler resumiu um componentechave que afetam qual-

quer análise de dados espacialmente referenciados atravésde sua amplamente citada e para-

fraseada Primeira Lei da Geografia:“Todas as coisas estão relacionadas, mas coisas mais

próximas são mais parecidas do que coisas mais distantes”(Tobler, 1970). Esta lei define de

forma sucinta a estatística noção de autocorrelação espacial (positiva), na qual pares de ob-

servações tomadas próximas são mais semelhantes do que as tomadas mais distantes. Com

observações independentes, diversos padrões espaciais podem ser o resultado de uma tendência

espacial dos valores probabilísticos esperados de cada observação. Permitindo correlação espa-

cial, observa-se a similaridade espacial em observações que pode ser devido a uma tendência

espacial, autocorrelação espacial, ou ambos. Assim, a geoestatística é utilizada quando é veri-

ficada a existência de depêndência espacial entre elementosamostrais, e o uso de medidas de

dispersão tais como o desvio padrão, não tem sentido de seremestudadas se não for levado em

consideração as distâncias entre os elementos amostrais.

A geoestatística vem ocupando um importante e crescente lugar na teoria estatística,

e pode ser utilizada para elucidar questões importantes em diversas áreas do conhecimento

como: epidemiologia, socioeconomia, meio ambiente, geologia, agronomia, zoneamento agrí-

cola, geociências, entre outras. Embora o interesse pela geoestatística seja relativamente re-

cente, muitos autores tem utilizado e desenvolvido métodos. Rendu (1978) apresentou uma

introdução para métodos geoestatísticos para avaliação mineral. Chappell e Oliver (1997) dis-

tinguiram diferentes processos de erosão do solo a partir deresoluções espaciais das mesmas

propriedades do solo em duas regiões adjacentes com fisiografia diferentes. Ribeiro Jr (2002)

desenvolveu estudos estatísticos espaciais com modelos e métodos para análise de dados geor-

referenciados. Mercanteet al. (2003) estudaram a variabilidade espacial de atributos do solo

utilizando métodos estatísticos com semivariogramas escalonados. Guedeset al. (2008) re-

alizaram a análise da anisotropia no estudo da variabilidade espacial de alguns atributos quími-
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cos do solo espacialmente referenciadas. Borssoiet al. (2009, 2011a, 2011b) apresentaram

técnicas de diagnóstico de influência local na análise espacial da produtividade da soja. Uribe-

Opazoet al. (2012) desenvolveram métodos de diagnósticos de influêncialocal no caso do

estudo de modelos espaciais lineares com distribuição gaussiana.

3.1 Teoria das Variáveis Regionalizadas

O estudo de variabilidade espacial que atualmente é chamadode geoestatística originou-

se na África do Sul em 1951, segundo Cressie (1993). Matheron (1963) transformou este conhe-

cimento em teoria chamda “Teoria das Variáveis Regionalizadas”, a qual define uma variável

regionalizada com uma função espacial numérica, que varia de um local para outro, com uma

continuidade. São variáveis cujos valores são relacionados de algum modo com a posição es-

pacial que ocupam.

A teoria das variáveis regionalizadas consolida o alicerceda geoestatística. Sez(si) é

o valor de uma variávelZ no pontosi, é possível descrever a variabilidade da funçãof(z(si))

no espaço, comZ variando dependentemente do local da amostragem. Cada valordo atributo

em estudo, amostrado na localizaçãosi, isto é,z(si) representa uma realização de uma variá-

vel aleatóriaZ(si) e, considerando asn observações mensuradas nas localizaçõess1, . . . , sn na

regiãoD ⊂ R
d (d ≥ 1), tem-se uma realização de um conjunto de variáveis aleatóriasZ(s) =

{Z(s1), . . . , Z(sn)} chamado de processo estocástico ou função aleatória (Schabenberger;

Pierce, 2002). Desta maneira, cada conjunto de valores amostradosz(s) = {z(s1), . . . , z(sn)}
é uma realização aleatória e representa na prática a variável regionalizada. As variáveis regio-

nalizadas possuem características extremamente ligadas àestrutura do fenômeno natural que

elas representam, são elas:

a) Localização- A determinação do campo geométrico onde serão realizadas as medições

da variável, deve ser feita com cuidado, respeitando certascondições de homogeneidade

física. É muito importante a experiência do pesquisador para determinar a grade amostral,

visto que a variável regionalizada somente faz sentido ser estudada no espaço geométrico

em que a variável é suscetível de tomar valores definidos e no interior do qual serão

estudadas suas variações;

b) Continuidade- Fundamenta-se que a esperança da média amostral, para amostras próxi-

mas no espaço, sejam similares entre si, perdendo esta similaridade em função da distân-

cia (Isaaks e Srivastava, 1989). Denomina-se efeito pepitapuro quando a continuidade

espacial não é identificada;

c) Isotropia- Refere-se a possibilidade de não existência de uma direção privilegiada, ao

longo da qual os valores variam de forma acentuada. Quando a variabilidade espacial

em uma área não apresenta comportamento semelhante para diferentes direções, tem-se
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anisotropia (Guedeset al., 2008). Geralmente, estudam-se as direções0◦, 45◦, 90◦ e135◦,

conforme Figura 1.

Oeste Leste (90º)

45º

135ºSul (180º)

Norte (0º)

Figura 1: Direções utilizadas na geoestatística em análises de dependência espacial.

3.2 Modelos Espaciais Lineares

Para modelar conjuntos de dados com estrutura de dependência espacial considerou-se,

segundo Mardia e Marshall (1984), um processo estocásticoZ = {Z(si), si ∈ D}, em queD é

um subconjunto deRd, o espaço euclidianod-dimensional(d ≥ 1).

Suponha-se queZ(s1), . . . , Z(sn) deste processo são observações de localizações espa-

ciais conhecidassi, parai = 1, . . . , n em quesi é um vetord-dimensional da localização das

coordenadas espaciais, e geradas pelo modelo

Z(si) = µ(si) + ǫ(si), (3.1)

em que tanto o termo determinísticoµ(si) quanto o termo estocásticoǫi = ǫ(si) dependem da

localização espacial em queZ(si) é observada. Assume-se que o erro estocástico tem média

zero,E[ǫ(si)] = 0, e que a variação espacial entre os pontos é determinada por uma função de

covariânciaC(si, sj) = cov[ǫ(si), ǫ(sj)]. Suponha que para algumas funções conhecidas desi,

x1(si), . . . , xp(si), a média do processo estocástico é

µ(si) =

p
∑

j=1

xj(si)βj,

em queβ1, . . . , βp são parâmetros desconhecidos a serem estimados. E ainda, cada família

de funções de covariânciaC(si, sj) é completamente especificada por um vetor de parâmetros

q-dimensionalϕ = (ϕ1, . . . , ϕq)
T . Equivalentemente em notação matricial, tem-se

Z = Xβ + ǫ

µ = Xβ
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sendoX uma matrizn × p com i-ésima linhax⊤i = (xi(si), . . . , xp(si)), β = (β1, . . . , βp)
⊤

e ǫ = (ǫ1, . . . , ǫn)
⊤. A matriz escala deǫ é dada porΣ = [(σij)], em queσij = C(si, sj).

Assume-se queΣ é não-singular em queX é de posto coluna completo.

Uma particular forma paramétrica para a matriz escala é dadapor

Σ = ϕ1In + ϕ2R(ϕ3), (3.2)

em queR(ϕ3) = [(rij)] é uma matrizn× n simétrica com elementos da diagonalrii = 1, para

i = 1, . . . , n, com elementosrij = (1/ϕ2) σij parai 6= j = 1, . . . , n eϕ2 6= 0, e rij = 0 para

i 6= j = 1, . . . , n eϕ2 = 0. Esta forma paramétrica ocorre para vários processos isotrópicos, em

queC(si, sj) é definida por meio da funçãoC(si, sj) = C(δij) = ϕ2rij, comδij = ||si − sj||
sendo a distância euclidiana entre os pontossi esj, parai 6= j = 1, . . . , n.

Os parâmetros que definem a estrutura de dependência espacial apresentada na Equação

(3.2) são:

• Efeito Pepita(ϕ1 ≥ 0): Cressie (1993) interpreta o efeito pepita como um erro de medição

ou de variabilidade em pequena escala. O efeito pepita revela a descontinuidade do

semivariograma para distâncias menores do que a menor distância entre os elementos

amostrais. Segundo Isaaks e Srivastava (1989), parte da descontinuidade pode ser devido

a erros de medição, mas é impossível quantificar se a maior contribuição provem dos er-

ros de medição ou da variabilidade de pequena escala não captada pela amostragem. Em

inglês usa-se o termonugget effect;

• Contribuição(ϕ2 ≥ 0): conhecida como variância de dispersão ou ainda comosill, rep-

resenta as diferenças espaciais entre os valores de uma variável tomada em dois pontos

separados por distâncias cada vez maiores;

• Alcance(a > 0): é a distância dentro da qual as amostras apresentam autocorrelação

espacial, ou seja, determina o raio de dependência espacial. O alcance é função do

parâmetroϕ3 > 0 (a = g(ϕ3));

• Patamar (P = ϕ1 + ϕ2): é uma função da variância total da variável em estudo. É

o valor máximo do semivariograma correspondente ao seu alcance, a partir do qual o

semivariograma se estabiliza.

Suponha-se que o processo estocásticoZ(si) tem valor esperado

E[Z(si)] = µ(si) e E[Z(si + δ)] = µ(si + δ)

e variâncias

Var[Z(si)] e Var[Z(si + δ)],
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respectivamente, para as localizaçõessi, si+ δ e qualquer vetor de distânciasδ. Então, a função

de covariância espacial é definida por

C(si, si + δ) = C(δ) = E[Z(si)Z(si + δ)]− E[Z(si)]E[Z(si + δ)], (3.3)

e a função de semivariância definida por

γ(δ) = γ(si, si + δ) =
1

2
E[(Z(si)− (si + δ))2]. (3.4)

Com um único elemento amostral em cada ponto, o que se sabe de umprocesso estocás-

ticoZ(si) é uma única realização. Então, se deseja-se estimar valorespara locais não amostra-

dos, é necessário introduzir a restrição de que a variável regionalizada seja estacionária. Sob a

hipótese de estacionariedade, Isaaks e Srivastava (1989) eWackernagel (2003) demonstraram a

partir das definições apresentadas em (3.3) e (3.4) que

γ(δ) = C(0)− C(δ). (3.5)

A função semivariância possui as seguintes propriedades:

i) γ(0) = 0;

ii) γ(δ) = γ(−δ) ≥ 0, ou seja, a função de semivariância é par e sempre produz valores

positivos;

iii) lim
|δ|→∞

γ(δ)

|δ|2 = 0, isto é,γ(δ) cresce mais lentamente queδ2.

O gráfico deγ(δ) versus o valor correspondenteδ, é chamado de semivariograma, e é

função da distânciaδ. A Figura 2 apresenta um exemplo gráfico da relação entre a covariância

espacialC(δ) e a semivariânciaγ(δ).

d

F
u

n
çã

o
 d

e
d

j1

j  + j1 2
j  + j1 2

C(   ) = 0

g(   ) =

C( )d

g d( )

j3a = g(    )

Figura 2: Relação entre a covariância espacialC(δ) e a semivariânciaγ(δ).

Como consequência de (3.5), paraC(0) 6= 0



13

ρ(δ) =
C(δ)

C(0)
= 1− γ(δ)

C(0)
, (3.6)

em queρ(δ) é a função de correlação espacial que possui as seguintes características:

• é monótona não crescente, isto é, a correlação entre duas observações descresce ou per-

manece constante com o aumento da sua respectiva distância;

• ρ(δ) → 0 quandoδ → ∞, ou seja, a correlação tende a zero para distânciasδ grandes;

• pelo menos um parâmetro controla a razão de decaimento deρ para0.

Segundo Isaaks e Srivastava (1989), sob a hipótese de estacionariedade de segunda or-

dem, o gráfico da função de covariância, a função de correlação e a função de semivariância

fornecem exatamente a mesma informação apresentados de umaforma levemente diferenciada.

O gráfico da função de correlação e a função de covariância tema mesma forma, sendo o gráfico

da função de correlação limitado por um valor máximo igual a um. O semivariograma tambem

tem a mesma forma do gráfico da função de covariância, exceto que é invertido; enquanto o

gráfico da função de covariância inicia a partir de um valor demáximoσ2 emδ = 0 e decresce

para zero, o semivariograma inicia em zero e cresce até um máximo σ2.

A existência de estacionariedade possibilita a repetição de um experimento mesmo que

as amostras sejam coletadas em pontos diferentes, pois as mesmas são consideradas perten-

centes a populações com o mesmo momento estatístico. Em alguns casos, a hipótese de esta-

cionariedade de segunda ordem pode não ser satisfeita para alguns fenômenos os quais tem uma

capacidade infinita de dispersão. Para tais situações uma hipótese menos restritiva, a hipótese

intrínseca, requer apenas a estacionariedade do semivariograma, sem nenhuma restrição quanto

a existência de variância finita. A hipótese intrínseca é na verdade, a mais frequente usada em

geoestatística, principalmente por ser menos restrita. É importante destacar que se um processo

estocásticoZ(s) é estacionário de ordemk (k ∈ R
∗
+), então também será estacionário de ordem

menor, desde que os primeiros momentos existam.

Um processo estocásticoZ(s) é intrínseco se:

a) E[Z(si)− Z(si + δ)] = 0;

b) E[(Z(si)− Z(si + δ))2] = 2γ(δ),

isto é, para todos ∈ D ⊂ R
d (d ≥ 1), o incrementoZ(si) − Z(si + δ) tem variância

finita, e não depende des para qualquerδ;

c) C(s, s+ δ) = C(δ),

C(s+ h, s+ δ) = C(δ − h)
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Não existe um método fácil de testar para qual tipo de estacionariedade os dados se

enquadram. Segundo Vieira (1996), semivariogramas que temum patamar claro e definido

provavelmente serão estacionários de segunda ordem. E segundo Schabenberger e Pierce (2002),

se as semivariânciasγ(δ) crescerem mais rapidamente do queδ2, tem-se indícios de que a va-

riável nao é intrinsicamente estacionária.

3.2.1 Modelos Teóricos

Os modelos teóricos mais utilizados em geoestatística paradefinir a estrutura de variabi-

lidade espacial, podem ser encontrados em Isaaks e Srivastava (1989), Cressie (1993), Webster e

Oliver (1998), Diggle e Ribeiro Jr (2007), entre outros. Estemodelos são divididos em modelos

não transitivos, que não possuem patamar e modelos transitivos, que possuem patamar, sendo

estes utilizados no desenvolvimento do trabalho. Os principais modelos transitivos são: es-

férico, exponencial, gaussiano, família Matérn e exponencial potência. De acordo com Jounel e

Huijbregts (1978), estes modelos consideram que a variávelem estudo possui um mesmo padrão

de continuidade espacial em todas as direções (isotropia),em consequência, o semivariograma

deve ter características estruturais parecidas em todas asdireções do espaço.

3.2.1.1 Modelo Esférico

O modelo esférico é válido emRd parad = 1, 2, 3. Apresenta crescimento rápido na

origem e atinge o patamar a2/3 do alcance. Sua função de semivariância tem expressão

γ0(δ) =























0, se δ = 0

ϕ1 + ϕ2

[

3

2

(

δ

ϕ3

)

− 1

2

(

δ

ϕ3

)3
]

, se 0 < δ ≤ ϕ3

ϕ1 + ϕ2, se δ > ϕ3.

A função de covariância dada por

C(δ) =























ϕ1 + ϕ2, se δ = 0

ϕ2

[

1− 3

2

(

δ

ϕ3

)

+
1

2

(

δ

ϕ3

)3
]

, se 0 < δ ≤ ϕ3,

0, se δ > ϕ3,

e sua função de correlação é expressa por

ρ(δ) =











1, se δ = 0

1− 3

2

(

δ

ϕ3

)

+
1

2

(

δ

ϕ3

)3

, se δ > 0.
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3.2.1.2 Modelo Exponencial

O modelo exponencial é válido emRd parad = 1, 2, 3 e tem função de semivariância

expressa por

γ0(δ) =











0, se δ = 0

ϕ1 + ϕ2

[

1− e

(

−δ
ϕ3

)

]

, se δ > 0.

Apresenta comportamento aproximadamente linear na origeme atinge o patamar as-

sintoticamente. O alcance prático para este modelo é dado por a = 3ϕ3. Segundo Isaaks e

Srivastava (1989), este modelo atinge o patamar assintoticamente, com alcance prático definido

como a distância na qual o valor do modelo é 95% do patamar. Suafunção de covariância

definida como

C(δ) =







ϕ1 + ϕ2, se δ = 0

ϕ2e

(

−δ
ϕ3

)

, se δ > 0,

e sua função de correlação é dada por

ρ(δ) =







1, se δ = 0

e

(

−δ
ϕ3

)

, se δ > 0.

3.2.1.3 Modelo Gaussiano

O que caracteriza o modelo gaussiano é seu comportamento parabólico na origem e é

utilizado para modelar fenômenos extremamente contínuos (Isaak e Srivastava, 1989). Atinge

o patamar assintoticamente e seu alcance prático éa =
√
3ϕ3. Assim como para o modelo

exponencial, é válido emRd parad = 1, 2, 3. Sua função de semivariância pode ser expressa

por

γ0(δ) =











0, se δ = 0

ϕ1 + ϕ2

[

1− e
−
(

δ
ϕ3

)2
]

, se δ > 0,

e sua função de covariância expressa por

C(δ) =











ϕ1 + ϕ2, se δ = 0

ϕ2

[

1− e
−
(

δ
ϕ3

)2
]

, se δ > 0.

A função de correlação é dada por

ρ(δ) =







1, se δ = 0

1− e
−
(

δ
ϕ3

)2

, se δ > 0.
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3.2.1.4 Modelo Exponencial Potência

O modelo exponencial potência tem função de semivariância expressa por

γ(δ) =

{

0, se δ = 0

ϕ1 + ϕ2

(

1− e−|δ/ϕ3|p
)

, se δ > 0.

0 < p ≤ 2 é o parâmetro de forma do modelo exponencial potência. A função de covariância é

dada por

C(δ),=

{

ϕ1 + ϕ2, se δ = 0

ϕ2e
−|δ/ϕ3|p , se δ > 0.

Para o modelo exponencial potência, a relação entre o alcance prático e o parâmetroϕ3

depende do valor do parâmetro de formap. Nota-se que quanto maior o valor dep, menor é o

valor do alcance. Por exemplo, o valor do alcance é aproximadamente8, 97ϕ3, 4, 69ϕ3, 3, 00ϕ3,

2, 08ϕ3 e 1, 74ϕ3 para a exponencial potência comp = 0, 5, p = 0, 7, p = 1, 0, p = 1, 5

e p = 2, 0, respectivamente. Sob um processo estocástico Gaussiano,a família de modelos

exponencial potência é contínua mas não diferenciável para0 < p < 2, somente infinitamente

diferenciável quandop = 2, o seu máximo valor legítimo, e neste caso é equivalente ao modelo

gaussiano.

O modelo exponencial potência tem como função de correlaçãoa expressão

ρ(δ) =
{

e

(

−
∣

∣

∣

δ
ϕ3

∣

∣

∣

p)

, se δ ≥ 0.

3.2.1.5 Modelo Família Matérn

Matérn (1986) apresentou uma função que ficou conhecida comofamília Matérn. Em

termos do modelo teórico do semivariograma, pode ser expressa por

γ0(δ) =











0, se δ = 0

ϕ1 + ϕ2

[

1− (2κ−1Γ(κ))
−1

(

δ

ϕ3

)κ

Kκ

(

δ

ϕ3

)]

, se δ > 0,

em queKκ é a função de Bessel modificada do terceiro tipo de ordemκ, sendoKκ(u) =
1
2

∫∞
0
xκ−1e−

1
2
u(x+ 1

x
)dx. Esta função é válida paraϕ3, κ > 0. Na Família Matérn, o parâmetrok,

chamado de ordem, é um parâmetro de forma que determina a suavização analítica do processo

subjacenteZ(s). Especificamente,Z(s) é [κ − 1] vezes diferenciável, em que[κ] denota o

menor inteiro maior ou igual aκ. Defini-se a função de covariância por
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C(δ) =











0, se δ = 0

ϕ2

[

(2κ−1Γ(κ))
−1

(

δ

ϕ3

)κ

Kκ

(

δ

ϕ3

)]

, se δ > 0.

O modelo exponencial pode ser visto como um caso particular do modelo família Matérn,

que coincidem quandoκ = 0, 5. Conforme aumenta-se o valor deκ, o comportamento deste

modelo assemelha-se ao do modelo gaussiano. Assim como paraa família de modelos exponen-

cial potência, a relação entre o alcance prático e o parâmetroϕ3 depende do valor do parâmetro

de formaκ. Mas ao contrário do que acontece para o modelo exponencial potência, para a

família Matérn, nota-se que aumentando o valor deκ, o valor dea/ϕ3 aumenta. Por exemplo,

o valor do alcance é aproximadamente3ϕ3, 3, 45ϕ3, 4, 00ϕ3, 4, 75ϕ3, 5, 37ϕ3 e 5, 92ϕ3 para a

família Matérn comκ = 0, 5, κ = 0, 7, κ = 1, 0, κ = 1, 5, κ = 2, 0 eκ = 2, 5, respectivamente.

A função de correlação é expressa por

ρ(δ) =











1, se δ = 0

(2κ−1Γ(κ))
−1

(

δ

ϕ3

)κ

Kκ

(

δ

ϕ3

)

, se δ > 0.

Os modelos apresentados devem ser suficientes para a modelagem geoestatística, em-

bora existam mais exemplos de modelos geoestatísticos comoo circular, Cauchy, wave, entre

outros. Modelos mais elaborados são difíceis de identificar, a menos que os dados disponíveis

sejam abundantes (Diggle e Ribeiro Jr, 2007). Geralmente, é aconselhável o uso do modelo

da família Matérn por sua flexibilidade, juntamente com a interpretação concreta do parâmetro

de formaκ como uma medida da diferenciabilidade do processo subjacenteZ(s). Pela dificul-

dade de identificar todos os parâmetros deste modelo empiricamente, usualmente fixa-se cada

valor deκ de acordo com o contexto da aplicação, ou escolhe-se entre umconjunto limitado de

valores deκ.

A Figura 3 mostra exemplos do comportamento da função de covariância. A Figura 3a

apresenta a função de covariância para os modelos esférico,exponencial, gaussiano, exponen-

cial potência(p = 1, 5) e Matérn(κ = 0, 7), em que nota-se que o modelo esférico é o que

apresenta menor alcance prático. Na Figura 3b pode ser verificado o comportamento da função

de covariância da família Matérn considerando diferentes valores deκ. Observa-se que fixando

o valor deϕ3 fixo e aumentando o valor deκ, o valor dea/ϕ3 também aumenta.
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Figura 3: Gráficos da função covariância (a) para diferentesmodelos e (b) para os modelos da
família Matérn para diferentes valores deκ.

3.3 Modelos Espaciais Lineares com Distribuição da Família de Contornos Elípticos

Sabe-se que modelos estatísticos permitem incorporar relações matemáticas existentes

entre dados e parâmetros de interesse. Portanto é importante o estudo de novos modelos que

possam levar em consideração as diversas características dos estudos de fenômenos cada vez

mais complexos. Os modelos espaciais lineares com distribuição da família de contornos elípti-

cos constituem uma alternativa muito atrativa para explicar a estrutura de variabilidade espacial,

além de ter a flexibilidade de estender a classe dos erros paraoutras distribuições além da nor-

mal, que podem acomodar melhor as observações atípicas.

Considere o que foi apresentado na Seção 3.2, isto é, considere{Z(s), s ∈ D} um pro-

cesso estocástico estacionário em queD ⊂ R
d e R

d é um espaço euclidianod-dimensional

(d ≥ 1). Suponha queZ tem função de distribuição de contorno elíptico,Z ∼ Eln(µ,Σ, g(u)),

em queµ = Xβ, X é uma matriz de modelon × p. Os parâmetros desconhecidos do mo-

delo, θ = (β⊤,ϕ⊤)⊤, comβ = (β1, . . . , βp)
⊤ e ϕ = (ϕ1, . . . , ϕq)

⊤ podem ser estimados

maximizando o logaritmo da função de verossimilhança que é dado por

L(θ) = −1

2
log |Σ|+ log(g(u)). (3.7)

em que a matriz escalaΣ = ϕ1In + ϕ3R(ϕ3), isto é, tem a estrutura de dependência espacial e

u = (Z−Xβ)⊤Σ−1(Z−Xβ).

Assumindo queg(.) é contínua e diferenciável, podem ser definidas as quantidades
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Vg(u) =
∂ log g(u)

∂u
=
g′(u)

g(u)
e V

′

g(u) =
∂Vg(u)
∂u

que dependem da distribuição de contorno elíptico com a qualse está trabalhando. A Tabela 3

mostra os valores de−2Vg(u) para algumas distribuições da família de contornos elípticos.

Tabela 3: Valores de−2Vg(u) para algumas distribuições de contornos elípticos.

Distribuição −2Vg(u)

Exponencial Potência λuλ−1 λ 6= 1/2

Normal 1

Logística I 2tanh(u/2)

Logística II u1/2tanh(u1/2/2)

Normal Contaminada f1(u)/f0(u)
*

t-Student generalizada(υ + n)/(γ + u) υ, γ > 0

t-Student (υ + n)/(υ + u) υ > 0

*fi(u) = 1− υ + υγn/2+ie(1−γ)u/2, i = 0, 1.

A quantidadev(θ) = −2Vg(u) pode ser interpretada como um peso. Sendog(u) uma

função decrescente, tem-se quev(θ) > 0 para a maioria dos modelos de contornos elípticos.

Segundo Osorio (2006), para as distribuiçõest-Student e exponencial potênciaλ < 1, v(θ) é

inversamente proporcional à distância de Mahalanobis. Assim, observações com distânciasu

grandes, receberão pesosv(θ) pequenos, e portanto o procedimento de estimação dos parâme-

tros tende a produzir estimativas mais robustas contra observações aberrantes do que o modelo

normal.

A função escore desempenha um papel importante em vários aspectos da inferência

estatística, como na formulação de uma estatística de testepara um teste localmente mais

poderoso, na aproximação do erro em uma estimativa de máximaverossimilhança (MV), em

demonstrar a suficiência assintótica de uma estimativa de máxima verossimilhança, na formu-

lação de intervalos de confiança, além de ser de grande importância na parte computacional no

cálculo das estimativas de máxima verossimilhança.

As funções escore paraθ = (β⊤,ϕ⊤)⊤ para os modelos espaciais lineares com dis-

tribuição da família de contornos elípticos são dadas por

U(β) =
∂L(θ)
∂β

= −2Vg(u)X
⊤Σ−1ǫ e

U(ϕ) =
∂L(θ)
∂ϕ

,
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com elementos

∂L(θ)
∂ϕj

= −1

2
tr

(

Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

)

− Vg(u)ǫ
⊤Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

Σ−1ǫ, j = 1, . . . , q,

em queǫ = Z − Xβ. No Apêndice B são apresentados os cálculos das derivadas
∂Σ

∂ϕj

para

diferentes modelos geoestatísticos.

Para as distribuições de contornos elípticos,β̂ tem forma fechada e é dado por

β̂ = (X⊤Σ̂
−1
X)−1X⊤Σ̂

−1
Z.

Mas,ϕ̂ não tem forma fechada e é encontrado mediante a maximização do logaritmo da função

de verossimilhança. Nota-se que a forma deβ̂ é a mesma para qualquer distribuição que

pertença a família de distribuições de contornos elípticos. Mais informações sobre a estimação

dos parâmetros por máxima verossimilhança podem ser encontrados na Seção 5.1.

3.3.1 Matriz de Informação Observada

A matriz de informação observada é definida porI(θ) = −L̈(θ) e deve ser avaliada em

θ = θ̂. Sua forma particionada pode ser encontrada a partir de−I(θ) = L̈(θ), sendo

L̈(θ) = L̈θθ =
∂2L(θ)
∂θ∂θ⊤ =





L̈ββ L̈βϕ

L̈ϕβ L̈ϕϕ



 (3.8)

e, usando resultados de diferenciação de matrizes obtem-separa os modelos espaciais com dis-

tribuição da família de contornos elípticos que

L̈ββ =
∂2L(θ)
∂β∂β⊤ = 2X⊤Σ−1

(

Vg(u)Σ+ 2V
′

g(u)ǫǫ
⊤
)

Σ−1X,

L̈βϕ =
∂2L(θ)
∂β∂ϕ⊤ ,

com elementos

∂2L(θ)
∂β∂ϕj

= 2X⊤Σ−1

(

V
′

g(u)ǫǫ
⊤Σ

∂Σ

∂ϕj

+ Vg(u)
∂Σ

∂ϕj

)

Σ−1ǫ, paraj = 1, . . . , q,

L̈ϕβ = L̈⊤
βϕ

,

L̈ϕϕ =
∂2L(θ)
∂ϕ∂ϕ⊤ ,

com elementos
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∂2L(θ)
∂ϕi∂ϕj

=
1

2
tr

[

Σ−1

(

∂Σ

∂ϕi

Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

− ∂2Σ

∂ϕi∂ϕj

)]

+ ǫ⊤Σ−1

[

V
′

g(u)

∂Σ

∂ϕj

Σ−1ǫǫ⊤Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

+ Vg(u)

(

∂Σ

∂ϕi

Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

− ∂2Σ

∂ϕi∂ϕj

+
∂Σ

∂ϕj

Σ−1 ∂Σ

∂ϕi

)]

Σ−1ǫ, paraj = 1, . . . , q.

Para este estudo que considera a estrutura de variabilidadeespacial apresentada em (3.2),

tem-se queq = 3.

3.3.2 Erro Padrão das Estimativas dos Parâmetros

Os erros padrões assintóticos podem ser calculados a partirda matriz de informação de

Fisher(K(θ)), a qual tem forma bloco diagonal (Langeet al.,1989; Mitchell, 1989).

A matriz de informação esperada é dada por

K(θ) = E[I(θ)] =





E[−̈Lββ] E[−L̈βϕ]

E[−̈Lϕβ] E[−L̈ϕϕ]



 =

(

K(β) 0

0 K(ϕ)

)

,

em que

K(β) =
4dg
n

X⊤Σ−1X,

e o elemento(i, j) da matrizK(ϕ) é dado por

kij(ϕ) =
bij
4

(

4fg
n(n+ 2)

− 1

)

+
2fg

n(n+ 2)
tr

(

Σ−1 ∂Σ

∂ϕi

Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

)

,

em quedg = E[V 2
g(U)U ], fg = E[V 2

g(U)U
2], comU = ||Z||2, Z ∼ Eln(0, In; g(u)) e bij =

tr
(

Σ−1 ∂Σ
∂ϕi

)

tr
(

Σ−1 ∂Σ
∂ϕj

)

. Para algumas distribuições de contorno elíptico é possível obter

expressões fechadas das esperançasdg efg. A seguir são apresentadas as expressões dedg efg

para a distribuiçãot-Student, exponencial potência e normal.

• t-Student,Z ∼ tn(µ,Σ, υ)

dg =
n

4

υ + n

υ + n+ 2
e fg =

n(n+ 2)

4

υ + n

υ + n+ 2
.

• Exponencial Potência,Z ∼ PEn(µ,Σ, λ)

dg =
λ2

21/λ
Γ(n−2

2λ
+ 2)

Γ( n
2λ
)

e fg =
n(n+ 2λ)

4
.

• Normal,Z ∼ Nn(µ,Σ)

dg =
n

4
e fg =

n(n+ 2)

4
.

Para obter as expressões dedg e fg da distribuição normal, pode-se usar a expressão da

exponencial potência quandoυ = 1. Ainda, para a distribuição normal, a variância do
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processo é equivalente aC(0) = ϕ1 + ϕ2, a qual coincide com o patamar dos modelos.

3.4 Krigagem

Uma etapa importante em geoestatística para a descrição e análise da variabilidade espa-

cial de uma variável de interesse é a construção de mapas temáticos desta variabilidade espacial.

A construção dos mesmos pode ser feita por meio de métodos de interpolação geoestatísticos. A

interpolação é um procedimento de estimação do valor de um atributo em locais não amostrados

com base em pontos amostrados na mesma área ou região. Uma interpolação espacial converte

dados de observações pontuais em campos contínuos e produz padrões espaciais que podem ser

comparados com outras entidades espaciais contínuas.

A predição geoestatística difere da estimativa clássica emum detalhe importante: ela

se baseia em modelos espaciais, enquanto os métodos clássicos não. Em estudos para dados

espaciais, uma medida de predição para obter valores para a variável regionalizada em pontos

não-amostrados é a krigagem. Termo este criado por G. Matheron em reconhecimento ao tra-

balho do engenheiro de minas D. G. Krige (Krige, 1951). Landim (2000), ao comparar e avaliar

as técnicas de interpolação, classificou a krigagem como sendo o melhor método, por ser um

método que oferece estimativas lineares, não viciadas e pelos erros de estimação apresentarem-

se com variância mínima. A krigagem é um estimador BLUE -best linear unviased estimator

- melhor estimador linear não viesado. Esta técnica atribuios pesos às diferentes amostras

baseando-se na estimação dos parâmetros obtidos pela modelagem da variabilidade espacial,

portanto é especificamente desenvolvida para a geoestatística.

Segundo Assunção (2001), “Mapas por si mesmos não são úteis ao menos que pos-

samos descrevê-los, compará-los e interpretá-los.” Portanto, é importante utilizar técnicas que

forneçam um mapa mais próximo da realidade possível. De acordo com Melloet al. (2005),

a função semivariância é importante na interpolação de valores por krigagem, obtendo erros

mínimos na interpolação e viabilizando a construção de mapas temáticos de superfície.

3.4.1 Krigagem Ordinária

De acordo com Journel (1989) e Câmara e Medeiros (1998), a krigagem ordinária é

baseada na idéia de regressão linear, em que a predição de um valor desconhecidoZ(s0) é

obtida pela combinação linear den valores conhecidosZ(si) adicionada a um parâmetroλ0,

pelo preditor

Ẑ(s0) = λ0 +
n
∑

i=1

λiZ(si), (3.9)

em queẐ(s0) é o valor predito na posição não amostradas0, λi são os pesos, os quais são

baseados nas distâncias entre os pontos vizinhos ao ponto predito e também na distância entre
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estes, eZ(si) são os valores conhecidos da variável nos locais amostrados.

Segundo Schabenberger e Pierce (2002), deseja-se um preditor não tendencioso, no sen-

tido de que:

E[Z(s0)− Ẑ(s0)] = 0 ⇒ E[Z(s0)] = E[Ẑ(s0)].

Como em krigagem ordinária assume-se queE[Z(si)] = m (constante) tanto parai =

1, . . . , n quanto para valores obtidos em localizações não amostradass0, obtem-se

E[Z(s0)] = E[λ0 +
n
∑

i=1

λiZ(si)] ⇒ m = λ0 +
n
∑

i=1

λim,

sendo satisfeita, se e somente se,

λ0 = 0 e
n
∑

i=1

λi = 1. (3.10)

Entao, a Equação (3.9) pode ser expressa por

Ẑ(s0) =
n
∑

i=1

λiZ(si).

Considerando
n
∑

i=1

λi = 1, espera-se que o erro quadrático médio de predição, também

chamado de variância do erro, descrito na Equação (3.11) seja mínimo.

Var[Ẑ(s0)− Z(s0)] = E[(Ẑ(s0)− Z(s0))
2]−

{

E[Ẑ(s0)− Z(s0)]
}2

. (3.11)

Na Equação (3.11), o primeiro termo corresponde ao erro quadrático médio e o segundo

termo corresponde ao viés. Como o preditor da krigagem é não tendencioso, tem-se que viés é

igual a zero e a variância do erro pode ser escrita como

Var[Ẑ(s0)− Z(s0)] = E[(Ẑ(s0)− Z(s0))
2].

Como pode ser encontrado em Isaaks e Srivastava (1989) e em Sherman (2011), chega-

se na expressão

E[(Ẑ(s0)− Z(s0))
2] = 2

n
∑

i=1

λiγ(δi0)−
n
∑

i=1

n
∑

j=1

λiλjγ(sij). (3.12)

Como minimizar a a expressão da Equação (3.12) é extremamentedifícil (Isaaks e Sri-

vastava, 1989), deve-se usar o multiplicador de Lagrange (α), para transformar o problema de

minimização com restrição em um problema de minimização semrestrição. Desenvolvendo a

expressão resultante e minimizando-a em relação aλi, tem-se que os pesos são então obtidos a
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partir do sistema de equações chamado de sistema de krigagemordinária dado por



















n
∑

i=1

λiγij + α = γi0

n
∑

i=1

λi = 1,

comγij = γ(sij), sendosij = ||si − sj||. O sistema de krigagem ordinária pode ser escrito em

forma matricial como:

γλ = A

com solução

λ = γ−1A (3.13)

em que

γ =





















γ(s11) γ(s12) . . . γ(snn) 1

γ(s21) γ(s22) . . . γ(s2n) 1
...

...
.. .

...
...

γ(sn1) γ(sn2) . . . γ(snn) 1

1 1 . . . 1 0





















,A =





















γ(s10)

γ(s20)
...

γ(sn0)

1





















eλ =





















λ1

λ2
...

λn

α





















.

A partir de (3.13), os coficientesλ = (λ1, . . . , λn)
⊤ são dados por

λ⊤ =

(

γ + 1
1− 1⊤A−1γ

1⊤A−11

)

A−1

e

α = −
(

1− 1⊤A−1γ

1⊤A−11

)

.

Além de fazer predições do valor da variável regionalizada em um ponto, a krigagem

possibilita associar a essa predição, uma medida de precisão ou confiabilidade da predição,

denominada variância da krigagem, que de acordo com Cressie (1993) é dada por

σ2
0 =

n
∑

i=1

λiγi0 + α.

ou ainda, em termos função de covariância é dada por

σ2
0 = C(0)− λ⊤C0 + α

em queλ⊤ eα passam a ser dados por
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λ⊤ =

(

C0 + 1
1− 1⊤Σ−1C0

1⊤Σ−11

)

Σ−1 e α = −
(

1− 1⊤Σ−1c

1⊤Σ−11

)

.

Aqui, C0 = (C(δ10), . . . , C(δn0))
⊤.

Segundo Vieira (1998), quanto maior for a diferença entre o efeito pepita e o patamar no

semivariograma, maior será a continuidade espacial e a confiança que se pode ter na estimativa,

consequentemente, menor será a variância da estimativa. A variância da krigagem, assim como

seu interpolador, depende apenas das localizações dos pontos amostrados e das semivariâncias.

Assim, a variância será máxima em locais mais distantes de valores medidos em relação ao

local de predição.

3.4.2 Krigagem Universal

A krigagem universal é também um interpolador linear uniformemente não viesado, uti-

lizado para predizer o valor deZ em locaiss0 não amostrados. As diferentes formas de tratar

µ(s) caracterizam diferentes métodos de Krigagem. Na krigagem ordinária, esse termo é uma

constante simples desconhecida enquanto que na tendência krigagem universal varia (por ex-

emplo, pode ser uma tendência polinomial de segunda ordem) eos coeficientes da equação de

regressão que descreve esta tendência são desconhecidos. Em outras palavras, a krigagem or-

dinária assume a média é um valor determinístico desconhecido, enquanto a krigagem universal

usa uma função para estimar a média e utiliza coeficientes diferentes para cada ponto em que

a predição é feita,µ(s) é algumafunçãodetermínistica. Ou ainda pode-se dizer que krigagem

ordinária é usada quando a suposição de estacionariedade desegunda ordem é satisfeita, em

que se tem a média é constante para todos os valores e na krigagem universal já não se assume

mais que a média é constante.

Métodos geoestatísticos para interpolação Krigagem universal começam justamente com

este reconhecimento de que a variação espacial de qualquer atributo contínuo é muitas vezes de-

masiado irregular para ser modelado por uma simples função suave matemática. Muitas vezes,

a média da variável regionalizada não é constante em toda a área de estudo e toda a variável é

dita ser não-estacionários. Uma variável não-estacionária regionalizada pode ser considerado

como tendo dois componentes (Davis, 1973):

• drift que consiste no valor médio ou esperado da variável regionalizada;

• o resíduo sendo a diferença entre as medidas reais e odrift.

Ao invés de remover a variação lenta de antemão, subtraindo atendência local oudrift

a partir dos dados, pode-se usar o método de krigagem universal.

Em krigagem ordinária considera-seE([Z(s)]) = µ constante. Em krigagem universal

a média é uma função do local das coordenadas. Então,µ(s) na Equação (3.1) passa a ser
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µ(s) =

p
∑

k=1

βkfk(s)

em queβk é a tendência local oudrift dos coeficientes,fk(s) são funções do local das coorde-

nadas (equações de tendência), es ∈ D ⊂ R
d (d ≥ 1).

O valor estimado ems0 é obtidos por:

Ẑ(s0)−
p
∑

k=1

βkfk(s) =
n
∑

u=1

λu

[

Z(su)−
p
∑

k=1

βkfk(su)

]

,

isto é,

Ẑ(s0) = −
n
∑

u=1

λuZ(su) +

p
∑

k=1

βk

[

fk(s0)−
n
∑

u=1

λufk(su)

]

.

Para se calcular os coeficientes e derivarβk por meio do estimador (3.4.2) é imposta a

seguinte restrição

n
∑

u=1

λufk(su) = fk(s0), k = 1, . . . , p.

Este interpolador visa obter valores para a variável regionalizada em pontos não amostra-

dos, para a construção de mapas temáticos. Para uma tendência simples a krigagem universal

se reduz a krigagem ordinária (Christensenet al.,1993 e Renard, 1998).

Em situações como por exemplo, quando se trabalha com covariáveis, a krigagem or-

dinária não é mais viável, pois a média deixa de ser constante, então a krigagem universal é um

interpolador ideal para ser utilizado.

3.5 Critérios de Validação do Modelo

Os métodos de validação dos modelos comparam os valores empíricos obtidos na amos-

tragem com os valores teóricos do modelo espacial escolhido. Os pricipais critérios para vali-

dação do modelo são a validação cruzada e o máximo valor do logaritmo da função de verossi-

milhança(LMV ). Estas técnicas ajudam a escolher um entre os diferentes modelos, baseando-

se na análise dos erros de estimação. Os resíduos da validação dos modelos têm importantes

informações e um estudo minuncioso da sua distribuição podecaracterizar problemas no pro-

cedimento da estimação dos parâmetros.

3.5.1 Validação Cruzada

O critério de validação cruzada, segundo Isaaks e Srivastava (1989), é uma técnica de

avaliação de erros de estimativas que permite comparar os valores estimados com os amostra-

dos. Os valores da amostra em certa localizaçãoZ(si), um a um, é temporariamente descartado
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do conjunto de dados e estima-se por krigagem, o valor nesta localizaçãoẐ(s(i)) é utilizando-se

dos demais valores conhecidos. Compara-se o valor estimado com o valor coletado e repete-se

este procedimento para todos os valores da amostra disponíveis. As características dos erros de

estimação, além de indicar a qualidade do ajuste, indicam também a avaliação de estacionarie-

dade e do peso da presença de dados atípicos.

O erro médio por validação cruzada(EM) é obtido da Equação (3.14),

EM =
1

n

n
∑

i=1

(

Z(si)− Ẑ(s(i))
)

(3.14)

em quen é o número de dados;Z(si), valor observado no pontosi; e Ẑ(s(i)), valor predito

por krigagem no pontosi, sem considerar a observaçãoZ(si). Mcbratney e Webster (1986) e

Cressie (1993) apresentam erro médio reduzidoER, desvio padrão dos erros médios(SEM),

desvio-padrão dos erros reduzidos(SER) e do erro absoluto(EA), como instrumento para

avaliar modelos. O erro médio reduzido é definido pela equação (3.15):

ER =
1

n

n
∑

i=1

(

Z(si)− Ẑ(s(i))
)

σ(Ẑ(s(i)))
(3.15)

em que,σ(Ẑ(s(i))) é o desvio padrão da krigagem no pontosi, sem considerar a observação

Z(si). O desvio padrão dos erros reduzidos é denotado por(SER).

Aplicando-se a condição de não tendenciosidade, o valor populacional para o erro médio

reduzido deve ser zero e o do desvio padrão do erro reduzido igual a 1, de acordo com Mcbrat-

ney eWebster (1986), Cressie (1993), Melloet al. (2005) e Faracoet al. (2008). Assim, para

a escolha do melhor modelo ajustado o interesse está no valordeEM e ER mais próximos

de zero, no menorSEM e no valor deSER mais próximo de um. Conhecendo o conjunto de

valores medidos e preditos por krigagemZ(si) e Ẑ(s(i)), respectivamente, é possível definir o

erro absoluto(EA) na unidade da variável estudada, pela equação (3.16):

EA =
n
∑

i=1

∣

∣

∣Z(si)− Ẑ(s(i))
∣

∣

∣ (3.16)

O erro absoluto é a magnitude da diferença entre o valor real eo estimado, é uma me-

dida da magnitude dos erros na unidade da variável, e o interesse está no modelo ajustado que

apresentar menor valor paraEA.

3.5.2 Máximo valor do logaritmo da função de verossimilhança

O interesse está no vetorθ̂ que faz a probabilidade de obter-se a amostra já obtida a

maior possível, ou seja, encontrar oθ̂ que maximize a funcao de verossimilhança. Na maio-

ria dos casos é mais simples maximizar o logaritmo natural dafunção de verossimilhança

(logL(θ)), que produz os mesmos resultados da maximização da função original. Portanto,
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escolhe-se o modelo que apresentar o maior valor para o maximo valor do logaritmo da função

de verossimilhança (LMV ).
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4 DIAGNÓSTICOS DE INFLUÊNCIA

Uma importante etapa na análise de um ajuste é a verificação depossíveis afastamen-

tos das suposições feitas para o modelo, bem como a existência de observações atípicas que

causam interferência desproporcional nos resultados. Existem diferentes métodos para avaliar

a influência de perturbações em um conjunto de dados e no modelo dado os parâmetros esti-

mados. Existem algumas maneiras para avaliar a influência deperturbações nos dados e nos

modelos estatísticos.

A deleção de pontos é uma técnica muito conhecida para avaliar o impacto da retirada

de uma observação particular nas estimativas dos parâmetros. Originalmente desenvolvida para

modelos normais lineares, a distância de Cook (1987) foi rapidamente assimilada e estendida

para diversas classes de modelos. Um problema que pode ocorrer com a deleção individual de

pontos é o que se denominamasking effectou seja, deixar de detectar pontos conjuntamente

discrepantes. Para isto, existe alguns procedimentos de retirada múltipla de pontos, mas que

são menos populares em virtude do custo computacional envolvido. Trabalhos em diagnóstico

de influência por meio da elimininação de pontos podem ser vistos em Belsleyet al. (1980),

Cook e Weisberg (1982) e Chatterjee e Hadi (1988).

Uma proposta muito interessante na área de diagnósticos foiapresentada por Cook

(1986), conhecida como influência local, consiste em avaliar a robustez das estimativas dos

parâmetros mediante pequenas perturbações aplicada no modelo ou nos dados, ao invés da

avaliação pela retirada individual ou conjunta de pontos.

4.1 Influência Local

O método de influência local proposto por Cook (1986) é um dos mais utilizados em

diagnóstico, e verifica a existência de pontos que sob pequenas perturbações no modelo causam

variações desproporcionais nos resultados. Esta metodologia não exige a eliminação de obser-

vações e permite avaliar a influência conjunta de todos os pontos. Por exemplo, se o interese é

estudar a influência local no ajuste, a sugestão de Cook é perturbar as covariáveis ou a variá-

vel resposta e utilizar alguma medida adequada para quantificar a influência das observações.

Por outro lado, se o interesse é estudar pontos que interferem principalmente na modelagem da

estrutura de escala assim como indicar aqueles pontos influentes na estimação dos parâmetros,

sugere-se perturbar a matriz escala. Resultados sobre influência local e aplicações em modelos

de regressão linear e modelos mistos podem ser encontrados em Beckmanet al. (1987), Galea

et al. (1997, 2003, 2005), Lesaffre e Verbeke (1998), Liu (2000, 2002) e Díaz-Garcíaet al.
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(2003).

SejaL(θ) o logaritmo da função de verossimilhança em queθ ∈ R
p+q é um vetor

que contém os parâmetros do modelo. SejaL(θ|ω) o logaritmo da função verossimilhança

perturbada, em queω = (ω1, . . . , ωn)
T é o vetor de perturbações,ω ∈ Ω ⊂ R

n. Existeω0

(vetor de perturbação) tal queL(θ|ω0) = L(θ).
Para avaliar os efeitos das perturbações nas estimativas fornecidas pelo modelo, Cook

(1986) sugere estudar o comportamento do afastamento da verossimilhança definido por

LD(ω) = 2{L(θ̂)− L(θ̂|ω)}

em queLD(ω) ≥ 0 e θ̂ e θ̂ω são as estimativas de máxima verossimilhança dos modelos não

perturbadoL(θ) e perturbadoL(θ|ω), respectivamente. Em particular,LD(ω0) = 0.

Segundo Cook (1987) o sentido da distância entreθ̂ e θ̂ω, baseado emLD(ω), pode

depender da concavidade do logaritmo da função de verossimilhança, de maneira que seL(θ)
é suficientemente achatada, pode-se dizer queθ̂ e θ̂ω estão próximos entre si, enquanto que se

L(θ) for suficientemente concentrada em torno deθ̂, estas estimativas podem estar distantes

entre si.

A idéia de influência local é estudar o comportamento da função LD(ω) numa vizi-

nhança deω0. Para tanto, considera-se a superfície geométrica(n + 1)-dimensional formada

pelos valores do vetor

α(ω) =

[

ω

LD(ω)

]

quandoω varia emΩ. Essa superfície é denominada gráfico de influência.

O estudo de influência local consiste em analisar como a superfície α(ω) desvia-se do

seu plano tangente(T0) emω0(T0). Essa análise pode ser feita estudando-se as curvaturas das

seções normais da superfícieα(ω) emω0, chamadas de curvaturas normais, que são interseções

deα(ω) com planos contendo o vetor normal com seu plano tangente emω0, ver Figura 4.
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Figura 4: Gráfico de Influência (Verbeke e Molenberghs, 2000).

A intersecção entre a seção normal e o plano tangente é denominada linha projetada,

que pode ser obtida por meio do gráfico deLD(ω0 + al) versusa, a ∈ R. A curvatura normal

da linha projetada, denotada porCl, é definida como sendo a curvatura de(a, LD{ω(a)}) em

a = 0, em queω(a) = ω0 + al, ou seja,Cl é a curvatura normal da superfícieα(ω) emω0 e na

direção unitárial.

Após manipulações algébricas Cook (1986) mostra que a curvatura normal na direção

unitárial fica dada por

Cl(θ) = 2|l⊤F̈l|,

em que

F̈ =
∂2L(θ̂ω)

∂ω∂ω⊤

∣

∣

∣

∣

∣

ω=ω0

.

Em notação matricial pode-se escrever

F̈ = J⊤L̈ ˆθ ˆθ
J, (4.1)

em queJ é uma matrizp × n cujos elementos são dados porJij =
∂L(θ̂iω)

∂ωj

∣

∣

∣

ω=ω0

, sendoθ̂iω

a i-ésima componente do vetorθ̂ω, enquanto quëL ˆθ ˆθ
é a matriz de informação observada

definida em (3.8), avaliada em̂θ eω0.

Usando o fato de quêθω é um ponto de máximo local do logaritmo da função de verossi-

milhança perturbadaL(θ|ω), usando a simetria da matriz̈L ˆθ ˆθ
e após manipulações algébricas,

segue-se que

J = −L̈−1
ˆθ ˆθ

∆.

∆ é uma matriz(p+ q)× n com elementos∆ij =
∂2L(θ|ω)
∂θj∂ωi

.
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SubstituindoJ na equação (4.1) obtém-se

F̈ = J⊤L̈−1
ˆθ ˆθ

J

= (−∆⊤L̈−1
ˆθ ˆθ

)L̈ ˆθ ˆθ
(−L̈−1

ˆθ ˆθ
∆)

= ∆⊤L̈−1
ˆθ ˆθ

∆.

(4.2)

Desta forma, a curvatura normal da superfícieα(ω), na direção de um vetor unitáriol, é dada

por

Cl(θ) = 2|l⊤∆⊤L̈−1
ˆθ ˆθ

∆l|, (4.3)

em que||l|| = 1. Os componentes individuais de (4.3) são muitas vezes simples de obter

uma vez que o esquema de perturbação foi definido. Segundo Cook(1986), existem diversas

maneiras onde (4.3) pode ser utilizada para estudarα(ω) na prática. Os extremosCmax =

maxCl eCmin = minCl, paral = 1, . . . , n, são duas possibilidades. Claramente,Cmax eCmin

correspondem ao máximo e mínimo valor absoluto dos autovalores deF̈ em (4.2). O interesse

particular está na direção que produz maior influência local. A máxima curvaturaCmax, que é

o maior autovalor absoluto de2F̈, eLmax, o vetor correspondente a essa direção, geralmente

são utilizados para identificar observações localmente influentes. Com o vetorLmax é possível

identificar os fatores mais influentes para o esquema de perturbação em análise.

O gráfico dos elementos|Lmax| versusi (ordem dos dados) pode revelar qual o tipo de

perturbação que tem maior inlfuência emLD(ω), na vizinhança deω0 (Cook, 1986). Ainda

considerando-seCi = 2 ∗ |fii|, em quefii são os elementos da diagonal principal da matrizF̈,

pode-se usar o gráfico deCi versusi (ordem dos dados) para avaliar a existência de observações

influentes.

Fung e Kwan (1997) apresentam uma interessante discussão sobre a aplicação de in-

fluência local para outras medidas de influência diferentes do afastamento da verossimilhança.

A fórmula geral para a curvatura da normal (Cook, 1986) é

Cl =

∣

∣

∣

∣

∣

l⊤Γ̈l

(1 + Γ̇⊤Γ̇)l⊤(I+ Γ̇Γ̇⊤)l

∣

∣

∣

∣

∣

, (4.4)

em queΓ̇ = ∂T̂ω/∂ω|ω=ω0, Γ̈ = ∂2T̂ω/∂ωω
⊤|ω=ω0 e T̂ω é a função objeto avaliada sob o modelo

perturbado.

Fung e Kwan (1997) mostraram que uma medida de influência,T̂ω, é invariante de

escala sėΓ = ∂T̂ω/∂ω|ω=ω0 = 0. Quando esta derivada é diferente de zero a ordem entre os

componentes deLmax não é necessariamente preservada sob mudanças de escala. Emparticular,

para o afastamento do logaritmo da função de verossimilhança tem-sėΓ = ∂LD(ω)/∂ω|ω=ω0 =

0, portanto é uma medida de influência invariante com mudançasde escala nos dados. Esta
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propriedade segue também, por exemplo, para as medidas de influência propostas por Cook e

Thomas (1990) e Paula (1993), porém ela não vale para outras medidas de influência discutidas

por Fung e Kwan (1997).

4.1.1 Influência Local em Modelos Espaciais Lineares com Distribuição da Família de
Contornos Elípticos

Nos estudos geoestatísticos, também é fundamental que sejafeito um estudo sobre a

robustez dos resultados obtidos com o ajuste de um modelo, principalmente no que se trata

da formulação e estimativas dos parâmetros. Um dos principais motivos de estudar influência

local em modelos espaciais lineares com distribuição da família de contornos elípticos vem do

fato de que, apesar da classe elíptica envolver várias de distribuições com caudas mais pesadas

do que a normal, podendo acomodar melhor as observações atípicas, ainda assim, os modelos

podem sofrer efeito de observações influentes, havendo então a necessidade de realizar estudos

de sensibilidade nesta classe. Esses procedimentos tambémpermitem selecionar modelos den-

tro da classe elíptica que se comportam adequadamente de acordo com o tipo de perturbação

considerada. Galeaet al. (2003) apresentaram estudos de influência local em modelos elípticos

lineares, Liu (2002) e Díaz-Garcíaet al. (2003) discutiram diagnósticos de influência em mo-

delos de contornos elípticos lineares multivariados, Osório et al. (2007) avaliaram a curvatura

de influência local sobre vários esquemas de perturbação para modelos lineares elípticos com

estrutura longitudinal, Riquelmeet al. (2011) estudaram diagnósticos de influência local do

coeficiente de variação das distribuições de contornos elípticos.

Existem alguns trabalhos na literatura sobre diagnósticosde influência em modelos es-

paciais lineares. Diamond e Armstrong (1984) e Warnes (1986) observaram a sensibilidade de

predições para perturbações na função de covariância. Christensenet al. (1992) examinaram

diagnósticos com a deleção de pontos para a predição baseadaem krigagem universal, enquanto

Christensenet al. (1993) consideraram diagnósticos com a deleção de pontos para estimati-

vas dos parâmetros da função de covariância pelo método de máxima verossimilhança restrita.

Militino et al. (2004) exploraram dois diferentes métodos para detectar pontos influentes, que

envolve a eliminação de observações. Borssoiet al. (2011a, 2011b) e Uribe-Opazoet al. (2012)

utilizaram técnicas de diagnóstico para avaliar a sensibilidade dos estimadores de máxima ve-

rossimilhança, das funções de covariância e do preditor linear sob pequenas perturbações nos

dados e/ou no modelo espacial linear com distribuição normal.

Considere{Z(s), s ∈ D} um processo estocástico estacionário e queZ tem função de

distribuição de contorno elíptico,Z ∼ Eln(µ,Σ, g(u)), sendoµ o parâmetro de locação eΣ a

matriz escala definidos em (3.2) (3.2), respectivamente.

O logaritmo da função de verossimilhança para o modelo não perturbado é dado por
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L(θ) = −1

2
log|Σ|+ log (g(u))

em queu = (Z − Xβ)⊤Σ−1(Z − Xβ). A matriz de informação observadaI(θ) = −L̈(θ) é

dada em (3.8).

O logaritmo da função de verossimilhança perturbadaL(θ|ω) depende da perturbação

em estudo. Considerando a perturbação na variável resposta,é dado em (4.5) por

L(θ|ω) = −1

2
log|Σ|+ log (g(uω)) (4.5)

em queuω = (Zω − Xβ)⊤Σ−1(Zω − Xβ) e Zω pode assumir diferentes formas. Nesta

dissertação são considerados dois diferentes esquemas de perturbação da variável resposta,

Zω = Z+ω (Esquema 1), conhecido como perturbação aditiva da resposta eZω = Z+Σ−1/2ω

(Esquema 2) proposto por Zhuet. al (2007) e denominado esquema de perturbação de Zhu.

A seguir, são apresentadas algumas técnicas em análises de diagnósticos: influência

local na resposta considerando a perturbação aditiva, influência local na resposta considerando

a perturbação de Zhu, influência local na matriz de covariâncias e no preditor linear, e a alavanca

generalizada.

4.1.2 Influência Local na Resposta

4.1.2.1 Perturbação Aditiva

Seja o logaritmo da função de verossimilhança perturbada dado por

L(θ|ω) = −1

2
log|Σ|+ log (g(uω))

em queuω = (Zω − Xβ)⊤Σ−1(Zω − Xβ) eZω = Z + ω comω = (ω1, . . . , ωn)
⊤ vetor de

perturbação das respostas pertencente a um espaço de perturbaçõesΩ (ω ∈ Ω).

Para estudar o comportamento deLD(ω) em torno deω0, utilizando a curvatura normal

Cl LD(ω) em ω0 na direção de algum vetor unitáriol, dada na Equação (4.3), é necessário

conhecer os valores da matriz de informação observada avaliada emθ = θ̂ (ver seção 3.3.1), e

os valores da matriz∆, os quais dependem do tipo de perturbação em estudo.

A matriz∆ considerando a perturbação aditiva da resposta é dada por (ver Anexo C)

∆β =
∂2L(θ|ω)
∂β∂ω⊤

∆β = −2X⊤Σ−1
(

Vg(uω)Σ+ 2V
′

g(uω)
ǫωǫ

⊤
ω

)

Σ−1

e∆ϕ =
∂2L(θ|ω)
∂ϕ∂ω⊤

tem elementos,
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∆ϕj
= −2ǫ⊤ωΣ

−1∂Σ

ϕj

Σ−1
(

V
′

g(uω)
ǫωǫ

⊤
ωΣ

−1 + Vg(uω)In

)

j = 1, . . . , q.

As derivadas de primeira e segunda ordem da matriz de escalaΣ, para o caso particular

comq = 3, isto é, para o caso de se considerar a forma paramétrica da matriz escala dada em

(3.2), são apresentadas no Apêndice B.

ComoLmax1 é o maior autovetor associado ao maior autovalor da matrizF̈, apresentada

na Equação (4.2), pode-se avaliar a existência de observações influentes por meio do gráfico dos

elementos|Lmax|1 versusi (ordem dos dados). Ou ainda, quandoCmax não for muito maior que

o segundo autovalor, pode ser informativo olhar também os componentes do segundo maior au-

tovetor associado ao segundo maior autovalor da matrizF̈, denominadoLmax2, e então utilizar

o gráfico dos elementos|Lmax|2 versusi (ordem dos dados) (Paula, 2010). Considerando-se

Ci = 2 ∗ |fii|, em quefii são os elementos da diagonal principal da matrizF̈, pode-se usar o

gráfico deCi versusi (ordem dos dados) para avaliar a existência de observações influentes.

4.1.2.2 Perturbação de Zhu

Considere o logaritmo da função de verossimilhança perturbada dado por

L(θ|ω) = −1

2
log|Σ|+ log (g(uω))

em queuω = (Zω − Xβ)⊤Σ−1(Zω − Xβ) e neste caso,Zω = Z + Σ−1/2ω com ω =

(ω1, . . . , ωn)
⊤ vetor de perturbação das respostas pertencente a um espaço de perturbaçõesΩ

(ω ∈ Ω).

A matriz∆ considerando a perturbação de Zhu é dada por (ver Anexo C)

∆β = −2X⊤Σ−1[Vg(uω)I+ 2V
′

g(uω)
ǫωǫ

⊤
ωΣ

−1]Σ−1/2

e∆ϕ tem elementos:

∆ϕj
= −2ǫ⊤ωΣ

−1

[

V
′

g(uω)

∂Σ

∂ϕj

Σ−1ǫωǫ
⊤
ωΣ

−1 + Vg(uω)

(

∂Σ

∂ϕj

Σ−1 +Σ−1/2∂Σ
1/2

∂ϕj

)]

Σ−1/2

4.1.3 Influência Local na Matriz de Covariância

Da mesma que Cook (1986), Cadigan e Farrell (2002) estudaram o comportamento local

de gráficos influência formados a partir de perturbações paraos componentes do modelo. No

entanto, segundo os próprios autores, os diagnósticos que eles desenvolveram são mais gerais e

permite concentrar as análises de influência sobre resultados importantes, produzindo diagnós-

ticos que sejam interessantes aos profissionais.
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A influência local da matriz de covariância avalia a influência de observações em deter-

minar a estrutura do modelo que define a variabilidade espacial. A função de covariânciaC(δ)

depende do vetor de parâmetrosθ, e para uma distânciaδ fixa, denota-seCδ(θ). Segundo Cadi-

gan e Farrell (2002), a sensibilidade das estimativas de máxima verossimilhança, dadosCδ(θ),

pode ser feita utilizando a direção de máxima inclinação.

A influência local de primeira ordem que depende da perturbação em estudo, pode ser

medida usando a inclinação na direçãol, denotada comoS(l), do gráfico de influência deCl(θ̂ω)

versusω. Neste caso, tem-se

S(l) = l⊤Ċδ,

em queĊδ é um vetorn× 1 dado por

Ċδ =

{

−∆⊤
ω L̈

−1
ˆθ ˆθ

∂Cδ(θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=
ˆθ

}

,

com
∂Cδ(θ)

∂θ⊤ =

(

0⊤,
Cδ(θ)

∂ϕ⊤

)

e
Cδ(θ)

∂ϕ⊤ =

(

Cδ(θ)

∂ϕ1

, . . . ,
Cδ(θ)

∂ϕq

)

.

A direção de máxima inclinação local é dada por

lδ =
Ċδ

||Ċδ||
.

Utiliza-se o gráficolδ versusi (ordem dos dados) para avaliar a sensibilidade da função

de covariância. Outra direção de interesse él = ein, que corresponde aoi-ésimo vetor unitário

emR
n. Neste caso a inclinação é dada porS(ein) = Sic = Ċiδ, em queĊiδ é oi-ésimo elemento

de Ċδ, i = 1, . . . , n. Além de lδ versusi, também pode-se usarSic versusi para avaliar a

sensibilidade da função de covariância para pequenas perturbações no modelo estatístico.

4.1.4 Influência Local no Preditor Linear

Em geoestatística, uma etapa essencial é a construção dos mapas temáticos que per-

mitem uma visualização da varibilidade espacial. Para tanto, é utilizada a técnica de krigagem

para fazer a predição dos valores em locais não amostrados. Com a medida de influência lo-

cal no preditor linear, pode-se avaliar a presença de observações influentes na predição destes

valores.

SejaZ0 = Z(s0), o preditor da krigagem na localizaçãos0 ∈ D ⊂ R
d (d ≥ 1). A média

deZ0 é dada porx⊤
0 β, em quex⊤

0 = (x01, . . . , x0p) ex0j = xj(s0) paraj = 1, . . . , p.

O preditor do menor erro quadrático médio é dado por

p(s0,θ) = x⊤
0 β +C⊤

0 Σ
−1(Z−Xβ),
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em queC0 = (C(δ10), . . . , C(δn0))
⊤, comδi0 = ||si − s0|| parai = 1, . . . , n. Dessa forma, um

estimador pontual parâZ0 = p(s0, θ̂) = x⊤
0 β̂ +C⊤

0 Σ̂
−1
(Z−Xβ̂)

De acordo com Cadigan e Farrell (2002), da mesma maneira que para a matriz de covar-

iância, para o preditor linearp(s0,θ) tem-se

S(l) = l⊤ṗ(s0,θ),

sendo

ṗ(s0,θ) =

{

−∆⊤L̈−1
ˆθ ˆθ

∂p(s0,θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

θ=
ˆθ

}

, um vetor n× 1, (4.6)

em que
∂p(s0,θ)

∂θ
=

(

∂p(s0,θ)

∂β⊤ ,
∂p(s0,θ)

∂ϕ⊤

)⊤
,

com
∂p(s0,θ)

∂β
= x0 −X⊤Σ−1C0 e

∂p(s0,θ)

∂ϕ
=

[(

∂p(s0,θ)

∂ϕj

)]

tendo como elemento

(

∂p(s0,θ)

∂ϕj

)

=

{

∂C⊤
0

∂ϕj

−C⊤
0 Σ

−1 ∂Σ

∂ϕj

}

Σ−1(Z−Xβ) e

∂C⊤
0

∂ϕj

=

(

∂C⊤
δ10

∂ϕj

, . . . ,
∂C⊤

n0

∂ϕj

)

, paraj = 1, . . . , q.

A direção de maior inclinação élp =
ṗ(s0,θ)

||ṗ(s0,θ)||
, e a inclinação na direçãol = ein é

S(ein) = Sip = ṗi(s0,θ), em queṗi(s0,θ) é oi-ésimo elemento dėp(s0,θ), parai = 1, . . . , n.

4.2 Alavanca Generalizada

Outro conceito importante em técnicas de diagnóstico em modelos de regressão é a

alavanca, veja por exemplo Hoaglin e Welsh (1978), Ross (1987) e Laurent e Cook (1992).

Esta idéia foi generalizada para modelos mais complexos. Por exemplo, Weiet al. (1998)

estenderam o método da alavanca para modelos não lineares. Aproposta consiste em medir

a influência que a resposta observada exerce sobre o seu próprio valor predito. Isto é, o con-

ceito de alavanca está relacionado à influência de um determinado valor observadoZi, sobre o

valor ajustado correspondentêZi. Osório (2006) mostra a conexão entre o método de alavanca

generalizado e o procedimento de influência local na variável resposta quando considerada a

perturbação aditiva e afirma que esta ligação é interessantepois oferece uma justificativa para

o esquema de perturbação da resposta e permite estudar a influência que respostas aberrantes

dentro de cada indivíduo exercem sobre os valores preditos.

Baseando-se na alavanca generalizada apresentada por Weiet al. (1998), que é definida

como
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GL(θ̂) =
∂Ẑ

∂Z⊤

em que,θ é um(p + q)-vetor tal queE(Z) = µ(θ) e θ̂ é um estimador deθ, comẐ = µ(θ̂).

O elemento(i,µ) doGL(θ̂), isto é, a alavanca generalizada do estimadorθ̂ de(i,µ), é a taxa

instantânea de mudança noi-ésimo valor predito com respeito aoµ-ésimo valor da resposta.

Sejaθ̂ o estimador de máxima verossimilhança deθ, assumindo que existe e é único,

e assumindo que o logaritmo da função de verossimilhança temsegundas derivadas contínuas

com respeito àθ e Z. Wei et al. (1998) mostraram que a alavanca generalizada é obtida

avaliando

GL(θ) = Dθ(−L̈θθ)
−1L̈θZ

(4.7)

emθ̂, com

Dθ =
∂µ

∂θ⊤.
= (X,0)

L̈θZ
=
∂2L(θ)
∂θ∂Z⊤ = (L̈⊤

βZ
, L̈⊤

ϕZ
)⊤ com

L̈βZ
= −2X⊤Σ−1

[

Vg(u)Σ+ 2V
′

g(u)ǫǫ
⊤
]

Σ−1 e

L̈ϕZ =
∂2L(θ)
∂ϕ∂Z⊤ ,

com elementos

∂2L(θ)
∂ϕj∂Z⊤ = −2ǫ⊤Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

Σ−1
[

V
′

g(u)ǫǫ
⊤ + Vg(u)Σ

]

Σ−1 paraj = 1, . . . , q.

Após algumas manipulações algébricas (Anexo C) mostra-se que

GL(θ) = X(L̈ββ − L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕβ)

−1(L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕZ − L̈βZ

) = GL1 +GL2 (4.8)

em que

GL1 = X(L̈ββ − L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕβ)

−1(−L̈βZ
) e

GL2 = X(L̈ββ − L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕβ)

−1(L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕZ).

Nota-se que sëLβϕ ≈ 0 ou se usada a matriz de informação de Fisher,K(θ), ao invés

deL̈θθ, tem-se

GL(θ) ≈ X(L̈ββ)
−1(L̈βZ

).

Em particular para a distribuição normal
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GL(θ) ≈ X(X⊤Σ−1X)−1(X⊤Σ−1),

que coincide com a matriz de alavanca generalizada propostapor (Martin, 1992). Os elementos

da diagonal da matrizGL ˆ(θ), isto é, os elementosGLii parai = 1, . . . , n, são usados como

diagnósticos de influência no vetorẐ.

4.3 Curvatura Normal Conformal

Poon e Poon (1999) introduziram uma curvatura normal conformal

A =
Cl

||F̈||F
em que||.||F é conhecida como a norma de Frobenius, assim

A = − F̈
√

tr(F̈⊤F̈)

Uma propriedade interessante da curvatura conformal é que,para qualquer direção

unitária l, tem-se que0 ≤ A ≤ 1. Isto permite, por exemplo, a comparação da curvatura

entre diferentes modelos.
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5 CONSIDERAÇÕES COMPUTACIONAIS

As linguagens de programaçãoR e LATEX constituem a plataforma computacional usada

no desenvolvimento deste trabalho. As avaliações realizadas foram feitas utilizando a lin-

guagem de programaçãoR em sua versão2.12.2 para o sistema operacional Windows, que

se encontra disponível gratuitamente emhttp://www.r-project.org. Para redação

dessa dissertação, foi utilizado oTeXnicCenter na linguagem LATEX. Detalhes sobre o sis-

tema de tipografia LATEX podem ser encontrados em Mittelbachet al. (2004) ou no sítio

http://www.tex.ac.uk/CRAN/latex.

5.1 Estimação de Parâmetros por Máxima Verossimilhança

O método de máxima Verossimilhança (MV) é um método estatístico muito utilizado,

com boas propriedades assintóticas. Consiste em adotar, os valores que maximizam a probabili-

dade da amostra observada ter sido obtida. Para obter estimadores de máxima verossimilhança,

é necessário conhecer a distribuição da variável em estudo.

Mardia e Marshall (1984) concluíram por meio de experimentos de simulação com

variáveis regionalizadas, que a estimação por MV para pequenas amostras produz estimati-

vas viesadas, principalmente para o patamar, mas que quandoutilizada para grandes amostras,

produz estimativas não viesadas, consistentes e eficientes. Cressie (1993) e Diggle e Ribeiro

Jr (2007) comentam que sua maior desvantagem é a necessidadede inversão de matrizes com-

plexas, podendo gerar dificuldades computacionais.

Para obter os estimadores de MV deθ = (β⊤,ϕ⊤)⊤ tem-se

U(β) =
∂L(θ)
∂β

= 0

U(ϕ) =
∂L(θ)
∂ϕ

= 0

Como mencionado na Seção 3.3,β̂ tem forma fechada e é dado por

β̂ = (X⊤Σ̂
−1
X)−1X⊤Σ̂

−1
Z,

sendo o mesmo para qualquer distribuição pertencente a família de distribuições de contornos

elípticos. Isto é, a distribuição considerada não interfere diretamente na estimativa dêβ, no

entanto, nota-se que a forma deβ está em função da matriz escalaΣ̂ que depende do vetor de

parâmetros estimadoŝϕ, os quais sofrem interferência de acordo com a distribuiçãoem estudo.
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A partir dos iniciaisβ(0) eΣ(0) = ϕ
(0)
1 I+ ϕ

(0)
2 R(ϕ

(0)
3 ), por processos iterativos tem-se

β(i+1) = (X⊤Σ−1(i+1)
X)−1X⊤Σ−1(i+1)

Z.

E assim, mediante a maximização do logaritmo da função de verossimilhança

L(β(i+1),ϕ)

comǫ(i+1) = (Z−Xβ(i+1)) eu = ǫ(i+1)Σ−1(i+1)
ǫ(i+1), atualiza-seϕ(i+1) como

ϕ(i+1) = arg max
(

L(β(i+1),ϕ)
)

.

A seguir são apresentados comentários adicionais sobre o procedimento para obtenção

dos estimadores de MV para a distribuição normal. Segundo Diggle e Ribeiro Jr (2007), a im-

plementação da estimativa MV, no contexto da geoestatística, é apenas direta quando os dados

são gerados por um modelo espacial linear com distribuição gaussiana, mas apesar disso, os

obstáculos à implementação da estimativa de máxima verossimilhança em modelos não gaus-

sianos são apenas computacionais.

5.1.1 Distribuição Normal

Considere{Z(s), s ∈ D} um processo estocástico estacionário em queD ⊂ R
d eR

d

é um espaço euclidianod-dimensional (d ≥ 1). Suponha queZ tem função de distribuição

normal,Z ∼ Nn(µ,Σ, g(u)), sendoµ especificada linearmente por um modelo espacial. Para

µ = Xβ,

Z ∼ Nn(Xβ, ϕ1I+ ϕ2R(ϕ3))

em queX é uma matriz de planejamento que contém as covariáveis,β é o vetor dos parâmetros

correspondentes, eR depende do valor deϕ3. O logaritmo da função de verossimilhança é

dado por

L(β, ϕ1, ϕ2, ϕ3) = −n
2
log(2π)− 1

2
log(|ϕ1I+ ϕ2R(ϕ3)|)−

1

2
(Z−Xβ)⊤(ϕ1I+ ϕ2R(ϕ3))

−1(Z−Xβ), (5.1)

sendo a maximização de (5.1) produz as estimativas dos parâmetros do modelo.

De acordo com Diggle e Ribeiro Jr (2007), um algoritmo para a maximização do loga-

ritmo da verossimilhança para a distribuição normal apresentando em (5.1), pode ser feito da

seguinte maneira:

Primeiramente, reparametrize fazendoν = ϕ1/ϕ2 e escrevaV = νI+R(ϕ3). DadoV,
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o logaritmo da função de verossimilhança é maximizado para

β̂(V) = (X⊤V−1X)−1X⊤V−1Z (5.2)

e

ϕ̂2(V) =
1

n
(Z−Xβ̂(V))⊤(V)−1(Z−Xβ̂(V)) (5.3)

Observe quêβ(V) reduz a estimativa de mínimos quadrados generalizados paraV con-

hecido.

Substituindo as expressões (5.2) e (5.3) em (5.1), obtem-sea verossimilhança concen-

trada

L(ν, ϕ3) = −n
2
log(2π)− n

2
log(ϕ̂2(V))− log(|V|)− n,

que deve ser maximizada numericamente com respeito aϕ3 e ν, seguido de substituição de

volta para obter̂ϕ2 e β̂.

Os detalhes práticos para a otimização dependem particularmente da família de modelos

que está sendo levada em consideração. Por exemplo, para a função de covariância da família

Matérn, o parâmetro de formaκ é geralmente mal identificado. Sendo então preferível, escol-

her o valor deκ para um conjunto discreto, por exemplo0, 5; 1, 0; 1, 5; 2, 0, ao invés de tentar

otimizar todos os valores positivos paraκ (Diggle e Ribeiro Jr, 2007).

É importante ressaltar que diferentes valores deV devem afetar a convergência da

otimização numérica. Sabe-se ainda que os parâmetrosϕ3 e κ não são ortogonais nos seus

efeitos ma estrutura da matriz de covariância. O mesmo acontece com os parâmetrosϕ3 ep da

família exponencial potência. Como consequência, os estimadores de máxima verossimilhança

paraϕ3 e κ ou p tendem a ser fortemente correlacionados. Uma alternativa para isto é fazer o

que já foi mencionado, isto é, considerar um número pequeno de candidatos para os valoes deκ

oup. Mais informações podem ser encontradas em Handcock e Wallis (1994) e Zhang (2004).

5.2 Método de Otimização Não-Linear

Este trabalho utiliza os métodos quasi-Newton BFGS e L-BFGS-Bcom derivadas analíti-

cas. Estes métodos fazem parte de uma classe chamada métodosgradiente.

O objetivo dos métodos gradientes, é localizar o ponto de máximo de uma funçãof(θ).

As iterações são iniciadas emθ0 e o próximo valor deθ no esquema iterativo é dado por

θi+1 = θi + λiMifi,

em queMi é uma matriz positiva-definida,fi é o gradiente def(θ), ambos na iteraçãoi, eλi é

o tamanho do passo.
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5.2.1 BFGS

Uma classe de algoritmos eficientes, também conhecida como classe de métodos de

métricas variáveis, é a classe dos algoritmos quasi-Newtonque eliminina a necessidade do

cálculo das segundas derivadas. São um conjunto de procedimentos numéricos que visam mini-

mizar uma funçãof(θ) em relação aθ, em quef(θ) é uma função real não-linear eθ ∈ R
p+q.

Nesta classe, usa-se a sequência de matrizes:

Mi+1 = Mi +Ni,

em queNi é uma matriz positiva definida.

O método BFGS é o método quasi-Newton mais utilizado, e foi proposto independen-

temente pelos autores Broyden (1970), Fletcher (1970), Goldfarb (1970) e Shanno (1970). A

metodologia é encontrada em Presset al. (1992) e em Frery e Cribari-Neto (2009).

Baseado em Dai (2002), a seguir são apresentados os procedimentos do algoritmo BFGS:

Passo 0. Façai = 0 e atribua valores iniciais para o vetorθ0 ∈ R
p+q e para matrizM0 ∈

R
(p+q)×(p+q);

Passo 1. Calculegi = ∇f(θi), o gradiente def . Segi = 0, pare. O vetorθi é o mínimo. Caso

contrário, façadi = (−Mi)
−1gi;

Passo 2. Calcule:

λi = argmin
λ>0

f(θi + λdi)

θi+1 = θi + λidi

Passo 3. Atualize a matrizM:

Mi+1 = Mi −
Misis

⊤
i Mi

s⊤i Misi
+
yiy

⊤
i

s⊤i yi
,

em que

si = λidi

yi = gi+1 − gi

Passo 4. Façai = i+ 1 e volte ao passo 1.

A matriz M é sempre positiva-definida, desde que a matrizM0 fornecida no passo 0

tenha estra propriedade. Isto supera umas das limitações dométodo Newton-Raphson, em que

a matrizMi = −H−1
i , H a matriz hessiana, pode não ser positiva-definida caso se esteja longe

do ponto ótimo. Segundo Frery e Cribari-Neto (2009), em muitas situações práticas o método

BFGS tem desempenho superior ao de Newton-Raphson.
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5.2.2 L-BFGS-B

O L-BFGS-B (Byrdet al., 1995) é um algoritmo de memória limitada para resolver

grandes problemas de otimização não linear sujeitas a limites simples nas variáveis. É uma

extensão do algoritmo de memória limitada L-BFGS para otimização sem restrição descrito em

Liu e Nocedal (1989). O objetivo do algoritmo L-BFGS-B é minimizar uma função não linear

den variáveis,

minf(x)

sujeita a

xl ≤ x ≤ xu,

em que os vetoresxl andxu representam os limites inferior e superior das variáveis. Nem todas

as variáveis precisam ter limites, na verdade o algoritmo também é adequado e eficiente para

resolver problemas sem restrições. O usuário deve fornecero gradienteg, mas o conhecimento

sobre a matriz Hessiana def não é necessária.

Como apresentado por Zhuet al. (1997), o algoritmo procede aproximadamente da

seguinte maneira:

A cada iteração é atualizada uma aproximação da memória limitada BFGS para a matriz

Hessiana. Esta matriz de memória limitada é usada para definir um modelo quadrático da função

objetivof .

A direção de busca é então calculada usando uma abordagem em duas fases: primeiro, a

projeção do método gradiente (Bertsekas, 1982; Connet al., 1988; Levitin e Polyak, 1966; Moré

e Toraldo, 1989) é usado para identificar um conjunto de variáveis ativas, ou seja, variáveis que

serão analisadas em seus limites, então o modelo quadráticoé aproximadamente minimizado

com relação às variáveis livres.

A direção de busca é definido para ser o vetor principal da iteração atual para esta mi-

nimização aproximada. Finalmente uma pesquisa de linha é realizada ao longo desta direção,

usando a rotina descrita em Moré e Thuente (1994). A característica inovadora do algoritmo é

que as matrizes BFGS de memória limitada são representados emuma forma compacta que é

eficiente para problemas com restrição.

5.3 Processos Espaciais

O trabalho foi desenvolvido com o auxílio de simulações de conjuntos de dados es-

pacialmente correlacionados{Z(s1), . . . , Z(sn)}, em que cada conjunto representa uma reali-

zação de um processo estocástico da família de distribuições de contorno elíptico, isotrópico e

com estrutura de dependência espacial conhecida. Segundo Cressie (1993), a simulação de pro-

cessos espaciais estacionários de segunda ordem pode ser feita pelo método de decomposição
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de Cholesky.

De acordo com esta metodologia, escolhido o vetorn × 1 que representa a média do

processoµ = (E[Z(s1)], . . . ,E[Z(sn)])
⊤, e a matriz escalaΣ, n × n, que está em função

da covariância entre as variáveis,Σ = [C(Z(si), Z(sj))], pode-se obter o vetorZ, Z =

(Z(s1), . . . , Z(sn))
⊤ por meio da relação

Z = µ+ Lǫ, (5.4)

em queL é uma matriz triangular inferior tal queLL⊤ = Σ e ǫ = (ǫ(s1), . . . , ǫ(sn))
⊤ é um

vetor de variáveis aleatórias não correlacionadas. A médiaµ do processo não influência na

análise do semivariograma e, sem perda de generalidade, pode ser escolhida igual a zero.

Uribe-Opazo e Kavanagh (2006) utilizaram este procedimento para um estudo da es-

timação de parâmetros no ajuste de modelos teóricos a semivariogramas experimentais para

processos estocásticos gaussianos. Gribovet al. (2006) propuseram alguns novos métodos para

a computação de semivariogramas empíricos e covariâncias,e após converter o semivariograma

esférico para uma função de covariância, o método de decomposição de Cholesky foi aplicado

para simular 200 dados Gaussianos.

Mais detalhes sobre métodos de estimação, de inferência e aplicações, podem ser en-

contrados em Journel e Huijbregts (1978), Isaaks e Srivastava (1989), Cressie (1993) e Scha-

benberger e Gotway (2005).
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6 SIMULAÇÕES

Para avaliar a capacidade da metodologia apresentada nestetrabalho na detecção de

pontos influentes, foram realizados estudos de simulação. Nestes estudos considerou-se a dis-

tribuição normal,t-Student com grau de liberdadeυ = 5 fixo, e exponencial potência com

parâmetro de formaλ = 0, 8 fixo. Utilizou-se o método de estimação de máxima verossimi-

lhança com estrutura na matriz escala dos modelos exponencial, gaussiano e da família Matérn

para diferentes valores do parâmetro de formaκ. Para a estimação dos parâmetros considerando

a distribuição gaussiana, foi utilizado o método de otimização não linear L-BFGS-B (Byrdet

al, 1995) e para as demais distribuições foi utilizado o BFGS (Broyden, 1970; Fletcher, 1970;

Goldfarb, 1970; Shanno, 1970).

Estudos de simulação foram realizados gerandon = 100 observações, em um gride

regular com distância de 1u.m. entre pontos, feita pelo método de decomposição de Cholesky.

Para cada distribuição mencionada, gerou-se inicialmenteum conjunto de dados e posterior-

mente, como em Galeaet al. (2008), após gerarZi, parai = 1, . . . , n, perturbou-se o máximo

valor das observações,Zmax = Zmax + b
√
Z⊤Z, para diferentes valores deb no intervalo[0, 1].

Os procedimentos para análise de influência local em modelosespaciais lineares com

distribuição da família de contornos elípticos foram feitos utilizando osoftwarelivre R na sua

versão2.12.2 (R Development Core Team, 2010).

Na Figura 5 está disposta a grade amostral de base utilizada em todas as simulações, em

que pode ser verificada a localização de cada elemento amostral.

2 4 6 8 10

2
4

6
8

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Figura 5: Grade amostral base para o conjunto de dados simulados.
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6.1 Distribuição Normal

O conjunto de dados foi gerado, por decomposição de Cholesky (Cressie, 1993; Uribe-

Opazo e Kavanagh, 2006), de uma distribuição normal com média zero e matriz de escalaΣ,

com vetor de parâmetrosϕ = (0, 1, 3)⊤, isto é, efeito pepitaϕ1 = 0, contribuiçãoϕ2 = 1

e parâmetroϕ3 = 3, Z ∼ Nn(µ1,Σ), e perturbou-se o máximo valor da amostra;Zmax =

Zmax + b
√
Z⊤Z, com b = 0, 1, b = 0, 5, b = 0, 8 e b = 1, 0. A seguir são apresentados

os resultados da simulação para a perturbaçãoZmax = Zmax + 0, 5
√
Z⊤Z, em que para os

modelos exponencial, gaussiano e família Matérn comκ = 1, 0 perturbou-se o ponto #62, e

para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 o ponto #75.

6.1.1 Modelo Exponencial para a Estrutura da MatrizΣ

A Figura 6 apresenta o gráficoboxplot, que identificou o ponto #62 como discrepante,

e também apresenta o gráficopostplotdividido por quartis, para o modelo exponencial para a

estrutura da matriz de escalaΣ, e distribuição normal para os dados simulados. Com este gráfico

torna-se possível identificar onde estão localizados o(s) ponto(s) discrepantes detectados pelo

gráficoboxplote ainda, se os seus pontos vizinhos possuem valores muito distintos. Na Figura

6b nota-se que a região norte apresenta valores mais altos e aregião central valores mais baixos.
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(a) Boxplot
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62

(b) Postplot

Figura 6: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuição normal.

Após a perturbação, as estimativas encontradas dos parâmetros do modelo espacial li-

near e da estrutura da matrizΣ, com os respectivos desvios padrões entre parênteses foram

β̂ = −0, 1516 (0,1543), indicando o valor da média do conjunto de dados simulados em estudo,

ϕ̂1 = 0, 0000 (6,6501),ϕ̂2 = 1, 5412 (6,6537) eϕ̂3 = 0, 4324 (0,7993). Assim, determina-se o

raio de dependência espacial deâ = 1, 2972 u.m. (alcance) e o valor deLMV = −162, 60.

Perturbação Aditiva
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São exibidos na Figura 7 os gráficos de influência local para o modelo exponencial na

etrutura da matriz de escalaΣ, e distribuição normal quando considerada a perturbação aditiva.

Observa-se que o ponto #62 foi detectado pelos gráficosCi vs ordem, |Lmax|1 vs ordem e

|Lmax|2 vs ordem apresentados nas Figuras 7a, 7b e 7c, sendo assim um forte candidato a

ponto influente na variável resposta. Os gráficoslδ e lp da Figura 7d detectou o ponto #73 e

7e detectou o ponto #72 como possível ponto influente na matriz de covariância e no preditor

linear, respectivamente. Salienta-se que as observações #72 e #73 são vizinhas a observação

#62, o que tem relevância para dados com dependência espacial.
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(c) |Lmax|2 vs ordem
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Figura 7: Gráficos de influência para os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuição normal considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

Apresenta-se na Figura 8 os gráficos de influência local para aestrutura da matrizΣ do

modelo exponencial e distribuição normal quando considerada a perturbação de Zhu. Observa-

se que o ponto #62 foi detectado pelos gráficos das Figuras 8a,8d e 8e (Ci, lδ e lp, respecti-

vamente), mas não foi detectado pelos gráficosLmax1 eLmax2. Mesmo assim, um possível

ponto influente na variável resposta e ainda, na matriz de covariância e no preditor linear.
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Figura 8: Gráficos de influência para os dados simulados com a estrutura da matriz deΣ do
modelo exponencial e distribuição normal considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizadaGL apresentado na Figura 9 não destacou obser-

vações influentes no próprio valor ajustado.
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Figura 9: Gráfico de alavanca generalizada para a estrutura de Σ do modelo exponencial e
distribuição normal.



50

6.1.2 Modelo Gaussiano para a Estrutura da MatrizΣ

O gráficoboxplot da Figura 10a para o modelo gaussiano na estrutura da matriz de

escalaΣ, e distribuição normal para os dados simulados, indica o ponto #62 como discrepante,

e o gráficopostplot é apresentado na Figura 10b indicando a localização deste ponto.
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Figura 10: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
exponencial.

As estimativas para os parâmetros por MV considerando o modelo gaussiano na estru-

tura da matrizΣ sãoβ̂ = −0, 1052 (0,1359),ϕ̂1 = 0, 0000 (37,8347),ϕ̂2 = 1, 5259 (37,8341)

e ϕ̂3 = 0, 5885 (0,0615). Sendo o alcancea = 1, 0193 u.m., comLMV = −162, 70. Nota-se

que para este modelo temos um alto valor do desvio padrão paraas estimativas dos parâmetros

ϕ̂1 e ϕ̂2, fato que deve ser melhor investigado, mas acredita-se que esteja sendo causado porque

provavelmente a estimativa deϕ1 não deveria ter sido igual a zero, de acordo com o que pode

ser visto no comportamento deste modelo ao ajustá-lo em um semivariograma experimental.

Perturbação Aditiva

A Figura 12 aprsenta os gráficos de influência local para a estrutura deΣ do modelo

gaussiano e distribuição normal quando considerada a perturbação aditiva. Observa-se que o

ponto #62 foi detectado pelo gráficoCi vs ordem da Figura 11a e pelo gráfico|Lmax|1 vs
ordem da Figura 11b. Os demais gráficos não forneceram muita informação.
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(d) lδ vs ordem
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Figura 11: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuição normal considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

Na Figura 12 são apresentados os gráficos de influência local para a estruturaΣ do mo-

delo gaussiano e distribuição normal quando considerada a perturbação de Zhu. Análogo ao

caso em que se considerou a perturbação aditiva, o gráficoCi vs ordem da Figura 12a eviden-

ciou o ponto #62, e também o gráfico da Figura 12b deu um destaque a esta observação. Nos

gráficos|Lmax|2 vs ordem elp vs ordem das Figuras 12c aparece a observação #72 destacada.
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Figura 12: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuição normal considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

A Figura 13 mostra o gráficoGL de alavanca generalizada que não mostrou forte evi-

dência para alguma observação.

0 20 40 60 80 100

0.
00

90
0.

00
95

0.
01

00
0.

01
05

0.
01

10

i (Ordem)

A
la

va
nc

a

(a)GL

Figura 13: Gráfico de alavanca generalizada para a estruturade Σ do modelo gaussiano e
distribuição normal.

6.1.3 Modelo Família Matérnκ = 1, 0 para a estrutura da matriz Σ

Utilizando o modelo da família Matérn com parâmetro de formaκ = 1, 0 para a estrutura

da matrizΣ, o ponto detectado como discrepante continua sendo o #62, conforme mostra a

Figura 14a, e a região em torno do ponto discrepante apresenta valores que estão abaixo do

terceiro quartil.
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Figura 14: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 0).

As estimativas da média e dos parâmetros que definem a estrutura de dependência espa-

cial da matrizΣ por MV foram β̂ = −0, 2082 (0,1753),ϕ̂1 = 0, 0000 (2,9489),ϕ̂2 = 1, 5518

(2,9510) eϕ̂3 = 0, 3927 (0,3611), apresentando distância máxima de dependêndcia espacial

estimada de1, 5708 u.m., eLMV = −161, 00.

Perturbação Aditiva

Os gráficos para avaliar a influência local na variável resposta, na matriz de covariância

e no preditor linear para o modelo da família Matérn comκ = 1, 0 para a estrutura da matriz

Σ, distribuição normal quando considerada a perturbação aditiva, são apresentados na Figura

15, sendo que o ponto #62 ficou em evidência nas Figuras 15a e 15c. O gráfico delδ da Figura

15d elp da Figura 15e não identificaram observações influentes na matriz de covariância e no

preditor linear, respectivamente.
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Figura 15: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo da
família Matérn comκ = 1, 0 e distribuição normal considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

A Figura 16 apresenta os gráficos de influência para os dados simulados com o modelo

da família Matérn com parâmetro de formaκ = 1, 0 paraΣ e distribuição normal considerando

a perturbação de Zhu, onde somente o gráfico da Figura 16a evindeciou o ponto #62. Os gráficos

|Lmax|2, lδ e lp das Figuras 59c, 16d e curiosamente não destacaram a observação #62 e sim, a

#72. Como os dados tem dependência espacial, as observações vizinhas podem provocar algum

tipo de influência.
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Figura 16: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo da
família Matérn comκ = 1, 0 e distribuição normal considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizadaGL para o modelo da família Matérn comκ = 1, 0

com distribuição normal exibido na Figura 17 deu destaque para nenhum ponto especificamente.
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Figura 17: Gráfico da alavanca generalizada para a estruturadeΣ do modelo da família Matérn
comκ = 1, 0 com distribuição normal.

6.1.4 Modelo Família Matérnκ = 1, 5 para a estrutura da matriz Σ

Diferentemente dos modelos exponencial, gaussiano e família Matérn comκ = 1, 0

paraΣ, o ponto perturbado para o modelo da família Matérn com parâmetro de formaκ = 1, 5

foi o #75, que é detectado como discrepante conforme Figura 18a, o qual, segundo a Figura

18b é cercado de pontos com valores mais altos na região nordeste e de de pontos com valores

inferiores na região sudoeste.
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Figura 18: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 5).

Para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 foram obtidas as estimativas dos pa-

râmetros que definem a estrutura deΣ por MV, sendoβ̂ = −0, 2506 (0,2264),ϕ̂1 = 0, 2916

(0.7221),ϕ̂2 = 1, 2588 (0,7398) eϕ̂3 = 0, 4548 (0,2161), fornecendo alcanceâ = 2, 1576 e

LMV = −156, 40.

Perturbação Aditiva

Os gráficos de influência para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 para a dis-

tribuição normal considerando a perturbação aditiva, são apresentados na Figura 19. Os gráficos

Ci vs ordem e|Lmax|2 vs ordem das Figuras 19a e 19c, respectivamente, detectaram o ponto

perturbado #75 como possível influente na resposta. Já os demais gráficos não destacaram em

especial alguma observação.
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Figura 19: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo da
família Matérn comκ = 1, 5 e distribuição normal considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

A Figura 20 apresenta os gráficos de influência para o modelo dafamília Matérn com

κ = 1, 5 para a distribuição normal considerando a perturbação de Zhu, onde nota-se que as

Figuras 20a e 20e destacaram a observação #75 como influente na resposta e no preditor linear,

respectivamente. Os gráficos das Figuras 20b e 20e destacaram as observações #77 e #84 como

influentes na resposta e na matriz de covariâncias, respectivamente.
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Figura 20: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo da
família Matérn comκ = 1, e distribuição normal considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizadaGL é exibido na Figura 21, o qual evidenciou os

pontos #1, #10, #91 e #100, como influentes no seu próprio valor ajustado.
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Figura 21: Gráficos da alavanca generalizada para a estrutura deΣ do modelo família Matérn
(κ = 1, 5) e distribuição normal.

6.2 Distribuição t-Student

O conjunto de dados foi gerado, por decomposição de Cholesky de uma distribuição

t-Student com média zero e diferentes estruturas da matriz deescalaΣ com parâmetrosϕ =

(0, 1, 3)⊤, e grau de liberdade fixoυ = 5, Z ∼ tn(µ,Σ, υ). O máximo valor da amostra foi

perturbado:Zmax = Zmax + 0, 5
√
Z⊤Z. Para os modelos exponencial, família Matérn com

κ = 1, 0 eκ = 1, 5 perturbou-se o ponto #96, mas para o modelo gaussiano o pontoperturbado

foi o #20.
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6.2.1 Modelo Exponencial para a estrutura da matrizΣ

O gráfico boxplot da Figura 22a mostra os pontos #20, #52, #53 e #96 como dis-

crepantes. Na Figura 22b observa-se que a diagonal secundária apresenta valores mais altos

para os dados simulados, e valores mais baixo na região do canto superior direito e canto infe-

rior esquerdo.

−
2

0
2

4
6

8

96

20

52
53

(a) Boxplot

2 4 6 8 10

2
4

6
8

10

20

52 53

96

(b) Postplot

Figura 22: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

As estimativas por MV encontradas para os parâmetros do modelo espacial linear com

estrutura na matriz de escalaΣ do modelo exponencial com distribuiçãot-Student comυ = 5

gaus de liberdade foram̂β = 0, 0886 (0,1266),ϕ̂1 = 0, 6313 (0,5190),ϕ̂2 = 1, 0895 (0,3417)

e ϕ̂3 = 1, 3863 (0,3307), com os respectivos desvios-padrões entre parênteses. O alcance que

determina o raio de dependência máxima éâ = 3, 5463 u.m., e os demais valores calculados

foramLMV = −173, 29.

Perturbação Aditiva

Dentre os gráficos apresentados na Figura 23, os que detectaram o ponto #96 como

possível ponto influente foram oCi vs ordem,|Lmax|1 vs ordem elp vs ordem, apresentados

nas Figuras 23a, 23c e 23e, respectivamente.
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Figura 23: Gráficos de influência para os dados simulados com aestruturaΣ do modelo expo-
nencial e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

Para o modelo exponencial com distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade,

o comportamento dos gráficosCi vs ordem. |Lmax|1 vs ordem elp vs ordem das Figuras 24a,

24b e 24e para a perturbação de Zhu, foram parecidos aos seus correspondentes gráficos quando

considerada perturbação aditiva. Para a perturbação de Zhu, ainda verificou-se que o gráficolδ

vs ordem da Figura 24d detectou o ponto #18 e #42 como possível ponto influente na matriz de

covariância, sendo que a observação #42 também foi detectada pelo gráfico|Lmax|2 vs ordem

da Figura 24c.

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

i (ordem)

C
i

96

(a)Ci vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

i (ordem)

|L
m

ax
|

96

(b) |Lmax|1 vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

i (ordem)

|L
m

ax
|

42

(c) |Lmax|2 vs ordem



61

0 20 40 60 80 100

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

0.
25

i (Ordem)

l δ

18 42

(d) lδ vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

i (Ordem)

l p

96

(e) lp vs ordem

Figura 24: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizadaGL apresentado na Figura 25 é importante na avali-

ação da importância individual de cada observação no próprio valor ajustado, no entanto para

este caso, ele não detectou observações.
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Figura 25: Gráficos de alavanca generalizada para a estrutura deΣ do modelo exponencial e
distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

6.2.2 Modelo Gaussiano para a Estrutura da MatrizΣ

A Figura 26 apresenta os gráficos boxplot e postplot para o modelo gaussiano e dis-

tribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade. Os pontos do gráfico apresentado na Figura

26a que estão abaixo do limite inferior são os pontos #52 e #53, e os que estão acima do limite

superior são os pontos #96 e #20, sendo este último o máximo. Alocalização destes pontos

pode ser vista no gráficopostplotda Figura 26b.
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Figura 26: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

As estimativas dos parâmetros para os dados simulados por MVforam β̂ = 0, 0853

(0,1020),ϕ̂1 = 0, 6372 (0,6724),ϕ̂2 = 0, 8937 (0,1869) eϕ̂3 = 1, 4667 (0,1901), com̂a =

2, 5404, LMV = −173, 97.

Perturbação Aditiva

A Figura 27 mostra os gráficos de influência local para os dadossimulados pelo modelo

modelo gaussiano e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade considerando a pertur-

bação aditiva. Observa-se que somente o gráfico|Lmax|2 vs ordem da Figura 27c não destacou

a observação #20 como influente.
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Figura 27: Gráficos de influência local para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
modelo gaussiano e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

Na Figura 28 são exibidos os gráficos de influência local para os dados simulados pelo

modelo modelo gaussiano e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade considerando

a perturbação de Zhu. Todos os gráficos de influência local do estudo, com excessão do gráfico

da Figura 28c, destacaram o ponto #20, ou seja, esta observação é possivelmente influente na

resposta, na matriz de covariâncias e no preditor linear.
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Figura 28: Gráficos de influência local para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
modelo gaussiano e distribuiçãot-Studentυ = 5 considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico de alavanca generalizadaGL para o modelo gaussiano e distribuiçãot-Student

apresentado na Figura 29 evidenciou a observação #20 como influente no seu próprio valor

ajustado. Fato este que era esperado, já que existe uma relação entre a alavanca generalizada e

a perturbação aditiva da resposta.

0 20 40 60 80 100

0.
00

7
0.

00
8

0.
00

9
0.

01
0

0.
01

1
0.

01
2

i (Ordem)

A
la

va
nc

a

20

(a)GL

Figura 29: Gráfico de alavanca generalizada para a estruturade Σ do modelo gaussiano e
distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

6.2.3 Modelo Família Matérnκ = 1, 0 para a Estrutura da Matriz Σ

O boxplot da Figura 30a mostra dois pontos discrepantes, o menor deles é o ponto #52 e

o maior deles, o qual foi perturbado, é o ponto #96. A Figura 26b localiza estes pontos e nota-se

que o ponto de máximo é rodeado por valores altos, e o ponto de mínimo tem vizinhos também

com valores baixos.
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Figura 30: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 0) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

As estimativas dos parâmetros encontradas por MV foramβ̂ = 0, 0922 (0,1545),ϕ̂1 =

0, 7034 (0,3472),ϕ̂2 = 0, 9520 (0,2253) eϕ̂3 = 1, 6888 (0,3230), com̂a = 6, 7552 eLMV =

−172.89.

Perturbação Aditiva

Os gráficosCi vs ordem e|Lmax|1 vs ordem mostrados nas Figuras 31a e 31b respecti-

vamente, destacaram a observação perturbada #96, já os gráficos|Lmax|2 e lp das Figuras 31c e

31e destacaram observações vizinhas àquela perturbada. O gráficolδ vs da Figura 31d detectou

a observação #1 como influente na matriz de covariâncias.
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Figura 31: Gráficos de influência para os dados simulados paraa estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 0) e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação
aditiva.

Perturbação de Zhu

Os gráficos de influência para os dados simulados para a estrutura deΣ do modelo

família Matérn (κ = 1, 0) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade considerando

a perturbação de Zhu são apresentados na Figura 32, e dentre eles, apenas|Lmax|2 vs ordem da

Figura 32c, destacou o ponto perturbado #96, mas isto não aconteceu para os demais gráficos

Ci vs, |Lmax|1, lδ e lp das Figuras 32a, 32b, 32d e 32e, respectivamente, que destacaram a

observação #18, isto é, segundo a perturbação de Zhu tem-se que esta obsrvação é influente na

resposta, na matriz de covariâncias e no preditor linear.
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Figura 32: Gráficos de influência para os dados simulados paraa estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 0) e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação de
Zhu.

Alavanca Generalizada

O Gráfico de alavanca generalizadaGL para o modelo família Matérn (κ = 1, 0) e

distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade da Figura 33 não deu destaque para alguma

observação em específico.
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Figura 33: Gráfico de alavanca generalizada para a estruturadeΣ do modelo família Matérn
(κ = 1, 0) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

6.2.4 Modelo Família Matérnκ = 1, 5 para a Estrutura da Matriz Σ

A Figura 34 para o modelo família Matérn (κ = 1, 5) mostra os pontos #52 e #96 como

discrepantes, sendo este último o ponto perturbado, o qual segundo a Figura 30 está cercado

também de valores altos.
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Figura 34: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

As estimativas dos parâmetros obtidas por MV foramβ̂ = 0, 0944 (0,1803), ϕ̂1 =

0, 5734 (0,2136),ϕ̂2 = 1, 0540 (0,2277) eϕ̂3 = 1, 6176 (0,2908),â = 7, 6836, comLMV =

−171, 75.

Perturbação Aditiva

Os gráficos de influência para os dados simulados para a estrutura deΣ do modelo

família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade considerando a

perturbação aditiva são apresentados na Figura 35. Os gráficosCi vs ordem e|Lmax|1 vs ordem

destacaram a observação #96. Os demais gráficos destacaram as observações #95 e #97, sendo

que o gráficolδ vs ordem ainda destacou a observação #1 e o gráficolp vs ordem destacou a

observação #86.
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Figura 35: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação
aditiva.

Perturbação de Zhu

A Figura 36 mostra os gráficos de influência para os dados simulados para a estrutura

deΣ do modelo família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a

perturbação de Zhu, onde é possível observar que o ponto #96 somente é destacado nos gráficos

das Figuras 36c e 36d. Além da observação #96, tem-se que as observações #39 e #62 são

candidatos a serem influentes na resposta e na matriz de covariâncias, conforme as Figuras 36a,

36b e 36d. Tem-se ainda que a observação #20 pode ser influenteno preditor linear, de acordo

com a Figura 36e.
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Figura 36: Gráficos de influência para os dados simulados paraa estrutura deΣ do modelo
família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 considerando a perturbação de
Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráficos de alavanca generalizadaGL para os dados simulados para o o modelo

família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student (Figura 37) evidenciou a observação #100.
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Figura 37: Gráficos de alavanca generalizada para os dados simulados com a estrutura deΣ do
modelo família Matérn (κ = 1, 5) e distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

6.3 Distribuição Exponencial Potência

O conjunto de dados foi gerado, por decomposição de Cholesky de uma distribuição

exponencial potência com média zero e diferentes estruturas da matriz de escalaΣ com parâ-

metrosϕ̂n = (0, 1, 3)⊤, e parâmetro de formaλ = 0, 8 fixo υ, Z ∼ PEn(µ,Σ, λ). O máximo

valor da amostra foi perturbado:Zmax = Zmax + 0, 5
√
Z⊤Z. Para todos os modelos estudados

perturbou-se a observação #49.
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6.3.1 Modelo Exponencial para a Estrutura da MatrizΣ

A Figura 38a apresenta oboxplot para os dados simulados com a estrutura deΣ do

modeloλ = 0, 8, onde quatro pontos estão abaixo do limite inferior (#12, #66, #82 e #92), e

três pontos estão acima do limite superior (#49, #65 e #95). Alocalização destes pontos pode

ser vista nopostplotapresentado na Figura 38b. O ponto de máximo, o qual foi perturbado, é o

#49.
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Figura 38: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com a estrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuição exponencial potênciaλ = 0, 8.

As estimativas obtidas por MV para os parânetros do modelo exponencial para a dis-

tribuição exponencial potência comλ = 0, 8 foram β̂ = 0, 1889 (0,1318), ϕ̂1 = 0, 3244

(9,8545),ϕ̂2 = 0, 0906 (9,8543) eϕ̂3 = 0, 0003 (0,0003),̂a = 0, 0010 eLMV = −170, 26.

Perturbação Aditiva

Gráficos de influência para os dados simulados para o modelo exponencial e distribuição

exponencial potência considerando a perturbação aditiva são apresentados na Figura 39. Nota-

se que em todos os gráficos a observação #19 ficou em destaque.
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Figura 39: Gráficos de influência para os dados simulados com aestrutura deΣ do modelo ex-
ponencial e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

Os gráficos de influência para os dados simulados para o modeloexponencial e dis-

tribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação de Zhu são apres-

ntados na Figura 40, onde os gráficosCi vs ordem e|Lmax|2 vs ordem (Figuras 40a e 40c,

respectivamente) destacaram a observação #49 como possível ponto influente na resposta. O

gráfico|Lmax|1 vs ordem da Figura 40b, destacou além da observação #49, as observações #39

e #48. Os gráficoslδ vs ordem elp vs ordem das Figuras 40d e 40e não destacaram observações.
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Figura 40: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
exponencial e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação de
Zhu.

Alavanca Generalizada

A Figura 41 mostra o gráfico de alavanca generalizadaGL para o modelo exponen-

cial e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8, onde verifica-se um destaque para as

observações #39, #48 e #49 como influentes no próprio valor ajustado.

0 20 40 60 80 100

0.
00

99
0.

01
00

0.
01

01
0.

01
02

i (Ordem)

A
la

va
nc

a

39 48

49

(a)GL

Figura 41: Gráficos de alavanca generalizada com estrutura de Σ do modelo exponencial e
distribuição exponencial potência comλ = 0, 8.

6.3.2 Modelo Gaussiano para a Estrutura da MatrizΣ

A Figura 42 apresenta os gráficosboxplot e postplotpara o modelo gaussiano e dis-

tribuição exponencial potênciaλ = 0, 8. O boxplot da Figura 42a detectou seis pontos dis-

crepantes, três destes estão abaixo do limite inferior (#12, #66 e #82), e três acima do limite

superior (#49, #65 e #95), sendo #49 o ponto de máximo. Opostplotda Figura 42b localiza os

pontos discrepantes.
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Figura 42: (a)Boxplote (b)Postplotpara os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8.

Para os parâmetros deΣ com estrutura do modelo gaussiano com distribuição expo-

nencial potência comλ = 0, 8, os valores das estimativas por MV sãoβ̂ = 0, 1894 (0,1261),

ϕ̂1 = 0, 2981 (15,8418),ϕ̂2 = 0, 0817 (15,8417) eϕ̂3 = 0, 3976 (0,0001),â = 0, 6887, com

LMV = −171, 88.

Perturbação Aditiva

Todos os gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo

gaussiano e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação aditiva,

apresentados na Figura 43, evidenciaram o ponto perturbado(#49), isto é, é um forte candidado

a ser influente na resposta, na matriz de covariâncias e no preditor linear.
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Figura 43: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação aditiva.

Perturbação de Zhu

De acordo com os gráficos de influência para os dados simuladoscom estrutura deΣ do

modelo gaussiano e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação

de Zhu, exibidos na Figura 44, a observação #49 é candidata a ponto influente na resposta, de

acordo com os gráficos das Figuras 44a, 44b e 44c. Os gráficoslδ) vs ordem elp vs ordem das

Figuras 44d e 44e destacaram a observação #43 como influente na matriz de covariância e no

preditor linear, respectivamente.
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Figura 44: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo
gaussiano e distribuição exponencial potênciaλ = 0, 8 considerando a perturbação de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico de alavanca generalizadaGL para o modelo gaussiano e distribuição exponen-

cial potênciaλ = 0, 8 evidenciou a observação perturbada (#49) como influente no seu próprio

valor ajustado.
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Figura 45: Gráfico de alavanca generalizada com estrutura deΣ do modelo gaussiano e dis-
tribuição exponencial potênciaλ = 0, 8.

6.3.3 Modelo Família Matérnκ = 1, 0 para a Estrutura da Matriz Σ

O boxplotapresentado na Figura 46 apresenta os mesmosoutliers acima do limite in-

terquartílico superior do que oboxplotapresentado na Figura 38, mas ambos possuem diferentes

outlierscom valores abaixo do limite interquartílico inferior. A Figura 46b mostra a localiza-

ção dosoutliersmostrados peloboxplotpara os dados simulados com estrutura da matrizΣ do

modelo família Matérn (κ = 1, 0).
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Figura 46: (a)Boxplote (b) Postplotpara os dados simulados com estrutura da matrizΣ do
modelo família Matérn (κ = 1, 0).

Obteve-se as seguintes estimativas para os parâmetros de estrutura deΣ do modelo da

família Matérn (κ = 1, 0) por MV: β̂ = −0, 1899 (0,1255),ϕ̂1 = 0, 2955 (0,1909),ϕ̂2 =

0, 0805 (0,1814) eϕ̂3 = 0, 3598 (0,0003),̂a = 1, 2413 eLMV = −168, 62..

Perturbação Aditiva

Assim como ocorreu para estrutura deΣ do modelo gaussiano, todos os gráficos de

influência para os dados simulados para o modelo família Matérn (κ = 1, 0) e distribuição

exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação aditiva, apresentados na Figura

43, evidenciaram a observação perturbada (#49).
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Figura 47: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo família
Matérn (κ = 1, 0) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação
aditiva.

Perturbação de Zhu

Para os gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo

família Matérn (κ = 1, 0) e distribuição exponencial potênciaλ = 0, 8 considerando a per-

turbação de Zhu são apresentados na Figura 48. Os gráficosCi vs ordem e|Lmax|2 vs ordem

destacaram a observação #49 como influente na variável resposta, mas os demais gráficos não

deram destaque para observações.
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Figura 48: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo família
Matérn (κ = 1, 0) e distribuição exponencial potênciaλ = 0, 8 considerando a perturbação de
Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico de alavanca generalizadaGL para os dados simulados com estrutura deΣ do

modelo família Matérn (κ = 1, 0) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 é exibido

na Figura 49 onde não verifica-se observação em destaque.
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Figura 49: Gráfico de alavanca generalizada para os dados simulados com estrutura deΣ do
modelo família Matérn (κ = 1, 0) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8.

6.3.4 Modelo Família Matérnκ = 1, 5 para a Estrutura da Matriz Σ

Pode-se observar na Figura 50a a presença de quatro pontos discrepantes, sendo o mín-

imo correspondente a observação #12 e os demais correspondentes as observações #49, #92 e

#95. A observação #49 é o máximo valor da amostra e portanto foi o ponto perturbado.
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Figura 50: (a)Boxplot e (b) Postplotpara os dados simulados com com estrutura deΣ do
modelo família Matérn (κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8.

As estimativas encontradas por MV para os parâmetros deΣ do modelo família Matérn

(κ = 1, 5) com distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 foram β̂ = −0, 1900 (0,1246),

ϕ̂1 = 0, 2807 (0,0799),ϕ̂2 = 0, 0902 (0,0543) eϕ̂3 = 0, 5232 (0,0001),̂a = 2, 0928 eLMV =

−166, 77.

Perturbação Aditiva

Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo família

Matérn (κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação

aditiva são apresentados na Figura 51, onde nota-se que em todos os gráficos destacaram a

observação #49.

0 20 40 60 80 100

0.
02

00
0

0.
02

00
5

0.
02

01
0

i (ordem)

C
i

49

(a)Ci vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
09

99
0.

10
00

0.
10

01
0.

10
02

0.
10

03

i (ordem)

|L
m

ax
|

49

(b) |Lmax|1 vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

i (ordem)

|L
m

ax
|

49

(c) |Lmax|2 vs ordem



81

0 20 40 60 80 100

0.
09

96
0.

09
98

0.
10

00
0.

10
02

0.
10

04
0.

10
06

0.
10

08
0.

10
10

i (Ordem)

l δ

49

(d) lδ vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
09

96
0.

09
97

0.
09

98
0.

09
99

0.
10

00
0.

10
01

i (Ordem)

l p

49

(e) lp vs ordem

Figura 51: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo família
Matérn (κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação
aditiva.

Perturbação de Zhu

A Figura 52 apresenta os gráficos de influência para os dados simulados com estrutura

deΣ do modelo família Matérn (κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8

considerando a perturbação de Zhu, onde nota-se que somenteos gráficos|Lmax|2 vs ordem

da Figura 52c e o gráficolδ vs ordem da Figura 52d deram destaque para alguma observação,

sendo esta a própria observação perturbada. Com isto, o ponto#49 torna-se um ponto influente

na resposta e na matriz de covariâncias, para este cenário.
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Figura 52: Gráficos de influência para os dados simulados com estrutura deΣ do modelo família
Matérn (κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8 considerando a perturbação
de Zhu.

Alavanca Generalizada

O gráfico de alavanca generalizadaGL para o modelo família Matérn (κ = 1, 5) e

distribuição exponencial potência comλ = 0, 8, apresentado na Figura 53 não deu destaque

para observações.
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Figura 53: Gráficos de alavanca generalizada com estrutura de Σ do modelo família Matérn
(κ = 1, 5) e distribuição exponencial potência comλ = 0, 8.

6.4 Considerações gerais

Um resumo dos pontos detectados pelos gráficos de influência para os dados simulados

com as distribuições normal,t-Student comυ = 5 graus de liberdade e exponencial potência

com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando diferentes modelos na estrutura da matriz de

escala, são apresentados nas Tabelas 4, 5 e 6, respectivamente.
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Tabela 4: Pontos detectados pelos gráficos de influência referentes aos dados simulados com
distribuição normal.

Estrutura de Σ Ponto Tipo Gráficos de influência

do Modelo Perturbado Perturbação Ci |Lmax|1 |Lmax|2 lp lδ GL

Exponencial 62
Aditiva 62 72 62 73 72

-
Zhu 62 - 72 37, 51, 62 e 73 72

Gaussiano 62
Aditiva 62 59 62 51, 53, 71 e 73 -

-
Zhu 62 62 72 51 e 71 53, 71, 72 e 73

Matérn

(κ = 1, 0)
62

Aditiva 62 20 e 62 62 - -
-

Zhu 62 83, 93 e 100 72 71 e 72 72

Matérn

(κ = 1, 5)
75

Aditiva 75 - 75 - -
1, 10, 91 e 100

Zhu 75 75 e 84 - 77 e 84 75

Tabela 5: Pontos detectados pelos gráficos de influência referentes aos dados simulados com
distribúiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

Estrutura de Σ Ponto Tipo Gráficos de influência

do Modelo Perturbado Perturbação Ci |Lmax|1 |Lmax|2 lp lδ GL

Exponencial 96
Aditiva 96 96 95 - 96

-
Zhu 96 96 42 18 e 42 96

Gaussiano 20
Aditiva 20 20 - 18 e 20 20

20
Zhu 20 20 30 18 e 20 20

Matérn

(κ = 1, 0)
96

Aditiva 96 96 85, 95 e 97 1 95 e 97
-

Zhu 18 18 96 18 18

Matérn

(κ = 1, 5)
96

Aditiva 96 96 95 e 97 1, 95 e 97 86, 95 e 97
100

Zhu 39, 41 e 62 39, 41 e 62 96 39, 62 e 96 20

Tabela 6: Pontos detectados pelos gráficos de influência referentes aos dados simulados com
distribuição exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8.

Estrutura de Σ Ponto Tipo Gráficos de influência

do Modelo Perturbado Perturbação Ci |Lmax|1 |Lmax|2 lp lδ GL

Exponencial 49
Aditiva 49 49 49 49 49

39, 48 e 49
Zhu 49 39, 48 e 49 49 - -

Gaussiano 49
Aditiva 49 49 49 49 49

49
Zhu 49 49 49 43 43

Matérn

(κ = 1, 0)
49

Aditiva 49 49 49 49 49
-

Zhu 49 49 49 - -

Matérn

(κ = 1, 5)
49

Aditiva 49 49 4 49 49
49

Zhu - - 49 49 -

Na Tabela 7 é apresentado um resumo dos parâmetros estimadospara os diferentes

cenários considerados na simulação.
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Tabela 7: Estimativa por MV dos parâmetros obtidos no ajustedos modelos espaciais para os
dados simulados.

Distribuição Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) LMV

Normal

exponencial
−0, 1516 0,0000 1,5412 0,4324 1,2972 −162, 60

(0,1543) (6,6501) (6,6537) (0,7993) (2,3979)

gaussiano
−0, 1052 0,0000 1,5259 0,5885 1, 0193 −162, 70

(0,1359) (37,8347) (37,8341) (0,0615) (0,1065)

Matérnκ = 1, 0
−0, 2082 0,0000 1,5518 0,3927 1,5703 −161, 00

(0,1753) (2,9489) (2,9510) (0,3611) 1,4444

Matérnκ = 1, 5
−0, 2506 0,2916 1,2588 0,4548 2,1576 −156, 40

(0,2264) (0,7221) (0,7398) (0,2161) (1,0265)

t-Student

(υ = 5)

exponencial
0, 0886 0,6313 1,0991 1,3863 3,5463 −173, 29

(0,1266) (0,5190) (0,3417) (0,3307) (0,9921)

gaussiano
0, 0853 0,6372 0,8937 1,4667 2,5404 −173, 97

(0,1020) (0,6724) (0,1869) (0,1901) (0,3293)

Matérnκ = 1, 0
0, 0922 0,7034 0,9520 1,6888 6,7552 −172, 89

(0,1545) (0,3472) (0,2253) (0,3230) (1,2920)

Matérnκ = 1, 5
0, 0944 0,5734 1,0540 1,6176 7,6836 −171, 75

(0.1803) (0,2136) (0,2277) (0,2908) (1,3813)

Exponencial

Potência

(λ = 0, 8)

exponencial
0, 1889 0,3244 0,09063 0,0003 0,0010 −170, 26

(0,1318) (9,8545) (9,8543) (0,0003) (0,0009)

gaussiano
0, 1894 0,2981 0,0817 0,3976 0,6887 −171, 88

(0,1261) (15,84) (15,8417) (0,0001) (0,0002)

Matérnκ = 1, 0
−0, 1899 0,2981 0,0805 0,3976 0,6887 −168, 62

(0,1255) (0,1909) (0,1814) (0,0003) (0, 0012)

Matérnκ = 1, 5
−0, 1900 0,2807 0,0902 0,5232 2,0928 −171, 88

(0,1246) (0,0799) (0,0543) (0,0001) (0, 0005)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

Observou-se que para os dados gerados com diferentes distribuições de probabilidade e

com diferentes estruturas na matriz de escala, os comportamentos e o valor das estimativas dos

parâmetros foram bem distintos devido a perturbação no valor máximo.

O gráficoCi vs ordem detectou o ponto perturbado em todos, quando foi considerada

a perturbação aditiva e também em todos os casos quando considerada a distribuição normal.

Somente não detectou para a perturbação de Zhu, e distribuiçãot-Student comυ = 5 e modelo

da família Matérn paraκ = 1, 0 e κ = 1, 5 e para a distribuição exponencial potência com

λ = 0, 8 e modelo da família Matérn comκ = 1, 5.

O gráfico de alavanca generalizadaGL que avalia a influência de cada observação no

seu próprio valor ajustado, não indentificou na maioria dos casos o ponto perturbado e também

o ponto detectado pelos gráficosCi vs ordem eLmax vs ordem quando considerada pela per-

turbação aditiva. Ressalta-se que para cada situação foi considerado somente um cenário e que

para um estudo futuro seria interessante aumentar o número de simulações para cada caso.

Na Tabela 7 nota-se que os modelos exponencial e gaussiano apresentaram os maiores

valores do desvio padrão para os parâmetros estimadosϕ1 eϕ2. Os valores dos alcances vari-

aram de0, 6887m a6, 7552m.



85

7 APLICAÇÕES A DADOS EXPERIMENTAIS

Aplicação de métodos estatísticos em um ambiente espacial levanta vários desafios,

principalmente em se tratando de determinar os parâmetros que definem a estrutura de variabi-

lidade espacial. Neste capítulo, foram analisados dois conjuntos de dados reais coletados em

2010/2011. Toda a parte computacional foi realizada utilizando osoftwarelivre R.

A Figura 54 apresenta a grade amostral da área em estudo de 167,35ha, localizada na

cidade de Cascavel- Pr, Brasil, com coordenadas geográficas aproximadas de Latitude24o 57′

21”S e53o 34′ 32”W , localizados com um aparelho receptor de sinal GPS (Global Positioning

System), comdatumWGS84. Foi realizada uma amostragem sistemática centrada com pares

de pontos próximos (lattice plus close pairs), com distância máxima de 141m entre pontos, e

em alguns locais aleatórios com distâncias menores, de 75 e 50 m entre pontos, e a diferença

entre as mesmas.
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Figura 54: grade amostral.

Trabalhou-se com diferentes distribuições de probabilidade e a escolha do melhor mo-

delo para a estrutura da matriz de escalaΣ, por meio da técnica de validação cruzada (Faraco

et al., 2008) e valores deLMV . Após o estudo de influência local, foram construídos mapas

temáticos com e sem os pontos influentes por meio de krigagem ordinária ou universal (caso

com covariáveis), com a finalidade de mostrar como estes pontos afetam na construção destes

mapas em estudo. Também são apresentadas métricas de comparação de mapas temáticos.
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7.1 Conjunto de dados do teor de Ferro - Ano agrícola de 2010/2011

O Ferro (Fe) é um micronutriente do solo, e é um atributo importante a serconsiderado

no estudo de uma área agrícola. Solos com altos teores de óxidos de ferro têm sido relacionados

na literatura como sendo altamente resistentes à erosão.

Os solos com tonalidades avermelhadas ou amareladas estão associadas aos diferentes

tipos de óxidos de ferro existentes no solo. Os solos do tipo Latossolo são os solos predo-

minantes no Brasil e o teor de óxidos de ferro decresce do Latossolo Roxo para o Latossolo

Amarelo.

Na Tabela 8 são apresentadas as estatísticas descritivas dos dados de teor de Ferro, de-

notado porFe. O valor mínimo do nível deFe é de 19,00mg dm−3 e o nível máximo de 88

mg dm−3, a média igual 33,83mg dm−3, o que mostra, que em média os valores deFe estão

abaixo no nível considerado bom, que é na faixa de 40,1 a 60,00mg dm−3, de acordo com infor-

mações da Cooperativa Central de Pesquisa Agrícola, Tecnologia da Nossa Terra (COODETEC,

2007), local onde foram feitas as análises químicas laboratoriais do solo. Segundo o coeficiente

de variação (CV=23,97%) existe média homogeneidade dos dados pois,20% < CV < 30%.

Segundo os coeficientes de assimetria e curtose a variávelFe têm características levemente as-

simétricas e platicúrtica, de acordo com os critérios apresentados em Jones (1969) considerando

um nível de confiança de 95%, visto que os intervalos de simetria e curtose que caracterizam a

distribuição normal são−0, 466 ≤ Coef. Assimetria≤ 0, 466 e 2, 26 ≤ Coef. Curtose≤ 4, 03

para amostras com 102 elementos.

Tabela 8: Estatísticas descritivas dos dados de teor deFe.

n 102

Média 33,83

Mediana 33,00

Quartil 1 29,00

Quartil 3 36,75

Mínimo 19,00

Máximo 88,00

Desvio Padrão 8,11

Coef. de variação % 23,97

Coef. Assimetria 3,11

Coef. Curtose 18,89

n : tamanhho da amostra.

O gráficoboxplotapresentado na Figura 55a) detectou doisoutliers. Verificou-se que o

maior destesoutliersé o elemento amostral #96 sendo seu valor medido igual a 88,00(máximo),



87

e de acordo com o gráficopostplotapresentado na Figura 55b, ele está cercado de pelos pontos

#93 #94, #97, #98 e #99, os quais apresentam valores deFe inferiores variando de 26 a 33

mg dm−3, de tal forma que este ponto torna-se um fortíssimo candidato a ser influente. Pode-se

notar que do centro do mapa em direção a região Sudoeste, há valores mais elevados deFe,

mais próximos do intervalo em que o teor de Ferro é considerado bom (COODETEC, 2007), e

que a região norte apresenta valores mais baixos.
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Figura 55: (a) Gráficoboxplote (b)postplotdos dados de teor de Ferro.

Para o estudo de anisotropia foi construído os semivariogramas direcionais nas direções:

0◦, 45◦, 90◦ e135◦ (Guedeset al., 2008), considerando ocutoff um pouco menor de 50% (Clark,

1979), isto é, como o conjunto amostral apresentou distância máxima é de1765, 962 m, a dis-

tância a ser considerada é de800m. A Figura 56 apresenta os semivariogramas direcionais em

que verifica-se um padrão da estrutura de dependência espacial para todas as direções, indicando

isotropia e consequentemente pode-se utilizar o semivariograma omnidirecional.
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Figura 56: Semivariogramas direcionais do teor de Ferro.

Um resumo das informações sobre a função semivariânciaγ(δ) em uma distânciaδ, e

número de paresN(δ) é apresentado na Tabela 9, onde nota-se que o menor número de pares foi

de 208 e o maior foi 613, sendo respectivamente, das distância 100,875 e 600,250m. Observa-

se que o número de pares com que foi calculado o semivariograma experimental não só satisfaz

as recomendações de Jounel e Huijbregts (1978) e Wollenhaupt et al. (1997), de pelo menos

um mínimo de 30 pares, mas também satisfaz as recomendações de Webster e Oliver (1990), de

um número mínimo de 100 pares. Para a escolha dolag fez-se um estudo com diversos valores,

e o número delags igual a 8 mostrou-se o mais adequado. O estimador clássico utilizado foi

o de Matheron e o ângulo de tolerância foi deπ/8. Para calcular os valores deC(δ) e ρ(δ)

para cada distânciaδ apresentada na Tabela 9, pode-se usar as relaçõesC(δ) = C(0) − γ(δ) e

ρ(δ) = 1− γ(δ)/C(0), em queC(0) = (ϕ1 + ϕ2).

Tabela 9: Resumo das informações sobre o semivariograma em uma distânciaδ semivariância
γ(δ) e número de paresN(δ).

δ γ̂(δ) N(δ)

1 100,875 51,00000 208

2 200,750 63,51502 233

3 300,625 51,54651 473

4 400,500 44,24700 500

5 500,375 60,74239 394

6 600,250 57,25041 613

7 700,125 60,31613 465

8 800,000 61,96146 467

Os envelopes obtidos por permutação das semivariâncias sãoapresentados na Figura 57.
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Para cada simulação valores de dados são alocados para a localização espacial. O variograma

empírico é calculado para cada simulação, utilizando os mesmos lagsdo semivariograma ini-

cialmente computado para os dados. Os envelopes são calculados tomando, em cada intervalo,

os valores máximos e mínimos dos variogramas para os dados simulados. O fato de existir ponto

fora do envelope indica a existência de dependência espacial, a qual pode ser ainda verificada

com os valores do efeito pepita relativoEPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2).
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Figura 57: Envelope Simulado por Monte Carlo.

7.1.1 Distribuição Normal

A Tabela 10 apresenta os parâmetros estimados pelo método demáxima verossimilhança

(MV) considerando os modelos exponencial, gaussiano e família Matérn paraκ = 0, 7, κ = 1, 0

eκ = 1, 5. Os modelos esférico e exponencial potência não foram tratados pois apresentam res-

trições quanto a segunda derivada, fato este que é importante no estudo da técnica de influência

local em estudo.

Observa-se que os valores dos alcances foram aumentado conforme aumentou-se o valor

do parâmetro de formaκ para o modelo Matérn, e que os os modelos apresentaram baixos

valores paraϕ2 em relação aos valores deϕ1, fato este que implica em valores mais altos do

EPR, e consequentemente em fraca dependência espacial, segundo a escala de classificação de

Cambardellaet al. (1994) onde considera uma dependência espacial forte paraEPR ≤ 0, 25,

moderada para0, 25 < EPR ≤ 0, 75 e fraca paraEPR > 0, 75.
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Tabela 10: Estimativa dos parâmetros obtidos porMV no ajuste dos modelos espaciais para a
variávelFe.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
34,36 52,53 13,61 297,01 889,7687 0,79

(2,9802) (5,2338) (21,8799) (659,7258) (1979,1774)

Gaussiano
34,52 56,56 11,10 540,61 935,699 0,84

(2,9802) (5,2338) (21,8799) (659,7258) (1142,6786)

Matérnκ = 0, 7
34,39 54,42 11,93 285,57 984,3288 0,82

(1,6826) (10,5617) (9,9831) (308,2464) (1063,4501)

Matérnκ = 1, 0
34,43 55,61 11,06 265,15 1060,60 0,83

(1,7555) (9,6109) (8,9731) (257,3537) (1029,4148)

Matérnκ = 1, 5
34,47 56,28 10,79 232,81 1104,42 0,84

(1,8348) (9,0810) (8,6400) (198,8692) (944,6287)

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

De acordo com os critérios estabelecidos, escolheu-se o modelo da família Matérn com

κ = 1, 5 (Tabela 10), o qual em todos os casos de validação cruzada apresentou valores entre os

dois melhores modelos, apresentou maior valor deLMV e ainda menores valores dos desvios

padrões, sendo as estimativas dos parâmetros com os respectivos desvios padrão entre parêntesis

dadas por:β̂ = 34, 52, ϕ̂1 = 56, 56, ϕ̂2 = 11, 10 e ϕ̂3 = 540, 61, e o raio de dependência

espacial estimado de 935,699m (â = 935, 6990).

Tabela 11: Critérios para seleção do melhor ajuste para a variávelFe.

Modelo EM1 ER2 SEM
3 SER

4 EA5 LMV

exponencial 0, 01543 0, 00099 7, 92392 1,00977 500,8248 −355, 8

gaussiano 0,00780 0,00050 7,86644 1,00993 492,9177 −355, 8

Matérnκ = 0, 7 0, 01298 0, 00083 7, 91883 1,00962 500,0124 −355, 8

Matérnκ = 1, 0 0, 01102 0, 00070 7, 91156 1,00954 498,8181 −355,7

Matérnκ = 1, 5 0,00955 0,00061 7,90156 1,00955 497,1747 −355,7

1erro médio
2erro médio reduzido
3desvio padrão do erro médio
4desvio padrão dos erros reduzidos
5erro absoluto

7.1.1.1 Influência Local - perturbação aditiva

Os gráficos de influência para a perturbação aditiva considerando a distribuição normal

são apresentados na Figura 58. O gráficoCi vs ordem da Figura 58a apontou a observação #96

como influente na resposta, o gráfico da Figura 58b identificouas observações #9 e #10 como

influentes na resposta e o gráficolp vs ordem da Figura 58e identificou o ponto #102 como

influente no preditor linear.
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Figura 58: Gráficos de influência para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 e distribuição
normal considerando a perturbação aditiva.

7.1.1.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 59 são apresentados os gráficos de influência para a perturbação de Zhu con-

siderando a distribuição normal. Assim como para a perturbação aditiva, o gráficoCi vs ordem

da Figura 59a evidenciou a observação #96. Já o gráfico da Figura 59b destacou as observações

#2, #3 e #96, o gráfico da Figura 59c destacou a observação #47 eo gráfico da Figura 59e

evidenciou o ponto #101 como influente no preditor linear.
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Figura 59: Gráficos de influência para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 e distribuição
normal considerando a perturbação de Zhu.

7.1.1.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada (GL), que avalia a influenci individual de cada ob-

servação no próprio valor ajustado, é apresentado na Figura60 e destacou os pontos #19 e

#102.
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Figura 60: Gráfico da alavanca generalizada (GL) para o modelo gaussiano com distribuição
normal.
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7.1.1.4 Ajuste sem observação influente

A análise do conjunto de dados foi realizada sem a observação#96 para apresentar o

que pode acontecer sem este ponto na análise, e as estimativas dos parâmetros obtidas são

apresentadas na Tabela 12. A observação #96 era o ponto de máximo do conjunto de dados seu

valor era de 88,00mg dm−3, bem acima da média. Sendo assim, ao eliminar está observação

a média da variávelFe diminuiu, e é bem próxima de33, 70 para todos os modelos estudados.

Todos os casos apresentam dependência espacial moderada e oraio de dependência espacial

varia de974, 42 a1378, 52m.

Tabela 12: Parâmetros estimados porMV no ajuste dos modelos espaciais para a variávelFe
considerando a distribuição normal, sem a observação #96.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
33,71 24,23 13,76 458,04 1374,12 0,64

(2,8578) (1,8126) (16,5257) (680,8378) (2042,5134)

Matérnκ = 0, 7
33,72 25,43 12,81 399,57 1378,52 0,66

(1,9211) (4,8906) (8,0506) (330,2204) (1139,2604)

Matérnκ = 1, 0
33,74 26,25 12,26 339,00 1356,00 0,68

(1,9448) (4,5554) (7,9917) (244,0241) (976,0964)

Matérnκ = 1, 5
33,75 26,80 11,98 275,13 1306,87 0,69

(1,9586) (4,3633) (8,0470) (171,0469) (812,4728)

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

Os valores dos critérios para seleção do melhor ajuste para avariávelFe considerando

a distribuição normal, sem a observação #96 estão dispostosna Tabela 13. Segundo os critérios

de validação cruzada eLMV o modelo escolhido continuou sendo o da família Matérn com

κ = 1, 5, mas com diferentes estimativas dos parâmetros da estrutura de variabilidade espacial,

Como para o modelo gaussiano não foi possível calcular os desvios padrões para os parâmetros,

pois a matriz de informação esperada de Fisher é inversível,o mesmo foi desconsiderado.

Tabela 13: Critérios para seleção do melhor ajuste para a variável Fe considerando a dis-
tribuição normal, sem a observação #96.

Modelo EM1 ER2 SEM
3 SER

4 EA5 LMV

exponencial 0, 01445 0, 00131 5,47512 1,00363 413,4752 317, 9

Matérnκ = 0, 7 0, 01170 0, 00106 5,47359 1,00372 413,1589 −317, 8

Matérnκ = 1, 0 0, 00931 0, 00084 5,47162 1,00378 412,9516 −317, 8

Matérnκ = 1, 5 0,00745 0,00067 5,46862 1,00383 412,8194 −317,7

1erro médio
2erro médio reduzido
3desvio padrão do erro médio
4desvio padrão dos erros reduzidos
5erro absoluto
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7.1.1.5 Mapas Temáticos

Um resumo dos parâmetros estimados no ajuste dos modelos espaciais para a variável

Fe com e sem o ponto influente, são apresentados na Tabela 14. Sejaθ̂ =(β̂1,. . . ,β̂p,ϕ̂1,. . . ,ϕ̂q)
⊤

= (θ̂1,. . . , θ̂p, θ̂p+1, . . . , θ̂p+q), e θ̂i o parâmetroi de θ̂ e θ̂∗i o parâmetroi deθ sem o ponto in-

fluente, então a variação relativa (VR) é definida por VR(θ̂
∗
) =

∣

∣

∣(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣ × 100, para

i = 1, . . . , p+ q. Observa-se na Tabela 14 que VR(ϕ̂1) = −52, 38%, isto é, a retira do ponto in-

fluente provocou a diminuição em 52,38% no valor da estimativa do parâmetroϕ1, o qual já foi

mencionado ser um parâmetro de muita importância na construção dos mapas temáticos. Houve

tambem mudanças consideráveis para os demais parâmetros que também definem a estrutura

de dependência espacial.

Tabela 14: Parâmetros estimados por MV escolhidos no ajustedos modelos espaciais para a
variávelFe.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
Matérnκ = 1, 5

34,47 56,28 10,79 232,81 1104,42

pontos (1,8348) (9,0810) (8,6400) (198,8692) (944,6287)

Sem o ponto
Matérnκ = 1, 5

33,75 26,80 11,98 275,13 1306,87

#96 (1,9586) (4,3633) (8,0470) (171,0469) (812,4728)

VR(θ̂
∗

) −2, 09 −52, 38 11,03 18,18 18,33

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões;

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

Na Tabela 15 apresenta-se a matriz de erros que fornece a quantidade de área emha de

cada mapa temático construído, bem como as áreas emha coincidentes para a comparação dos

mapas temáticos com e sem o ponto influente. Observa-se que a classe (34,6-36,8] foi a que

apresentou maior quantidade de área na mesma região entre osdois mapas.

Tabela 15: Matriz de Erros da quantidade de área emha para a variávelFe.

Mapa com todos os pontos

Mapa sem ponto #96 [28,0-30,2] (30,2-32,4] (32,4-34,6] (34,6-36,8] (36,8-39,0] Total

[28,0-30,2] 13,79 11,40 0 0 0 25,19

(30,2-32,4] 0 20,41 12,72 6,76 1,03 40,92

(32,4-34,6] 0 0 26,06 5,67 0,91 32,64

(34,6-36,8] 0 0 1,86 50,83 0 52,69

(36,8-39,0] 0 0 0 8,05 7,86 15,91

Total 13,79 31,81 40,64 71,31 9,80 167,35

Os mapas temáticos doFe dividido em cinco classes de mesma amplitude são apresen-

tados na Figura 61. No gráfico da Figura 61a encontra-se o mapaconsiderando todos os pontos,
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e da Figura 61b o mapa considerando a análise sem a observação#96 considerada influente.

Observa-se que os menores valores deFe encontram-se na região leste do mapa, na região de

cor branca.
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Figura 61: Mapa temático do Ferro para a distribuição normalconsiderando cinco classes de
mesma amplitude.

Na Tabela 16 são apresentados os índices de exatidão global (EG), Kappa (K) e Tau

(T) com seus respectivos intervalos de confiança, para comparação de mapas temáticos para a

variávelFe considerando a distribuição nornmal. O índice de EG considera somente os va-

lores da diagonal principal da matriz de erros. Segundo Andersonet al. (2001), o índice de

exatidão global (EG) de 0,711 indica que os mapas não podem ser considerados similares pois

EG< 0, 85. Segundo Gong e Howarth (1990), o índice Kappa (K) é uma estatística recomen-

dada com uma medida apropriada de exatidão por utilizar todos os elementos da matriz de

erros. De acordo com Krippendorff (1980), o índice K apresenta baixa exatidão pois K< 0, 67.

Ma e Redmond (1995) apresentaram o índice Tau (T), que forneceuma medida quantitativa

relativamente precisa e intuitiva sobre a acurácia da classificação. A classificação deste índice

pode seguir a mesma classificação de Kripendorf (1980), assim o índice T=0,421 também in-

dica baixa similaridade entre os mapas apresentados na Figura 61. Dessa maneira, temos que

a observação #96 é influente na construição dos mapas temáticos que mostram a varibilidade

espacial.
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Tabela 16: Medidas de Exatidão para a variávelFe considerando a distribuição normal.

Medidas Resultados Intervalos de Confiança Valores

Exatidão Global - EG 0,711 IC[EG,95%] [0,707;0,714]

Kappa - K 0,616 IC[K,95%] [0,611;0,622]

Tau - T 0,421 IC[T,95%] [0,406;0,437]

7.1.2 Distribuiçãot-Student multivariada com 5 graus de liberdade

A Tabela 17 apresenta os parâmetros estimados no ajuste dos modelos considerando

a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade, a qual apresenta caudas mais pesadas que

a distribuição normal. Os modelos considerados no estudo foram exponencial, gaussiano e

família Matérn com parâmetro de formaκ = 0, 7, κ = 1, 0 eκ = 1, 5 e o método de MV para

estimação dos parâmetros. De acordo com os critérios de Cambardellaet al. (2000), todos os

cenários considerados apresentam dependência espacial moderada, pois0, 25 ≤ EPR < 0, 75.

Tabela 17: Parâmetros estimados por MV no ajuste dos modelosespaciais para a variávelFe
considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
34,20 41,15 36,69 100,85 302,55 0,53

(0,8833) (61,6183) (35,7963) (67,1132) (201,3396)

gaussiano
34,38 32,76 43,91 106,03 183,65 0,43

(0,8750) (57,5295) (28,2319) (32,3518) (56,0350)

Matérnκ = 0, 7
34,35 35,58 43,58 69,81 240,84 0,45

(0,8897) (67,9006) (44,4068) (43,4886) (150,0357)

Matérnκ = 1, 0
34,63 22,55 44,08 54,29 217,16 0,34

(0,8160) (57,4267) (37,6391) (26,6059) (106,4236)

Matérnκ = 1, 5
33,85 48,00 53,00 73,64 349,79 0,48

(1,0073) (69,5581) (24,1736) (22,9937) (109,2201)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

Segundo os critérios de validação cruzada (Faracoet al., 2008) bem como o valor de

LMV para os modelos ajustados, escolheu-se o modelo exponencial com parâmetros estimados

β̂ = 34, 20, ϕ̂1 = 41, 15, ϕ̂2 = 36, 69 e ϕ̂3 = 100, 85 para a distribuiçãot-Student com 5 graus

de liberdade. O modelo escolhido tem raio de dependência espacial estimada de 302,55m.

7.1.2.1 Influência Local - perturbação aditiva

A Figura 62 apresenta os gráficos de influência local para a distribuiçãot-Student com 5

graus de liberdade considerando a perturbação aditiva. Todos os gráficos, exceto o apresentado
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na Figura 62c, identificaram a observação #96 como influente,sendo esta influente na resposta,

na matriz de covariâncias e no preditor linear.
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Figura 62: Gráficos de influência para o modelo exponencial e distribuiçãot-Student com 5
graus de liberdade considerando a perturbação aditiva.

7.1.2.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 63 são apresentados os gráficos de influência local para a distribuiçãot-

Student com 5 graus de liberdade considerando a perturbaçãode Zhu. Os gráficosCi vs ordem

e |Lmax|1 vs ordem das Figuras 63a e 63b identificaram o ponto #96 como possível influente na

resposta e o gráficolδ vs ordem da Figura 63d também indentificou este mesmo ponto #96 como

possível influente na matriz de covariâncias. O gráfico da Figura 63c destacou a observação #66

e o gráfico da Figura 63e não apresentou observações influentes no preditor linear.



98

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

i (ordem)

C
i

96

(a)Ci vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

0.
6

0.
7

i (ordem)

|L
m

ax
|

96

(b) |Lmax|1 vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
00

0.
05

0.
10

0.
15

0.
20

i (ordem)

|L
m

ax
|

66

(c) |Lmax|2 vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

i (Ordem)

l δ

96

(d) lδ vs ordem

0 20 40 60 80 100

0.
05

0.
10

0.
15

i (Ordem)

l p

(e) lp vs ordem

Figura 63: Gráficos de influência para o modelo exponencial e distribuiçãot-Student com 5
graus de liberdade considerando a perturbação de Zhu.

7.1.2.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada (GL) apresentado na Figura 64 não identificou ob-

servações influentes no próprio valor ajustado.
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Figura 64: Gráfico da alavanca generalizada para o modelo exponencial e distribuiçãot-Student
com 5 graus de liberdade.
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7.1.3 Análise sem o ponto #96

Na Tabela 18 são apresentados os parâmetros estimados no ajuste dos modelos espaciais

para a variávelFe sem a observação #96, considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus

de liberdade. Com a retirada do ponto, a dependência espacialcontinua sendo moderada, no

entanto observa-se uma considerável mudança entre os valores obtidos para as estimativas dos

parâmetrosϕ1, ϕ2 eϕ3, sendo que a mudança neste último implicou um aumento na distânca

máxima de dependência espacial. Nota-se ainda que os desvios padrões também diminuiram.

Tabela 18: Parâmetros estimados por MV obtidos no ajuste dosmodelos espaciais para a variá-
vel Fe sem a observação #96, considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
33,63 27,46 30,63 204,65 613,95 0,47

(0,7860) (37,4183) (10,7146) (60,7889) (182,3667)

gaussiano
33,58 26,17 36,06 150,44 260,57 0,42

(0,7925) (43,0713) (14,2250) (34,3206) (59,4450)

Matérnκ = 0, 7
33,73 26,39 28,35 231,27 867,26 0,48

(0,7857) (33,0875) (6,8391) (49,9871) (172,4555)

Matérnκ = 1, 0
33,75 20,23 24,80 100,93 403,72 0,45

(0,6780) (30,5652) (10,22330) (30,3818) (121,5272)

Matérnκ = 1, 5
33,97 20,03 29,98 71,95 341,76 0,40

(0,7124) (34,5822) (12,4657) (20,3059) (96,4530)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

Os valores obtidos para os critérios para seleção do melhor ajuste para a variávelFe sem

a observação #96, alterou a escolha do modelo que deixou de ser exponencial e passou a ser da

família Matérn com parâmetro de formaκ = 0, 7, segundo os critérios de validação cruzada e

LMV .

7.1.4 Mapas tempáticos

A Tabela 19 apresenta um resumo para as estimativas dos parâmetros obtidas para os

modelos escolhidos com todas as observações e sem a observação #96. A variação relativa

também chamada de taxa de variação mostra que a retirada do ponto diminui em 35,87 % a

estimativa do parâmetroϕ1, o qual determina a variância para pequenas distâncias, e ainda,

mostra que a estimativa deϕ2 diminuiu em 22,73% e o raio de dependência espacial pratica-

mente triplicou. Com todos os pontos o modelo escolhido foi o exponencial e sem o ponto #96

o modelo escolhido foi da família Matérn comκ = 0, 7, isto é, este ponto é influente na escolha

do modelo de variabilidade espacial.
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Tabela 19: Parâmetros estimados por MV escolhidos no ajustedos modelos espaciais para a
variávelFe.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
exponencial

34,20 41,15 36,69 100,85 302,55

pontos (0,8833) (61,6183) (35,7963) (67,1132) (201,3396)

Sem o ponto
Matérnκ = 0, 7

33,73 26,39 28,35 231,27 867,26

#96 (0,7857) (33,0875) (6,8391) (49,9871) (172,4555)

VR(θ̂
∗

) 1, 39 35, 87 22,73 129,32 186,65

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

A Figura 65 apresenta os mapas temáticos para a variávelFe para a distribuiçãot-

Student com 5 graus de liberdade considerando cinco clases de mesma amplitude. Na Figura

65a á apresentado o mapa temático com todos os pontos e na Figura 65b, o mapa temático sem

a observação #96. Ambos os mapas foram construídos com a mesma escala, e visualmente é

possível notar diferenças, mas que são menores que para os mapas construídos assumindo a

distribuição normal para os dados.
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Figura 65: Mapa temático do Ferro para a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade
considerando cinco clases de mesma amplitude.

Na Tabela 20 apresenta-se a matriz de erros que contem o totalde área de cada classe

para cada mapa temático e as áreas comuns, para a comparação dos maesmos. Observa-se que

a classe (32,4-38,8] foi a que apresentou maior quantidade de área comum entre os dois mapas.
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Tabela 20: Matriz de Erros para a variávelFe.

Mapa com todos os pontos

Mapa sem ponto #96 [26,0-32,4] (32,4-38,8] (38,8-45,2] (45,2-51,6] (51,6-58,0] Total

[26,0-32,4] 50,24 12,76 1,48 0,83 0,17 65,48

(32,4-38,8] 0,31 96,21 0,84 0 0 97,36

(38,8-45,2] 0 2,99 1,52 0 0 4,51

(45,2-51,6] 0 0 0 0 0 0

(51,6-58,0] 0 0 0 0 0 0

Total 50,55 111,96 3,84 0,83 0,17 167,35

As medidas de exatidão para os mapas temáticos da variávelFe são apresentados na

Tabela 21, onde o índice de exatidão global (EG) indicou altaexatidão, isto é, alta similaridade

entre os mapas, e os índice K e T indicaram média exatidão.

Tabela 21: Medidas de Exatidão para a variávelFe considerando a distribuiçãot-Student com
5 graus de liberdade.

Medidas Resultados Intervalos de Confiança Valores

Exatidão Global - EG 0,884 IC[EG,95%] [0,882;0,887]

Kappa - K 0,765 IC[K,95%] [0,756;0,773]

Tau - T 0,768 IC[T,95%] [0,763;0,774]

7.1.5 Distribuição Exponencial Potência comλ = 0, 8

Os modelos ajustados para a distribuição exponencial potência com parêmtro de forma

λ = 0, 8 foram o exponencial, gaussiano, família Matérn comκ = 0, 7, κ = 1, 0 e κ = 1, 5.

Para a escolha do modelo foram utilizadas a técnica de validação cruzada e o valor deLMV .

Segundo os crtiérios mencionados, 0 modelo escolhido foi o exponencial com parâ-

metros estimadoŝβ = 34, 1658 (0,2297),ϕ̂1 = 4, 1127 (2,2035),ϕ̂2 = 14, 880 (2,4670) e

ϕ̂3 = 56, 7015 (113,3159), e entre parênteses os respectivos valores do desvio padrão da es-

timativa dos parâmetros. Este modelo apresentou raio de dependência espacial estimado de

170, 1045m.

7.1.5.1 Influência Local - perturbação aditiva

A Figura 66 apresenta os gráficos de influência local para a distribuição exponencial

potência com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a perturbação aditiva. Os gráficos

das Figuras 66a e 66b indentificaram o ponto #96 como possívelinfluente na variável resposta

e o gráfico da Figura e 66d identificou a mesma observação como influente na matriz de covar-

iâncias. Os gráficos da Figura 66c e 66e detectou a observação#25 como influente na variável

resposta e no preditor linear, respectivamente.
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Figura 66: Gráficos de influência para o modelo exponencial e distribuição exponencial potência
com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a perturbação aditiva.

7.1.5.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 67 são apresentados os gráficos de influência local para a distribuição expo-

nencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8 considerando a perturbação de Zhu. Assim

como para a perturbação aditiva, os gráficosCi vs ordem e|Lmax|1 vs ordem das Figuras 67a

e 67b identificaram a observação #96 como influente, e o gráficolp vs ordem da Figura 67e

destacou a observação #25 como influente no preditor linear.O gráficolδ vs ordem da Figura

67d, além de identificar a observação #96 como influente na matriz de covariâncias, identificou

a observação #25.
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Figura 67: Gráficos de influência para o modelo exponencial e distribuição exponencial potência
com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a perturbação de Zhu.

7.1.5.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada apresentado na Figura 68,identificou a observação

#25 como influente no próprio valor ajustado, a qual foi também detectada como influente na

variável resposta pelo gráfico da Figura 66c, quando considerada a perturbação aditiva.
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Figura 68: Gráfico da alavanca generalizada para o modelo exponencial e distribuição exponen-
cial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8.
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7.1.5.4 Mapas Temáticos

A análise do conjunto de dados foi refeita sem a presença da observação #96. Na Tabela

22 estão dispostos os parâmetros obtidos pelos modelos escolhidos para a construção dos mapas

temáticos com todos os pontos e sem o ponto #96. Observa-se que que houve mudança para

as estimativas dos parâmetros, principalmente paraϕ̂1 que aumentou em 94,16% e paraϕ̂2 que

reduziu em 87,50%. O raio de dependêncial espacial estimadoaumentou em 44,35%.

Tabela 22: Parâmetros estimados obtidos por MV escolhidos no ajuste dos modelos espaciais
para a variávelFe considerando a distribuição exponencial potência com parâmetro de forma
λ = 0, 8.

Modelo β̂ ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
exponencial

34,17 4,11 14,88 56,70 170,10

pontos (0,2297) (2,2035) (2,4670) (113,3159) (339,9477)

Sem o ponto
Matérnκ = 0, 7

33,38 7,98 1,86 71,17 245,54

#96 (0,1130) (5,4070) (5,2966) (125,0461) (431,4090)

VR(θ̂
∗

) −2, 31 94,16 −87, 50 25,52 44,35

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣
(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣
× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

A Figura 69 apresenta os mapas temáticos para a variávelFe para a distribuição ex-

ponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8 considerando cinco clases de mesma

amplitude. Na Figura 69a á apresentado o mapa temático com todos os pontos e na Figura 69b,

o mapa temático sem a observação #96. Nota-se que o mapa sofreu mudanças com a retirada

da observação #96, principalmente no local onde foi coletada esta observação.
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Figura 69: Mapas temáticos do Ferro para a distribuição exponencial potência com parâmetro
de formaλ = 0, 8, considerando cinco clases de mesma amplitude (a) com todosos pontos (b)
sem a observação #96.

Na Tabela 23 é apresentada a matriz de erros da variávelFe, para a comparação dos

mapas temáticos com e sem o ponto influente.

Tabela 23: Matriz de Erros para a variávelFe.

Mapa com todos os pontos

Mapa sem ponto #96 [22,0-32,8] (32,8-43,6] (43,6-54,4] (54,4-65,2] (65,2-76,0] Total

[22,0-32,8] 47,01 2,55 0,25 0,01 0 49,82

(32,8-43,6] 13,96 101,96 1,07 0,44 0,10 117,53

(43,6-54,4] 0 0 0 0 0 0

(54,4-65,2] 0 0 0 0 0 0

(65,2-76,0] 0 0 0 0 0 0

Total 60,97 104,51 1,32 0,45 0,10 167,35

As medidas de exatidão para os mapas temáticos da variávelFe considerando a dis-

tribuição exponencial potência comλ = 0, 8 são apresentados na Tabela 24, onde os índices de

acurácia indicaram baixa similaridade entre os mapas temáticos.

Tabela 24: Medidas de Exatidão para a variávelFe considerando a distribuição exponencial
potência comλ = 0, 8.

Medidas Resultados Intervalos de Confiança Valores

Exatidão Global - EG 0,362 IC[EG,95%] [0,359;0,366]

Kappa - K 0,247 IC[K,95%] [0,242;0,252]

Tau - T −0, 275 IC[T,95%] [−0, 307;−0, 243]
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7.1.6 Considerações gerais

Pelos métodos da geoestatística foi possível verificar a variabilidade espacial dos teores

deFe na área em estudo. Foi possível notar que ao considerar diferentes distribuições de pro-

babilidade obteve-se também diferentes estimativas dos parâmetros conforme pode ser visto,

por exemplo, ao comparar as Tabelas 10 e 17. No entanto, todasas distribuições considera-

das detectaram a observação #96 como influente, isto é, pode alterar na construção dos mapas

temáticos que mostram a variabilidade espacial do teor de Ferro da área em estudo.

Sabe-se que os mapas temáticos construídos são importantesferramentas para realizar

zoneamento das áreas onde é necessário aplicar técnicas para amenizar o problema de deficiên-

cia de ferro no solo, portanto, visto que a observação #96 foidetectada por todas as ditribuições

em estudo como influente e realmente está alterando na construção dos mapas temáticos, então

deve-se ter cuidado com esta observação para as necessidades de aplicação de correção do solo

a serem repassadas ao agricultor.

Pelas medidas de exatidão EG, K e T apresentadas nas Tabelas 15, 20 e 23, pode-se

observar que a mudança nos mapas temáticos com e sem o ponto influente foi maior quando

considerada a distribuição normal do que quando consideradas as distribuiçõest-student com

υ = 5 graus de liberdade e exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8. Como a

variação nos mapas foi menor para a distribuiçãot-student comυ = 5 graus de liberdade, então

o mapa referente a esta distribuição seria o escolhido para ser repassado como informação da

variabilidade espacial do teor de Ferro da área em estudo.

7.2 Conjunto de dados de Produtividade com covariáveis - Anoagrícola de 2010/2011

O Brasil é o segundo maior produtor mundial de grão, segundo dados da CONAB

(2011). Sua produção no ano agrícola de 2010/2011 foi de 75,0milhões de toneladas, tendo

uma área plantada de 24,2 milhões de hectares e produtividade de 3,106t ha−1. O estado do

Paraná é o segundo produtor brasileiro de soja, com produçãode 15,4 milhões de toneladas,

área plantada de 4,6 milhões deha e produtividade de 3,360t ha−1. Sendo assim, observa-se

na Tablea 25 que em média, a produtividade da soja da área em estudo é de 3,563t ha−1 foi

maior que a média estadual e nacional de 3,360 e 3,106t ha−1, respectivamente. De acordo com

coeficiente de variação, os dados de produtividade da soja (Prod) e teor de cálcio (Ca) tem mé-

dia heterogeneidade e os dados do teor de potássio (K) e fósforo (P ) tem alta heterogeneidade

(acima de 30%).
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Tabela 25: Estatísticas descritivas dos dados deProd [t ha−1] e suas covariáveisCa,K eP .

Prod Ca K P

n 89 89 89 89

Média 3,563 5,223 0,1989 10,71

Mediana 3,550 5,050 0,1900 10,10

Quartil 1 3,230 4,170 0,1400 7,00

Quartil 3 3,850 6,130 0,2300 13,20

Mínimo 2,120 2,370 0,0800 2,90

Máximo 5,130 11,760 0,6000 24,60

Desvio Padrão 0,538 1,411 0,0819 5,267

Coef. de variação % 15,102 27,025 41,182 49,158

Coef. Assimetria 0,314 1,070 1,676 0,901

Coef. Curtose 0,984 3,939 5,748 0,403

Foram realizados estudos de anisotropia e continuidade espacial paraprod,Ca,K eP e

concluiu-se que os dados são isotrópicos e que existe dependência espacial, para cada variável

estudada.

A grade amostral da área em estudo para a produtividade com covariáveis é apresentada

na Figura 70.
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7.2.1 Distribuição Normal

A Tabela 26 apresenta os parâmetros estimados no ajuste dos modelos. Os modelos

considerados foram exponencial, gaussiano e família Matérn com parâmetro de formaκ = 0, 7,

κ = 1, 0 e κ = 1, 5. Para a análise considerando a distribuição normal, foi utilizado o pacote

geoR dosoftwareR (R Development Core Team, 2010). Nota-se que para todos os modelos os

valores deϕ̂1 são iguais a zero, e que os alcances variaram entre 108,0256 e116,4730m. Os

demais parâmetros estimados são semelhantes nos diferentes modelos.

Tabela 26: Parâmetros estimados por MV no ajuste dos modelosespaciais lineares para a variá-
vel Prod [t ha−1] em função das covariáveisCa,K eP , considerando a distribuição normal.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

exponencial
3,7989 −0, 0425 0,6280 −0, 0116 0,0000 0,2764 38,5953 115,7859

(0,2315) (0,0472) (0,7757) (0,0111) (0,6608) (0,6639) (50,9812) (152,9436)

gaussiano
3,8085 −0, 0502 0,7948 −0, 0115 0,0000 0,2784 62,3686 108,0256

(0,2238) (0,0458) (0,7687) (0,0107) (0,2585) (0,26455) (34,7784) (60,2380)

Matérn

κ = 0, 7

3,8009 −0, 0433 0,6447 −0, 0116 0,0000 0,2764 33,7603 116,4730

(0,2304) (0,0471) (0,7765) (0,0111) (0,5985) (0,6012) (38,9643) (134,4268)

Matérn

κ = 1, 0

3,8027 −0, 0443 0,6639 −0, 0116 0,0000 0,2765 29,1110 116,4440

(0,2294) (0,0469) (0,7767) (0,0111) (0,5427) (0,5446) (29,5690) (118,2760)

Matérn

κ = 1, 5

3,8045 −0, 0454 0,6866 −0, 0115 0,0000 0,2767 24,3838 115,8230

(0,2287) (0,0468) (0,7764) (0,0111) (0,4908) (0,4919) (21,8573) (103,8222)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

Pode-se dizer que existe dependência espacial na produtividade da soja, já que o gráfico

da Figura 71 apresenta um ponto fora do envelope.
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Figura 71: Envelope simulado para os dados de produtividade(Prod) em função das covariáveis
Ca,K eP .

Os critérios para seleção do melhor ajuste para a variávelProd [tha−1] em função das
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covariáveisCa, K e P por meio de um modelo espacial linear, considerando a distribuição

normal, são apresentados na Tabela 27. Entre os modelos considerados, o escolhido para foi o

gaussiano (Tabela 26) por apresentar menores valores deSEM , EA e maiorLMV .

Tabela 27: Critérios para seleção do melhor ajuste para a variávelProd [t ha−1] em função das
covariáveisCa,K eP , considerando a distribuição normal.

Modelo EM1 ER2 SEM
3 SER

4 EA5 LMV

exponencial 0,002647 0,002572 0,5493414 1,0273839 36,98570 −68, 57

gaussiano 0, 005209 0, 005213 0,545206 1,033830 36,61649 −67,76

Matérn k=0,7 0, 003014 0, 002933 0,5485426 1,0276147 36,95054−68, 45

Matérn k=1,0 0, 003404 0, 003322 0,5477863 1,0280543 36,90809−68, 33

Matérn k=1,5 0, 003818 0, 003742 0,5470625 1,0287546 36,85733 −68, 2

Matérn k=2,0 0, 004076 0, 004007 0,5466413 1,0293316 36,81972−68, 11

Matérn k=2,5 0, 004251 0, 004190 0,5463666 1,0297963 36,79089−68, 06

1erro médio
2erro médio reduzido
3desvio padrão do erro médio
4desvio padrão dos erros reduzidos
5erro absoluto

7.2.1.1 Influência Local - perturbação aditiva

Os gráficos de influência para a perturbação aditiva considerando a distribuição normal

são apresentados na Figura 72. Os gráficos das Figuras 72a, 72b e 72c apontaram o ponto #46

como ponto influente na variável resposta. A Figura 72b aindaapontou os pontos #15, #55

e #62 como influentes na variável resposta. O gráficolδ vs ordem da Figura 72d apontou a

observação #62 como influente na matriz de covariâncias e o gráficolp vs ordem da Figura 72e

identificou a observação #46 como influente no preditor linear.
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Figura 72: Gráficos de influência para o modelo gaussiano e distribuição normal considerando
a perturbação aditiva.

7.2.1.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 73 são apresentados os gráficos de influência para a perturbação de Zhu con-

siderando a distribuição normal. Para esta perturbação, osgráficos de influência não apontaram

observações influentes na matriz de covariância e no preditor linear. Somente o gráfico da

Figura 73c evidenciou os pontos #62 e #63 como possíveis pontos influentes no preditor linear.
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Figura 73: Gráficos de influência para o modelo gaussiano e distribuição normal considerando
a perturbação de Zhu.

7.2.1.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada é apresentado na Figura 74, que destacou o ponto

#46 como influente no seu próprio valor ajustado. Este resultado mostra a relação entre a

perturbação aditiva da resposta e da alavanca generalizadacomentado em Osorioet al. (2006).
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Figura 74: Gráfico da alavanca generalizada para o modelo gaussiano com distribuição normal.

7.2.1.4 Mapas temáticos

Realizou-se a análise do conjunto de dados sem a observação #46 considerada influente,

e o modelo escolhido continuou sendo o gaussiano, variando aestimativa dos parâmetros mas

mantendo o alcance de108 m. Um resumo dos parâmetros estimados no ajuste dos modelos

espaciais para a variávelProd da soja em função das covariáveisCa, K e P em um modelo

espacial linear, considerando a distribuição normal, é apresentado na Tabela 28.
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Tabela 28: Parâmetros estimados no ajuste dos modelos espaciais para a variávelProd em
função das covariáveisCa,K eP , e a distribuição normal.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
gaussiano

3,8085 −0, 0502 0,7948 −0, 0115 0,0000 0,2784 62,3686 108,0256

pontos (0,2238) (0,0458) (0,7687) (0,0107) (0,2585) (0,26455) (34,7784) (60,2380)

Sem o ponto
gaussiano

3,7678 −0, 0442 0,9009 −0, 0123 0,0000 0,2814 62,6766 108,5591

#46 (0,2523) (0,0492) (0,8235) (0,0110) (0,2577) (0,2639)(34,8141) (60,2998)

VR(θ̂
∗

) −1, 07 11, 54 13, 35 −6, 96 0,00 1,08 0,49 0,49

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣
(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣
× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

A Figura 75 apresenta os mapas temáticos com 4 classes de mesma amplitude da variável

Prod da soja considerandoCa, K e P como covariáveis, e que os dados tem distribuição

normal. No mapa da Figura 75a foram considerados todos os pontos, e o mapa da Figura 75b

é referente a análise sem a observação #46 considerada influente. Os mapas mostraram-se bem

semelhantes. No entanto, sugere-se refazer a análise considerando diferentes distribuições de

probabilidade.
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Figura 75: Mapa temático daProd para a distribuição normal considerando quatro clases de
mesma amplitude.

7.2.2 Distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade

A Tabela 29 apresenta os parâmetros estimados no ajuste dos modelos exponencial,

gaussiano e família Matérn paraκ = 0, 7, κ = 1, 0 e κ = 1, 5 considerando a distribuição

t-Student comυ = 5 graus de liberdade. Nota-se que os valores dos alcances estimados foram

bem maiores do que os apresentados pela distribuição normalvariando de 484 a 973m, apesar

dos valores doEPR indicarem fraca dependência espacial.
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Tabela 29: Parâmetros estimados porMV no ajuste dos modelos espaciais para a variávelProd
em função das covariáveisCa, K eP , considerando a distribuiçãot-Student comυ = 5 graus
de liberdade.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
3,7823 −0, 0361 0,4913 −0, 0110 0,2673 0,0113 303,2588 909,7764 0,96

(0,2387) (0,0476) (0,7777) (0,0112) (0,0561) (0,0411) (393,5037) (1180,511)

gaussiano
3,7808 −0, 0372 0,5290 −0, 0113 0,2709 0,0077 279,9737 484,9287 0,97

(0,2346) (0,0475) (0,7781) (0,0112) (0,0497) ( 0,0304) (493,7689) (855,2328)

Matérnκ = 0, 7
3,7838 −0, 0367 0,5067 −0, 0112 0,2668 0,0122 184,9927 638,2248 0,96

(0,2336) (0,0304) (0,4730) (0,0069) (0,0205) (0,0799) (405,0014) (1397,2550)

Matérnκ = 1, 0
3,7819 −0, 0364 0,4992 −0, 0111 0,2703 0,0088 194,8970 779,5880 0,97

(0,2161) (0,0203) (0,3241) (0,0047) (0,0062) (0,0953) (391,6678) (1566,6710)

Matérnκ = 1, 5
3,7803 −0, 0359 0,4889 −0, 0110 0,2720 0,0071 205,0071 973,7837 0,97

(0,2252) (0,0094) (0,1588) (0,0023) (0,0009) (0,1137) (312,9069) (1486,308)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

De acordo com os citérios para seleção do melhor ajuste para avariávelProd em função

das covariáveisCa, K eP , considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade, o

modelo escolhido foi o da família Matérn comκ = 1, 5 e estimativas apresentadas na Tabela

29.

7.2.2.1 Influência Local - perturbação aditiva

Os gráficos de influência para a perturbação aditiva considerando a distribuiçãot-Student

com 5 graus de liberdade são apresentados na Figura 76, sendoque todos os gráficos identi-

ficaram a observação #96 como influente, isto é, influente na variável resposta, na matriz de

covariâncias e no preditor linear.
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Figura 76: Gráficos de influência para o modelo gaussiano e distribuiçãot-Student comυ = 5
graus de liberdade considerando a perturbação aditiva.

7.2.2.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 73 são apresentados os gráficos de influência para a perturbação de Zhu con-

siderando a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade. Segundo está perturbação, não

se detectou pontos influentes na variável resposta, nem na matriz de covariâncias e no preditor

linear.
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Figura 77: Gráficos de influência para os dados simulados com omodelo gaussiano e dis-
tribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade considerando a perturbação de Zhu.

7.2.2.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada é apresentado na Figura 78, que destacou o ponto

#46 como influente no seu próprio valor ajustado.
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Figura 78: Gráfico da alavanca generalizada para o modelo gaussiano com distribuiçãot-
Student com 5 graus de liberdade.

7.2.3 Mapas Temáticos

Retirou-se a observação #46 do conjunto de dados e então foi refeita toda a análise

geoestatística, o que acabou alterando a escolha do modelo para a variável resposta. O nosso

ajuste passou a ser para o modelo da família Matérn com parâmetro de formaκ = 0, 7,

fornecendo novas estimativas dos parâmetros. Um resumo dasestimativas obtidas no ajuste

dos modelos para a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade, com todos os pontos e sem

o ponto #46, é apresentado na Tabela 30. Observa-se que houvealteração de mais de 25% nas

estimativas dos parâmetros que definem a estrutura de variabilidade espacial.
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Tabela 30: Parâmetros estimados por MV no ajuste dos modelosespaciais para a variávelProd
considerando as covariáveisCa, K eP , considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus de
liberdade.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
Matérnκ = 1, 5

3,7803 −0, 0359 0,4889 −0, 0110 0,2720 0,0071 205,0071 973,7837

pontos (0,2252) (0,0094) (0,1588) (0,0023) (0,0009) (0,1137) (312,9069) (1486,308)

Sem o ponto
Matérnκ = 0, 7

3,7409 −0, 0299 0,5966 −0, 0119 0,2723 0,0097 150,0052 517,5179

#96 (0,2334) (0,0366) (0,5511) (0,0078) (0,0294) (0,0734)(410,7586) (1417,117)

VR(θ̂
∗

) −1, 04 16, 71 22,03 −8, 18 0,11 36,62 −26, 83 −46, 85

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣
(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣
× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

Os mapas temáticos para a variávelProd em função das covariáveisCa, K eP e um

modelo espacial linear, considerando a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade, são

apresentados na Figura 79. Os mapas foram construídos com 4 classes de mesma amplitude,

seguindo os mesmos intervalos utilizados para a distribuição normal. Observa-se que a região

sudoeste é a que mais apresentou mudanças com a retirada do ponto, sendo que diminuiu o

valor da produtividade nesta região, deixando de pertencera classe de (3,550-4,325] e passando

a pertencer a classe (2,775-3,550].
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Figura 79: Mapa temático daProd para a distribuiçãot-Student com 5 graus de liberdade
considerando 4 clases de mesma amplitude.

As medidas de exatidão para os mapas temáticos da variávelProd em função das cova-

riáveisCa,K eP são apresentados na Tabela 31, onde o índice de exatidão global indicou alta

exatidão e os índices Kappa e Tau indicaram média exatidão global, de acordo com Kripendorf

(1980), mostrando variação nos mapas construídos com e sem oponto influente.
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Tabela 31: Medidas de Exatidão para a variávelProd em função das covariáveisCa, K eP e
a distribuiçãot-Student comυ = 5 graus de liberdade.

Medidas Resultados Intervalos de Confiança Valores

Exatidão Global - EG 0,870 IC[EG,95%] [0,867;0,872]

Kappa - K 0,739 IC[K,95%] [0,729;0,750]

Tau - T 0,739 IC[T,95%] [0,739;0,746]

7.2.4 Exponencial Potência comλ = 0, 8

A Tabela 32 apresenta os parâmetros estimados obtidos no ajuste dos modelos exponen-

cial, gaussiano e família Matérn paraκ = 0, 7, κ = 1, 0 eκ = 1, 5 considerando a distribuição

exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8.

Tabela 32: Parâmetros estimados porMV no ajuste dos modelos espaciais para a variávelProd
e as covariáveisCa, K eP , considerando a distribuição exponencial potência com parâmetro
de formaλ = 0, 8.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3) EPR1

exponencial
3,7830 −0, 0361 0,4890 −0, 0110 0,0659 0,0029 299,9962 899,9886 0,96

(0,0425) (0,0087) (0,1430) (0,0021) (0,0193) (0,0179) (65,3434) (196,0302)

gaussiano
3,7843 −0, 0378 0,5407 −0, 0116 0,0660 0,0027 200,3542 347,0237 0,96

(0,0423) (0,0086) (0,1428) (0,0021) (0,0224) (0,0212) (30,2873) (52,4591)

Matérnκ = 0, 7
3,7819 −0, 0358 0,4841 −0, 0110 0,0664 0,0023 300,0037 1035,0128 0,97

(0,0422) (0,0086) (0,1428) (0,0020) (0,0364) (0,0357) (0,7573) (2,6127)

Matérnκ = 1, 0
3,7812 −0, 0355 0,4751 −0, 0109 0,0668 0,0021 300,0138 1200,0552 0,97

(0,0423) (0,0086) (0,1430) (0,0021) (0,0267) (0,0256) (0,3542) (1,4168)

Matérnκ = 1, 5
3,7809 −0, 0351 0,4631 −0, 0107 0,0669 0,0020 280,0302 1330,1434 0,97

(0,0423) (0,0086) (0,1430) (0,0021) (0,0212) (0,0198) (0,0845) (0,4014)

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

1EPR = ϕ̂1/(ϕ̂1 + ϕ̂2)

De acordo com os critérios de validação cruzada e valor deLMV , o modelo escolhido

foi o modelo da familia Matérn comκ = 1, 5, o qual apresentou apresentou raio de dependência

espacial estimado de 1330,1434m.

7.2.4.1 Influência Local - perturbação aditiva

A Figura 80 apresenta os gráficos de influência local para a distribuição distribuição

exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a perturbação aditiva.

Todos os gráficos evidenciaram a observação #46, sendo portanto, uma observação influente na

variável resposta, na matriz de covariâncias e no preditor linear.
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Figura 80: Gráficos de influência para os dados simulados com omodelo da família Matérn com
κ = 1, 5 e distribuição exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a
perturbação aditiva.

7.2.4.2 Influência Local - perturbação de Zhu

Na Figura 81 são apresentados os gráficos de influência local para a distribuição ex-

ponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8 considerando a perturbação de Zhu. Os

gráficos da Figura 81a, e 81d identificaram as observações #38e #67 como influente na resposta

e na matriz de covariâncias e o gráficolp vs ordem da Figura 81e identificou a observação #58

como influente no preditor linear.
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Figura 81: Gráficos de influência para os dados simulados com omodelo da família Matérn com
κ = 1, 5 e distribuição exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8, considerando a
perturbação de zhu.

7.2.4.3 Alavanca Generalizada

O gráfico da alavanca generalizada apresentado na Figura 82,identificou a observação

#46 como possível influente no seu próprio valor ajustado. Esta mesma observação foi detectada

quando considerada a perturbação aditiva.
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Figura 82: Gráfico da alavanca generalizada para o modelo da família Matérn comκ = 1, 5 e
distribuição exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8.
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7.2.4.4 Mapas Temáticos

A retirada da observação #46 do conjunto de dados para a distribuição exponencial

potência com parâmetro de formaλ = 0, 8 não alterou a escolha do modelo para a variável

resposta (Prod), nem o raio de dependência espacial. No entanto, os parâmetros estimadoŝβ2,

β̂3 e ϕ̂2 apresentaram VR igual ou superior a 20%, de acorodo com a Tabela 33.

Tabela 33: Parâmetros escolhidos no ajuste dos modelos espaciais para a variávelProd con-
siderando as covariáveisCa, K e P , considerando a distribuição exponencial potência com
parâmetro de formaλ = 0, 8.

Modelo β̂1 β̂2 β̂3 β̂4 ϕ̂1 ϕ̂2 ϕ̂3 â = g(ϕ̂3)

Com todos os
Matérnκ = 1, 5

3,7809 −0, 0351 0,4633 −0, 0107 0,0669 0,0020 280,0302 1330,1434

pontos (0,0423) (0,0086) (0,1430) (0,0021) (0,0212) (0,0198) (0,0845) (0,4014)

Sem o ponto
Matérnκ = 1, 5

3,7360 −0, 0275 0,5574 −0, 0115 0,0675 0,0024 280,0008 1330,0038

#46 (0,1339) (0,0258) (0,4246) (0,0058) (0,0796) (0,0206)(0,0743) (0,3529)

VR(θ̂
∗

) 1, 19 21, 65 20,31 7,48 0,90 20,00 −0, 01 −0, 01

Entre parênteses encontram-se os desvios padrões.

VR(θ̂
∗

) =
∣

∣

∣
(θ̂∗i − θ̂i)/θ̂i

∣

∣

∣
× 100, parai = 1, . . . , p+ q.

Os mapas foram construídos para a variávelProd em função das covariáveisCa, K

e P e um modelo espacial linear, considerando a distribuição exponencial potência comλ =

0, 8 (Figura 83 )foram construídos com 4 classes de mesma amplitude, seguindo os mesmos

intervalos utilizados para a distribuição normal e para a distribuiçãot-Student com 5 graus de

liberdade. Observa-se que a região sudoeste apresentou umapequena queda nos valores da

produtividade.
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Figura 83: Mapa temático daProd para a distribuição exponencial potência com parâmetro de
formaλ = 0, 8, considerando 4 classes de mesma amplitude.

De acordo com as medidas de exatidão para os mapas temáticos da variávelProd em
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função das covariáveisCa,K eP apresentadas na Tabela 34, os mapas são muito semelhantes,

isto é, apresentam alta exatidão.

Tabela 34: Medidas de Exatidão para a variávelProd considerando as covariáveisCa, K eP
e a distribuição exponencial potência com parâmetro de formaλ = 0, 8.

Medidas Resultados Intervalos de Confiança Valores

Exatidão Global - EG 0,975 IC[EG,95%] [0,974;0,976]

Kappa - K 0,950 IC[K,95%] [0,947;0,953]

Tau - T 0,950 IC[Tau,95%] [0,948;0,953]

7.2.5 Considerações Gerais

Os modelos espaciais lineares possibilitaram verificar a variabilidade espacial da produ-

tividade da soja na área em estudo em função de suas covariáveis. Identificou-se as regiões onde

se tem as taxas mais baixas de produtividades, em função dos atributos químicos do solo. Desta

forma, obtem-se a informação que deve ser feita uma análise química mais cautelosa nestas

regiões. Observou-se ainda, que a retirada da observação #46 provocou a mudança da escolha

do modelo que define a estrutura de dependência espacial quando considera a distribuiçãot-

Student comυ = 5 graus de liberdade. No entanto, a retirada desta observaçãonão provocou

grandes mudanças nos mapas temáticos para as distribuiçõest-Student e exponencial potência,

como pode ser observado nas medidas de exatidão apresentadas nas Tabelas 31 e 34. Ao obser-

var o conjunto de dados nota-se que a observação #46 possui valores atípicos para as covariáveis

Ca eK, sendo assim, é interessante um estudo de influência nas covaiáveis neste caso.
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CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesta dissertação estudou-se distribuições de probabilidade para modelos espaciais li-

neares abordando a classe de distribuções da família de contornos elípticos. Essa classe torna

possível a análise de dados de experimentos relacionados a fenômenos em que precisa-se mode-

lar a dependência espacial estendendo a modelagem estatística a outras distribuições da família

de contornos elípticos além da distribuição normal, o que é muito importante dado o caráter

dinâmico da modelagem de fenômenos cada vez mais complexos.

Do ponto de vista teórico, as principais contribuições na geoestatística são a proposta

de um novo modelo estatístico com novas distribuições de probabilidade, a obtenção de um

procedimento para estimar os parâmetros do modelo por meio do método de máxima veros-

similhança, e o desenvolvimento do método de diagnósticos de influência local para detectar

observações influentes e avaliar a sensibilidade das estimativas sob esta nova classe de modelos.

As curvaturas normais da influência local foram derivadas por meio da medida de afastamento

pela verossimilhança utilizando dois esquemas de perturbação e analisando a influência na va-

riável resposta, no matriz de covariâncias, no preditor linear e a alavanca generalizada, sendo

realizados também estudos de simulação. Do ponto de vista prático, as principais contribuições

são a aplicabilidade dos modelos espaciais lineares com distribuição da família de contornos

elípticos a conjuntos de dados reais, a obtenção de evidências empíricas que revelam a capaci-

dade do método de influência local para detectar observaçõesinfluentes, e a visualização destas

influências por meio da construção de mapas temáticos.

A estimação dos parâmetros para os modelos espaciais lineares com distribuição normal

está implementada nosoftwarelivre R por meio do pacotegeoR (Ribeiro Jr e Diggle, 2001),

o qual estima os parâmetros por meio do algoritmo não linear L-BFGS-B. No entanto, para

as demais distribuições pertencentes a família elíptica não se encontram pacotes disponíveis,

tornando necessário a implementação do processo iterativo. Além disso, implementou-se a

análise de diágnóstico de influência local para a classe de distribuições da família de contornos

elípticos.

Perspectivas para trabalhos futuros são, inicialmente a construção de um pacote para o

softwareR a partir dos resultados teóricos obtidos neste trabalho. Pretende-se ainda dar con-

tinuidade aos estudos de influência local utilizando outrasmedidas de influência, além de estudo

de inferência em modelos espaciais lineares.
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Apêndice A. Matriz de Informação Observada

No modelo espacial linear com distribuição da família de contornos elípticos, o logarit-

mo da função de verossimilhança é dado em (3.7).

Usando resultados de diferenciação é possível obter os seguintes resultados:

∂u

∂β
= −2X⊤Σ−1ǫ

∂u

∂ϕ
= −(Z−Xβ)⊤Σ−1∂Σ

∂ϕ
Σ−1(Z−Xβ).

∂L(θ)
∂β

= Vg(u)
∂u

∂β

= −2Vg(u)X
⊤Σ−1ǫ

∂L(θ)
∂ϕ

,

tem como elementos

∂L(θ)
∂ϕj

= −1

2

∂(log |Σ|)
∂ϕj

+ Vg(u)
∂u

∂ϕj

= −1

2
tr

(

Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

)

− Vg(u)ǫ
⊤Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

Σ−1ǫ, j = 1, . . . , q.

L̈ββ = Vg(u)
∂2u

∂β∂β⊤ +
∂u

∂β
V

′

g(u)

∂u

∂β⊤

=
∂2L(θ)
∂β∂β⊤ = 2X⊤Σ−1

(

Vg(u)Σ+ 2V
′

g(u)ǫǫ
⊤
)

Σ−1X;

L̈βϕ =
∂2L(θ)
∂β∂ϕ⊤

com elementos

∂2L(θ)
∂β∂ϕj

= −2X⊤Σ−1ǫ
∂u

∂ϕj

V
′

g(u) + 2Vg(u)X
⊤Σ−1 ∂Σ

∂ϕj

ǫ

= 2X⊤Σ−1

(

V
′

g(u)ǫǫ
⊤Σ

∂Σ

∂ϕj

+ Vg(u)
∂Σ

∂ϕj

)

Σ−1ǫ, para j = 1, . . . , q;

L̈ϕβ = L̈⊤
βϕ

;
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L̈ϕϕ =
∂2L(θ)
∂ϕ∂ϕ⊤ ,

com elementos

∂2L(θ)
∂ϕi∂ϕj

= −1

2
tr

[

−
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∂ϕi
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∂ϕi∂ϕ⊤
j

]

− V
′

g(u)

∂u

∂ϕi
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V
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ϕi
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ϕj
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ϕi

)]

Σ−1ǫ, para j = 1, . . . , q.
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Apêndice B. Derivadas para algumas funções de covariância

A matriz escala é da formaΣ = ϕ1I + ϕ2R(ϕ3), em queR(ϕ3) depende do modelo

geoestatístico. A seguir são apresentadas as primeiras e segundas derivadas deΣ com respeito

aϕ1, ϕ2 eϕ3. Estes resultados podem ser vistos em Uribe-Opazoet al. (2011).

∂Σ

∂ϕ1

= I,
∂2Σ

∂ϕ2
1

=
∂2Σ

∂ϕ1∂ϕ2

=
∂2Σ

∂ϕ1∂ϕ3

= 0

∂Σ

∂ϕ2

= R,
∂2Σ

∂ϕ2
2

= 0 e
∂2Σ

∂ϕ2∂ϕ3

=
∂R

∂ϕ3

=

[(

∂rij
∂ϕ3

)]

,

∂Σ

∂ϕ3

= ϕ2
∂R

∂ϕ3

, e
∂2Σ

∂ϕ2
3

= ϕ2
∂2R

∂ϕ2
3

= ϕ2

[(

∂2rij
∂ϕ2

3

)]

, parai, j = 1, . . . , n.

A primeira e a segunda derivadas derij com respeito aϕ3, para as funções de covariân-

cia do modelo Exponencial, Gaussiano e Família Matérn são apresentadas a seguir.

Modelo Exponencial

∂rij
∂ϕ3

=
rijδij
ϕ2
3

e
∂2rij
∂ϕ2

3

=

(

rijδij
ϕ3
3

){(

δij
ϕ3

)

− 2

}

,

parai, j = 1, . . . , n.

Modelo Gaussiano

∂rij
∂ϕ3

=
2rijδ

2
ij

ϕ3
3

e
∂2rij
∂ϕ2

3

=

(

2rijδ
2
ij

ϕ4
3

)

{

2

(

δij
ϕ3

)2

− 3

}

,

parai, j = 1, . . . , n.

Modelo Família Matérn

∂rij
∂ϕ3

= −
(

1

ϕ3

)

[

κrij +
1

2κ−1Γ(κ)

(

δij
ϕ3

)κ+1

K
′

κ

(

δij
ϕ3

)

]

,
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e

∂2rij
∂ϕ2

3

=

(

κ(κ+ 1)rij
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1
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32
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×
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)
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(
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)

K
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(
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,

parai, j = 1, . . . , n; em que

K
′

κ =
∂Kκ(y)

∂y
= −1

2
[Kκ−1(y) +Kκ+1(y)] e

K
′′

κ =
∂2Kκ(y)

∂y2
=

1

4
[Kκ−2(y) + 2Kκ(y) +Kκ+2(y)] .
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Apêndice C. Esquemas de Perturbação

Para cada esquema de perturbação considerado, avaliando emθ = θ̂ e ω = ω0, foi

obtido a matriz∆ = (∆⊤
β,∆

⊤
ϕ)⊤.

Sejaω = (ω1, . . . , ωn)
⊤ vetor de perturbações, pertencente a um espaço de perturbações

Ω(ω ∈ Ω), euω = (Zω −Xβ)⊤Σ−1(Zω −Xβ) para esquemas de perturbação na variável res-

posta. Então, para qualquer esquema da resposta, tem-se:

uω
∂ω⊤ =

∂uω
∂(Zω −Xβ)⊤

∂(Zω −Xβ)

∂ω⊤

= 2ǫ⊤ωΣ
−1 ǫω

∂ω⊤

e

∂L(θ|ω)

∂ω⊤ = Vg(uω)
uω
∂ω⊤

= 2Vg(uω)ǫ
⊤
ωΣ

−1 ǫω

∂ω⊤

Perturbação da Resposta - Esquema 1

Para a perturbação aditiva da resposta, isto é, paraZω = Z+ ω a matriz∆ é dada por

∆β =
∂2L(θ|ω)

∂β∂ω⊤ = 2

(

∂Vg(uω)

∂β
ǫ⊤ωΣ−1 + Vg(uω)

∂ǫ⊤ω
∂β

Σ−1

)

= 2

[

(

∂uω

∂β⊤

)⊤ ∂Vg(uω)

∂uω
ǫ⊤ωΣ−1 + Vg(uω)

∂ǫ⊤ω
∂β

Σ−1

]

= −2X⊤Σ−1
(

Vg(uω)Σ+ 2V
′

g(uω)ǫωǫ⊤ω

)

Σ−1

∆ϕ =
∂2L(θ|ω)
∂ϕ∂ω⊤

tem como elementos
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∆ϕj
=
∂2L(θ|ω)

∂ϕj∂ω⊤ =
∂Vg(uω)

∂ϕj

2ǫ⊤ωΣ−1 − 2Vg(uω)ǫ
⊤
ωΣ−1∂Σ

−1

∂ϕj

Σ−1

=

(

∂uω
∂ϕj

)⊤ ∂Vg(uω)

∂uω
2ǫ⊤ωΣ−1 − 2Vg(uω)ǫ

⊤
ωΣ−1∂Σ

−1

∂ϕj

Σ−1

= −2ǫ⊤ωΣ−1∂Σ
−1

∂ϕj

Σ−1
(

V
′
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)

, j = 1, . . . , q.

Perturbação da Resposta - Esquema 2

Para a perturbação de Zhu, paraZω = Z+Σ−1/2ω, a matriz∆ é dada por

∆β =
∂2L(θ|ω)

∂β∂ω⊤ = 2

[

(

∂uω

∂β⊤

)⊤ ∂Vg(uω)

∂uω
ǫ⊤ωΣ−1Σ−1/2 + Vg(uω)

(

−X⊤)Σ−1Σ−1/2

]

= −2X⊤Σ−1
(

Vg(uω)In + 2V
′

g(uω)ǫωǫ⊤ωΣ−1
)

Σ−1/2

∆ϕ =
∂2L(θ|ω)
∂ϕ∂ω⊤

tem como elementos

∆ϕj
=
∂2L(θ|ω)

∂ϕj∂ω⊤ =

(

∂uω
∂ϕ⊤

j

)⊤
∂Vg(uω)

∂uω
2ǫ⊤ωΣ−1Σ−1/2 − 2Vg(uω)ǫ

⊤
ωΣ−1∂Σ

−1

∂ϕj

Σ−1Σ−1/2

−2Vg(uω)ǫ
⊤
ωΣ−1Σ−1/2∂Σ

−1/2

∂ϕj

Σ−1/2

= −2ǫ⊤ωΣ−1

(

V
′

g(uω)

∂Σ

∂ϕj

Σ−1ǫωǫ⊤ωΣ−1

+Vg(uω)
∂Σ

∂ϕj

Σ−1 + Vg(uω)Σ
−1/2∂Σ

1/2

∂ϕj

)

Σ−1/2, j = 1, . . . , q.

Para a distribuição normal em queVg(uω) = −1

2
eV

′

g(uω)
= 0:

∆β = X⊤Σ−1Σ−1/2

e o elementoj de∆ϕj
é da forma

∆ϕj
= ǫ⊤ωΣ−1

(

∂Σ

∂ϕj

Σ−1 +Σ−1/2∂Σ
1/2

∂ϕj

)

Σ−1/2, j = 1, . . . , q.
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Alavanca Generalizada

A alavanca generalizada apresentada por Weiet al. (1998) é dada em (4.7). Para obter a

expressão apresentada em (4.8), seja

L̈−1

θθ
=

(

L1 L2

L3 L4

)

Então,

GL(θ) = −(X,0)

(

L1 L2

L3 L4

)(

LβZ

LϕZ

)

= −
(

XL1LβZ
+XL2LϕZ

)

SendoL̈−1

θθ
uma matriz não singular e usando resultado para matrizes particionadas

apresentado em Magnus e Neudecker (2007),L1 eL2 são dadas por

L1 = E−1

L2 = −E−1L̈βϕL̈−1
ϕϕ

em queE−1 =
(

L̈ββ − L̈βϕL̈−1
ϕϕL̈ϕβ

)−1

.

Portanto,

GL(θ) = X(L̈ββ − L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕβ)

−1(L̈βϕL̈
−1
ϕϕL̈ϕZ − L̈βZ

)
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Apêndice D. Derivada da Raiz QuadradaΣ1/2

Correspondente a qualquer matrizΣ n × n simétrica e não negativada definida, existe

uma matriz simétrica não negativa definidaΣ1/2 = W, tal queΣ = Σ1/2Σ1/2 = W2. Além

disso,W é única e pode ser expressa por

W = VA1/2V⊤,

em queA1/2 = diag(
√
α1, . . . ,

√
αn), comα1, . . . , αn os autovalores deΣ eV é uma matriz

n × n ortogonal(VV⊤ = In) tal queVΣV⊤ = A, comA = diag(α1, . . . , αn). Então a

derivada deΣ com respeito ao escalarϕi é dada por

∂Σ

∂ϕi

= W
∂W

∂ϕi

+
∂W

∂ϕi

W, para i = 1, . . . , q. D1

Esta equação pode ser escrita comoĊi = WẆi + ẆiW, em queĊi =
∂Σ

∂ϕi

e
∂W

∂ϕi

=

Ẇi, a qual tem sido extensivamente estudada na literatura, veja por exemplo Jameson (1968).

Note queĊi W e Ẇi são matrizes simétricas. SejaGi = V⊤ĊiV eQ = [(qrs)], matrizes

simétricasn × n, comqrs = (
√
αr, . . . ,

√
αs)

−1, parar, s = 1, . . . , n. Então, a solução para a

Equação (D1) é dada por

∂W

∂ϕi

=
∂Σ1/2

∂ϕi

= V(Gi ⊕Q)V⊤

em que⊕ denota o produto de Hadamard parai = 1, . . . , q.
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