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Resumo

Essa dissertagao tem dois objetivos. O primeiro consiste na obtengao de um fator de correcao
tipo-Bartlett para a estatistica escore nos modelos em série de poténcia nao-lineares genera-
lizados. O segundo é comparar o desempenho dos testes baseados nas seguintes estatisticas,
a saber: escore e suas versoes corrigidas, razao de verossimilhancas e suas versoes corrigidas
e a gradiente, no que tange ao tamanho e ao poder. Finalmente apresentamos uma aplicacao

a dados reais.

Palavras-chave: Correcao tipo-Bartlett, modelos em série de poténcia nao-lineares ge-

neralizados, estatistica escore, estatistica da razao de verossimilhangas, estatistica gradiente.

Abstract

This dissertation has two purposes. The first involves obtaining a correction factor for the
Bartlett-type statistical scoring models in power series nonlinear generalized. The second
is to compare the performance of the test score and their corrected versions tests with the
gradient of the likelihood ratio and its corrected versions with respect to the size and power.

Finally we present an application to real data.

Keywords: Bartlett-type correction, models in power series nonlinear generalized, test

score, likelihood ratio test, gradient test.
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Capitulo 1

Introducao

Dados na forma de contagens ocorrem nas mais diferentes areas do conhecimento. Os
modelos de Poisson e binomial negativo sao amplamente utilizados para analisar dados desse
tipo, sendo comum encontrar situacoes em que a variancia da variavel resposta é maior do
que ou menor do que a média, sendo essas denominadas de sobredispersao e subdispersao,
respectivamente. Estes fenomenos sao bem conhecidos na literatura estatistica e podem ser
provocados por uma ou mais de uma causa. Existem estudos sobre o efeito da sobredispersao
quanto a inferéncia realizada a partir de um modelo de Poisson e modelos alternativos foram
propostos com o objetivo de acomodar a sobredispersao.

Cordeiro et al. (2009) propuseram uma nova classe de modelos em séries de poténcias
para representar a variavel resposta, adotando como componente sistematico uma funcgao de
ligagao nao-linear entre a média da variavel resposta e a estrutura nao-linear do modelo. Esta
classe de modelos ¢ descrita pela sigla MSPNLGs (modelos em séries de poténcia nao-lineares
generalizados). Desta forma, engloba-se varios modelos discretos importantes em uma tnica
estrutura conceitual. Esta familia de distribui¢oes discretas tem uma estrutura bastante
flexivel para a modelagem de dados discretos. Além disso, esta classe de modelos engloba
modelos tradicionais tais como os modelos log-lineares, binomial e binomial negativo.

Silva (2010) derivou expressoes em formas matriciais para o fator de corre¢ao de Bartlett
a estatistica da razao de verossimilhangas nos modelos MSPNLG, supondo o parametro de
dispersao conhecido. Além disso, obteve a correcao do viés de segunda ordem, via Cox &

Snell (1968), dos estimadores de méaxima verossimilhanca dos parametros nessa classe de



modelos.

Dando continuidade aos trabalhos recentemente desenvolvidos a respeito do tema, a
principal contribuicao dessa dissertacao é a obtencao de um fator de correcao tipo-Bartlett
para a estatistica escore no modelo em questao. Essa correcao visa melhorar a qualidade de
aproximacao da estatistica escore pela distribuicao qui-quadrado, dada por um polinémio
na propria estatistica escore. Desta forma, obtemos uma estatistica escore modificada tendo
distribui¢ao qui-quadrado até ordem O(n~!), sob a hipétese nula. Outra contribui¢ao dada
nesse trabalho, foi avaliar numericamente o desempenho dos testes baseados nas estatisticas,
a saber: razao de verossimilhangas e escore, bem como nas versoes corrigidas via Bartlett e
tipo-Bartlett, respectivamente e a gradiente.

No Capitulo 2, procuramos revisar os principais resultados tedricos relacionados com os
MSPNLGs. Em particular, mostramos como ficam os testes baseados nas estatisticas da
razao de verossimilhancas, escore e gradiente nessa classe de modelos.

No Capitulo 3, revisamos a obtengao do fator de correcao de Bartlett para a estatistica
da razao de verossimilhangas e apresentamos a obtencao do fator de corregao tipo-Bartlett
para a estatistica escore nos MSPNLGs. As féormulas das corregoes sao dadas em notagao
matricial e podem ser implementadas em sistema de computacao algébrica. Vale salientar
aqui que o Capitulo 3 seré desenvolvido de maneira nao-relacionada com os outros.

No Capitulo 4, apresentamos resultados de simulagao para avaliar o efeito da correcao
para testes em MSPNLGs. Além disso, resultados numeéricos sobre o comportamento em
amostras finitas de diferentes testes nos MSPNLGs sao apresentados em relacao ao tamanho
e poder. Por fim, uma aplicacao a dados reais é apresentada e consideragoes sao feitas no
final do capitulo.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados tedricos obtidos na disserta-
¢ao sao avaliados e comparados através de simulagoes Monte Carlo as quais foram desenvol-
vidas a partir de programas construidos usando a linguagem de programagcao matricial Ox
(Doornik, 2006). As maximizagoes ndo-lineares necessarias para o calculo das estimativas de
méxima verossimilhanca foram feitas utilizando o algoritmo quasi-Newton BFGS (Nocedal

e Wright, 1999, capitulo 8), disponiveis em fun¢oes pré-definidas da linguagem Ox.



Capitulo 2

Modelos em séries de poténcia

nao-lineares generalizados (MSPNLGs)

2.1 Introducao

Cordeiro et al. (2009) propuseram uma nova classe de modelos em séries de poténcias nao-
lineares generalizados (MSPNLGs) que sao definidos por um conjunto de variaveis aleatorias
independentes pertencentes a familia de distribui¢coes em séries de poténcia e admitem que
uma fung¢ao monoétona da média da variavel resposta seja definida por um preditor nao-linear
envolvendo regressores e parametros desconhecidos. Nesta classe de modelos, abordamos a
situacao em que o parametro de dispersao é conhecido.

Neste capitulo, apresentamos a definicao dos modelos em séries de poténcia nao-lineares
generalizados e algumas propriedades. Além disso, apresentamos aspectos inferenciais tais
como, a estimagao dos parametros de regressao e mostramos como ficam os testes baseados

nas estatisticas da razao de verossimilhancgas, escore e gradiente.



2.2 Definicao e propriedades

Consideremos n variaveis aleatorias discretas independentes Y7, ...,Y,, tais que Y; per-
tence a uma familia de distribuigdes com parametros de média p; > 0 e pardmetro de
dispersao ¢ > 0 (que assumimos ser conhecido), cada uma com fungao de probabilidade na

forma

a(y, )g(pi, ¢)”
f(#z', ¢) ’

em que o suporte de Y; é um subconjunto A, dos inteiros {¢,e+1,...}, € > 0 e ndo depende

(Y5 i, @) = y € A, (2.1)

de parametros desconhecidos. As fungoes a(y, ¢),g(ui, @) e f(u;, ¢) sdo positivas, sendo as

duas ultimas fungoes analiticas dos parametros pu; e ¢, finitas e duas vezes diferenciéveis, em
que f(u, ¢) é tal que
Fla0) =Y aly, d)g(p, 9).

yEA,
Desde que seja satisfeita a suposi¢ao de que o parametro ¢ > 0, que assumimos ser conhecido,
a variavel aleatoria Y tem uma distribuicao de probabilidade completamente determinada
por sua funcao de variancia.

Para a familia de distribuigao dada em (2.1), valem as seguintes relagoes:

E(Y) == ﬁ—j e Var(Y)=V(uo) =

em que f = f(ui, @), g = g(ui, ®) e o simbolo (“/”) significa que a diferenciacao é realizada

, (2.2)

Q\lQQ

em relagao a . Note que a fungao de variancia, dada na segunda equagdo em (2.2) depende
apenas da func¢do g(u, ¢) e de sua primeira derivada. Observe também que ha uma relagao
entre a média de Y; e o componente sistemaético, feita através de uma funcgao de ligagao da

forma

Em (2.3), h(-) representa uma fungao de ligagdo conhecida e duas vezes diferenciavel tal
que B = (B1,...,0p)T, (p < n), ¢ um vetor de parametros desconhecidos a serem esti-
mados, ©; = (X1, -, Ti)T sdo os valores de k variaveis explicativas e 7(+;+) é uma fun-

¢ao possivelmente nao-linear no segundo argumento, continua e diferenciavel com respeito
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aos componentes de B. Além disso, X = X (B) = 877/8ﬁT é a matriz de derivadas, com
1= (M,---,Mn)7T, tal que o posto é p para todo B, com elementos que sdao geralmente
funcoes do vetor de parametros B desconhecidos.

A familia (2.1) contém diversas distribuigoes conhecidas, tais como: Poisson, Binomial,
Binomial Negativa, Poisson Generalizada, Binomial Negativa Generalizada, Borel, Consul,
Borel-Tanner, Geeta-m e Haight. Algumas caracteristicas de tais distribui¢des podem ser
encontradas na Tabela 2.1.

O logaritmo da fungao de verossimilhanga dos parametros do modelo, considerando um
MSPNLG definido por (2.1) e (2.3), dado o vetor de observagoes (Y1 ---,Yn)’, pode ser

expresso na forma:
UB:y) =D log{aly, 0)} + 3 [y:10g{g (s, 6)} — log{ f (i, 0)}]. (24)

Assumimos que £(3; y) seja regular com respeito as derivadas em relagao aos componentes
de [ até quarta ordem. Detalhes sobre as condi¢oes de regularidade podem ser encontradas
em Cox & Hinkley (1974, Capitulo 9).

2.3 Estimacao dos parametros de regressao

A funcao escore para o vetor de parametros [ é expressa por:

HBry) l g f-’] 1
Up=—F7"—"= i — | 7 T
9B, Z S

emquer=1,...,p.

Matricialmente, a funcao escore fica dada da seguinte forma:

H(By) _ or
Ug= Y _ XT(1y — @),
B 0B Ty - Q)
em que T' =diag{t;} (i = 1,...,n) é uma matriz diagonal n x n com elementos definidos por
t;, = g‘(_’;L,' e @ =(q1y...,qyn) ¢ um vetor n x 1 com o i-ésimo elemento dado por ¢; = ffh,

As fungoes t e ¢ para algumas distribui¢oes podem ser encontradas na Tabela 2.2.



A matriz de informagao para  é expressa por:

20(3- - -
Kg=E {—M} = X"WX, (2.5)
BB
em que W =diag{w;} (i =1,...,n) é uma matriz diagonal n x n de pesos definidos por:

] 7 zg; 7 h;

Quanto a inferéncia baseada no método de razao de verossimilhangas sobre o parametro
[, esta pode ser realizada maximizando numericamente o logaritmo da funcao de verossimi-
lhanca do modelo. Alternativamente, poderiamos utilizar o processo iterativo de Newton-
Raphson com o intuito de obter a estimativa de 3. O processo iterativo escoring de Fisher

¢ definido como

B+ = g% 4 k=18 (B®)), k=0,1,...

Vale ressaltar que t; e ¢; podem ser reescritos como t; = (Vi)™ e ¢ = pu;(V;h})=L.
Assim, a matriz T fica dada por (VL)™' e o vetor Q por (VL) p, em que pr = (i1, .., fin) "
é um vetor n X 1. Esse processo iterativo pode ser reescrito como um processo de minimos

quadrados reponderados, mais detalhes ver Silva (2010).

2.3.1 Testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas,

escore e gradiente em MSPNLGs

Consideremos o vetor Y = (Yi,...,Y,)T representando n observagoes independentes
cujo logaritmo da funcao de verossimilhanga ((3;y), dado por (2.4), depende do parametro
desconhecido 8 = (B1,...,8p)T.

Assuma que o vetor de parametros 3 pode ser decomposto como 3 = (8T, BT)T, sendo
B = (B1s...,84)T o vetor de parametros de interesse e B2 = (Bgi1s.--58p)T 0 vetor
de parametros de perturbacao. Da mesma forma, consideremos a decomposi¢ao da matriz
modelo X = (X1, X») e da fungao escore U(B) = (U1(8)T,Us(B)")T. Sejam os estimadores

de maxima verossimilhanca 3 = (87, Bg )Tel= (ﬁiO)T, Bg )T os estimadores de méxima

6



verossimilhanca irrestrito e restrito de 3, respectivamente. A decomposicao de 3 induz as
seguintes parti¢oes da matriz de informagao de Fisher, dada na sua forma matricial em (2.5),

e sua Inversa:

Ky K K12
K(B) - ¢ K@) -
Ky, Koy K21 22

sendo K13 = X{WX,, Ky = XIWX,, Kip = K, = XIWX,, K" = (RTWR)™!,
K2 = (XTWX,)™!' + C(RTWR)~'CT (covariancia assintotica de () e K12 = K2 =
(RTWR)'CT, em que R = X; — XoC e C = (XJWX,) ' XTW X, é uma matriz n x q,
sendo suas colunas vetores dos coeficientes de regressao linear das colunas de X; sobre X,
tal que o peso é WW.

Em muitas situacoes, ha interesse em testar hipotese sobre uma parte do vetor de parame-
tros 3, digamos Hy : 31 = §°) contra Hy : 31 # B:(lo), em que ﬁf)’ é um vetor especificado
de dimensao ¢ (¢ < p).

A estatistica da razao de verossimilhancas para o teste de Hy é definida como

LR = 2[l(B1; Ba2) — 1(B7; Ba)], (2.6)

em que o estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 3 é B = (6{, Bg ) e

8= (BiO)T, Bg )T & o estimador de maxima verossimilhanga restrito sob a hipétese nula,
sendo Ba o estimador de méxima verossimilhanca restrito de B2 sob a hipotese nula. A
estatistica da razao de verossimilhancas tem, sob a hipotese nula, distribui¢ao assintotica
Xg? em que g é o numero de restrigoes impostas sob Hy. Rejeitamos a hipotese nula, ao nivel
de significancia a, se LR > X%a; o) €1 que X?a; o € o percentil (1 — a) da distribui¢do X;-

A estatistica escore (Rao, 1948) para testar Hy contra H; é dada por:
S =U(B)K(B) V(D)

em que U(3) ¢ a fungao escore, K(3) é a matriz de informacao de Fisher e 8= (ﬁ§°), Bz)T
sendo Bz é o estimador de maxima verossimilhanca restrito de B3 e Bio) um vetor especificado
de dimensao ¢q. A estatistica escore tem, sob a hipétese nula, distribuigdo assintotica X3~

Rejeitamos a hipotese nula, ao nivel de significancia o, se Sg > X%a, 0

A estatistica gradiente (Terrel, 2002) para testar Hy contra H; é definida como:
Sr=U1(B)" (Br - BY”). (2.7)

7



em que B é o estimador de méxima verossimilhanca irrestrito de 8. Vale salientar que a
estatistica gradiente definida em (2.7) é uma espécie de combinagao das estatisticas escore e
Wald modificada (ver Hayakawa e Puri, 1985). A estatistica Wald modificada, denotada aqui
por Wi, para testar a hipdétese nula composta Hy:3; = iO) contra a hipotese alternativa

bilateral Hy:3; # B:(lo) ¢é definida como:
Wi = (B, — B K (B) (B, - B

em que K'' ¢ a matriz de covariancia assintotica de By obtida de K(3)".

Em problemas regulares, sabe-se que as estatisticas da razao de verossimilhancas, escore
e Wald tem assintoticamente e, sob a hipdtese nula, distribugao Xg . Terrel (2002) mostra
que a estatistica gradiente tem a mesma distribuicao assintética que as estatisticas escore

e Wald. Portanto, a estatistica gradiente tem, sob a hipotese nula, distribuicao assintotica

2
(5q)

dissertacao, nao daremos énfase ao estudo da estatistica Wald. Lemonte (2009) comparou

xﬁ- Rejeitamos a hipotese nula, ao nivel de significancia «, se Sy > x Note que nesta
o poder local do teste gradiente com o poder local dos testes baseados nas estatisticas da
razao de verossimilhancas, Wald e escore no modelo Birnbaum-Saunders.

Sabe-se que o calculo da estatistica da razao de verossimilhangas requer estimagao dos
parametros sob ambas as hipoteses (nula e alternativa), enquanto que o célculo da estatistica
escore envolve a estimagao dos parametros apenas sob a hipétese nula. Nos casos em que
a estimacao sob a hipotese alternativa é complicada, a estatistica escore pode apresentar
uma vantagem computacional em relacao a estatistica da razao de verossimilhancas. Uma
vantagem computacional da estatistica gradiente em relacao as demais estatisticas ¢ quando

o calculo da matriz de informacao de Fisher for muito complicado.
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Capitulo 3

Correcao de Bartlett e tipo-Bartlett

3.1 Introducao

Sabe-se que, em problemas regulares, as estatisticas da razao de verossimilhancas e escore
sao assintoticamente equivalentes, uma vez que possuem a mesma distribuicao de referéncia
qui-quadrado (x?), sob Hy. Tendo em vista a dificuldade em se determinar as distribuicoes
exatas das estatisticas razao de verossimilhancas (LR) e escore (Sg), os testes realizados tém
sido construidos baseados em resultados assintoticos. Entretanto, em amostras de tamanho
pequeno ou até mesmo moderado, a aproximacao dessas estatisticas pela distribuicao x?
pode nao ser aceitavel.

Assim, precisava-se de uma solucao que viesse a melhorar a qualidade das aproximagoes
das distribuicoes das estatisticas razao de verossimilhancas e escore pela distribuicao x? de
referéncia. Bartlett (1937) propos a modificagao da estatistica de razao de verossimilhangas,
tendo como objetivo gerar uma estatistica modificada, com o primeiro momento equivalente
ao da distribui¢do x? de referéncia. Bartlett (1937) mostrou que, sob a hipétese nula e em
problemas regulares, a média da estatistica da razao de verossimilhancas pode ser expandida
de tal forma que seu calculo envolve uma constante d de ordem O(n~!) em que n o tamanho
da amostra. Dessa forma a média da estatistica corrigida, LR* = LR/(1 4+ d), em que LR
¢ dada em (2.6), se torna mais proxima da média da distribuigao ng quando comparada a

estatistica usual. Na formula de LR*, o fator 1/(1 + d) ¢ conhecido como fator de corregao
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de Bartlett.

Hayakawa (1977) derivou uma expansao assintotica para a distribuigao de razao de veros-
similhancas sob a hipotese nula, mostrando que, se a hipotese nula for simples, a estatistica
da razao de verossimilhangas modificada tem distribuigao x? até ordem O(n™!).

Cordeiro (1982) obteve fatores de corregao para a estatistica da razao de verossimilhan-
¢as em modelos multinomiais, mostrando que as taxas de rejeicao dos testes baseados na
estatistica corrigida estao mais proximas dos seus respectivos niveis nominais que as taxas
de rejeicao do teste baseado na estatistica nao corrigida.

Cordeiro (1983 e 1987) obteve o fator de corregao de Bartlett para estatistica de razao
de verossimilhancas nos MLGs considerando o fator de escala conhecido e desconhecido,
respectivamente, e mostrou que a corregao representou um consideravel aperfeicoamento.
Outras referéncias sobre trabalhos que tratam de correcao de Bartlett em outros modelos
podem ser encontradas em Cribari-Neto e Cordeiro (1997) e Cordeiro (1999).

Ferrari e Uribe - Opazo (2001) obtiveram um fator de corregao de Bartlett na classe dos
modelos de regressao lineares simétricos.

Cysneiros e Ferrari (2006) obtiveram refinamentos de um teste de heteroscedasticidade
baseado em verossimilhanca perfilada nos modelos nao-lineares da familia exponencial.

Cordeiro e Ferrari (1991) mostraram que uma estatistica escore aperfeigoada seguindo
distribuigao x? até ordem O(n™!), sob a hipétese nula, pode ser sempre encontrada e envolve
um polindémio de segundo grau na propria estatistica escore. As quantidades a, b e ¢ possuem
formulas fechadas e envolvem funcoes de cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo
da funcao de verossimilhanca e o ntimero de restrigoes impostas sob a hipotese nula. As
formulas de tais quantidades serdao mostradas ainda nesse capitulo.

Cordeiro et al. (1998) apresentaram uma formula para a estatistica escore aperfeigo-
ada, sendo essa uma transformagao mondtona da estatistica escore. Ainda nesse capitulo,
falaremos com mais detalhes sobre o fator de correcao tipo-Bartlett.

Braga (2007) apresentou fatores de corre¢ao tipo-Bartlett em modelos de regressao nao-
lineares simétricos visando melhorar a estatistica escore.

Brito (2009) obteve a expressao do fator de corre¢ao Bartlett para a estatistica de razao
de verossimilhancgas nos modelos nao-lineares simétricos heteroscedéasticos com parametro

de escala desconhecido. Lemonte (2009) obteve um fator de corre¢ao de Bartlett para a
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estatistica da razao de verossimilhangas no modelo de regressao Birnbaum Saunders.

Silva (2010) obteve um fator de corregao de Bartlett a estatistica da razao de verossimi-
lhancas na classe de modelos em séries de poténcia nao-lineares generalizados. Nascimento
(2010) desenvolveu um fator de corre¢ao tipo-Bartlett para a estatistica escore nos modelos
nao-lineares simétricos heteroscedasticos, usando quaisquer funcoes de ligacao para a média
e para o parametro de dispersao.

Uribe - Opazo (1997) obteve fatores de correcao de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatis-
ticas da razao de verossimilhangas e escore nos modelos lineares simétricos homoscedésticos,
respectivamente.

Cavalcanti (2009) desenvolveu fatores de corre¢ao tipo-Bartlett para o teste escore em
modelos nao-lineares da familia exponencial considerando covariaveis para modelar o para-
metro de dispersao.

Lemonte e Ferrari (2009) obtiveram um fator de corregao tipo-Bartlett para a estatistica
escore no modelo de regressao Birnbaum Saunders.

Vale ressaltar que nao ¢é possivel garantir que, para variaveis aleatoérias discretas, a estatis-
tica da razao de verossimilhanca corrigida pelo fator de correcao de Bartlett ird produzir um
melhoramento na aproximacao assintética da distribuicao da estatistica do teste pela distri-
buigao qui-quadrado. Frydenberg e Jensen (1989) mostraram que, em situagoes particulares,
a correcao de Bartlett nem sempre é vidvel, isto é, nem sempre melhora a aproximacao as-
sintotica da distribuicao da estatistica do teste pela distribuicao qui-quadrado. No entanto,
Cordeiro (1982) e Cysneiros (1997) mostraram, via simulagao, que os testes baseados nas
estatisticas da razao de verossimilhancas e escore corrigidas apresentam taxas de rejeicao
mais proximas dos seus respectivos niveis nominais, especialmente nos modelos discretos,

evidenciando que as corregoes foram eficazes.

3.2 Correcao de Bartlett e tipo-Bartlett nos MSPNLGs
Considere Y7, ...,Y, variaveis aleatorias discretas independentes, com fungao de proba-

bilidade dada por:

a(y, ¢)g(pi, $)"
f(/% <Z5> ’

T(y; i, §) = y € A, (3.1)
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em que o suporte de Y; é um subconjunto A, dos inteiros {e,e + 1,...}, € > 0, ndo de-
pendendo de parametros desconhecidos; a(y, ¢) é uma fungao positiva; as fungdes analiticas
fi = f(ui,®) e g; = g(pi, @) sdo positivas, finitas e duas vezes diferenciaveis; ¢ > 0 (que
assumimos ser conhecido) e p; > 0 sdo chamados de parametros de dispersao e de média,
respectivamente.
Para a familia de distribuigoes dada em (3.1), as seguintes relagoes sdo validas:
e
fg

em que o indice sobrescrito (') indica a primeira diferenciagao em relagao a p. Os modelos

E(Y)=pu e Var(Y)=V(u¢) = g,

em séries de poténcia nao-lineares generalizados sao definidos pela funcao de probabilidade

e pelo componente sisteméatico

em que h(-) ¢ uma fungao de ligagao conhecida e duplamente diferencidvel, 3 = (B1,...,8p)"
¢ um vetor de p (p < n) parametros desconhecidos a serem estimados, €; = (Ti1y ..., Ti) T
representa os valores de k variaveis explicativas e 7(+;-) é uma fungdo possivelmente nao-
linear no segundo argumento, continua e diferenciavel com respeito aos componentes de (3
de tal forma que a matriz de derivadas X = X(8) = dn/05", com = (M1y+-+,n)7,
tem posto p para todo 5. A matriz X tem elementos que sdo, geralmente, funcdes do vetor
de parametros B desconhecidos. Sejam 7 a i-ésima linha da matriz Xe ):( uma matriz de
dimensao p X p cujo elemento (r,s) é ;s = 0°0; /03,085, 1 =1,...,n.

Dado o vetor de observacoes (Y1, ---,Yn)T, 0 logaritmo da fungao de verossimilhanca

do vetor de parametros 3, dos MSPNLGs pode ser expresso na forma
((Bry) =Y log{alys, &)} + > [yslog{g(pi, 8)} — log{ f (1, #)}]
i=1 i=1

Assumimos que [((3) seja regular com respeito as derivadas em relagdo aos componentes de
[ até quarta ordem.

Nosso interesse aqui é testar a hipotese nula Hy: 31 = io) contra a hipotese alternativa
Hy: By # B, em que 8 = (BT, BT, sendo B1 = (B1, - -+, Bq)T um vetor de parametros
de interesse, ¢ dimensional, B2 = (8441, - - - » Bp)T um vetor de parametros de perturbagao,

p — q dimensional e [3§°’ ¢ um vetor de constantes conhecidas.
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Seja U(B) = 0l(B)/08 = (U1(B)T,Ux(B)T)T a fungao escore total de B. Considere o
estimador de maxima verossimilhanca irrestrito de 3, 8 = (87, ,ég )T el = (5§°)T, Bg )T
o estimador de méaxima verossimilhanca restrito sob a hipdtese nula. A matriz de informacao

de Fisher e a sua inversa sao decompostas como a seguir:

Kll K12 . Kll K12
K(B) = e K(B) =

K21 K22 K21 K22
respectivamente, sendo Ki; = XITWXl, Ko = X2TWX2, K = KQT1 = XfWXQ, K =
(RTWR)™, K% = (XTWX,)™! + C(RTWR)'CT (covariancia assintotica de ;) e K12 =
K?' = (R"WR)'CT, em que R = X; — XoC e C = (XIWX,) ' XJW X, é uma matriz
n X ¢, sendo suas colunas vetores dos coeficientes de regressao linear das colunas de X; sobre
X,, tal que o peso é V.

Definimos os escalares t;, ¢;, w;;, Wj; e wy;, respectivamente, por:

1 1
b= gz{ i 4% = fi{ )
ght fint

{1}
v, — [i 93} _ ) 1
J g{l} 7 2 h;{l}

(243

(G — 1)qi‘/¢t;~{j}h;-{2} _ qZ{jJrl} . qz{j}h;{?}

Wii = $ji — (h;{l})j+1 +J (h;{l})j-ﬂ
g gy~ @t @IV 2V VY 0P g aPh?
i 21 - -

1 (") (") (el el

m [ A (hi?h?

com ' ‘ '
Pii = ; )
’ (h{)
para j =1,2,3ei=1,...,n, em que o indice sobrescrito {j} indica a j-ésima derivada em

relagao a p. Vale salientar que as quantidades acima envolvem derivadas que dependem das
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formas especificas das fungoes f, g, h e V nas diversas distribuigoes pertencentes a familia
de série de poténcia.

Além disso, as matrizes diagonais )1, (Q2, ()3 e Q4 sao necessarias ao célculo do fator de
correcao de Bartlett, e as matrizes 05, Qs, @7, Qs ¢ Q9 sao usadas para o calculo do fator
de correcao tipo-Bartlett, todas de dimensao n x n. Além disso, vale ressaltar dois aspectos:
as matrizes foram denotadas dessa forma por simplicidade, uma vez que essa ¢ a notagao
utilizada por Silva (2010) para algumas matrizes que surgem nos célculos dos cumulantes; e
que essas matrizes nada tém a ver com o vetor @ definido na Segao (2.3). Os elementos de

tais matrizes sao definidos, respectivamente, por:

wlih?}

(")

1 wyh{ .
q2; = 6 wzi—m — Wiy,

1 wh-h;-{Q} -
i = T\ W2~ o] T Wi
g3 4 2 (hl{l})Q 1

1 3 wgihf} 3 U)h‘hz{g} ) wli(hl{Q})z U~)12hf2}

q1; = W —

q4; = z_lw:% - Z (h;.{l})Q Z (hl{l})g - 4 (hz{l})‘l (hz{l})Q — Wo; + W1y
q wlih'gl} + qz{l}

5 — T v .

T

o = 4

7 quh;{l}>

3w2ihl{2} wuh;@} Swh(hEQ})Q

qri = W3; — - )

O G NN )
L w_whhfz}_whhfg} 2w11(h;{2})2 o
el el ey
Vawd | 2Vawug Vi)
poh )

qoi =

A estatistica da razao de verossimilhancas para o teste de Hy contra H; pode ser reescrita

CcOomao:

LR =2 [{0(B1.B2) — 81, B2) | — {08 B2) — 181, 82) } ]
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Dessa forma, uma aproximacao da estatistica da razao de verossimilhancas pela distri-
buicao x? pode ser melhorada trocando LR pela estatistica modificada LR* ou, equivalen-

temente, LR}, dadas por:

LR
C1+4d

respectivamente, em que os fatores de corre¢ao de Bartlett, 1/(1+d) e (1 — d), sdao determi-

LR e LR'=LR(1—d)

nados por

d= 2" a
q
Silva (2010) obteve o fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de veros-

similhancas nos MSPNLGs, cuja expressao de €, foi decomposta da seguinte forma:
€ = ez(,L) + E;NL). (3.2)

em que

&) = 1T ZgQuZat + T Q1 Z¥ Qo + WA ZIWie + T Q1 ZaZ ZQst + LT W1 Z0Z Z W,

é a parte linear do modelo e

p

1 . 1
VD — T (W1 — §Q1) DZy+ 1" (Wi — Q1)Cqt — ZJW1(2B — D%,

v TDWZ [WlD 147, (Wl - %Ql)] tr { [(Wl —Q) - %WlBl le} ,
¢ a parte associada & nao-linearidade na componente sistemética do modelo, sendo Z, B,
C e D, matrizes de dimensao n X n cujos elementos sao, respectivamente, dados por: z;; =
f;Kﬁ_lfj, bij = tT(Kgl):(iKgl):(j), Cij = f;Kﬁ_l):(jKﬁ_lfci e dy; = tr(Kﬁ_l):(i). Além disso,
Zq, Bq e C4 representam matrizes diagonais formadas pelos correspondentes elementos das
diagonais das matrizes Z, B e C, respectivamente e denotamos Z®) = Z@ o7, 723 = 767,
em que ® ¢ o produto de Hadamard (Rao, 1973, p. 30), ou seja, o elemeto (i,j) de Z®) ¢é
zf’j Observe que aqui a notacdo Z®) nao indica a terceira derivada com relacdo a u de Z.
Considere as matrizes )2'21- = 0%1;/0B2082 ", i=1,...,n,e K(B2) = X WX,. De forma
analoga & definigdo feita em (3.2), podemos obter a férmula de €,_, com X, ):(l e K(B)

substituidos por X, Xu; € K(B32), respectivamente.
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A estatistica escore (Rao, 1948) para testar Hy contra H; é dada por:
Sk =U(B)"K(B)'U(B).

Cordeiro e Ferrari (1991) mostraram que é sempre possivel obter uma estatistica escore

modificada possuindo distribuigao x? até ordem O(n~1). Tal estatistica é dada por:

= Sr{l— (c+bSg+aSE)} (3.3)

em que o fator entre chaves é chamado fator de correcao tipo-Bartlett e envolve as quanti-

dades a, b e ¢ que sdo termos de ordem O(n~!) e dados por:

As
a - )
12 (q+2) (g +4)
Ay — 2A5
b = ——-,
12¢ (g + 2)
. Ap — Ay + A
N 12¢q

sendo ¢ o nimero de restricoes impostas sob a hipotese nula e A;, Ay e Az fungoes de
cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca e expressas

por:

A = Z(/@wk + 2K k) (Krst + 260 5t ) Qij Qs My
- Z(Kz]k + 2kK; jk Ry st Qi Qfr st
+ Z(Kn,jk: Kijk (Krst + QKrs,t)ajsaktmir
- 6 Z Rijhr + Kijjer) ki
= Ay + A+ Az + A,

AQ = -3 Z Ri g kBr s tQlrTTlig Mgt
+ 6 Z(szk + 2K, jk ) For s 4 Qi Mok Mot
= 6> Fijkbrs QrMi My
+ 3 Z Ki j.Je,r i Mgy
= Ay + Agy + Agz + Aoy,

18



A = 32 Ki jkFor,s t i Mer Mgt
+ 25 Ki j Ko, t Mir T s Mgt

= Az + Asg,

em que a;; € m;; sao os elementos (i, j), respectivamente, das matrizes:

A= o0 e M=K(@B)'—A
0 Ky'

Aqui, K,,' é a matriz de covariancia assintotica de B, e >~ denota o somatorio sobre
todos os componentes de 3, isto é, sobre os p-parametros. Além disso, vale salientar que
os A's sdo de ordem O(n™') e avaliados sob Hy. Vale salientar que, caso os A’s envolvam
parametros desconhecidos, eles poderao ser substituidos por seus respectivos estimadores de
méxima verossimilhanga sob Hy, nao afetando a ordem de aproximacao da corregao.

A formula da estatistica escore modificada S}, dada em (3.3), esta fortemente relacionada
com os quantis modificados de Sg, que foram obtidos por Harris (1985). Além disso, ele
mostrou que P(Sg < z,) :P(Xg < z4) = 1 — a, quando desprezados os termos de ordem

inferior a n=!.

Nessa equagdo: z, = o {1+ b (24, A1, A, A3,q)}. Assim, desprezando
termos de ordem inferior a 7™, temos que P(S}; < 24)=P(Sk < 20) =P(x} < 24) = 1 — o,
sob a hipotese nula. Desta forma, um teste escore aperfeicoado pode ser conduzido das
seguintes maneiras: obtém-se a estatistica escore aperfeicoada e utiliza-se a distribuigao Xg
como referéncia, ou obtém-se a estatistica escore usual e utilizam-se os quantis modificados
zo CcOomo referéncia.

A estatistica modificada S} pode ser fun¢ao nao-mondtona de Sr. Como solugao a esse
problema, Kakizawa (1996) propos uma transformagao monoétona dada por Sg, = Si+P(Sg)

em que P(Sg) ¢ dada da seguinte forma:
L] 2 49 3 + Vs
P(SR):Z c"Sp + 20cSy + | 2ac + §b SR+3abSR+gSR .

Além disso, Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998) obtiveram uma estatistica escore modi-

ficada, S, assintoticamente equivalente a S% com a propriedade de ser mondtona em Skp.
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Tal estatistica ¢ dada por:

VEen(L—c){o(Voasn+y/Eb)-o(VEL)} se a>0,
Sho = %bexp(—c) {1 —exp(—2bSg)} se a=0 e b # 0,

sendo a sempre nao negativo.

3.2.1 Obtencao dos A’s

A obtencao dos A’s é feita da seguinte maneira: basta inserir os cumulantes (£'s) de
derivadas do logaritmo da fungao de verossimilhanga nas equagoes de Harris (1985). Desta
forma, pode-se obter expressoes matriciais simples para Ay, Ay e A3. Os detalhes algébricos
nao sao inseridos aqui uma vez que constituem célculos enfadonhos; no entanto, os calculos
seguem de forma similar aos encontrados em Cordeiro et al. (1993). Detalhes sobre a
obtengao dos A’s encontram-se no Apéndice A. A seguir, sao apresentadas as expressoes

obtidas para o modelo em questao que, em notacao matricial, ficam dadas por:

Ay = 65 QWL — Q1) Zoa(Z — Z3) ZagWit + 3T(Q1 — 2W1) Zoa(Z — Zo) ZogQ1t

+ 3WLEy(Z — Zy) EsWht + 3T QW) — Q1) Zoa(Z — Zy) Es Wit
+ SLTW1E2Z2d(Z — ZQ)(ZWl — Ql)L
Ay = —6.7(=Q1 + 2W1) Zog(Z — Z3)aZ2(2Q1 — 3Wh)e — 6.5 WL CoH(Z — Z5)4(2Q1 — 3Wh )1,

A13 = 6LT(—3Q1 + 4W1)ZQ(Z — ZQ)ZQ(—Ql + 2W1)L + 6LT(—3Q1 + 4W1)CQ(Z — ZQ)WlL
+ 3OLTW102(Z — Zz)(—Ql + 2W1)L + 30LTW1J2(Z — ZQ)Wlb,

A = 67 (=2Q¢ — 6Qs + 2Q7 + 5W;) Zoa(Z — Za)a
+ 6. T(TWy — 6Q;1 — 4Q5)(Z — Zo)gEs,
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Agl = —3LT(2Q1 — 3W1)(Z — ZQ)dZQ(Z — ZQ)d(QQ]_ — 3W1)L

A22 = 6LT(—Q1 -+ 2W1)(Z — ZQ)dZQd(Z — ZQ)<2Q1 — 3W1)L
+ 6LTW1E2<Z — Zg)(Z — Zg)d<2Q1 - 3W1)L
A23 = —6LT(2Q1 — 3W1>(Z — ZQ)ZQ(Z — ZQ)(QQ]_ — 3W1)L
Ay = 37(8Qs — 3Q7 +3Qy — W) (Z — Z2)a(Z — Za)at,
A31 == 6LTQ1(Z — Zg)d(Z — ZQ)(Z — Zg)d(2Q1 — 3W1)L
+ 9WIWUZ — Z2)a(Z — Zy)(Z — Zo)a(3W) — 201 )1,
Az =

4T Q(Z — Zo)(Z — Zo)(Z — Z5)(2Q1 — 3Wh)u
— 6LTW1(Z — ZQ)(Z — ZQ)(Z — ZZ)(QQI — 3W1)L,

em que Z = X(XTWX)"'XT Z, =

Xo(XIWX5) XTI Z; e Zyg contém os elementos

da diagonal da matriz Z e Zj, respectivamente. Além disso, as matrizes Cy, FEs e Jo
possuem elementos dados, respectivamente, por co

= szmzjl‘ljkakrl'mm €2 = leijaij S
J2 = D TijkjsTimst Qg
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Capitulo 4

Resultados numeéricos

Nesse capitulo apresentaremos alguns resultados de simulagoes Monte Carlo para avaliar
a eficacia da correcao tipo-Bartlett nos MSPNLGs. Para tanto, comparamos o desempenho
dos testes baseados nas seguintes estatisticas, a saber: razao de verossimilhangas usual (LR),
suas versoes corrigidas (LR* e LRY), escore (Sg), suas versoes corrigidas (S, Sg, e Sg,) e
gradiente (St).

O estudo de simulagao foi baseado nas seguintes distribui¢oes: Binomial Negativa Gene-
ralizada (BNG), Poisson Generalizada (GPO) e Consul. No caso da distribui¢do BNG, os
parametros foram fixados em ¢ = 1 e v = 3. Para o caso das distribui¢oes GPO e Consul
fixou-se os parametros em ¢ = 0,2 e ¢ = 1,0, respectivamente.

As simulagoes realizadas sao baseadas no seguinte preditor:

k
no= Y By +exp(Brg)i=1,...,n e k=0,..6
j=1

Duas hipoteses serdo consideradas neste estudo de simulacao: (i) Hy : f7 = 0 contra
Hy:pB; #0e (ii) Hy : B5 = B = 0 contra Hy : 5 = (s # 0. A variavel resposta foi
gerada assumindo que todos os parametros de perturbacao sao iguais a 0.05, para cada caso.
As covariadas 1, ..., x7; foram geradas como amostras aleatorias das distribuigoes U(0, 1),
F(2,5), Cauchy, N(0,2), LN(0,1), x3, Exp(1) e Beta(2,3). O ntimero de réplicas Monte

Carlo foi fixado em 10.000 e foram considerados os seguintes niveis nominais o = 1%, 3%, 5%
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e 10%. As simulagoes foram realizadas usando a linguagem de programagao matricial Ox
(Doornik, 2006).

Para cada tamanho amostral e cada nivel considerado estimamos via simulagao P(LR >
X%a;q))’P(LR* = X?a;q))’P(LRT =z X%a;q)>’ P(Sk 2 X%a;q))’ P(Sk 2 X%a;q))’ P(Sg, = X?a;q))’
P(Sg, > X%a;q)) e P(Sr > X%a;q)), em que X?a;q) é o percentil (1 — «) da distribuigao X?
Todas as entradas das Tabelas apresentadas sao porcentagens.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2, fixamos o nimero de parametros de parametros em p = 4 e
variamos o tamanho amostral em n = 30;40; 50 e 100, para as distribui¢des Consul e GPO,
respectivamente. Consideramos inicialmente a hipotese dada em (i). Observamos, nas duas
tabelas, que o teste da razao de verossimilhancas, em geral, apresentou taxas de rejeicao
mais proximas dos niveis nominais correspondentes que os testes baseados nas estatisticas
da razao de verossimilhancas corrigidas que, por sua vez sao conservativos, pois apresentaram
taxas de rejeicao menores que os niveis nominais considerados. Por exemplo, para n = 30,
p =4 e a=5% as taxas de rejeigao dos testes baseados nas estatisticas LR, LR* e LR}
sao, respectivamente, 4.9%, 4.5% e 4.4% para o modelo Consul e 4.9%, 4.8% e 4.8%, para
o modelo GPO. No entanto, observamos que os testes baseados nas estatisticas escore, suas
versoes corrigidas e gradiente (Sg Sk, Sk, Sk, € Sr, respectivamente) sao bastante liberais
apresentando taxas de rejeicao acima dos niveis nominais correspondentes. Novamente,
quando n = 30, p = 4 e a = 5% as taxas de rejeicao destes testes sdo, respectivamente,
8.3%, 7.7%, 8.3%, 8.4% e 8.2% para o modelo Consul e 7.5%, 7.1%, 7.3%, 7.4% e 7.3% para
o modelo GPO. Observa-se ainda que o fator de correcao tipo-Bartlett tende a corrigir a
tendéncia liberal do teste original. Entre as versoes corrigidas da estatistica escore, o teste
baseado na estatistica S}, foi o que apresentou melhor desempenho. Vale salientar aqui que
os testes baseados nas estatisticas Sp e St apresentaram piores desempenhos em ambos os
cenéarios. A medida em que o tamanho amostral vai aumentando, as taxas de rejeicdo de
todos os testes se aproximam dos seus respectivos niveis nominais, como era de se esperar.

Os resultados encontrados na Tabela 4.3 foram obtidos levando em consideragao a hipo-
tese alternativa Hy : 7 # 0 para n = 30, p = 4, o = 5% e diversos valores de 3; = 3,
tal que 0,05 < 3 < 0,30 e considerando o modelo Consul. Observe que estas simulacoes
de poder correspondem ao cenério abordado na Tabela 4.1 para n = 30. Além disso, as

simulagoes do poder foram feitas usando valores criticos estimados e nao valores tabula-
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dos. Adotamos este procedimento porque a maioria dos testes sao anti-conservativos. Dessa
forma, as simulacoes foram ajustadas para que todos os testes tenham o mesmo tamanho.
Analisando a Tabela 4.3, podemos observar que entre os testes baseados nas estatisticas
usuais, o teste escore tem melhor desempenho do que o teste da razao de verossimilhancas.
Entre os testes baseados nas versoes corrigidas, o teste baseado na estatistica Sg, foi o que
apresentou melhor desempenho seguido pelos testes baseados nas estatisticas Sg , S, LR*
e LR}. Vale salientar aqui que o teste baseado na estatistica gradiente apresentou pior

desempenho.
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Nas Tabelas 4.4 e 4.5, fixamos o numero de parametros em p = 7 e variamos o tamanho
amostral em n = 30,40,50 e 100, para as distribuicoes BNG e Consul, respectivamente.
Consideramos agora a hipotese dada em (ii). Na Tabela 4.4, os resultados indicam que no
modelo BNG, o teste da razao de verossimilhancas usual é liberal enquanto que os testes
baseados nas versoes corrigidas da estatistica da razao de verossimilhangas apresentaram
taxas de rejeicao mais proximas dos niveis nominais. A corregao tipo-Bartlett tende a atenuar
a tendéncia liberal do teste escore, de modo que os testes baseados nas versoes corrigidas da
estatistica escore apresentaM menor distor¢ao de tamanho do que o teste baseado em Skg.
Por exemplo, quando n = 30 e a = 10%, temos que as taxas de rejeicao dos testes baseados
nas estatisticas LR, LR*, LR}, Sg, Sk, Sk,, Sk, sao, respectivamente, 11.1%, 10.3%, 10.2%,
11.9%, 10.0%, 10.1%, 9.1% e 11.4%. Na Tabela 4.5, notamos que no modelo Consul, os
testes baseados nas estatisticas usuais, apresentaram taxas superiores aos niveis nominais
correspondentes para tamanho amostral pequeno ou mesmo moderado. No entanto, os testes
baseados nas versoes corrigidas da estatistica da razao de verossimilhangas apresentaram
melhores desempenhos quando comparados as versoes corrigidas da estatistica escore. Vale
salientar aqui que os testes baseados nas versoes corrigidas da estatistica escore corrigem a
tendéncia liberal do teste escore usual apresentando, em geral, taxas de rejeicao ligeiramente
superiores aos niveis nominais. A medida que o tamanho amostral cresce, todos os testes
apresentam taxas de rejeicao proximas aos respectivos niveis nominais considerados. Além
disso, o teste baseado na estatistica gradiente (St ), apresentou o pior desempenho em relagao
as versoes corrigidas dos testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas e
escore.

Os resultados encontrados na Tabela 4.6 foram obtidos para o modelo BNG, levando em
consideracao a hipotese alternativa Hy : O5 = g = 0 para n = 30, p = 7, a = 5% e diversos
valores de 35 = (s = [, tal que 0.10 < 3 < 0,80. Observe que estas simulagoes de poder
correspondem ao cenério abordado na Tabela 4.4 para n = 30. Além disso, as simulagoes do
poder foram feitas usando valores criticos estimados e nao valores tabulados. Adotamos este
procedimento porque a maioria dos testes sao anti-conservativos. Dessa forma, as simulagoes
foram ajustadas para que todos os testes tenham o mesmo tamanho.

Analisando a Tabela 4.6, podemos observar que entre os testes baseados nas estatisticas

da razao de verossimilhancas, escore e gradiente, o teste da razao de verossimilhancas teve
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um melhor desempenho do que os testes gradiente e escore. Entre os testes baseados nas
versoes corrigidas, o teste baseado na estatistica LRj foi o que apresentou melhor desempenho

: z 3 * * * *
seguido pelos testes baseados nas estatisticas LR*, Sy , Sg,, Sk
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4.1 Aplicacao

Essa secao tem por objetivo ilustrar a metodologia apresentada anteriormente através do
conjunto de dados reais (Tabela B.1). Tal tabela se refere ao nimero de espécies de peixes
em um lago (varidvel resposta) e o logaritmo da area do lado, dada em Km? (x). Tais dados
foram analisados primeiramente por Barbour e Brown (1974) e, muitos anos depois, por
Rigby et al. (2008) e por Cordeiro et al. (2009). O trabalho de Barbour e Brown (1974)
foi um dos primeiros que tomou lagos como ilhas, considerando um contexto biogeogréafico.
Eles examinaram uma diversidade de peixes em lagos americanos e estudaram trabalhos
como os de Sepkoski& Rex (1974), que considerava a dispersao de mexilhoes; Lassen (1975);
Aho (1978), que considerava gastropodes e Browne (1981), que considerava zooplancton.
Diante de vérios trabalhos na érea, algumas conclusoes foram tomadas, como a do fato de
que lagos maiores e mais profundos podem abrigar um potencial nimero de espécies, ja que
apresentam uma area de interagoes maior.

Cordeiro et al. (2009), discutiram a flexibilidade do uso dos MSPNLGs com o objetivo
de ajustar os dados. Dentre os modelos analisados, o mais adequado para ajustar o nimero
de espécies de peixes, segundo o critério de Informagao de Akaike (AIC), foi o modelo Delta
Binomial (DB), que forneceu AIC igual a 612.1, menor AIC dentre os modelos analisados.
Tal resultado coincide com o encontrado por Cordeiro et al. (2009) e Silva (2010).

O preditor utilizado é dado por:

ni = Bo + Bilog(z;) + Ba {10g($z‘)}2 )

i=1,...,70, em que 1; = log(y; — m) e m representa o valor minimo do suporte da distri-
buigao associada ao modelo. Aqui, testaremos a hipétese Hy : B2 = 0 contra Hy : B # 0,
isto é, queremos averiguar qual o modelo mais adequado para os dados em questao. Se-
guindo a mesma linha de raciocinio de Cordeiro et al. (2009) e a de Silva (2010), tomamos
os mesmos modelos por eles analisados: Poisson, Binomial Negativa (BN), Poisson Genera-
lizada (GPO), Binomial Negativa Generalizada (BNG) e Delta Binomial (DB). Na Tabela
4.8, apresentamos os resultados dos testes LR, LR*, LR}, S, Sg, St, Sf, e Sk, O compor-
tamento das trés primeiras estatisticas foi analisado por Silva (2010), que concluiu que ao

nivel nominal de 10% e considerando os modelos Poisson e BNG, todos os testes rejeitam a
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hipotese nula. J& para os modelos BN e GPO, os testes considerados nao rejeitam a hipotese
nula considerando o mesmo nivel nominal.

Analisaremos agora os testes Sg, S5 ¢ Sr. Note que, ao nivel de 10% e considerando os
modelos Poisson e BNG, todos os testes rejeitam a hipotese nula, como no caso anterior. Para
o caso em que consideramos o modelo BN e GPO, todos os testes nao rejeitam a hipotese
nula ao nivel de 10%. Enquanto que para o modelo DB, s6 ha nao-rejeicao da hipotese nula
para o teste Sp. Quanto aos testes Si, e Sp,, podemos observar que, ao nivel nominal de
10% e considerando os modelos Poisson, BNG e DB, os dois testes rejeitam a hipotese nula.
Enquanto que considerando o modelo GPO, eles nao rejeitam H, ao nivel nominal de 10%.

J& no modelo BN, apenas o teste S% rejeita a hipotese nula a 10%.
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4.2 Comentarios

Nesse capitulo fizemos uma revisao sobre a correcao de Bartlett e apresentamos o fator de
correcao de Bartlett para a estatistica da razao de verossimilhancgas nos modelos em série de
poténcia nao-lineares generalizados (MSPNLGs), obtido por Silva (2010). Obtivemos, entao,
o fator de correcao tipo-Bartlett para a estatistica escore nos modelos ja mencionados. Com
o objetivo de avaliar o desempenho, em amostras finitas, dos testes baseados na estatistica da
razao de verossimilhancas usual e suas versoes corrigidas (LR, LR* e LR}, respectivamente),
nas estatisticas escore e suas versoes corrigidas (Sg, Sk, Sk € Ske, respectivamente) e na
estatistica gradiente (S7), resultados numéricos foram apresentados para os modelos nao-
lineares.

Concluimos que os testes baseados nas estatisticas da razao de verossimilhancas cor-
rigidas, apresentaram melhor desempenho que o teste baseado na estatistica da razao de
verossimilhancas usual, LR, na maioria dos cenarios considerados. Ou seja, quando utiliza-
mos as estatisticas LR* e LR}, obtivemos taxas de rejeicao mais proximas dos seus niveis
nominais correspondentes que quando usamos a estatistica original, LR. Notou-se que as
taxas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas corrigidas permaneceram mais proximas
dos niveis nominais correspondentes, mesmo quando o tamanho amostral era pequeno.

No que diz respeito ao poder dos testes, os testes baseados nas estatisticas da razao de
verossimilhangas corrigidas ( LR* e LR?) foram menos poderosos do que o teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhangas usual (LR), dando indicios de que, possivelmente,
ajustar o tamanho implica em alguma diminui¢ao de poder, para algum caso.

Concluimos ainda que entre os testes baseados nas estatisticas corrigidas da estatistica
escore, o que apresentou melhor desempenho foi o teste baseado na estatistica Sj. Podemos
afirmar isso uma vez que ao usarmos a estatistica corrigida via correcao tipo-Bartlett, obti-
vemos taxas de rejeicao mais proximas dos seus respectivos niveis nominais, principalmente
quando o tamanho amostral. Assim, o ganho com uso da corregao tipo-Bartlett aplicada
a estatistica escore é mais claro. Dessa forma, o uso de tal correcao é eficaz, exibindo ta-
xas de rejeicao mais proximas dos seus niveis nominais correspondentes. Por consequéncia,

as taxas de rejei¢ao dos testes baseados na estatistica corrigida S}, continuam préximos dos
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seus niveis nominais correspondentes, mesmo que o tamanho amostral. Quanto ao poder dos
testes baseados nas estatisticas Sgr e suas versoes corrigidas, notou-se que dentre os testes
baseados nas estatisticas corrigidas o que apresentou melhor desempenho foi aquele baseado
na estatistica Sp .

Finalmente, levando em consideracao todas as simulagoes realizadas envolvendo tamanho
e poder nos modelos nao-lineares trabalhados, aconselhamos o uso dos testes baseados nas
estatisticas da razao de verossimilhangas corrigidas LR* e LR}, no lugar da estatistica usual
LR, como foi recomendado também por Silva (2010). Além disso, aconselhamos também o
uso dos testes baseados na estatitica escore corrigida via correcao tipo-Bartlett S3 no lugar

das estatisticas Sg, Sk, e Sk, em inferéncias sobre os parametros nos MSPNLGs.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nossa contribui¢ao com essa dissertacao foi apresentar o fator de correcao tipo-Bartlett
usado para aperfeigoar o teste baseado na estatistica escore (Sg) para os modelos em série
de poténcia nao-lineares generalizados, considerando fixo o parametro de dispersao e, para
a distribuicao Binomial Negativa Generalizada, consideramos fixo o parametro v.

Além disso, estudos de simulagao foram realizados com o intuito de analisar o efeito das

correcoes feitas nos modelos em questao. De tais estudos podemos concluir que:

e Os resultados de simulagao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes
baseados nas estatisticas da razao de verossimilhangas e suas versoes corrigidas (LR,
LR* e LR;, respectivamente) nos MSPNLGs nos mostraram que o teste baseado na
estatistica da razao de verossimilhancas usual rejeita com maior frequéncia a hipotese
nula. A correcao de Bartlett aplicada mostrou-se eficaz, uma vez que produziu taxas
de rejeigao mais proximas dos seus respectivos niveis nominais, corrigindo a tendéncia
liberal para o teste das hipoteses Hy : 05 = B = 0 contra Hy : 05 = B # 0 e
mantendo-se estavel para o teste das hipoteses Hy : 3; = 0 contra Hy : B; # 0. Além
disso, o impacto do tamanho amostral é mais visivel no teste baseado na estatistica LR,
enquanto que as taxas para os testes baseados nas versoes corrigidas permanecem mais
estaveis. Quanto aos poderes dos testes, o teste baseado na estatistica usual apresentou
poder levemente maior com relagao a suas versoes corrigidas. Tais resultados mostram

que nao houve nenhum tipo de perda de poder derivada do fato da utilizacao da
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correcao de Bartlett;

Os resultados de simulacao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes
baseados nas estatisticas escore (Sg) e suas versoes corrigidas (S5, Sk € Ske) NOS
MSPNLGs, indicaram que o teste baseado nessas estatisticas foram bastante liberais,
ou seja, apresentaram taxas de rejeicao superiores aos seus respectivos niveis nomi-
nais, rejeitando a hipotese nula com probabilidade maior que o nivel de significanica
do teste, com o teste baseado na estatistica S} apresentando melhor desempenho na
maioria das situagoes colocadas. Assim, a correcao tipo-Bartlett mostra-se eficaz, uma
vez que produziu taxas de rejeicao mais proximas dos niveis nominais correspondentes.
Consequentemente, tal correcao corrigiu a tendéncia liberal do teste baseado na esta-
tistica original, Si. Podemos dizer ainda que o tamanho amostral apresentou impacto
notéavel no teste baseado na estatistica Sg. Quanto aos poderes dos testes, pudemos
notar que o poder do teste baseado na estatistica Sp, apresentou vantagem quanto
aos outros testes baseados nas versoes corrigidas da estatistica escore. Os resultados
mostraram, em suma, que nao houve qualquer perda de poder com o uso do fator de

correcao tipo-Bartlett;

Os resultados de simulacao de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes base-
ados nas estatisticas gradiente (S7) indicam que em todos dos cenarios considerados,
o teste baseado nessa estatistica foi bastante liberal, ou seja, rejeitou a hipotese nula
com probabilidade maior que o nivel de significanica do teste. Além disso, hd um
impacto considerdvel quando aumentamos o tamanho amostral nas taxas de rejeicao
produzidas pelo teste baseado nessa estatistica. No que diz respeito ao poder do teste,

quando comparado aos outros testes, ele apresentou pior desempenho.
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Apéndice A
Calculo dos Momentos

Neste apéndice, apresentamos a obtencao de expressoes gerais para as quantidades ne-
cessarias para a realizacao do calculo do fator de correcao de tipo-Bartlett para a estatistica
escore, apresentado na Sec¢ao (3.2). Ainda, tendo em vista que algumas expressoes foram
cruciais para a simplificacao dos calculos, consideramos necessario inclui-las também nesse
apéndice.

Para tanto, considere o modelo em séries de poténcia nao-linear generalizado, apresentado
na Se¢ao (2.2), com o parametro de dispersao ¢ conhecido e o logaritmo da fung¢ao de ve-
rossimilhanca do parametro 3, dado o vetor de observacoes (v1,...,%,) , do MSPNLG
apresentado na Secao (2.2). Seja f = f(ui,®), g = g(i, @) e o indice sobrescrito {j}

indicando a j-ésima derivada em relacao u, 5 = 1,2, 3, denotamos as seguintes quantidades,

para i = 1,...,n, as quais serao utilizadas no calculo dos A’s:
1 1 j j
bt fith My
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) GOV 4 gD | gyt
jio = . )

(b))
o qu,-t;{”Q} t;-{j}(qf}l/; +2qi{1}vi{1} -l-qll}VZ{Q}) i 1)h;-{2}90j¢
ji = AP+ (hz{l})j“ (hz{l})jﬂ J (hl{l})Q
{5} {212 {7+2} {5+1} {2}
I L . R L e
(hy'hyt2 p (h{Tyi+2 (h{Ti+3
{3} {212
{J}[ hi (it (hi™) }
P e Y gl

No entanto, devemos lembrar que as quantidades dependem das distribuicoes pertencentes
a familia de série de poténcia que estard sendo utilizada, uma vez que envolvem formas
especificas das fungoes f, g, h e V. Considere %;. = 0n;/08,, Tirs = 0°1;/08,08, € Tirst =
9n;/08,08,08,, alguns resultados importantes sao dados a seguir:

{7} {4} i
ﬂzt —q; awji ~ awji ~%
E(dy) =0 , E(d;;) =wj = , = Wyilgr = Wy Lir,
(do:) (dji) = w; (hy a8, Wjik a8, Wji®
adOi 8tz aﬂz 5Th a% a,uz 8771 {1} 1 ~ (1) 1 di:i
= - — U1Ligr,

08, ~ Viopon 08,  omomop, Ul pmt Tyt =

ad,; (hz{l})j[yitl{jﬂ}(h{l}) By — qu{j+1}(hz{1}) xw] [yzt{j} {J}]j(hz{l})j—lhl{Q}(hl{l})—l
0B, (h{1}>23
[ylt{ﬁl} ql{ﬁ‘l}] . ,[yit;{j} {J}]h{2} d; h{Q}
— (h;[l})ﬁl Tip — J (hz{l})3+2 Ty = [d(j+1)i (h{l}) ]
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Odji  _ [d U 1)d<j+1)ihz{2}];z. 7
aﬁraﬁs (j+2)i (hl{l})z isLigr
. {j<h§”>2 [(dgoe = g () *)Feshf® + dhl™ () ] |
()" i
Qid. h{2} 2h{1} h{ } d h{z}
+ Jdi(h,”) (h )™ T + |G — I =
(s T
_ [d( - (25 + 1)d(j+1)ih§2} _ jdjih;‘{s} U+ Q)dez(h{z}) ]x 7.
e (hi)? (hih)3 (hihys
dhPhy
+ [d(jJrl)i — JJ—}

(")

A.1 Derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca

Aqui, sao calculadas as derivadas da funcao de log-verossimilhanc¢a com relagao aos com-

ponentes de 3. Assim:

9l(B;y)

98,

- Y 1 9g(pi, ¢) Opi O Z 1 3fuz,¢)5ui3m
—~ " g(i, ¢)  Op 8m 9B, fluisd) 0w Oni 0B,

1 1 .
- Z yl 'L(l h(l Z fl (1) x“" - Z( - xl?” Z dOzxzr

7 7

U =

Analogamente pode-se obter as derivadas segunda, terceira e quarta, apresentadas abaixo:

O?U(B;y)
08,908,

— Z {giﬁoif%ir + dozgiﬁir} = Z {dlifisfir + dOijirs}7

Urs =
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Ur st

Ur stu

P*U(B;y)
98,08,08,

Z {adlz ~ o~ + d 852‘18 ~ + d axzr + 8d01 ~ + d amzrs }
- LisLir i " Lir zxzs 4 Lirs 7
08, "B, o, T o8, " o8,
du h{ }
|: h{l} ]wztxzsxzr + dlzxzstxzr + dlzxzsxwt + dlzwztxzrs + dOzxzrst}

>{
> {foa - 25

h{l} ]iUitfisf?ir + dvi(TistTir + TisTirt + TitTirs) + dOi':zirst}

0'(B; y)
a/67’0/638ﬁ15813u

0dy; di;ih!
Z {—1jfzsi’w + |:d2z : ] Lit (j:zsuxzr + xzsxzru)

08,08 (hf')2
- + )
Lis xzr xzsxw xz mzrs

3Bu t t t
_'_dlz (:i'zstuj}ir + j'ist:i'iru + jisuiirt + jisjirtu + j}ituj:irs + jiti'irsu)

adOz
5 :i'zrs + d 'szrs u}

aﬁu t 0 t

dhh{Q}
(h)

ztuxisxir

S { [ - B b 3l
31 —

(R (afhys
d”hz{2} dlihz{2}
(hi)2 ()2
_'_dli (:Z‘istu‘%ir + jistfiru + :Z‘isujirt + j‘jisfﬁirtu + jitujirs + j'it:z‘irsu) + dlii'iuj'irst
+d0i-%irstu}

S~ { [ - 3dpihi™  dyihf” 3d1i(hz{2})2} o
5 (h{l})2 (h{l})3 (h{l})4 LiuLitLisLir
dhh{ }
(k)2
_'_dli (-%istujiir + jistjiru + jisuiirt + jisiirtu + jiitujiirs + jiitj‘irsu + iiuféirst)

+d0i~iirstu } .

}xzuxztxzsmzr [dQZ
%
]xiu<xistxir + LisLirt + xitxirs)

+ |:d2'i — ]fit(iisufir + TisTiru) + |:d2i —

i

+ [dai -

] [xztuxzsxzr + 'thxzsu'rzr + $zt$zsxzru + xzu(mzstxzr + xzsxzrt + mztxzrs)]
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A.2 Calculo de cumulantes

Os cumulantes sao obtidos tomando as esperancas das expressoes supramecionadas e
utilizando, em alguns casos, identidades de Bartlett que tem o objetivo de facilitar a obtengao
dos «'s. Tais identidades podem ser encontradas em Cordeiro (1999, Capitulo 5, Se¢do 5.2,
p.120).

Rps = E W1 XL,
[

Krst = E {iTirTisTi + w1 (TirTist + TisTire + TTirs) }
i
Rrstu = § {Q7ixirxisxitxiu + q1i [xirxisxitu + LirZitLisuy + LisTitLipy
i
+ jir(fiui‘ist + jisi‘it + firtjirs)} + wli(jirjistu + :i‘isti'iru + :z'isujirt
+ LisLirtu + LituLirs + LitLirsu + xiuxirst) }7
Krst = E { (qui — 3W1;) TipTisTir — W1 (Tiy Tist + TisTirt + Iitl‘z‘rs)},
i
Krst = E (—qui + W) TipTisTit — E W1 Tir Tist s
i i
. o SN -
Krstu = E {(qri — 2qs; +w3; — Qoi)TirTisTrZin — (2q5; + W14) TirTisTivu — (Qoi + W1i) TirsTitu }

%
e

Krstu = Z {(—3Q7z’ + 8¢si — 6w}; + 3¢0i) TirTisTitTin, + (6gs; + 6¢1; — 6W1;)Tir TisTity

i

+ (3q6i — 3w1i)92’irsi’itu}

A.2.1 Derivadas dos cumulantes

Calculando as derivadas das expressoes da Secao anterior com relacao aos componentes
de 3, obtemos:

W _ ORes I L -
Kpg = 25, W1 TitTisLip + W1iTistLir + W1iTisLirt (5
t
2
(tu)_a/ﬁm_ ko~ o~~~ ~ o~~~ ~ o~~~ ~ e
Kps ' = 95,08, W1 TinTitTisTip + W1ilituLisTir T W1iTitTisuLir + W1iTitLisTiry
t u .

FW1 T TistTir T W1iTistuTir + W1 TistLiry T W1iTiuLisTirt T W1 TisuLirt + wu‘%'sxz’rtu}
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vy = it Z { [w%im - (hl(l))Q(wlijwh?} + wlihz{g}(h%{l})flfm)

T (h")"
2hM R (R 1w h |
(h(l))4 LitLisTir
wuh?} ~ o~ U o~ o~
+ [wm — m] (TituTisTir + TitTisuTir + TatTisTiry)

W1 T (TistTir + TisTirt + TitTirs)

+w1i(xistuxir + ListLiry + Lisulirt + LisLirtu + LituTirs + xitxirsu)}

Z |:~ ﬁ)hh;{z} wlih§3) wh-(h?})Q
= 20 —

4 (h{l})Q - (h{l})3 + (h{l})4 TiuLitLTisTir
{2}
wuhi ~ o~ o~ OO ~ o~ o~
+ E [w% - —(h{l})Q ] (TituTisTir + TisTisuTir + TitTisTiru)

+ E W1 Tin(Tist Tir + TisTirt + TitTirs)
%
+ E w1i<xistuxir + ListLiry, + LisuLirt + LisLirtu + LituLirs + xitxirsu>~

)

A.2.2 Calculo dos A’s

Na Secao 3.2.1 dessa dissertacao encontram-se os termos dos A’s de maneira separada.

Esse apéndice tem por objetivo mostrar, os calulos realizados para a obtencao das expressoes
. -

%

dos A’s. Para tanto, considere . a i-ésima linha da matriz X , X; uma matriz p X p cujo
elemento (r,s) € Tys, i = 1,...,n, ¢ K ! a inversa da matriz de informacgao de Fisher Kjp
dada anteriormente. Seja
Z=X(X"WX)'XT,

uma matriz n x n, positiva semi-definida de posto p com elementos z;; = 7] K 5 1@-. As ma-
trizes B e C, também de dimensao n x n, tem elementos dados por b;; = tr(Kgl)ngl)?j)
e ¢y = T K 5 1)2}[( 5 1%,, respectivamente. Utilizamos aqui a mesma notacio utilizada por
Silva (2010), em que Z;, By e Cy representam matrizes diagonais formadas pelos corres-

pondentes elementos das diagonais das matrizes Z, B e (', respectivamente. Denotamos,
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ainda, Z®) = Z® o 7, Z® = Z© Z, em que ® & o produto de Hadamard (Rao, 1973,

3

p. 30), ou seja, o elemeto (i,j) de Z®) & zy;. Ainda, definimos as matrizes diagonais @,

Q2, Q3, Q4, Qs, Qg, Q7, Qg e Qg de dimensao n x n cujos elementos definidos na Secao

3.2. Além disso, as matrizes Cs, FE5 e Jy possuem elementos dados, respectivamente, por
Co = D Ty Tk Qkr Try €2 = D Tpijij € Jo = O TijkQjsTmstQkt-

Dos resultados encontrados no Apéndice A.2, temos que:

Kijk + 2K jr = Z {2y — qu)TuZ T + wu(TyTur + Tl — TuZye) - (A1)
!

Logo, teremos:

(Kijk + 2Ki k) (Krst + 2krse) = Z {(4117111711771 — 2011Q1m — 2quW1m + qudim) LTy TiT mr LmsTm

Lm
+ wllwlm{j‘lji‘liki‘mri‘mst + fljjlikjmsjmrt
- f%ljjlikimtjmrs + jlk'%liji‘m'r‘%mst
+ j‘lkj‘lijjmsjjmrt - jlk‘%lij:z'mtjmrs
- j'lijljkimrimst + jilii'ljkfims-i.mrt
+ FdgpEmdnes |} + 20001 { F6E T e
By EnEmetmr — BT |
— Qi { Fid T Est + T E T s
S Y e TN E e
+ jlkfilijjmrimsimt - ilij:ljki'm'ri’msjmt}
- wllq1m{jljjlikjmrfmsjmt + jlkjlijjmrjmsjmt

- jlijljkimrjms-%mt}}- (AQ)

O proximo passo para obter a expressao de Aj; é multiplicar (A.1) por a;jagmy, e aplicar
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o somatorio sobre todos os componentes de (3. Temos, em termos matriciais, que:

Z (/fijk + 2/<i7jk) (Krst + 2/-%3,,5) Qi AstMer
= UIWNZoa(Z — Z) ZagWit — 2T W1 Zog(Z — Z) Z2aQ1e
— 27Q1Z54(Z — Z) ZoaWit + 1T Q1 Zoa(Z — Z3) Z24Q11
+ TWVES(Z — Zo)EsWit + 20" Wy Zog(Z — Zo) Es Wit
— Q1 Z54(Z — Zy) EsWht + 2TWLEy(Z — Z3) ZogWit
— TWAEYNZ — Zy) Z2gQut. (A.3)

Diante disso, usando o resultado em (A.3), podemos reescrever a expressao de A;; dada

por:

Ay = 32 (Kijk + 26 k) (Krst + 26rs 1) Qi QstMiy
= 6.7 (2Wy — Q1) Z2a(Z — Z) ZagWit + 307 (Qy — 2W1) Zog(Z — Z3) Z2aQ1t
+ 3TWIEYN(Z — Zo) EsWhe + 3. QW — Q1) Zoa(Z — Zo) Es Wit
+ 3WLEyZog(Z — Z)(2Wy — Q1)
(A4)

Para obter a expressao de A;o, iremos fazer primeiramente o produto de (A.1) por x; 44,

dado a seguir:

(’fijk + Qﬁi,jk) Rrst = Z {<_q1l + 2&)1[)(2q1m - 3u}lm)i’lij:ljijlkjmr5{;7ns'%mt
Z‘?j
+ w1l<2q1m - 3ﬁ)lm)i’ljL’i’liki’mri‘msjmt
- 4w1lw1mi'ljjlikjmrjmst}' (A5)
Agora, basta multiplicar a expressao (A.5) por a;jarms. Logo, obtemos, na forma

matricial:

Z (/fz'jk + Qﬁi,jk) Rp s tQijQrreMst = LT(—Ql + 2W1)ZQd(Z - ZQ)dZ2(2Q1 - 3W1)L
+ LTW102(Z — Zg)d(2Q1 — 3W1)L. (A6)
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Assim, usando o resultado em (A.6), temos que a expressao de Ay, fica dada por:

A = —GZ(szk + 26 k) Ko st i Qe st
= —6LT<—Q1 + 2W1)Z2d(Z — ZQ)dZQ(2Q1 — 3W1)L
— 6LTW102(Z — Zg)d<2Q1 — 3W1>L (A?)

Para obter a expressao de A3, primeiramente calcularemos a seguinte quantidade:
Kijk — Kijk = Z {(—36111 + 4y) T T T + SwuTuZye + wu(TyZu + fueflij)}(AB)
1
O proximo passo é realizar o produto de (A.1) por (A.8), dado a seguir:

(Hrst + 2/{7"5,75) (’ii,jk - Hi,j,k) - Z {(—3%1 + 4U~)1l)(_q1m + lem)jlijljflkjmrjmsjmt

I,;m

(—3(111 + 4w11)w1m (xmrxmst + TmsTmrt — xmtxmrs)xliwljmlk
3u]ll(_q1m + 2w1m)xli$ljkxmr$mswmt
Swllwlmjlijljk<jmrjmst + jmsj;mrt - i‘mti‘mrs)

wll(_q1m + lem)((‘%l]flzk) + :Z‘lkfi‘lij)jmrjms‘%mt

+ o+ o+ o+ o+

wllwlm((i'ljilik) + j5lkilz‘j)(imrjﬁmst + jmsi'mrt

— Fimrs) }- (A.9)

Basta agora realizar o produto de (A.9) por ajsapmi., que é dado matricialmente da

seguinte forma:

D (Krst + 26052) (Righ — Kigik) Qjsaremiy = 1" (=3Q1 +4AW1) Zo(Z — Zo) Zo(— Q1 + 2W1 )1
T(=3Q) + 4Wh)Co(Z — Zy) Wit
5UTWICo(Z — Zo)(— Q1 + 2Wh )
505WyJo(Z — Zy) Wit (A.10)

+ o+ o+

Dessa forma, usando o resultado obtido em (A.10), a expressao de A;3 fica dada por:

Ay = 62 (Krst + 26rs,t) (Kijk — Kijk) QjsQrtMir
= 6.1(=3Q1 + AW Zo(Z — Z3) Zo(—Q1 4 2W1 )1 + 6.7 (=3Q1 + 4W1)Co(Z — Zo) Wit
+ 30TWLCH(Z — Zo)(— Q1 4 2W1)e + 30T W1 Iy (Z — Zo)Whe (A.11)
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Finalmente, para obter a expressao de A4, precisamos primeiramente calcular a seguinte

soma.:

Kijkr + Kijkr = Z {(—2% + 681 — 5WY; + 2qo1) T1i %1 T Tir

1]

+  (6qu +4g5 — 7@1z)flifz]‘fzm}- (A.12)

Agora iremos multiplicar o resultado obtido em (A.12) por ay,m;; que, em notagao ma-

tricial fica dado por:

(K'i,j,k,r + Iﬁi’ij«) AprMi; = —LT(—ZQQ — 6Qs + 2Q7 + SW) Zog(Z — Zs)at
— T(TWy — 6Q1 — 4Q5)(Z — Zy) 4Bt (A.13)

Portanto, usando o resultado em (A.13), obtemos a seguinte expressao para Aj4:

A14 = _62 (lii,j,k’,r + lii,j,kr) AprQr
= 6.7 (—2Q9 — 6Qs + 2Q7 + 5W) Zoa(Z — Zs)at
+ 6LT<7W1 - 6@1 - 4@5)(Z - ZQ)dEQL. (A14>

Agora faremos os calculos para a expressao de A,;. Precisamos num primeiro momento

calcular o seguinte produto:

Kighbinse = > {(2qu = 301)(2q1m — 3W1m)FZyEuF e FmsF} . (A15)

l,m

Assim, multiplicaremos o resultado em (A.15) por ay,-m;;ms, obtendo a seguinte expres-

sao matricial:
Z /{mk./{r’&tammi‘jmst = LT(2Q1 — 3W1)(Z — ZQ)dZQ(Z — Zg)d(2Q1 — 3W1)1(A16>

Dessa forma, usando o resultado obtido em (A.16), obtemos a seguinte expressao para
AQll

Ay = —32 Kij k- For st Qler T Mgt

= —3.702Q, — 3W)N(Z — Z2)aZy(Z — Z3)a(2Q1 — 3W1 ). (A.17)
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Para o calculo de Ajy, precisaremos da multipicagdo de (A.5) por a;jmy,ms, uma vez

que a expressao de Asy é bastante parecida com a de Ajo. Entao:

Z (Fijk + 2Ki k) Forst@igMpems = 11 (=Q1 + 2WINZ — Zy)aZoa(Z — Z2)(2Q1 — 3W1)u
+ LTW1E2<Z — ZQ)(Z — Z2)d<2Ql — ?)Wl)L. <A18>

Logo, usando o resultado em (A.18), obtemos a seguinte expressao para Asgs:

Ay = 62 (Kijk + 2K k) Fors ¢ 0 j Moy Mgy
= 6.7 (—Q1 + 2Wi)(Z — Za)aZoa(Z — Z2)(2Q1 — 3W1)u
+ 6SWIELNZ — Z5)(Z — Z3)a(2Q1 — 3W1 ) (A.19)

O primeiro passo para obter a expressao de Ay; é multiplicar (A.15) por axm;,m; s, dada

a seguir:
Z /fi,jk./ir,s,taktmirmjs = LT(2Q1 — 3W1)(Z — ZQ)ZQ(Z — ZQ)(QQl — 3W])L. (A20)
Assim, usando o resultado em (A.20), temos que a expressao de Ass fica dada por:

A23 = —65 Ri g k- Rr st Akt TMir M s

= —6.5(2Q, — 3W)(Z — Z2)Zo(Z — Z5)(2Q1 — 3Wh)e. (A.21)
Para obter a expressao de Asy, basta multiplicar &; ;x, por m;;my,. Logo:
> Rigramimi, = 17 (8Qs — 3Q7 +3Qo — 6WY)(Z — Zo)a(Z — Za)ar.  (A.22)
Portanto, temos que a expressao de Ayy, usando resultado em (A.22), é dada por:

Ay = 32 Ki j.Jer i Mgy
= 3.7(8Qs — 3Q7 +3Qy — 6WN(Z — Zy)a(Z — Za)ar. (A.23)
Por fim, as expressoes de A3y e Aszy sao simples de obter usando em ambos os casos o

resultado em (A.14). Para Ajsy, basta multiplicar (A.16) por m;jmy,mg, como descrito a

seguir:

> Kigkrsaigmigmyg = 27Q1(Z — Zo)a(Z — Zo)(Z — Z2)a(2Q1 — 3W1 )
+ 3IWUZ — Z2)a(Z — Zo)(Z — Z3)a(3W1 — 2Q1)1.(A.24)
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Usando o resultado em (A.24), temos que a seguinte expressao para As;:

Azt = 3D KijkFr s Mg My My
= 6.7Q1(Z — 22)a(Z — Z)(Z — Z5)a(2Q1 — 3W1 )1
+ YWIWUZ — Z2)a(Z — Z3)(Z — Zo)a(3W; — 201 ). (A.25)

E, para a expressao de Ajy, basta multiplicar (A.15) por m;,m;smy, como a seguir:

Z FijkorsiMieMjsmie = 207 Q1(Z — Zo)(Z — Zo)(Z — Z2)(2Q1 — 3Wh )
3IW(Z = Zo)(Z — Z5)(Z — Z5)(2Q1 — 3Wy)e. (A.26)

Dai, usando o resultado em (A.26), obtemos a seguinte expressao para Ass:

Asgy = QZ Ki jJe-Kor,s tMir T s My
= 4TQ(Z — Zo)(Z — Zo)(Z — Z5)(2Q1 — 3Wy)u
— 6W(Z — Zo)(Z — Z2)(Z — Z5)(2Q1 — 3W))e. (A.27)

Tendo em vista os resultados acima e a Secao 3.2.1, podemos obter as seguintes expressoes

para os A's:
Al = A+ Ap+ Az + Ay
= (A4) + (A7) + (A11) + (A.14)
= 6.5 2Wy — Q1) Zog(Z — Z3) ZoaWit + 3.7 (Q1 — 2W1) Zoa(Z — Z) Z2aQrt
+ 3WLEy(Z — Zy) EsWht 4 3T QW) — Q1) Zoa(Z — Zo) Es Wit
+ 3TWIEyZoa(Z — Z5)(2W1 — Q1 )t
6.7 (—Q1 + 2W1) Zog(Z — Z2)aZ2(2Q1 — 3W1 )
+ 3617 (—=Qy + 2W1) ZoaZo Dy Wit — 6.5 W1 Co(Z — Z2)a(2Q1 — 3Wh e
4+ 6.7(=3Qy + AW Zo(Z — Z5) Zo(—Q1 + 2W1 )1
+ 6.5(=3Q1 + 4W))Co(Z — Zo)Wit + 30 TWLCH(Z — Zo)(—Qy + 2W1 )t
+ 30 WA JH(Z — Zo)Wit + 615 (—2Qg — 6Qs + 2Q7 + 5W;) Zog(Z — Za)au
+ 6 (TWy — 6Q1 — 4Q5)(Z — Z)aFat,
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Agy + Aga + Agz + Aoy

(A17) 4+ (A.19) + (A.21) + (A.23)

6." W1 Ey(Z — Zo)(Z — Z2)a(2Q1 — 3W1) .1

3.7 (2Q, — 3WNZ — Z2)aZo(Z — Z2)a(2Q1 — 3W1)e

6.7 (2Q1 — 3W)(Z — Z5)Zo(Z — Z5)(2Q1 — 3W1 )

3.7 (8Qs — 3Q7 +3Qo — 6W)(Z — Z2)a(Z — Zo)ar

6.7 (—Q1 + 2WA)(Z — Zy)aZoa(Z — Z2)(2Q1 — 3W1)e e

Az + Asp

(A.25) + (A.27)

37 (2Qy — 3WNZ — Z2)a(Z — Zo)(Z — Z)4(2Q1 — 3W1 )t
207 (2Q, — 3W)(Z — Z2)®(2Q, — 3Wh)e.
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Apéndice B

Conjuntos de dados

Tabela B.1: Numero de espécies de peixe em um lago (y) e o logaritmo da area do lago, em

km?, (x).

y |y |y x|y x|y x|y x|y x
10 210 4|68 8|18 8|11 9 |24 6 |48 7
37 4114 093 10214 10|48 10|12 10|21 5
60 5 (39 o5 |13 7 |177 11|14 3 |26 10|46 7
113 1014 1 53 8 | 17 11 (28 9 |13 6 |14 7
9 1114 4 17 8 |50 1017 1|19 6 | 7 5
13 067 11245 10| 5 10|17 11|19 7 | 5 2
30 4136 4|8 822 T |21 5 (22 4 [40 9
114 11 (30 0 | 24 3 |15 13|13 8 |15 4 |18 9
112 10119 2 | 37 9 | 74 13|14 5|19 3|20 6
17 2146 9|22 8|13 5|21 923 5 |17 6
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