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Resumo

Essa dissertação tem dois objetivos. O primeiro consiste na obtenção de um fator de correção

tipo-Bartlett para a estatística escore nos modelos em série de potência não-lineares genera-

lizados. O segundo é comparar o desempenho dos testes baseados nas seguintes estatísticas,

a saber: escore e suas versões corrigidas, razão de verossimilhanças e suas versões corrigidas

e a gradiente, no que tange ao tamanho e ao poder. Finalmente apresentamos uma aplicação

a dados reais.

Palavras-chave: Correção tipo-Bartlett, modelos em série de potência não-lineares ge-

neralizados, estatística escore, estatística da razão de verossimilhanças, estatística gradiente.

Abstract

This dissertation has two purposes. The first involves obtaining a correction factor for the

Bartlett-type statistical scoring models in power series nonlinear generalized. The second

is to compare the performance of the test score and their corrected versions tests with the

gradient of the likelihood ratio and its corrected versions with respect to the size and power.

Finally we present an application to real data.

Keywords: Bartlett-type correction, models in power series nonlinear generalized, test

score, likelihood ratio test, gradient test.
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Capítulo 1

Introdução

Dados na forma de contagens ocorrem nas mais diferentes áreas do conhecimento. Os

modelos de Poisson e binomial negativo são amplamente utilizados para analisar dados desse

tipo, sendo comum encontrar situações em que a variância da variável resposta é maior do

que ou menor do que a média, sendo essas denominadas de sobredispersão e subdispersão,

respectivamente. Estes fenômenos são bem conhecidos na literatura estatística e podem ser

provocados por uma ou mais de uma causa. Existem estudos sobre o efeito da sobredispersão

quanto à inferência realizada a partir de um modelo de Poisson e modelos alternativos foram

propostos com o objetivo de acomodar a sobredispersão.

Cordeiro et al. (2009) propuseram uma nova classe de modelos em séries de potências

para representar a variável resposta, adotando como componente sistemático uma função de

ligação não-linear entre a média da variável resposta e a estrutura não-linear do modelo. Esta

classe de modelos é descrita pela sigla MSPNLGs (modelos em séries de potência não-lineares

generalizados). Desta forma, engloba-se vários modelos discretos importantes em uma única

estrutura conceitual. Esta família de distribuições discretas tem uma estrutura bastante

flexível para a modelagem de dados discretos. Além disso, esta classe de modelos engloba

modelos tradicionais tais como os modelos log-lineares, binomial e binomial negativo.

Silva (2010) derivou expressões em formas matriciais para o fator de correção de Bartlett

à estatística da razão de verossimilhanças nos modelos MSPNLG, supondo o parâmetro de

dispersão conhecido. Além disso, obteve a correção do viés de segunda ordem, via Cox &

Snell (1968), dos estimadores de máxima verossimilhança dos parâmetros nessa classe de
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modelos.

Dando continuidade aos trabalhos recentemente desenvolvidos a respeito do tema, a

principal contribuição dessa dissertação é a obtenção de um fator de correção tipo-Bartlett

para a estatística escore no modelo em questão. Essa correção visa melhorar a qualidade de

aproximação da estatística escore pela distribuição qui-quadrado, dada por um polinômio

na própria estatística escore. Desta forma, obtemos uma estatística escore modificada tendo

distribuição qui-quadrado até ordem O(n−1), sob a hipótese nula. Outra contribuição dada

nesse trabalho, foi avaliar numericamente o desempenho dos testes baseados nas estatísticas,

a saber: razão de verossimilhanças e escore, bem como nas versões corrigidas via Bartlett e

tipo-Bartlett, respectivamente e a gradiente.

No Capítulo 2, procuramos revisar os principais resultados teóricos relacionados com os

MSPNLGs. Em particular, mostramos como ficam os testes baseados nas estatísticas da

razão de verossimilhanças, escore e gradiente nessa classe de modelos.

No Capítulo 3, revisamos a obtenção do fator de correção de Bartlett para a estatística

da razão de verossimilhanças e apresentamos a obtenção do fator de correção tipo-Bartlett

para a estatística escore nos MSPNLGs. As fórmulas das correções são dadas em notação

matricial e podem ser implementadas em sistema de computação algébrica. Vale salientar

aqui que o Capítulo 3 será desenvolvido de maneira não-relacionada com os outros.

No Capítulo 4, apresentamos resultados de simulação para avaliar o efeito da correção

para testes em MSPNLGs. Além disso, resultados numéricos sobre o comportamento em

amostras finitas de diferentes testes nos MSPNLGs são apresentados em relação ao tamanho

e poder. Por fim, uma aplicação a dados reais é apresentada e considerações são feitas no

final do capítulo.

Todos os procedimentos inferenciais derivados dos resultados teóricos obtidos na disserta-

ção são avaliados e comparados através de simulações Monte Carlo as quais foram desenvol-

vidas a partir de programas construídos usando a linguagem de programação matricial Ox

(Doornik, 2006). As maximizações não-lineares necessárias para o cálculo das estimativas de

máxima verossimilhança foram feitas utilizando o algoritmo quasi-Newton BFGS (Nocedal

e Wright, 1999, capítulo 8), disponíveis em funções pré-definidas da linguagem Ox.
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Capítulo 2

Modelos em séries de potência

não-lineares generalizados (MSPNLGs)

2.1 Introdução

Cordeiro et al. (2009) propuseram uma nova classe de modelos em séries de potências não-

lineares generalizados (MSPNLGs) que são definidos por um conjunto de variáveis aleatórias

independentes pertencentes à família de distribuições em séries de potência e admitem que

uma função monótona da média da variável resposta seja definida por um preditor não-linear

envolvendo regressores e parâmetros desconhecidos. Nesta classe de modelos, abordamos a

situação em que o parâmetro de dispersão é conhecido.

Neste capítulo, apresentamos a definição dos modelos em séries de potência não-lineares

generalizados e algumas propriedades. Além disso, apresentamos aspectos inferenciais tais

como, a estimação dos parâmetros de regressão e mostramos como ficam os testes baseados

nas estatísticas da razão de verossimilhanças, escore e gradiente.
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2.2 Definição e propriedades

Consideremos n variáveis aleatórias discretas independentes Y1, . . . , Yn tais que Yi per-

tence à uma família de distribuições com parâmetros de média µi > 0 e parâmetro de

dispersão φ > 0 (que assumimos ser conhecido), cada uma com função de probabilidade na

forma

π(y;µi, φ) =
a(y, φ)g(µi, φ)y

f(µi, φ)
, y ∈ Aε, (2.1)

em que o suporte de Yi é um subconjunto Aε dos inteiros {ε, ε+ 1, . . .}, ε ≥ 0 e não depende

de parâmetros desconhecidos. As funções a(y, φ),g(µi, φ) e f(µi, φ) são positivas, sendo as

duas últimas funções analíticas dos parâmetros µi e φ, finitas e duas vezes diferenciáveis, em

que f(µ, φ) é tal que

f(µ, φ) =
∑
y∈Aε

a(y, φ)g(µ, φ)y.

Desde que seja satisfeita a suposição de que o parâmetro φ ≥ 0, que assumimos ser conhecido,

a variável aleatória Y tem uma distribuição de probabilidade completamente determinada

por sua função de variância.

Para a família de distribuição dada em (2.1), valem as seguintes relações:

E(Y ) = µ =
f ′g

fg′
e V ar(Y ) = V (µ, φ) =

g

g′
, (2.2)

em que f = f(µi, φ), g = g(µi, φ) e o símbolo (“′”) significa que a diferenciação é realizada

em relação a µ. Note que a função de variância, dada na segunda equação em (2.2) depende

apenas da função g(µ, φ) e de sua primeira derivada. Observe também que há uma relação

entre a média de Yi e o componente sistemático, feita através de uma função de ligação da

forma

h(µi) = ηi = η(xi;β), i = 1, . . . , n. (2.3)

Em (2.3), h(·) representa uma função de ligação conhecida e duas vezes diferenciável tal

que β = (β1, . . . , βp)
T , (p < n), é um vetor de parâmetros desconhecidos a serem esti-

mados, xi = (xi1, . . . , xik)
T são os valores de k variáveis explicativas e η(·; ·) é uma fun-

ção possivelmente não-linear no segundo argumento, contínua e diferenciável com respeito

4



aos componentes de β. Além disso, X̃ = X̃(β) = ∂η/∂βT é a matriz de derivadas, com

η = (η1, . . . , ηn)
T , tal que o posto é p para todo β, com elementos que são geralmente

funções do vetor de parâmetros β desconhecidos.

A família (2.1) contém diversas distribuições conhecidas, tais como: Poisson, Binomial,

Binomial Negativa, Poisson Generalizada, Binomial Negativa Generalizada, Borel, Consul,

Borel-Tanner, Geeta-m e Haight. Algumas características de tais distribuições podem ser

encontradas na Tabela 2.1.

O logaritmo da função de verossimilhança dos parâmetros do modelo, considerando um

MSPNLG definido por (2.1) e (2.3), dado o vetor de observações (y1, . . . , yn)
T , pode ser

expresso na forma:

`(β;y) =
n∑
i=1

log{a(yi, φ)}+
n∑
i=1

[
yi log{g(µi, φ)} − log{f(µi, φ)}

]
. (2.4)

Assumimos que `(β;y) seja regular com respeito às derivadas em relação aos componentes

de β até quarta ordem. Detalhes sobre as condições de regularidade podem ser encontradas

em Cox & Hinkley (1974, Capítulo 9).

2.3 Estimação dos parâmetros de regressão

A função escore para o vetor de parâmetros β é expressa por:

Ur =
∂`(β;y)

∂βr
=

n∑
i=1

[
yi
g
′
i

gi
− f

′
i

fi

]
1

h
′
i

x̃ir.

em que r = 1, . . . , p.

Matricialmente, a função escore fica dada da seguinte forma:

Uβ =
∂`(β;y)

∂β
= X̃T (Ty −Q),

em que T =diag{ti} (i = 1, . . . , n) é uma matriz diagonal n×n com elementos definidos por

ti =
g
′
i

gih
′
i

e Q = (q1, . . . , qn) é um vetor n × 1 com o i-ésimo elemento dado por qi =
f
′
i

fih
′
i

.

As funções t e q para algumas distribuições podem ser encontradas na Tabela 2.2.
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A matriz de informação para β é expressa por:

Kβ = E

{
−∂

2`(β;y)

∂β∂βT

}
= X̃TWX̃, (2.5)

em que W =diag{wi} (i = 1, . . . , n) é uma matriz diagonal n× n de pesos definidos por:

wi =

(
q
′

i −
f
′
igi
fig

′
i

t
′

i

)
1

h
′
i

.

Quanto à inferência baseada no método de razão de verossimilhanças sobre o parâmetro

β, esta pode ser realizada maximizando numericamente o logaritmo da função de verossimi-

lhança do modelo. Alternativamente, poderíamos utilizar o processo iterativo de Newton-

Raphson com o intuito de obter a estimativa de β. O processo iterativo escoring de Fisher

é definido como

β(k+1) = β(k) +K−1(β(k))U(β(k)), k = 0, 1, . . .

.

Vale ressaltar que ti e qi podem ser reescritos como ti = (Vih
′
i)
−1 e qi = µi(Vih

′
i)
−1.

Assim, a matriz T fica dada por (V L)−1 e o vetor Q por (V L)−1µ, em que µ = (µ1, . . . , µn)
>

é um vetor n× 1. Esse processo iterativo pode ser reescrito como um processo de mínimos

quadrados reponderados, mais detalhes ver Silva (2010).

2.3.1 Testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças,

escore e gradiente em MSPNLGs

Consideremos o vetor Y = (Y1, . . . , Yn)
T representando n observações independentes

cujo logaritmo da função de verossimilhança l(β;y), dado por (2.4), depende do parâmetro

desconhecido β = (β1, . . . , βp)
T .

Assuma que o vetor de parâmetros β pode ser decomposto como β = (βT1 , β
T
2 )T , sendo

β1 = (β1, . . . , βq)
T o vetor de parâmetros de interesse e β2 = (βq+1, . . . , βp)

T o vetor

de parâmetros de perturbação. Da mesma forma, consideremos a decomposição da matriz

modelo X = (X1, X2) e da função escore U(β) = (U1(β)T , U2(β)T )T . Sejam os estimadores

de máxima verossimilhança β̂ = (β̂T1 , β̂
T
2 )T e β̃ = (β

(0)
1

T , β̃T2 )T os estimadores de máxima
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verossimilhança irrestrito e restrito de β, respectivamente. A decomposição de β induz às

seguintes partições da matriz de informação de Fisher, dada na sua forma matricial em (2.5),

e sua inversa:

K(β) =

 K11 K12

K21 K22

 e K(β)−1 =

 K11 K12

K21 K22

 ,
sendo K11 = XT

1 WX1, K22 = XT
2 WX2, K12 = KT

21 = XT
1 WX2, K11 = (RTWR)−1,

K22 = (XT
2 WX2)

−1 + C(RTWR)−1CT (covariância assintótica de β̂2) e K12 = K21 =

(RTWR)−1CT , em que R = X1 − X2C e C = (XT
2 WX2)

−1XT
2 WX1 é uma matriz n × q,

sendo suas colunas vetores dos coeficientes de regressão linear das colunas de X1 sobre X2,

tal que o peso é W .

Em muitas situações, há interesse em testar hipótese sobre uma parte do vetor de parâme-

tros β, digamos H0 : β1 = β
(0)
1 contra H1 : β1 6= β

(0)
1 , em que β(0)

1 é um vetor especificado

de dimensão q (q ≤ p).

A estatística da razão de verossimilhanças para o teste de H0 é definida como

LR = 2[l(β̂1; β̂2)− l(β(0)
1 ; β̃2)], (2.6)

em que o estimador de máxima verossimilhança irrestrito de β é β̂ = (β̂T1 , β̂
T
2 ) e

β̃ = (β
(0)
1

T , β̃T2 )T é o estimador de máxima verossimilhança restrito sob a hipótese nula,

sendo β̃2 o estimador de máxima verossimilhança restrito de β2 sob a hipótese nula. A

estatística da razão de verossimilhanças tem, sob a hipótese nula, distribuição assintótica

χ2
q, em que q é o número de restrições impostas sob H0. Rejeitamos a hipótese nula, ao nível

de significância α, se LR > χ2
(α;q), em que χ2

(α;q) é o percentil (1− α) da distribuição χ2
q.

A estatística escore (Rao, 1948) para testar H0 contra H1 é dada por:

SR = U(β̃)TK(β̃)−1U(β̃),

em que U(β) é a função escore, K(β) é a matriz de informação de Fisher e β̃ = (β
(0)
1 , β̃2)

T

sendo β̃2 é o estimador de máxima verossimilhança restrito de β2 e β
(0)
1 um vetor especificado

de dimensão q. A estatística escore tem, sob a hipótese nula, distribuição assintótica χ2
q.

Rejeitamos a hipótese nula, ao nível de significância α, se SR > χ2
(α;q).

A estatística gradiente (Terrel, 2002) para testar H0 contra H1 é definida como:

ST = U1(β̃)T (β̂1 − β(0)
1 ), (2.7)
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em que β̂ é o estimador de máxima verossimilhança irrestrito de β. Vale salientar que a

estatística gradiente definida em (2.7) é uma espécie de combinação das estatísticas escore e

Wald modificada (ver Hayakawa e Puri, 1985). A estatística Wald modificada, denotada aqui

por W1, para testar a hipótese nula composta H0:β1 = β
(0)
1 contra a hipótese alternativa

bilateral H1:β1 6= β
(0)
1 é definida como:

W1 = (β̂1 − β
(0)
1 )TK11(β̃)−1(β̂1 − β

(0)
1 )

em que K11 é a matriz de covariância assintótica de β̂1 obtida de K(β)−1.

Em problemas regulares, sabe-se que as estatísticas da razão de verossimilhanças, escore

e Wald tem assintoticamente e, sob a hipótese nula, distribução χ2
q . Terrel (2002) mostra

que a estatística gradiente tem a mesma distribuição assintótica que as estatísticas escore

e Wald. Portanto, a estatística gradiente tem, sob a hipótese nula, distribuição assintótica

χ2
q. Rejeitamos a hipótese nula, ao nível de significância α, se ST > χ2

(α;q). Note que nesta

dissertação, não daremos ênfase ao estudo da estatística Wald. Lemonte (2009) comparou

o poder local do teste gradiente com o poder local dos testes baseados nas estatísticas da

razão de verossimilhanças, Wald e escore no modelo Birnbaum-Saunders.

Sabe-se que o cálculo da estatística da razão de verossimilhanças requer estimação dos

parâmetros sob ambas as hipóteses (nula e alternativa), enquanto que o cálculo da estatística

escore envolve a estimação dos parâmetros apenas sob a hipótese nula. Nos casos em que

a estimação sob a hipótese alternativa é complicada, a estatística escore pode apresentar

uma vantagem computacional em relação a estatística da razão de verossimilhanças. Uma

vantagem computacional da estatística gradiente em relação às demais estatísticas é quando

o cálculo da matriz de informação de Fisher for muito complicado.
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Capítulo 3

Correção de Bartlett e tipo-Bartlett

3.1 Introdução

Sabe-se que, em problemas regulares, as estatísticas da razão de verossimilhanças e escore

são assintoticamente equivalentes, uma vez que possuem a mesma distribuição de referência

qui-quadrado (χ2), sob H0. Tendo em vista a dificuldade em se determinar as distribuições

exatas das estatísticas razão de verossimilhanças (LR) e escore (SR), os testes realizados têm

sido construídos baseados em resultados assintóticos. Entretanto, em amostras de tamanho

pequeno ou até mesmo moderado, a aproximação dessas estatísticas pela distribuição χ2

pode não ser aceitável.

Assim, precisava-se de uma solução que viesse a melhorar a qualidade das aproximações

das distribuições das estatísticas razão de verossimilhanças e escore pela distribuição χ2 de

referência. Bartlett (1937) propôs a modificação da estatística de razão de verossimilhanças,

tendo como objetivo gerar uma estatística modificada, com o primeiro momento equivalente

ao da distribuição χ2 de referência. Bartlett (1937) mostrou que, sob a hipótese nula e em

problemas regulares, a média da estatística da razão de verossimilhanças pode ser expandida

de tal forma que seu cálculo envolve uma constante d de ordem O(n−1) em que n o tamanho

da amostra. Dessa forma a média da estatística corrigida, LR∗ = LR/(1 + d), em que LR

é dada em (2.6), se torna mais próxima da média da distribuição χ2
q, quando comparada a

estatística usual. Na fórmula de LR∗, o fator 1/(1 + d) é conhecido como fator de correção
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de Bartlett.

Hayakawa (1977) derivou uma expansão assintótica para a distribuição de razão de veros-

similhanças sob a hipótese nula, mostrando que, se a hipótese nula for simples, a estatística

da razão de verossimilhanças modificada tem distribuição χ2 até ordem O(n−1).

Cordeiro (1982) obteve fatores de correção para a estatística da razão de verossimilhan-

ças em modelos multinomiais, mostrando que as taxas de rejeição dos testes baseados na

estatística corrigida estão mais próximas dos seus respectivos níveis nominais que as taxas

de rejeição do teste baseado na estatística não corrigida.

Cordeiro (1983 e 1987) obteve o fator de correção de Bartlett para estatística de razão

de verossimilhanças nos MLGs considerando o fator de escala conhecido e desconhecido,

respectivamente, e mostrou que a correção representou um considerável aperfeiçoamento.

Outras referências sobre trabalhos que tratam de correção de Bartlett em outros modelos

podem ser encontradas em Cribari-Neto e Cordeiro (1997) e Cordeiro (1999).

Ferrari e Uribe - Opazo (2001) obtiveram um fator de correção de Bartlett na classe dos

modelos de regressão lineares simétricos.

Cysneiros e Ferrari (2006) obtiveram refinamentos de um teste de heteroscedasticidade

baseado em verossimilhança perfilada nos modelos não-lineares da família exponencial.

Cordeiro e Ferrari (1991) mostraram que uma estatística escore aperfeiçoada seguindo

distribuição χ2 até ordem O(n−1), sob a hipótese nula, pode ser sempre encontrada e envolve

um polinômio de segundo grau na própria estatística escore. As quantidades a, b e c possuem

fórmulas fechadas e envolvem funções de cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo

da função de verossimilhança e o número de restrições impostas sob a hipótese nula. As

fórmulas de tais quantidades serão mostradas ainda nesse capítulo.

Cordeiro et al. (1998) apresentaram uma fórmula para a estatística escore aperfeiço-

ada, sendo essa uma transformação monótona da estatística escore. Ainda nesse capítulo,

falaremos com mais detalhes sobre o fator de correção tipo-Bartlett.

Braga (2007) apresentou fatores de correção tipo-Bartlett em modelos de regressão não-

lineares simétricos visando melhorar a estatística escore.

Brito (2009) obteve a expressão do fator de correção Bartlett para a estatística de razão

de verossimilhanças nos modelos não-lineares simétricos heteroscedásticos com parâmetro

de escala desconhecido. Lemonte (2009) obteve um fator de correção de Bartlett para a

12



estatística da razão de verossimilhanças no modelo de regressão Birnbaum Saunders.

Silva (2010) obteve um fator de correção de Bartlett à estatística da razão de verossimi-

lhanças na classe de modelos em séries de potência não-lineares generalizados. Nascimento

(2010) desenvolveu um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística escore nos modelos

não-lineares simétricos heteroscedásticos, usando quaisquer funções de ligação para a média

e para o parâmetro de dispersão.

Uribe - Opazo (1997) obteve fatores de correção de Bartlett e tipo-Bartlett para as estatís-

ticas da razão de verossimilhanças e escore nos modelos lineares simétricos homoscedásticos,

respectivamente.

Cavalcanti (2009) desenvolveu fatores de correção tipo-Bartlett para o teste escore em

modelos não-lineares da família exponencial considerando covariáveis para modelar o parâ-

metro de dispersão.

Lemonte e Ferrari (2009) obtiveram um fator de correção tipo-Bartlett para a estatística

escore no modelo de regressão Birnbaum Saunders.

Vale ressaltar que não é possível garantir que, para variáveis aleatórias discretas, a estatís-

tica da razão de verossimilhança corrigida pelo fator de correção de Bartlett irá produzir um

melhoramento na aproximação assintótica da distribuição da estatística do teste pela distri-

buição qui-quadrado. Frydenberg e Jensen (1989) mostraram que, em situações particulares,

a correção de Bartlett nem sempre é viável, isto é, nem sempre melhora a aproximação as-

sintótica da distribuição da estatística do teste pela distribuição qui-quadrado. No entanto,

Cordeiro (1982) e Cysneiros (1997) mostraram, via simulação, que os testes baseados nas

estatísticas da razão de verossimilhanças e escore corrigidas apresentam taxas de rejeição

mais próximas dos seus respectivos níveis nominais, especialmente nos modelos discretos,

evidenciando que as correções foram eficazes.

3.2 Correção de Bartlett e tipo-Bartlett nos MSPNLGs

Considere Y1, . . . , Yn variáveis aleatórias discretas independentes, com função de proba-

bilidade dada por:

π(y;µi, φ) =
a(y, φ)g(µi, φ)y

f(µi, φ)
, y ∈ Aε, (3.1)
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em que o suporte de Yi é um subconjunto Aε dos inteiros {ε, ε + 1, . . .}, ε ≥ 0, não de-

pendendo de parâmetros desconhecidos; a(y, φ) é uma função positiva; as funções analíticas

fi = f(µi, φ) e gi = g(µi, φ) são positivas, finitas e duas vezes diferenciáveis; φ > 0 (que

assumimos ser conhecido) e µi > 0 são chamados de parâmetros de dispersão e de média,

respectivamente.

Para a família de distribuições dada em (3.1), as seguintes relações são válidas:

E(Y ) = µ =
f
′
g

fg′
e V ar(Y ) = V (µ, φ) =

g

g′
,

em que o índice sobrescrito (′) indica a primeira diferenciação em relação a µ. Os modelos

em séries de potência não-lineares generalizados são definidos pela função de probabilidade

e pelo componente sistemático

h(µi) = ηi = η(xi;β), i = 1, . . . , n

em que h(·) é uma função de ligação conhecida e duplamente diferenciável, β = (β1, . . . , βp)
T

é um vetor de p (p < n) parâmetros desconhecidos a serem estimados, xi = (xi1, . . . , xik)
T

representa os valores de k variáveis explicativas e η(·; ·) é uma função possivelmente não-

linear no segundo argumento, contínua e diferenciável com respeito aos componentes de β

de tal forma que a matriz de derivadas X̃ = X̃(β) = ∂η/∂βT , com η = (η1, . . . , ηn)
T ,

tem posto p para todo β. A matriz X̃ tem elementos que são, geralmente, funções do vetor

de parâmetros β desconhecidos. Sejam x̃′i a i-ésima linha da matriz X̃ e ˜̃X uma matriz de

dimensão p× p cujo elemento (r,s) é x̃irs = ∂2ηi/∂βr∂βs, i = 1, . . . , n.

Dado o vetor de observações (y1, . . . , yn)
T , o logaritmo da função de verossimilhança

do vetor de parâmetros β, dos MSPNLGs pode ser expresso na forma

`(β; y) =
n∑
i=1

log{a(yi, φ)}+
n∑
i=1

[yi log{g(µi, φ)} − log{f(µi, φ)}] .

Assumimos que l(β) seja regular com respeito às derivadas em relação aos componentes de

β até quarta ordem.

Nosso interesse aqui é testar a hipótese nula H0: β1 = β
(0)
1 contra a hipótese alternativa

H1: β1 6= β
(0)
1 , em que β = (βT1 , β

T
2 )T , sendo β1 = (β1, . . . , βq)

T um vetor de parâmetros

de interesse, q dimensional, β2 = (βq+1, . . . , βp)
T um vetor de parâmetros de perturbação,

p− q dimensional e β(0)
1 é um vetor de constantes conhecidas.
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Seja U(β) = ∂l(β)/∂β = (U1(β)T , U2(β)T )T a função escore total de β. Considere o

estimador de máxima verossimilhança irrestrito de β, β̂ = (β̂T1 , β̂
T
2 )T e β̃ = (β

(0)
1

T , β̃T2 )T

o estimador de máxima verossimilhança restrito sob a hipótese nula. A matriz de informação

de Fisher e a sua inversa são decompostas como a seguir:

K(β) =

 K11 K12

K21 K22

 e K(β)−1 =

 K11 K12

K21 K22

 ,
respectivamente, sendo K11 = XT

1 WX1, K22 = XT
2 WX2, K12 = KT

21 = XT
1 WX2, K11 =

(RTWR)−1, K22 = (XT
2 WX2)

−1 + C(RTWR)−1CT (covariância assintótica de β̂2) e K12 =

K21 = (RTWR)−1CT , em que R = X1 − X2C e C = (XT
2 WX2)

−1XT
2 WX1 é uma matriz

n×q, sendo suas colunas vetores dos coeficientes de regressão linear das colunas de X1 sobre

X2, tal que o peso é W .

Definimos os escalares ti, qi, wji, w̃ji e w̃∗1i, respectivamente, por:

ti =
g
{1}
i

gih
{1}
i

, qi =
f
{1}
i

fih
{1}
i

,

wji =

(
f
{1}
i gi

fig
{1}
i

t
{j}
i − q

{j}
i

)
1

h
{1}
i

,

w̃ji = ϕji −
(j − 1)qiVit

{j}
i h

{2}
i − q

{j+1}
i

(h
{1}
i )j+1

+ j
q
{j}
i h

{2}
i

(h
{1}
i )j+2

e

w̃∗1i = 2ϕ2i −
qiVit

{3}
i

(h
{1}
i )2

+
t
{1}
i (q

{2}
i Vi + 2q

{1}
i V

{1}
i + q

{1}
i V

{2}
i )

(h
{1}
i )2

− h
{2}
i ϕ1i

(h
{1}
i )2

− q
{3}
i

(h
{1}
i )3

+ 3
q
{2}
i h

{2}
i

(h
{1}
i )4

+q
{1}
i

(
h
{3}
i

(h
{1}
i )4

− 3
(h
{2}
i )2

(h
{1}
i )5

)
,

com

ϕji =
q
{1}
i Vit

{j}
i + qiV

{1}
i t

{j}
i + qiVit

{j+1}
i

(h
{1}
i )j

,

para j = 1, 2, 3 e i = 1, . . . , n, em que o índice sobrescrito {j} indica a j-ésima derivada em

relação a µ. Vale salientar que as quantidades acima envolvem derivadas que dependem das
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formas específicas das funções f , g, h e V nas diversas distribuições pertencentes à família

de série de potência.

Além disso, as matrizes diagonais Q1, Q2, Q3 e Q4 são necessárias ao cálculo do fator de

correção de Bartlett, e as matrizes Q5, Q6, Q7, Q8 e Q9 são usadas para o cálculo do fator

de correção tipo-Bartlett, todas de dimensão n×n. Além disso, vale ressaltar dois aspectos:

as matrizes foram denotadas dessa forma por simplicidade, uma vez que essa é a notação

utilizada por Silva (2010) para algumas matrizes que surgem nos cálculos dos cumulantes; e

que essas matrizes nada têm a ver com o vetor Q definido na Seção (2.3). Os elementos de

tais matrizes são definidos, respectivamente, por:

q1i = w2i −
w1ih

{2}
i

(h
{1}
i )2

,

q2i =
1

6

(
w2i −

w1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

)
− w̃1i,

q3i =
1

4

(
w2i −

w1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

)
− w̃1i

q4i =
1

4
w3i −

3

4

w2ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

+
3

4

w1ih
{3}
i

(h
{1}
i )3

− 5

4

w1i(h
{2}
i )2

(h
{1}
i )4

+
w̃1ih

{2}
i

(h
{1}
i )2

− w̃2i + w̃∗1i,

q5i =
w1ih

{1}
i + q

{1}
i

µi(h
{1}
i )2

,

q6i =
qi

µih
{1}
i

,

q7i = w3i −
3w2ih

{2}
i

(h
{1}
i )2

− w1ih
{2}
i

(h
{1}
i )3

+
3w1i(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

,

q8i = w̃2i −
w1ih

{2}
i

(h
{1}
i )2

− w1ih
{3}
i

(h
{1}
i )3

+
2w1i(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

e

q9i =
Viw

2
1i

µi
+

2Viw1iq
(1)
i

µ2
ih
{1}
i

+
Vi(q

{1}
i )2

µ2
i (h
{1}
i )2

.

A estatística da razão de verossimilhanças para o teste de H0 contra H1 pode ser reescrita

como:

LR = 2
[{
`(β̂1, β̂2)− l(β1,β2)

}
−
{
`(β

(0)
1 , β̃2)− l(β1,β2)

}]
.
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Dessa forma, uma aproximação da estatística da razão de verossimilhanças pela distri-

buição χ2 pode ser melhorada trocando LR pela estatística modificada LR∗ ou, equivalen-

temente, LR∗1, dadas por:

LR∗ =
LR

1 + d
e LR∗1 = LR(1− d)

respectivamente, em que os fatores de correção de Bartlett, 1/(1 + d) e (1− d), são determi-

nados por

d =
εp − εp−q

q
.

Silva (2010) obteve o fator de correção de Bartlett para a estatística da razão de veros-

similhanças nos MSPNLGs, cuja expressão de εp foi decomposta da seguinte forma:

εp = ε(L)
p + ε(NL)

p . (3.2)

em que

ε(L)
p = ι>ZdQ4Zdι+ ι>Q1Z

(3)Q2ι+ ι>W̃1Z
(3)W̃1ι+ ι>Q1ZdZZdQ3ι+ ι>W̃1ZdZZdW̃1ι,

é a parte linear do modelo e

ε(NL)
p = ι>

(
W̃1 −

1

2
Q1

)
DZdι+ ι>(W̃1 −Q1)Cdι−

1

4
ι>W1(2B −D2)ι

+
1

4
ι>DW1Z

[
W1D + 4Zd

(
W̃1 −

1

2
Q1

)]
ι+ tr

{[(
W̃1 −Q1

)
C − 1

2
W1B

]
W1Z

}
,

é a parte associada à não-linearidade na componente sistemática do modelo, sendo Z, B,

C e D, matrizes de dimensão n× n cujos elementos são, respectivamente, dados por: zij =

x̃>i K
−1
β x̃j, bij = tr(K−1

β
˜̃XiK

−1
β

˜̃Xj), cij = x̃>i K
−1
β

˜̃XjK
−1
β x̃i e d1i = tr(K−1

β
˜̃Xi). Além disso,

Zd, Bd e Cd representam matrizes diagonais formadas pelos correspondentes elementos das

diagonais das matrizes Z, B e C, respectivamente e denotamos Z(3) = Z(2)�Z, Z(2) = Z�Z,
em que � é o produto de Hadamard (Rao, 1973, p. 30), ou seja, o elemeto (i, j) de Z(3) é

z3
ij. Observe que aqui a notação Z(3) não indica a terceira derivada com relação a µ de Z.

Considere as matrizes ˜̃X2i = ∂2ηi/∂β2∂β2
>, i = 1, . . . , n, e K(β2) = X̃>2 WX̃2. De forma

análoga à definição feita em (3.2), podemos obter a fórmula de εp−q com X̃, ˜̃Xi e K(β)

substituídos por X̃2,
˜̃X2i e K(β2), respectivamente.
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A estatística escore (Rao, 1948) para testar H0 contra H1 é dada por:

SR = U(β̃)TK(β̃)−1U(β̃).

Cordeiro e Ferrari (1991) mostraram que é sempre possível obter uma estatística escore

modificada possuindo distribuição χ2 até ordem O(n−1). Tal estatística é dada por:

S∗R = SR
{
1−

(
c+ bSR + aS2

R

)}
(3.3)

em que o fator entre chaves é chamado fator de correção tipo-Bartlett e envolve as quanti-

dades a, b e c que são termos de ordem O(n−1) e dados por:

a =
A3

12q (q + 2) (q + 4)
,

b =
A2 − 2A3

12q (q + 2)
,

c =
A1 − A2 + A3

12q

sendo q o número de restrições impostas sob a hipótese nula e A1, A2 e A3 funções de

cumulantes conjuntos de derivadas do logaritmo da função de verossimilhança e expressas

por:

A1 = 3
∑

(κijk + 2κi,jk)(κrst + 2κr,st)aijastmkr

− 6
∑

(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijakrmst

+ 6
∑

(κi,jk − κi,j,k)(κrst + 2κrs,t)ajsaktmir

− 6
∑

(κi,j,k,r + κi,j,kr)akrmij

= A11 + A12 + A13 + A14,

A2 = −3
∑

κi,j,kκr,s,takrmijmst

+ 6
∑

(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijmkrmst

− 6
∑

κi,j,kκr,s,taktmirmjs

+ 3
∑

κi,j,k,rmijmkr

= A21 + A22 + A23 + A24,
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A3 = 3
∑

κi,j,kκr,s,tmijmkrmst

+ 2
∑

κi,j,kκr,s,tmirmjsmkt

= A31 + A32,

em que aij e mij são os elementos (i, j), respectivamente, das matrizes:

A =

 0 0

0 K−1
22

 e M = K(β)−1 − A.

Aqui, K−1
22 é a matriz de covariância assintótica de β̃2 e

∑
denota o somatório sobre

todos os componentes de β, isto é, sobre os p-parâmetros. Além disso, vale salientar que

os A′s são de ordem O(n−1) e avaliados sob H0. Vale salientar que, caso os A′s envolvam

parâmetros desconhecidos, eles poderão ser substituídos por seus respectivos estimadores de

máxima verossimilhança sob H0, não afetando a ordem de aproximação da correção.

A fórmula da estatística escore modificada S∗R, dada em (3.3), está fortemente relacionada

com os quantis modificados de SR, que foram obtidos por Harris (1985). Além disso, ele

mostrou que P(SR ≤ zα) =P(χ2
q ≤ xα) = 1 − α, quando desprezados os termos de ordem

inferior a n−1. Nessa equação: zα = xα {1 + b (xα, A1, A2, A3, q)}. Assim, desprezando

termos de ordem inferior a n−1, temos que P(S∗R ≤ xα)=P(SR ≤ zα) =P(χ2
q ≤ xα) = 1− α,

sob a hipótese nula. Desta forma, um teste escore aperfeiçoado pode ser conduzido das

seguintes maneiras: obtém-se a estatística escore aperfeiçoada e utiliza-se a distribuição χ2
q

como referência, ou obtém-se a estatística escore usual e utilizam-se os quantis modificados

zα como referência.

A estatística modificada S∗R pode ser função não-monótona de SR. Como solução a esse

problema, Kakizawa (1996) propôs uma transformação monótona dada por S∗R1 = S∗R+P (SR)

em que P (SR) é dada da seguinte forma:

P (SR) =
1

4

{
c2SR + 2bcS2

R +

(
2ac+

4

3
b2

)
S3
R + 3abS4

R +
9

5
S5
R

}
.

Além disso, Cordeiro, Ferrari e Cysneiros (1998) obtiveram uma estatística escore modi-

ficada, S∗R2 assintoticamente equivalente a S∗R com a propriedade de ser monótona em SR.
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Tal estatística é dada por:

S∗R2 =


√

π
3a
exp
(
b2

3a
−c
){
φ
(√

6aSR+
√

2
3a
b
)
−φ
(√

2
3a
b
)}

, se a>0,

1

2b
exp(−c) {1− exp(−2bSR)} , se a = 0 e b 6= 0,

sendo a sempre não negativo.

3.2.1 Obtenção dos A’s

A obtenção dos A′s é feita da seguinte maneira: basta inserir os cumulantes (κ′s) de

derivadas do logaritmo da função de verossimilhança nas equações de Harris (1985). Desta

forma, pode-se obter expressões matriciais simples para A1, A2 e A3. Os detalhes algébricos

não são inseridos aqui uma vez que constituem cálculos enfadonhos; no entanto, os cálculos

seguem de forma similar aos encontrados em Cordeiro et al. (1993). Detalhes sobre a

obtenção dos A′s encontram-se no Apêndice A. A seguir, são apresentadas as expressões

obtidas para o modelo em questão que, em notação matricial, ficam dadas por:

A11 = 6ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)Z2dW̃1ι+ 3ιT (Q1 − 2W̃1)Z2d(Z − Z2)Z2dQ1ι

+ 3ιTW1E2(Z − Z2)E2W1ι+ 3ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)E2W1ι

+ 3ιTW1E2Z2d(Z − Z2)(2W̃1 −Q1)ι

A12 = −6ιT (−Q1 + 2W̃1)Z2d(Z − Z2)dZ2(2Q1 − 3W̃1)ι− 6ιTW1C2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι,

A13 = 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)Z2(Z − Z2)Z2(−Q1 + 2W̃1)ι+ 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)C2(Z − Z2)W1ι

+ 30ιTW1C2(Z − Z2)(−Q1 + 2W̃1)ι+ 30ιTW1J2(Z − Z2)W1ι,

A14 = 6ιT (−2Q9 − 6Q8 + 2Q7 + 5W ∗
1 )Z2d(Z − Z2)dι

+ 6ιT (7W̃1 − 6Q1 − 4Q5)(Z − Z2)dE2ι,
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A21 = −3ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)dZ2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι

A22 = 6ιT (−Q1 + 2W̃1)(Z − Z2)dZ2d(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 6ιTW1E2(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι

A23 = −6ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)Z2(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

A24 = 3ιT (8Q8 − 3Q7 + 3Q9 − 6W̃ ∗
1 )(Z − Z2)d(Z − Z2)dι,

A31 = 6ιTQ1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W1)ι

+ 9ιTW1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(3W1 − 2Q1)ι,

A32 = 4ιTQ1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

− 6ιT W̃1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι,

em que Z = X(XTWX)−1XT , Z2 = X2(X
T
2 WX2)

−1XT
2 , Zd e Z2d contém os elementos

da diagonal da matriz Z e Z2, respectivamente. Além disso, as matrizes C2, E2 e J2

possuem elementos dados, respectivamente, por c2 =
∑
x̃liaijx̃ljkakrx̃mr, e2 =

∑
x̃lijaij e

j2 =
∑
x̃ljkajsx̃mstakt.
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Capítulo 4

Resultados numéricos

Nesse capítulo apresentaremos alguns resultados de simulações Monte Carlo para avaliar

a eficácia da correção tipo-Bartlett nos MSPNLGs. Para tanto, comparamos o desempenho

dos testes baseados nas seguintes estatísticas, a saber: razão de verossimilhanças usual (LR),

suas versões corrigidas (LR∗ e LR∗1), escore (SR), suas versões corrigidas (S∗R, S∗R1
e S∗R2

) e

gradiente (ST ).

O estudo de simulação foi baseado nas seguintes distribuições: Binomial Negativa Gene-

ralizada (BNG), Poisson Generalizada (GPO) e Consul. No caso da distribuição BNG, os

parâmetros foram fixados em φ = 1 e ν = 3. Para o caso das distribuições GPO e Consul

fixou-se os parâmetros em φ = 0, 2 e φ = 1, 0, respectivamente.

As simulações realizadas são baseadas no seguinte preditor:

ηi =
k∑
j=1

βjxij + exp(β7xi7), i = 1, . . . , n e k = 0, . . . , 6.

Duas hipóteses serão consideradas neste estudo de simulação: (i) H0 : β7 = 0 contra

H0 : β7 6= 0 e (ii) H0 : β5 = β6 = 0 contra H0 : β5 = β6 6= 0. A variável resposta foi

gerada assumindo que todos os parâmetros de perturbação são iguais a 0.05, para cada caso.

As covariadas x1, . . . , x7 foram geradas como amostras aleatórias das distribuições U(0, 1),

F (2, 5), Cauchy, N(0, 2), LN(0, 1), χ2
3, Exp(1) e Beta(2, 3). O número de réplicas Monte

Carlo foi fixado em 10.000 e foram considerados os seguintes níveis nominais α = 1%, 3%, 5%
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e 10%. As simulações foram realizadas usando a linguagem de programação matricial Ox

(Doornik, 2006).

Para cada tamanho amostral e cada nível considerado estimamos via simulação P (LR ≥
χ2

(α;q)),P (LR∗ ≥ χ2
(α;q)),P (LR∗1 ≥ χ2

(α;q)), P (SR ≥ χ2
(α;q)), P (S∗R ≥ χ2

(α;q)), P (S∗R1
≥ χ2

(α;q)),

P (S∗R2
≥ χ2

(α;q)) e P (ST ≥ χ2
(α;q)), em que χ2

(α;q) é o percentil (1 − α) da distribuição χ2
q.

Todas as entradas das Tabelas apresentadas são porcentagens.

Nas Tabelas 4.1 e 4.2, fixamos o número de parâmetros de parâmetros em p = 4 e

variamos o tamanho amostral em n = 30; 40; 50 e 100, para as distribuições Consul e GPO,

respectivamente. Consideramos inicialmente a hipótese dada em (i). Observamos, nas duas

tabelas, que o teste da razão de verossimilhanças, em geral, apresentou taxas de rejeição

mais próximas dos níveis nominais correspondentes que os testes baseados nas estatísticas

da razão de verossimilhanças corrigidas que, por sua vez são conservativos, pois apresentaram

taxas de rejeição menores que os níveis nominais considerados. Por exemplo, para n = 30,

p = 4 e α = 5% as taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas LR, LR∗ e LR∗1
são, respectivamente, 4.9%, 4.5% e 4.4% para o modelo Consul e 4.9%, 4.8% e 4.8%, para

o modelo GPO. No entanto, observamos que os testes baseados nas estatísticas escore, suas

versões corrigidas e gradiente (SR S∗R, S∗R1
, S∗R2

e ST , respectivamente) são bastante liberais

apresentando taxas de rejeição acima dos níveis nominais correspondentes. Novamente,

quando n = 30, p = 4 e α = 5% as taxas de rejeição destes testes são, respectivamente,

8.3%, 7.7%, 8.3%, 8.4% e 8.2% para o modelo Consul e 7.5%, 7.1%, 7.3%, 7.4% e 7.3% para

o modelo GPO. Observa-se ainda que o fator de correção tipo-Bartlett tende a corrigir a

tendência liberal do teste original. Entre as versões corrigidas da estatística escore, o teste

baseado na estatística S∗R foi o que apresentou melhor desempenho. Vale salientar aqui que

os testes baseados nas estatísticas SR e ST apresentaram piores desempenhos em ambos os

cenários. À medida em que o tamanho amostral vai aumentando, as taxas de rejeição de

todos os testes se aproximam dos seus respectivos níveis nominais, como era de se esperar.

Os resultados encontrados na Tabela 4.3 foram obtidos levando em consideração a hipó-

tese alternativa H1 : β7 6= 0 para n = 30, p = 4, α = 5% e diversos valores de β7 = β(0),

tal que 0, 05 ≤ β(0) ≤ 0, 30 e considerando o modelo Consul. Observe que estas simulações

de poder correspondem ao cenário abordado na Tabela 4.1 para n = 30. Além disso, as

simulações do poder foram feitas usando valores críticos estimados e não valores tabula-
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dos. Adotamos este procedimento porque a maioria dos testes são anti-conservativos. Dessa

forma, as simulações foram ajustadas para que todos os testes tenham o mesmo tamanho.

Analisando a Tabela 4.3, podemos observar que entre os testes baseados nas estatísticas

usuais, o teste escore tem melhor desempenho do que o teste da razão de verossimilhanças.

Entre os testes baseados nas versões corrigidas, o teste baseado na estatística S∗R1
foi o que

apresentou melhor desempenho seguido pelos testes baseados nas estatísticas S∗R2
, S∗R, LR∗

e LR∗1. Vale salientar aqui que o teste baseado na estatística gradiente apresentou pior

desempenho.

24



Ta
be

la
4.
1:

Ta
m
an

ho
do

s
te
st
es

-
M
od

el
o
nã

o-
lin

ea
r
C
on

su
l-

p=
4
e
di
fe
re
nt
es

va
lo
re
s
de

n
-
(H

0
:
β

7
=

0)
.

M
od

el
o
C
on

su
l

n
α
(%

)
L
R

L
R
∗

L
R
∗ 1

S
R

S
∗ R

S
∗ R

1
S
∗ R

2
S
T

30
5

4.
9

4.
5

4.
4

8.
3

7.
7

8.
3

8.
4

8.
2

10
9.
8

9.
1

9.
0

13
.2

11
.0

11
.6

11
.8

13
.2

40
5

4.
7

4.
4

4.
4

7.
6

7.
2

7.
5

7.
6

7.
5

10
9.
5

9.
0

8.
9

12
.6

10
.9

11
.2

11
.3

12
.6

50
5

4.
8

4.
4

4.
4

7.
2

6.
9

7.
1

7.
1

6.
9

10
9.
2

8.
7

8.
7

11
.9

10
.7

10
.9

10
.9

11
.8

10
0

5
4.
9

4.
7

4.
7

6.
1

5.
9

5.
9

5.
9

6.
1

10
9.
7

9.
6

9.
6

11
.2

10
.4

10
.4

10
.5

11
.3

25



Ta
be

la
4.
2:

Ta
m
an

ho
do

s
te
st
es

-
M
od

el
o
nã

o-
lin

ea
r
G
P
O

-
p=

4
e
di
fe
re
nt
es

va
lo
re
s
de

n
-
(H

0
:
β

7
=

0)
.

M
od

el
o
G
P
O

n
α
(%

)
L
R

L
R
∗

L
R
∗ 1

S
R

S
∗ R

S
∗ R

1
S
∗ R

2
S
T

30
5

4.
9

4.
8

4.
8

7.
5

7.
1

7.
3

7.
4

7.
3

10
9.
7

9.
5

9.
5

12
.3

10
.9

11
.2

11
.2

12
.3

40
5

4.
7

4.
6

4.
6

7.
0

6.
7

6.
9

6.
9

6.
9

10
9.
4

9.
4

9.
4

11
.5

10
.6

10
.6

10
.7

11
.5

50
5

4.
6

4.
6

4.
6

6.
5

6.
3

6.
4

6.
4

6.
2

10
9.
2

9.
2

9.
2

11
.3

10
.4

10
.4

10
.5

11
.2

10
0

5
5.
0

4.
9

4.
9

5.
8

5.
7

5.
7

5.
7

5.
9

10
9.
9

9.
9

9.
9

10
.9

10
.5

10
.5

10
.5

10
.9

26



Ta
be

la
4.
3:

P
od

er
do

s
te
st
es

-
M
od

el
o
nã

o-
lin

ea
r
C
on

su
lc

om
n
=

30
,p

=
4,
α
=

5%
.

M
od

el
o
C
on

su
l

β
(0

)
L
R

L
R
∗

L
R
∗ 1

S
R

S
∗ R

S
∗ R

1
S
∗ R

2
S
T

0,
05

7.
7

7.
1

7.
9

32
.6

32
.2

34
.5

32
.0

15
.0

0,
10

16
.4

15
.4

16
.2

47
.5

46
.8

49
.2

46
.6

21
.6

0,
15

31
.7

30
.2

30
.7

64
.2

62
.7

65
.7

62
.4

28
.7

0,
20

52
.2

49
.8

50
.1

78
.7

75
.6

79
.6

76
.2

35
.6

0,
25

71
.7

68
.9

68
.8

89
.5

85
.4

90
.0

86
.4

41
.7

0,
30

86
.9

83
.6

82
.9

95
.5

89
.9

95
.6

91
.6

46
.9

27



Nas Tabelas 4.4 e 4.5, fixamos o número de parâmetros em p = 7 e variamos o tamanho

amostral em n = 30, 40, 50 e 100, para as distribuições BNG e Consul, respectivamente.

Consideramos agora a hipótese dada em (ii). Na Tabela 4.4, os resultados indicam que no

modelo BNG, o teste da razão de verossimilhanças usual é liberal enquanto que os testes

baseados nas versões corrigidas da estatística da razão de verossimilhanças apresentaram

taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais. A correção tipo-Bartlett tende a atenuar

a tendência liberal do teste escore, de modo que os testes baseados nas versões corrigidas da

estatística escore apresentaM menor distorção de tamanho do que o teste baseado em SR.

Por exemplo, quando n = 30 e α = 10%, temos que as taxas de rejeição dos testes baseados

nas estatísticas LR, LR∗, LR∗1, SR, S∗R, S∗R1
, S∗R2

são, respectivamente, 11.1%, 10.3%, 10.2%,

11.9%, 10.0%, 10.1%, 9.1% e 11.4%. Na Tabela 4.5, notamos que no modelo Consul, os

testes baseados nas estatísticas usuais, apresentaram taxas superiores aos níveis nominais

correspondentes para tamanho amostral pequeno ou mesmo moderado. No entanto, os testes

baseados nas versões corrigidas da estatística da razão de verossimilhanças apresentaram

melhores desempenhos quando comparados às versões corrigidas da estatística escore. Vale

salientar aqui que os testes baseados nas versões corrigidas da estatística escore corrigem a

tendência liberal do teste escore usual apresentando, em geral, taxas de rejeição ligeiramente

superiores aos níveis nominais. À medida que o tamanho amostral cresce, todos os testes

apresentam taxas de rejeição próximas aos respectivos níveis nominais considerados. Além

disso, o teste baseado na estatística gradiente (ST ), apresentou o pior desempenho em relação

às versões corrigidas dos testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças e

escore.

Os resultados encontrados na Tabela 4.6 foram obtidos para o modelo BNG, levando em

consideração a hipótese alternativa H0 : β5 = β6 = 0 para n = 30, p = 7, α = 5% e diversos

valores de β5 = β6 = β, tal que 0.10 ≤ β ≤ 0, 80. Observe que estas simulações de poder

correspondem ao cenário abordado na Tabela 4.4 para n = 30. Além disso, as simulações do

poder foram feitas usando valores críticos estimados e não valores tabulados. Adotamos este

procedimento porque a maioria dos testes são anti-conservativos. Dessa forma, as simulações

foram ajustadas para que todos os testes tenham o mesmo tamanho.

Analisando a Tabela 4.6, podemos observar que entre os testes baseados nas estatísticas

da razão de verossimilhanças, escore e gradiente, o teste da razão de verossimilhanças teve
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um melhor desempenho do que os testes gradiente e escore. Entre os testes baseados nas

versões corrigidas, o teste baseado na estatística LR∗1 foi o que apresentou melhor desempenho

seguido pelos testes baseados nas estatísticas LR∗, S∗R2
, S∗R1

, S∗R.
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4.1 Aplicação

Essa seção tem por objetivo ilustrar a metodologia apresentada anteriormente através do

conjunto de dados reais (Tabela B.1). Tal tabela se refere ao número de espécies de peixes

em um lago (variável resposta) e o logaritmo da área do lado, dada em Km2,(x). Tais dados

foram analisados primeiramente por Barbour e Brown (1974) e, muitos anos depois, por

Rigby et al. (2008) e por Cordeiro et al. (2009). O trabalho de Barbour e Brown (1974)

foi um dos primeiros que tomou lagos como ilhas, considerando um contexto biogeográfico.

Eles examinaram uma diversidade de peixes em lagos americanos e estudaram trabalhos

como os de Sepkoski& Rex (1974), que considerava a dispersão de mexilhões; Lassen (1975);

Aho (1978), que considerava gastrópodes e Browne (1981), que considerava zooplâncton.

Diante de vários trabalhos na área, algumas conclusões foram tomadas, como a do fato de

que lagos maiores e mais profundos podem abrigar um potencial número de espécies, já que

apresentam uma área de interações maior.

Cordeiro et al. (2009), discutiram a flexibilidade do uso dos MSPNLGs com o objetivo

de ajustar os dados. Dentre os modelos analisados, o mais adequado para ajustar o número

de espécies de peixes, segundo o critério de Informação de Akaike (AIC), foi o modelo Delta

Binomial (DB), que forneceu AIC igual a 612.1, menor AIC dentre os modelos analisados.

Tal resultado coincide com o encontrado por Cordeiro et al. (2009) e Silva (2010).

O preditor utilizado é dado por:

ηi = β0 + β1 log(xi) + β2 {log(xi)}2 ,

i = 1, . . . , 70, em que ηi = log(µi −m) e m representa o valor mínimo do suporte da distri-

buição associada ao modelo. Aqui, testaremos a hipótese H0 : β2 = 0 contra H1 : β2 6= 0,

isto é, queremos averiguar qual o modelo mais adequado para os dados em questão. Se-

guindo a mesma linha de raciocínio de Cordeiro et al. (2009) e a de Silva (2010), tomamos

os mesmos modelos por eles analisados: Poisson, Binomial Negativa (BN), Poisson Genera-

lizada (GPO), Binomial Negativa Generalizada (BNG) e Delta Binomial (DB). Na Tabela

4.8, apresentamos os resultados dos testes LR, LR∗, LR∗1, SR, S∗R, ST , S∗R1
e S∗R2

. O compor-

tamento das três primeiras estatísticas foi analisado por Silva (2010), que concluiu que ao

nível nominal de 10% e considerando os modelos Poisson e BNG, todos os testes rejeitam a
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hipótese nula. Já para os modelos BN e GPO, os testes considerados não rejeitam a hipótese

nula considerando o mesmo nível nominal.

Analisaremos agora os testes SR, S∗R e ST . Note que, ao nível de 10% e considerando os

modelos Poisson e BNG, todos os testes rejeitam a hipótese nula, como no caso anterior. Para

o caso em que consideramos o modelo BN e GPO, todos os testes não rejeitam a hipótese

nula ao nível de 10%. Enquanto que para o modelo DB, só há não-rejeição da hipótese nula

para o teste S∗R. Quanto aos testes S∗R1
e S∗R2

, podemos observar que, ao nível nominal de

10% e considerando os modelos Poisson, BNG e DB, os dois testes rejeitam a hipótese nula.

Enquanto que considerando o modelo GPO, eles não rejeitam H0 ao nível nominal de 10%.

Já no modelo BN, apenas o teste S∗R1
rejeita a hipótese nula a 10%.
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4.2 Comentários

Nesse capítulo fizemos uma revisão sobre a correção de Bartlett e apresentamos o fator de

correção de Bartlett para a estatística da razão de verossimilhanças nos modelos em série de

potência não-lineares generalizados (MSPNLGs), obtido por Silva (2010). Obtivemos, então,

o fator de correção tipo-Bartlett para a estatística escore nos modelos já mencionados. Com

o objetivo de avaliar o desempenho, em amostras finitas, dos testes baseados na estatística da

razão de verossimilhanças usual e suas versões corrigidas (LR, LR∗ e LR∗1, respectivamente),

nas estatísticas escore e suas versões corrigidas (SR, S∗R, S∗R1 e S∗R2, respectivamente) e na

estatística gradiente (ST ), resultados numéricos foram apresentados para os modelos não-

lineares.

Concluímos que os testes baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças cor-

rigidas, apresentaram melhor desempenho que o teste baseado na estatística da razão de

verossimilhanças usual, LR, na maioria dos cenários considerados. Ou seja, quando utiliza-

mos as estatísticas LR∗ e LR∗1, obtivemos taxas de rejeição mais próximas dos seus níveis

nominais correspondentes que quando usamos a estatística original, LR. Notou-se que as

taxas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas corrigidas permaneceram mais próximas

dos níveis nominais correspondentes, mesmo quando o tamanho amostral era pequeno.

No que diz respeito ao poder dos testes, os testes baseados nas estatísticas da razão de

verossimilhanças corrigidas ( LR∗ e LR∗1) foram menos poderosos do que o teste baseado na

estatística da razão de verossimilhanças usual (LR), dando indícios de que, possivelmente,

ajustar o tamanho implica em alguma diminuição de poder, para algum caso.

Concluímos ainda que entre os testes baseados nas estatísticas corrigidas da estatística

escore, o que apresentou melhor desempenho foi o teste baseado na estatística S∗R. Podemos

afirmar isso uma vez que ao usarmos a estatística corrigida via correção tipo-Bartlett, obti-

vemos taxas de rejeição mais próximas dos seus respectivos níveis nominais, principalmente

quando o tamanho amostral. Assim, o ganho com uso da correção tipo-Bartlett aplicada

à estatística escore é mais claro. Dessa forma, o uso de tal correção é eficaz, exibindo ta-

xas de rejeição mais próximas dos seus níveis nominais correspondentes. Por consequência,

as taxas de rejeição dos testes baseados na estatística corrigida S∗R continuam próximos dos
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seus níveis nominais correspondentes, mesmo que o tamanho amostral. Quanto ao poder dos

testes baseados nas estatísticas SR e suas versões corrigidas, notou-se que dentre os testes

baseados nas estatísticas corrigidas o que apresentou melhor desempenho foi aquele baseado

na estatística S∗R1
.

Finalmente, levando em consideração todas as simulações realizadas envolvendo tamanho

e poder nos modelos não-lineares trabalhados, aconselhamos o uso dos testes baseados nas

estatísticas da razão de verossimilhanças corrigidas LR∗ e LR∗1, no lugar da estatística usual

LR, como foi recomendado também por Silva (2010). Além disso, aconselhamos também o

uso dos testes baseados na estatítica escore corrigida via correção tipo-Bartlett S∗R no lugar

das estatísticas SR, S∗R1 e S∗R2 em inferências sobre os parâmetros nos MSPNLGs.
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Capítulo 5

Conclusões

Nossa contribuição com essa dissertação foi apresentar o fator de correção tipo-Bartlett

usado para aperfeiçoar o teste baseado na estatística escore (SR) para os modelos em série

de potência não-lineares generalizados, considerando fixo o parâmetro de dispersão e, para

a distribuição Binomial Negativa Generalizada, consideramos fixo o parâmetro ν.

Além disso, estudos de simulação foram realizados com o intuito de analisar o efeito das

correções feitas nos modelos em questão. De tais estudos podemos concluir que:

• Os resultados de simulação de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes

baseados nas estatísticas da razão de verossimilhanças e suas versões corrigidas (LR,

LR∗ e LR∗1, respectivamente) nos MSPNLGs nos mostraram que o teste baseado na

estatística da razão de verossimilhanças usual rejeita com maior frequência a hipótese

nula. A correção de Bartlett aplicada mostrou-se eficaz, uma vez que produziu taxas

de rejeição mais próximas dos seus respectivos níveis nominais, corrigindo a tendência

liberal para o teste das hipóteses H0 : β5 = β6 = 0 contra H1 : β5 = β6 6= 0 e

mantendo-se estável para o teste das hipóteses H0 : β7 = 0 contra H1 : β7 6= 0. Além

disso, o impacto do tamanho amostral é mais visível no teste baseado na estatística LR,

enquanto que as taxas para os testes baseados nas versões corrigidas permanecem mais

estáveis. Quanto aos poderes dos testes, o teste baseado na estatística usual apresentou

poder levemente maior com relação à suas versões corrigidas. Tais resultados mostram

que não houve nenhum tipo de perda de poder derivada do fato da utilização da
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correção de Bartlett;

• Os resultados de simulação de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes

baseados nas estatísticas escore (SR) e suas versões corrigidas (S∗R, S∗R1 e S∗R2) nos

MSPNLGs, indicaram que o teste baseado nessas estatísticas foram bastante liberais,

ou seja, apresentaram taxas de rejeição superiores aos seus respectivos níveis nomi-

nais, rejeitando a hipótese nula com probabilidade maior que o nível de significânica

do teste, com o teste baseado na estatística S∗R apresentando melhor desempenho na

maioria das situações colocadas. Assim, a correção tipo-Bartlett mostra-se eficaz, uma

vez que produziu taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais correspondentes.

Consequentemente, tal correção corrigiu a tendência liberal do teste baseado na esta-

tística original, SR. Podemos dizer ainda que o tamanho amostral apresentou impacto

notável no teste baseado na estatística SR. Quanto aos poderes dos testes, pudemos

notar que o poder do teste baseado na estatística S∗R1
apresentou vantagem quanto

aos outros testes baseados nas versões corrigidas da estatística escore. Os resultados

mostraram, em suma, que não houve qualquer perda de poder com o uso do fator de

correção tipo-Bartlett;

• Os resultados de simulação de Monte Carlo para avaliar o desempenho dos testes base-

ados nas estatísticas gradiente (ST ) indicam que em todos dos cenários considerados,

o teste baseado nessa estatística foi bastante liberal, ou seja, rejeitou a hipótese nula

com probabilidade maior que o nível de significânica do teste. Além disso, há um

impacto considerável quando aumentamos o tamanho amostral nas taxas de rejeição

produzidas pelo teste baseado nessa estatística. No que diz respeito ao poder do teste,

quando comparado aos outros testes, ele apresentou pior desempenho.
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Apêndice A

Cálculo dos Momentos

Neste apêndice, apresentamos a obtenção de expressões gerais para as quantidades ne-

cessárias para a realização do cálculo do fator de correção de tipo-Bartlett para a estatística

escore, apresentado na Seção (3.2). Ainda, tendo em vista que algumas expressões foram

cruciais para a simplificação dos cálculos, consideramos necessário incluí-las também nesse

apêndice.

Para tanto, considere o modelo em séries de potência não-linear generalizado, apresentado

na Seção (2.2), com o parâmetro de dispersão φ conhecido e o logaritmo da função de ve-

rossimilhança do parâmetro β, dado o vetor de observações (y1, . . . , yn)
>, do MSPNLG

apresentado na Seção (2.2). Seja f = f(µi, φ), g = g(µi, φ) e o índice sobrescrito {j}
indicando a j-ésima derivada em relação µ, j = 1, 2, 3, denotamos as seguintes quantidades,

para i = 1, . . . , n, as quais serão utilizadas no cálculo dos A′s:

ti =
g
{1}
i

gih
{1}
i

, qi =
f
{1}
i

fih
{1}
i

, d0i = yiti − qi , dji =
yit
{j}
i − q

{j}
i

(h
{1}
i )j

,
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− (2j − 1)
h
{2}
i ϕji

(h
{1}
i )2

+(j − 1)
qiVit

{j}
i

(h
{1}
i )j+2

[
(j + 1)

(h
{2}
i )2

h
{1}
i

− h{3}i
]
− q

{j+2}
i

(h
{1}
i )j+2

+ (2j + 1)
q
{j+1}
i h

{2}
i

(h
{1}
i )j+3

+jq
{j}
i

[ h
{3}
i

(h
{1}
i )j+3

− (j + 2)
(h
{2}
i )2

(h
{1}
i )j+4

]
.

No entanto, devemos lembrar que as quantidades dependem das distribuições pertencentes

à família de série de potência que estará sendo utilizada, uma vez que envolvem formas

específicas das funções f , g, h e V . Considere x̃ir = ∂ηi/∂βr, x̃irs = ∂2ηi/∂βr∂βs e x̃irst =

∂3ηi/∂βr∂βs∂βt, alguns resultados importantes são dados a seguir:

E(d0i) = 0 , E(dji) = wji =
µit
{j}
i − q

{j}
i

(h
{1}
i )j

,
∂wji
∂βr

= w̃jix̃ir ,
∂w̃ji
∂βr

= w̃∗jix̃ir,

∂d0i

∂βr
= yi

∂ti
∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βr
− ∂qi
∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βr

= yit
{1}
i

1

h
{1}
i

x̃ir − q(1)
i

1

h
{1}
i

x̃ir = d1ix̃ir,

∂dji
∂βr

=
(h
{1}
i )j[yit

{j+1}
i (h

{1}
i )−1x̃ir − q{j+1}

i (h
{1}
i )−1x̃ir]− [yit

{j}
i − q

{j}
i ]j(h

{1}
i )j−1h

{2}
i (h

{1}
i )−1

(h
{1}
i )2j

=
[yit
{j+1}
i − q{j+1}

i ]

(h
{1}
i )j+1

x̃ir − j
[yit
{j}
i − q

{j}
i ]h

{2}
i

(h
{1}
i )j+2

x̃ir =
[
d(j+1)i − j

djih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃ir
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e

∂dji
∂βr∂βs

=
[
d(j+2)i −

(j + 1)d(j+1)ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃isx̃ir

−

{
j(h
{1}
i )2

[
(d(j+1)i − jdjih{2}i (h

{1}
i )−2)x̃ish

{2}
i + djih

{3}
i (h

{1}
i )−1x̃is

]
(h
{1}
i )4

}
x̃ir

+
[2jdji(h{2}i )2h

{1}
i (h

{1}
i )−1x̃is

(h
{1}
i )4

]
x̃ir +

[
d(j+1)i − j

djih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃irs

=
[
d(j+2)i −

(2j + 1)d(j+1)ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

− jdjih
{3}
i

(h
{1}
i )3

+
(j + 2)jdji(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

]
x̃irx̃is

+
[
d(j+1)i − j

djih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃irs.

A.1 Derivadas do logaritmo da função de verossimilhança

Aqui, são calculadas as derivadas da função de log-verossimilhança com relação aos com-

ponentes de β. Assim:

Ur =
∂l(β;y)

∂βr

=
∑
i

yi
1

g(µi, φ)

∂g(µi, φ)

∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βr
−
∑
i

1

f(µi, φ)

∂f(µi, φ)

∂µi

∂µi
∂ηi

∂ηi
∂βr

=
∑
i

yi
1

gi
g

(1)
i

1

h
(1)
i

x̃ir −
∑
i

1

fi
f

(1)
i

1

h
(1)
i

x̃ir =
∑
i

(yiti − qi)x̃ir =
∑
i

d0ix̃ir.

Analogamente pode-se obter as derivadas segunda, terceira e quarta, apresentadas abaixo:

Urs =
∂2`(β;y)

∂βr∂βs

=
∑
i

{∂d0i

∂βs
x̃ir + d0i

∂x̃ir
∂βs

}
=
∑
i

{
d1ix̃isx̃ir + d0ix̃irs

}
,
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Urst =
∂3`(β;y)

∂βr∂βs∂βt

=
∑
i

{∂d1i

∂βt
x̃isx̃ir + d1i

∂x̃is
∂βt

x̃ir + d1ix̃is
∂x̃ir
∂βt

+
∂d0i

∂βt
x̃irs + d0i

∂x̃irs
∂βt

}
=

∑
i

{[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃itx̃isx̃ir + d1ix̃istx̃ir + d1ix̃isx̃irt + d1ix̃itx̃irs + d0ix̃irst

}
=

∑
i

{[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃itx̃isx̃ir + d1i(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs) + d0ix̃irst

}
e

Urstu =
∂4`(β;y)

∂βr∂βs∂βt∂βu

=
∑
i

{ ∂2d1i

∂βt∂βu
x̃isx̃ir +

[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃it(x̃isux̃ir + x̃isx̃iru)

+
∂d1i

∂βu
(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

+d1i(x̃istux̃ir + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt + x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu)

+
∂d0i

∂βu
x̃irst + d0ix̃irstu

}
=

∑
i

{[
d3i −

3d2ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

− d1ih
{3}
i

(h
{1}
i )3

+
3d1i(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

]
x̃iux̃itx̃isx̃ir +

[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃itux̃isx̃ir

+
[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃it(x̃isux̃ir + x̃isx̃iru) +

[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
x̃iu(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

+d1i(x̃istux̃ir + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt + x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu) + d1ix̃iux̃irst

+d0ix̃irstu

}
=

∑
i

{[
d3i −

3d2ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

− d1ih
{3}
i

(h
{1}
i )3

+
3d1i(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

]
x̃iux̃itx̃isx̃ir

+
[
d2i −

d1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

][
x̃itux̃isx̃ir + x̃itx̃isux̃ir + x̃itx̃isx̃iru + x̃iu(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

]
+d1i(x̃istux̃ir + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt + x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu + x̃iux̃irst)

+d0ix̃irstu

}
.
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A.2 Cálculo de cumulantes

Os cumulantes são obtidos tomando as esperanças das expressões supramecionadas e

utilizando, em alguns casos, identidades de Bartlett que tem o objetivo de facilitar a obtenção

dos κ′s. Tais identidades podem ser encontradas em Cordeiro (1999, Capítulo 5, Seção 5.2,

p.120).

κrs =
∑
i

w1ix̃isx̃ir,

κrst =
∑
i

{q1ix̃irx̃isx̃it + w1i(x̃irx̃ist + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)} ,

κrstu =
∑
i

{
q7ix̃irx̃isx̃itx̃iu + q1i

[
x̃irx̃isx̃itu + x̃irx̃itx̃isu + x̃isx̃itx̃iru

+ x̃ir(x̃iux̃ist + x̃isx̃it + x̃irtx̃irs)
]
+ w1i(x̃irx̃istu + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt

+ x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu + x̃iux̃irst)
}
,

κr,s,t =
∑
i

{
(q1i − 3w̃1i) x̃irx̃isx̃it − w1i(x̃irx̃ist + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

}
,

κr,st =
∑
i

(−q1i + w̃1i)x̃irx̃isx̃it −
∑
i

w1ix̃irx̃ist,

κr,s,tu =
∑
i

{(q7i − 2q8i + w∗1i − q9i)x̃irx̃isx̃itx̃iu − (2q5i + w̃1i)x̃irx̃isx̃itu − (q6i + w1i)x̃irsx̃itu}

e

κr,s,t,u =
∑
i

{
(−3q7i + 8q8i − 6w∗1i + 3q9i)x̃irx̃isx̃itx̃iu + (6q5i + 6q1i − 6w̃1i)x̃irx̃isx̃itu

+ (3q6i − 3w1i)x̃irsx̃itu

}

A.2.1 Derivadas dos cumulantes

Calculando as derivadas das expressões da Seção anterior com relação aos componentes

de β, obtemos:

κ(t)
rs =

∂κrs
∂βt

=
∑
i

{
w̃1ix̃itx̃isx̃ir + w1ix̃istx̃ir + w1ix̃isx̃irt

}
,

κ(tu)
rs =

∂2κrs
∂βt∂βu

=
∑
i

{
w̃∗1ix̃iux̃itx̃isx̃ir + w̃1ix̃itux̃isx̃ir + w̃1ix̃itx̃isux̃ir + w̃1ix̃itx̃isx̃iru

+w̃1ix̃iux̃istx̃ir + w1ix̃istux̃ir + w1ix̃istx̃iru + w̃1ix̃iux̃isx̃irt + w1ix̃isux̃irt + w1ix̃isx̃irtu

}
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e

κ
(u)
rst =

∂κrst
∂βu

=
∑
i

{[
w̃2ix̃iu −

(h
(1)
i )2(w̃1ix̃iuh

{2}
i + w1ih

{3}
i (h

{1}
i )−1x̃iu)

(h
(1)
i )4

+
2h

(1)
i h

{2}
i (h

{1}
i )−1x̃iuw1ih

(2)
i

(h
(1)
i )4

]
x̃itx̃isx̃ir

+
[
w2i −

w1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
(x̃itux̃isx̃ir + x̃itx̃isux̃ir + x̃itx̃isx̃iru)

+w̃1ix̃iu(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

+w1i(x̃istux̃ir + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt + x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu)
}

=
∑
i

[
w̃2i −

w̃1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

− w1ih
(3)
i

(h
{1}
i )3

+ 2
w1i(h

{2}
i )2

(h
{1}
i )4

]
x̃iux̃itx̃isx̃ir

+
∑
i

[
w2i −

w1ih
{2}
i

(h
{1}
i )2

]
(x̃itux̃isx̃ir + x̃itx̃isux̃ir + x̃itx̃isx̃iru)

+
∑
i

w̃1ix̃iu(x̃istx̃ir + x̃isx̃irt + x̃itx̃irs)

+
∑
i

w1i(x̃istux̃ir + x̃istx̃iru + x̃isux̃irt + x̃isx̃irtu + x̃itux̃irs + x̃itx̃irsu).

A.2.2 Cálculo dos A’s

Na Seção 3.2.1 dessa dissertação encontram-se os termos dos A’s de maneira separada.

Esse apêndice tem por objetivo mostrar, os cálulos realizados para a obtenção das expressões

dos A’s. Para tanto, considere x̃>i a i-ésima linha da matriz X̃, ˜̃Xi uma matriz p × p cujo

elemento (r, s) é x̃irs, i = 1, . . . , n, e K−1
β a inversa da matriz de informação de Fisher Kβ

dada anteriormente. Seja

Z = X̃(X̃>WX̃)−1X̃>,

uma matriz n× n, positiva semi-definida de posto p com elementos zij = x̃>i K
−1
β x̃j. As ma-

trizes B e C, também de dimensão n× n, tem elementos dados por bij = tr(K−1
β

˜̃XiK
−1
β

˜̃Xj)

e cij = x̃>i K
−1
β

˜̃XjK
−1
β x̃i, respectivamente. Utilizamos aqui a mesma notação utilizada por

Silva (2010), em que Zd, Bd e Cd representam matrizes diagonais formadas pelos corres-

pondentes elementos das diagonais das matrizes Z, B e C, respectivamente. Denotamos,
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ainda, Z(3) = Z(2) � Z, Z(2) = Z � Z, em que � é o produto de Hadamard (Rao, 1973,

p. 30), ou seja, o elemeto (i, j) de Z(3) é z3
ij. Ainda, definimos as matrizes diagonais Q1,

Q2, Q3, Q4, Q5, Q6, Q7, Q8 e Q9 de dimensão n × n cujos elementos definidos na Seção

3.2. Além disso, as matrizes C2, E2 e J2 possuem elementos dados, respectivamente, por

c2 =
∑
x̃liaijx̃ljkakrx̃mr, e2 =

∑
x̃lijaij e j2 =

∑
x̃ljkajsx̃mstakt.

Dos resultados encontrados no Apêndice A.2, temos que:

κijk + 2κi,jk =
∑
l

{(2w̃1l − q1l)x̃lix̃ljx̃lk + w1l(x̃ljx̃lik + x̃lkx̃lij − x̃lix̃ljk)} . (A.1)

Logo, teremos:

(κijk + 2κi,jk) (κrst + 2κrs,t) =
∑
l,m

{
(4w̃1lw̃1m − 2w̃1lq1m − 2q1lw̃1m + q1lq1m)x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃msx̃mt

+ w1lw1m

{
x̃ljx̃likx̃mrx̃mst + x̃ljx̃likx̃msx̃mrt

− x̃ljx̃likx̃mtx̃mrs + x̃lkx̃lijx̃mrx̃mst

+ x̃lkx̃lijx̃msx̃mrt − x̃lkx̃lijx̃mtx̃mrs
− x̃lix̃ljkx̃mrx̃mst + x̃lix̃ljkx̃msx̃mrt

+ x̃lix̃ljkx̃mtx̃mrs

}
+ 2w̃1lw1m

{
x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃mst

+ x̃lix̃ljx̃lkx̃msx̃mrt − x̃lix̃ljx̃lkx̃mtx̃mrs
}

− q1lw1m

{
x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃mst + x̃lix̃ljx̃lkx̃msx̃mrt

− x̃lix̃ljx̃lkx̃mtx̃mrs

}
+ 2w1lw̃1m

{
x̃ljx̃likx̃mrx̃msx̃mt

+ x̃lkx̃lijx̃mrx̃msx̃mt − x̃lix̃ljkx̃mrx̃msx̃mt
}

− w1lq1m

{
x̃ljx̃likx̃mrx̃msx̃mt + x̃lkx̃lijx̃mrx̃msx̃mt

− x̃lix̃ljkx̃mrx̃msx̃mt

}}
. (A.2)

O próximo passo para obter a expressão de A11 é multiplicar (A.1) por aijastmkr e aplicar
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o somatório sobre todos os componentes de β. Temos, em termos matriciais, que:∑
(κijk + 2κi,jk) (κrst + 2κrs,t) aijastmkr

= 4ιT W̃1Z2d(Z − Z2)Z2dW̃1ι− 2ιT W̃1Z2d(Z − Z2)Z2dQ1ι

− 2ιTQ1Z2d(Z − Z2)Z2dW̃1ι+ ιTQ1Z2d(Z − Z2)Z2dQ1ι

+ ιTW1E2(Z − Z2)E2W1ι+ 2ιT W̃1Z2d(Z − Z2)E2W1ι

− ιTQ1Z2d(Z − Z2)E2W1ι+ 2ιTW1E2(Z − Z2)Z2dW̃1ι

− ιTW1E2(Z − Z2)Z2dQ1ι. (A.3)

Diante disso, usando o resultado em (A.3), podemos reescrever a expressão de A11 dada

por:

A11 = 3
∑

(κijk + 2κi,jk) (κrst + 2κrs,t) aijastmkr

= 6ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)Z2dW̃1ι+ 3ιT (Q1 − 2W̃1)Z2d(Z − Z2)Z2dQ1ι

+ 3ιTW1E2(Z − Z2)E2W1ι+ 3ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)E2W1ι

+ 3ιTW1E2Z2d(Z − Z2)(2W̃1 −Q1)ι

(A.4)

Para obter a expressão de A12, iremos fazer primeiramente o produto de (A.1) por κr,s,t,

dado a seguir:

(κijk + 2κi,jk)κr,s,t =
∑
i,j

{
(−q1l + 2w̃1l)(2q1m − 3w̃1m)x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃msx̃mt

+ w1l(2q1m − 3w̃1m)x̃ljx̃likx̃mrx̃msx̃mt

− 4w1lw1mx̃ljx̃likx̃mrx̃mst

}
. (A.5)

Agora, basta multiplicar a expressão (A.5) por aijakrmst. Logo, obtemos, na forma

matricial:∑
(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijakrmst = ιT (−Q1 + 2W̃1)Z2d(Z − Z2)dZ2(2Q1 − 3W̃1)ι

+ ιTW1C2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.6)
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Assim, usando o resultado em (A.6), temos que a expressão de A12 fica dada por:

A12 = −6
∑

(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijakrmst

= −6ιT (−Q1 + 2W̃1)Z2d(Z − Z2)dZ2(2Q1 − 3W̃1)ι

− 6ιTW1C2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι (A.7)

Para obter a expressão de A13, primeiramente calcularemos a seguinte quantidade:

κi,jk − κi,j,k =
∑
l

{
(−3q1l + 4w̃1l)x̃lix̃ljx̃lk + 3w1lx̃lix̃ljk + w1l(x̃ljx̃lik + x̃lkx̃lij)

}
.(A.8)

O próximo passo é realizar o produto de (A.1) por (A.8), dado a seguir:

(κrst + 2κrs,t) (κi,jk − κi,j,k) =
∑
l,m

{
(−3q1l + 4w̃1l)(−q1m + 2w̃1m)x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃msx̃mt

+ (−3q1l + 4w̃1l)w1m(x̃mrx̃mst + x̃msx̃mrt − x̃mtx̃mrs)x̃lix̃ljx̃lk
+ 3w1l(−q1m + 2w̃1m)x̃lix̃ljkx̃mrx̃msx̃mt

+ 3w1lw1mx̃lix̃ljk(x̃mrx̃mst + x̃msx̃mrt − x̃mtx̃mrs)

+ w1l(−q1m + 2w̃1m)((x̃ljx̃lik) + x̃lkx̃lij)x̃mrx̃msx̃mt

+ w1lw1m((x̃ljx̃lik) + x̃lkx̃lij)(x̃mrx̃mst + x̃msx̃mrt

− x̃mtx̃mrs)
}
. (A.9)

Basta agora realizar o produto de (A.9) por ajsaktmir, que é dado matricialmente da

seguinte forma:∑
(κrst + 2κrs,t) (κi,jk − κi,j,k) ajsaktmir = ιT (−3Q1 + 4W̃1)Z2(Z − Z2)Z2(−Q1 + 2W̃1)ι

+ ιT (−3Q1 + 4W̃1)C2(Z − Z2)W1ι

+ 5ιTW1C2(Z − Z2)(−Q1 + 2W̃1)ι

+ 5ιTW1J2(Z − Z2)W1ι (A.10)

Dessa forma, usando o resultado obtido em (A.10), a expressão de A13 fica dada por:

A13 = 6
∑

(κrst + 2κrs,t) (κi,jk − κi,j,k) ajsaktmir

= 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)Z2(Z − Z2)Z2(−Q1 + 2W̃1)ι+ 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)C2(Z − Z2)W1ι

+ 30ιTW1C2(Z − Z2)(−Q1 + 2W̃1)ι+ 30ιTW1J2(Z − Z2)W1ι (A.11)
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Finalmente, para obter a expressão de A14, precisamos primeiramente calcular a seguinte

soma:

κi,j,k,r + κi,j,kr =
∑
i,j

{
(−2q7l + 6q8l − 5w̃∗1l + 2q9l)x̃lix̃ljx̃lkx̃lr

+ (6q1l + 4q5l − 7w̃1l)x̃lix̃ljx̃lkr

}
. (A.12)

Agora iremos multiplicar o resultado obtido em (A.12) por akrmij que, em notação ma-

tricial fica dado por:

(κi,j,k,r + κi,j,kr) akrmij = −ιT (−2Q9 − 6Q8 + 2Q7 + 5W ∗
1 )Z2d(Z − Z2)dι

− ιT (7W̃1 − 6Q1 − 4Q5)(Z − Z2)dE2ι. (A.13)

Portanto, usando o resultado em (A.13), obtemos a seguinte expressão para A14:

A14 = −6
∑

(κi,j,k,r + κi,j,kr) akrakr

= 6ιT (−2Q9 − 6Q8 + 2Q7 + 5W ∗
1 )Z2d(Z − Z2)dι

+ 6ιT (7W̃1 − 6Q1 − 4Q5)(Z − Z2)dE2ι. (A.14)

Agora faremos os cálculos para a expressão de A21. Precisamos num primeiro momento

calcular o seguinte produto:

κi,j,k.κr,s,t =
∑
l,m

{(2q1l − 3w̃1l)(2q1m − 3w̃1m)x̃lix̃ljx̃lkx̃mrx̃msx̃mt} . (A.15)

Assim, multiplicaremos o resultado em (A.15) por akrmijmst, obtendo a seguinte expres-

são matricial:∑
κi,j,k.κr,s,takrmijmst = ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)dZ2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι(A.16)

Dessa forma, usando o resultado obtido em (A.16), obtemos a seguinte expressão para

A21:

A21 = −3
∑

κi,j,k.κr,s,takrmijmst

= −3ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)dZ2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.17)
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Para o cálculo de A22, precisaremos da multipicação de (A.5) por aijmkrmst, uma vez

que a expressão de A22 é bastante parecida com a de A12. Então:∑
(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijmkrmst = ιT (−Q1 + 2W̃1)(Z − Z2)dZ2d(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

+ ιTW1E2(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.18)

Logo, usando o resultado em (A.18), obtemos a seguinte expressão para A22:

A22 = 6
∑

(κijk + 2κi,jk)κr,s,taijmkrmst

= 6ιT (−Q1 + 2W̃1)(Z − Z2)dZ2d(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 6ιTW1E2(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι (A.19)

O primeiro passo para obter a expressão de A23 é multiplicar (A.15) por aktmirmjs, dada

a seguir:∑
κi,j,k.κr,s,taktmirmjs = ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)Z2(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι.(A.20)

Assim, usando o resultado em (A.20), temos que a expressão de A23 fica dada por:

A23 = −6
∑

κi,j,k.κr,s,taktmirmjs

= −6ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)Z2(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.21)

Para obter a expressão de A24, basta multiplicar κi,j,k,r por mijmkr. Logo:∑
κi,j,k,rmijmkr = ιT (8Q8 − 3Q7 + 3Q9 − 6W̃ ∗

1 )(Z − Z2)d(Z − Z2)dι. (A.22)

Portanto, temos que a expressão de A24, usando resultado em (A.22), é dada por:

A24 = 3
∑

κi,j,k,rmijmkr

= 3ιT (8Q8 − 3Q7 + 3Q9 − 6W̃ ∗
1 )(Z − Z2)d(Z − Z2)dι. (A.23)

Por fim, as expressões de A31 e A32 são simples de obter usando em ambos os casos o

resultado em (A.14). Para A31, basta multiplicar (A.16) por mijmkrmst, como descrito a

seguir:∑
κi,j,k.κr,s,tmijmkrmst = 2ιTQ1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W1)ι

+ 3ιTW1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(3W1 − 2Q1)ι.(A.24)
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Usando o resultado em (A.24), temos que a seguinte expressão para A31:

A31 = 3
∑

κi,j,k.κr,s,tmijmkrmst

= 6ιTQ1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W1)ι

+ 9ιTW1(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(3W1 − 2Q1)ι. (A.25)

E, para a expressão de A32, basta multiplicar (A.15) por mirmjsmkt, como a seguir:∑
κi,j,k.κr,s,tmirmjsmkt = 2ιTQ1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

− 3ιT W̃1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.26)

Daí, usando o resultado em (A.26), obtemos a seguinte expressão para A32:

A32 = 2
∑

κi,j,k.κr,s,tmirmjsmkt

= 4ιTQ1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

− 6ιT W̃1(Z − Z2)(Z − Z2)(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι. (A.27)

Tendo em vista os resultados acima e a Seção 3.2.1, podemos obter as seguintes expressões

para os A′s:

A1 = A11 + A12 + A13 + A14

= (A.4) + (A.7) + (A.11) + (A.14)

= 6ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)Z2dW̃1ι+ 3ιT (Q1 − 2W̃1)Z2d(Z − Z2)Z2dQ1ι

+ 3ιTW1E2(Z − Z2)E2W1ι+ 3ιT (2W̃1 −Q1)Z2d(Z − Z2)E2W1ι

+ 3ιTW1E2Z2d(Z − Z2)(2W̃1 −Q1)ι

− 6ιT (−Q1 + 2W̃1)Z2d(Z − Z2)dZ2(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 36ιT (−Q1 + 2W̃1)Z2dZ2D2W1ι− 6ιTW1C2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)Z2(Z − Z2)Z2(−Q1 + 2W̃1)ι

+ 6ιT (−3Q1 + 4W̃1)C2(Z − Z2)W1ι+ 30ιTW1C2(Z − Z2)(−Q1 + 2W̃1)ι

+ 30ιTW1J2(Z − Z2)W1ι+ 6ιT (−2Q9 − 6Q8 + 2Q7 + 5W ∗
1 )Z2d(Z − Z2)dι

+ 6ιT (7W̃1 − 6Q1 − 4Q5)(Z − Z2)dE2ι,
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A2 = A21 + A22 + A23 + A24

= (A.17) + (A.19) + (A.21) + (A.23)

= 6ιTW1E2(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1).ι

− 3ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)dZ2(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι

− 6ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)Z2(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 3ιT (8Q8 − 3Q7 + 3Q9 − 6W̃ ∗
1 )(Z − Z2)d(Z − Z2)dι

+ 6ιT (−Q1 + 2W̃1)(Z − Z2)dZ2d(Z − Z2)(2Q1 − 3W̃1)ι e

A3 = A31 + A32

= (A.25) + (A.27)

= 3ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)d(Z − Z2)(Z − Z2)d(2Q1 − 3W̃1)ι

+ 2ιT (2Q1 − 3W̃1)(Z − Z2)
(3)(2Q1 − 3W̃1)ι.
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Apêndice B

Conjuntos de dados

Tabela B.1: Número de espécies de peixe em um lago (y) e o logaritmo da área do lago, em

km2, (x).

y x y x y x y x y x y x y x

10 2 10 4 68 8 18 8 11 9 24 6 48 7

37 4 14 0 93 10 214 10 48 10 12 10 21 5

60 5 39 5 13 7 177 11 14 3 26 10 46 7

113 10 14 1 53 8 17 11 28 9 13 6 14 7

99 11 14 4 17 8 50 10 17 1 19 6 7 5

13 0 67 11 245 10 5 10 17 11 19 7 5 2

30 4 36 4 88 8 22 7 21 5 22 4 40 9

114 11 30 0 24 3 156 13 13 8 15 4 18 9

112 10 19 2 37 9 74 13 14 5 9 3 20 6

17 2 46 9 22 8 13 5 21 9 23 5 17 6
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