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Resumo

Nesta dissertacao abordamos o desempenho do teste da razao de verossi-
milhancas usual e suas versoes modificadas em pequenas amostras na classe
dos modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos (MNLSH), mais espe-
cificamente, nos modelos t—Student com 4 graus de liberdade e Exponencial
poténcia com parametro de forma k& = 0,3. Além do teste usual, s@o conside-
rados os testes baseados na estatistica da razao de verossimilhancas corrigida
via Bartlett (1937), LR*, na estatistica da razao de verossimilhangas perfila-
das modificadas via Cox e Reid (1987), LR,,, e sua respectiva versao corri-
gida via DiCiccio e Stern (1994), LR . Desse modo, os objetivos principais
deste trabalho sao obter um fator de correcao de Bartlett para a estatistica
LR, na classe dos MNLSH e realizar um estudo de simulagao para avaliar o
desempenhos dos testes de hipoteses baseados na estatistica da razao de ve-
rossimilhancas usual, LR, e nas estatisticas LR*, LR,, e LR},. Neste estudo
de simulacao avaliamos o comportamento dos quatro testes em questao com
relacao ao tamanho, poder e discrepancia relativa de quantis em amostras de
tamanhos finitos e pode-se observar que, de modo geral, o teste baseado na
estatistica LR}, apresentou o melhor desempenho.

Palavras chave: Verossimilhanca perfilada modificada; Teste da razao
de verossimilhangas; Correcao de Bartlett.
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Abstract

This thesis addresses the performance of the usual likelihood ratio test and
its modified versions for small samples in a class of heteroskedastic symmetric
nonlinear models (MNLSH), more specifically, on the models Student-t with
4 degrees of freedom and power exponential with shape parameter k£ = 0, 3.
We consider the tests based on the likelihood ratio statistic, LR, its Bartlett-
corrected version (Bartlett, 1937), LR*, the modified profile likelihood ratio
statistic, LR,,, and its Bartlett-corrected version (DiCiccio Stern, 1994),
LR}, . On this way, our main goal is derive a Bartlett adjustment to the mo-
dified profile likelihood ratio statistic for testing heteroskedasticity in a class
of MNLSH and perform a simulation study to evaluate the performance of
the tests based on the statistics LR, LR*, LR,, and LR} . In this simulation
study, we evaluated the behavior of this four tests in question with respect
to size, power and relative quantile discrepance in samples of finite size and
was observed that the test based on the LR}, outperformed all the others
tests considered.

Keywords: Modified profile likelihood; likelihood ratio test; Bartlett
correction.
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CAPITULO 1

Introducdo

A suposicao de normalidade para os erros de modelos de regressao com
resposta continua, embora seja muito atrativa, pode ser inadequada em al-
gumas situagoes, sobretudo se os dados a serem modelados apresentarem
observagoes extremas, também chamadas de observagoes aberrantes.

Sabe-se, na literatura, que a modelagem estatistica assumindo distribui-
¢ao normal para os erros pode ser expressivamente influenciada pela presenca
de observacoes aberrantes. Como alternativa a suposicao de normalidade,
novos modelos menos sensiveis a presenca de observagoes extremas tém sido
propostos na literatura. A familia de distribui¢oes simétricas fornece uma
extensao util da distribuicao normal para a modelagem estatistica de dados
contendo observagoes aberrantes, uma vez que contempla distribui¢oes com
caudas mais pesadas que as da distribuicao normal, e tem sido frequente-
mente usada na literatura como uma extensao robusta do modelo normal
classico. Grande parte desses resultados podem ser encontrados em Fang et
al. (1990) e Fang e Anderson (1990).

Ao modelar dados simétricos, frequentemente é assumida a suposicao de
variancia constante (homoscedasticidade). Entretanto, em diversas situagoes

préticas esta condi¢ao nao ¢é satisfeita. Sob heteroscedasticidade, Cysneiros



et al. (2010) propuseram a classe dos modelos nao lineares simétricos heteros-
cedasticos (MNLSH) e obtiveram uma corre¢ao de viés para os estimadores
de méaxima verossimilhanca desta classe de modelos. Brito (2009) obteve
uma corre¢ao de Bartlett para a estatistica da razao de verosimilhangas para
os MNLSH e Nascimento (2010) obteve uma corregao tipo-Bartlett para a
estatistica escore para os MNLSH. Nesta direcao, estamos interessados em
fazer inferéncias sob parte dos pardmetros do MNLSH. Tais parametros sao
chamados de parametros de interesse, enquanto os demais sao denominados
de parametros de perturbacao.

Para modelos com parametros de perturbacao é pratica comum realizar
inferéncias baseando-se em uma pseudo-verossimilhanca, que é uma funcao
da verossimilhanga genuina envolvendo apenas os parametros de interesse.
Tal pseudo-verossimilhanca, denominada verossimilhanca perfilada, é obtida
substituindo o vetor de parametros de perturbagao por uma estimativa con-
sistente na verossimilhanca original. Por nao se tratar de uma verossimi-
lhanga genuina, embora goze de algumas propriedades da mesma, a verossi-
milhanca perfilada pode apresentar, por exemplo, vicios na funcao escore e
na informagao. Outro problema comum refere-se a presen¢a de um nimero
consideravel de parametros de perturbacao, que deteriora a qualidade das
aproximagoes envolvidas nas inferéncias que se baseiam em resultados assin-
toticos. A fim de contornar problemas oriundos da nao genuinidade de tal
funcao, varios ajustes para a funcao de verossimilhanca perfilada, incluindo
os propostos por Barndorff-Nielsen (1983, 1994), Cox e Reid (1987, 1992),
McCullagh e Tibishirani (1990) e Stern (1997), foram desenvolvidos, resul-
tando uma verossimilhanca perfilada modificada. Algumas dessas versoes
sao descritas em Severini (2000, Capitulo 9) e Pace e Salvan (1997, Capitulo
11). Uma vez que os parametros do modelo em estudo sdao globalmente or-
togonais, consideraremos neste trabalho a versao proposta por Cox e Reid
(1987).

A grande dificuldade em se obter, quando existentes, as distribuigoes nulas

exatas das estatisticas de teste tem tornado frequente o uso de estatisticas



cujas distribuigoes sao baseadas em aproximagoes para grandes amostras.
Testes baseados nessas estatisticas sao fundamentados em valores criticos
obtidos de uma distribuicao limite conhecida, sendo assim, sao denominados
assintoticos de primeira ordem. Os testes de hipoteses envolvendo grandes
amostras mais comuns sao os testes da razao de verossimilhancas, escore e
Wald. As estatisticas destes trés testes sao equivalentes em grandes amos-
tras e, sob condigoes gerais de regularidade, convergem sob hipotese nula
(Hp) para a distribuigao xg, onde ¢ & o nimero de restrigoes impostas por
H,y. No mais, para pequenas amostras ou até mesmo amostras de tamanho
moderado, a aproximacao da distribuicdo da estatistica de teste por x? pode
nao ser satisfatoria, apresentando taxas de rejeicao da hipdtese nula bastantes
distorcidas. Concentrando-nos na estatistica da razao de verossimilhancas,
uma maneira de melhorar a aproximacao da distribuicao da estatistica de
teste pela distribuicao x? de referéncia é aplicar um fator de correcio a esta
estatistica.

Bartlett (1937) propos um fator de corre¢ao a ser incorporado a estatis-
tica da razao de verossimilhangas de modo que sua versao corrigida (LR*)
apresenta melhor aproximacao da distribuicao x? de referéncia do que a esta-
tistica usual (LR). A partir da verossimilhanca perfilada modificada deriva-se
a estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,), que
sob Hy e certas condigoes de regularidade, tem distribuigao Xfl, onde ¢ é o
nimero de restricoes impostas pela hipotese nula. Mesmo oriunda de uma
verossimilhanca ajustada, a estatistica L R,, apresenta a mesma probleméatica
que a estatistica usual para amostras de tamanho pequeno e até moderado.
Visando melhorar a aproximacao da distribuicao da estatistica LR,, por x2,
DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de corregao para ser incorpo-
rado a esta estatistica de modo que a distribuicao de sua versao corrigida
(LR:,) apresenta melhor aproximagao por x?.

Na literatura, diversos trabalhos apresentam corregoes de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhancas dos mais diversos modelos estatisti-

cos e em problemas especificos. Cordeiro (1983, 1987) apresentam corregoes



de Bartlett para os modelos lineares generalizados (MLGs) sendo o fator
de escala conhecido e desconhecido, respectivamente. Cribari-Neto e Ferrari
(1995) obtiveram o fator de corre¢ao de Bartlett para os modelos Lineares
normais heteroscedasticos, Cribari-Neto e Zarkos (1995) para os modelos de
regressao multivariada. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) derivaram a corregao
de Bartlett para os modelos lineares simétricos, sendo estes resultados gene-
ralizados por Cordeiro (2004), que obteve uma corre¢ao de Bartlett para a
estatistica da razao de verossimilhancas para os modelos nao lineares simétri-
cos e posteriormente estendidos por Brito (2009), que obteve uma corregao
de Bartlett para a estatistica em questao nos MNLSH. Ferrari e Cribari-
Neto (2002) obtiveram o fator de corre¢do para a estatistica da razao de
verossimilhangas perfiladas modificadas para o modelo de regressao normal
linear heteroscedastico considerando o parametro que define a componente
da heteroscedasticidade sendo escalar. Estes resultados foram generalizados
por Ferrari et al. (2004), que consideraram o caso em que o parametro de
interesse é multidimensional. Ainda para a estatistica da razao de verossi-
milhangas perfiladas modificadas, Ferrari et al. (2005) obtiveram um fator
de corregao de Bartlett para a classe dos MLGs e Cysneiros e Ferrari (2006)
para os modelos de regressao nao lineares da familia exponencial.

Nesta diregao, esta dissertagao tem dois objetivos principais. O primeiro
é obter um fator de correcao de Bartlett para a estatistica da razao de veros-
similhancas perfiladas modificadas para o teste de heteroscedasticidade nos
MNLSH, baseando-nos na verossimilhanca perfilada modificada proposta por
Cox e Reid (1987). O segundo objetivo desta dissertagao ¢ realizar um estudo
de simulacao a fim de comparar o desempenho dos testes de heteroscedas-
ticidade nos MNLSH baseados nas estatistica da razao de verossimilhancas,
sua versao corrigida via Bartlett (1937), na estatistica da razao de verossi-
milhancas perfiladas modificadas e sua versao corrigida via DiCiccio e Stern
(1994). E importante observar que nio hé na literatura nenhum estudo de
simulagao para avaliar o desepenho do teste de heteroscedasticidade baseado

na estatistica LR* para os MNLSH, apenas foi proposto um fator de correcao



de Bartlett para a estatistica em questao, vide Brito (2009).

Esta dissertacao esta dividida em cinco capitulos e dois apéndices. No se-
gundo Capitulo, apresentamos a classe de distribui¢oes simétricas juntamente
com suas caracteristicas, propriedades e também os modelos nao lineares si-
métricos heteroscedasticos, explanando seus aspectos inferenciais.

No terceiro Capitulo, discorremos sobre os ajustes propostos por Bartlett
(1937) e por DiCiccio e Stern (1994) para as estatisticas da razao de verossi-
milhancas usual e razao de verossimilhancas perfiladas modificadas baseada
na verossimilhanga perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987),
respectivamente. Ainda no Capitulo 3, fornecemos uma expressao em forma
fechada para fator de correcao para a estatistica LR,, para a classe dos
MNLSH.

No quarto Capitulo, desenvolvemos um estudo de simulagao de Monte
Carlo a fim de comparar o desempenho dos testes da razao de verossimi-
lhancas baseados nas estatisticas LR, LR*, LR,, e LR;,. Por fim, no quinto
Capitulo apresentamos algumas consideragoes finais.

As avaliagoes numéricas e simulagoes computacionais descritas ao longo
deste trabalho foram realizadas utilizando a linguagem matricial de progra-
magao 0x (Doornik, 2006) em sua versao 6.2 para o sistema operacional
Windows. As maximizagoes nao lineares necessarias para o célculo de esti-
mativas de maxima verossimilhanca foram realizadas a partir do algoritmo
quasi-Newton BFGS (Nocedal e Wright, 1999, Capitulo 8) e o algoritmo SQP
(Nocedal e Wright, 1999, Capitulo 18, similar ao Algoritmo 18.7), disponi-
veis em fungoes pré-definidas da linguagem 0x. Os gréficos apresentados
neste texto foram produzidos utilizando o ambiente de programacao R em

sua versao 2.14.0 para o sistema operacional Windows.



CAPITULO 2

Modelos n3o lineares simétricos heteroscedasticos

2.1 Introducao

Como alternativa robusta ao modelo normal, a classe de distribuig¢oes
simétricas tem recebido crescente atengao na literatura estatistica. Por con-
templar distribui¢coes com caudas mais pesadas que as da distribui¢gao normal,
essa familia de distribui¢oes sofre menor influéncia da presenca de observa-
coes extremas do que a distribuicao normal.

Na literatura, diversos trabalhos contemplam a classe de distribuigoes
simétricas. Lang et al. (1989) propoem o modelo baseado na suposigao
de erros t-Student, enquanto que Little (1988) e Yamaguchi (1990) utili-
zam a distribuicdo normal contaminada. Arellano-Valle (1994) desenvolve
um estudo baseado no modelo de regressao t-Student, sendo estes resulta-
dos estendidos para modelos de regressao lineares simétricos por Ferrari e
Uribe-Opazo (2001). Cordeiro et al. (2000) obtiveram a corre¢ao de viés
dos estimadores de maxima verossimilhanc¢a na classe de modelos nao line-
ares simétricos. Cordeiro (2004) obteve uma corre¢ao de Bartlett para os
modelos nao lineares simétricos. Cysneiros et al. (2005) propuzeram a classe

dos modelos simétricos heteroscedasticos, sendo esta classe posteriormente



estendida por Cysneiros et al. (2010), que propuzeram a classe dos mo-
delos nao lineares simétricos heteroscedastico e apresentaram uma correcao
de viés para os estimadores de maxima verossimilhanca nessa classe de mo-
delos, generalizando os resultados desenvolvidos por Cordeiro (2004). Brito
(2009) obteve uma corregao de Bartlett para os modelos nao lineares simétri-
cos heteroscedasticos, estendendo os resultados obtidos por Cordeiro (2004).
Cysneiros et al. (2010) derivou um fator de corregao tipo-Bartlett para a
estatistica escore nos modelos nao lineares simétricos, sendo este resultado
posteriormente estendido por Nascimento (2010), que considerou os modelos

nao lineares simétricos heteroscedasticos.

2.2 Definicao

Sejam Y71, ...,Y,, variaveis aletatérias independentes. Dizemos que cada
variavel aleatoria Y; tem distribuigao simétrica com suporte em IR, parametro

de locacao pu; € IR, e escala ¢; > 0, se sua fungao de densidade é da forma

(s i, Gi) = \/_%Q(Ui)’y € R, (2.1)

em que g(u) : R — [0,00), comumente denominada fungao geradora de
densidade, é tal que fooo g(u)du < oo com u; = ¢; *(y — p;)% Denotaremos
por Y; ~ S(u;, ¢i,g), @ = 1,...,n, e denominaremos de variavel aleatoria
simétrica.

Sendo Y; uma variavel aleatoria pertencente a familia de distribuigoes
dada em (2.1), temos que sua funcao caracteristica 1(t) =E(e*¥?) é dada por
P(t) = e™ip(t?¢;), em que t € IR para alguma fungao ¢, com ¢(z) € IR para

x > 0. Quando os dois primeiros momentos existem sao vélidas as seguintes

relacgoes:

EY)=w e Var(Y;) =&,
sendo & = —2¢/(0) uma constante positiva que nao depende de p; e ¢;, com
©'(0) = d‘(’;g‘) lu=0. Alguns valores de £ podem ser encontrados na Tabela 2.1.

Para maiores detalhes, ver Fang et al. (1990).
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A familia simétrica (2.1) mantém a estrutura da distribui¢do normal, en-
tretanto, elimina a forma especifica da densidade de tal distribuicao, o que a
torna mais abrangente, uma vez que todas as distribuigoes simétricas conti-
nuas de caudas mais leves e mais pesadas que as da distribui¢ao normal sao
contempladas. Pertencem a classe das distribui¢oes simétricas, por exemplo,
as distribui¢goes normal, normal contaminada, Cauchy, t-Student, ¢-Student
generalizada, logistica tipos I e I, logistica generalizada, Kotz, Kotz ge-
neralizada e exponencial poténcia. Podemos encontrar aplicagoes da classe

simétrica nas areas de engenharia, biologia, medicina, economia, entre outras.

Tabela 2.1: Valores de € para algumas distribui¢oes simétricas

Distribui¢oes I3
Normal 1
t-Student s, V> 2

t-Student generalizada -5, w >0, r> 2

Logistica tipo [ 0, 79569
Logistica tipo I 72 /3
Exponencial poténcia 2(”’“)%

A classe de distribuicoes dada em (2.1), introduziremos duas estruturas
de regressao. Assumiremos que a resposta média seja g = (p1,...,1n) ",

com

em que B = (B1,...,3,)" € um vetor de dimensdo p x 1 (p < n) de para-
metros desconhecidos a serem estimados, x; = (2,1, . . . ,az:im)T representa os
m valores das variaveis explicativas associadas a i-ésima observacao e f(+;-)
é uma funcgao possivelmente nao linear no segundo argumento, continua e

duplamente diferenciével com respeito aos componentes de 3, cuja matriz de



derivadas X = Op/0B tem posto completo p para todo 8. Os elementos da
matriz X sdo, em geral, funcdes do vetor de parametros B desconhecidos.

Assumimos ainda uma componente sistemética para o vetor de parametros

de dispersdo ¢ = (¢y,...,¢,)" dada por

¢i = h(TZ‘), 1= 1,...,n, (23)

onde A(-) € uma fungdo mondtona conhecida, continua e diferenciavel do pre-
ditor linear de dispersao, definido por 7; = z; ', sendo z; = (zi1,...,2i) "
um vetor de dimensao g x 1 de variaveis explicativas que podem ter com-
ponentes comuns com x; € ¥ = (V1,...,7,) um vetor ¢ x 1 de parametros
desconhecidos a serem estimados. A fungao h(-) é tipicamente denominada
de funcao de ligagao de dispersao e uma escolha comum na literatura para
h(-) é h(T) = exp(T).

Dessa forma, temos que o modelo nao linear simétrico heteroscedastico

(MNLSH) ¢é dado por

t=1,...,n, onde p; e ¢; variam sobre as observagoes com as estruturas nao

lineares dadas por (2.2) e (2.3), respectivamente.

2.3 Estimacao dos parametros e testes de hip6-
teses nos MINLSH

Seja @ = (B7,47)T um vetor (p + ¢) x 1 de parametros do modelo defi-
nido por (2.4), sendo e 3 vetores de parametros de interesse e perturbacao,
com dimensoes ¢ X 1 e p X 1, respectivamente. A inferéncia neste trabalho
esté centrada no vetor de parametros . O logaritmo da fungao de verossimi-
lhanca do vetor de parametros 8 = (3", ~")T, dado o vetor de observagoes

(Y1, ...,9yn)", do modelo definido por (2.4) é expresso por



1(6) = Zlg (22,

sendo u; = (y;—“)z e w; e ¢; como definidos em (2.2) e (2.3), respectivamente.
Reescrevendo [(0), temos que

n

10) = —3 D log(én) + Y t(z0), (25)

i=1

em que #(z;) = logg(z?), sendo z; = \/u; = % Assumimos que [(0)

seja regular com respeito as derivadas dos componentes de 3 e v até quarta
ordem (Cox e Hinkley, 1974, Cap 9).

A fim de representar as derivadas do logaritmo da funcao de verossimi-
lhanga, sera introduzida a notagao U; = 9l1(0)/98;, Uja = 0*1(0)/98;07a,
Uiap = 0°1(0)/08;07.07, etc., onde os indices j,1,m,... estdo reservados
para denotar os componentes do vetor 3 e os indices a, b, ¢, . . . para denotar os
componentes do vetor . Tais derivadas podem ser encontradas no Apéncide
A. Denotamos ainda as derivadas de u; com relagao aos componentes de 3
por (j); = Opi /0By, (j1)i = 0%/ 08,081, (jl,m)s = (0% 13/ B;081) (Oti/ OB ),
etc., e as derivadas de 7; com relacdo aos componentes de v por (a); =
7/ OV, (ab); = 0*7; /040, (ab,c); = (0°7i/0va0V)(07:/0.), ete.

As primeiras derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca dado
em (2.5) com relagdo aos j e a—ésimos componentes de 3 e =y, respectiva-

mente, sao dadas por:

o) 1M I, N
U, = = —= —Zai__ tZ,Zi_Zaia a=1,...,q,

sendo t{) = Ot(z)/0zi, i =1,...,n.
A fungio escore total de 8, U(8), tem a forma U(0) = (Us',U,")",
sendo seus componentes Ug' = (Uy,...,U,)" e U," = (Uy,...,U,). Em

notagao matricial, temos:
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Us = XSAy—p) e (2.6)
1~
U’Y = —§PTA<SF1U/—F11),

em que X = /0B, P = 01/, A = diag{é, . in}, S = diag{s1,...,sn},

%, com u; definido na Secao 2.2, F; = diag{hll, e ,h;}, com

hi = 0¢;/0;, w = (uy,...,u,)" e 1 é um vetor n x 1 de I’'s. Daqui em

com s; =

“r” sobre h; denota a derivada com relacao a 7;. Na Tabela

diante, o simbolo
2.2 sao apresentadas caracteristicas de algumas distribuigoes pertencentes a

familia simétrica.

Tabela 2.2: Expressoes para g(z), g;l ((j)) es= —2§ES) para algumas distribuicoes
simétricas.
Distribuigoes g(2) ggl ((ZZ)) s
exp{—122} 1
1. Normal TTQF -3 1
2. Cauchy 114227 — 1 T2
3 £-Stud u%[u—&-zz]_VTﬂ v+1 v+1
- t-Student B(1/2.0/2) IO w129
. w£ w422 —I r r
4. t-Student generalizada % —2(%;22) ﬁ
fops . exp{—22} _ l-exp{—2?%} 2(1—exp{—22})
5. Logistica tipo [ o212 Troxp{—27) i p—
istica ti _exp{—2} _1_(exp{|z[}=1) (exp{lz[}-1)
0. Logistica tipo 11 (Trexpl—2 2 2 (elexp(20 1D (elexpl} D
7. Exponencial poténcia  c(k) exp {—12%/01FH) 1 —Z;]EI/E:Z)’C) Zﬁ(klf,:)k)

As segundas derivadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca dado

em (2.5) sdo determinadas pelas expressoes dadas abaixo:
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&1(0) e
0B Ztgz))(p Zt&?)ﬁ(ﬂ)u

i=1

021(0) 1 < @ N . 1 ¢ 1 I .
85]‘6%1 - §Zt(zi)zi¢3/2(a>i(]>i+ta(Zi)¢3/2(a)i('])i €

i=1 i=1 )

U6) = ——Z h”@ - h/ )i + - Zt(z 22— (a,b);

a’Yaa'Yb (=)™ ¢2

1 h/2 h//¢z
+ 5 Z —(a, b);.
Assim, a matriz de informacao total de Fisher para 8 é dada por

K(0) =—
0 K.,
Uma vez que K, = 0, temos que a matriz de informagao total K (0) tem
estrutura bloco-diagonal, vide Cysneiros et al. (2010). Desse modo, temos
que 3 e 7 s@o parametros globalmente ortogonais (Cox & Reid, 1987). As

submatrizes K g e K, sao definidas, respectivamente, por

21(6) o
Kes = E[(%’raﬁj = Sor000XTAX e
521(6) N
K, = E = -P'VP
W [673875] Ve

onde V' é uma matriz diagonal n x n cujos elementos sao dados por v; =

(1 — d(0,1,002)17)/4¢7. Assim sendo, temos que

—5(0,1,0,0,0)XTA)~( 0
K(0) =
0 PTVP
onde a notacao d(gpede) = E{tWat@byBlerd el para a,b,c,d,e = 1,2,3 e
4, tEI;B) =0F/02F k=1,...,4. O apéndice B contém os §’s correspondentes

a algumas distribuigbes pertencentes a classe dos MNLSH.
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Quando o modelo a ser estimado envolve parametros de perturbacao é
pratica comum realizar inferéncias baseando-se numa fun¢ao de verossimi-
lhanca perfilada. Tal funcao é obtida substituindo-se os parametros de per-
turbacao por suas respectivas estimativas de maxima verossimilhanca para
valores fixados do parametro de interesse. Dessa forma, a funcao de verossi-
milhanca perfilada depende apenas dos parametros de interesse. O logaritmo
da funcao de verossimilhanca perfilada do modelo definido em (2.4) para o

parametro de interesse v é dado por

lp('Y) = l(% B‘y)a (2-7)

em que 5'7 ¢ a estimativa de maxima verossimilhanca de B dado ~.

A expressao (2.7) sugere um procedimento de maximizac¢ao em duas eta-
pas, onde a primeira consiste em encontrar o valor tinico B,y que maximiza
[(B, ) com respeito a 3 para ~ fixado e a segunda tem por finalidade deter-
minar o valor de 7 que maximiza (7). Sob condigdes gerais de regularidade,
B,y ¢ solugao da equagao Ug = 0, derivada de (2.6). No mais, o estimador de
méxima verossimilhanca de 3 restrito a o nao pode ser expresso em forma
fechada, sendo necessario o uso de técnicas de maximizagao restrita para a
sua obtengao. Para maiores detalhes destas técnicas, ver Nocedal e Wright
(1999, Capitulo 18).

Para a obtencao do estimador de maxima verossimilhanca de 7, maximiza-
se o logaritmo da fungao de verossimilhanca dado em (2.7) sujeito a restrigao
Uz =0.

Estamos interessados em testar a hipotese nula Hy : v = v(® contra a
hipotese alternativa Hy : v # 4@, onde v(© & um vetor de dimensdo ¢ x 1
de constantes especificadas. A estatistica da razao de verossimilhancas (LR)

para o teste acima pode ser expressa por:

LR = 2{1,(§) — L,(v)},

sendo 7 o estimador de maxima verossimilhanca de . Vale salientar que para

o teste de Hy em questao, a estatistica da razao de verossimilhancas baseada
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no logaritmo da funcao de verossimilhanga perfilada [, ¢ igual a estatistica
da razao de verossimilhancas usual.

Em problemas regulares e sob hipotese nula, a estatistica da razao de
verossimilhancas tem distribuicao assintética Xg, em que g ¢ o numero de
restricoes impostas por Hy.

A funcd@o de verossimilhanca perfilada [,(7), por nao se tratar de uma
verossimilhanca genuina, pode apresentar viés na fungao escore e na infor-
macao. A fim de atenuar tais vieses e explorando as consequéncias da orto-
gonalidade entre os parametros de interesse e perturbagao, Cox e Reid (1987)
definiram uma versao modificada da verossimilhanca perfilada adicionando a
ela um termo de ajuste anteriormente & estimagao. O logaritmo da funcao de
verossimilhanga perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987) para o

modelo definido por (2.4) é expresso por:

. 1 .
ler(y) = U7, By) — 5 log l785(Y, B~)1, (2.8)

em que jzp(7, Bv) ¢ a matriz de informagao observada do vetor 3 quando ~y

é fixado, sendo expressa por

9 n
Jpp = gﬁi;ﬂz Zt(z )¢ Z;tﬁi)) \/1%(]1)2

Podemos observar que lcg, definido em (2.8), é uma versao penalizada
do logaritmo da func¢ao de verossimilhanga perfilada em que a penalizacao
considera a informacéo sobre o parametro de perturbacao. E valido salientar
que a utilizacao de [og requer ortogonalidade sobre os parametros de interesse
e perturbacao.

A estatistica da razao de verossimilhancas baseada na funcao de verossi-

milhanca perfilada modificada para o teste de Hy x H; é dada por

LRy, = 2{ler(¥) — ler(v @)},

onde 4 é o estimador de maxima verossimilhanca de . Sob certas condigoes

de regularidade e sob Hy, a estatistica da razao de verossimilhangas perfiladas
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modificadas (LR,,) tem distribuigao assintotica Xg, com erro de aproximagao
de ordem O(n™').

15



CAPITULO 3

Ajustes para o teste da razdo de verossimilhancas

3.1 Introducao

Em problemas de testes de hipoteses envolvendo grandes amostras é pra-
tica comum o uso dos testes da razao de verossimilhancas, escore e Wald.
Neste trabalho, nos concentraremos no teste da razao de verossimilhancas.
Para grandes amostras e, sob condig¢oes gerais de regularidade, a estatistica
de teste da razao de verossimilhangas (LR) converge sob hipotese nula (Hy)
para a distribuigao Xg, onde ¢ é o nimero de restricoes impostas por Hy e o
erro dessa aproximagao é de ordem O(n~1). Entretanto, para pequenas amos-
tras ou até mesmo para amostras de tamanho moderado, a aproximacao da
distribuicao da estatistica LR por x? pode nao ser satisfatoria, conduzindo
a taxas de rejeicao bastantes distorcidas e um caminho para melhorar esta
aproximacao ¢é usar a correcao de Bartlett.

Bartlett (1937) propos a primeira idéia para aprimorar os testes estatis-
ticos. Considerando o teste da razao de verossimilhancgas, o autor introduziu
um fator de correcao a estatistica LR de modo que a distribuicao da esta-

tistica corrigida (LR*) tem melhor aproximagao da distribuigao x?* de refe-
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réncia, uma vez que, sob hipdtese nula, o valor esperado F(LR) equivale a
q+c+ O(n~?), em que ¢ é uma constante de ordem O(n~') que pode ser
estimada sob Hy, ¢ ¢ o nimero de restricoes impostas por Hy e n é o tamanho
amostral, enquanto que o valor esperado F(LR*) equivale a ¢ + O(n™1).

Em problemas regulares, Lawley (1956) derivou uma férmula geral para
a obtenc¢ao de ¢ envolvendo momentos das derivadas de até quarta ordem
da funcao de log-verossimilhanga e mostrou que os momentos da estatistica
LR*, segundo Hj, concordam com seus respectivos da distribuicao x? de
referéncia exceto por termos de ordem O(n~2). O fator de corregio de Bar-
tlett nao depende do valor da estatistica da razao de verossimilhancas, mas
pode depender de parametros desconhecidos, e assim sendo, estes devem ser
substituidos por suas respectivas estimativas de méxima verossimilhanga sob
hipétese nula.

DiCiccio e Stern (1994) obtiveram a corre¢ao de Bartlett para a estatis-
tica da razao de verossimilhancas oriunda de uma verossimilhanca perfilada
modificada, assim, derivando a estatistica da razao de verossimilhancas per-
filadas modificadas corrigida, cuja distribui¢ao assintotica sob Hy é XZ com
erro de aproximacao de ordem O(n~2). O objetivo desta corregao ¢ reduzir
a distorcao de tamanho do teste em amostras de tamanho tipico por meio
de uma aceleracao da taxa de convergéncia do tamanho verdadeiro para o

tamanho nominal (assintotico).

3.2 Correcao de Bartlett nos MNLSH

Sejam Y7, ...,Y, variaveis aleatorias independentes. O modelo nao linear

simétrico heteroscedastico é dado por
Y;:Ml+ ¢z€za EZNS(OaLg)?

t=1,...,n,onde yu; e ¢; variam sobre as observagoes com as estruturas nao

lineares dadas por
i = f(x;;6) e ¢ = h(r;); comi=1,...,n,
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respectivamente.

Considere o vetor de parametros 8 = (ﬂT,'yT)T de um modelo perten-
cente a classe dos modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos, sendo
~ e B vetores de parametros de interesse e perturbacao, e de ordens ¢ e p,
respectivamente. Seja [,(7y) o respectivo logaritmo da fungao de verossimi-
lhanca perfilada de . A fim de testar as hipoteses Hy : v = ¥(© versus
Hy v # ~©, sendo 4(® um vetor de constantes conhecidas, a estatistica

da razao de verossimilhancas usual é definida por

LR = 2{1,() — l,(+®)}.

Sob condigbes gerais de regularidade e sob Hy, LR tem distribui¢ao assin-
totica Xg, onde ¢ é o nimero de restricoes impostas por Hy e o erro desta
aproximagao é de ordem O(n™!).

A fim de aprimorar a qualidade da aproximacao da distribuicao da estatis-
tica LR pela distribui¢ao x? de referéncia, Bartlett (1937) prop6s multiplicar
a estatistica LR por um fator de correcao, comumente chamando de fator de
corregao de Bartlett, dado por (1 + c¢/q)~!, assim, derivando a estatistica da
razao de verossimilhancas corrigida LR*, expressa por

LR

LR = "
1+¢/q

em que ¢ ¢ uma constante de ordem O(n~!) que pode ser estimada sob Hy.
Lawley (1956) obteve, sob condi¢oes de regularidade, uma expressao geral
para ¢ envolvendo momentos das derivadas de até quarta ordem da funcao

de log-verossimilhanca. Esta formula geral é dada por
C = €p+q — Ep;
em que o termo €,,, ¢ de ordem O(n~'), podendo ser decomposto como
€ptq = €p € T Epg,

em que €, depende apenas da componente sistematica para o parametro de

locacao, €, depende apenas da componente sisteméatica para o parametro de
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escala e €, , depende de ambos os componentes. Em fungao de cumulantes e

derivadas de cumulantes, temos que €,;, é escrito na forma

§ : /
€pt+qg = (lrstu - lrstuvw)7

sendo que Y é o somatorio sobre todos os componentes do vetor 6, isto é,
os indices r, s,t,u, v, w variam sobre os p 4+ ¢ parametros, com sy € lrstuvw

expressos, respectivamente, por

)\rs U u su
lrstu - )\rs>\tu ( ! - )‘(sz + )\’E’t )) , €

A r
rsytu yvw /\SWU (u)
lrstuvw = AT )\rtv 6 _)‘sw (31>
Asvw  \ (v) () y(u) | (W) ()
+ At 4 B /\sw + At )‘sw + A )\SW ’

sendo A, = E(0%1(0)/00,00,), \rsy = (E(0%1(0)/06,00,00,)) e etc., A\ =
ONrs /04, A — g2y /00,00, ¢ —\"* representa o elemento (r,s) da inversa
da matriz de informagao de Fisher K () de 8. O termo €, pode ser deduzido
a partir da equagao (3.1) estendendo o somatorio Y | apenas sobre os p para-
metros de perturbacao. Em problemas regulares e sob Hy, a estatistica LR*
tem distribuicao assintotica Xg, onde o erro desta aproximacao é de ordem
O(n™?). Uma revisao de correcio de Bartlett para a estatistica da razao de
verossimilhangas pode ser obtida em Cribari-Neto e Cordeiro (1996).
Considerando o vetor de pardmetros 8 = (BT, ~")T de um modelo perten-
cente a classe dos MNLSH, Brito (2009) obteve um fator de corregao de Bar-
tlett para a estatistica da razao de verossimilhancas do teste de Hy : v = v(©
versus Hy : v # v© considerando o caso de heteroscedasticidade multipli-
cativa, isto ¢, ¢; = exp{z; v}, onde v = 0 corresponde ao modelo homosce-

dastico. Desse modo, a constante ¢ é dada por

c=¢€+ €y, (3.2)
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com

tr ((Q:’) + Qs+ Qs + Qﬁ)Z,gfi)) + (Nl + N3 + Ng)lTAQZ,E/B)Az]-

Eq =
+ (Ny = 2Ng)1T AL ZP Aol + (Ny + Nog)1 A ZPI A1
+ (N5 + No)1 Ao Z) Z, M1 + Ny1T 0,210 Z A1
+ (N —2Ng)1 "M ZB) Z,A51 + (Ns + No)1T A, 22 Z, A1
(§
1
epg = ———tr ((Q1+ Q2)ZsaZya) — N1s1 A3 ZgaZ, Zyal\s1

9(0,1,0,0,0)
o N191TA3Z5dZ’YZ'ydA11 — NQO]-TAQnydZ»YZﬁdAg]_
— Nal'MiZ,0Z, Zgals1 + (2N + N24>1TA3ZWZE2)A31
+ Nasl'A3Z542,Z5as1,

sendo Zg = X (X TAX)"'X T, Zgq = diag{2s,,, .. -, 2., }, Zy = P(PTVP)"'PT
e Zyq = diag{zy,,..., 2y, } matrizes de dimensdao n x n positivas semi-
definidas de posto completo. Denotamos Z§3) = Z§2) © Z,, Z,(yz) =7,0 2,
Zfd) = Zya © Zyq, Zéz) = Zg ® Zg, em que © denota o produto de Ha-
damard (Rao, 1973, p. 30), isto é, produto elemento a elemento. Ainda,
Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 e Qg sao matrizes diagonais de dimensao n X n cujos

elementos sao dados, respectivamente, por

5(0,0,0,1,2)A n 75(0,0,1,0,1)A 5(0,0,1,0,1)A N 5(0,1,0,0,0)A
- . 4\ T 81 e

N TG 16 8 2
B 5(0,11),0,0) A

e = C00otay ooton o Bessen, o Hesoen
B 35(0,;0,0,0) A

Q3 = _iABi - %Am + %Am - g/\gi + —5(0’%’1’1’1) Ng; + —95(0’;’21’0’3) Ay;
_ 36(0,10,61,0,1) A14Z’ + 876(%20,0,2) Agi B 275(01720,0,2) A14Z' + 6(0,1;;),0,2) Algi
y Hodoon,
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em que O pede) = E{t (Dap2byB)etNd eV para a, b, ¢, d,e = 1,2,3 e 4, B

G4

qsi

[

30 38 30 5
B (0,20,0,2) Ag; — 201002 4 o 2001002 4 ZAI%

4 2
3 3
+ ZAl&' - 51\141',

1
= —5(7 — 0(0,01,0,3) — 99(0,1,00,2)) {314 — 3Ag;} €

)
= %{Am + Aisi — BA14 + 3Aoi},

(z)

Okt/0zk, k =1,...,4. Os valores dos §'s correspondentes a algumas distribui-
¢oes sao apresentados no Apéndice B. Além disso, Ay = diag{%, e Z;S}

. h! R h/ h// h! i h/2 h/2
Ay = diag{ }%%21,..., e 2l Ag—dlag{¢2,...,¢—g}, A5:dzag{¢—1i,...,¢24}

. / " . h! /
Ar :dzag{¢—§,...,¢3} Agzdzag{¢2,...,g2} A9:d2a9{¢—£11,...,24}

"2 / /// AN
Alg—dzag{h&,...?};%}, A3 = diag{—= ¢% ,...,h(;; }e
Ay = dzag{%, o %} As quantidades N’s sao dadas por:
1 n
9 2
Ny = —5((5(0,1,0,0,2)) —20(0,1,00,2) + 1),
1
Ny = a(15(5(0,1,0,0,2))2 — 0(0,1,0,0,2)0(0,0,1,0,3) — 320(0,1,0,0,2) + 0(0,0,1,0,3) + 17),
3
N3 = —6—4(165(0,1,0,0,2) — 9(5(0,1,0,0,2))2 + 0(0,0,1,0,3) — 0(0,1,0,02)0(0,0,1,0,3) — 1),
1
Ny = @((5(070,1,0,3))2 — 135(5(0,1,0,0,2))2 — 60(0,1,0,0,2)9(0,0,1,0,3)
+ 2588(0,1,0,0,2) + 100(0,0,1,0,3) — 119),
15
N5 = 64<(5(0 1.002)° — 2801002 + 1),
3
Ng = @(7(5(0,1,0,0,2))2 — 0(0,1,0,0,2)0(0,0,1,0,3) — 160(0,1,0,0,2) + 9(0,0,1,0,3) + 9),
5
N; = —58(165 0,1,0,0,2) — 9(5(0,1,0,0,2))2 +0(0,0,1,0,3) — 6(0,1,0,0,2)6(0,0,1,0,3) — 1),
1
Ny = 25—6((5(0,0,1,0,3))2 - 63(5(0,1,0,0,2))2 +20(0,0,1,0,3) + 1300(0,1,0,0,2)
+ 25(0,1,0,0,2)5(0,0,1,0,3) —63),
1
Ny = 1(5(0,1,0,0,2) —-1)?
3
Nip = —5(5(0,1,0,0,2) —1)0(0,0,1,0,1)

21



3

Ny = 16(5(0,1,002) —1)0(0,1,0,0,0)»
1
N12 = 645(0 0,1,0,1) (7 0 (0,0,1,0,3) — 96 (0,1,0,0 2))
Nig = —3—25(0,1,0,0,())(7 — 000,103 ~ 95(0,1,002)):
5
Ny = 325(0 0,1,01)(0(0,1,002) — 1),
0(0,0,1,0,1
Nis = =022 (60,1002 — 00010 — 9)
5
Nig = 1—65(0,1,0,0,0)(5(0,1,0,0,2) - 1),
1
Ny = —3—25(0,1,0,0,0)(75(0,1,0,0,2) —0(0,0,1,0,3) — 9),
Nis — (u) N (fg;fw |
0,1,0 0,0 (0,1,0,0,0)
Ny — (N14+N16) . Ny = — (M) 7
(0,1,0 0,0 (0,1,0,0,0)
1 (¢ ) 1
Ny = (L ( (0,0,1,0,1) ) 4 o010y 1 7
24\ 0(0,1,0,0,0) 69(0,1,000) 6
1 (¢ ) 1
Ny = (L ( (0,0,1,0,1) ) ooron 1)
16 \ 6(0,1,0,0,0) 40001000 4
Nt — (5(0 0,1,0, 1))2 00,0101 D
1 = <~ EYTTE Y
24 9(0,1,0,0,0) 30(0,1,000 6

A estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas, definida

por
LR, = 2{lcr(¥) — lcr(vO)},

tem, sob certas condicoes de regularidade e sob Hy, distribuigao assintotica
Xg- Mesmo com a modificacao, o erro de aproximacao da distribuicao da es-
tatistica LR,, por XZ ¢ de ordem O(n™!). Visando melhorar tal aproximagao,
DiCiccio e Stern (1994) obtiveram uma corre¢ao de Bartlett para a estatis-
tica LR,,. Incorporando o fator de corregao proposto por DiCiccio e Stern

(1994) a estatistica LR,,, deriva-se a estatistica da razao de verossimilhangas
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perfiladas modificadas corrigida (LR},), expressa por

LR, = _Lftm ,

1+ en/q
sendo ¢, uma constante de ordem O(n~!) tal que, sob Hy, F(LR!) =
q+O0(n=?% 2). Sob condigoes gerais de regularidade e sob Hy, LR}, tem distri-
buicao xﬁ com erro de ordem O(n~?). Dessa forma, obtém-se uma estatistica
da razao de verossimilhancas corrigida baseada na verossimilhanca perfilada
modificada cuja distribui¢ao tem uma melhor aproximacao da distribuicao
x? de referéncia do que a estatistica LR,,.

A fim de representar a constante ¢,, do fator de correcao para a estatis-
tica LR,, proposto por DiCiccio e Stern (1994), introduziremos as notagoes
a seguir: os indices a, b, ... indexam os g parametros de interesse, os indices
1,7,...indexam os p parametros de perturbacao e os indices r, s, t, ... variam
sobre os p + ¢ parametros do modelo. Os cumulantes conjuntos das deri-
vadas do logaritmo da funcao de verossimilhanca sao definidos como A,s =
E(0%1/00,00,), \st = E(0%1/90,00,00;), etc. Denotamos as derivadas dos
cumulantes com respeito aos componentes do vetor @ por (A.s); = O\./00;,
(Arst)u = ONpgi /00, etec. A matriz de informagao de Fisher é composta
pelos elementos — A\, onde —\"® sao os correspondentes elementos da sua
inversa. Definimos ainda 77 = \"\*®0,;,, onde o, é a inversa da matriz A®
o TS — \TS _ g7S.

DiCiccio e Stern (1994, equacao 25) definiram uma equagao geral para

¢m dada por

1
Cm = ZTTuTSt)\rstu - )‘TSTSt(Arst)u + ()\TU)\St - I/ruySt)<)\rs>tu
1 1 1
— (Z)\ruTstva + EATuTsztU — gTruTsztv) Arst Auvw

+ ()\ruTstva + AT )\SW )\tu — Pru)sw I/tv>)\rst()\uv)w
o ()\ru/\st)\vw o Vruystva + )\ruAsw )\tv o Vruysw Vtv) (/\rs)t<)\uv)w-

Tipicamente, ¢, depende de parametros de perturbacao desconhecidos,
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os quais devem ser substituidos por estimativas consistentes, mas isto nao
afeta a ordem da aproximagao resultante.

Para a obtenc¢ao de um fator de correcao de Bartlett proposto por DiCiccio
e Stern (1994) para a estatistica LR, do teste de Hy contra H; na classe dos
MNLSH, temos que, por definicao, 1% = v = 1% = (, 79 = 79 = 72 = (),
v =\ e 7% = X\ uma vez que os parametros do modelo em estudo, 3
e 7, sao globalmente ortogonais. Apo6s alguma algebra, chegamos a seguinte

expressao para o fator de correcao c¢,, :

1 g
Cm = Z)\ab)\Cd)\abcd = XX Naca)s + XA Nac)ar — AN (Niap),

. 1 .. 1. ..
+ ()\z] )\ab/\kl))\iab()\jk)l . (Z)\m )\ab)\cd + §)\7,] )\ad}\bc) >\7Lab)\jcd
1 1
. (Z)\ab)\cd)\ef + 6}\0Lb>\0f>\d@> )\acd)\bef + ()\ab)\cd)\ef + )\ab)\CfAde))\acd()\be)f

— (AN NPAT NI (N o) a(Npe) p + APAIND) N e (Npa) - (3.3)

E importante observar que a expressao (3.3) pode ser utilizada para obter
expressoes em forma fechada para um fator de correcao de Bartlett para a
estatistica LR,, nao somente na classe dos MNLSH, e sim para qualquer
classe de modelos que siga a mesma particao de parametros dos MNLSH e
que os vetores B e v sejam globalmente ortogonais.

Para expressar as quantidades necessarias ao calculo de (3.3), utilizaremos
as notagoes definidas nas Segoes 2.3 e 3.2. Adicionalmente, definimos as
matrizes diagonais My, My, M3, My e M5 de dimensao n X n, cujos elementos

sao dados, respectivamente, por:
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ms; =

my; =

ms;

Os cumulante

U (o 12 suE s
001,002 (8Th:  108RZR!  12n?  16hh!
16 N + :

& &2 7
5(0,0,1,0,3) 9h§4 . 6h§2h§/ + 5(0,0707174) h_;4
8 o P 16 ¢}’

3 B2 RRY 2RPH

1(5(0,1,0,0,2) - 1) ((;2 + ;527’ — 423 Z> ;
ShER! 3h

(7 = 0(0,0,1,0,3) — 99(0,1,0,0,2)) ( 923 o ) ;

((5(07170’072) — 1) (h;’2 + hih 5h;2h§’ N 3hfi4>

2 2 & 4

3 hh? 1 K3
—(6 —1)+2 —(7 =96 —9) -
4( 01,002 — 1) g + 8( (0,0,1,0,3) (0,1,002)) il

90,1002 — 1 hihi B h?
2 ¢ )

s do logaritmo da funcao de verossimilhanca dos MNLSH e

suas derivadas encontram-se no Apéncide A. Apoés algumas manipulagoes

algébricas, obtemos:

= imli<a7ba Cy d)la (AaCd)b = im%(a’ b’ G d)“
i=1 i=1
= zn:mg,i, ()\bd)j = ()\iab)j = )\aic = 07
=1
= 0(0,1,0,0,0) zn: l.{(ﬂfa 1) + (4, k) }i,
i=1 "t
= i m4z<a7 ¢, d)l? (/\ac)d - i TTL5Z(CL, ¢ d)z
i=1 1=1
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Sendo (Apa); = (Miab); = Aaic = 0, podemos reescrever (3.3) como:

1
Cm = AP\ (ZL)\abcd — (Maed ) + (>\aa)db)
1
A \ed\ef (Z/\acd/\bef — Nacd(Ave) § + ()\ac)d()\be)f>
1
b \of \ed (gAacd/\bef — Nacd(Abe) f + ()‘ac)d<)\be)f) . (34)

Substituindo os X's obtidos na expressao (3.4) e rearranjando os termos,

obtemos
en = iiwiww»mn<cW<d>i—im)z-w(b)imm<c>»cd<d>z-

+ Z( )X (B (DA

_ Zzuzl YAA(d)smas () A (B) ymag (€); A (),

n lel YA (d)imas ()X (D) ;mis; (e) A (f);

_ 22 YA ()i (@) A (b) ymis; (€) ;A (f);

- —lelm4z )X (0)5 ()X (£)5(d)iA™(€)

+ ;;m‘“ YA (0)5 () AT (f);(d)ix™ () jms,

) sz JXL(D); (€)X () (d):X(e) sy (3.5)

Considerando o caso em que ¢; = exp{7;}, com 7; = 2z; =, isto &, o caso
de heteroscedasticidade multiplicativa, temos que 0¢;/01; = ¢;. Por defini-
¢ao, 0¢;/01; = hl, logo, ¢; = hl. Desse modo, h! = Oh)/0t; = h.. Prodecendo

desta forma para as derivadas de terceira e quarta ordens com relacao a 7;,
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temos que ¢; = h, = h! = h!” = h!". Sendo assim, observamos que my; =
mai =ms =0, ¥V i=1,...,n. Definindo H = {hy;} = ~Z[Z'VZ]Z",
com Z = (z1,...,2,)" eV como definido na Secio 2.3. Assim, podemos ob-
servar que (a);A%(b); = h;;. Substituindo estes resultados em (3.5), obtemos

a seguinte expressao para C, :

Cm = i Z hiimaihi; + le Z Z hiimaihizma;hi;
i=1

i=1 j=1

1~
-+ azzméuhijhijhijng,

i=1 j=1

em notagao matricial, temos

1 1 1
— Ztr(Mch(f))—i—Z—llTHdM4HM4Hd1+ngM4H(3)17 (3.6)

onde Hy = diag{hyy, ..., hun}, H? = diag{h2,,... b2} ¢ H® = (h;;)3.
Como podemos observar, os fatores de correcao c e ¢,,, expressos, respec-
tivamente, pelas equagoes (3.2) e (3.6), envolvem apenas operagoes simples
de matrizes e podem ser facilmente implementados em pacotes de computa-
¢ao simbdlica e linguagens de programacao que permitam executar operacoes
simples de algebra linear, tais como 0x, R, S-Plus, MAPLE, etc. Além disso,
temos que ¢, envolve apenas a matriz de covariadas Z usadas para modelar
a variancia, do nimero de parametros desconhecidos que definem o com-
portamento da heteroscedasticidade e do nimero de observacoes. E valido
salientar, ainda, que o fator de correcao c,, nao depende de parametros de

perturbagao, tampouco depende de parametros desconhecidos.
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CAPITULO 4

Resultados Numéricos

Neste capitulo, desenvolvemos um estudo de simulagao de Monte Carlo
a fim de comparar o desempenho dos testes baseados nas seguintes estatisti-
cas, a saber: estatistica da razao de verossimilhancas usual, LR, sua versao
corrigida via Bartlett, LR*, estatistica da razao de verossimilhangas perfila-
das modificadas, LR,,, e sua versao corrigida via DiCiccio e Stern, LR?,. Os
desempenhos dos testes sao avaliados em funcao da proximidade das proba-
bilidades de rejeicao da hipotese nula, dado esta verdadeira (probabilidade
do erro tipo I), aos respectivos niveis nominais dos testes. Também avalia-
mos os poderes dos testes em estudo sob algumas situagoes e a discrepancia
relativa de quantis.

As simulagoes baseiam-se no modelo de regressao
p—1
y; = Bo + exp{Sixin} + Z/Bjajij +e€,1=1,...,n,
=2

onde ¢; sdo variaveis aleatorias independentes tais que €; ~ S(u;, ¢;, g), isto
é, ¢; tem distribuicao pertencente a classe das distribuigoes simétricas, sendo

;e ¢; definidos por (2.2) e (2.3), respectivamente. As hipoteses testadas sao
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Hy:~=0x Hy:~ #0, sendo 7 ¢g-dimensional, indicando que o modelo é
homoscedastico.

O estudo de simulagao foi baseado em duas distribui¢oes simétricas, a
saber: t-Student com 4 graus de liberdade e exponencial poténcia com paréa-
metro de forma k£ = 0, 3. Para as simulagoes variando o tamanho amostral
para o modelo com niimero de parametros de perturbacao e parametros de in-
teresse fixo variamos o valor dos graus de liberdade (v) do modelo ¢t—Student.
Consideramos v = 4,10 e 30 a fim de avaliar o desempenho dos testes para
modelos préoximos ao modelo normal, uma vez que conforme aumentamos os
graus de liberdade da distribuicao t—Student, esta se aproxima da distribui-
¢ao normal. A escolha dos graus de liberdade para o modelo ¢-Student foi
baseada em Lange et al. (1989), que observaram, a partir de diversas aplica-
¢oes, que para pequenas amostras o modelo ¢-Student com v = 4 apresentou
bom desempenho. Para o modelo Exponencial poténcia foi adotado o para-
metro de forma k = 0, 3 pois era do interesse do trabalho realizar o estudo de
simulagao para distribui¢coes com caudas mais pesadas que as da distribui-
¢ao normal (k = 0). Assumimos ainda outros valores para o parametro k, a
saber: k =0,4 e kK = 0,5, no mais, conforme o parametro de forma assumia
valores mais elevados, as taxas de falha de convergéncia aumentavam con-
sideravelmente, desse modo, comprometendo as estimativas dos parametros.
As variaveis respostas foram geradas assumindo os parametros de regressao
como g = =B 1 =1L, nm=vu=7%=017%=03ev =05 As
covariaveis 1, ...,Tp_1 € 21,..., 2, foram geradas como amostras aleatoérias
da distribuigao U(0,1). O ntmero de réplicas de Monte Carlo usadas foi de
10.000 e os nives nominais considerados foram a = 0,5%, 1%, 5% e 10%. As
simulagoes foram realizadas a partir da linguagem de programacao matricial
0x (Doornik, 2001). Como os estimadores de maxima verossimilhanca de [
restrito a v e de v nao possuem forma fechada, suas respectivas estimativas
foram obtidas a partir do algoritmo SQP, através da fungao MaxSQP da lin-
guagem matricial de programacao 0x. Este comando maximiza func¢oes nao

lineares sujeitas a restri¢oes a partir de uma técnica de programacao quadré-
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tica sequencial. Para maiores detalhes sobre o método SQP, ver Nocedal e
Wright (1999).

Para cada tamanho amostral e nivel nominal considerado, calculamos as
taxas de rejeicao de cada teste, isto é, estimamos via simulacao de Monte
Carlo P(LR > %(a,q)), P(LR* > Z(ay)), P(LRp > T(ayg)) ¢ P(LR;, > T(ayq)),
em que T(qq) ¢ o percentil (1 — a) da distribuigao Xg' Todas as entradas das
tabelas apresentadas sao porcentagens.

Na Tabela 4.1 apresentamos as taxas de rejeicao dos testes para o mo-
delo t—Student e Exponencial poténcia com v = 4,10 e 30, ¢ = 3, diferentes
tamanhos amostrais, a saber, n = 20, 30,40 e 50 e p = 3. Podemos observar
que para amostras de tamanho pequeno o teste usual é bastante liberal, isto
é, rejeita a hipotese nula além do esperado. Em contrapartida, o teste base-
ado na estatistica da razao de verossimilhancgas perfiladas modificadas (LR,,)
apresenta taxas de rejeicao mais proximas do nivel nominal considerado. Por
exemplo, quando n = 20 e a = 10%, temos que as taxas de rejeicao dos
testes baseados em LR e LR,, sdo, respectivamente, 27,9% e 11,3%, para
o modelo ¢-Student, e 26,5% e 8,4%, para o modelo Exponencial poténcia.
Aplicando a correcao de Bartlett a ambos os testes, notamos que o teste ba-
seado na estatistica LR* ainda apresenta tendéncia liberal, enquanto o teste
baseado em LR} apresenta taxas de rejeicao bem mais proximas dos niveis
nominais considerados. A exemplo, ainda para n = 20 e a = 10%, temos que
o tamanho dos testes baseados em LR* e LR, sao, respectivamente, 13% e
10, 2%, para o modelo t-Student, e 14, 7% e 8,0%, para o modelo Exponen-
cial poténcia. Conforme aumenta o tamanho amostral, as taxas de rejeicao
de todos os quatro testes para o modelo t—Student ficam mais proximas
dos niveis nominais, como era de se esperar. Para o modelo Exponencial
poténcia, conforme aumenta-se o tamanho amostral, os testes baseados nas
estatisticas LR, e LR}, apresentam-se, em geral, ligeiramente conservativos.
Como ilustragao, para n = 30 e « = 5%, as taxas de rejeicao dos testes
baseados em LR, LR* LR,, e LR, sao iguais a 12,7%, 5,9%, 5,8% e 5,3%,
para o modelo t-Student, e 11,0%, 6,2%, 4,7% e 4,5%, para o modelo
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Exponencial poténcia, e quando aumentamos n para 50, na mesma situa-
¢ao, temos que as taxas de rejeicao dos quatro testes supracitados sao, res-
pectivamente, de 8, 1%, 4,8%, 5,3% e 5,2%, para o modelo ¢t-Student, e
7,7%, 5,4%, 5,0% e 4,9%, para o modelo Exponencial poténcia. Observa-
mos também que mesmo para um namero de amostra grande, o teste usual
apresentou-se liberal, por exemplo, considerando o = 10% e n = 50, temos
que o tamanho do teste usual é de 14, 8%, para o modelo ¢-Student, e 13, 9%
para o modelo Exponencial poténcia. Notamos ainda que conforme aumenta
o tamanho amostral, o impacto da correcao de Bartlett sobre a estatistica
LR,, ¢ menor, por exemplo, para n = 30, e a = 1%, temos que a taxa
de rejeigao dos testes baseados em LR, e LR}, sao, respectivamente, iguais
a 1,4% e 1,2%, para o modelo t-Student, e 0,9% e 0,8%, para o modelo
Exponencial poténcia, enquanto que para n = 50, na mesma situagao, as
respectivas taxas sao de 1,0% e 0,9%, para o modelo t-Student, e 0,9% e
0,8% para o modelo Exponencial poténcia. Observa-se também que a maio-
ria dos testes baseados na estatistica LR,, e LR}, para o modelo Exponencial
poténcia apresentam-se conservativos para diversos tamanhos amostrais con-
siderados, isto é, rejeitam H, aquém do esperado.

Conforme aumentamos os graus de liberdade do modelo t—Student, os
testes baseados na estatistica LR para pequenas amostras apresentam, de
forma geral, taxas de rejeicao mais préoximas dos niveis nominais adotados,
como exemplo, quando n = 20 e & = 10%, temos que as taxas de rejei¢ao dos
testes baseados em LR para o modelo t—Student com v = 4,10 e 30 foram,
respectivamente, iguais a 27,9%, 27, 7% e 27,1%. A medida que o tamanho
amostral aumenta, podemos observar que as taxas de rejeicao assumem va-
lores bastante proximos, a exemplo, considerando n = 50 e o = 10%, temos
que as taxas de rejeicao sao iguais a 14, 8%, 14, 7% e 15% para v = 4, 10 e 30,
respectivamente. Os testes baseados na estatistica LR* corrigem a tendén-
cia liberal dos testes baseado na estatistica LR e conforme aumentamos os
graus de liberdade, temos, para pequenas amostras, que os testes baseados

em LR* apresentam, em geral, taxas de rejeicao mais distantes do nivel nomi-
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nal considerado. Os testes baseados nas estatisticas LR,, e LR} apresentam
taxas de rejeicao bastante proximas quando v = 4 e 10, tanto para amos-
tras de tamanho pequeno quanto para tamanhos amostrais grandes. Quando
v = 30, os testes baseados em LR, e LR para pequenas amostras apresen-
tam, de forma geral, carater liberal e conforme o tamanho amostral cresce,
os testes baseados em LR, e LR} apresentam carater conservativo, exceto
para quando n = 50, quando os testes baseados nas estatisticas supracitadas
apresentam, de forma geral, carater liberal. Podemos observar ainda que,
em geral, para o modelo Exponencial poténcia, os testes baseados em LR e
LR* sao bastante liberais, enquanto que os testes baseados em LR,, e LR,
sao conservativos, no mais, apresentam taxas de rejeicao mais préximas dos
niveis nominais adotados.

A fim de analisar a influéncia do nimero de parametros de perturbagao
no desempenho dos testes, fixamos o tamanho amostral em n = 35, o nimero
de parametros de interesse em g = 2 e variamos o nimero de parametros de
perturbagao (p). Na Tabela 4.2, encontram-se os resultados das simulagoes
para os cenarios descritos acima para os modelos sob estudo, isto é, modelo
t—Student com 4 graus de liberdade e modelo Exponencial poténcia com
k = 0,3. Podemos observar que os testes baseados em LR sao liberais e a
medida que o nimero de parametros de perturbacao aumenta, a distor¢ao do
tamanho dos testes aumenta consideravelmente, por exemplo, para o modelo
t—Student quando p = 5 e a = 5%, temos que a taxa de rejeicao do teste
baseado em LR ¢ 14%, ou seja, maior que o dobro do valor nominal consi-
derado. Ainda para a mesma situacao, considerando o modelo Exponencial
poténcia, temos que a taxa de rejeicao excede 13%. A correcao de Bartlett
aplicada ao teste usual tende a atenuar sua tendéncia liberal, de modo que
o teste da razao de verossimilhancas corrigido apresenta menor distor¢ao de
tamanho do que o teste baseado em LR. Considerando a mesma situagao
exemplificada acima, temos que as taxas de rejeicao do teste corrigido para
os modelos t-Student e Exponencial poténcia sao de 5,7% e 6, 4%, respecti-

vamente. Assim como o teste usual, podemos observar que a distor¢ao do
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tamanho dos testes corrigidos aumentam conforme o nimero de parametros
de perturbagao aumenta. O teste da razao de verossimilhancas perfiladas
modificadas tende a corrigir a tendéncia liberal do teste usual, apresentando,
em geral, taxas de rejeicao ligeiramente superiores aos niveis nominais, para
o modelo ¢-Student. Para o modelo Exponencial poténcia, temos que o teste
baseado em LR,, é, em geral, ligeiramente conservador. Novamente para
p =5 ea = 5%, temos as taxas de rejeicao do teste baseado em LR,
para os modelos t—Student e Exponencial poténcia sao de 5,1% e 4, 9%, res-
pectivamente. A corregao de Bartlett aplicada a este teste, de forma geral,
aproxima ainda mais as taxas de rejeicao aos tamanhos nominais do teste,
para o modelo t-Student, enquanto que para o modelo Exponencial poténcia
apresenta menor impacto, uma vez que, em geral, o teste baseado em LR,
para este modelo ¢é ligeiramente conservativo. Ainda quando p =5 e a = 5%,
temos que a taxa de rejei¢ao do teste baseado em LR é 5%, para o modelo
t—Student, e 4,8%, para o modelo Exponencial poténcia.

Em suma, temos que, de forma geral, o teste usual apresenta tendéncia
liberal e conforme o nimero de parametros de perturbacao aumenta, a taxa
de rejeicao deste teste aumenta. A correcao de Bartlett aplicada a este teste
apresenta taxas de rejeicao proximas aos niveis nominais, e assim como o
teste usual, conforme aumenta-se o nimero de parametros de perturbagao,
as taxas de rejeicao da hipotese nula deste teste aumenta. Em contrapartida,
temos que os testes baseados em LR,, e LR, nao sao tao sensiveis ao au-
mento do nimero de parametros de perturbacao, isto é, as taxas de rejeicao
dos referidos testes permanecem estaveis conforme aumenta-se o nimero de
parametros de perturbacao. Para o modelo t—Student pode-se observar que
entre os testes corrigidos aquele que apresentou, de forma geral, taxas de
rejeicao mais proximas dos niveis nominais adotados foi o teste baseado na
estatistica LR;,. Para o modelo Exponencial poténcia, o teste baseado na
estatistica LR* apresentou carater ligeiramente liberal, enquanto que o teste
baseado na estatistica LR}, apresentou-se ligeiramente conservativo.

Na Tabela 4.3 avaliamos a influéncia do nimero de parametros de inte-
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resse nos modelos em estudo, isto é, apresentamos as taxas de rejeicao dos
testes sob investigagao para os modelos em estudo quando n =35, p =3 e q
variando entre 2 e 6. Notamos que os comportamentos dos quatros testes
foram bastante similares aos observados quando aumentamos o nimero de
parametros de perturbacgao, sendo o teste mais afetado com o aumento do
nimero de parametros que define a heteroscedasticidade o teste da razao
de verossimilhangas usual. Os demais testes apresentaram tamanhos mais
proximos dos respectivos niveis nominais considerados, entretanto, o teste
baseado em LR, apresentou-se ligeiramente liberal conforme o niimero de
parametros de interesse aumenta para o modelo t—Student. Para o mo-
delo Exponencial poténcia, os testes baseados nas estatisticas LR, e LR},
apresentam-se ligeiramente conservativos e a corregao de Bartlett aplicada a
estatistica LR, teve, em geral, menor impacto, isto ¢, as taxas de rejeicao
dos testes baseados nas estatisticas LR,, e LR} apresentaram diferenca pe-
quena. As conclusoes obtidas a partir da Tabela 4.2 também se verificam
aqui. Como ilustragao, considerando ¢ = 4 e a = 1,0%, temos que as ta-
xas de rejeicao dos testes baseados nas estatisticas LR, LR*, LR,, e LR},
sao, respectivamente, 4,1%, 1,3%, 1,1% e 0,9%, para o modelo t-Student,
e 3,3%, 1,4%, 0,9% e 0,9%, para o modelo Exponencial poténcia.

Nas Tabelas 4.4 e 4.5 sao apresentados os resultados obtidos a partir da
hipotese alternativa Hy : 7 = v = v3 # 0, isto é, heteroscedasticidade,
para o modelo t—Student e Exponencial poténcia, respectivamente, quando
n =235 ¢g=3,p=>5 a=10% e diferentes valores de v; = v = v3 = 7,
com ~ variando entre 0,1 e 1,0. Tendo em vista a tendéncia liberal dos testes
baseados nas estatisticas LR e LR*, as simulacoes foram realizadas com os
valores criticos estimados em vez dos valores tabelados para que todos os
testes pudessem ter o mesmo tamanho. A partir destes resultados, obser-
vamos para todos os modelos considerados o poder dos testes baseados nas
estatisticas LR,, e LR}, sao semelhantes e superiores aos testes baseados em
LR e LR*. A exemplo, considerando o modelo t-Student quando p = 5 e
0 = 0,5, as estimativas dos poderes dos testes baseados em LR, LR*, LR,
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e LR}, sao, respectivamente, 49, 2%, 49,4%, 79,7% e 79, 7%. Considerando
o mesmo cenario para o modelo Exponencial poténcia, temos que as estima-
tivas dos poderes para os testes baseados em LR, LR*, LR, e LR} sao,
respectivamente, 76,8%, 76, 7%, 86,8% e 86,9%.

A fim de avaliar a aproximacao assintotica dos testes baseados em LR,
LR*, LR,, e LR}, apresentamos nas Figuras 4.1 e 4.2 os gréaficos das discre-
pancias relativas entre os quantis assintoticos e os quantis assintoticos das
estatisticas dos quatro testes sob estudo contra os quantis assintéticos para
os modelos t-Student e Exponencial poténcia, respectivamente. Definimos

discrepancia relativa como

ST(1—a) = x3(1 —a)
xX3(1—a) ’

onde ST denota a estatistica do teste (LR, LR*, LR,, ou LR , conforme

m?

o caso), ST(1 — a) denota o quantil amostral de ordem (1 — «) do conjunto
de valores simulados da estatistica de teste e x3(1 — «) representa o corres-
pondente quantil da distribuigao x3. Nesse contexto, quao mais proxima da
ordenada nula estiver a curva, melhor é a aproximacao assintética utilizada
no teste.

Analisando a Figura 4.1, constatamos que a curva de discrepancia de
quantis da estatistica LR esta bem distante da ordenada nula e conforme o
valor do quantil assintético aumenta, a discrepéancia relativa tende a se esta-
bilizar em torno de 57%, ratificando a tendéncia liberal do teste baseado na
estatistica LR. A curva de discrepancia relativa da estatistica L R* apresenta-
se mais proxima da ordenada nula, se comparada com a curva da estatistica
LR. Notamos também que a curva de LR* apresenta-se estavel em torno de
11%, confirmando que o teste baseado nesta estatistica é liberal. Podemos
observar também que as curvas de discrepancias de quantis das estatisticas
LR,, e LR}, sao bem mais proximas do eixo horizontal de ordenada nula e
que conforme aumenta-se o valor dos quantis, tais discrepancias alteram-se
muito pouco, com as curvas flutuando ao redor da ordenada nula.

Na Figura 4.2, podemos observar que a curva de discrepancia de quantis
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da estatistica LR, assim como para o modelo t-Student, estd bem distante
e acima da ordenada nula. Diferentemente do observado na Figura 4.1, a
discrepancia de quantis da estatistica LR aumenta ligeiramente conforme
aumenta-se o valor do quantil assintético. A curva de discrepancia relativa da
estatistica LR* apresenta-se estavel, em torno de 14%, conforme aumenta-se
o valor do quantil assintotico. As curvas das estatisticas LR e LR* ratificam
que os testes baseados nestas estatisticas sao liberais. As curvas de discre-
pancia de quantis das estatisticas LR,, e LR, praticamente se sobrepoem e
para valores de quantis entre 0 e 2 as curvas de discrepancia relativa das esta-
tisticas LR e LR* apresentam um crescimento acelerado, enquanto que para
valores de quantis acima de 2 essas curvas apresentam-se mais estaveis. Veri-
ficamos ainda que essas curvas estao abaixo da ordenada nula, confirmando

que estes testes sao conservativos.
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Figura 4.1: Grdfico das discrepincias relativas de quantis - Modelo t-Student
comv=4n=35p=>5eq=3.
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Figura 4.2: Grdfico das discrepdncias relativas de quantis - Modelo Exponen-
cial poténcia com k =0,3; n =35, p=>5eq=3.
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Tabela 4.1: Tamanho dos testes - Modelo t-Student com v = 4,10 e 30 e Expo-
nencial poténcia com k = 0,3; p = 3, ¢ = 3 e diversos valores para n.
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Tabela 4.2: Tamanho dos testes para os Modelo t-Student com v = 4 e Expo-
nencial poténcia com k = 0,3; ambos com n = 35, ¢ = 2 e diversos valores para

p.

Modelo Modelo
T-student 4 gl Exponencial Poténcia

o' [ LR LR* LR, LR}, LR LR* LR, LR,
2 1,1 0,5 0,6 0,5 1,0 0,6 0,5 0,5

3 L,5 0,5 0,5 0,5 1,2 0,4 0,4 0,4

0,5% 4 2,5 0,4 0,5 0,5 2,0 0,5 0,5 0,5
) 3,2 0,4 0,5 0,5 2,8 0,6 0,3 0,3

6 4,0 0,8 0,6 0,5 3,8 0,8 0,5 0,5

2 ,9 0,9 1,2 1,1 1,7 1,0 1,0 0,9

3 2,6 0,8 0,9 0,8 2,3 0,9 0,8 0,8

1% 4 3,7 0,9 0,9 0,9 3,2 1,1 1,0 1,0
) 5,0 1,1 1,1 0,9 43 1,8 0,9 0,8

6 6,0 1,3 1,1 1,0 5,7 1,7 0,9 0,9

2 7,0 44 50 4,7 7,1 49 52 51

3 9,2 4,6 5,1 4,8 8,2 4,9 4,6 4,5

5% 4 11,1 5,1 5,5 5,2 10,3 5,4 4,7 4,5
5) 14,0 5,7 5,1 5,0 13,1 6,4 4,9 4,8

6 16,0 5,9 5,2 5,0 16,2 7,3 5,1 5,0

2 12,9 89 9,9 95 12,4 9,7 10,0 9,8

3 16,0 9,7 10,6 10,2 14,5 10,0 9,7 9,5

10% 4 19,0 10,0 10,2 10,0 17,4 10,8 10,0 9,8
5) 22,0 11,2 10,3 10,0 21,2 12,2 10,3 10,0

6 24,9 11,6 10,2 9,8 24,6 14,0 10,5 10,3
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Tabela 4.3: Tamanho dos testes para os Modelo t-Student com v = 4 e Expo-
nencial poténcia com k = 0,3; ambos com n = 35, p = 3 e diversos valores para

q.

Modelo Modelo
T-student 4 gl Exponencial Poténcia

o' q LR LR* LR, LR}, LR LR* LR, LR,
2 1,5 0,5 0,5 0,5 1,2 0,4 0,4 0,4

3 1,6 0,5 0,6 0,5 1,6 0,6 0,4 0,3

0,5% 4 2,7 0,5 0,6 0,5 2,2 0,7 0,4 0,3
) 3,2 0,6 0,7 0,5 2,2 0,7 0,3 0,3

6 3,1 0,6 0,5 0,4 2,6 0,8 0,4 0,4

2 2,6 0,8 0,9 0,8 2,3 0,9 08 0,8

3 2,8 1,0 1,0 1,0 28 1,1 0,9 0,9

1% 4 41 1,3 1,1 0,9 3,3 1,4 0,9 09
) 5,2 1,4 1,3 1,1 3,8 1,4 0,7 0,7

6 5,1 1,3 1,2 0,9 42 1,6 0,7 0,6

2 9,2 46 5,1 4,8 8,2 49 46 4,5

3 9,4 46 5,0 4,6 9,9 5,7 53 5,0

5% 4 12,0 5,9 5,6 5,1 10,7 6,0 4,3 4,1
5) 14,7 6,1 6,3 5,5 11,8 6,4 4,4 4,2

6 14,8 6,5 5,8 4,9 13,9 7,3 40 3,8

2 16,0 9,7 10,6 10,2 14,5 10,0 9,7 9,5

3 16,5 9,4 10,4 9,9 17,2 10,9 10,1 9,8

10% 4 19,7 10,8 10,8 10,0 18,2 11,2 8,9 8§,6
5) 21,9 11,8 11,9 10,6 19,7 12,0 9,0 8,5

6 22,9 11,9 11,5 10,0 22,1 13,6 8,7 8,1
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Tabela 4.4: Poder dos testes - Modelo ¢-Student com v =4, p=5, ¢ =3, n =35
e a=10%.

p=2>

ol LR LR* LR,, LR},
0,1 83 85 13,3 13,3
0,2 10,9 10,5 24,5 24,6
0,3 17,9 18,8 43,6 43,6
0,4 31,0 31,0 63,4 63,4
0,5 49,2 49,4 79,7 79,7
0,6 68,5 68,5 91,3 91,3
0,7 80,7 80,7 95,8 95,8
0,8 92,6 92,9 99,1 99,1
0,9 97,1 97,3 99,7 99,7
1,0 99,4 99,4 99,9 99,9

Tabela 4.5: Poder dos testes - Modelo Exponencial poténcia com k = 0, 3; p = 5,
g=3,n=35¢ea=10%.

p=>5

v LR LR* LR, LR},
0,1 10,9 10,6 10,5 10,6
0,2 16,4 16,0 23,2 23,2
0,3 28,5 28,5 42,2 42,2
0,4 59,7 59,9 75,1 75,1
0,5 76,8 76,7 86,8 86,9
0,6 88,6 89,0 93,8 93,8
0,7 97,8 97,8 98,9 98,9
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CAPITULO b

Consideracdes finais

A principal contribuigao teodrica desta dissertagao concentra-se no Capi-
tulo 3, onde obtivemos uma expressao geral para o aperfeicoamento do teste
da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas com base no ajuste pro-
posto por Cox e Reid (1987) para qualquer classe de modelos em que os
parametros que o compoem sejam ortogonais e que siga a mesma particao do
vetor de parametros adotada nesta dissertacao e ainda derivamos um fator
de correcao de Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado na
estatistica da razao de verossimilhancas perfiladas modificadas (LR,,) nos
modelos nao lineares simétricos heteroscedasticos.

No Quinto Capitulo, realizamos um estudo de simulacao de Monte Carlo
a fim de avaliar o desempenho dos testes baseados na estatistica da razao de
verossimilhangas (LR), em sua versao corrigida via Bartlett (LR*), na esta-
tistica da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (LR,,) e em sua
respectiva versao corrigida via Bartlett (LR},). O estudo de simulagdo para
o teste baseado na estatistica LR* também é contribuicao desta dissertacao,
uma vez que na literatura apenas foi proposto o fator de correcao para a
estatistica em questao. A partir dos resultados obtidos verificamos que para

todos os modelos considerados o teste da razao de verossimilhangas (baseado
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na estatistica LR) é bastante liberal, conduzindo a taxas de rejeigdo da hi-
potese nula de homoscedasticidade superiores aos niveis nominais adotados.
O teste da razao de verossimilhangas corrigido via DiCiccio e Stern (baseado
em LR*) tende a atenuar a tendéncia liberal do teste usual, trazendo a taxa
de rejeicao de Hy para um valor mais préximo do nivel nominal adotado.
Entrentanto, conforme aumentamos o nimero de parametros de perturbacao
ou de parametros de interesse, o teste baseado em LR* apresentou taxas de
rejeicao de Hy superiores aos niveis nominais adotados, assim, mostrando-se
sensivel ao aumento do niimero de parametros de interesse e de perturbacao,
além disso, de carater liberal.

O teste da razao de verossimilhangas perfiladas modificadas (baseado em
LR,,) apresentou-se eficiente, corrigindo a tendéncia liberal do teste baseado
na estatistica LR. Conforme aumentamos os tamanhos amostrais, o teste
baseado na estatistica LR,, apresentou, de forma geral, taxas de rejeicao
bastante proximas aos niveis nominais adotados. A medida que aumenta-
mos o nimero de pardmetros de perturbagao ou de interesse, as taxas de
rejeicao do teste baseado em LR, nao se alteraram, mostrando que o teste
baseado em LR,, nao é sensivel a estes aumentos. No mais, em geral, o
teste baseado em LR, ainda mostrou-se ligeiramente liberal, principalmente
para o modelo t-Student. O teste da razao de verossimilhangas perfiladas
modificadas corrigido (baseado na estatistica LR},) conduziu a taxas de re-
jeicao da hipotese ainda mais proximas dos niveis nominais adotados, para o
modelo t—Student. Assim como no teste baseado em LR,,, conforme aumen-
tamos o tamanho amostral, o teste baseado em LR} apresentou, de forma
geral, taxas proximas aos niveis nominais adotados. Conforme aumentamos
o numero de parametros de interesse ou de perturbacao, o teste baseado em
LR}, apresentou comportamento similar ao apresentado pelo teste baseado
em LR, Para o modelo exponencial poténcia, temos que, de modo geral,
quando aumentamos o tamanho amostral e também quando aumentamos o
nimero de parametros de interesse ou de perturbagao, os testes baseados nas

estatisticas LR,, e LR} mostraram-se conservadores, apresentando taxas de
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rejeicao da hipotese nula inferiores aos niveis nominais considerados. Foi pos-
sivel observar também que para o modelo Exponencial poténcia, o impacto
da correcao de Bartlett foi, de modo geral, reduzido, uma vez que o teste ba-
seado na estatistica LR,, ja apresetava carater conservativo. Em relagao aos
poderes dos testes, os testes baseados em LR, e LR}, apresentaram poder
semelhante e mostraram-se mais poderosos do que os testes baseados em LR
e LR*.

Em suma, dentre as estatisticas nao corrigidas apresentadas nesta disser-
tagao, temos que a estatistica LR, produziu um melhor teste de heterosce-
dasticidade, dentre as estatisticas corrigidas, a estatistica LR;, produziu um
melhor teste de heteroscedasticidade e dentre as estatisticas LR, e LR}, a

estatistica LR}, produziu um melhor teste de heteroscedasticidade.
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APENDICE A

Calculo dos cumulantes

Considere o modelo nao linear simétrico heteroscedéstico apresentado na Se-
cao 2.2. Neste apéndice, apresentamos a obtencao de algumas derivadas do
logaritmo da funcao de verossimilhanca dos parametros do modelo em es-
tudo, alguns cumulantes da log-verossimilhanca e suas respectivas derivadas,
necessarios para o calculo do fator de correcao de Bartlett proposto por Di-
Ciccio e Stern (1994). Para isto, faremos uso das notagoes definidas nas
Secoes 2.3 e 3.2.

A.1 Derivadas do logaritmo da funcao de ve-
rossimilhanca

Considere o logaritmo da fungao de verossimilhancga [(6) definido em (2.5).
Diferenciando 1(0) em relagdo aos componentes do vetor de parametros /3,

obtemos:

ey

= >t (—ﬁ) Z\;g)l |

)
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Procedendo de forma anéloga, podemos obter as derivadas de segunda, ter-

ceira e quarta ordem de (@) com relacao a B da seguinte maneira:

e @) (__>
Ui = 9B;08, Zt(zi) Zt
= Zt(Q) L Zt

i

031(9) 1 .
Ujtm = m = zl:tgf) <_ﬁ) —i-zt (jm,0); + (4,lm);}
1
- ZtE”) (_W) (m) Zt

= —Z o 3/2 (3, 1, m)i +Zt<z>¢ Gma 1) + (G, Im); + (1, m):}

— Zt(zz jlm

(§
U, 0'1(6)
jlmn 8ﬁ]85laﬁmaﬂn
1 . 1 . . '
_ Ztﬁ;‘3>¢—g(3,z,m,n>i— A tgz)m{(]n,l,m)i—i—(]Jn,m)i_,_(j’l’mn)i}

Iy : : 1.

+ (jm, ln) (jn,Im); + (j,lmn) (jln,m); + (jl,mn);}
+ Zt )¢ (jlm, n); Zt )\/_jlmn)

Agora derivando [(€) com rela¢ao aos componentes do vetor =, obtemos:

Yo = a% - Z { 90, an a%} - Z { 92 06, 0m, 07,
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Procedendo de forma anéloga, podemos obter as derivadas de segunda, ter-

ceira e quarta ordem de (@) com relac¢ao a v da seguinte maneira:

2
U, — 0%1(0)
aIYaa’Vb
h” h: 1 h;
— _—Z Z g > (a,b); + Z—thEiz)zf—g(a,b)i
h’2 hy 1 n;
+ —Zt Ztg)) sy (a,b); + QZtES) > L(a,b);,
2?10
v, - U8
9720707
h/// 3 h/h// h/3
— _—Z (a,b,c); Z g (a,b,c)i—z¢3(ab0)
3 by 2hihi’
- —Zt abc ——Zt(zz —i— Zt (a,b,c);
15 (1) h/3 h/h//
_g t. ¢3abc Zt \Zi (a,b,c);
1 nY’
- 5 tEiz)ZZE(a’ b7 C)z
e
04()
Usbed = YV S v
% 7607:0Va
h//// / /// 3 "2
— Z¢abcd +2Z a,b,c,d); + Z¢2(abcd)
h/2h//
_62 (a,b,c,d); +3Z¢4abcd 16215 abcd)l
h/2 //
—I——Zt z—abcd»——Zt 2; “(a,b,c,d);
87 h/4 27 h’zh”
+ 16 t ¢4 (a b ¢ d) 4 Ztg)) < ¢3 (Cl,b, Cy d)z

// / //

—|——Zt 2abcd —I—Zt 2”abcd)
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105 /. 45 2R
+ Zt“ a.b,e.d); — — tEi))Z g L(a,b,c,d);

(1) h/h///
+—Zt(z)1¢2abcd —|—3Zt (a,b,c,d);

////

- —Ztﬁ)zz (a,b,c,d);.

Para obter alguns cumulantes mistos, calculamos as seguintes derivadas

mistas:
2’1(0) 1 @ N
Uja - 85]6% - ézt( )Z1¢3/2 ‘7’ Zt 3/2 .]7
231(0) 1 3) 2 h!2
atj = Hoa-ar = 1) tenri 5pl@ )
Uar 07.070; 42 (z) % ¢3/2 (a,b,7)

i

- _Zt )% 5/2ab7 Zt )i 5/2ab‘7)
_ _Z Zt Zi—rs 5/2 ab])
+ _Z 5/2 Zt P 5/2 (a,7);
h12
_ _Zt 5/2 ab,j)i,
8?’[
Uja = m___zt o) 1(;52 (U, 1, a)i Zt(z ¢2 Jla

+ —Zt Zi—m 3/2 (51, a); Zt 3/2 (jl,a);

o'l(6
Uiy = ——0t—— t (G,l,a,b
e aﬁjaﬁz(ma% Z o)

h;
Zt zl¢3 (7,1,a,b); Zt z2¢2 (7,1,a,b);
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- Zt —L(j,1,a,b); +22t§§> -t j,l,a,b),-
cb ) ¢

- _Zt 5/2 Jl a,b); Ztg)) Zi 5/2 ]l a,b);

+ —Zt 2i—= 3/2 ]l a,b); Zt ) 3/2 jl a,b);

h/2
— —Zt 5/2 (jl,a,b);.

A.2 Calculo dos Cumulantes

Tomando a esperanca das derivadas de segunda, terceira e quarta ordem
com relagao aos parametros [ e « calculadas acima, obtemos os seguintes

cumulantes:

1 .
Ait = 0(0,1,0,0,0) Z a(], 1),
1 ) )
Ajtm = 0(0,1,0,0,0) Z % (Im,1); + (4, Im); + (51, m);},
)\jlmn = 5(0,0,0,1,0) Z ?(]a l7 m, n)z {(]mv l)z + (]7 lm)l + (.]l7 m)z} ;

) —1 2
Ny = Mzh (a,b);.

4 ¢?
3(0(0,1,0,0,2)-1) hih!
Aabe = ( i ) Z P (a,b,c);,
(7 — 6(0,0,1,03) — 99(0,1,0,0,2)) %
i ( )8 : Z 3 (a,b,c)s,
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h/h// 3 h//2
)\abcd:—z (a,b,c,d); Z¢2(abcd)

h/fh;f 5T~ Ii
+ ZZ 7 (a,b,¢,d); — Z¢4( a,b,c,d);,

! i %
+ 1—65(0,0,0,4,4) Z E(a’ b,c,d); + 55(0,0,1,0,3) ; gb_f(a? b,c,d);,

h’2h” 87 it
- —500103)2 (a,b,c,d); + 65(0,1707022¢4(abcd)
27 h’?h’.’ 3 B2
— Zé 0,1,0,0,2) Z ;)3 “(a,b,c,d); + 15(0,1,0,0,2) Z gb—;(a, b,c,d);,
h/h//
+ (5(0’1,0702 Z ¢2 ((I b C, d)

i

1 n? 7 R
Ajlab = 15(0,0,0,1,2) Z E(j’ l,a,b); + 15(0,0,1,0,1) ; 3 (4.1, a,b);

L n
-3 00101)Z¢2 Jrl,a,0); — 501000 Z(b_;(jalvaab)i

h/2
+ 01000)2 ],l,ab

A.3 Derivadas dos Cumulantes

Nesta secao encontram-se as derivadas dos cumulantes necessarias ao calculo

do fator de corregao ¢, com relagao aos componentes de 3 e ~.
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APENDICE B

Valores dos §'s

Neste apéndice encontram-se os valores dos ¢'s associados & corre¢ao de Bar-
tlett para algumas distribui¢oes pertencentes a classe dos modelos simétri-
cos. Estes valores foram obtidos por Uribe-Opazo (1997). As notagdes t’(“Zi) e
O(ap,c,de) €Stao definidas na Segao 2.3 e neste estudo consideramos z; = %7

com p; = f(xs; 8).

B.1 Distribuicao Normal

Seja y; ~ N (p;, ;) com fungao de densidade da forma

1 1 (yi - Mz‘)z
o exp {—§—¢i } , ¥ € R,

para 3 € IR? e ¢ > 0. O logaritmo da fungao de verossimilhanca é expresso

W(yiyﬁia¢i) =

por

(B.7) = —5 D oo+ D 1(=),
=1 =1

com t(z;) = —22/2. Por defini¢io t*) = 9%t/9z* logo,

4®)

L@
by =1

2 _ _
t 1 (=)

) = &ty = =0.
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Como z ~ N(0,1), temos que

02,0000 = 1, 000010 = 0, 21004 = —16,
02,1000 = —1, 0000012 0, 930003 = —15,
000100 = 0, d01000 = —1, 21002 = -3,
0(0,0,1,08) = 0, du1000 = 1, 010100 = 0,
040002 = 15, 920002 = 3, 900014 = 0,
04,0004 = 105, 030001 = —3, 901002 = —L

B.2 Distribuicao de Cauchy

Seja y; ~ C (i, ¢;) com funcdo densidade dada da forma

™ (i 1) = ——

i

(i — )]
H%] .

para B € R e ¢ > 0. O logaritmo da funcao de verossimilhanca é dado por

(B) = —5 D Togot D t(z),
=1 =1

onde t(z;) = log (% 1+ 22]_1> . Assim, temos que

(1)
t(Zi) = 228,
tgzz)i) = 25 + 42752,
tg?i) = 1225% + 162°s*
(4

( .

onde s é dado na Tabela 2.2. Considerando que z ~ Cauchy(0, 1), entao

2? ~ F(1,1), portanto:

02,0000 = 1/2, 600010 = 3/4, 0@1004 = 15/8,
021,000 = —1/8, o012 = —3/4, 030003 = —5/2,
800101 = 1/2, d01000 = —1/2, d@1002 = —3/4,
800103 = —1/2, 6a1001) = 0, du0100 = 1/8,
010002 =  95/8, 20002 = 3/2, d00014 = 3/4,
0(4,0004) = 35/8, biooon = —1/2, dpi002 = 1/2.
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B.3 Distribuicao t-Student

Seja y; ~ t (1, ¢;, v) com a fungao densidade da forma

v+1

v/2 AT
V_’_(yz ILLZ)] 7yl€IR7

v

™ (Yis iy G V) = Vé:B (1/2,v/2)

?;
onde B €IRP, ¢ >0, >0e B(-) é a fun¢ao beta . O logaritmo da fungao

de verossimilhanca tem a forma

(B7) = —5 D Togo+ D t(z),
=1 =1

4 —(v+1)
com t(z;) = log (W v+ 27 2 ) Derivando ¢; com relagao a z;,
temos
n _
t(Zl) = 2zs,
2.2
2 8z%s
t( ) = 2s + 41/ T
24 64
t@) _ 2 2383,
vov+1 v+1

(4) 24, 384 5 4 68 4 4

A

S M S AN VRS A
onde s é dado na Tabela 2.2.

Considerando que z ~ #(0,1,v), temos 2% ~ F(1,v), portanto:
6

v+1 v+1)(v+2
0(2,0,000) = EV+3§, 0(0,00,1,0) = W,

_ _—(1)’(v+2) _ 6 v—19 120
0210000 = TerBeined): 000012 = Gy (V+5)+(u+5)(y+7)>’
0(0,0,,01) = —SEZE;EZﬁ;, 001000 = —43,

6(3v—>5) (v+1)(v—1)
000108 = Grseta), 001,1,001) = (35)(v48)”

15(v+1 v+1
0010002 = W d@0002) = 373

_ —6(v+1)(v+2 _ 3—v
01,0100 = W; 0(0,1,002) = ,,—H(, .

_ 3(v+1)“(3—v _ —3(r+1
021002 = W7 0(3,0001) = —(V+5)(,E+3));3

—15(v+1 105(v+1
0(30008) = Tra0 T3’ 0(40004) = TIHOIHETT’
S _ 18(v?—28v+35)
0.00L4) = GR35 (p+7)
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B.4 Distribuicao t-Student generalizada

Seja y; ~ tG (yi; i, V&5, v, w) com fungao densidade da forma

r+1

21 2
w—i——(yZ gb-m) ] , i € IR,

r/2

i (y“““ Voir. w) - @371/2,7«/2)

onde r, w >0, B €IRP e ¢ > 0. O logaritmo da fungao de verossimilhanga

tem a forma

=1 =1

z —(r+1)
onde t(z;) = log (B(L [w + 27] 2 ) . As derivadas de ¢ com relagao a

1/2,r/2)
Z; Sao

tgzz) = 2zs,
2.2
2) B 8z%s
t(zi) =2t r+1’
24 64
t(3) _ 24 z3s3,

onde s é dado na Tabela 2.2.

Considerando que z ~ tG(0, 1,7, w), temos

NG

u = ——z~1(0,1,w) UZLZQNF(l,T>.

Vw w

Logo,

E[Zkam] —

(—i;)m (2k+1r+k(m—k)

=0,1,2,....
wnkB(1/2,1/2) 2 2 ) mehhs

Assim, temos que os ¢'s sao dados por
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5 o T(T+1) 5 _ 6(7"+1)(T+2)
(2,0,0,0,0) — w(r+3)’ (0,0,0,1,0) — w2(r+5)(r+7)°
S . —r(r+1)3(r+2) S _ 6r((r=19)(r+7)+120)
(2,1,0,00) = 3w(2 (r+)5()(r+)7)(r+3)’ (0,0,0,1,2) = w(z"+3))(r+5)(r+7) )
6r(r+1)(v+2 r(r+1
5(0,0,1,0,1) = Las) () 5(0,1,0,0,0) = - w(r;_g) )
o 6(3r—>5) o r(rs—1)
0(0,0,1,03) = m,ﬁ 0(1,1,001) = W;
_ 157 (r+1 . r+1
5(4,0,0,0,2) = W’ 5(2,0,0,0,2) = 3 (r3)°
_ —=6(r+1)(r+2 33—
5(1,0,1,0,0) = W7) 5(0,1,0,0,2) = H_gv( -
_ =3r(r+1)*(3—r _ —3r(r+1
5(2,1,0,0,2) = W; 5(3,0,0,0,1) = Wm’
—15(r+1 105(r+1
5(3,0,0,0,3) = 5)(13)’ 5(4,0,0,0,4) = T3
S _18(r2—28r+35)
©0014) = TEGEa)r+n”

B.5 Distribuicao Logistica I

Seja y; ~ LI (u;, ;) com fungao de densidade dada por

(yi—pi)®
c exp{—yT}

T (Y, pir &) = Vi (1 + exp {_M}>

2 ylEIRJ

7

onde ¢ &~ 1,484300029, B3 € IR? e ¢ > 0. O logaritmo da funcao de

verossimilhanca é dado por

(B7) = —5 D Togit D t(z),
=1 =1

2
com t(z;) = log (16 — ) As derivadas de t com relacao & z; sao dadas por
+e 7i

5 = 2zs,

=25+ 22%(s? — 1),

3

Zz) =62(s — 1) +427s(s* — 1),

) = 6(s* — 1) + 2452%(s* — 1) + 42*(s* — 1)(3s* — 1),

onde s é dado na Tabela 2.2.
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Considerando que z ~ LI(0,1) e

1 1 =t
E [ersm} = (—l)mg/ <log (ﬂ>) w"dw, para m=0,1,2,---,
0

1—w
22
e
(1—&-6*22)2 ’
Assim, os §’s sao dados por

onde w =1 —

020000 =  1,477240176, (0010 ~  4,259052264,
02,1000 ~  4,153806544, dp012 ~  2,65931983,
6(0,0,1,0,1) ~ _1, 27916363, (5(0,170’070) ~ —1, 477240176,
00,0,1,03 ~ —0,508877866, d(1,100,1) ~  2,756409976,
04,0002 =~  46,76577389, dp0002 =~  4,013783934,
0(1,01,000 ~ —4,259052264, d01,002 =~ —2,013783934,
021002 =~ —10,92854975, 0300010 ~ 46, 76577386,
03,0003 =~ —2512989577, d0004) ~  206,1514675,
0(0,00,1,4) = 4,135810.

B.6 Distribuicao Logistica II

Seja y; ~ LII(u;, ¢;) com fungao de densidade dada por

(yi—pi)®
1 eXP{—yT}

T (Y, pir §i) = Vi (1 + exp {_M})

7

2 ylEIRJ

com B € IR e ¢ > 0. O logaritmo da fungao de verossimilhanca é dado por

(B.y) =5 log i+ D 1(z1),
=1 =1

onde t(z;) = log (ﬁ) . As derivadas de t com relagao a z; s@o
+e %

t(l) _ 1—¢7
G) = Tyer
t(2) _ —2e*
(#i) (1+ 62)27
t(3) _ 2(€2z _ ez)
(#i) (1 + ez)S )
NON —2(e% — 4e?* + ¢?)
(i) (1 + ez>4

o7



As expressoes para os d's podem ser obtidas dos resultados desenvolvidos
em Uribe-opazo (1997) para a distribuicao logistica generalizada com m = 1

e a = 1. Temos que

02,0000 = 1/3, 0010 = 1/15,
02,1000 = ~1/15, 6000012 = —0,11401,
0(0,0,1,01) = 1/6, 00,1000 = —1/3,
00,0,1,03) = 0,64493, da,1001) ~ 1/6,
04,0002 ~  1,99131, 020002 ~  2,42996,
0(1,0,1,00) = ~1/5, 801002 =~ —0,42996,
01002 ~ —0,21932, 030001 = —2/3,
030003 =~ —8,57974, Suo004) =~ 38,61046,
5(07070,174) ~ —1,14923.

B.7 Exponencial poténcia

Seja y; ~ EP(u;, ¢i, k) com fungao densidade dada por

C(k L[ (s — )27
T((yZ?/J/Z?¢Z> = ( )exp{—— {%} }7 inIR,

em que C(k)~' = D(1 + 2221040203 € RP, ¢; = h(z7), com ¢; > 0 e

—1 < k < 1. O logaritmo da fungao de verossimilhanca é dado por

1 n n
=1 =1

com #(z;) = —1|z|**¥. Deste modo, as quatro primeiras derivadas de t;

com relagao a z; sao dadas por

tay = —(1ik)2§*’]z, se —1<k<1,

tE§3> - _(11;:)22i_m, se k>0,

tgf) = %%ﬁs’f, se k< —1/3,

tg‘;?) - Rt —(fﬁl(lk; Sk)sz(iik), se k< —1/2.
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Os d's, para —1 < k < 1/2, sao dados por:

0(2,0,0,0,0)
5(2,1,0,0,0)
(0,0,1,0,1)
0(0,0,1,0,3)
0(4,0,0,0,2)
0(1,0,1,0,0)
0(2,1,0,0,2)

0(3,0,0,0,3)

0(0,0,0,1,4)

r(3*)

2k—1(1+k) 21“(%)
3(1=k)

)

(1—k)0 (24
(s

22’c L(14k)*
RL(%5¢)
2k=2(1+k) 3I‘( Ly’

2k(1—F)
(1+k)2 »

r(5")

2k— 3(1+k)4r(%)

k(1)

2k—1(14k)4 F(%)
(k—1)r (55~

2k=2(14+k)4T (551
SF( 7+k)

N

_ 2(1—k)k(1+3k)

(1+k)3

t)’

0(0,0,0,1,0)
5(0,0,0,1,2)
0(0,1,0,0,0)
0(1,1,0,0,1)
0(2,0,0,0,2)
5(0,1,0,0,2)
0(3,0,0,0,1)

0(4,0,0,0,4)

39

k(1-k)D( 35~
22k— 1(1+k)41"<
(%5

E(143k)T

T ok— 2(14k)4 F(il

—0(2,0,0,0,0)>
(1-k)r(352)
2’9*1(1+k)31“(%) ’

k+3
k+1°

_1-k
SR

r(5*)
—2k 2(1+ )311(%)7

161 ( 25k )

(1+k)*T(EFL)”
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