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Resumo
Nesta dissertação abordamos o desempenho do teste da razão de verossi-

milhanças usual e suas versões modificadas em pequenas amostras na classe
dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos (MNLSH), mais espe-
cificamente, nos modelos t−Student com 4 graus de liberdade e Exponencial
potência com parâmetro de forma k = 0, 3. Além do teste usual, são conside-
rados os testes baseados na estatística da razão de verossimilhanças corrigida
via Bartlett (1937), LR∗, na estatística da razão de verossimilhanças perfila-
das modificadas via Cox e Reid (1987), LRm, e sua respectiva versão corri-
gida via DiCiccio e Stern (1994), LR∗m. Desse modo, os objetivos principais
deste trabalho são obter um fator de correção de Bartlett para a estatística
LRm na classe dos MNLSH e realizar um estudo de simulação para avaliar o
desempenhos dos testes de hipóteses baseados na estatística da razão de ve-
rossimilhanças usual, LR, e nas estatísticas LR∗, LRm e LR∗m. Neste estudo
de simulação avaliamos o comportamento dos quatro testes em questão com
relação ao tamanho, poder e discrepância relativa de quantis em amostras de
tamanhos finitos e pode-se observar que, de modo geral, o teste baseado na
estatística LR∗m apresentou o melhor desempenho.

Palavras chave: Verossimilhança perfilada modificada; Teste da razão
de verossimilhanças; Correção de Bartlett.

vii



Abstract
This thesis addresses the performance of the usual likelihood ratio test and

its modified versions for small samples in a class of heteroskedastic symmetric
nonlinear models (MNLSH), more specifically, on the models Student-t with
4 degrees of freedom and power exponential with shape parameter k = 0, 3.
We consider the tests based on the likelihood ratio statistic, LR, its Bartlett-
corrected version (Bartlett, 1937), LR∗, the modified profile likelihood ratio
statistic, LRm, and its Bartlett-corrected version (DiCiccio Stern, 1994),
LR∗m. On this way, our main goal is derive a Bartlett adjustment to the mo-
dified profile likelihood ratio statistic for testing heteroskedasticity in a class
of MNLSH and perform a simulation study to evaluate the performance of
the tests based on the statistics LR, LR∗, LRm and LR∗m. In this simulation
study, we evaluated the behavior of this four tests in question with respect
to size, power and relative quantile discrepance in samples of finite size and
was observed that the test based on the LR∗m outperformed all the others
tests considered.

Keywords: Modified profile likelihood; likelihood ratio test; Bartlett
correction.
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CAPÍTULO 1

Introdução

A suposição de normalidade para os erros de modelos de regressão com

resposta contínua, embora seja muito atrativa, pode ser inadequada em al-

gumas situações, sobretudo se os dados a serem modelados apresentarem

observações extremas, também chamadas de observações aberrantes.

Sabe-se, na literatura, que a modelagem estatística assumindo distribui-

ção normal para os erros pode ser expressivamente influenciada pela presença

de observações aberrantes. Como alternativa à suposição de normalidade,

novos modelos menos sensíveis à presença de observações extremas têm sido

propostos na literatura. A família de distribuições simétricas fornece uma

extensão útil da distribuição normal para a modelagem estatística de dados

contendo observações aberrantes, uma vez que contempla distribuições com

caudas mais pesadas que as da distribuição normal, e tem sido frequente-

mente usada na literatura como uma extensão robusta do modelo normal

clássico. Grande parte desses resultados podem ser encontrados em Fang et

al. (1990) e Fang e Anderson (1990).

Ao modelar dados simétricos, frequentemente é assumida a suposição de

variância constante (homoscedasticidade). Entretanto, em diversas situações

práticas esta condição não é satisfeita. Sob heteroscedasticidade, Cysneiros
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et al. (2010) propuseram a classe dos modelos não lineares simétricos heteros-

cedásticos (MNLSH) e obtiveram uma correção de viés para os estimadores

de máxima verossimilhança desta classe de modelos. Brito (2009) obteve

uma correção de Bartlett para a estatística da razão de verosimilhanças para

os MNLSH e Nascimento (2010) obteve uma correção tipo-Bartlett para a

estatística escore para os MNLSH. Nesta direção, estamos interessados em

fazer inferências sob parte dos parâmetros do MNLSH. Tais parâmetros são

chamados de parâmetros de interesse, enquanto os demais são denominados

de parâmetros de perturbação.

Para modelos com parâmetros de perturbação é prática comum realizar

inferências baseando-se em uma pseudo-verossimilhança, que é uma função

da verossimilhança genuína envolvendo apenas os parâmetros de interesse.

Tal pseudo-verossimilhança, denominada verossimilhança perfilada, é obtida

substituindo o vetor de parâmetros de perturbação por uma estimativa con-

sistente na verossimilhança original. Por não se tratar de uma verossimi-

lhança genuína, embora goze de algumas propriedades da mesma, a verossi-

milhança perfilada pode apresentar, por exemplo, vícios na função escore e

na informação. Outro problema comum refere-se à presença de um número

considerável de parâmetros de perturbação, que deteriora a qualidade das

aproximações envolvidas nas inferências que se baseiam em resultados assin-

tóticos. A fim de contornar problemas oriundos da não genuinidade de tal

função, vários ajustes para a função de verossimilhança perfilada, incluindo

os propostos por Barndorff-Nielsen (1983, 1994), Cox e Reid (1987, 1992),

McCullagh e Tibishirani (1990) e Stern (1997), foram desenvolvidos, resul-

tando uma verossimilhança perfilada modificada. Algumas dessas versões

são descritas em Severini (2000, Capítulo 9) e Pace e Salvan (1997, Capítulo

11). Uma vez que os parâmetros do modelo em estudo são globalmente or-

togonais, consideraremos neste trabalho a versão proposta por Cox e Reid

(1987).

A grande dificuldade em se obter, quando existentes, as distribuições nulas

exatas das estatísticas de teste tem tornado frequente o uso de estatísticas
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cujas distribuições são baseadas em aproximações para grandes amostras.

Testes baseados nessas estatísticas são fundamentados em valores críticos

obtidos de uma distribuição limite conhecida, sendo assim, são denominados

assintóticos de primeira ordem. Os testes de hipóteses envolvendo grandes

amostras mais comuns são os testes da razão de verossimilhanças, escore e

Wald. As estatísticas destes três testes são equivalentes em grandes amos-

tras e, sob condições gerais de regularidade, convergem sob hipótese nula

(H0) para a distribuição χ2
q, onde q é o número de restrições impostas por

H0. No mais, para pequenas amostras ou até mesmo amostras de tamanho

moderado, a aproximação da distribuição da estatística de teste por χ2 pode

não ser satisfatória, apresentando taxas de rejeição da hipótese nula bastantes

distorcidas. Concentrando-nos na estatística da razão de verossimilhanças,

uma maneira de melhorar a aproximação da distribuição da estatística de

teste pela distribuição χ2 de referência é aplicar um fator de correção à esta

estatística.

Bartlett (1937) propôs um fator de correção a ser incorporado à estatís-

tica da razão de verossimilhanças de modo que sua versão corrigida (LR∗)

apresenta melhor aproximação da distribuição χ2 de referência do que a esta-

tística usual (LR). A partir da verossimilhança perfilada modificada deriva-se

a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm), que

sob H0 e certas condições de regularidade, tem distribuição χ2
q, onde q é o

número de restrições impostas pela hipótese nula. Mesmo oriunda de uma

verossimilhança ajustada, a estatística LRm apresenta a mesma problemática

que a estatística usual para amostras de tamanho pequeno e até moderado.

Visando melhorar a aproximação da distribuição da estatística LRm por χ2,

DiCiccio e Stern (1994) propuseram um fator de correção para ser incorpo-

rado a esta estatística de modo que a distribuição de sua versão corrigida

(LR∗m) apresenta melhor aproximação por χ2.

Na literatura, diversos trabalhos apresentam correções de Bartlett para a

estatística da razão de verossimilhanças dos mais diversos modelos estatísti-

cos e em problemas específicos. Cordeiro (1983, 1987) apresentam correções
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de Bartlett para os modelos lineares generalizados (MLGs) sendo o fator

de escala conhecido e desconhecido, respectivamente. Cribari-Neto e Ferrari

(1995) obtiveram o fator de correção de Bartlett para os modelos Lineares

normais heteroscedásticos, Cribari-Neto e Zarkos (1995) para os modelos de

regressão multivariada. Ferrari e Uribe-Opazo (2001) derivaram a correção

de Bartlett para os modelos lineares simétricos, sendo estes resultados gene-

ralizados por Cordeiro (2004), que obteve uma correção de Bartlett para a

estatística da razão de verossimilhanças para os modelos não lineares simétri-

cos e posteriormente estendidos por Brito (2009), que obteve uma correção

de Bartlett para a estatística em questão nos MNLSH. Ferrari e Cribari-

Neto (2002) obtiveram o fator de correção para a estatística da razão de

verossimilhanças perfiladas modificadas para o modelo de regressão normal

linear heteroscedástico considerando o parâmetro que define a componente

da heteroscedasticidade sendo escalar. Estes resultados foram generalizados

por Ferrari et al. (2004), que consideraram o caso em que o parâmetro de

interesse é multidimensional. Ainda para a estatística da razão de verossi-

milhanças perfiladas modificadas, Ferrari et al. (2005) obtiveram um fator

de correção de Bartlett para a classe dos MLGs e Cysneiros e Ferrari (2006)

para os modelos de regressão não lineares da família exponencial.

Nesta direção, esta dissertação tem dois objetivos principais. O primeiro

é obter um fator de correção de Bartlett para a estatística da razão de veros-

similhanças perfiladas modificadas para o teste de heteroscedasticidade nos

MNLSH, baseando-nos na verossimilhança perfilada modificada proposta por

Cox e Reid (1987). O segundo objetivo desta dissertação é realizar um estudo

de simulação a fim de comparar o desempenho dos testes de heteroscedas-

ticidade nos MNLSH baseados nas estatística da razão de verossimilhanças,

sua versão corrigida via Bartlett (1937), na estatística da razão de verossi-

milhanças perfiladas modificadas e sua versão corrigida via DiCiccio e Stern

(1994). É importante observar que não há na literatura nenhum estudo de

simulação para avaliar o desepenho do teste de heteroscedasticidade baseado

na estatística LR∗ para os MNLSH, apenas foi proposto um fator de correção
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de Bartlett para a estatística em questão, vide Brito (2009).

Esta dissertação está dividida em cinco capítulos e dois apêndices. No se-

gundo Capítulo, apresentamos a classe de distribuições simétricas juntamente

com suas características, propriedades e também os modelos não lineares si-

métricos heteroscedásticos, explanando seus aspectos inferenciais.

No terceiro Capítulo, discorremos sobre os ajustes propostos por Bartlett

(1937) e por DiCiccio e Stern (1994) para as estatísticas da razão de verossi-

milhanças usual e razão de verossimilhanças perfiladas modificadas baseada

na verossimilhança perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987),

respectivamente. Ainda no Capítulo 3, fornecemos uma expressão em forma

fechada para fator de correção para a estatística LRm para a classe dos

MNLSH.

No quarto Capítulo, desenvolvemos um estudo de simulação de Monte

Carlo a fim de comparar o desempenho dos testes da razão de verossimi-

lhanças baseados nas estatísticas LR, LR∗, LRm e LR∗m. Por fim, no quinto

Capítulo apresentamos algumas considerações finais.

As avaliações numéricas e simulações computacionais descritas ao longo

deste trabalho foram realizadas utilizando a linguagem matricial de progra-

mação Ox (Doornik, 2006) em sua versão 6.2 para o sistema operacional

Windows. As maximizações não lineares necessárias para o cálculo de esti-

mativas de máxima verossimilhança foram realizadas a partir do algoritmo

quasi-Newton BFGS (Nocedal e Wright, 1999, Capítulo 8) e o algoritmo SQP

(Nocedal e Wright, 1999, Capítulo 18, similar ao Algoritmo 18.7), disponí-

veis em funções pré-definidas da linguagem Ox. Os gráficos apresentados

neste texto foram produzidos utilizando o ambiente de programação R em

sua versão 2.14.0 para o sistema operacional Windows.
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CAPÍTULO 2

Modelos não lineares simétricos heteroscedásticos

2.1 Introdução

Como alternativa robusta ao modelo normal, a classe de distribuições

simétricas tem recebido crescente atenção na literatura estatística. Por con-

templar distribuições com caudas mais pesadas que as da distribuição normal,

essa família de distribuições sofre menor influência da presença de observa-

ções extremas do que a distribuição normal.

Na literatura, diversos trabalhos contemplam a classe de distribuições

simétricas. Lang et al. (1989) propõem o modelo baseado na suposição

de erros t-Student, enquanto que Little (1988) e Yamaguchi (1990) utili-

zam a distribuição normal contaminada. Arellano-Valle (1994) desenvolve

um estudo baseado no modelo de regressão t-Student, sendo estes resulta-

dos estendidos para modelos de regressão lineares simétricos por Ferrari e

Uribe-Opazo (2001). Cordeiro et al. (2000) obtiveram a correção de viés

dos estimadores de máxima verossimilhança na classe de modelos não line-

ares simétricos. Cordeiro (2004) obteve uma correção de Bartlett para os

modelos não lineares simétricos. Cysneiros et al. (2005) propuzeram a classe

dos modelos simétricos heteroscedásticos, sendo esta classe posteriormente
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estendida por Cysneiros et al. (2010), que propuzeram a classe dos mo-

delos não lineares simétricos heteroscedástico e apresentaram uma correção

de viés para os estimadores de máxima verossimilhança nessa classe de mo-

delos, generalizando os resultados desenvolvidos por Cordeiro (2004). Brito

(2009) obteve uma correção de Bartlett para os modelos não lineares simétri-

cos heteroscedásticos, estendendo os resultados obtidos por Cordeiro (2004).

Cysneiros et al. (2010) derivou um fator de correção tipo-Bartlett para a

estatística escore nos modelos não lineares simétricos, sendo este resultado

posteriormente estendido por Nascimento (2010), que considerou os modelos

não lineares simétricos heteroscedásticos.

2.2 Definição

Sejam Y1, . . . , Yn variáveis aletatórias independentes. Dizemos que cada

variável aleatória Yi tem distribuição simétrica com suporte em IR, parâmetro

de locação µi ∈ IR, e escala φi > 0, se sua função de densidade é da forma

π(y;µi, φi) =
1√
φi
g(ui), y ∈ IR, (2.1)

em que g(u) : IR → [0,∞), comumente denominada função geradora de

densidade, é tal que
∫∞

0
g(u)du < ∞ com ui = φ−1

i (y − µi)2. Denotaremos

por Yi ∼ S(µi, φi, g), i = 1, . . . , n, e denominaremos de variável aleatória

simétrica.

Sendo Yi uma variável aleatória pertencente à família de distribuições

dada em (2.1), temos que sua função característica ψ(t) =E(eitYi) é dada por

ψ(t) = eitµiϕ(t2φi), em que t ∈ IR para alguma função ϕ, com ϕ(x) ∈ IR para

x > 0. Quando os dois primeiros momentos existem são válidas as seguintes

relações:

E(Yi) = µi e V ar(Yi) = ξφi,

sendo ξ = −2ϕ′(0) uma constante positiva que não depende de µi e φi, com

ϕ′(0) = dϕ(u)
du
|u=0. Alguns valores de ξ podem ser encontrados na Tabela 2.1.

Para maiores detalhes, ver Fang et al. (1990).
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A família simétrica (2.1) mantém a estrutura da distribuição normal, en-

tretanto, elimina a forma específica da densidade de tal distribuição, o que a

torna mais abrangente, uma vez que todas as distribuições simétricas contí-

nuas de caudas mais leves e mais pesadas que as da distribuição normal são

contempladas. Pertencem à classe das distribuições simétricas, por exemplo,

as distribuições normal, normal contaminada, Cauchy, t-Student, t-Student

generalizada, logística tipos I e II, logística generalizada, Kotz, Kotz ge-

neralizada e exponencial potência. Podemos encontrar aplicações da classe

simétrica nas áreas de engenharia, biologia, medicina, economia, entre outras.

Tabela 2.1: Valores de ξ para algumas distribuições simétricas

Distribuições ξ

Normal 1

t-Student ν
ν−2

, ν > 2

t-Student generalizada w
r−2

, w > 0, r > 2

Logística tipo I 0, 79569

Logística tipo II π2/3

Exponencial potência 2(1+k) Γ{3(k+1)/2}
Γ{(k+1/2)}

À classe de distribuições dada em (2.1), introduziremos duas estruturas

de regressão. Assumiremos que a resposta média seja µ = (µ1, . . . , µn)>,

com

µi = f(xi;β), i = 1, . . . , n, (2.2)

em que β = (β1, . . . , βp)
> é um vetor de dimensão p × 1 (p < n) de parâ-

metros desconhecidos a serem estimados, xi = (xi1, . . . , xim)> representa os

m valores das variáveis explicativas associadas à i-ésima observação e f(·; ·)
é uma função possivelmente não linear no segundo argumento, contínua e

duplamente diferenciável com respeito aos componentes de β, cuja matriz de
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derivadas X̃ = ∂µ/∂β tem posto completo p para todo β. Os elementos da

matriz X̃ são, em geral, funções do vetor de parâmetros β desconhecidos.

Assumimos ainda uma componente sistemática para o vetor de parâmetros

de dispersão φ = (φ1, . . . , φn)> dada por

φi = h(τi), i = 1, . . . , n, (2.3)

onde h(·) é uma função monótona conhecida, contínua e diferenciável do pre-

ditor linear de dispersão, definido por τi = zi
>γ, sendo zi = (zi1, . . . , ziq)

>

um vetor de dimensão q × 1 de variáveis explicativas que podem ter com-

ponentes comuns com xi e γ = (γ1, . . . , γq)
> um vetor q × 1 de parâmetros

desconhecidos a serem estimados. A função h(·) é tipicamente denominada

de função de ligação de dispersão e uma escolha comum na literatura para

h(·) é h(τ) = exp(τ).

Dessa forma, temos que o modelo não linear simétrico heteroscedástico

(MNLSH) é dado por

Yi = µi +
√
φiεi; εi ∼ S(0, 1, g), (2.4)

i = 1, . . . , n, onde µi e φi variam sobre as observações com as estruturas não

lineares dadas por (2.2) e (2.3), respectivamente.

2.3 Estimação dos parâmetros e testes de hipó-
teses nos MNLSH

Seja θ = (β>,γ>)> um vetor (p + q)× 1 de parâmetros do modelo defi-

nido por (2.4), sendo γ e β vetores de parâmetros de interesse e perturbação,

com dimensões q × 1 e p × 1, respectivamente. A inferência neste trabalho

está centrada no vetor de parâmetros γ. O logaritmo da função de verossimi-

lhança do vetor de parâmetros θ = (β>,γ>)>, dado o vetor de observações

(y1, . . . , yn)>, do modelo definido por (2.4) é expresso por
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l(θ) =
n∑
i=1

log

(
g(ui)√
φi

)
,

sendo ui = (yi−µi)2
φi

e µi e φi como definidos em (2.2) e (2.3), respectivamente.

Reescrevendo l(θ), temos que

l(θ) = −1

2

n∑
i=1

log(φi) +
n∑
i=1

t(zi), (2.5)

em que t(zi) = log g(z2
i ), sendo zi =

√
ui = (yi−µi)√

φi
. Assumimos que l(θ)

seja regular com respeito às derivadas dos componentes de β e γ até quarta

ordem (Cox e Hinkley, 1974, Cap 9).

A fim de representar as derivadas do logaritmo da função de verossimi-

lhança, será introduzida a notação Uj = ∂l(θ)/∂βj, Uja = ∂2l(θ)/∂βj∂γa,

Ujab = ∂3l(θ)/∂βj∂γa∂γb, etc., onde os índices j, l,m, . . . estão reservados

para denotar os componentes do vetor β e os índices a, b, c, . . . para denotar os

componentes do vetor γ. Tais derivadas podem ser encontradas no Apêncide

A. Denotamos ainda as derivadas de µi com relação aos componentes de β

por (j)i = ∂µi/∂βj, (jl)i = ∂2µi/∂βj∂βl, (jl,m)i = (∂2µi/∂βj∂βl)(∂µi/∂βm),

etc., e as derivadas de τi com relação aos componentes de γ por (a)i =

∂τi/∂γa, (ab)i = ∂2τi/∂γa∂γb, (ab, c)i = (∂2τi/∂γa∂γb)(∂τi/∂γc), etc.

As primeiras derivadas do logaritmo da função de verossimilhança dado

em (2.5) com relação aos j e a−ésimos componentes de β e γ, respectiva-

mente, são dadas por:

Uj =
∂l(θ)

∂βj
= −

n∑
i=1

t
(1)
(zi)

1√
φi

(j)i, j = 1, . . . , p e

Ua =
∂l(θ)

∂γa
= −1

2

n∑
i=1

h′i
φi

(a)i −
1

2

n∑
i=1

t
(1)
(zi)
zi
h′i
φi

(a)i, a = 1, . . . , q,

sendo t(1)
zi = ∂t(zi)/∂zi, i = 1, . . . , n.

A função escore total de θ, U(θ), tem a forma U(θ) = (Uβ
>,Uγ

>)>,

sendo seus componentes Uβ> = (U1, . . . , Up)
> e Uγ> = (U1, . . . , Uq). Em

notação matricial, temos:
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Uβ = X̃SΛ(y − µ) e (2.6)

Uγ = −1

2
P̃>Λ(SF1u− F11),

em que X̃ = ∂µ/∂β, P̃ = ∂τ/∂γ, Λ = diag{ 1
φ1
, . . . , 1

φn
}, S = diag{s1, . . . , sn},

com si = −2g′(ui)
g(ui)

, com ui definido na Seção 2.2, F1 = diag{h′1, . . . , h
′
n}, com

h′i = ∂φi/∂τi, u = (u1, . . . , un)> e 1 é um vetor n × 1 de 1’s. Daqui em

diante, o símbolo “′” sobre hi denota a derivada com relação a τi. Na Tabela

2.2 são apresentadas características de algumas distribuições pertencentes à

família simétrica.

Tabela 2.2: Expressões para g(z), g′(z)
g(z) e s = −2g′(z)

g(z) para algumas distribuições
simétricas.

Distribuições g(z) g′(z)
g(z) s

1. Normal exp{− 1
2
z2}√

2π
−1

2
1

2. Cauchy 1
π
(1 + z2)−1 − 1

1+z2
2

1+z2

3. t-Student ν
ν
2 [ν+z2]−

ν+1
2

B(1/2,ν/2)
− ν+1

2(ν+z2)
ν+1

(ν+z2)

4. t-Student generalizada w
r
2 [w+z2]−

r+1
2

B(1/2,r/2)
− r+1

2(w+z2)
r+1

(w+z2)

5. Logística tipo I c exp{−z2}
(1+exp{−z2})2 −1−exp{−z2}

1+exp{−z2}
2(1−exp{−z2})

1+exp{−z2}

6. Logística tipo II exp{−z}
(1+exp{−z})2 −1

2
(exp{|z|}−1)

(|z| exp{|z|}+1)
(exp{|z|}−1)

(|z| exp{|z|}+1)

7. Exponencial potência c(k) exp
{
−1

2
z2/(1+k)

}
− z−k/(1+k)

2(1+k)
z−k/(1+k)

(1+k)

As segundas derivadas do logaritmo da função de verossimilhança dado

em (2.5) são determinadas pelas expressões dadas abaixo:
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∂2l(θ)

∂βjβl
=

n∑
i=1

t
(2)
(zi)

1

φi
(j, l)i −

n∑
i=1

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jl)i,

∂2l(θ)

∂βj∂γa
=

1

2

n∑
i=1

t
(2)
(zi)
zi
h′i

φ
3/2
i

(a)i(j)i +
1

2

n∑
i=1

t
(1)
(zi)

h′i

φ
3/2
i

(a)i(j)i e

∂2l(θ)

∂γa∂γb
= −1

2

n∑
i=1

h′′i φi − h′2i
φ2
i

(a, b)i +
1

4

n∑
i=1

t
(2)
(zi)
z2
i

h′2i
φ2
i

(a, b)i

+
1

4

n∑
i=1

t
(1)
(zi)
zi

3h′2i − 2h′′i φi
φ2
i

(a, b)i.

Assim, a matriz de informação total de Fisher para θ é dada por

K(θ) = −

 Kββ 0

0 Kγγ

 .
Uma vez que Kβγ = 0, temos que a matriz de informação total K(θ) tem

estrutura bloco-diagonal, vide Cysneiros et al. (2010). Desse modo, temos

que β e γ são parâmetros globalmente ortogonais (Cox & Reid, 1987). As

submatrizes Kββ e Kγγ são definidas, respectivamente, por

Kββ = E

[
∂2l(θ)

∂βr∂βs

]
= δ(0,1,0,0,0)X̃

>ΛX̃ e

Kγγ = E

[
∂2l(θ)

∂γR∂γS

]
= −P̃>V P̃ ,

onde V é uma matriz diagonal n × n cujos elementos são dados por vi =

(1− δ(0,1,0,0,2)h
′2
i )/4φ2

i . Assim sendo, temos que

K(θ) =

 −δ(0,1,0,0,0)X̃
>ΛX̃ 0

0 P̃>V P̃

 ,
onde a notação δ(a,b,c,d,e) = E{t(1)at(2)bt(3)ct(4)dzei } para a, b, c, d, e = 1, 2, 3 e

4, t
(k)
(zi)

= ∂kt/∂zk, k = 1, . . . , 4. O apêndice B contém os δ’s correspondentes

a algumas distribuições pertencentes à classe dos MNLSH.
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Quando o modelo a ser estimado envolve parâmetros de perturbação é

prática comum realizar inferências baseando-se numa função de verossimi-

lhança perfilada. Tal função é obtida substituindo-se os parâmetros de per-

turbação por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança para

valores fixados do parâmetro de interesse. Dessa forma, a função de verossi-

milhança perfilada depende apenas dos parâmetros de interesse. O logaritmo

da função de verossimilhança perfilada do modelo definido em (2.4) para o

parâmetro de interesse γ é dado por

lp(γ) = l(γ, β̂γ), (2.7)

em que β̂γ é a estimativa de máxima verossimilhança de β dado γ.

A expressão (2.7) sugere um procedimento de maximização em duas eta-

pas, onde a primeira consiste em encontrar o valor único β̂γ que maximiza

l(β,γ) com respeito a β para γ fixado e a segunda tem por finalidade deter-

minar o valor de γ que maximiza lp(γ). Sob condições gerais de regularidade,

β̂γ é solução da equação Uβ = 0, derivada de (2.6). No mais, o estimador de

máxima verossimilhança de β restrito a γ não pode ser expresso em forma

fechada, sendo necessário o uso de técnicas de maximização restrita para a

sua obtenção. Para maiores detalhes destas técnicas, ver Nocedal e Wright

(1999, Capítulo 18).

Para a obtenção do estimador de máxima verossimilhança de γ,maximiza-

se o logaritmo da função de verossimilhança dado em (2.7) sujeito à restrição

Uβ = 0.

Estamos interessados em testar a hipótese nula H0 : γ = γ(0) contra a

hipótese alternativa H1 : γ 6= γ(0), onde γ(0) é um vetor de dimensão q × 1

de constantes especificadas. A estatística da razão de verossimilhanças (LR)

para o teste acima pode ser expressa por:

LR = 2{lp(γ̂)− lp(γ(0))},

sendo γ̂ o estimador de máxima verossimilhança de γ. Vale salientar que para

o teste de H0 em questão, a estatística da razão de verossimilhanças baseada
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no logaritmo da função de verossimilhança perfilada lp é igual a estatística

da razão de verossimilhanças usual.

Em problemas regulares e sob hipótese nula, a estatística da razão de

verossimilhanças tem distribuição assintótica χ2
q, em que q é o número de

restrições impostas por H0.

A função de verossimilhança perfilada lp(γ), por não se tratar de uma

verossimilhança genuína, pode apresentar viés na função escore e na infor-

mação. A fim de atenuar tais vieses e explorando as consequências da orto-

gonalidade entre os parâmetros de interesse e perturbação, Cox e Reid (1987)

definiram uma versão modificada da verossimilhança perfilada adicionando a

ela um termo de ajuste anteriormente à estimação. O logaritmo da função de

verossimilhança perfilada modificada proposta por Cox e Reid (1987) para o

modelo definido por (2.4) é expresso por:

lCR(γ) = l(γ, β̂γ)− 1

2
log |jββ(γ, β̂γ)|, (2.8)

em que jββ(γ, β̂γ) é a matriz de informação observada do vetor β quando γ

é fixado, sendo expressa por

jββ = − ∂
2l(θ)

∂βj∂βl
= −

n∑
i=1

t
(2)
(zi)

1

φi
(j, l)i +

n∑
i=1

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jl)i.

Podemos observar que lCR, definido em (2.8), é uma versão penalizada

do logaritmo da função de verossimilhança perfilada em que a penalização

considera a informação sobre o parâmetro de perturbação. É válido salientar

que a utilização de lCR requer ortogonalidade sobre os parâmetros de interesse

e perturbação.

A estatística da razão de verossimilhanças baseada na função de verossi-

milhança perfilada modificada para o teste de H0 ×H1 é dada por

LRm = 2{lCR(γ̂)− lCR(γ(0))},

onde γ̂ é o estimador de máxima verossimilhança de γ. Sob certas condições

de regularidade e sobH0, a estatística da razão de verossimilhanças perfiladas
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modificadas (LRm) tem distribuição assintótica χ2
q, com erro de aproximação

de ordem O(n−1).
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CAPÍTULO 3

Ajustes para o teste da razão de verossimilhanças

3.1 Introdução

Em problemas de testes de hipóteses envolvendo grandes amostras é prá-

tica comum o uso dos testes da razão de verossimilhanças, escore e Wald.

Neste trabalho, nos concentraremos no teste da razão de verossimilhanças.

Para grandes amostras e, sob condições gerais de regularidade, a estatística

de teste da razão de verossimilhanças (LR) converge sob hipótese nula (H0)

para a distribuição χ2
q, onde q é o número de restrições impostas por H0 e o

erro dessa aproximação é de ordem O(n−1). Entretanto, para pequenas amos-

tras ou até mesmo para amostras de tamanho moderado, a aproximação da

distribuição da estatística LR por χ2 pode não ser satisfatória, conduzindo

a taxas de rejeição bastantes distorcidas e um caminho para melhorar esta

aproximação é usar a correção de Bartlett.

Bartlett (1937) propôs a primeira idéia para aprimorar os testes estatís-

ticos. Considerando o teste da razão de verossimilhanças, o autor introduziu

um fator de correção à estatística LR de modo que a distribuição da esta-

tística corrigida (LR∗) tem melhor aproximação da distribuição χ2 de refe-
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rência, uma vez que, sob hipótese nula, o valor esperado E(LR) equivale a

q + c + O(n−2), em que c é uma constante de ordem O(n−1) que pode ser

estimada sob H0, q é o número de restrições impostas por H0 e n é o tamanho

amostral, enquanto que o valor esperado E(LR∗) equivale a q +O(n−1).

Em problemas regulares, Lawley (1956) derivou uma fórmula geral para

a obtenção de c envolvendo momentos das derivadas de até quarta ordem

da função de log-verossimilhança e mostrou que os momentos da estatística

LR∗, segundo H0, concordam com seus respectivos da distribuição χ2 de

referência exceto por termos de ordem O(n−2). O fator de correção de Bar-

tlett não depende do valor da estatística da razão de verossimilhanças, mas

pode depender de parâmetros desconhecidos, e assim sendo, estes devem ser

substituídos por suas respectivas estimativas de máxima verossimilhança sob

hipótese nula.

DiCiccio e Stern (1994) obtiveram a correção de Bartlett para a estatís-

tica da razão de verossimilhanças oriunda de uma verossimilhança perfilada

modificada, assim, derivando a estatística da razão de verossimilhanças per-

filadas modificadas corrigida, cuja distribuição assintótica sob H0 é χ2
q com

erro de aproximação de ordem O(n−2). O objetivo desta correção é reduzir

a distorção de tamanho do teste em amostras de tamanho típico por meio

de uma aceleração da taxa de convergência do tamanho verdadeiro para o

tamanho nominal (assintótico).

3.2 Correção de Bartlett nos MNLSH

Sejam Y1, . . . , Yn variáveis aleatórias independentes. O modelo não linear

simétrico heteroscedástico é dado por

Yi = µi +
√
φiεi; εi ∼ S(0, 1, g),

i = 1, . . . , n, onde µi e φi variam sobre as observações com as estruturas não

lineares dadas por

µi = f(xi; β) e φi = h(τi); com i = 1, . . . , n,
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respectivamente.

Considere o vetor de parâmetros θ = (β>,γ>)> de um modelo perten-

cente à classe dos modelos não lineares simétricos heteroscedásticos, sendo

γ e β vetores de parâmetros de interesse e perturbação, e de ordens q e p,

respectivamente. Seja lp(γ) o respectivo logaritmo da função de verossimi-

lhança perfilada de γ. A fim de testar as hipóteses H0 : γ = γ(0) versus

H1 : γ 6= γ(0), sendo γ(0) um vetor de constantes conhecidas, a estatística

da razão de verossimilhanças usual é definida por

LR = 2{lp(γ̂)− lp(γ(0))}.

Sob condições gerais de regularidade e sob H0, LR tem distribuição assin-

tótica χ2
q, onde q é o número de restrições impostas por H0 e o erro desta

aproximação é de ordem O(n−1).

A fim de aprimorar a qualidade da aproximação da distribuição da estatís-

tica LR pela distribuição χ2 de referência, Bartlett (1937) propôs multiplicar

a estatística LR por um fator de correção, comumente chamando de fator de

correção de Bartlett, dado por (1 + c/q)−1, assim, derivando a estatística da

razão de verossimilhanças corrigida LR∗, expressa por

LR∗ =
LR

1 + c/q
,

em que c é uma constante de ordem O(n−1) que pode ser estimada sob H0.

Lawley (1956) obteve, sob condições de regularidade, uma expressão geral

para c envolvendo momentos das derivadas de até quarta ordem da função

de log-verossimilhança. Esta fórmula geral é dada por

c = εp+q − εp,

em que o termo εp+q é de ordem O(n−1), podendo ser decomposto como

εp+q = εp + εq + εp,q,

em que εp depende apenas da componente sistemática para o parâmetro de

locação, εq depende apenas da componente sistemática para o parâmetro de
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escala e εp,q depende de ambos os componentes. Em função de cumulantes e

derivadas de cumulantes, temos que εp+q é escrito na forma

εp+q =
∑

′(lrstu − lrstuvw),

sendo que
∑

é o somatório sobre todos os componentes do vetor θ, isto é,

os índices r, s, t, u, v, w variam sobre os p + q parâmetros, com lrstu e lrstuvw
expressos, respectivamente, por

lrstu = λrsλtu
(
λrstu

4
− λ(u)

rst + λ
(su)
rt

)
, e

lrstuvw = λrsλtuλvw
{
λrtv

(
λsuw

6
− λ(u)

sw

)
(3.1)

+ λrtu

(
λsvw

4
− λ(v)

sw

)
+ λ

(v)
rt λ

(u)
sw + λ

(u)
rt λ

(v)
sw

}
,

sendo λrs = E(∂2l(θ)/∂θr∂θs), λrst = (E(∂2l(θ)/∂θr∂θs∂θt)) e etc., λ(t)
rs =

∂λrs/θt, λ
(tu)
rs = ∂2λrs/∂θt∂θu e −λrs representa o elemento (r, s) da inversa

da matriz de informação de FisherK(θ) de θ. O termo εp pode ser deduzido

a partir da equação (3.1) estendendo o somatório
∑

apenas sobre os p parâ-

metros de perturbação. Em problemas regulares e sob H0, a estatística LR∗

tem distribuição assintótica χ2
q, onde o erro desta aproximação é de ordem

O(n−2). Uma revisão de correção de Bartlett para a estatística da razão de

verossimilhanças pode ser obtida em Cribari-Neto e Cordeiro (1996).

Considerando o vetor de parâmetros θ = (β>,γ>)> de um modelo perten-

cente à classe dos MNLSH, Brito (2009) obteve um fator de correção de Bar-

tlett para a estatística da razão de verossimilhanças do teste de H0 : γ = γ(0)

versus H1 : γ 6= γ(0) considerando o caso de heteroscedasticidade multipli-

cativa, isto é, φi = exp{zi>γ}, onde γ = 0 corresponde ao modelo homosce-

dástico. Desse modo, a constante c é dada por

c = εq + εp,q, (3.2)
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com

εq = tr
(

(Q3 +Q4 +Q5 +Q6)Z
(2)
γd

)
+ (N1 +N3 +N9)1>Λ2Z

(3)
γ Λ21

+ (N2 − 2N9)1>Λ1Z
(3)
γ Λ21 + (N4 +N9)1>Λ1Z

(3)
γ Λ11

+ (N5 +N9)1>Λ2Z
(2)
γd ZγΛ21 +N71

>Λ2Z
(2)
γd ZγΛ11

+ (N6 − 2N9)1>Λ1Z
(2)
γd ZγΛ21 + (N8 +N9)1>Λ1Z

(2)
γd ZγΛ11

e

εp,q = − 1

δ(0,1,0,0,0)

tr ((Q1 +Q2)ZβdZγd)−N181
>Λ3ZβdZγZγdΛ21

− N191
>Λ3ZβdZγZγdΛ11−N201

>Λ2ZγdZγZβdΛ31

− N211
>Λ1ZγdZγZβdΛ31 + (2N22 +N24)1>Λ3ZγZ

(2)
β Λ31

+ N231
>Λ3ZβdZγZβdΛ31,

sendo Zβ = X̃(X̃>ΛX̃)−1X̃>, Zβd = diag{zβ11 , . . . , zβnn}, Zγ = P̃ (P̃>V P̃ )−1P̃>

e Zγd = diag{zγ11 , . . . , zγnn} matrizes de dimensão n × n positivas semi-

definidas de posto completo. Denotamos Z(3)
γ = Z

(2)
γ � Zγ, Z(2)

γ = Zγ � Zγ,
Z

(2)
γd = Zγd � Zγd, Z

(2)
β = Zβ � Zβ, em que � denota o produto de Ha-

damard (Rao, 1973, p. 30), isto é, produto elemento a elemento. Ainda,

Q1, Q2, Q3, Q4, Q5 e Q6 são matrizes diagonais de dimensão n × n cujos

elementos são dados, respectivamente, por

q1i =
δ(0,0,0,1,2)

16
Λ7i +

7δ(0,0,1,0,1)

16
Λ7i −

δ(0,0,1,0,1)

8
Λ8i +

δ(0,1,0,0,0)

2
Λ7i

−
δ(0,1,0,0,0)

4
Λ8i,

q2i =
δ(0,0,0,1,2)

16
Λ7i −

9δ(0,0,1,0,1)

16
Λ7i +

3δ(0,0,1,0,1)

8
Λ8i +

3δ(0,1,0,0,0)

4
Λ8i

−
3δ(0,1,0,0,0)

2
Λ8i,

q3i = −1

4
Λ13i −

3

16
Λ12i +

21

16
Λ14i −

57

64
Λ9i +

δ(0,0,0,1,1)

64
Λ9i +

9δ(0,0,1,0,3)

32
Λ9i

−
3δ(0,0,1,0,1)

16
Λ14i +

87δ(0,1,0,0,2)

64
Λ9i −

27δ(0,1,0,0,2)

16
Λ14i +

δ(0,1,0,0,2)

4
Λ13i

+
3δ(0,1,0,0,2)

16
Λ12i,
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q4i = −
3δ(0,1,0,0,2)

4
Λ5i −

3δ(0,1,0,0,2)

4
Λ13i +

3δ(0,1,0,0,2)

2
Λ14i +

3

4
Λ12i

+
3

4
Λ13i −

3

2
Λ14i,

q5i = −1

8
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2)) {3Λ14i − 3Λ9i} e

q6i =
δ(0,1,0,0,2) − 1

2
{Λ12i + Λ13i − 5Λ14i + 3Λ9i},

em que δ(a,b,c,d,e) = E{t(1)at(2)bt(3)ct(4)dzei } para a, b, c, d, e = 1, 2, 3 e 4, t
(k)
(zi)

=

∂kt/∂zk, k = 1, . . . , 4. Os valores dos δ′s correspondentes a algumas distribui-

ções são apresentados no Apêndice B. Além disso, Λ1 = diag{h
′3
1

φ1
, . . . , h

′3
n

φn
},

Λ2 = diag{h
′
1h
′′
1

φ21
, . . . , h

′
nh
′′
n

φ2n
}, Λ3 = diag{h

′
1

φ21
, . . . , h

′
n

φ2n
}, Λ5 = diag{h

′2
1

φ21
, . . . , h

′2
n

φ2n
},

Λ7 = diag{h
′2
1

φ31
, . . . , h

′2
n

φ3n
}, Λ8 = diag{h

′′
1

φ21
, . . . , h

′′
n

φ2n
}, Λ9 = diag{h

′4
1

φ41
, . . . , h

′4
n

φ4n
},

Λ12 = diag{h′′21
φ21
, . . . , h

′′2
n

φ2n
}, Λ13 = diag{h

′h′′′1
φ21

, . . . , h
′h′′′n
φ2n
} e

Λ14 = diag{h
′2h′′1
φ31

, . . . , h
′2h′′n
φ3n
}. As quantidades N ’s são dadas por:

N1 = −9

2
((δ(0,1,0,0,2))

2 − 2δ(0,1,0,0,2) + 1),

N2 =
1

64
(15(δ(0,1,0,0,2))

2 − δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3) − 32δ(0,1,0,0,2) + δ(0,0,1,0,3) + 17),

N3 = − 3

64
(16δ(0,1,0,0,2) − 9(δ(0,1,0,0,2))

2 + δ(0,0,1,0,3) − δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3) − 7),

N4 =
1

384
((δ(0,0,1,0,3))

2 − 135(δ(0,1,0,0,2))
2 − 6δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3)

+ 258δ(0,1,0,0,2) + 10δ(0,0,1,0,3) − 119),

N5 = −15

64
((δ(0,1,0,0,2))

2 − 2δ(0,1,0,0,2) + 1),

N6 =
3

128
(7(δ(0,1,0,0,2))

2 − δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3) − 16δ(0,1,0,0,2) + δ(0,0,1,0,3) + 9),

N7 = − 5

128
(16δ(0,1,0,0,2) − 9(δ(0,1,0,0,2))

2 + δ(0,0,1,0,3) − δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3) − 7),

N8 =
1

256
((δ(0,0,1,0,3))

2 − 63(δ(0,1,0,0,2))
2 + 2δ(0,0,1,0,3) + 130δ(0,1,0,0,2)

+ 2δ(0,1,0,0,2)δ(0,0,1,0,3) − 63),

N9 =
1

4
(δ(0,1,0,0,2) − 1)2,

N10 = −3

2
(δ(0,1,0,0,2) − 1)δ(0,0,1,0,1),
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N11 = − 3

16
(δ(0,1,0,0,2) − 1)δ(0,1,0,0,0),

N12 = − 1

64
δ(0,0,1,0,1)(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2)),

N13 = − 1

32
δ(0,1,0,0,0)(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2)),

N14 =
5

32
δ(0,0,1,0,1)(δ(0,1,0,0,2) − 1),

N15 = −
δ(0,0,1,0,1)

64
(7δ(0,1,0,0,2) − δ(0,0,1,0,3) − 9),

N16 =
5

16
δ(0,1,0,0,0)(δ(0,1,0,0,2) − 1),

N17 = − 1

32
δ(0,1,0,0,0)(7δ(0,1,0,0,2) − δ(0,0,1,0,3) − 9),

N18 =

(
N10 +N11

δ(0,1,0,0,0)

)
, N19 =

(
N12 +N13

δ(0,1,0,0,0)

)
,

N20 = −
(
N14 +N16

δ(0,1,0,0,0)

)
, N21 = −

(
N15 +N17

δ(0,1,0,0,0)

)
,

N22 =

(
1

24

(
δ(0,0,1,0,1)

δ(0,1,0,0,0)

)2

+
δ(0,0,1,0,1)

6δ(0,1,0,0,0)

+
1

6

)
,

N23 =

(
1

16

(
δ(0,0,1,0,1)

δ(0,1,0,0,0)

)2

+
δ(0,0,1,0,1)

4δ(0,1,0,0,0)

+
1

4

)
e

N24 =

(
1

24

(
δ(0,0,1,0,1)

δ(0,1,0,0,0)

)2

−
δ(0,0,1,0,1)

3δ(0,1,0,0,0)

− 5

6

)
.

A estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas, definida

por

LRm = 2{lCR(γ̂)− lCR(γ(0))},

tem, sob certas condições de regularidade e sob H0, distribuição assintótica

χ2
q. Mesmo com a modificação, o erro de aproximação da distribuição da es-

tatística LRm por χ2
q é de ordem O(n−1). Visando melhorar tal aproximação,

DiCiccio e Stern (1994) obtiveram uma correção de Bartlett para a estatís-

tica LRm. Incorporando o fator de correção proposto por DiCiccio e Stern

(1994) à estatística LRm, deriva-se a estatística da razão de verossimilhanças
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perfiladas modificadas corrigida (LR∗m), expressa por

LR∗m =
LRm

1 + cm/q
,

sendo cm uma constante de ordem O(n−1) tal que, sob H0, E(LR∗m) =

q+O(n−3/2). Sob condições gerais de regularidade e sob H0, LR∗m tem distri-

buição χ2
q com erro de ordem O(n−2). Dessa forma, obtém-se uma estatística

da razão de verossimilhanças corrigida baseada na verossimilhança perfilada

modificada cuja distribuição tem uma melhor aproximação da distribuição

χ2 de referência do que a estatística LRm.

A fim de representar a constante cm do fator de correção para a estatís-

tica LRm proposto por DiCiccio e Stern (1994), introduziremos as notações

a seguir: os índices a, b, . . . indexam os q parâmetros de interesse, os índices

i, j, . . . indexam os p parâmetros de perturbação e os índices r, s, t, . . . variam

sobre os p + q parâmetros do modelo. Os cumulantes conjuntos das deri-

vadas do logaritmo da função de verossimilhança são definidos como λrs =

E(∂2l/∂θr∂θs), λrst = E(∂3l/∂θr∂θs∂θt), etc. Denotamos as derivadas dos

cumulantes com respeito aos componentes do vetor θ por (λrs)t = ∂λrs/∂θt,

(λrst)u = ∂λrst/∂θu, etc. A matriz de informação de Fisher é composta

pelos elementos −λrs, onde −λrs são os correspondentes elementos da sua

inversa. Definimos ainda τ rs = λraλsbσab, onde σab é a inversa da matriz λab

e νrs = λrs − τ rs.
DiCiccio e Stern (1994, equação 25) definiram uma equação geral para

cm dada por

cm =
1

4
τ ruτ stλrstu − λrsτ st(λrst)u + (λruλst − νruνst)(λrs)tu

−
(

1

4
λruτ stτ vw +

1

2
λruτ swτ tv − 1

3
τ ruτ swτ tv

)
λrstλuvw

+ (λruτ stτ vw + λruλswλtu − νruλswνtv)λrst(λuv)w
− (λruλstλvw − νruνstνvw + λruλswλtv − νruνswνtv)(λrs)t(λuv)w.

Tipicamente, cm depende de parâmetros de perturbação desconhecidos,
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os quais devem ser substituídos por estimativas consistentes, mas isto não

afeta a ordem da aproximação resultante.

Para a obtenção de um fator de correção de Bartlett proposto por DiCiccio

e Stern (1994) para a estatística LRm do teste de H0 contra H1 na classe dos

MNLSH, temos que, por definição, νab = νai = νia = 0, τ ij = τai = τ ia = 0,

νij = λij e τab = λab, uma vez que os parâmetros do modelo em estudo, β

e γ, são globalmente ortogonais. Após alguma álgebra, chegamos à seguinte

expressão para o fator de correção cm :

cm =
1

4
λabλcdλabcd − λabλcd(λacd)b + λabλcd(λac)db − λijλab(λiab)j

+ (λijλabλkl)λiab(λjk)l −
(

1

4
λijλabλcd +

1

2
λijλadλbc

)
λiabλjcd

−
(

1

4
λabλcdλef +

1

6
λabλcfλde

)
λacdλbef + (λabλcdλef + λabλcfλde)λacd(λbe)f

− (λabλcdλef + λabλcfλde)(λac)d(λbe)f + (λabλijλcd)λaic(λbd)j. (3.3)

É importante observar que a expressão (3.3) pode ser utilizada para obter

expressões em forma fechada para um fator de correção de Bartlett para a

estatística LRm não somente na classe dos MNLSH, e sim para qualquer

classe de modelos que siga a mesma partição de parâmetros dos MNLSH e

que os vetores β e γ sejam globalmente ortogonais.

Para expressar as quantidades necessárias ao cálculo de (3.3), utilizaremos

as notações definidas nas Seções 2.3 e 3.2. Adicionalmente, definimos as

matrizes diagonaisM1, M2, M3, M4 eM5 de dimensão n×n, cujos elementos

são dados, respectivamente, por:
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m1i =
1

16

(
−16h′ih

′′
i

φ2
i

− 12h′′2i
φ2
i

+
84h′2i h

′′
i

φ3
i

− 57h′4i
φ4
i

)
,

+
δ(0,1,0,0,2)

16

(
87h′4i
φ4
i

− 108h′2i h
′′
i

φ3
i

+
12h′2i
φ2
i

+
16h′ih

′′
i

φ2
i

)
,

+
δ(0,0,1,0,3)

8

(
9h′4i
φ4
i

− 6h′2i h
′′
i

φ3
i

)
+
δ(0,0,0,1,4)

16

h′4i
φ4
i

,

m2i =
3

4
(δ(0,1,0,0,2) − 1)

(
h′′2i
φ2
i

+
h′ih
′′′
i

φ2
i

− 2h′2i h
′′
i

φ3
i

)
,

+ (7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

(
3h′2i h

′′
i

φ3
i

− 3h′4i
φ4
i

)
,

m3i =

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)(
h′′2i + h′ih

′′′
i

φ2
i

− 5h′2i h
′′
i

φ3
i

+
3h′4i
φ4
i

)
,

m4i =
3

4
(δ(0,1,0,0,2) − 1)

h′ih
′′
i

φ2
i

+
1

8
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

h′3i
φ3
i

e

m5i =

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)(
h′ih
′′
i

φ2
i

− h′3i
φ3
i

)
.

Os cumulantes do logaritmo da função de verossimilhança dos MNLSH e

suas derivadas encontram-se no Apêncide A. Após algumas manipulações

algébricas, obtemos:

λabcd =
n∑
i=1

m1i(a, b, c, d)i, (λacd)b =
n∑
i=1

m2i(a, b, c, d)i,

(λac)db =
n∑
i=1

m3i, (λbd)j = (λiab)j = λaic = 0,

(λjk)l = δ(0,1,0,0,0)

n∑
i=1

1

φi
{(jk, l) + (j, kl)}i,

λacd =
n∑
i=1

m4i(a, c, d)i, (λac)d =
n∑
i=1

m5i(a, c, d)i.
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Sendo (λbd)j = (λiab)j = λaic = 0, podemos reescrever (3.3) como:

cm = λabλcd
(

1

4
λabcd − (λacd)b + (λac)db

)
− λabλcdλef

(
1

4
λacdλbef − λacd(λbe)f + (λac)d(λbe)f

)
− λabλcfλed

(
1

6
λacdλbef − λacd(λbe)f + (λac)d(λbe)f

)
. (3.4)

Substituindo os λ′s obtidos na expressão (3.4) e rearranjando os termos,

obtemos

cm =
1

4

n∑
i=1

(a)iλ
ab(b)im1i(c)iλ

cd(d)i −
n∑
i=1

(a)iλ
ab(b)im2i(c)iλ

cd(d)i

+
n∑
i=1

(a)iλ
ab(b)im3i(c)iλ

cd(d)i

− 1

4

n∑
i=1

n∑
j=1

(c)iλ
cd(d)im4i(a)iλ

ab(b)jm4j(e)jλ
ab(f)j

+
n∑
i=1

n∑
j=1

(c)iλ
cd(d)im4i(a)iλ

ab(b)jm5j(e)jλ
ab(f)j

−
n∑
i=1

n∑
j=1

(c)iλ
cd(d)im5i(a)iλ

ab(b)jm5j(e)jλ
ab(f)j

− 1

6

n∑
i=1

n∑
j=1

m4i(a)iλ
ab(b)j(c)iλ

cf (f)j(d)iλ
de(e)jm4j

+
n∑
i=1

n∑
j=1

m4i(a)iλ
ab(b)j(c)iλ

cf (f)j(d)iλ
de(e)jm5j

−
n∑
i=1

n∑
j=1

m5i(a)iλ
ab(b)j(c)iλ

cf (f)j(d)iλ
de(e)jm5j (3.5)

Considerando o caso em que φi = exp{τi}, com τi = zi
>γ, isto é, o caso

de heteroscedasticidade multiplicativa, temos que ∂φi/∂τi = φi. Por defini-

ção, ∂φi/∂τi = h′i, logo, φi = h′i. Desse modo, h′′i = ∂h′i/∂τi = h′i. Prodecendo

desta forma para as derivadas de terceira e quarta ordens com relação a τi,
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temos que φi = h′i = h′′i = h′′′i = h′′′′i . Sendo assim, observamos que m2i =

m3i = m5i = 0, ∀ i = 1, . . . , n. Definindo H = {hij} = −Z[Z>VZ]−1Z>,

com Z = (z1, . . . , zn)> e V como definido na Seção 2.3. Assim, podemos ob-

servar que (a)iλ
ab(b)j = hij. Substituindo estes resultados em (3.5), obtemos

a seguinte expressão para cm :

cm =
1

4

n∑
i=1

hiim1ihii +
1

4

n∑
i=1

n∑
j=1

hiim4ihijm4jhjj

+
1

6

n∑
i=1

n∑
j=1

m4ihijhijhijm4j,

em notação matricial, temos

cm =
1

4
tr(M1H

(2)
d ) +

1

4
1>HdM4HM4Hd1 +

1

6
1>M4H

(3)1, (3.6)

onde Hd = diag{h11, . . . , hnn}, H(2)
d = diag{h2

11, . . . , h
2
nn} e H(3) = (hij)

3.

Como podemos observar, os fatores de correção c e cm, expressos, respec-

tivamente, pelas equações (3.2) e (3.6), envolvem apenas operações simples

de matrizes e podem ser facilmente implementados em pacotes de computa-

ção simbólica e linguagens de programação que permitam executar operações

simples de álgebra linear, tais como Ox, R, S-Plus, MAPLE, etc. Além disso,

temos que cm envolve apenas a matriz de covariadas Z usadas para modelar

a variância, do número de parâmetros desconhecidos que definem o com-

portamento da heteroscedasticidade e do número de observações. É válido

salientar, ainda, que o fator de correção cm não depende de parâmetros de

perturbação, tampouco depende de parâmetros desconhecidos.
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CAPÍTULO 4

Resultados Numéricos

Neste capítulo, desenvolvemos um estudo de simulação de Monte Carlo

a fim de comparar o desempenho dos testes baseados nas seguintes estatísti-

cas, a saber: estatística da razão de verossimilhanças usual, LR, sua versão

corrigida via Bartlett, LR∗, estatística da razão de verossimilhanças perfila-

das modificadas, LRm, e sua versão corrigida via DiCiccio e Stern, LR∗m. Os

desempenhos dos testes são avaliados em função da proximidade das proba-

bilidades de rejeição da hipótese nula, dado esta verdadeira (probabilidade

do erro tipo I), aos respectivos níveis nominais dos testes. Também avalia-

mos os poderes dos testes em estudo sob algumas situações e a discrepância

relativa de quantis.

As simulações baseiam-se no modelo de regressão

yi = β0 + exp{β1xi1}+

p−1∑
j=2

βjxij + εi, i = 1, . . . , n,

onde εi são variáveis aleatórias independentes tais que εi ∼ S(µi, φi, g), isto

é, εi tem distribuição pertencente à classe das distribuições simétricas, sendo

µi e φi definidos por (2.2) e (2.3), respectivamente. As hipóteses testadas são
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H0 : γ = 0 × H1 : γ 6= 0, sendo γ q-dimensional, indicando que o modelo é

homoscedástico.

O estudo de simulação foi baseado em duas distribuições simétricas, a

saber: t-Student com 4 graus de liberdade e exponencial potência com parâ-

metro de forma k = 0, 3. Para as simulações variando o tamanho amostral

para o modelo com número de parâmetros de perturbação e parâmetros de in-

teresse fixo variamos o valor dos graus de liberdade (ν) do modelo t−Student.
Consideramos ν = 4, 10 e 30 a fim de avaliar o desempenho dos testes para

modelos próximos ao modelo normal, uma vez que conforme aumentamos os

graus de liberdade da distribuição t−Student, esta se aproxima da distribui-

ção normal. A escolha dos graus de liberdade para o modelo t-Student foi

baseada em Lange et al. (1989), que observaram, a partir de diversas aplica-

ções, que para pequenas amostras o modelo t-Student com ν = 4 apresentou

bom desempenho. Para o modelo Exponencial potência foi adotado o parâ-

metro de forma k = 0, 3 pois era do interesse do trabalho realizar o estudo de

simulação para distribuições com caudas mais pesadas que as da distribui-

ção normal (k = 0). Assumimos ainda outros valores para o parâmetro k, a

saber: k = 0, 4 e k = 0, 5, no mais, conforme o parâmetro de forma assumia

valores mais elevados, as taxas de falha de convergência aumentavam con-

sideravelmente, desse modo, comprometendo as estimativas dos parâmetros.

As variáveis respostas foram geradas assumindo os parâmetros de regressão

como β0 = · · · = βp−1 = 1, γ1 = γ4 = γ5 = 0, 1; γ2 = 0, 3 e γ3 = 0, 5. As

covariáveis x1, . . . , xp−1 e z1, . . . , zq foram geradas como amostras aleatórias

da distribuição U(0, 1). O número de réplicas de Monte Carlo usadas foi de

10.000 e os níves nominais considerados foram α = 0, 5%, 1%, 5% e 10%. As

simulações foram realizadas a partir da linguagem de programação matricial

Ox (Doornik, 2001). Como os estimadores de máxima verossimilhança de β

restrito a γ e de γ não possuem forma fechada, suas respectivas estimativas

foram obtidas a partir do algoritmo SQP, através da função MaxSQP da lin-

guagem matricial de programação Ox. Este comando maximiza funções não

lineares sujeitas a restrições a partir de uma técnica de programação quadrá-
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tica sequencial. Para maiores detalhes sobre o método SQP, ver Nocedal e

Wright (1999).

Para cada tamanho amostral e nível nominal considerado, calculamos as

taxas de rejeição de cada teste, isto é, estimamos via simulação de Monte

Carlo P (LR ≥ x(α;q)), P (LR∗ ≥ x(α;q)), P (LRm ≥ x(α;q)) e P (LR∗m ≥ x(α;q)),

em que x(α;q) é o percentil (1− α) da distribuição χ2
q. Todas as entradas das

tabelas apresentadas são porcentagens.

Na Tabela 4.1 apresentamos as taxas de rejeição dos testes para o mo-

delo t−Student e Exponencial potência com ν = 4, 10 e 30, q = 3, diferentes

tamanhos amostrais, a saber, n = 20, 30, 40 e 50 e p = 3. Podemos observar

que para amostras de tamanho pequeno o teste usual é bastante liberal, isto

é, rejeita a hipótese nula além do esperado. Em contrapartida, o teste base-

ado na estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm)

apresenta taxas de rejeição mais próximas do nível nominal considerado. Por

exemplo, quando n = 20 e α = 10%, temos que as taxas de rejeição dos

testes baseados em LR e LRm são, respectivamente, 27, 9% e 11, 3%, para

o modelo t-Student, e 26, 5% e 8, 4%, para o modelo Exponencial potência.

Aplicando a correção de Bartlett a ambos os testes, notamos que o teste ba-

seado na estatística LR∗ ainda apresenta tendência liberal, enquanto o teste

baseado em LR∗m apresenta taxas de rejeição bem mais próximas dos níveis

nominais considerados. A exemplo, ainda para n = 20 e α = 10%, temos que

o tamanho dos testes baseados em LR∗ e LR∗m são, respectivamente, 13% e

10, 2%, para o modelo t-Student, e 14, 7% e 8, 0%, para o modelo Exponen-

cial potência. Conforme aumenta o tamanho amostral, as taxas de rejeição

de todos os quatro testes para o modelo t−Student ficam mais próximas

dos níveis nominais, como era de se esperar. Para o modelo Exponencial

potência, conforme aumenta-se o tamanho amostral, os testes baseados nas

estatísticas LRm e LR∗m apresentam-se, em geral, ligeiramente conservativos.

Como ilustração, para n = 30 e α = 5%, as taxas de rejeição dos testes

baseados em LR, LR∗ LRm e LR∗m são iguais a 12, 7%, 5, 9%, 5, 8% e 5, 3%,

para o modelo t-Student, e 11, 0%, 6, 2%, 4, 7% e 4, 5%, para o modelo
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Exponencial potência, e quando aumentamos n para 50, na mesma situa-

ção, temos que as taxas de rejeição dos quatro testes supracitados são, res-

pectivamente, de 8, 1%, 4, 8%, 5, 3% e 5, 2%, para o modelo t-Student, e

7, 7%, 5, 4%, 5, 0% e 4, 9%, para o modelo Exponencial potência. Observa-

mos também que mesmo para um número de amostra grande, o teste usual

apresentou-se liberal, por exemplo, considerando α = 10% e n = 50, temos

que o tamanho do teste usual é de 14, 8%, para o modelo t-Student, e 13, 9%

para o modelo Exponencial potência. Notamos ainda que conforme aumenta

o tamanho amostral, o impacto da correção de Bartlett sobre a estatística

LRm é menor, por exemplo, para n = 30, e α = 1%, temos que a taxa

de rejeição dos testes baseados em LRm e LR∗m são, respectivamente, iguais

a 1, 4% e 1, 2%, para o modelo t-Student, e 0, 9% e 0, 8%, para o modelo

Exponencial potência, enquanto que para n = 50, na mesma situação, as

respectivas taxas são de 1, 0% e 0, 9%, para o modelo t-Student, e 0, 9% e

0, 8% para o modelo Exponencial potência. Observa-se também que a maio-

ria dos testes baseados na estatística LRm e LR∗m para o modelo Exponencial

potência apresentam-se conservativos para diversos tamanhos amostrais con-

siderados, isto é, rejeitam H0 aquém do esperado.

Conforme aumentamos os graus de liberdade do modelo t−Student, os
testes baseados na estatística LR para pequenas amostras apresentam, de

forma geral, taxas de rejeição mais próximas dos níveis nominais adotados,

como exemplo, quando n = 20 e α = 10%, temos que as taxas de rejeição dos

testes baseados em LR para o modelo t−Student com ν = 4, 10 e 30 foram,

respectivamente, iguais a 27, 9%, 27, 7% e 27, 1%. A medida que o tamanho

amostral aumenta, podemos observar que as taxas de rejeição assumem va-

lores bastante próximos, a exemplo, considerando n = 50 e α = 10%, temos

que as taxas de rejeição são iguais a 14, 8%, 14, 7% e 15% para ν = 4, 10 e 30,

respectivamente. Os testes baseados na estatística LR∗ corrigem a tendên-

cia liberal dos testes baseado na estatística LR e conforme aumentamos os

graus de liberdade, temos, para pequenas amostras, que os testes baseados

em LR∗ apresentam, em geral, taxas de rejeição mais distantes do nível nomi-
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nal considerado. Os testes baseados nas estatísticas LRm e LR∗m apresentam

taxas de rejeição bastante próximas quando ν = 4 e 10, tanto para amos-

tras de tamanho pequeno quanto para tamanhos amostrais grandes. Quando

ν = 30, os testes baseados em LRm e LR∗m para pequenas amostras apresen-

tam, de forma geral, caráter liberal e conforme o tamanho amostral cresce,

os testes baseados em LRm e LR∗m apresentam caráter conservativo, exceto

para quando n = 50, quando os testes baseados nas estatísticas supracitadas

apresentam, de forma geral, caráter liberal. Podemos observar ainda que,

em geral, para o modelo Exponencial potência, os testes baseados em LR e

LR∗ são bastante liberais, enquanto que os testes baseados em LRm e LR∗m
são conservativos, no mais, apresentam taxas de rejeição mais próximas dos

níveis nominais adotados.

A fim de analisar a influência do número de parâmetros de perturbação

no desempenho dos testes, fixamos o tamanho amostral em n = 35, o número

de parâmetros de interesse em q = 2 e variamos o número de parâmetros de

perturbação (p). Na Tabela 4.2, encontram-se os resultados das simulações

para os cenários descritos acima para os modelos sob estudo, isto é, modelo

t−Student com 4 graus de liberdade e modelo Exponencial potência com

k = 0, 3. Podemos observar que os testes baseados em LR são liberais e a

medida que o número de parâmetros de perturbação aumenta, a distorção do

tamanho dos testes aumenta consideravelmente, por exemplo, para o modelo

t−Student quando p = 5 e α = 5%, temos que a taxa de rejeição do teste

baseado em LR é 14%, ou seja, maior que o dobro do valor nominal consi-

derado. Ainda para a mesma situação, considerando o modelo Exponencial

potência, temos que a taxa de rejeição excede 13%. A correção de Bartlett

aplicada ao teste usual tende a atenuar sua tendência liberal, de modo que

o teste da razão de verossimilhanças corrigido apresenta menor distorção de

tamanho do que o teste baseado em LR. Considerando a mesma situação

exemplificada acima, temos que as taxas de rejeição do teste corrigido para

os modelos t-Student e Exponencial potência são de 5, 7% e 6, 4%, respecti-

vamente. Assim como o teste usual, podemos observar que a distorção do

32



tamanho dos testes corrigidos aumentam conforme o número de parâmetros

de perturbação aumenta. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas tende a corrigir a tendência liberal do teste usual, apresentando,

em geral, taxas de rejeição ligeiramente superiores aos níveis nominais, para

o modelo t-Student. Para o modelo Exponencial potência, temos que o teste

baseado em LRm é, em geral, ligeiramente conservador. Novamente para

p = 5 e α = 5%, temos as taxas de rejeição do teste baseado em LRm

para os modelos t−Student e Exponencial potência são de 5, 1% e 4, 9%, res-

pectivamente. A correção de Bartlett aplicada a este teste, de forma geral,

aproxima ainda mais as taxas de rejeição aos tamanhos nominais do teste,

para o modelo t-Student, enquanto que para o modelo Exponencial potência

apresenta menor impacto, uma vez que, em geral, o teste baseado em LRm

para este modelo é ligeiramente conservativo. Ainda quando p = 5 e α = 5%,

temos que a taxa de rejeição do teste baseado em LR∗m é 5%, para o modelo

t−Student, e 4, 8%, para o modelo Exponencial potência.

Em suma, temos que, de forma geral, o teste usual apresenta tendência

liberal e conforme o número de parâmetros de perturbação aumenta, a taxa

de rejeição deste teste aumenta. A correção de Bartlett aplicada a este teste

apresenta taxas de rejeição próximas aos níveis nominais, e assim como o

teste usual, conforme aumenta-se o número de parâmetros de perturbação,

as taxas de rejeição da hipótese nula deste teste aumenta. Em contrapartida,

temos que os testes baseados em LRm e LR∗m não são tão sensíveis ao au-

mento do número de parâmetros de perturbação, isto é, as taxas de rejeição

dos referidos testes permanecem estáveis conforme aumenta-se o número de

parâmetros de perturbação. Para o modelo t−Student pode-se observar que

entre os testes corrigidos aquele que apresentou, de forma geral, taxas de

rejeição mais próximas dos níveis nominais adotados foi o teste baseado na

estatística LR∗m. Para o modelo Exponencial potência, o teste baseado na

estatística LR∗ apresentou caráter ligeiramente liberal, enquanto que o teste

baseado na estatística LR∗m apresentou-se ligeiramente conservativo.

Na Tabela 4.3 avaliamos a influência do número de parâmetros de inte-
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resse nos modelos em estudo, isto é, apresentamos as taxas de rejeição dos

testes sob investigação para os modelos em estudo quando n = 35, p = 3 e q

variando entre 2 e 6. Notamos que os comportamentos dos quatros testes

foram bastante similares aos observados quando aumentamos o número de

parâmetros de perturbação, sendo o teste mais afetado com o aumento do

número de parâmetros que define a heteroscedasticidade o teste da razão

de verossimilhanças usual. Os demais testes apresentaram tamanhos mais

próximos dos respectivos níveis nominais considerados, entretanto, o teste

baseado em LRm apresentou-se ligeiramente liberal conforme o número de

parâmetros de interesse aumenta para o modelo t−Student. Para o mo-

delo Exponencial potência, os testes baseados nas estatísticas LRm e LR∗m
apresentam-se ligeiramente conservativos e a correção de Bartlett aplicada à

estatística LRm teve, em geral, menor impacto, isto é, as taxas de rejeição

dos testes baseados nas estatísticas LRm e LR∗m apresentaram diferença pe-

quena. As conclusões obtidas a partir da Tabela 4.2 também se verificam

aqui. Como ilustração, considerando q = 4 e α = 1, 0%, temos que as ta-

xas de rejeição dos testes baseados nas estatísticas LR, LR∗, LRm e LR∗m
são, respectivamente, 4, 1%, 1, 3%, 1, 1% e 0, 9%, para o modelo t-Student,

e 3, 3%, 1, 4%, 0, 9% e 0, 9%, para o modelo Exponencial potência.

Nas Tabelas 4.4 e 4.5 são apresentados os resultados obtidos a partir da

hipótese alternativa H1 : γ1 = γ2 = γ3 6= 0, isto é, heteroscedasticidade,

para o modelo t−Student e Exponencial potência, respectivamente, quando

n = 35, q = 3, p = 5, α = 10% e diferentes valores de γ1 = γ2 = γ3 = γ,

com γ variando entre 0, 1 e 1, 0. Tendo em vista a tendência liberal dos testes

baseados nas estatísticas LR e LR∗, as simulações foram realizadas com os

valores críticos estimados em vez dos valores tabelados para que todos os

testes pudessem ter o mesmo tamanho. A partir destes resultados, obser-

vamos para todos os modelos considerados o poder dos testes baseados nas

estatísticas LRm e LR∗m são semelhantes e superiores aos testes baseados em

LR e LR∗. A exemplo, considerando o modelo t-Student quando p = 5 e

δ = 0, 5, as estimativas dos poderes dos testes baseados em LR, LR∗, LRm
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e LR∗m são, respectivamente, 49, 2%, 49, 4%, 79, 7% e 79, 7%. Considerando

o mesmo cenário para o modelo Exponencial potência, temos que as estima-

tivas dos poderes para os testes baseados em LR, LR∗, LRm e LR∗m são,

respectivamente, 76, 8%, 76, 7%, 86, 8% e 86, 9%.

A fim de avaliar a aproximação assintótica dos testes baseados em LR,

LR∗, LRm e LR∗m, apresentamos nas Figuras 4.1 e 4.2 os gráficos das discre-

pâncias relativas entre os quantis assintóticos e os quantis assintóticos das

estatísticas dos quatro testes sob estudo contra os quantis assintóticos para

os modelos t-Student e Exponencial potência, respectivamente. Definimos

discrepância relativa como

ST (1− α)− χ2
3(1− α)

χ2
3(1− α)

,

onde ST denota a estatística do teste (LR, LR∗, LRm ou LR∗m, conforme

o caso), ST (1− α) denota o quantil amostral de ordem (1− α) do conjunto

de valores simulados da estatística de teste e χ2
3(1 − α) representa o corres-

pondente quantil da distribuição χ2
3. Nesse contexto, quão mais próxima da

ordenada nula estiver a curva, melhor é a aproximação assintótica utilizada

no teste.

Analisando a Figura 4.1, constatamos que a curva de discrepância de

quantis da estatística LR está bem distante da ordenada nula e conforme o

valor do quantil assintótico aumenta, a discrepância relativa tende a se esta-

bilizar em torno de 57%, ratificando a tendência liberal do teste baseado na

estatística LR. A curva de discrepância relativa da estatística LR∗ apresenta-

se mais próxima da ordenada nula, se comparada com a curva da estatística

LR. Notamos também que a curva de LR∗ apresenta-se estável em torno de

11%, confirmando que o teste baseado nesta estatística é liberal. Podemos

observar também que as curvas de discrepâncias de quantis das estatísticas

LRm e LR∗m são bem mais próximas do eixo horizontal de ordenada nula e

que conforme aumenta-se o valor dos quantis, tais discrepâncias alteram-se

muito pouco, com as curvas flutuando ao redor da ordenada nula.

Na Figura 4.2, podemos observar que a curva de discrepância de quantis
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da estatística LR, assim como para o modelo t-Student, está bem distante

e acima da ordenada nula. Diferentemente do observado na Figura 4.1, a

discrepância de quantis da estatística LR aumenta ligeiramente conforme

aumenta-se o valor do quantil assintótico. A curva de discrepância relativa da

estatística LR∗ apresenta-se estável, em torno de 14%, conforme aumenta-se

o valor do quantil assintótico. As curvas das estatísticas LR e LR∗ ratificam

que os testes baseados nestas estatísticas são liberais. As curvas de discre-

pância de quantis das estatísticas LRm e LR∗m praticamente se sobrepõem e

para valores de quantis entre 0 e 2 as curvas de discrepância relativa das esta-

tísticas LR e LR∗ apresentam um crescimento acelerado, enquanto que para

valores de quantis acima de 2 essas curvas apresentam-se mais estáveis. Veri-

ficamos ainda que essas curvas estão abaixo da ordenada nula, confirmando

que estes testes são conservativos.
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Figura 4.1: Gráfico das discrepâncias relativas de quantis - Modelo t-Student
com ν = 4, n = 35, p = 5 e q = 3.

2 4 6 8

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

Quantis assintóticos

D
is

cr
ep

ân
ci

a 
re

la
tiv

a 
do

s 
qu

an
tis

LR
LR*
LRm
LR*m

Figura 4.2: Gráfico das discrepâncias relativas de quantis - Modelo Exponen-
cial potência com k = 0, 3; n = 35, p = 5 e q = 3.
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Tabela 4.1: Tamanho dos testes - Modelo t-Student com ν = 4, 10 e 30 e Expo-
nencial potência com k = 0, 3; p = 3, q = 3 e diversos valores para n.
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Tabela 4.2: Tamanho dos testes para os Modelo t-Student com ν = 4 e Expo-
nencial potência com k = 0, 3; ambos com n = 35, q = 2 e diversos valores para
p.

Modelo Modelo
T-student 4 gl Exponencial Potência

α p LR LR∗ LRm LR∗m LR LR∗ LRm LR∗m
2 1, 1 0, 5 0, 6 0, 5 1, 0 0, 6 0, 5 0, 5
3 1, 5 0, 5 0, 5 0, 5 1, 2 0, 4 0, 4 0, 4

0, 5% 4 2, 5 0, 4 0, 5 0, 5 2, 0 0, 5 0, 5 0, 5
5 3, 2 0, 4 0, 5 0, 5 2, 8 0, 6 0, 3 0, 3
6 4, 0 0, 8 0, 6 0, 5 3, 8 0, 8 0, 5 0, 5
2 1, 9 0, 9 1, 2 1, 1 1, 7 1, 0 1, 0 0, 9
3 2, 6 0, 8 0, 9 0, 8 2, 3 0, 9 0, 8 0, 8

1% 4 3, 7 0, 9 0, 9 0, 9 3, 2 1, 1 1, 0 1, 0
5 5, 0 1, 1 1, 1 0, 9 4, 3 1, 8 0, 9 0, 8
6 6, 0 1, 3 1, 1 1, 0 5, 7 1, 7 0, 9 0, 9
2 7, 0 4, 4 5, 0 4, 7 7, 1 4, 9 5, 2 5, 1
3 9, 2 4, 6 5, 1 4, 8 8, 2 4, 9 4, 6 4, 5

5% 4 11, 1 5, 1 5, 5 5, 2 10, 3 5, 4 4, 7 4, 5
5 14, 0 5, 7 5, 1 5, 0 13, 1 6, 4 4, 9 4, 8
6 16, 0 5, 9 5, 2 5, 0 16, 2 7, 3 5, 1 5, 0
2 12, 9 8, 9 9, 9 9, 5 12, 4 9, 7 10, 0 9, 8
3 16, 0 9, 7 10, 6 10, 2 14, 5 10, 0 9, 7 9, 5

10% 4 19, 0 10, 0 10, 2 10, 0 17, 4 10, 8 10, 0 9, 8
5 22, 0 11, 2 10, 3 10, 0 21, 2 12, 2 10, 3 10, 0
6 24, 9 11, 6 10, 2 9, 8 24, 6 14, 0 10, 5 10, 3
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Tabela 4.3: Tamanho dos testes para os Modelo t-Student com ν = 4 e Expo-
nencial potência com k = 0, 3; ambos com n = 35, p = 3 e diversos valores para
q.

Modelo Modelo
T-student 4 gl Exponencial Potência

α q LR LR∗ LRm LR∗m LR LR∗ LRm LR∗m
2 1, 5 0, 5 0, 5 0, 5 1, 2 0, 4 0, 4 0, 4
3 1, 6 0, 5 0, 6 0, 5 1, 6 0, 6 0, 4 0, 3

0, 5% 4 2, 7 0, 5 0, 6 0, 5 2, 2 0, 7 0, 4 0, 3
5 3, 2 0, 6 0, 7 0, 5 2, 2 0, 7 0, 3 0, 3
6 3, 1 0, 6 0, 5 0, 4 2, 6 0, 8 0, 4 0, 4
2 2, 6 0, 8 0, 9 0, 8 2, 3 0, 9 0, 8 0, 8
3 2, 8 1, 0 1, 0 1, 0 2, 8 1, 1 0, 9 0, 9

1% 4 4, 1 1, 3 1, 1 0, 9 3, 3 1, 4 0, 9 0, 9
5 5, 2 1, 4 1, 3 1, 1 3, 8 1, 4 0, 7 0, 7
6 5, 1 1, 3 1, 2 0, 9 4, 2 1, 6 0, 7 0, 6
2 9, 2 4, 6 5, 1 4, 8 8, 2 4, 9 4, 6 4, 5
3 9, 4 4, 6 5, 0 4, 6 9, 9 5, 7 5, 3 5, 0

5% 4 12, 0 5, 9 5, 6 5, 1 10, 7 6, 0 4, 3 4, 1
5 14, 7 6, 1 6, 3 5, 5 11, 8 6, 4 4, 4 4, 2
6 14, 8 6, 5 5, 8 4, 9 13, 9 7, 3 4, 0 3, 8
2 16, 0 9, 7 10, 6 10, 2 14, 5 10, 0 9, 7 9, 5
3 16, 5 9, 4 10, 4 9, 9 17, 2 10, 9 10, 1 9, 8

10% 4 19, 7 10, 8 10, 8 10, 0 18, 2 11, 2 8, 9 8, 6
5 21, 9 11, 8 11, 9 10, 6 19, 7 12, 0 9, 0 8, 5
6 22, 9 11, 9 11, 5 10, 0 22, 1 13, 6 8, 7 8, 1
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Tabela 4.4: Poder dos testes - Modelo t-Student com ν = 4, p = 5, q = 3, n = 35
e α = 10%.

p = 5

γ LR LR∗ LRm LR∗m
0,1 8, 3 8, 5 13, 3 13, 3
0,2 10, 9 10, 5 24, 5 24, 6
0,3 17, 9 18, 8 43, 6 43, 6
0,4 31, 0 31, 0 63, 4 63, 4
0,5 49, 2 49, 4 79, 7 79, 7
0,6 68, 5 68, 5 91, 3 91, 3
0,7 80, 7 80, 7 95, 8 95, 8
0,8 92, 6 92, 9 99, 1 99, 1
0,9 97, 1 97, 3 99, 7 99, 7
1,0 99, 4 99, 4 99, 9 99, 9

Tabela 4.5: Poder dos testes - Modelo Exponencial potência com k = 0, 3; p = 5,
q = 3, n = 35 e α = 10%.

p=5
γ LR LR∗ LRm LR∗m
0,1 10, 9 10, 6 10, 5 10, 6
0,2 16, 4 16, 0 23, 2 23, 2
0,3 28, 5 28, 5 42, 2 42, 2
0,4 59, 7 59, 9 75, 1 75, 1
0,5 76, 8 76, 7 86, 8 86, 9
0,6 88, 6 89, 0 93, 8 93, 8
0,7 97, 8 97, 8 98, 9 98, 9
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CAPÍTULO 5

Considerações finais

A principal contribuição teórica desta dissertação concentra-se no Capí-

tulo 3, onde obtivemos uma expressão geral para o aperfeiçoamento do teste

da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas com base no ajuste pro-

posto por Cox e Reid (1987) para qualquer classe de modelos em que os

parâmetros que o compõem sejam ortogonais e que siga a mesma partição do

vetor de parâmetros adotada nesta dissertação e ainda derivamos um fator

de correção de Bartlett para um teste de heteroscedasticidade baseado na

estatística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm) nos

modelos não lineares simétricos heteroscedásticos.

No Quinto Capítulo, realizamos um estudo de simulação de Monte Carlo

a fim de avaliar o desempenho dos testes baseados na estatística da razão de

verossimilhanças (LR), em sua versão corrigida via Bartlett (LR∗), na esta-

tística da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (LRm) e em sua

respectiva versão corrigida via Bartlett (LR∗m). O estudo de simulação para

o teste baseado na estatística LR∗ também é contribuição desta dissertação,

uma vez que na literatura apenas foi proposto o fator de correção para a

estatística em questão. A partir dos resultados obtidos verificamos que para

todos os modelos considerados o teste da razão de verossimilhanças (baseado
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na estatística LR) é bastante liberal, conduzindo a taxas de rejeição da hi-

pótese nula de homoscedasticidade superiores aos níveis nominais adotados.

O teste da razão de verossimilhanças corrigido via DiCiccio e Stern (baseado

em LR∗) tende a atenuar a tendência liberal do teste usual, trazendo a taxa

de rejeição de H0 para um valor mais próximo do nível nominal adotado.

Entrentanto, conforme aumentamos o número de parâmetros de perturbação

ou de parâmetros de interesse, o teste baseado em LR∗ apresentou taxas de

rejeição de H0 superiores aos níveis nominais adotados, assim, mostrando-se

sensível ao aumento do número de parâmetros de interesse e de perturbação,

além disso, de caráter liberal.

O teste da razão de verossimilhanças perfiladas modificadas (baseado em

LRm) apresentou-se eficiente, corrigindo a tendência liberal do teste baseado

na estatística LR. Conforme aumentamos os tamanhos amostrais, o teste

baseado na estatística LRm apresentou, de forma geral, taxas de rejeição

bastante próximas aos níveis nominais adotados. À medida que aumenta-

mos o número de parâmetros de perturbação ou de interesse, as taxas de

rejeição do teste baseado em LRm não se alteraram, mostrando que o teste

baseado em LRm não é sensível a estes aumentos. No mais, em geral, o

teste baseado em LRm ainda mostrou-se ligeiramente liberal, principalmente

para o modelo t-Student. O teste da razão de verossimilhanças perfiladas

modificadas corrigido (baseado na estatística LR∗m) conduziu à taxas de re-

jeição da hipótese ainda mais próximas dos níveis nominais adotados, para o

modelo t−Student. Assim como no teste baseado em LRm, conforme aumen-

tamos o tamanho amostral, o teste baseado em LR∗m apresentou, de forma

geral, taxas próximas aos níveis nominais adotados. Conforme aumentamos

o número de parâmetros de interesse ou de perturbação, o teste baseado em

LR∗m apresentou comportamento similar ao apresentado pelo teste baseado

em LRm. Para o modelo exponencial potência, temos que, de modo geral,

quando aumentamos o tamanho amostral e também quando aumentamos o

número de parâmetros de interesse ou de perturbação, os testes baseados nas

estatísticas LRm e LR∗m mostraram-se conservadores, apresentando taxas de
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rejeição da hipótese nula inferiores aos níveis nominais considerados. Foi pos-

sível observar também que para o modelo Exponencial potência, o impacto

da correção de Bartlett foi, de modo geral, reduzido, uma vez que o teste ba-

seado na estatística LRm já apresetava caráter conservativo. Em relação aos

poderes dos testes, os testes baseados em LRm e LR∗m apresentaram poder

semelhante e mostraram-se mais poderosos do que os testes baseados em LR

e LR∗.

Em suma, dentre as estatísticas não corrigidas apresentadas nesta disser-

tação, temos que a estatística LRm produziu um melhor teste de heterosce-

dasticidade, dentre as estatísticas corrigidas, a estatística LR∗m produziu um

melhor teste de heteroscedasticidade e dentre as estatísticas LRm e LR∗m, a

estatística LR∗m produziu um melhor teste de heteroscedasticidade.
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APÊNDICE A

Cálculo dos cumulantes

Considere o modelo não linear simétrico heteroscedástico apresentado na Se-

ção 2.2. Neste apêndice, apresentamos a obtenção de algumas derivadas do

logaritmo da função de verossimilhança dos parâmetros do modelo em es-

tudo, alguns cumulantes da log-verossimilhança e suas respectivas derivadas,

necessários para o cálculo do fator de correção de Bartlett proposto por Di-

Ciccio e Stern (1994). Para isto, faremos uso das notações definidas nas

Seções 2.3 e 3.2.

A.1 Derivadas do logaritmo da função de ve-
rossimilhança

Considere o logaritmo da função de verossimilhança l(θ) definido em (2.5).

Diferenciando l(θ) em relação aos componentes do vetor de parâmetros β,

obtemos:

Uj =
∂l(θ)

∂βj
=
∑
i

{
∂t(zi)

∂zi

∂zi
∂µi

µi
βj

}

=
∑
i

t
(1)
(zi)

(
− 1√

φi

)
(j)i = −

∑
i

t
(1)
(zi)√
φi

(j)i.
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Procedendo de forma análoga, podemos obter as derivadas de segunda, ter-

ceira e quarta ordem de l(θ) com relação a β da seguinte maneira:

Ujl =
∂2l(θ)

∂βj∂βl
= −

∑
i

t
(2)
(zi)

(
− 1

φi

)
(j, l)i −

∑
i

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jl)i

=
∑
i

t
(2)
(zi)

1

φi
(j, l)i −

∑
i

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jl)i,

Ujlm =
∂3l(θ)

∂βj∂βl∂βm
=
∑
i

t
(3)
(zi)

(
− 1√

φi

)
(m)i

1

φi
(j, l)i +

∑
i

t
(2)
(zi)

1

φi
{(jm, l)i + (j, lm)i}

−
∑
i

t
(2)
(zi)

(
− 1√

φi

)
(m)i

1√
φi

(jl)i −
∑
i

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jlm)i

= −
∑
i

t
(3)
(zi)

1

φ
3/2
i

(j, l,m)i +
∑
i

t
(2)
(zi)

1

φi
{(jm, l)i + (j, lm)i + (jl,m)i}

−
∑
i

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jlm)i,

e

Ujlmn =
∂4l(θ)

∂βj∂βl∂βm∂βn

=
∑
i

t
(4)
(zi)

1

φ2
i

(j, l,m, n)i −
∑
i

t
(3)
(zi)

1

φ
3/2
i

{(jn, l,m)i + (j, ln,m)i + (j, l,mn)i}

−
∑
i

t
(3)
(zi)

1

φ
3/2
i

{(jm, l, n)i + (j, lm, n)i + (jl,m, n)i}+
∑
i

t
(2)
(zi)

1

φi
{(jmn, l)i

+ (jm, ln)i + (jn, lm)i + (j, lmn)i + (jln,m)i + (jl,mn)i}

+
∑
i

t
(2)
(zi)

1

φi
(jlm, n)i −

∑
i

t
(1)
(zi)

1√
φi

(jlmn)i.

Agora derivando l(θ) com relação aos componentes do vetor γ, obtemos:

Ua =
∂l(θ)

∂γa
= −1

2

∑
i

{
∂ log φi
∂φi

∂φi
∂τi

∂τi
∂γa

}
+
∑
i

{
∂t(zi)

∂zi

∂zi
∂φi

∂φi
∂τi

∂τi
∂γa

}
= −1

2

∑
i

h′i
φi

(a)i −
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′i
φi

(a)i.
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Procedendo de forma análoga, podemos obter as derivadas de segunda, ter-

ceira e quarta ordem de l(θ) com relação a γ da seguinte maneira:

Uab =
∂2l(θ)

∂γa∂γb

= −1

2

∑
i

h′′i
φi

(a, b)i +
1

2

∑
i

h′2i
φ2
i

(a, b)i +
1

4

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′2i
φ2
i

(a, b)i

+
1

4

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′2i
φ2
i

(a, b)i −
∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′′i
φi

(a, b)i +
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′2i
φ2
i

(a, b)i,

Uabc =
∂3l(θ)

∂γa∂γb∂γc

= −1

2

∑
i

h′′′i
φi

(a, b, c)i +
3

2

∑
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c)i −
∑
i

h′3i
φ3
i

(a, b, c)i

− 1

8

∑
i

t
(3)
(zi)
z3
i

h′3i
φ3

(a, b, c)i −
9

8

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′3i
φ3
i

+
3

4

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c)i

− 15

8

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′3i
φ3
i

(a, b, c)i +
9

4

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c)i

− 1

2

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′′′i
φi

(a, b, c)i

e

Uabcd =
∂4l(θ)

∂γa∂γb∂γc∂γd

= −1

2

∑
i

h′′′′i
φi

(a, b, c, d)i + 2
∑
i

h′ih
′′′
i

φ2
i

(a, b, c, d)i +
3

2

∑
i

h′′2i
φ2
i

(a, b, c, d)i

− 6
∑
i

h′2i h
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i + 3
∑
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i +
1

16

∑
i

t
(4)
(zi)
z4
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i

+
9

8

∑
i

t
(3)
(zi)
z3
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i −
3

4

∑
i

t
(3)
(zi)
z3
i

h′2ih
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i

+
87

16

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i −
27

4

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′2i h
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i

+
3

4

∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′′2i
φ2
i

(a, b, c, d)i +
∑
i

t
(2)
(zi)
z2
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c, d)i
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+
105

16

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i −
45

4

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′2i h

′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i

+
9

4

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′′2i
φ2
i

(a, b, c, d)i + 3
∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′ih
′′′
i

φ2
i

(a, b, c, d)i

− 1

2

∑
i

t
(1)
(zi)
zi
h′′′′i
φi

(a, b, c, d)i.

Para obter alguns cumulantes mistos, calculamos as seguintes derivadas

mistas:

Uja =
∂2l(θ)

∂βj∂γa
=

1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′i

φ
3/2
i

(j, a)i +
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)

h′i

φ
3/2
i

(j, a)i,

Uabj =
∂3l(θ)

∂γa∂γb∂βj
= −1

4

∑
i

t
(3)
(zi)
z2
i

h′2i

φ
3/2
i

(a, b, j)i

− 1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′2i

φ
5/2
i

(a, b, j)i −
1

4

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′2i

φ
5/2
i

(a, b, j)i

− 1

4

∑
i

t
(1)
(zi)

h′2i

φ
5/2
i

(a, b, j)i +
1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′′i

φ
5/2
i

(a, b, j)i

+
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)

h′′i

φ
5/2
i

(a, b, j)i −
1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′2i

φ
5/2
i

(a, b, j)i

− 1

2

∑
i

t
(1)
(zi)

h′2i

φ
5/2
i

(a, b, j)i,

Ujla =
∂3l(θ)

∂βj∂βl∂γa
= −1

2

∑
i

t
(3)
(zi)
zi
h′i
φ2
i

(j, l, a)i −
∑
i

t
(2)
(zi)

h′i
φ2
i

(j, l, a)i

+
1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′i

φ
3/2
i

(jl, a)i +
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)

h′i

φ
3/2
i

(jl, a)i,

e

Ujlab =
∂4l(θ)

∂βj∂βl∂γa∂γb
=

1

4

∑
i

t
(4)
(zi)
z2
i

h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i

+
7

4

∑
i

t
(3)
(zi)
zi
h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i −
1

2

∑
i

t
(3)
(zi)
zi
h′′i
φ2
i

(j, l, a, b)i
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− 1

2

∑
i

t
(2)
(zi)

h′′i
φ2
i

(j, l, a, b)i + 2
∑
i

t
(2)
(zi)

h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i

− 1

4

∑
i

t
(3)
(zi)
z2
i

h′2i

φ
5/2
i

(jl, a, b)i −
5

4

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′2i

φ
5/2
i

(jl, a, b)i

+
1

2

∑
i

t
(2)
(zi)
zi
h′′i

φ
3/2
i

(jl, a, b)i +
1

2

∑
i

t
(1)
(zi)

h′′i

φ
3/2
i

(jl, a, b)i

− 3

4

∑
i

t
(1)
(zi)

h′2i

φ
5/2
i

(jl, a, b)i.

A.2 Cálculo dos Cumulantes

Tomando a esperança das derivadas de segunda, terceira e quarta ordem

com relação aos parâmetros β e γ calculadas acima, obtemos os seguintes

cumulantes:

λjl = δ(0,1,0,0,0)

∑
i

1

φi
(j, l)i,

λjlm = δ(0,1,0,0,0)

∑
i

1

φi
{(lm, l)i + (j, lm)i + (jl,m)i} ,

λjlmn = δ(0,0,0,1,0)

∑
i

1

φ2
i

(j, l,m, n)i {(jm, l)i + (j, lm)i + (jl,m)i} ,

λab =
δ(0,1,0,0,2) − 1

4

∑
i

h′2i
φ2
i

(a, b)i,

λabc =
3(δ(0,1,0,0,2)−1)

4

∑
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c)i,

+
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

8

∑
i

h′3i
φ3
i

(a, b, c)i,
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λabcd = −
∑
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c, d)i −
3

4

∑
i

h′′2i
φ2
i

(a, b, c, d)i,

+
21

4

∑
i

h′2ih
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i −
57

16

∑
i

h′44
φ4
i

(a, b, c, d)i,

+
1

16
δ(0,0,0,4,4)

∑
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i +
9

8
δ(0,0,1,0,3)

∑
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i,

− 3

4
δ(0,0,1,0,3)

∑
i

h′2i h
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i +
87

16
δ(0,1,0,0,2)

∑
i

h′4i
φ4
i

(a, b, c, d)i,

− 27

4
δ(0,1,0,0,2)

∑
i

h′2ih
′′
i

φ3
i

(a, b, c, d)i +
3

4
δ(0,1,0,0,2)

∑
i

h′′2i
φ2
i

(a, b, c, d)i,

+ δ(0,1,0,0,2)

∑
i

h′ih
′′
i

φ2
i

(a, b, c, d)i,

λja = λabj = 0,

λjla = −1

2
δ(0,0,1,0,1)

∑
i

h′i
φ2
i

(j, l, a)i − δ(0,1,0,0,0)

∑
i

h′i
φ2
i

(j, l, a)i e

λjlab =
1

4
δ(0,0,0,1,2)

∑
i

h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i +
7

4
δ(0,0,1,0,1)

∑
i

h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i

− 1

2
δ(0,0,1,0,1)

∑
i

h′′i
φ2
i

(j, l, a, b)i −
1

2
δ(0,1,0,0,0)

∑
i

h′′i
φ2
i

(j, l, a, b)i

+ 2δ(0,1,0,0,0)

∑
i

h′2i
φ3
i

(j, l, a, b)i

A.3 Derivadas dos Cumulantes

Nesta seção encontram-se as derivadas dos cumulantes necessárias ao cálculo

do fator de correção cm com relação aos componentes de β e γ.
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(λjl)m = δ(0,1,0,0,0)

∑
i

1

φi
{(jl,m)i + (j, lm)i},

(λab)j = 0,

(λab)c =

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)∑
i

{
h′ih
′′
i

φ2
i

− h′3i
φ3
i

}
(a, b, c)i,

(λab)cd =

(
δ(0,1,0,0,2) − 1

2

)∑
i

{
h′′2i
φ2
i

+
h′ih
′′
i

φ2
i

− 5h′2i h
′′
i

φ3
i

+
3h′4i
φ4
i

}
(a, b, c, d)i,

(λabc)d =
3(δ(0,1,0,0,2) − 1)

4

∑
i

{
h′′2i
φ2
i

+
h′ih
′′′
i

φ2
i

− 2h′2i h
′′
i

φ3
i

}
(a, b, c, d)i,

+
(7− δ(0,0,1,0,3) − 9δ(0,1,0,0,2))

8

∑
i

{
3h′2i h

′′
i

φ3
i

− 3h′4i
φ4
i

}
(a, b, c, d)i e

(λabj)l = 0.
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APÊNDICE B

Valores dos δ′s

Neste apêndice encontram-se os valores dos δ′s associados à correção de Bar-

tlett para algumas distribuições pertencentes à classe dos modelos simétri-

cos. Estes valores foram obtidos por Uribe-Opazo (1997). As notações tk(zi) e

δ(a,b,c,d,e) estão definidas na Seção 2.3 e neste estudo consideramos zi = yi−µi√
φi

,

com µi = f(xi;β).

B.1 Distribuição Normal

Seja yi ∼ N (µi, φi) com função de densidade da forma

π (yi, βi, φi) =
1√
φi2π

exp

{
−1

2

(yi − µi)2

φi

}
, y ∈ IR,

para β ∈ IRp e φ > 0. O logaritmo da função de verossimilhança é expresso

por

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

com t(zi) = −z2
i /2. Por definição t(k) = ∂kt/∂zk, logo,

t
(1)
(zi)

= −z, t
(2)
(zi)

= −1, t
(3)
(zi)

= t
(4)
(zi)

= 0.
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Como z ∼ N(0, 1), temos que
δ(2,0,0,0,0) = 1, δ(0,0,0,1,0) = 0, δ(2,1,0,0,4) = −16,
δ(2,1,0,0,0) = −1, δ(0,0,0,1,2) = 0, δ(3,0,0,0,3) = −15,
δ(0,0,1,0,1) = 0, δ(0,1,0,0,0) = −1, δ(2,1,0,0,2) = −3,
δ(0,0,1,0,3) = 0, δ(1,1,0,0,1) = 1, δ(1,0,1,0,0) = 0,
δ(4,0,0,0,2) = 15, δ(2,0,0,0,2) = 3, δ(0,0,0,1,4) = 0,
δ(4,0,0,0,4) = 105, δ(3,0,0,0,1) = −3, δ(0,1,0,0,2) = −1.

B.2 Distribuição de Cauchy

Seja yi ∼ C (µi, φi) com função densidade dada da forma

π (yi, φi) =
1

π
√
φi

[
1 +

(yi − µi)2

φi

]−1

, yi ∈ IR,

para β ∈ IRp e φ > 0. O logaritmo da função de verossimilhança é dado por

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

onde t(zi) = log
(

1
π

[1 + z2]
−1
)
. Assim, temos que

t
(1)
(Zi)

= 2zs,

t
(2)
(Zi)

= 2s+ 4z2s2,

t
(3)
(Zi)

= 12zs2 + 16z3s3,

t
(4)
(Zi)

= 12s2 + 96z2s2 + 96z4s4,

onde s é dado na Tabela 2.2. Considerando que z ∼ Cauchy(0, 1), então

z2 ∼ F (1, 1), portanto:
δ(2,0,0,0,0) = 1/2, δ(0,0,0,1,0) = 3/4, δ(2,1,0,0,4) = 15/8,
δ(2,1,0,0,0) = −1/8, δ(0,0,0,1,2) = −3/4, δ(3,0,0,0,3) = −5/2,
δ(0,0,1,0,1) = 1/2, δ(0,1,0,0,0) = −1/2, δ(2,1,0,0,2) = −3/4,
δ(0,0,1,0,3) = −1/2, δ(1,1,0,0,1) = 0, δ(1,0,1,0,0) = 1/8,
δ(4,0,0,0,2) = 5/8, δ(2,0,0,0,2) = 3/2, δ(0,0,0,1,4) = 3/4,
δ(4,0,0,0,4) = 35/8, δ(3,0,0,0,1) = −1/2, δ(0,1,0,0,2) = 1/2.
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B.3 Distribuição t-Student

Seja yi ∼ t (µi, φi, ν) com a função densidade da forma

π (yi, µi, φi, ν) =
νν/2√

φiB (1/2, ν/2)

[
ν +

(yi − µi)2

φi

]− ν+1
2

, yl ∈ IR,

onde β ∈ IRp, φ > 0, ν > 0 e B(·) é a função beta . O logaritmo da função

de verossimilhança tem a forma

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

com t(zi) = log
(

ν
ν
2

B(1/2,ν/2)
[ν + z2

l ]
−(ν+1)

2

)
. Derivando ti com relação à zi,

temos

t
(1)
(Zl)

= 2zs,

t
(2)
(Zl)

= 2s+ 4
8z2s2

ν + 1
,

t
(3)
(Zl)

=
24

ν + 1
zs2 +

64

ν + 1
z3s3,

t
(4)
(Zl)

=
24

ν + 1
s2 +

384

(ν + 1)2
z2s3 +

768

(ν + 1)3
z4s4,

onde s é dado na Tabela 2.2.

Considerando que z ∼ t(0, 1, ν), temos z2 ∼ F (1, ν), portanto:
δ(2,0,0,0,0) = (ν+1)

(ν+3)
, δ(0,0,0,1,0) = 6(ν+1)(ν+2)

ν(ν+5)(ν+7)
,

δ(2,1,0,0,0) = −(ν+1)3(ν+2)
ν(ν+5)(ν+7)(ν+3)

, δ(0,0,0,1,2) = 6
(ν+3)

(
ν−19
(ν+5)

+ 120
(ν+5)(ν+7)

)
,

δ(0,0,1,0,1) = 6(ν+1)(ν+2)
ν(ν+5)(ν+7)

, δ(0,1,0,0,0) = −ν+1
ν+3

,

δ(0,0,1,0,3) = 6(3ν−5)
(ν+5)(ν+3)

, δ(1,1,0,0,1) = (ν+1)(ν−1)
(ν+5)(ν+3)

,

δ(4,0,0,0,2) = 15(ν+1)3

(ν+5)(ν+7)(ν+3)
, δ(2,0,0,0,2) = 3ν+1

ν+3
,

δ(1,0,1,0,0) = −6(ν+1)(ν+2)
ν(ν+5)(ν+7)

, δ(0,1,0,0,2) = 3−ν
ν+3

,

δ(2,1,0,0,2) = 3(ν+1)2(3−ν)
(ν+5)(ν+7)(ν+3)

, δ(3,0,0,0,1) = −3(ν+1)2

(ν+5)(ν+3)
,

δ(3,0,0,0,3) = −15(ν+1)2

(ν+5)(ν+3)
, δ(4,0,0,0,4) = 105(ν+1)3

(ν+5)(ν+3)(ν+7)
,

δ(0,0,0,1,4) = 18(ν2−28ν+35)
(ν+3)(ν+5)(ν+7)

54



B.4 Distribuição t-Student generalizada

Seja yi ∼ tG
(
yi;µi,

√
φi, r, w

)
com função densidade da forma

π
(
yi;µi,

√
φi, r, w

)
=

wr/2√
φiB (1/2, r/2)

[
w +

(yi − µi)2

φi

]− r+1
2

, yi ∈ IR,

onde r, w > 0, β ∈ IRp e φ > 0. O logaritmo da função de verossimilhança

tem a forma

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

onde t(zi) = log
(

w
r
2

B(1/2,r/2)
[w + z2

l ]
−(r+1)

2

)
. As derivadas de t com relação à

zi são

t
(1)
(zi)

= 2zs,

t
(2)
(zi)

= 2s+
8z2s2

r + 1
,

t
(3)
(zi)

=
24

r + 1
zs2 +

64

r + 1
z3s3,

t
(4)
(zi)

=
24

r + 1
s2 +

384

(r + 1)2
z2s3 +

768

(r + 1)3
z4s4,

onde s é dado na Tabela 2.2.

Considerando que z ∼ tG(0, 1, r, w), temos

u =

√
r√
w
z ∼ t(0, 1, w) v =

r

w
z2 ∼ F (1, r).

Logo,

E[z2kwm] =

(
− r+1

2

)m
wm−kB(1/2, r/2)

B

(
2k + 1

2

r + k(m− k)

2

)
, m = 0, 1, 2, . . . .

Assim, temos que os δ′s são dados por
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δ(2,0,0,0,0) = r(r+1)
w(r+3)

, δ(0,0,0,1,0) = 6(r+1)(r+2)
w2(r+5)(r+7)

,

δ(2,1,0,0,0) = −r(r+1)3(r+2)
3w2(r+5)(r+7)(r+3)

, δ(0,0,0,1,2) = 6r((r−19)(r+7)+120)
w(r+3)(r+5)(r+7)

,

δ(0,0,1,0,1) = 6r(r+1)(ν+2)
ν(ν+5)(ν+7)

, δ(0,1,0,0,0) = − r(r+1)
w(r+3)

,

δ(0,0,1,0,3) = 6(3r−5)
(r+5)(r+3)

, δ(1,1,0,0,1) = r(r2−1)
w(ν+5)(ν+3)

,

δ(4,0,0,0,2) = 15r(r+1)3

w(r+5)(r+7)(r+3)
, δ(2,0,0,0,2) = 3 (r+1)

(r+3)
,

δ(1,0,1,0,0) = −6(r+1)(r+2)
w2(r+5)(r+7)

, δ(0,1,0,0,2) = 3−r
r+3

,

δ(2,1,0,0,2) = −3r(r+1)2(3−r)
(r+5)(r+7)(r+3)

, δ(3,0,0,0,1) = −3r(r+1)2

w(r+5)(r+3)
,

δ(3,0,0,0,3) = −15(r+1)2

(r+5)(r+3)
, δ(4,0,0,0,4) = 105(r+1)3

(r+5)(r+3)(r+7)
,

δ(0,0,0,1,4) = 18(r2−28r+35)
(r+3)(r+5)(r+7)

.

B.5 Distribuição Logística I

Seja yi ∼ LI (µi, φi) com funçao de densidade dada por

π (yi, µi, φi) =
c√
φi

exp
{
− (yi−µi)2

φi

}
(

1 + exp
{
− (yi−µi)2

φi

})2 , yi ∈ IR,

onde c ≈ 1, 484300029, β ∈ IRp e φ > 0. O logaritmo da função de

verossimilhança é dado por

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

com t(zi) = log
(

e−z
2
i

1+e−z
2
i

)
. As derivadas de t com relação à zi são dadas por

t
(1)
(zi)

= 2zs,

t
(2)
(zi)

= 2s+ 2z2(s2 − 1),

t
(3)
(zi)

= 6z(s2 − 1) + 4z3s(s2 − 1),

t
(4)
(zi)

= 6(s2 − 1) + 24sz2(s2 − 1) + 4z4(s2 − 1)(3s2 − 1),

onde s é dado na Tabela 2.2.
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Considerando que z ∼ LI(0, 1) e

E
[
z2rsm

]
= (−1)m

c

2

∫ 1

0

(
log

(
1 + w

1− w

)) 2r−1
2

wmdw, para m = 0, 1, 2, · · · ,

onde w = 1− ez
2

(1+e−z2 )2
.

Assim, os δ′s são dados por
δ(2,0,0,0,0) ≈ 1, 477240176, δ(0,0,0,1,0) ≈ 4, 259052264,
δ(2,1,0,0,0) ≈ 4, 153806544, δ(0,0,0,1,2) ≈ 2, 65931983,
δ(0,0,1,0,1) ≈ −1, 27916363, δ(0,1,0,0,0) ≈ −1, 477240176,
δ(0,0,1,0,3) ≈ −0, 508877866, δ(1,1,0,0,1) ≈ 2, 756409976,
δ(4,0,0,0,2) ≈ 46, 76577389, δ(2,0,0,0,2) ≈ 4, 013783934,
δ(1,0,1,0,0) ≈ −4, 259052264, δ(0,1,0,0,2) ≈ −2, 013783934,
δ(2,1,0,0,2) ≈ −10, 92854975, δ(3,0,0,0,1) ≈ 46, 76577386,
δ(3,0,0,0,3) ≈ −25, 12989577, δ(4,0,0,0,4) ≈ 206, 1514675,
δ(0,0,0,1,4) ≈ 4, 135810.

B.6 Distribuição Logística II

Seja yi ∼ LII(µi, φi) com função de densidade dada por

π (yi, µi, φi) =
1√
φi

exp
{
− (yi−µi)2

φi

}
(

1 + exp
{
− (yi−µi)2

φi

})2 , yi ∈ IR,

com β ∈ IRp e φ > 0. O logaritmo da função de verossimilhança é dado por

`(β,γ) = −1

2

n∑
i=1

log φi +
n∑
i=1

t(zi),

onde t(zi) = log

(
ezi

(1+e−zi
2
)
2

)
. As derivadas de t com relação à zi são

t
(1)
(zi)

=
1− ez

1 + ez
,

t
(2)
(zi)

=
−2ez

(1 + ez)2
,

t
(3)
(zi)

=
2(e2z − ez)
(1 + ez)3

,

t
(4)
(zi)

=
−2(e3z − 4e2z + ez)

(1 + ez)4
.
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As expressões para os δ′s podem ser obtidas dos resultados desenvolvidos

em Uribe-opazo (1997) para a distribuição logística generalizada com m = 1

e α = 1. Temos que
δ(2,0,0,0,0) = 1/3, δ(0,0,0,1,0) = 1/15,
δ(2,1,0,0,0) = −1/15, δ(0,0,0,1,2) = −0, 11401,
δ(0,0,1,0,1) = 1/6, δ(0,1,0,0,0) = −1/3,
δ(0,0,1,0,3) = 0, 64493, δ(1,1,0,0,1) ≈ 1/6,
δ(4,0,0,0,2) ≈ 1, 99131, δ(2,0,0,0,2) ≈ 2, 42996,
δ(1,0,1,0,0) = −1/5, δ(0,1,0,0,2) ≈ −0, 42996,
δ(2,1,0,0,2) ≈ −0, 21932, δ(3,0,0,0,1) = −2/3,
δ(3,0,0,0,3) ≈ −8, 57974, δ(4,0,0,0,4) ≈ 38, 61046,
δ(0,0,0,1,4) ≈ −1, 14923.

B.7 Exponencial potência

Seja yi ∼ EP (µi, φi, k) com função densidade dada por

π(yi, µi, φi) =
C(k)√
φi

exp

{
−1

2

[
(yi − µi)2

φi

] 1
1+k

}
, yi ∈ IR,

em que C(k)−1 = Γ(1 + 1+k
2

)21+(1+k)/2, β ∈ IRp, φi = h(z>i γ), com φi > 0 e

−1 < k ≤ 1. O logarítmo da função de verossimilhança é dado por

l(β,γ) = n logC(k)− 1

2

n∑
i=1

log φi + i+
n∑
i=1

t(zi),

com t(zi) = −1
2
|zi|2/(1+k). Deste modo, as quatro primeiras derivadas de ti

com relação a zi são dadas por

t
(1)
(zi)

= − 1

(1 + k)
z

1−k
1+k

i , se − 1 < k ≤ 1,

t
(2)
(zi)

= − 1− k
(1 + k)2

z
− 2k

1+k

i , se k > 0,

t
(3)
(zi)

=
2(1− k)

(1 + k)3
z
− 1+3k

1+k

i , se k < −1/3,

t
(4)
(zi)

= −2(1− k)(1 + 3k)k

(1 + k)4
z
− 2(1+2k)

1+k

i , se k < −1/2.
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Os δ′s, para −1 < k < 1/2, são dados por:

δ(2,0,0,0,0) =
Γ( 3−k

2 )
2k−1(1+k)2Γ( k+1

2 )
, δ(0,0,0,1,0) =

k(1−k)Γ( 3−k
2 )

22k−1(1+k)4Γ( k+1
2 )

,

δ(2,1,0,0,0) = − (1−k)Γ( 3(1−k)
2 )

22k−1(1+k)4Γ( k+1
2 )

, δ(0,0,0,1,2) = − k(1+3k)Γ( 3−k
2 )

2k−2(1+k)4Γ( k+1
2 )

,

δ(0,0,1,0,1) =
kΓ( 3−k

2 )
2k−2(1+k)3Γ( k+1

2 )
, δ(0,1,0,0,0) = −δ(2,0,0,0,0),

δ(0,0,1,0,3) = 2k(1−k)
(1+k)2

, δ(1,1,0,0,1) =
(1−k)Γ( 3−k

2 )
2k−1(1+k)3Γ( k+1

2 )
,

δ(4,0,0,0,2) =
Γ( 7−k

2 )
2k−3(1+k)4Γ( k+1

2 )
, δ(2,0,0,0,2) = k+3

k+1
,

δ(1,0,1,0,0) =
k(k−1)Γ( 1−3k

2 )
2k−1(1+k)4Γ( k+1

2 )
, δ(0,1,0,0,2) = −1−k

k+1
,

δ(2,1,0,0,2) =
(k−1)Γ( 5−k

2 )
2k−2(1+k)4Γ( k+1

2 )
, δ(3,0,0,0,1) = − Γ( 5−k

2 )
2k−2(1+k)3Γ( k+1

2 )
,

δ(3,0,0,0,3) = − 8Γ( 7+k
2 )

(1+k)3Γ( k+1
2 )

, δ(4,0,0,0,4) =
16Γ( 9+k

2 )
(1+k)4Γ( k+1

2 )
,

δ(0,0,0,1,4) = −2(1−k)k(1+3k)
(1+k)3

.
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