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Resumo

Neste trabalho, investigaram-se as propriedades das cadeias quanticas de spins
de Heisenberg com topologia AB, e interagoes competitivas (frustragao) em T=0.
Utilizou-se o modelo de rotores quanticos, com tratamento de campo médio. Numa
primeira abordagem, considerou-se uma cadeia com a topologia AB,, onde cada sitio
foi ocupado com um rotor quantico com ¢ = 1/2, simulando o semi-preenchimento
eletronico. Para dois tipos de frustracao estudados, ndo se obtiveram, de modo geral,
resultados concordantes com o comportamento conhecido para essas cadeias. Em
particular, produziram-se, em uma das configuragoes, resultados que se encaixaram
numa descri¢ao classica.

Numa segunda abordagem, empregou-se uma estrutura unitaria - a célula es-
tendida composta de duas células contiguas da cadeia AB,, onde se adotou um
tratamento coletivo para os rotores. Os diagramas de fase obtidos mostram con-
cordancia razoavel com o que se conhece sobre estas cadeias. No primeiro tipo de
frustragdo (intracelular) resultaram configuragdes que indicam a seqiiéncia correta
das fases: ferrimagnética (prevista pelo teorema de Lieb) — TD (tetramero—dimero) —
DM (dimero—mondmero), a natureza correta das transi¢oes de fase (primeira ordem)
e coincidéncia do ponto de ocorréncia da transicao TD-DM. No segundo tipo de frus-
tracdo examinado (intracelular e intercelular), verificou-se também a concordancia
com dados disponiveis, calculados com o uso da diagonalizagao exata para cadeias

de tamanho finito (méximo de 24 sitios).



Abstract

In this work we investigate the properties of the Heisenberg quantum spin chains
with the AB, topology and competitive interactions (frustration) at T = 0. We made
use of the quantum rotor model, treated by way of the mean field theory. In a first
approach, we considered a chain endowed with the AB, topology, on every site of
which lies a single quantum rotor, with ¢ = 1/2, so as to simulate electronic half-
filling. The study of two types of frustration yielded results that, in general, did not
conform to the known behavior of these spin chains.

In a second approach, we resorted to a unitary arrangement - the extended cell
- which is made up of two contiguous AB, cells, whereof a collective treatment was
carried out. The phase diagrams that ensued therefrom showed fair agreement with
previous results on these chains. In the first kind of frustration (intracellular), we
obtained configurations that indicate the right phase sequence: ferrimagnetic (as
foreseen by the Lieb theorem) - TD (tetramer-dimer) - DM (dimer-monomer), the
correct nature of the phase transitions (first order), and the exact determination of
the point marking the transition occurrence TD-DM. In the second kind of frustra-
tion under examination, agreement with available data, calculated by way of exact

diagonalization for finite-sized chains (a maximum of 24 sites), was also verified.
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Capitulo 1

O MODELO DE ROTORES
QUANTICOS

1.1 Introducao

Em primeira aproximacao, os graus de liberdade de uma molécula diatémica po-
dem ser tratados como independentes entre si [1]. Assim, o hamiltoniano total da
molécula se desdobra em uma soma de hamiltonianos. Em seguida, um modelo ana-
liticamente soluvel é adotado para cada hamiltoniano: o movimento vibracional, no
regime de pequenas vibragoes, é aproximado por um potencial quadrético (potencial
harmoénico); para o movimento rotacional, considera-se a molécula constituida por
dois dtomos ligados pela famosa haste inextensivel e sem massa — o rotor rigido. Esta
é a abordagem usual adotada pela maioria dos textos basicos de Mecanica Quantica
para o tratamento de moléculas diatomicas e sistemas afins, e que se presta também
como um excelente recurso diddtico para introduzir conceitos quanticos fundamen-

tais. Por outro lado, tal abordagem exemplifica, talvez, o emprego mais basico desta
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util idealizacao — o rotor rigido — no entendimento das propriedades dos graus de
liberdade rotacionais de sistemas quanticos. O rotor rigido se mostra entdo como
um objeto extremamente conveniente: o espectro rotacional — os autovalores — sao
determinados por um processo semi-cldssico; os estados quanticos — as autofungoes
— 880 os préprios harménicos esféricos, entidades béasicas da Fisica Matematica [1].
Consequientemente, tem-se aqui um ponto de partida para modelos tedricos mais
sofisticados.

Evidentemente rotores rigidos nao existem na natureza. Aquise amplia de forma
menos intuitiva esta nocdo, com o entendimento de que cada rotor pode também
ser usado para representar um grau de liberdade quantico efetivo para os estados
de baixa energia de um numero reduzido de elétrons proximamente emparelhados,
podendo, inclusive, os rotores interagirem entre si. Tem-se entao o que convenien-
temente se define como rotor quantico, um sistema que pode ser visualizado como
uma particula cujo movimento se dd na superficie de uma esfera ficticia (N > 1)-

dimensional [2]. A orientagao é representada por um vetor unitdrio fi; que satisfaz:

% =1. (1.1)

A notagao (chapéu) indica que a orientacao fi; é um operador quantico e o i repre-
senta o sitio onde o rotor reside. Neste trabalho, pretende-se considerar um nimero
infinito de tais rotores localizados em pontos de redes d-dimensionais, dotadas de
topologias diversas. Cada rotor tem um momento p; e o vinculo Eq. (1.1) indica
que este deve ser tangente a superficie da esfera N-dimensional.

A posicao e 0 momento do rotor satisfazem as relagoes canonicas de comutagao:

[Na, Pg] = 1hdqp. (1.2)
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1.1 Introducao 4

Efetivamente, serd mais conveniente trabalhar com as N(N — 1) componentes do

momento angular do rotor

A

Lap = haPs — Nigha- (1.3)

Suas relacoes de comutacdo sdo deduzidas de forma direta usando Eq. (1.2) e
Eq. (1.3) acima. Particularmente importante apresenta-se o caso N = 3. O mo-

mento angular pode ser expresso mais convenientemente como

Lo = (1/2)6aﬂ7i’ﬂ7a (1.4)
ou alternativamente

n ] . 0

L, = —zheamn/ga—m, (1.5)

onde €443, € 0 tensor de Levi-Civita (tensor totalmente antissimétrico com €193 = 1).

Evidentemente,
A-L = 0,

ou seja, o momento angular de cada rotor é perpendicular a sua orientagao, como se
poderia antecipar. Destarte, as relacoes de comutacao entre operadores localizados

no mesmo sitio sao

[La, Lg) = iheapy Ly,
[IA’OU fig] = ih€apy Ty, (1.6)
[ﬁm ﬁﬂ] =0;

os operadores localizados em sitios distintos comutam.
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A dinamica de cada rotor é governada pelo seu termo de energia cinética, dada

pela expressao

o 1 “2_J9*2
HK_QIL = 2L, (1.7)

onde I é o momento de inércia do rotor [1]. O hamiltoniano Hg pode ser
diagonalizado para valores gerais de IV recorrendo-se a métodos da teoria de grupos.

Para N = 3, usado neste trabalho, os autovalores de Hy sio

Jgl(l+1)

5 2, 1=0,1,2,..., (1.8)

com degenerescéncia igual a 2] + 1.
Efeitos interessantes surgem quando se introduzem termos de energia potencial
acoplando os rotores entre si. Constréi-se, por exemplo, um hamiltoniano da seguinte

forma [2]: ;

<ij>

onde a notagao < 75 > indica a soma sobre os vizinhos mais préximos. Esta energia
de acoplamento (segundo-termo) é minimizada quando o sistema estiver em um es-
tado magneticamente ordenado no qual os rotores tendem a se orientar opostamente.
Diferentemente, a energia cinética do rotor é minimizada quando a orientagdo do
rotor for maximamente incerta (principio da incerteza), isto é, o primeiro termo de
Hpg prefere um estado de paramagneto quantico em que os rotores nao tém uma
orientacdo definida (< i >= 0). Em outras palavras, tem-se < Afi > méximo e
conseqimente < AL > minimo, pelo principio da incerteza [7], fazendo com que o
momento do rotor tenda a permanecer nulo ou minimo.

Neste trabalho, entretanto, o foco sera dirigido, inicialmente, para o estudo
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das propriedades de rotores modelados pelo hamiltoniano abaixo [3] ou similar,

constituindo uma generalizacdo da Eq. (1.9), onde se acrescentam novas interacoes:

=9 Z (L2, +a(L2)?)+ 3 [Taiuivju+ K Liy L+ M (i L+ 25, Li,)), (1.10)

<ij>
onde y representa a componente cartesiana (u = x, y, z, para N=3), havendo soma
implicita sobre estes indices repetidos e a notacao < 77 > indica a soma sobre os
vizinhos mais préximos; os acoplamentos g, o, J, K e M sao todos positivos. A
introducdo dos acoplamentos K e M na Eq.(1.10) enriquece o modelo e produz
novos resultados em relagao aos sistemas modelados pelo hamiltoniano dado pela

Eq. (1.9). Uma propriedade fundamental de Hp 6 que as trés cargas,
w=2_Lu (1.11)
i

comutam com ele e sao, portanto, conservadas. Na realidade, Hp é 0 hamiltoniano
mais geral com acoplamentos bilineares, de vizinhos mais préximos, consistente com
a conservacao de Qu- O termo quartico ai incluido tem o papel apenas de suprimir
contribuicoes de estados irrelevantes de alta energia, que tenderiam a desestabilizar
o calculo numérico implementado no computador.

Outras propriedades importantes exibidas por Hpy, sdo as simetrias discretas e

serao vistas na se¢ao 1.4.
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1.2 Mapeamento do Modelo de Rotores Quanticos

para Antiferromagnetos de Dupla Camada

Existe uma conexao simples e importante entre o hamiltoniano de rotor quantico
Hpy, expresso pela Eq. (1.10), e um modelo geral de dupla camada (double layer)
de spins de Heisenberg [2, 3]. Na realidade, a conexdo entre modelos de rotores e
antiferromagnetos é bem mais geral e serd revista mais adiante. A exposicdo aqui
permitird incutir uma percepcao intuitiva para a interpretacao fisica dos graus de
liberdade do modelo de rotores.

O modelo de dupla camada consiste de duas camadas de spins de Heisenberg
Si. € Sip, onde 7 é um indice de sitio dentro de cada camada e a e b sao dois indices

de camada, descrito pelo hamiltoniano (Figura 1.1)

Hy = G Siop-Sip + (1.12)
i
Z [Jasiausjau + JbSib,qubu + Jab(Siaqubu + Sja,usibu) ;
<ij>
aqui o indice 4 = 1,2,3 designa componentes vetoriais, havendo soma implicita
sobre este indice e < 77 > denota uma soma sobre pares de vizinhos mais préximos.
Focaliza-se o caso em que G é antiferromagnético, isto é, G > 0. Os S;, (v =a,béo

indice de camada) sao operadores de spin representando o spin total de um conjunto

de elétrons em alguns estados atomicos localizados.
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G

sitioi Sitio j

Figura 1.1: O Modelo da Dupla Camada. O Modelo é tridimensional. Aqui se
mostram os spins, representados por circulos pretos, localizados em um dos trés
planos perpendiculares aos planos das camadas, pertencentes a dois sitios contiguos.
Os acoplamentos do hamiltoniano —Eq. (1.12) — estao representados.
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Em cada sitio, os spins S;, obedecem as relacoes usuais de comutacao para

momento angular (andlogas aquelas do operador IAJ),

A~ ~

(S, Sg] = i€apyS, (1.13)

enquanto spins localizados em sitios diferentes comutam. Entretanto, hd uma diferenca
crucial entre os espagos de Hilbert de estados em que atuam rotores quanticos e spins
de Heisenberg. Para o modelo de rotores, permitem-se estados com momento angu-
lar total arbitrario [ em cada sitio, havendo, portanto, um nimero infinito de estados
por sitio. No modelo de Heisenberg considerado, s se permitem estados com spin
total S em cada sitio, onde S poderd assumir valores inteiros ou semi-inteiros. De

fato, ha precisamente 25 + 1 estados em cada sitio:
|S,m >, m=-5...5, (1.14)

e a identidade de operador,

S?=5(S+1), (1.15)

prevalecendo para cada sitio ¢ e camada v.

No regime de G > J,, Jp, J», numa primeira aproximagao, os acoplamentos J
podem ser inteiramente desprezados, e entao I;le se desacopla em pares de sitios,
cada um com um acoplamento antiferromagnético GG entre dois spins. O hamiltoni-
ano para cada par pode ser diagonalizado observando-se que S;, e S;, se acoplam

em estados com momento angular total 0 <[ < 2S e dai se obtém as autoenergias:

Sy +1) -25(5+ 1)), (1.16)
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com degenerescéncia 2/ + 1. A partir desse ponto, percebe-se que estas energias e
degenerescéncias estao em correspondéncia um a um com aquelas de um unico rotor
quantico, a parte a restricao de [ ser menor ou igual a 25 nao se aplicar com relacao
a este ultimo. Se o interesse estiver focado primordialmente em estados de baixa
energia, entao parece razoavel a representagao de cada par de spins por um rotor
quantico.

Destarte, pretende-se estabelecer o importante fato de que o modelo de rotor
quantico representa as propriedades dos antiferromagnetos de spins de Heisenberg
no regime de baixa energia. O espectro de acoplamento forte (G acima descrito)

claramente sugere a correspondéncia de operador

A

L = Sia + S, (1.17)

de sorte que o momeno angular do rotor representa o momento angular total do
sistema composto dos dois spins subjacentes. O exame dos elementos de matriz dos

operadores, no limite de S grande, sugere ainda a correspondéncia
n, = f(gm —Si), com [ constante. (1.18)

A correspondéncia acima implica, neste caso, que a coordenada do rotor n; é o
parametro de ordem antiferromagnético do sistema de spins. Estados magnetica-
mente ordenados do modelo de rotor com < n; ># 0 sao, portanto, estados de spin
com ordem antiferromagnética de longo alcance, com um momento magnético total
nulo.

Levando-se este mapeamento — Egs. (1.17) e (1.18)~ no hamiltoniano Hy — Eq.

(1.10) — e tendo em vista que operadores atuantes em sitios diferentes comutam,
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chega-se aos resultados abaixo, apds comparagao termo a termo com a Eq. (1.12):

G =y,
_ iJa+Jb+Jab
= f2—4 ,
K = Ja+Jb_Jab’
4
1J,—J
M = - . 1.19
I (1.19)

Percebe-se que a simetria de troca entre camadas (J, = J,) implica acoplamento M
nulo. Portanto, esta simetria é equivalente a P. Note-se, de passagem, que f [3] ndo
deve ser encarado como fator normalizador. Neste caso, f = 1/|S, — Sy| ndo seria
constante e poderia introduzir complicag¢bes para o mapeamento (ndo linearidade,
por exemplo). Pode-se fazer f = 1, simplificando-se o mapa.

Realizagoes experimentais do modelo de dupla camada podem ser vistas em [4].

1.3 Extensao do Modelo de Rotores Quanticos

A secao 1.2 vislumbrou uma das maneiras como os rotores quanticos podem rep-
resentar um numero par (dois, mais especificamente) de elétrons de Heisenberg. Este
é o caso de rotores quanticos com momento angular minimo igual a zero (estado
singleto possivel). Surge, naturalmente, a questdo do tratamento de um nimero
impar de elétrons de Heisenberg em um modelo subjacente de spins. Para o mister,
o conceito de rotor quantico é formalmente ampliado, introduzindo-se um monopolo
magnético na origem do espaco n (posi¢ao). Procedendo-se desta forma, tem-se o
rotor quantico com momento angular minimo diferente de zero. Como se verd adi-

ante na subsecao 1.5.2, esta extensao sera operacionalizada recorrendo-se a fungoes
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ortogonais de Sturm-Liouville, que possuem a propriedade essencial de completeza e
que produzem interpretacao fisica coerente. O Hp correspondente propicia o surgi-
mento de estados ferromagnéticos quantizados, em que o momento é um semi-inteiro
vezes o nimero de rotores do sistema. No primeiro caso (sem monopolo), tém-se os
rotores com ¢ = 0 e no segundo (com monopolo na origem), rotores com q = p/2,
onde |p| (p impar, positivo ou negativo) é o niimero de elétrons representados pelo

rotor e q estd definido na Sub-secao 1.5.2, a seguir.

1.4 Simetrias Discretas do Hamiltoniano H R

Estuda-se aqui apenas a simetria de inversao espacial, que é verificada através

das transformacoes:

A

P L,— L, Ry — — Ty, (1.20)

e que se refere exclusivamente aos rotores com ¢ = 0 (rotores com momento angular
minimo nulo) e com acoplamento M = 0. A presenca da simetria P podera implicar
que as propriedades do sistema com M = 0 sdao um tanto diferentes daquelas com
M # 0, conforme Secoes III e IV da referéncia [3].

Os rotores com q # 0 nao possuem a simetria P, qualquer que seja o valor de

M (sub-se¢do 1.7.4).
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1.5 Representacao do Hamiltoniano Hg — Deter-

minacao dos Elementos de Matriz de L,L%e

de n

Objetivando o tratamento de Hp pela teoria de campo médio, efetivar-se-a a
derivacao dos elementos de matriz dos operadores n e L, lancando-se mao de um
subespacgo gerado por estados apropriados para cada caso. Doravante, para nao
sobrecarregar as férmulas, usam-se unidades tais que i = 1 (para retornar a situagao
fisica real, basta proceder a correcao dimensional dos resultados, efetivando-se a
multiplicdo por uma poténcia adequada de ). Os casos ¢ = 0 e ¢ = 1/2 serao,
de inicio, tratados separadamente; o tratamento unificado que se fard em seguida

servird como teste de consisténcia para as derivacoes mostradas neste trabalho.

1.5.1 Rotores com ¢ =0

A determinacao dos elementos de matriz é efetuada recorrendo-se ao espago de
Hilbert gerado pela base formada de estados de esféricos harmonicos |, m >, também
designados pela notagao usual Y;,,. Trata-se da base constituida de autoestados

simultaneos de L? e de L,, satisfazendo

L2lm> = I(1+1)|,m>, (1.21)

Ljl,m> = mll,m>, (1.22)
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onde [ e m sao inteiros e [ > 0, relacionados entre si por

—1<m<lL (1.23)

Os elementos de matriz dos operadores L, L? e de fi ndo identicamente nulos

estao expressos abaixo:

<lLmlL*l,m> = I(l+1),

<lLml|L,]l,;m> = m,
<lmlLylm—-1> = [(I4+m)(l—-m+1)]"?
<lmln,|l+1,m> = [ l+g§ii; lﬂ—_:r;)—i— 1)]1/2, (1.24)
<limlal+l,m—1> = { l—;’;:) 525—+7r;)+2)}1/2’
<lmln_|l+1,m—-1> = [ l+(§;ii;g;jﬁ;;‘2)]m
Aqui, como usual, Ly = L, + iiy, e similarmente para n.. Para se obter os

demais elementos de matriz, procede-se a conjugagao complexa dos elementos acima.
Por exemplo, os demais elementos de matriz de 7 sdo, desta forma, facilmente

derivados:

<lmlal+1,m—-1>" = <l+1,m—1n_|l,m >=

[(1—m+ 1)1 —m+2)/(20+1)(20 + 3)]/%;
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atribuindo-se novos valores [ — 1 —1 e m — m + 1, resulta, apds substituicoes,

<l+1m-1n_[lm>—<Imp_|[l-1,m+1> =

[(1—m—1)(1—m)/2l —1)(2 + 1)]% (1.25)

procedendo-se similarmente para os elementos de matriz dos outros operadores. To-
dos os elementos de matriz nao obteniveis por conjugacao complexa destes acima
sao zero. Observa-se que 7, s6 tem elementos de matriz nao nulos entre estados com
momentos angulares [ e [ = 1. Em particular, os elementos de matriz de n, entre
estados com o mesmo valor de [ sao nulos; isto ocorre pelo fato de n, ser impar sob
a paridade P (inversdo espacial) e os estados |l,m > possuirem paridade definida.
A derivacao das trés ultimas equacoes acima foi realizada langando-se mao das

seguintes relagoes de recorréncia das func¢des associadas de Legendre [5]:

(2n+1)zP(z) = (n+m)P" (z)+ (n—m+1)P) (), (1.26)
2n+1)(1—2)'/*P(z) = P\ (z) — Pt (x)
= (n+m)(n+m-1)P"'(z) -

(n—m+1)(n—m+2)P"  (z), (1.27)

e a defini¢do de harmonicos esféricos [5]:

Ym0, 6) = (—1)m\/2”4jrl) EZ;T’Z;;P;"(COS@@W (1.28)
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Com as atribuigoes x = cosf e n — [, das Eq. (1.26) e Eq. (1.28), obtém-se

cosOV"(6.6) \/ S e

(=m)(l+m)_,,
\/(2z i) ) (1.29)

Das Eq. (1.27) e Eq. (1.28), juntamente com 0 < § < 7 e (1 — 2?)Y/2 = sin#,

resultam as seguintes relacoes:

(20 +1)(21 + 3) il

I=m)I—m—1)_
\/ (20-1)(20+1) Y5 (0:9), (1.30)

((-m+2)(l-m+1) .,
\/ (204 1)(20 + 3) Vi (0, 9). (1.31)

Observando-se que 71, — cos 0, iy — €?sinf, 1 — e~*?sin f e, finalmente, usando-

se a relacao de ortogonlidade dos harmonicos esféricos
/ Y (0, 6) Y (0, 6)dSL = O O (1.32)

onde d,p5 é 0 simbolo delta de Kronecker, chega-se as equagdes desejadas.

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



1.5 Representacao do Hamiltoniano Hp - Determinacao dos Elementos de Matriz
de L, L? e de n 17

1.5.2 Rotores com ¢ =1/2

Generaliza-se a forma da Eq. (1.5) [6],

~

L=1x(p—ZeA)— qn, (1.33)

onde g = %DZ ,em que D = 2eg é a intensidade de monopolo em unidades de Dirac,
isto é, (2¢)™'; D é um inteiro que pode ser positivo, negativo ou zero; A é o potencial
vetor de um monopolo de Dirac na origem do espago n (posi¢ao), que pode ser
convenientemente definido por [3] €,,,0A,/0n, = —gn, (para ficar coerente com a
Eq. (1.94), embora existam formas alternativas [6, 7]. Na equacao acima, o primeiro
termo entre parénteses representa o momento canonico (conjugado de n) de um
particula inserida num campo eletromagnético originado pelo monopolo magnético
dotado de momento angular ¢gi (ou intensidade de monopolo g) [8] e cujo potencial
vetor é A; o momento do rotor, é portanto a soma de dois momentos angulares.
Para desonerar as férmulas, adotou-se i = ¢ = 1 (c representa a velocidade da luz

no vacuo). Observe-se que

diferentemente do que acontece com os rotores usuais (¢ = 0). O Operador L ora
definido satisfaz as relagdes de comutacao — Eq. (1.6) —, como deve ser com o
operador de momento angular.

O espaco de Hilbert adequado é formado por estados representados pelas se¢oes

angulares [6] para as quais se verificam

L2|g,l,m >=1(1+1)|¢,l,m >; L,|g,l,m >=mlq,l,m >, (1.34)
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onde

I=lqllgl+ 1, lg[+2,....m=—l, I +1,....1 (1.35)

Em particular,

ﬁ+\q,l,m> = \/(l—m)(l—|—m+1)|q,l,m+1>,

L_lg,l,m> = J/(I+m)(I—m+1)|g,l,m—1>. (1.36)

Os |q,1,m > sdo as auto-se¢des ou harmonicos de monopolo.
A forma explicita dos harmonicos de monopolo, a que também se refere pela

notacgao mais usual Yy, ,,, é dada abaixo:
bhs)

(YII,l,m)a — Mq,l,m(l _ x)"‘/2(1 + $)’3/2P75a”3) (.’E)ei(m+q)¢,

Youm)y = (Yorm),e>0?, (1.37)

onde a e b [6, 7] denotam as regides em que foi dividido o espago exterior a0 monopolo

magnético, com as definicoes:

a=—qg—m, pf=qg-m, n=Il+m, 1z =cosb; (1.38)

My = Zm\/[(21+1) (L= m)l(l+m)!] (1.39)

dr (=l +9! |’

e P{P) (x) s@o os polinémios de Jacobi [9],

_1)n
2nn)!

(1—2)™ (1 + x)—ﬂd—:[u — )@t (1 4 z)Bm), (1.40)

plab) — (
9 (2) -
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Tem-se ainda a relagdo de ortogonalidade dos polinémios de Jacobi [10]:

! 2048+ T(n+a+1)I(n+B+1)
—r)e B pla,p) (@B) () =
/_1(1 ) ) ) = S T B+l T+ DinFat +D) ™™
(1.41)

A relacao de ortogonalidade valida para os harmonicos de monopolo é imediatamente

dedutivel das equagoes — Eq. (1.38) a Eq. (1.41) — a saber:

/Yr;l’,m’ (0, 0)Yq1m(6, )d2 = by10nym. (1.42)

Como se depreende das Eq. (1.34) & Eq. (1.36), os elementos de matriz de L2

e de L sao os mesmos para o caso g = 0.

Derivando os elementos de matriz de n,

Para a derivagao dos elementos de matriz do operador n, o procedimento é
idéntico, langando-se mao da defini¢do dos Y, ;,,.(6, ¢), das relagdes de ortogonal-
idade e de algumas relagdes de recorréncia dos polindmios de Jacobi [9]. Inicial-
mente, calculam-se os elementos de matriz de n,. Para o mister, recorre-se a relagao

abaixo [9]

2n+1)(n+a+B8+1)2n+a+B)P @) = @n+a+p+1)x
[(2n+a+B)2n+a+ B +2)z + o® — B2 PL*P)(z)

—2(n+a)(n+B)(2n+a+ B+ 2)PYP(z). (1.43)

A derivacao dos elementos de matriz é imediata, bastando tao-somente o emprego

da relagao acima juntamente com a definicao dos harménicos de monopolo Yy, ,, —
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Eq. (1.37) a Eq. (1.40) —, para se obter a relagdo de recorréncia,

l+m+1){{—m+1)(+q+1)(l—q+1
2U+3)(I+m)(l—m)

) 1/2
l :| Y;;,l+1,m(9a¢) =

20+1 1/2
(l+m)(l - m)} Yo1m(0,0)

_ 1/2
wen[p=a)

[1(l + 1) cos b + 2myq] [

Yyi-1,m(0, 8), (1.44)

para q qualquer. Usando a relagao de ortogonalidade dos harmonicos de monopolo,
ap0s particulariza¢do para ¢ = 1/2 (\inico caso contemplado neste trabalho), obtém-

se os elementos de matriz de 7n,, nao identicamente nulos:

1 1 m
=1, mlf,|=, 1, = —— 1.4
< grbmllg, Lm> 121 +2) (1.45)
1 1 1
<l lmlislg Lm> = (2l+2)\/(l—|—m+1)(l—m+1), (1.46)
1 1 1
— l,ml|hy| =, 1 —1, = —/(—-m)( : 1.4
< grbmlislgl=tm> = o /T=m)(+m) (L47)

Derivando os elementos de matriz de 7

Para o calculo dos elementos de matriz de n_, ha que se dispor de uma expressao

relacionando os P\*”(z) com os P{* 7Y (z). De fato, mediante as expressdes [9]

(2n+a+ )PP (@) = (n+a+ )P (@) - (n+ B)P (@), (148)

(@n+a+ AP @) = (n+a+ PP @)+ (n+a) PP (@), (149)
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e manipulacoes algébricas, resulta

2n+a+p— l)Péa’I’B’l)(m) =

et DD+ at ORI + 0+ )P o)
(n+p-1)

“@ntatF-9) [(n+a+a+ )PP @)+ 0+ a-DPHPE)],  (150)

e da mesma forma como se procedeu anteriormente, consegue-se, para q qualquer, a

expressao geral:

. 1 1/2
[(1 — xQ)e”‘z’] [(l Ty m = 1)} Yoiimt(0,0) =

1] (+¢)(l=q)(l—=m—=1)(1=m) ]
1 [(21 + 1) - +m)(l+m— 1)} Yo1m(0, )
q Il—-m-—1

-1) [z+m_1

1 [(l+¢-1)(l-qg—-1)
_5—1[ (20 - 3)(21 — 1)

} Vi m(0, 9)

1/2
] Yai-2m(0, 9). (1.51)

Fazendo-se a atribuicao ¢ = %, derivam-se os elementos de matriz do operador

n_, nao identicamente nulos

1 .1 1

<§,l,m|n_|§,l—1,m+1> = 5 (l—m—-1)(1—-m), (1.52)
1 .1 1

1 .1 1
<§,l—2,m|n_|§,l—1,m—|—1> = —2(l_1)\/(l+m)(l+m—1). (1.54)
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Derivando os elementos de matriz de 7,

Nem todos os elementos de n, s3o obteniveis por conjugacdo complexa das
Eq. (1.52) a Eq. (1.54), motivo por que devem ser deduzidos de forma indepen-
dente. De qualquer forma, este é o procedimento correto a seguir, visto que propicia
uma das maneiras de testar a consisténcia das derivagoes neste trabalho, a ser usada
P£a+1,ﬂ+1) (x)

mais adiante. Para a obtencao desses elementos, basta expressar os

em termos de P\*” )(:v) Fez-se uso das seguintes relacoes [9]:

11
(n+5a+358+1)(1 - )Pt (z) = (n4a+1)PP)(z)

2
—(n+1)PP (), (1.55)
11
(n+ga+5B8+1)(1+ )PP (z) = (n+ B+ 1)P*(z)
+(n+1)P2)(z), (1.56)
PbD(z) — p-1h(z) = pOd (). (1.57)

Com o recurso & Eq. (1.43), para eliminar a dependéncia explicita em z = cos#,

obtém-se a relacao de recorréncia entre polinomios de Jacobi adequada:

1 1 N
(n+ga+58+1)(1 2P () =

M@= 5) panyy 200D s
(2n+a+ﬁ)P" (z) Grtathi 1)Pn+1 (z)
(2(n+a)(n+B)2n+a+B+2) g
Cn+a+pB)2n+a+pf+1) "

(x), (1.58)
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de onde se deduz a relagao geral entre os monopolos harmonicos, para q qualquer:

2\ i 1
(1= a5e] [(l—m+1
_Q(l+m)[ 1 }1/2
I(+1) [(+m)(l—m)

1 (l+m)(l+m+1)(l+q+1)(l_q+1)]1/2
(+1) | +DR+3)(—m+1)(—m)

1 [ (I+q)(l—q)
(

1@+ 1)20-1

1/2
)(z_m)] Yoim_1(0,0) =

Y;J,l,m ((9, ¢)

Y;;,H—l,m (0, ¢)

1/2
)} Y, i-1,m(0, 0). (1.59)

Desta feita, particularizando-se para ¢ = %, obtém-se os elementos de matriz de n

nao identicamente nulos:

1 1 1
— 1 nal|l=.l,m—1 = —— /(I — (1 1.
< 5 ,m|n+|2, ,m > 2[([—1—1)\/( m+1)(l+m), (1.60)
1 1 1
—I+1 nyl|l=,l,m—1 = —+/(l l 1 1.61
< 25 + am‘n+|2a , M > 2(l+1)\/( +m)( +m + )a ( 6 )
1 1 1
<pl=Lmlaglglm—1> = ﬂ\/(l—m+1)(l—m). (1.62)

A obten¢do dos demais elementos de matriz — tanto de n, como de n_ — se
efetiva mediante conjugagido complexa das equacoes — Eq. (1.52) a Eq. (1.54) — e
das equagoes — Eq. (1.60) a Eq. (1.62) —, respectivamente, de maneira inteiramente

idéntica ao caso ¢ = 0 (sub-se¢do 1.5.1), observando-se que 1 = n_.
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Divergéncias encontradas. Consisténcia dos resultados obtidos

Cabe aqui um registro importante: os elementos de matriz calculados acima para
q = % e entre estados com valores de [ distintos diferem, por um fator igual a
(20 +1)/(2)]*%, daqueles calculados em [3], obtidos com o emprego de outros re-

cursos matematicos (teorema de Wigner-Eckart), isto é

) [20+1 .
elementos derivados x — = elementos constantes da referéncia [3].

Apesar de consideraveis esforcos envidados, nao se obteve éxito nestas derivagoes
conforme o caminho trilhado por [3], ndo se permitindo verificar a origem da dis-
crepancia. Por outro lado, demonstra-se a seguir a consisténcia dos resultados deste

trabalho, razao por que devem ser considerados corretos.

Para o caso ¢ = 0, verifica-se [6] que

YE),l,m(ea ¢) = Yi,m(ea ¢)a (163)

ou seja, 0s harmaonicos de monopolo sio 0s harmonicos esféricos usuais para g = 0
[6]. A forma de visualizar este fato é observar que a Eq. (1.33) se reduz a Eq. (1.5),
quando ¢ = 0.

O primeiro teste de consisténcia consiste em obter os elementos de matriz dos

rotores com ¢ = 0 a partir das relagoes — Eq. (1.44), Eq. (1.51) e Eq (1.59). De
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fato, com a atribuicao ¢ = 0, resulta:

[(l+m+1)(l—m+1)

1/2
21+ 3)(I +m)(l — m)] Yiyim(0,9) =
1

1/2 1/2
):| COS HYLm(ea ¢) - [ﬁ} Yifl,m(ea ¢) (164)

20+1
[(l+m)(l—m
2\, 1 2 _
[(1—5E )6 ﬂ [(l—i—m)(l-l—m—l)] K—l,m+1(97¢) -
[ l=m-=1)(1—m)
@+ 1)@ -)I+m)i+m—1

1 1/2
- [(2l —3)(2 - 1)] Yoi-2m(0, ) (1.65)

2\ ¢ 1
[ = a%e] [(l—m—i—l)(l—
_[ l+m)({+m+1)
@+ D)@+ 3)(—m+ (-

1) 1/2
e IR

)] 0,0

)} s 0.6) =

m
1/2
m):| Yz—kl,m(ea ¢)

Com a aplicagao da relacao de ortogonalidade dos harmonicos esféricos, apés efe-
tuadas as integracOes necessdrias, recupera-se a Eq. (1.25), como deveria ser.
Produziram-se, portanto, duas derivacoes independentes, uma corroborando a outra;
a primeira (¢ = 0) concordando com [3], foi obtida dos resultados deste trabalho
para q qualquer e particularizados para g = 0.

Um segundo teste consiste em fazer a conjugagao complexa dos elementos de
fy para se obterem os correspondentes elementos de 7. e vice-versa. Por exemplo,

usando-se os elementos de matriz deduzidos, verifica-se facilmente que

1 1 1 1
< i,l,m\ﬁ+|§,l,m -1 >*:< §,l,m — 1|ﬁ,\§,l,m >, (167)

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



1.6 Rotores Quanticos Versus Spins de Heisenberg 26

e como essas derivacoes foram realizadas de forma independente, produz-se mais
outra confirmagao.

Outros testes podem ser levados a cabo, inclusive recorrendo-se a implementacoes
no computador, como por exemplo, a verficagao da identidade 2 =1 — Eq. (1.1) —
com o emprego dos elementos de matriz calculados neste trabalho.

Talvez seja relevante observar que a definigdo de momento angular — Eq. (1.5)
ou Eq. (1.33) — envolveu o vetor i em vez do vetor r. Isto equivale a estudar
operadores L com 72 fixo e igual a 1 (matriz identidade), o que é irrelevante, visto que
este operador atua nos graus de liberdade angulares. Portanto, o operador L assim
definido atua da mesma forma sobre os harménicos de monopolo (ou harménicos
esféricos, caso ¢ = 0) , com as equagoes Eq. (1.34) a Eq. (1.36) vélidas, justificando-

se, portanto, o emprego de todo o formalismo adotado na referéncia [6].

1.6 Rotores Quanticos Versus Spins de Heisen-
berg

A utilidade do hamiltoniano Hy, — Eq. (1.10) — nao estd somente na possibilidade
de se encontrar um sistema experimental que possa ser explicitamente modelado
por ele. Mais do que isto, presta-se a uma descricao simples e interessante de fases
quanticas e transi¢oes de fase com um parametro de ordem conservado em um
sistema com simetria nao abeliana. As propriedades universais de Hg dependem
somente de simetrias globais dos estados e espera-se que estas propriedades sejam
bem gerais e aplicdveis a outros sistemas com as mesmas simetrias [3]. Portanto,
admite-se que certos modelos de spins de Heisenberg se reduzem aos modelos de

rotores quanticos com N = 3 e aqui se tem a motivacao fisica para o estudo destes
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modelos. Uma andlise mais minuciosa desta conexao é levada a bom termo nos
Capitulos 5 e 13 do livro Quantum Phase Transitions [2]. O mapeamento discutido
na Secao 1.2 foi, na realidade, uma antecipacao desta conexao mais geral.

Neste contexto, consideram-se modelos de rede de spins de Heisenberg expressos

pelo hamiltoniano,

Hg =) " J;8:8;, (1.68)
Y]

onde os operadores de spin S, possuem as propriedades usuais (Se¢do 1.2) e atuam
sobre os 25 + 1 estados da representagao de spin S de cada sitio e os J;; sao um
conjunto de interagoes de troca entre os sitios e invariantes translacionalmente.

Ressalta-se que os sitios de rede do hamiltoniano de rotor quantico nao devem
ser identificados necessariamente com os sitios de rede de I:IS; mais apropriada-
mente, cada rotor pode ser entendido como um efetivo grau de liberdade para um
aglomerado contendo um numero p de spins no modelo original. Quando p for par,
cada aglomerado terd um estado fundamental de singleto de spin, da mesma forma
€como ocorre para H r, quando ¢ = 0. Com p impar, terda momento minimo nao
nulo. Neste caso, tem-se H R, com ¢ # 0. O rotor possui uma torre de estados com
momento angular crescente; por outro lado, o aglomerado de spins s6 pode atingir
um momento angular total maximo igual a pS. Apesar desta diferenca acarretar
algumas consequéncias para a topologia do diagrama de fases, aspectos essenciais
permanecem inalterados [2].

A existéncia desta estreita relacao entre os dois modelos justifica, destarte, o
uso da nomenclatura oriunda do magnetismo na designagao das fases dos rotores

quanticos, vistas a seguir.
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1.7 Fases dos Rotores Quanticos em Temperatura
Zero

Nesta se¢ao se analisam, seguindo de perto a referéncia [3], as fases dos rotores
quanticos modelados pelo hamiltoniano H r, dado pela Eq. (1.10). Para produzir
o diagrama de fase, usou-se a teoria de campo médio, que se torna exata no limite
de grande dimensionalidade espacial. Entretanto, espera-se que a topologia e os
aspectos gerais sejam vélidos para dimensoes de interesse fisico. Inicia-se com uma
demonstragao simplificada, baseada em [11], de um importante principio variacional
da Mecanica Estatistica, sobre o qual repousa a teoria de campo médio ora utilizada.
Outra demonstracao mais geral, baseada na expansao perturbativa da matriz de

densidade, pode ser vista em [12].

1.7.1 O Teorema Variacional de Bogoliubov — Teoria de
Campo Médio

A teoria de campo médio aproxima um sistema de particulas interagentes por um
sistema de particulas ndo-interagentes. O sistema nao-interagente dtimo pode ser es-
colhido com o auxilio da desigualdade de Bogoliubov, que também fornece a corregcao
de primeira ordem para o potencial de Helmholtz ou potencial nao-perturbado.

Considere-se um sistema com um hamiltoniano H e um sistema soltvel com

hamiltoniano Hy. Seja H; a diferenca, de sorte que H = Hy + H;. Define-se
H(\) = Hy+ \Hy, (1.69)

onde A foi inserido por conveniéncia analitica: variando-se este parametro de zero a
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um, pode-se transitar suavemente do sistema de modelo solivel (Hy) para o sistema
de interesse (H (1) = Hy + H;). O potencial de Helmholz correspondente a H(\) é
F()\), onde

—BF(\) =In Y e P = Intre 1O, (1.70)

Aqui, o simbolo tre #HW) est4 definido pela segunda igualdade; o traco de qualquer
quantidade é a soma de seus autovalores quanticos.

Estuda-se a dependéncia do potencial de Helmholtz sobre A\. Supondo que os
operadores Hy e H; comutam (aqui reside a particularidade da demonstragao, por
ndo abranger operadores incompativeis), calcula-se a derivada primeira,

dF(X) _ trHye PHotA)
d\  tre—B(Ho+AHi)

=< H; >, (171)

resultando para a segunda derivada:

d>F()\) tr H2eAUHotAM) tr Hy e~ B(Ho+AH1) \ ?
Bl 4re—BHAA)  \ ¢pe—B(Ho+AH:)

= —B[<H}>- < H; >?

= —f< H— < H, >>2, (1.72)
onde as médias sao tomadas em relacdo ao fator ponderal canénico e ##. A con-
seqiiencia imediata provém de d?F()\)/d\? ser negativa ou zero para qualquer \

P2F())
X2

<0 (para todo \), (1.73)

isto é, F(\) é uma funcdo concava para todo A e, portanto, o gréifico de F()) estd
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sempre abaixo da reta tangente no ponto em que A = 0:

F(\) < F(0)+A(dF()\)/d\),_,- (1.74)

Ao se fazer a atribuicao A = 1, resulta a relacao abaixo, denominada de desigualdade
de Bogoliubov:
F < Fy+ < Hy >, (175)

onde, com A = 0, < H; >¢ é o valor médio de H; no sistema do modelo soluvel.
A Eq. (1.75) afirma que o potencial de Helmholtz de um sistema com hamiltoniano
H = Hy+ H, € menor ou igual ao potencial de Helmholtz do sistema solivel mais
o valor médio da perturbacdao Hy calculado no sistema do modelo soluvel.

A quantidade & direita da Eq. (1.75) representa um limite superior para o poten-
cial de Helmholtz do sistema perturbado, sendo claramente desejavel que este limite
seja o menor possivel. Portanto, quaisquer parametros no sistema ndao perturbado
devem ser escolhidos no sentido de minimizar a quantidade Fy+ < Hy; >. Assim se
obtém, efetivamente, o critério para a escolha do melhor modelo solivel. Entao Fj
é o potencial de Helmholtz do sistema-modelo 6timo e < H; >, a primeira corre¢ao
deste potencial.

A desigualdade de Bogoliubov é frequentemente escrita de outra forma. Com

Fy escrito explicitamente na forma,

Fy, = < Hy>q-TS, (176)

entdao a Eq. (1.75) se transformard em

F < <Hy>)+< H; > —TS(), (177)
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ou

F < <H >, -TS5,. (1.78)

1.7.2 Teoria de Campo Médio para I:IR — Rotores com ¢ =0

Descreve-se agora a teoria de campo médio usada na obtengdo das fases de Hg
para rotores com ¢ = 0 conforme tratado na referéncia [3].
O hamiltoniano empregado nesta referéncia adota acoplamentos ferromagnéticos,

isto 6, troca-se o sinal + pelo sinal — em Hpy dado pela Eq. (1.10), a saber:

/\ g " R A A R A " ~
Z ]_ Z [JPip g+ K Liyy Ly + M (R Ly + g, L)), (1.79)

<ij>
Postula-se o hamiltoniano de campo médio por sitio na forma

; 9

Hpp = ﬂﬁ+qﬁ” Nyh, — h,L,, (1.80)

que ¢é funcao dos campos locais IV, e h,, com soma implicita sobre o indice repetido
(o subscrito p indica a componente cartesiana do campo). Este é o sistema-modelo,
onde as interagoes sentidas por um sitio genérico ¢ sao substituidas por campos
locais (ou efetivos). Neste ansatz estd subentendida a independéncia dos campos
em relacdo aos sitios da rede hipercubica, isto é, assume-se a existéncia de sime-
tria translacional. O hamiltoniano acima é comumente designado de hamiltoniano-
tentativa. A representacao de Hy e de I:Imf sera realizada na base de harmaonicos
esféricos (ou de harmadnicos de monopolo, quando se tratar de rotores com ¢ = 1/2),
cujos elementos de matriz respectivos ja se encontram deduzidos neste trabalho.

Os campos efetivos sao determinados em 7' = 0, com o emprego do teorema
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variacional de Bogoliubov:
F < F+ < H; >w=F+<H-—-Hy>=F+<H>—<H;>. (181)

Com as expressoes para Hg e de H,,r, obtém-se a seguinte relagdo para a energia

E,.; do estado fundamental de campo médio de H R, para o sitio genérico da rede:

JZ KzZ .
E’rnf < E0_7<ﬁﬂ>g_T<LN>g_

MZ < iy, >0< L, >¢ +N, < 7, >0 +h, < L, >o, (1.82)
onde:
Eny— %{)I%)F = %1:1%)(Emf —TSny) = %gr%)(len Zmr) (1.83)
e
T—0 T—0 T—0

em que Fj denota a energia do estado fundamental de Hy,¢; Z,,f, Zy sao as funcoes
de particdo e Sp,5 e Sy sdo as respectivas entropias que, pela Terceira Lei da Ter-
modinamica, assumem valores limitados. Na expressao acima de E,f, todos os
valores esperados sao com relagao a fungao de onda do estado fundamental de H,,;
(T'=10) e Z é o nimero de coordenagao da rede.

A minimizagao de E,,; sobre as variacoes de N, e de h, foi levada a cabo
numericamente para cada grupo de valores das constantes de acoplamento J, K
e M. Apds a minimizacdo, o sinal < na Eq. (1.82) poderd ser substiuido por
um =, indicando que se chegou a uma expressdo dtima para a energia do estado
fundamental do sistema.

Neste trabalho, elaborou-se um programa (em linguagem C) que concatena
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rotinas especificas, possibilitando, para cada conjunto de valores de J, K e M,
a realizacao das seguintes tarefas basicas:

(a) diagonalizacdo do hamiltoniano-tentativa (H,,s) e calculo da fungdo de
onda do estado fundamental e da respectiva energia (Ej). Obviamente, além da
sua necessaria semelhanca com o sistema sob estudo, a escolha do hamiltoninano-
tentativa (e do tamanho do espago de Hilbert) estd limitada mais pela capacidade
de processamento eletronico do que pelo fato de o hamiltoniano escolhido ser ou
nao passivel de tratamento analitico. A razao disto é que esta escolha nao é mais
fundamentalmente importante hoje em dia, diante da possibilidade de se proceder
a diagonalizacao exata via implementacao computacional. Neste trabalho usou-se a
diagonalizacao exata de Lanczos [14];

(b) efetivagdo das médias (valores esperados) constantes da Eq. (1.82) em
relacdo a funcao de onda calculada acima;

(¢) minimizacao da E,,; (uma funcdo implicita dos parametros variacionais com
seis varidveis independentes). Para tanto, incorporou-se o programa de minimizagao
de fun¢oes multidimensionais — o Downhill Simplex Method in Multidimensions [13];

(d) armazenamento dos valores pertinentes para posterior tratamento.

O espaco de Hilbert de um sitio é infinito, mas na pratica obtém-se resultados
satisfatorios com um numero limitado de estados. Usou-se [ &~ 15, em conformidade
com a referéncia [3]; entretanto, apesar desse niimero ser aparentemente pequeno, o
subespago de Hilbert correspondente tem uma dimensao igual a 252(1)5(214-1) = 256,
0 que ja representa um esfor¢o computacional considerdvel (mas ainda aquém da
capacidade de processamento disponivel). Evidentemente, o critério para a escolha
do tamanho do espago de Hilbert deve ser o da autoconsisténcia dos resultados da

implementacao numérica.
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1.7.3 Diagrama de Fases de Hg

Surgem quatro fases bem caracterizadas que estdo mostradas no diagrama de
fase de campo médio de Hp, reproduzido do artigo [3], na Figura 1.2 a seguir.

O diagrama de campo médio, projetado no plano J x K, foi calculado como
uma fungdo dos acoplamentos J e K com ZM fixadoem 4, g =1e a =1/2, onde Z
é o nimero de coordenacio da rede (um mero fator de escala, apesar de diretamente
relacionado com a dimensionalidade da rede, em virtude da simplificacao inerente
ao tratamento do sistema por teoria de campo médio). Como M # 0, o modelo nao
exibe simetria de paridade P. Os passos genéricos para sua obtenc¢ao foram descritos
na sub-secao 1.6.2. As linhas espessas representam transicoes de fase de primeira
ordem enquanto que as linhas finas marcam transicdes de fase de sequnda ordem.
Estas fases serdo devidamente caracterizadas logo apés a apresentacdo do diagrama.
As fases ferromagnéticas quantizadas, que se caracterizam por apresentar momento
magnético por sitio [, exibem uma sequéncia infinita para todo inteiro [ > 0, para
valores maiores de K (somente as duas primeiras fases aparecem no diagrama).

Salienta-se que estas transicoes de fase que ocorrem em 7" = (0, quando se variam
parametros do hamiltoniano do sistema, sao causadas por flutuagdes quanticas
que tém origem no principio da incerteza de Heisenberg, e por este motivo sao
apropriadamente denominadas de transicoes de fases quanticas. Em constraste,
as transicoes de fases em temperatura finita se devem tao-somente a flutuacoes

térmicas.
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Figura 1.2: Diagrama de Fases de Campo Médio de Hy. Reproduzida conforme a
Fig. 1 da referéncia [3]

Descrevem-se a seguir as fases do diagrama da Figura 1.2:

(1) Paramagneto Quéantico (GP)
E o0 estado em T = 0 sem ordem magnética. O paramagneto quantico surge

quando os parametros sao tais que
<h,>=<L,>= 0, (1.85)

Claramente esta fase ocorre quando g for muito maior que os demais acoplamentos.

Trata-se de um singleto de spin e a simetria O(3) é preservada.
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Os campos efetivos sao nulos, isto é,

A~

N,=h,=0. (1.86)

(2) Ferromagnetos Quantizados (QF)

Estes sao ferromagnetos ordindrios nos quais o momento angular total do estado
fundamental é quantizado em miiltiplos inteiros do niimero de rotores quanticos. O
parametro de ordem ferromagnético (magnetizacdo) define uma dire¢ao arbitraria
no espaco de spin, que se pode rotular de z. O estado fundamental tem, portanto,
os valores esperados

< L, >= inteiro, <y, >#0, (1.87)

com as demais componentes zero.

Conforme se argumentou, cada rotor representa um grau de liberdade efetivo
de um numero p de spins de Heisenberg. Tal aglomeracao tem um nimero maximo
pS de spins de sorte que ferromagnetos quantizados com [ > pS nao existem, sendo
mero artefato do mapeamento do modelo de rotor, que introduziu uma torre infinita
de estados em cada sitio. Conforme sugere o modelo de dupla camada visto na
Secao 1.2, o valor de < n, > pode indicar 0 modo como o momento quantizado é
distribuido entre os spins constituintes do aglomerado.

Para os campos efetivos, verificam-se
N, #£0,  h, #0, (1.88)

com as demais componentes zero. Os valores de N, e h, ambos variam continua-

mente quando os acoplamentos sao alterados, entretanto o valor de < ﬁz > per-
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manece atrelado a um determinado nimero inteiro fixo. Isto se da pelo fato de que

L, comuta com Hg e Hy,; de sorte que L, é um bom nimero quantico.

Verifica-se que os valores dos observaveis L e 7 dados pela Eq. (1.87) sao
compativeis com o principio da incerteza, cuja expressao geral pode ser vista, por
exemplo, na referéncia [7], quando se considera Eq. (1.6): uma vez ocorrida a
quantizagao dos ferromagnetos, com f)z fixos (incerteza muito pequena), tem-se
< Nz, >= 0 (incerteza muito grande). Por outro lado, ﬁz e N, comutam, nao
estando relacionados por este principio e portanto, < n, > poderd assumir, a priori,
valores entre -1 e +1.

(3) Fase Ordenada de Néel (N)

Nesta fase tem-se
<n,> # 0, enquanto < iu >=0, (1.89)

O nome fase Néel aqui é sugerido porque os spins no modelo de dupla camada
estao orientados opostamente em ambas as camadas. Mais geralmente, designa uma
fase definida por um tnico campo vetorial (72,) e que nao possui nenhum momento
magnético.

Esta fase também tem

N

N, # 0, h,#0. (1.90)

com as demais componentes zero. Ambos valores de N, e h, variam continuamente,
entretanto, < L, >= 0, isto é, estd quantizado por um valor nulo.

(4) Fase Canted (C)
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Esta fase de ferromagnetismo fraco, onde nao existe um perfeito alinhamento
dos momentos magnéticos (a palavra canted vem do inglés e quer dizer chanfrado,

inclinado), apresenta ambos os campos nao nulos:
<h,># 0, <L,># 0. (1.91)

e esses campos agora variam continuamente como fungao dos acoplamentos. Visto
haver um momento ferromagnético nao nulo e variando continuamente, tem-se aqui
um exemplo de um ferromagneto ndo quantizado. A simetria O(3) é totalmente
quebrada. No modelo de dupla camada, os spins nas duas camadas estao orientados
em duas diregoes nao-colineares, havendo assim um momento magnético liquido.
Os campos efetivos N e iLu sao também nao nulos e assumem valores que variam

suavemente, da mesma forma que os seus campo conjugados 7, e L.

A demarcagao correta das fases do diagrama da Figura 1.2 poderia ser obtida
neste trabalho executando-se o programa elaborado nos moldes descritos na Sub-
secdo 1.6.2 sobre uma malha suficientemente fina do plano J x K. Entretanto, em
vez de se tentar a reproducao integral daquele diagrama (o que se constituiria em um
mero exercicio de computagao), opta-se pelo estudo de casos ao longo de algumas
linhas da malha. Sendo assim, estudam-se a variagdo do momento angular (f/u), da
posicao (7,,), onde também foi contemplada a energia de campo médio do modelo (E)
ao longo de algumas retas perpendiculares aos eixos ZK e ZJ, do plano ZJ x ZK
do diagrama de fases. Na realidade, elaboraram-se graficos individuais para F —
a energia de campo médio — e < L >%= Y <Ly>? <n>?=3 <, >%e
<L>.<n>= Z“ <n, >< L, >, respectivamente. Observou-se a ocorréncia

de transicoes de fase em concordancia com os resultados da Figura 1.2, reproduzida
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da referéncia [3]. Entretanto, deve-se frisar que essa concordancia foi conseguida
tdo-somente quando se atribuiu a constante o — Egs. (1.79) e (1.80) — o valor 1
(v = 1), enquanto que o = 1/2 é atribuicdo que consta como efetivamente usada na
obtencao dos resultados referidos da referéncia [3].

As transicoes de fase sdo visualizadas através da andlise do comportamento das
fungdes (dos acoplamentos) estudadas ao se cruzar linhas de transicdo de fases. Em
um ponto sobre uma curva transi¢cao, todas essas fungoes apresentam algum tipo
de ndo-analiticidade. No caso de < L >2 e < >2. aqui expressas como funcoes
do acomplamento J ou do acoplamento K, conforme o caso tratado, estas exibem
descontinuidade ao se cruzar uma linha de coexisténcia de primeira ordem; nas
transigoes de segunda ordem, entretanto, a passagem se da de forma continua, ao se
passar por uma linha de transicao. Por outro lado, para a energia de campo médio
(energia do estado fundamental do sistema), que é sempre uma funcdo continua dos
acoplamentos, deve-se verificar a nao analiticidade pesquisando-se as derivadas de
ordem primeira — descontinuas nas transicoes de primeira ordem — e nao havendo
descontinuidade nesta ordem, derivadas de ordem superior devem apresentar nao
analiticidade nas transicoes de sequnda ordem.

Desta forma, verificam-se, por exemplo, transicoes de primeira ordem nas
Figuras 1.4 e 1.7; transicoes de segunda ordem nas Figuras 1.3, 1.5 e 1.6: e am-
bas transicoes nas Figuras 1.4, 1.7, 1.8, 1.9 e 1.10. O produto < L>.<n>
foi incluido para dar uma idéia da orientacao relativa dos operadores n e ﬁ, para
auxiliar na caracterizacao da transicao, bem como examinar o comportamento de
< n > nas regioes onde assume valores préximos de zero.

Flutuacoes ocorridas durante a execucao do programa de minimizacao das fungoes

devem ser responsaveis pela dispersao de alguns pontos nos graficos.
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Figura 1.3: Energia, Momento Angular e Posicao em fun¢ao dos Acoplamentos: ZK
fixo em 2,5 versus Z.J variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em ZJ =~ 5

(GP-N).
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Figura 1.4: Energia, Momento Angular e Posicao em funcao dos Acoplamentos:
ZK fixo em 6,5 versus ZJ variando de 0 a 30. Transi¢ao de segunda ordem em
ZJ =9 (QF-C) e uma transi¢do de primeira ordem em Z.J = 10 (C-N). A curva
da energia necessitaria maior refino, isto é, a interpolacao de mais pontos na regiao
das transicoes, para se enxergar essas transi¢oes mais claramente, tendo em vista a

pequena separac¢ao dos pontos onde ocorrem.
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Figura 1.5: Energia, Momento Angular e Posi¢ao em funcao dos Acoplamentos: ZK
fixo em 10 versus ZJ variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em Z.J =~ 12
(QF;-C). Nesta figura e na préxima, a visualizagdo das transicoes é facilitada pelo
exame de < n >2. Observe-se que nas fases de ferromagnetos quantizados tem-se
<fA>=n,e<n>.<L>=Ln,.
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Figura 1.6: Energia, Momento Angular e Posi¢cao em fungao dos Acoplamentos: ZK
fixo em 15 versus Z.J variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em Z.J = 21

(QF>-C).
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Figura 1.7: Energia, Momento Angular e Posicao em funcao dos Acoplamentos:
ZJ fixo em 2,5 versus ZK variando de 0 a 30. Transicao de primeira ordem em
ZK = 5,5 (GP-QF), em ZK ~ 12 (QF; — QF5) e em ZK ~ 225 (QFs — QF3),
a assim indefinidamente, a medida de que ZK cresce, devem-se suceder novas fases
ferromagnéticas quantizadas.
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Figura 1.8: Energia, Momento Angular e Posicao em funcao dos Acoplamentos:
ZJ fixo em 15,5 versus ZK variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em
ZK =~ 7,5 (N-C), seguida de uma transi¢do de primeira ordem em ZK =~ 12,5
(C-QFs) e outra de primeira ordem em ZK ~ 22,5 (QFy — QF3). Na Figura 1.1,
reproduzida de [3], a transi¢do em ZK ~ 7,5 (N-C) consta como de primeira ordem.
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Figura 1.9: Energia, Momento Angular e Posicao em funcao dos Acoplamentos:
ZJ fixo em 20 versus ZK variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em
ZK = 7,6 (N-C), transi¢ao de primeira ordem em ZK ~ 13 (C-C) (clarificada pelo
exame de < f >?), transi¢io de segunda ordem em ZK = 14,5 (C-QF,) e transicao
de primeira ordem em ZK = 22,5 (QFy — QF3).
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Figura 1.10: Energia, Momento Angular e Posicao em fun¢ao dos Acoplamentos: Z.J
fixo em 35 versus Z K variando de 0 a 30. Transicao de segunda ordem em ZK = 8,5
(N-C), transi¢ao de primeira ordem em ZK = 23 (C-C) (também caracterizada pelo
exame de < i >?) e transigdao de segunda ordem em ZK = 26 (C-QF3).
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Comportamento das Funcgoes

O exame das Figuras 1.2 a 1.9 acima permite a anotagdo de alguns fatos (e
ilacoes) relevantes sobre o comportamento das fun¢oes ali retratadas. Nao se busca
explicacao para as propriedades observadas, aqui vistas como aspectos intrinsecos
de Hg, que o seu diagrama de fase evidencia. Dé-se énfase, na medida do possivel,

a uma visao interpretativa.

Energia

A energia se apresenta sempre como uma funcao dos parametros do modelo,
continua por partes, concava, descrescente, onde os cuspides indicam a ocorréncia
de transi¢oes de primeira ordem (Figuras 1.3, 1.6, 1.7, 1.8 e 1.9). Se s6 houver
transigoes de segunda ordem, a curva serd simplesmente continua (Figuras 1.2, 1.4
e 1.5). Sempre que se incrementa um dado acoplamento, o sistema se acomoda em

um tipo de ordenamento, de menor energia.

Observaveis L e 1

e Fases Ferromagnéticas Quantizadas e Paramagnética Quantica

Nestas fases, verifica-se para M fixo, as relacoes funcionais:

<L,>(J,K,M)=1I; 1=0,1,2,3,... (1.92)

< ‘[Ajm’y > (J’ Ki M) =< ﬁm,y > (J7 K; M) = 0- (1.93)

Quando M = 0, isto é, quando ha simetria P, constata-se que nestas fases
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< n, >= 0 [3], como, alids, sugere o mapeamento da dupla camada, conforme
Eq. (1.21).

O exame dos graficos das Figuras 1.2 a 1.9 revela, entretanto, que para M # 0
tem-se em geral < n, ># 0. Mais especificamente, pode-se estabelecer a

seguinte relagao funcional para < n, >=<n, > (J, K, M; L,), com M fixo:

1. <n, >= 0, na fase paramagnética quantica;
2. < n, > ¢é independente de K, para valores quantizados de < L, >
3. < n, > varia linearmente com J, para valores quantizados de < L, >;

4. < n, > apresenta plateauz, como funcao descrescente de L, e K, para J

Interpretando-se < 7, > como indicador da maneira como 0 momento quan-
tizado é distribuido entre os spins subjacentes representados pelo rotor (Sub-
se¢do 1.6.3 e referéncia [3]), entdo o item (3) estd relacionado com a orientagdo
relativa dos spins, no sentido de que os spins tendem a se arrumar antiferro-
magneticamente a medida que < n, > cresce, até um valor compativel com o
valor quantizado L,, apés o que ocorre a transigdo de fase (geralmente para a
fase canted e de segunda ordem) em que o momento total do conjunto de spins
subjacentes decai. O item (4) estd relacionado com a inversio brusca de um
unico spin, isto é, quando < n, > cai para seu préoximo valor, um spin inverte

o seu momento. Ocorre entao uma transi¢ao tipica de primeira ordem.

Como < n, >= 0 quando M = 0 nestas fases, esta interpretaciao sugere que
a transicao de fase QQFj-canted devam ser de primeira ordem. Verificou-se isto

em algumas simulagoes.
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e Fase Ordenada Néel
Tem-se sempre < l:wz > (J,K,M)=0.

O exame das Figuras 1.2, 1.3, 1.8 e 1.9 revela que < i > é uma fungao de J

e K (M fixo), com as seguintes caracteristicas:

1. para K fixo, (< i > (J))? é uma fungdo continua, concava, crescente;

2. independente de K.

Vé-se, neste caso, (< n >)? atuando como um pardmetro de ordem do tipo
Néel, como mais uma vez sugere o mapeamento de dupla camada. A medida
que se desloca para a direita no diagrama, acentua-se evidentemente o ordena-
mento spin para cima—spin para bairzo paralelamente a um eixo arbitrario no
espaco de spin, devendo ser atingido o saturamento no limite J — oo, situacao

que deve corresponder a ((< n >)§néx <1).

e Fase Canted

Analisando-se as Figuras 1.4 e 1.5, verifica-se que (< L >)? é uma fungao
continua rapidamente decrescente (esta fase é caracterizada por magnetismo
fraco), devendo ocorrer (< L >)? = 0, para J suficientemente grande, isto ¢, a
medida que se afasta das fases ferromagnéticas, os spins subjacentes tendem,
de forma continua a se arrumar antiparalelamente. A curva de (< fi >)?, agora
dependente tanto de J como de K, apresenta semelhanca com aquela da fase
Néel. Portanto, quando se caminha dentro da fase Canted, ao longo de uma

reta ZK = constante, verifica-se a tendéncia ao ordenamento Néel.

Por outro lado, os graficos das Figuras 1.8 e 1.9, mostram a fungio (< L >)?

continua, crescente, ligando o nivel (< L >)? = L,2 = 0 ao nivel
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<L >)?=1L2=[2 =9 (méximo), isto é, quando se caminha dentro da
fase canted, ao longo de uma reta Z.J = constante, verifica-se a tendéncia ao
arranjo paralelo dos spins, segundo uma orientacao determinada no espaco de
spins (ferromagnetismo). O comportamento de (< fi >)? exibido nos gréficos
mostra um padrdo caracteristico: desorganizac¢do inicial da fase Néel (ramo
decrescente) seguida de uma reorganizagdo (ramo crescente, mais curto) para
entao ocorrer o salto (transigdo geralmente de primeira ordem) para o ferro-

magneto quantizado seguinte ou fase canted com magnetizacao mais elevada.

A consideragao das propriedades aqui descritas e a expressao formal do hamil-
toniano do sistema H r, Eq. (1.78), permitem, pelo simples exame, a visualizagio
do comportamento da curva da energia do sistema. Por exemplo, percebe-se porque
a energia é uma funcao linear de K, nas fases ferromagnéticas quantizadas, com co-
eficiente angular negativo; entretanto, isso ndo deve ocorrer com J, onde se espera

um decrescimento nao-linear.

1.7.4 Teoria de Campo Médio para o Hamiltoniano Hp —

Rotores com g =1/2

A andlise é efetuada de forma andloga ao caso ¢ = 0. Na referéncia [3], descrevem-
se os procedimentos para cdlculo do diagrama de fases de uma rede hipercibica de
rotores com g = 1/2. Fez-se, entretanto, uso de redes bipartidas, onde os elementos

de matriz de n sao multiplicados por um fator ¢;, com ¢; = 1 na primeira sub-rede e

¢; = —1, na segunda. Para acomodar as duas sub-redes, a Eq. (1.33) é modificada
para
- . |. 0 . .
Liy = —€unhiy z—aA + g€, Ax(Niy) | — qeiniip. (1.94)
LY
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onde o ¢; introduzido visa a corre¢ao da férmula para o momento angular. Com a
inversdo alternada (staggering) do operador n, pretende-se um parametro de ordem
do tipo Néel, com momento resultante nulo: um valor espacialmente uniforme de
< #, > representa um valor médio alternado (staggered) de < L, >. Num modelo
com g > 0 e ¢ = 1 em cada sitio, a média espacial de < 7, > é proporcional aquela
de ﬁu, conseqiientemente ao momento ferromagnético liquido, o que faz que esses
modelos s6 exibam fases ferromagnéticas quantizadas.

Uma conseqiiéncia importante para um ¢ # 0 é que nao é mais possivel ter P
como uma simetria do modelo de rotor quantico: h& uma parte em L, na Eq. (1.91)
ou Eq. (1.33) que é proporcional a < 7, > e isto faz com que ambos os operadores
possuam a mesma assinatura sob transformacoes discretas. Portanto, a simetria P
é descartada, mesmo com modelos onde M = 0.

Na teoria de campo médio, usam-se agora dois hamiltonianos-tentativa (I:Imf)
por sitio diferentes, desacoplados, correspondentes as duas sub-redes. Trabalha-
se, entao, com um espaco de Hilbert formado pelo produto tensorial das duas
autofuncoes dos I:Imf dos respectivos sitios de cada sub-rede. O diagrama de fases
resultante conforme a Figura 2 da referéncia [3] é muito semelhante ao caso anterior
(Figura 1.2), a principal diferenca estando na auséncia da fase de paramagnetismo
quantico, o que esta claramente relacionado com o valor minimo do momento angular

do rotor (¢ =1/2).
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Capitulo 2

MAPEAMENTOS DO MODELO
DE ROTORES QUANTICOS NA
CADEIA DE SPINS AB,

2.1 Introducao

Neste capitulo serao estudados alguns mapeamentos entre rotores quanticos e
as cadeias de spins AB,, cuja topologia é de interesse no contexto de polimeros
ferrimagnéticos e oxocupratos [15]. Estas cadeias tem sido estudadas no contexto
de modelos tais como Hubbard e t-J [16], Heisenberg quantico [17, 18], Heisenberg
classico e Ising [19].

O teorema de Lieb [20] considera o modelo de Hubbard [21] numa rede bipartida
com Np o nidmero de sitios da sub-rede A e Ng o nimero de sitios da sub-rede
B. Assumindo-se interagdo coulombiana repulsiva (U > 0, finito), tem-se em semi-

preenchimento eletrénico (um elétron em média por sitio) que o estado fundamental
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Figura 2.1: (a) Cadeia de spin com a topologia de célula unitdria AB, exibindo o
estado fundamental ferrimagnético em campo magnético nulo. (b) A mesma cadeia,
onde se ilustram as frustragdes que serao consideradas: (i) frustracdo BB (J3 = 0,
Jo > 0), neste trabalho também denominada frustracdo intracelular e (ii) frustracao
AA-BB (J3,J3 > 0), neste trabalho também denonimada frustracdo intracelular e
intercelular. Nas sub-secoes 2.3 e 2.4, serdao estudadas cadeias de rotores, em que
cada sitio estd ocupado por um tnico rotor com ¢ = 1/2.

é tnico e possui spin total por célula dado por S = (|[N4 — Np|)/2, a menos da
degenerescéncia trivial (2S+1) em S%. A Figura 2.1(a) é um esboco de um fragmento
da cadeia AB; onde o estado fundamental esta ilustrado, com as setas indicando a
orientacdo dos spins: aqui os sitios A e B compdem as duas sub-redes distintas
de sorte que a aplicagao direta deste teorema conduz a configuracao mostrada, de
ferrimagnetismo, onde o spin por célulaé 1/2 ou S = N/6, N representando o niimero

total de sitios da cadeia.
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O efeito da frustracao entre os sitios B tem sido investigado com certo detalhe,
inclusive propriedades do estado fundamental [22, 23], propriedades termodinamicas
[24] bem como efeitos de campos magnéticos [25]. Revestem-se de particular inter-
esse os trabalhos sobre o estado fundamental [22], os quais serdo de certa forma
utilizados aqui para comparagdo com resultados obtidos para a frustracdo BB (in-

tracelular) mostrada na figura 2.1(b).

2.2 Mapeamento de Modelos de Rotores Quanticos
em Cadeias Quanticas AB, de Heisenberg

Este mapeamento representou uma tentativa do estabelecimento de uma conexao
entre o modelo de rotores quanticos e as cadeias de Heisenberg ABy com acoplamen-
tos antiferromagnéticos, visando a obtencdo de relagdes diretas entre os acoplamen-
tos dos dois modelos [18]. Sua motivagio estd calcada no mapeamento do modelo
de rotores quanticos para antiferromagnetos de dupla camada proposto por Sachdev
e Senthil [3] e também descrito na se¢ao 1.2.

Inicialmente considera-se o hamiltoniano de rotores quanticos {n;} em uma

cadeia consistente com a conservacao dos operadores de momento angular {L;}
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associados [18]:

N/3
Hq,,- = Z(OQL? + Ojgﬁ? + O,/3LZ' . flz) +

i=1
> (Jhi - #; + KL; - L + M, - L; + MA; - Ly). (2.1)
<iyj>

Visualizou-se a célula unitaria da cadeia AB, representada por um rotor quantico

através do seguinte mapa:

L; = Sia+Sis+Sip,

n; = Sia—Sip—Sip, (2.2)
onde os S;,, n=A, B e B, indicam os operadores de spin (S = 1/2) atuantes nos
respectivos sitios da iésima célula da cadeia de spins AB,. Obtém-se as relacoes entre
os acoplamentos dos dois modelos de forma analoga aquela descrita na secao 1.2.

Portanto:

Jaa+ I —2JaB

\.7 - 4 )
Jaa+ I + 2JaB
’C - )
4
Tuus —
M o= Jaa JBB’
4
Jag + JBp
o =
4
oy = M’ (2.3)

onde se fez a3 = 0. Os acoplamentos J;; > 0, i,j = A, B, B, representam interacoes

entre primeiros e segundos vizinhos e referem-se ao hamiltoniano de Heisenberg da
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cadeia AB, escrito explicitamente na forma abaixo, com o intuito de tornar clara a
notacgao utilizada para esses acoplamentos:

N/3
Hpg = Z{JAB(SIA +Si11,4) - (SiB + Simr) +

=1
JBB’(SlB : SlB’) + jAA(SlA . él+1,,4 +

JBB(SIB : Sl+1,B + SZB’ . Sl+1,B')}- (2.4)

No caso particular da cadeia frustrada esbogada na Figura 2.1(b), tornam-se evi-
dentes as correspondeéncias: Jag = Ji, Jgg = Jo e Jaa = Jgp = J3. Pode-se adotar
Jap como unidade de energia, isto é, Jap = J; = 1.

O tratamento de campo médio segue-se com o emprego do hamiltoniano-tentativa

(os subscritos repetidos p indicam soma sobre componentes)
Hup = ai L2 + api® + B(L2)? + Ny, + hy Ly, (2.5)

resultando, via teorema variacional de Bogoliubov, a expressao para a energia de

campo médio abaixo, andloga a Eq.(1.82):

Eny < Eo+J<i,>24+K<L,>2+

M <y, >0< L, >0 =N, < i, >0 —h, < L, >0, (2.6)

onde o niimero de coordenacao da cadeia linear do rotor foi levado em consideragao
(Z = 2). Aqui os rotores tém ¢ = 1/2, correspondente ao momento angular minimo
da célula unitaria.

Seguem resultados obtidos para as frustragoes descritas na Figura 2.1(b):
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Figura 2.2: Mapeamento Rotor Quantico x Cadeia AB,. Energia, Momento e
Posigdo em Fungao da Frustragao: Frustragao BB (intracelular). (a) Energia. (b)
L2=<L>-<L> ()a>=<n>-<n > O sistema evolui de uma fase
ferrimagnética, que nao fica caracterizada como de Lieb, para uma configuragdo
canted. Observe que neste caso J3 = 0.
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Figura 2.3: Mapeamento Rotor Quantico x Cadeia AB,. Energia, Momento e
Posi¢do em Funcao da Frustragdo: Frustracio AA-BB (intra- e intercelular). (a)
Energia. (b) L2=<L > <L >. (¢)a2=<n> < >. O sistema evolui de uma
fase ferrimagnética, que ndo fica caracterizada como de Lieb, para uma configuracdo
canted mais acentuada. Estudou-se o caso em que todas as frustracoes sao iguais.
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Como se observa na Figura 2.2, ha transicao de fase de uma configuragao ferri-
magnética para uma fase canted, quando se varia o acoplamento Jgp (J2). Quando
este parametro é variado, somente os termos «; e as do hamiltoniano, dado pela
Eq. (2.1), sao afetados, crescendo linearmente, conforme Eq. (2.3). ay multiplica
um valor fixo, isto é, n? = 1, conforme Eq. (1.1), e poderia ser eliminado da
formulacdo hamiltoniana (a3 poderia ter sido desconsiderado pelo mesmo motivo:
tem-se A - L = —q = —1/2). De qualquer forma, quando a frustra¢ao cresce, a;,
que é um fator que multiplica a energia cinética do rotor cresce igualmente, in-
duzindo o rotor a permanecer sempre com o momento angular minimo (I = 1/2),
como seria desejavel, mas nao hé alteragao na interacao intersitio. Observa-se que
< n >? cai, tendendo a minimizar a energia, fato que pelo mapa, Eq. (2.3), poderia
ser interpretado como equivalente a uma evolucao da cadeia para uma fase canted.
A fase inicial nao pode ser vista como tendo uma configuracao caracterizada pelo
teorema de Lieb [20], porque mais de um arranjo dos spins da cadeia pode ser encon-
trado, em concordancia com os resultados obtidos (haveria necessidade de mais uma
relagdo no mapa da Eq.(2.3)). Na Figura 2.3, apesar de interagdes entre sitios (a
energia cinética também aumenta concomitantemente), o sistema tem um compor-
tamento semelhante, com a diferenca apenas que a evolugao para um estado canted
¢ mais acentuada. Por outro lado, considerando-se a como uma variavel supérflua,
fazendo-a igual a zero, resulta J4p = Jgp', 0 que aparenta ser um resultado nao
fisico para o problema em lide. Alids, mesmo com ay # 0, outras igualdades nao
fisicas de acoplamentos ocorrem entre primeiros e terceiros vizinhos como também

entre segundos e terceiros. Levando-se estas modificagdes no hamiltoniano, Eq. (2.1),
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resulta
N/3
Hy =) oLy + > (Jh; - 0; + KL; - Lj + Ma, - L; + Ma,; - L,). (2.7)
i=1 <i,j>

Isto é, tem-se, na realidade, a cadeia AB, associada a uma rede hiperciubica de
rotores quanticos (a unidimensionalidade é apenas uma particularidade). Segundo a
interpretacao dessas dos rotores sugerida na se¢ao 1.6, portanto, o problema se reduz
a uma rede onde cada sitio subentende um aglomerado qualquer de trés spins. Esse
aglomerado nao contém nenhuma informacao sobre a topologia da cadeia, fator
quintessencial na determinacao de suas propriedades. O mapa, Eq. (2.3), nao
carrega essa informagao. Conclui-se, portanto, que os graficos da Figura 2.2 e 2.3
devem retratar talvez mais as propriedades dessa rede de rotores, do que as da cadeia
AB,, propriamente ditas. Em particular, o grafico da Figura 2.3 nao deve trazer
nada de novo sobre a frustracdo AA-BB descrita na Figura 2.1(b).
Incidentalmente, para o caso dos antiferromagnetos de dupla camada, por sua
simplicidade (apenas dois spins), o mapa dado pelas Eqs. (1.19-1.20) nao resultou
em relacoes indesejdvers do tipo daquelas relatadas acima entre os acoplamentos

quando se usaram a Eq. (2.3).

Esta abordagem, entretanto, foi 1til porque iluminou o entendimento de
problemas inerentes aos mapas que buscam a obtencao de relagoes simples, do tipo da
Eq. (2.3), entre os acoplamentos dos modelos. Alternativas sdo apresenadas adiante,
baseadas no que preconiza a Secao 1.6, isto é, a relacao direta rotor quantico—sitio

da cadeia AB, de spins.
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2.3 Rotores Quanticos na Cadeia AB; com In-
teracoes Competitivas - Célula Simples — Trata-
mento Isolado

Incorpora-se a idéia preconizada na Segao 1.6, estabelecendo-se uma relacao di-
reta rotor quantico—sitio da cadeia AB5, ou melhor, estuda-se uma cadeia de rotores
quanticos com a topologia da cadeia AB,, em que os sitios A, B e B’ sdo ocupa-
dos respectivamente por um tnico rotor com ¢ = 1/2 (simulando o semipreenchi-
mento eletronico), interagindo entre si, cujos acoplamentos I;;, I = J, K, M, emulam

os acoplamentos J;; do modelo de Heisenberg cujo hamiltoniano é fornecido pela

Eq. (2.4).

2.3.1 O Hamiltoniano de Rotores Quanticos na Cadeia AB,

Escrevem-se os seguintes hamiltonianos, em que os indices 7 e j percorrem os
sitios A, B e B’ da célula unitdria indexada por [. Convencionou-se, para a leitura

do hamiltoniano, A < B < B'. Siga a figura 2.1(b).

ap =1 Z[L 1, (2.8)

ﬁ[(g) = Z[‘]Uﬁll . ﬁlj —+ K le Ll] —+ Mzg (nlz Ll] -+ nl] le)] (29)
li<g

H(3 Z [Jmnlz Nyyq,5 + szsz Ll+1 NI + Mzg (nlz LH—I i + nl+1 \J le)] (210)
li>7,j=A

Dissertacao de Mestrado - Departamento de Fisica - UFPE



2.3 Rotores Quanticos na Cadeia AB, com Interacoes Competitivas - Célula
Simples — Tratamento Isolado 63

ﬁéf) = Z[Jiiﬁli Ay 4 KLy - Logng + My (g - Ty + fy - Lig)), (2.11)

1i

onde se adotou a notagao vetorial de operador, isto é, L= (IA/I, f/y, f/z) e semelhante-
mente para n. E evidente que IA{q(}«) expressa a energia cinética da cadeia de rotores;
fl,g,%), as ligagoes (acoplamento de primeiro vizinho A-B e A-B') e a frustracao in-
tracelular (entre os sitios B e B'); HS, as ligacdes (acoplamento de primeiro vizinho
A-B e A-B’) entre células contiguas e ﬁéf), as interagoes entre segundos vizinhos
(frustragoes intercelulares). Com relacao as constantes de acoplamento, tendo em
vista a topologia especial da cadeia AB,, far-se-4 Iap = Iap = Ipy = Ip4 €
Igp = Ip g, onde I representa os tipos de acoplamento J, K e M entre os rotores.
A visualizagao dos hamiltonianos ngf), FLS;”), I:I(gf) é facilitada pelo exame da Figura
2.1(b), em que, desta feita, os sitios A, B e B’ devem ser entendidos como estando
ocupados, respectivamente, por um rotor quantico.

Distinguem-se os dois casos de frustracao estudados:

Frustragao BB (intracelular)

aP® =HY + 2P + HY. (2.12)

Frustracao AA-BB (intra- e intercelular)

AWM= = gD + A@ + H® + A, (2.13)
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2.3.2 Tratamento de Campo Médio

Descreve-se resumidamente o tratamento usado.

Hamiltoniano-tentativa

O hamiltoniano-tentativa é a soma de trés hamiltonianos desacoplados por sitio:

A~ g ~ ~ R R

Hpp = [5(L] + (L)) + Ni - + by - L), (2.14)
i

onde o subscrito 7 percorre os sitios A, B, e B'. N, h denotam os campos efetivos e

tem-se N = (N, Ny, N,), h = (hg, hy, h,), 0 mesmo valendo para os operadores.

Calculo dos Valores Esperados

A funcao de onda do estado fundamental de I:Imf tem a forma de um produto

tensorial das fugoes de onda dos respectivos sitios, isto é:
|\I’0 >= |\I’0 >A ®|\I’0 >p ®|\I’0 >pr= |\I’0 >4 ‘\Ifo >B |\I’0 >pr, (215)

onde |¥y >;, i = A, B,B’, denota a fungiao de onda do estado fundamental do sitio
indicado. A energia do estado fundamental (autovalor de H, ) serd, entdo, expressa
por

Ey < Ey, + Eyy, + Ey, (2.16)

com F, denotando energia do estado fundamental da respectiva funcao de onda.
O cédlculo dos valores esperados segue conforme exemplo abaixo:
< \1’0‘1/’\11 . ﬁj|\1’0 >= (< \Il()‘z < \Ifo‘j < \I’0|k)|flz . ﬁ]‘(‘\po > |\I]0 > |\I’0 >k) =

< \IJQ|Z|ﬁZ||\I/0 > - < \I/()‘j‘ﬁﬂ\l/o >j - < \Iio‘k)‘\lfo >p=< flz >0 < ﬁj >0,
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e assim por diante. Portanto,
< Yy, - 0|y >=< D; >p - < Dy >, (2.17)

designa o produto escalar das médias do respectivos operadores em relacao ao estado

fundamental de H,, f

Energia de Campo Médio

Como de outras vezes, recorremos a desigualdade de Bogoliubov, Eq. (1.74),

escrita na forma abaixo:
Emf = Ey+ < ﬁqr >0 — < ﬁmf >0, (2.18)

cujos valores esperados sao tomados em relacao ao estado fundamental de I:Imf.

Portanto, resulta para a expressao da energia de campo médio:

e Frustracao BB

ES? < ES + B2 + ED), (2.19)
e Frustracao AA-BB
EUAPD < EQL + BS + EQ), + BY). (2.20)

onde as E®)

mfs V = 2,3,4 correspondem aos I;[(Sf) respectivos e a Er(i} compreende

a soma das energias dos estados fundamentais dos sitios e a parcela resultante da
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atuacao dos campos efetivos, a saber:

Efi} = Z(EO)i - Z(Ni' <1y > +h < L; >), (2.21)

% i

1<j
Mij(<n; >0 - < ij >0+ <N >p-< L; >0)], (2.22)
ES} = Z[Jij<ﬁi>0'<ﬁj>0+Kij<fJi>o'<ij>0+
1>5,j=A
Mij(< IAlZ >0 < ij >0+ < ﬁj >0 < fJZ >0)], (223)

ET(:} = Z[Jii<ﬁi>0'<ﬁi>0+Kii<f4i>0'<flz’>0+
%

Mii(< n; >g- < fJZ >0+ <N > < fJZ >0)], (2.24)

cujos indices devem ser lidos da mesma maneira que para as Eq. (2.8) a Eq. (2.11).
As expressoes dadas pelas Eq. (2.19) e Eq. (2.20) representam fung¢oes multi-
dimensionais, possuindo cada uma dezoito varidveis (as componentes dos campos
variacionais N e h) e devem ser mininizadas numericamente, conforme exposto na

sub-secao 1.7.2, para obtencao dos resultados de interesse fisico.
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2.3.3 Resultados Obtidos

Nos graficos das Figuras 2.4 a 2.7, estudaram-se a energia de campo médio, a
posicao e 0 momento angular na forma explicitamente indicada nas figuras. Com
excecao da energia, as grandezas de interesse foram examinadas através de produtos
na forma de < A; > - < l§’j >, onde i,j = A, By(B), By(B'), referem-se aos sitios da

célula unitaria. Esses produtos devem ser entendidos da seguinte forma:
<A> <B>=<A,> <B,>+<A,> <B,>+<A, > <B, > (2.25)

com/l,l%—)f;efl.
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Figura 2.4: Frustracao BB. Aqui fez-se Iyp = [qp = Ipa = Ipa = 1. Igp = x (ab-
scissa, variando de 0 a 10). Demais I;; = 0. Onde I=J, K. Estuda-se o caso Mij = 0.
Isto é, contempla-se o caso especial da frustracao BB, onde todos os acoplamentos
M séo nulos e os acoplamentos da frustracdo sdo iguais (Ipp = z, I = J, K). As
linhas continuas representam as curvas obtidas da interpretacao elaborada com base
na Configuracdo 1 (Figura 2.8(a)), enquanto que as linhas tracejadas representam
aquelas obtidas com base na Configuracao 2 (Figura 2.8(b)). Eliminaram-se alguns
pontos do calculo numérico, para melhorar a visualizacao.
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Figura 2.5: Frustracao BB. Aqui fez-se Iyp = Iqp = Ipa = Ipa = 1. Ipp = x (ab-
scissa, variando de 0 a 10). Demais I;; = 0. Onde I=J, K. Estuda-se o caso Mij = 1.
Isto é, contempla-se o caso especial da frustracdo BB, onde todos os acoplamentos M
estao fixados (M=1) e os acoplamentos da frustracdo sio iguais (Igp =z, I = J, K).
As linhas continuas representam as curvas obtidas da interpretagao elaborada com
base na Configuragao 1 (Figura 2.8(a)), enquanto que as linhas tracejadas represen-
tam aquelas obtidas com base na Configuragao 2 (Figura 2.8(b)). Eliminaram-se
alguns pontos do calculo numérico, para melhorar a visualizagao.
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Figura 2.6: Frustracao AA-BB. Aqui fez-se Iap = Iap = Ipa = Ip4 = 1. Demais
I,; = z (abscissa, variando de 0 a 10). Onde I=J, K. Estuda-se o caso M;; = 0. Isto
é, contempla-se o caso especial da frustracado AA-BB, onde todos os acoplamentos
M sao nulos e os acoplamentos das frustragoes sao todos iguais (I;; =z, I = J, K, i
e j marcam as frustracoes da Figura 2.1(b).As linhas continuas representam as cur-
vas obtidas da interpretac¢do elaborada com base na Configuracio 1 (Figura 2.8(a)),
enquanto que as linhas tracejadas representam aquelas obtidas com base na Con-
figuracao 2 (Figura 2.8(b)). Eliminaram-se alguns pontos do cdlculo numérico, para
melhorar a visualizacao.
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Figura 2.7: Frustracdo AA-BB. Aqui se fez Iqup = I4p = Ipy = g4 = 1. Demais
I,; = z (abscissa, variando de 0 a 10). Onde I=J, K. Estuda-se o caso M;; = 1. Isto
é, contempla-se o caso especial da frustracdo AA-BB, onde todos os acoplamentos M
estdo fixados (M=1) e os acoplamentos das frustragdes sdo todos iguais (I;; = z, I =
J, K, i e j marcam as frustragoes da Figura 2.1(b)).As linhas continuas representam
as curvas obtidas da interpretagao elaborada com base na Configuragao 1 (Figura
2.8(a)), enquanto que as linhas tracejadas representam aquelas obtidas com base na
Configuracao 2 (Figura 2.8(b)). Eliminaram-se alguns pontos do calculo numérico,
para melhorar a visualizacao.
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1

Figura 2.8: Interpretagdo cldssica. As setas representam os spins como vetores.(a)
Configuragao 1: A paralelo ao eixo dos y; B e B’ formam angulos iguais com a
direcio negativa de y (8/2). (b) Configuracio 2: A paralelo ao eixo dos X; B e B’
formam angulos iguais com a dire¢do negativa de y (0/2).
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2.3.4 Analise dos Resultados

Concentrou-se a atencdo mormente na energia de campo médio, denotada por
E (primeiro grafico da esquerda) e para as funcdes < L; > (primeiro grafico da
direita) e < L, >-< ij > (segundo gréfico da direita), em que i,j percorrem os
sitios da célula unitdria e ¢ # j. Para agilizar a implementac¢ao numérica, utilizou-se
um espago de Hilbert com [, 4. = 5, 5; suficiente para a obtengao dos resultados com

a precisao requerida. Segue a discussao dos dois tipos de frustracao separadamente.

Frustragao BB (intracelular)

Estudou-se o caso particular de igualdade dos acoplamentos Jgg, = Kpgpg,, com
M fixo (M = 0 e M = 1). O momento angular de cada sitio mantém-se fixo
em [ = 1/2. Isto significa que a energia cinética da cécula unitdria permanece
constante. Portanto, as interacoes entre as células sao as unicas responsaveis pela
forma da curva da energia. Observam-se pelo menos dois comportamentos distin-
tos nessa curva: (a) para 0 < z ~ 1, um comportamento linear crescente e (b)
para 1 < z, a energia passa a decrescer, com um tracado aproximadamente lin-
ear. O exame das Figuras 2.4 e 2.5 revela ainda que os rotores localizados nos
sitios B e B’ comportam-se de forma exatamente igual (grafico de < n; >% i = B,
B’) como também exatamente igual em oposi¢ao ao rotor do sitio A (graficos de
<L;i>-<Lj> <f;>-<n; >e<n >-<L;>). Isto nio teria nenhuma
obrigacdo de acontecer, pois se usaram parametros variacionais independentes para
cada sitio; esta constatacao deve ser interpretada como reflexo das simetrias do
hamiltoniano dado pela Eq. (2.12). Por outro lado, cada rotor representa uma torre
de momentos, somente limitada pelo tamanho do espaco de Hilbert utilizado na

implementacao. Observa-se, entretanto, que os momentos dos sitios permanecem
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sempre atrelados ao valor minimo [ = 1/2 = ¢, fato devido, é claro, ao ambiente em
que estao inseridos os rotores, ambiente este modelado pelo hamiltoniano.
Estabelecendo-se a associacao entre o momento angular do rotor e o spin do
modelo de Heisenberg, volta-se a atencao agora sobre o gafico de < Li> < f;j >
(observa-se comportamento similar para a posi¢do dos rotores, conforme se vé no
grafico de < n; > - < n; >). Nointervalo 0 < z =~ 1, o estado fundamental da cadeia
exibe uma fase ferrimagnética cuja configuracao estd de acordo com o teorema de
Lieb para spins [20]. Para = grande (z ~ 10, para o caso M=0, e x ~ 2, para o caso
M=1), o estado fundamental estd configurado por uma fase paramagnética, onde
os momentos (spins) nos sitios B e B’ se opdem e o momento (spin) no sitio A fica
desacoplado. Em ambos os casos, entre esses extremos, o sistema evolui para uma
fase canted intermediaria. No caso M = 1, esta fase estd caracterizada no intervalo
1 < x = 2 e a transicao de fase no ponto x = 1 é de primeira ordem. O compor-
tamento da cadeia muda significativamente, quando M = 1, daquele apresentado
quando M = 0, fato nao esperado, uma vez que o acoplamento M, para os rotores
com ¢ # 0, ndo acrescenta nem suprime simetrias (modelos com ¢ # 0 néo exibem
simetria P) [3]. Neste caso particular, ndo se buscou dar uma interpretacao fisica
relevante para o papel dos 1, isto é, a orientagdo de cada rotor individualmente (no
primeiro capitulo este papel, entretanto, foi importante, na medida em que forneceu
indicios sobre o comportamento de uma coletividade de elétrons subjacentes; no
presente caso, s6 ha um tnico elétron subjacente, localizado em cada sitio da cadeia
representado por um rotor). Acredita-se que os L; carregam as informages mais
relevantes sobre as propriedades do sistema. Observe-se, entretanto, que a presenca
do acoplamento entre os n; e IAJz-, isto é, M # 0, muda drasticamente o comporta-

mento do sistema.
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Tentam-se mais adiante interpretacoes qualitativas que auxiliarao o melhor en-

tendimento do comportamento observado.

Frustragcao AA-BB (intra- e intercelular)

Aqui se estudou também o caso particular de igualdade das frustracoes 144 =
Igp = Igp, onde I = J, K, com M fixo (M = 0e M = 1). Observa-se que o
ponto x = 1, igualmente ao caso anterior, continua sendo um ponto especial do
diagrama, onde alguma transicao de fase deve ocorrer. Aparentemente, surgem
as mesmas fases do caso anterior, onde se ressaltam alguns aspectos. A curva da
energia indica uma funcao crescente nas duas fases, com um comportamento linear
na primeira fase e aproximadamente linear na segunda. O momentos de cada sitio
permanecem fixos (I = 1/2). O comportamento de < Ly > - < Lg >, < Ly >
. < Lg >ede <Lp>-< Lp > éidéntico ao caso visto para a frustracio BB,
o0 que nao corresponde as expectativas do ponto de vista fisico. Entretanto neste
caso observa-se o aparecimento de flutuagoes com muito maior frequéncia. Essas
flutuacoes aparentemente nao tém muito a haver com a fisica do problema e surgem
em todas as curvas. No caso da energia, véem-se flutuagoes sempre para cima da
curva. Nos produtos < f;A > - < fJB >e < ﬁA > - < ﬂB: >, sao simétricas com
relacao ao eixo dos z.

As interpretacoes fornecidas logo abaixo tentam clarificar essses aspectos.
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2.3.5 Interpretacao Classica

Representam-se os spins por vetores, do plano XY, localizados nos sitios da cadeia

ABQZ

A = %[cos(nQ)i + sin(nQ)j]
B = %[cos(nQ + ¢p)i+sin(nQ + é5)]j|
B = %[cos(nQ + qﬁBI)i + sin(n@ + édp)] (2.26)

onde n é um nimero inteiro que indexa a célula unitaria, 0 < Q < 27 e
0 < ¢p,¢p < 7 sao as fases dos vetores B e B’ em relacao ao vetor A, respec-
tivamente. O hamiltoniano de uma tnica célula 2+ 1 é escrito mediante as seguintes

parcelas (veja a figura 2.1(b)):

A~ -

A = A - [(Bi+ Bu) + (B + B ) + T B - B, (2.27)

cl

o/

HY = J[Ai11 - Aiva+ (Biyr - (B + Biyo) + By, - (B! + Bl,)] (2.28)

2

onde se fez J = Jy/Jy = J3/J1, J1 = 1. J é um parametro de controle que dita o

comportamento do sistema. De sorte que

Ac(lBB) = ﬁc(ll), (frustracao BB), (2.29)
e
ﬁc(lAAfBB) = I:IC(II) + ﬁc(f), (frustracio AA-BB). (2.30)
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Efetuando-se os produtos internos, considerada a invariancia translacional

(Q = 2m), resultam

5 1 1 J

HC(ZBB)(qu, op) = 5 €08 B+ 5 c0s op + 1 cos(¢pp — dp'), (2.31)
- (AA— 1 1 J 5J
B (9, 0) = 5 €08 05 + o cos b+ cos(dp — dp) + - (2.32)

Para se obter a Configuragdo 1, esbogada na Figura 2.8(a), prossegue-se com a

substituicao
¢B:—¢BI:7T—9/2, OSQSTF, (233)
resultando
/7(BB) J
H, 7/ (#) = —cosb/2+ 1 08 9, (2.34)
I;TC(IAA_BB)(Q) = —cosf/2+ %(COS 6+5). (2.35)

Minimizando-se em relagao a # (para achar a energia do estado fundamental), obtém-

se as seguintes relagoes para o parametro de controle (frustragao):

e =0
J < 1; (2.36)

e 0#0
1

= > 1. 2.
cosf/2’ /2 (237)

Desta forma, derivam-se as expressoes desejadas para a energia e para as correlagoes:

e Energia
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1. Frustracao BB

B(J) = %— 1, (J<1),
J 1
E = —— - — J>1). 2.38
() = - Uz (2.38)
2. Frustracao AA-BB
B = 2o <y,
1
= - — >1). 2.
BU) = J-gn  (21) (2.39)
e Produtos internos (correlagoes)
1. Frustracao BB e Frustracao AA-BB
— — — —al 1
A-B=4A.B = —-= (J<1),
4
B = (= — >1). .
B-B 4(‘]2 1) (J>1) (2.40)

Para se obter a Configuragao 2 (figura 2.8(b)), usa-se a transformagao
¢B:_@y:g—0p, 0<6<m, (2.41)

resultando, para 6 > 0, expressoes que nao minizam a energia do sistema, exceto no

ponto # = 7. Usando a relagdo J = (1/2)cosf/2, J > 1, tem-se para a energia e
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correlagoes:
E(J) = —£+i (J>1), (frustracao BB)
= —4top >1), ustragao
1
E(J) = J+ o (J>1) (frustracido AA-BB). (2.42)
AB=—ip = 2h-LX <y
B 4 J? -7
- 1,2
!
. = —(— — >1). .
B-B 4({]2 1) (J>1) (2.43)

com as duas ultimas expressoes sendo validas para ambas as frustragoes.

Nas figuras 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7, tracaram-se as curvas das equagoes Eq. (2.38) a
Eq. (2.40), linhas cheias, e das equagbes Eq. (2.42) e Eq. (2.43), linhas tracejadas.
Vé-se de imediato, no caso M = 0, que as correlacoes calculadas classicamente co-
incidem com aquelas obtidas para a cadeia de rotores. Essa interpretacdo ainda
confirma o comportamento observado exatamente igual das correlagoes para os dois
tipos de frustracao. Nos dois casos, o sistema transita da fase ferrimagnética con-
tinuamente ( em .J = 1) para uma fase canted intermedidria e, para J > 1, quando
6 ~ 7, os momentos (spins) dos sitios B e B’ assumem uma configurac¢ao de oposigao,
enquanto o momento (spin) do sitio A permanece totalmente desacoplado, conforme
mostra a figura 2.8(a), quando 0 = 7.

Para se entender o que ocorre é necessario observar que a energia cinética dos
rotores é constante (momento total de cada sitio fixo em 1/2). Entao, para M=0,
o operador n atua de forma aparentemente independente de IZ, fato corroborado
nesta interpretacao pela perfeita coincidéncia das curvas das correlacées dos mo-

mentos nos dois casos - rotor versus spin classico. Entretanto, quando M=1, n se
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acopla I:, forcando uma mudanca no comportamento das correlagoes deste operador
em relagdo ao modelo simples usado na interpretacao. As curvas das energias
descrevem de modo geral aquelas observadas para os rotores e a diferenca entre elas
estd evidentemente nas parcelas da energia cinética constante do rotor e dos termos
que contém o operador n. A Configuracdo 2 tem uma energia mais alta que a da
Configuracdo 1, aproximando-se desta tltima quando a frustracdo cresce (6 — ).
Observa-se que as curvas das energias para todos os casos sempre exibem flutuagoes
para cima. Esta interprecao sugere o fato de que o sistema de rotores quanticos pode
igualmente estar-se degenerando para uma energia ligeiramente maior, exibindo uma
configuragao de momentos que se aproxima daquela dada na figura 2.8(b). Portanto,
as flutuagoes observadas (mais frequentes no caso da frustracado AA-BB) podem es-
tar relacionadas com instabilidades na implementagao numérica.

Exceto pela fase ferrimagnética, o comportamento dos rotores produzido com
esta abordagem nao corresponde ao registrado pela literatura (frustracao BB) [22] e
dados disponiveis [26] (frustracdo AA-BB), para as correspondentes cadeias AB, de
spins. Além do mais, o sistema parece nao reconhecer uma frustracao da outra, com
respeito as correlagoes dos momentos e nao se permitiu uma comparacao clara com
o que se conhece sobre estas cadeias [22, 23, 26]. Portanto, surge a necessidade de

métodos alternativos que possibilitem melhor compreensao dos rotores nessa linha

de trabalho.
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2.4 Rotores Quanticos na Cadeia AB; com In-
teragoes Competitivas — Célula Estendida (Trata-
mento Coletivo

Adotou-se um tratamento coletivo da estrutura unitdria mostrada na Figura
2.9. Trata-se de uma cadeia de rotores quanticos, com um tnico rotor com ¢ =
1/2 localizado em cada sitio (simulando semipreenchimento eletrénico por sitio),

interagentes, conforme ilustrado.

2.4.1 O Hamiltoniano dos Rotores Quanticos - Célula Es-

tendida

A célula estendida estd descrita na figura 2.9, onde a notagao para cada sitio esta
indicada. Como das outras vezes, escreve-se um hamiltoniano particularizado para
cada tipo de frustracdo. Portanto, para maior clareza, consideram-se as seguintes

parcelas:

e termo da energia cinética
A =4 Z[L“ +a(f2), (2.44)

onde [ indexa a célula estendida (seis sitios) e os indices i percorrem os sitios

Al: A27 B17 B27 B3 € B4-
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______________________________________________________________

N

Ay
/J3

______________________________________________________________

Figura 2.9: O retangulo delimita a célula estendida, composta de duas células
unitarias da cadeia AB5, onde em cada sitio encontra-se um 1inico rotor quantico com
g = 1/2. (i) Frustracdo BB (intracelular): aqui se fez Iap = Iup = Igsa = Ipa = 1.
Ig B, = Ip;p, = Jo. Demais I;; = 0, onde I (= J, K) representa de modo geral os
acoplamentos entre os rotores. Estudou-se o caso M;; = 0. Isto é, contemplou-se
o caso especial da frustracao BB, onde todos os acoplamentos M sao nulos e os
acoplamentos da frustragao sao iguais. (ii) Frustracio AA-BB (intra- e intercelu-
lar): tem-se igualmente Iyp = Iapr = Ips = Ipra = 1. Demais I;; = J, = J;. Os
J3 representam as frustracoes intercelulares, e I (=J, K) representa de modo geral
os acoplamentos entre os rotores. Estuda-se o caso M;; = 0. Isto é, o caso especial
da frustracdo AA-BB, onde todos os acoplamentos M sao nulos e os acoplamentos
das frustragoes iguais.
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e ligacoes (bonds)
fféf) = Z[(ﬁml +0ya,) - (A, + Nyp,) + Ny, - (A, + Ryp,) + Nyy 4, - (A, + yp,)+
I

(Lya, + Liay) - (Lus, + Lisy) + Lia, - (Lis, 4+ Lis,) + £l+1,A1 - (Lyg, + Lig, |R-45)

e frustragoes intracelulares
HY =7, [(fup, - up,) + (Aup, - fup,) + (Lis, - Lis,) + Lus, - Lus,)] (2.46)
!

em que nos dois ultimos houve indicagao explicita.

e frustracoes intercelulares

ﬁgf) =J3 Z [(Xia, - Xia, + Xig, - Xis, + Xip, - Xin,)+
l,)?:ﬁ,f,
(Xiay - X1, + Xigy - Xigr,m, + Xing - Xivr,5,)] (2.47)

Portanto, tem-se, conforme o caso:

e para a frustragdo BB (intracelular):

r(BB) _ fr(1 r7(2 r7(3
AP = HD + AP + HY, (2.48)
e e para a frustragio AA-BB (intra- e intercelular):
M58 = gD + AD + D + HY, (2.49)
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2.4.2 Hamiltoniano-tentativa

Adotou-se um 4nico hamiltoniano-tentativa por célula estendida. Ai reside a
inovacao no tratamento utilizado, diferente do anterior, onde se consideram trés
hamiltonianos-tentativa desacoplados. Trabalhou-se entao com um espaco de Hilbert
que € o produto tensorial dos expacos de cada sitio da célula estendida. No primeiro
caso, a funcao de onda da célula unitaria é separavel; aqui isto nao ocorre. O uso
da célula estendida objetiva captar, nesta abordagem, as diversas correlagoes entre
os rotores localizados nos sitios de duas células contiguas da cadeia ABy. Com isso,
intenta-se obter resultados que possam ser comparados com o conhecimento exis-
tente sobre as correspondentes cadeias ABs de spins de Heisenberg [22] e estudos

em andamento [26]. Tem-se

e para a frustracdo BB:

7(88) _ g0) L g@) L {®)
D = Ho) + Hyy+ HY, (2.50)

e e para a frustracao AA-BB:
F (AA——BB) (1) (2) (3) (4)
H Hf+H +Hf+Hf, (2.51)

onde se escrevem

e termo da energia cinética mais campos efetivos
g A A~ R A~ ~
10} = ; D L2+ (L)’ + N; - f; + by - L], (2.52)
i

em que os indices ¢ percorrem os sitios A;, Ay, By, By, B3 e B4, N; e h; sao os
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campos efetivos no sitio.

e ligacoes (bonds)

IA{T(”?} = (ﬁAl + ﬁAz) ) (ﬁB1 + ﬁBZ) + flA2 . (]?1]33 + ﬁB4) —+

(L, +La,) - (Lp, +Lp,) + Ly, - (Lp, +Lp,). (2.53)
e frustracoes intracelulares
HS) = Ll(fip, - ip,) + (g, - Big,) + (Lp, -Lp,) + (Bg, - L)) (2.54)

e frustracoes intercelulares

B =173 > =[(Xa, - Xa, + Xp, - Xp, + Xp, - Xp,)] (2.55)
X=n,L

Aplicando-se a desigualdade de Bogoliubov, resulta a expressao da energia de campo

médio

ESP) = Eot <y, > (< hp, >+ <hp, >) +

<Lga >+(<Lp, >+ <Lp, >) - > (N;-f;+h;- L), (2.56)

i

onde os indices ¢ percorrem os sitios A1, Ag, By, By, B3 e By
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EYATPY = Byt <y, > (< fip, > + < hip, >) +

<Ly >-(<Lp, >+ <Lp, >)+

T3 Y (< Xa > <Xy, >+ <Xp, > <Xp, >+
i,X=n,L

<Xp, - Xp, >)] =) _[(N;-f; +h; - L], (2.57)

Na implementacao das médias < ny, > - <np, >e <Ny, > - < npg, > realizaram-
se as substituigbes < iy, >— (< g, > o+ < ny, >)/2,
< np, > (K ng, > + < ng, >)/2 e < ng, > (< ng, > + < ng, >)/2,
com 0 objetivo de nao privilegiar sitios nos acoplamentos externos da célula esten-

dida, em detrimento da simetria da cadeia AB,.

2.4.3 Resultados Obtidos

Nas figuras 2.10 a 2.13 estao esbocados os resultados os dois tipos de frustracao.

Frustracao BB

As fases das cadeias de spins de Heisenberg com a topologia AB,, exibindo
este tipo de frustragdo, estao descritas na literatura [22, 23]. Na figura 2.14 [23]
mostram-se esquematicamente as fases TD e DM; a fase FERRI (ferrimagnética)
é aquela prevista pelo teorema de Lieb [20]. O diagrama de fases apresenta as
transi¢oes de primeira ordem, FERRI-TD em J, = 0,909 e TD-DM no ponto J, =
2. O primeiro ponto foi obtido numericamente, usando-se a técnica de Lanczos; o

segundo foi calculado analiticamente sendo, portanto, exato. A fase TD é dupla-
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Figura 2.10: Frustracdo BB (intracelular). Estao indicados os valores esperados das
correlagoes (na forma < X-Y >) relevantes entre os momentos angulares dos rotores
localizados nos sitios da célula estendida). Observam-se trés fases distintas: FERRI
(ferrimagnética) - TD (tetramero—dimero) e DM (dimero-mondémero).
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Figura 2.11: Frustragdo BB (intracelular). Estdo indicados a energia (E) e valor
esperado do momento angular total por célula unitdaria da cadeia AB, , ou seja,
(|<L>[=1/2(< Ly >*> + < L, >> + < L, >)¥?), onde L, (u = z,y,2) é a
soma das seis componentes dos momentos dos respectivos sitios da célula estendida.
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Figura 2.12: Frustracdo AA-BB (intra- e intercelular). Estao indicados os valores
esperados das correlagoes (na forma < X -Y >) relevantes entre os momentos
angulares dos rotores localizados nos sitios da célula estendida). Observam-se trés
fases distintas: FERRI (ferrimagnética) - F-TD (tetramero-dimero flutuante) e AF

(antiferromagnética).
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Figura 2.13: Frustragio AA-BB (intra- e intercelular). Estdo indicados a energia
(E) e valor esperado do momento angular total por célula unitédria da cadeia AB,, ou
seja, (| <L>|=1/2(< Ly >2+ < L, >+ < L, >)'/?), onde L, (u = 1,y,2) é a
soma das seis componentes dos momentos dos respectivos sitios da célula estendida.
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mente degenerada, devida a quebra espontanea de simetria translacional (SBTS) e
a fase DM, em virtude dos spins nos sitios A ficarem completamente livres, é exibe
uma degenerescéncia de 2V/3.

Voltando & cadeia de rotores, constata-se, em contrapartida, pelo exame da
figura 2.10 a configuracao bastante clara das fases acima descritas, com a sequéncia
correta.

Antes de se prosseguir com a analise, para melhor se acompanhar os valores das
correlagoes constantes dos graficos, verifica-se que para dois momentos angulares L,

e fJQ, com L= fq + I:z, tem-se

T %@2 _i2-12) (2.58)
para l; = ly = 1/2, resultam:
e tripleto (I =1)
Ly L, = %(2 - Z — Z) =0, 25; (2.59)
e singleto (I = 0)
L -L,= %(0 - Z - %) = —0,75; (2.60)

Para se achar as correlacoes dos sitios A, faz-se o seguinte calculo:

o se Ly + Ly, = —(Lp, + Lp,) e la, +la, = lp, +lp, = 1 (singletos, fases
FERRI e TD) resulta, conforme a Eq. (2.58),

(La, +La,) - (L, +Lp,) = -2 (2.61)
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de onde se obtém

~ - 1
L, -Lp, = 7(-2) = 0,5 (2.62)
em virtude da igualdade dos quatro produtos da Eq. (2.61).

Na fase FERRI, portanto, verifica-se que os momentos angulares nos sitios
B1/B; e B3 /B, formam tripletos, respectivamente e aqueles nos sitios A; /A, também
exibem um estado de tripleto, em oposic¢ao aos sitios B. Os valores esperados das cor-
relagoes dos momentos dos sitios A;/As, A1/B1, B1/Bs e Bo/B, sugerem a existéncia
de flutuagoes quanticas que tendem ao desalinhamento dos momentos com relagao
a estes sitios. A transicao de fase FERRI-TD ¢é de primeira ordem e ocorre em
Jo = 0,7. A fase TD caracteriza-se pela auséncia aparente de influéncias de flu-
tuacoes quanticas. Conforme se vé na figura 2.12, as unidades tetraméricas se iso-
lam completamente, as simetrias prevalecem nestas unidades, induzindo um perfeito
alinhamento dos momentos. A transicao de fase TD-DM ocorre no ponto Jy = 2,
sendo aparentemente de primeira ordem. Na fase DM, os momentos dos sitios A; /A,
se desacoplam totalmente, da cadeia (sitios B), exibindo valores esperados erréticos
para a correlagdo A;/A, perto da transicdo e uma pequena correlagdo negativa logo
apo6s. Portanto, todas as correlagoes apresentam valores de acordo com as expec-
tativas para as fases observadas [22, 23]. Na tltima fase, entretanto, os resultados
ndo estdo muito claros com respeito a correlagdo dos momentos nos sitios Aj/A,.
O total desacoplamento dos momentos nestes sitios torna esta fase extremamente
degenerada. A implementacao numérica parece nao captar bem o comportamento
do sistema, resultando numa aparente magnetizacao residual, que também pode ser

vista na figura 2.11.
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Frustracao AA-BB

Como referencial, dispoem-se de resultados de diagonalizagao exata para cadeias
de spins AB; de tamanho finito (méaximo de 24 sitios) [26]. Na figura 2.15 observa-se
o surgimento da fase inicial ferrimagnética(FERRI) e o exame das curvas para 12,
18 e 24 sitios sugere uma transi¢do de segunda ordem no limite termodinamico (N
grande), em um ponto que se aproxima de J3 = 0,34. O spin total por célula apés a
transicao é nulo. A curva da energia por sitio apresenta comportamento decrescente
além deste ponto. Este fato por si s6 ja indica que o estudo deste tipo de frustracao
via modelagem de rotores quanticos tratados conforme a sub-segdo 2.3.1 (energia
sempre crescente) nao deve conduzir a resultados satisfatérios.

Nas cadeias de rotores, observaram-se trés fases distintas, neste tipo de frus-
tracdo, quando se variou Jy ( Jo= J3). As duas primeiras fases FERRI (ferri-
magnética) e F-TD (tetramero flutuante) sao andlogas as do caso anterior. Entre-
tanto, o acréscimo de interacoes competitivas intercelulares parece ser a origem de
flutuacoes quanticas mais intensas,distorcendo as configuragoes, como se depreende
do exame dos valores esperados cujas curvas se véem na figura 2.12. A propdsito, a
denominacao da segunda fase (F-TD) resume essa observac¢ao. A transi¢ao FERRI-
TD ocorre no ponto J; ~ 0,34 e tem caracteristicas de segunda ordem (continua,
entretanto a correlagio dos momentos dos sitios B3/B, mostram um salto, apés
uma variagao continua). O surgimento da fase F-TD nao estd claro no contexto
dos dados disponiveis [26]. Como a frustracio AA-BB é isotrépica, a expectativa
era de nao ocorréncia de quebra de simetria translacional. Portanto, esta fase in-
termediaria poder estar relacionada com o método utilizado (célula estendida, sem
simetria translacional).

A terceira fase nao tem analogia com o caso anterior. As correlacoes entre os
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momentos dos sitios mostra um estado antiferromagnético (AF) em que os momentos
dos sitios A assumem configuracao de singletos, o mesmo ocorrendo com os sitios
B, resultando um momento total médio nulo para toda a cadeia, conforme com
o que se conclui do exame das correlacoes da figura 2.12, fazendo-se um célculo
semelhante ao da Eq.(2.62). Portanto, no limite de forte acoplamento (J; grande),
a cadeia se desacopla em duas outras: uma linear, formada pelos sitios A (singletos)
e outra, quadrada planar, formada pelos sitios B, com momentos (I = 1/2) opostos
dois a dois. O efeito relativo das flutuagoes parece decrescer quando a frustragao
aumenta. Por outro lado, o valor esperado do momento total por célula se fixa em
zero, corroborando a configuragao visualizada. A transicado F-TD/AF ocorre em
Jo = 0,76 e é de segunda ordem. H4&, portanto, coeréncia com resultados existentes
obtidos com a diagonalizacdo exata para cadeias finitas de spins, sem entetanto,

haver uma explicacdo cabal para a fase intermediaria (F-TD) [26].

Implementacgao

A implementacao desta segunda abordagem foi levada a cabo com uso de um

espaco de Hilbert reduzido ( = 1/2), tendo em vista a premente ne-

Imix = 9mix
cessidade de se agilizar o processamento via computador. Cabe, no futuro, o estudo
com o emprego de espagos ¢4 = 3 /2 e mesmo maiores, até o limite da capacidade
de processamento. Estudou-se apenas o caso particular em que os acoplamentos
entre os momentos e as posi¢oes dos rotores foram iguais (J=K) e M=0. A justi-
ficativa: comodidade para a implementagao. Tem-se, portanto, a prerrogativa de
se escolher a melhor relacao entre os diversos coeficientes, isto é, a melhor curva

da superficie do diagrama de fases no espago JKM, que se ajuste & modelagem das

cadeias AB, spins.
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(a)

Figura 2.14: Cadeia AB, de spins (ou rotores). (a) A linha sinuosa mostra a frus-
tracdo BB (intracelular). (b) O estado tetramero-dimero (TD), onde os retangulos
representam tetrameros e as elipses, dimeros de singleto. (c¢) O estado dimero—
mondémero (DM). Reproduzido de K. Okamoto et al. (Figura 5) [23].
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Figura 2.15: Diagonalizagdo exata para cadeias finitas ABy de spins. Frustragao
AA-BB (intra- e intercelular). Reproduzido de R. R.Montenegro Filho [26].
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Capitulo 3

Conclusoes

O primeiro capitulo desta dissertacao visou propiciar uma melhor compreensao
dos modelos de rotores quanticos, compilando-se informagoes da literatura [2, 3].
Inicialmente se discorreue sobre a conceituacao e propriedades dos modelos com
g = 0 (com momento angular minimo nulo). Um mapeamento entre ferromagnetos
de Heisenberg de dupla camada auxiliou a incutir uma visao mais intuitiva desses
rotores. A extensao dos modelos para ¢ # 0 (momento angular minimo nao nulo) foi
contextualizada. Explicou-se a teoria de campo médio utilizada no tratamento desses
modelos, fundamento deste trabalho. No que tange a representacao do hamiltoniano,
verificaram-se as derivacoes dos elementos de matrizes dos operadores n e I:, em
espagos gerados por bases naturais (esféricos harmonicos e harmonicos de monopolo,
para os casos ¢ = 0 e ¢ # 0, respectivamente). No caso dos modelos com ¢q # 0,
constatou-se divergéncia entre as derivacoes deste trabalho e aquilo que consta da
literatura [3]. Atencgdo especial foi dedicada ao relacionamento dos rotores com
sistemas compostos de spins de Heinsenberg; viu-se que certos modelos de spins

se reduzem a modelos de rotores quanticos com N=3 (dimensio do espago). Esta
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perspectiva embasou a continuacao do trabalho.

No segundo capitulo, procurou-se especificamente estabelecer a ligagao entre os
rotores (¢ = 1/2) e as cadeias de spins de Heisenberg com topologia AB,. Antes,
estudou-se um mapeamento ji existente [18] para essas cadeias. Apesar de nao
se obter resultados fisicos interessantes, este mapeamento incentivou a busca de
métodos alternativos. Sendo assim, prosseguiu-se em busca de outras abordagens
visando estabelecer a associacao dos rotores com as cadeias AB, de spins.

Na primeira, aplicou-se a teoria de campo médio a uma cadeia com a topolo-
gia AB,, na qual cada sitio foi ocupado com um tnico rotor com ¢ = 1/2, simu-
lando o semipreencimento eletronico. Usou-se um hamiltoniano-tentativa distinto
e desacoplado para cada sitio. O diagrama de fases (em T=0) produzido, para a
frustracao intracelular, exibiu uma fase inicial andloga a configuracao prevista pelo
teorema de Lieb para spins. Ap6s uma transi¢do de segunda ordem (J=1), so-
breveio uma fase canted, que se torna paramagnética para J grande. No caso M=0,
produziu-se uma interpretagao cldssica que explica totalmente as correlagoes (val-
ores esperados dos produtos internos) entre os momentos angulares dos sitios. O
caso M=1 revelou comportamento similar, com a natureza da transicao aparente-
mente de primeira ordem e uma fase canted mais curta (até J ~ 2). Em geral,
os resultados obtidos ndo mostraram concordancia suficiente com o comportamento
conhecido para as correspondentes cadeias AB, de spins [22, 23] e com dados de
trabalhos em andamento [26]. Portanto, decidiu-se pela busca de um tratamento
que logo de inicio pudesse produzir resultados mais claros, que motivassem, desta
forma, a continuagao dos estudos.

Na segunda e ultima abordagem, considerou-se a célula estendida - unidade

formada por duas células contiguas da cadeia AB; de rotores. A inovagao foi o
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tratamento coletivo dado, quando se adotou um hamiltoniano—tentativa tinico para
o conjunto de sitios da célula estendida, com os sitios exibindo seus respectivos
campos efetivos independentes - um total de 36 parametros variacionais. Para
a frustracao intracelular, produziram-se diagramas de fase exibindo a sequéncia
das fases: FERRI (ferrimagnética, dada pelo teorema de Lieb, no caso de spins),
TD (tetramero—dimero) e DM (dimero-monémero), a natureza correta da primeira
transicdo (FERRI-TD) e o ponto exato da ocorréncia da segunda transi¢do (TD-
DM). A natureza desta iltima transigdo tem aparentemente caracteristicas de primeira
ordem. Obteve-se, portanto, como ponto de partida, concordancia razoavel com
o comportamento estabelecido das correspondentes cadeias AB, de spins [22, 23].
Com respeito ao outro tipo de frustragao em estudo (frustragao intra- e intercelu-
lar), o diagrama de fases obtido com esta abordagem mostrou a sequéncia: FERRI,
F-TD e AF, com transicoes de segunda ordem entre elas. Mais uma vez, os resulta-
dos mostram coeréncia com dados disponiveis sobre cadeias finitas, apesar da fase
F-TD nao ter ficado devidamente contextualizada [26].

Destarte, produziram-se resultados preliminares, mediante teoria de campo médio,
que justificam investigagoes futuras nessa direcao. Cabe salientar que este trabalho
focalizou apenas o caso particular em que os acoplamentos J, K dos rotores foram
todos feitos iguais e os M = 0, isto é, contemplou-se uma curva especial da superficie
do diagrama de fases no espaco JKM, sem entretanto haver nenhuma justificativa
plausivel de teor fisico para a escolha, senao a de facilitar a implementacao. Outras
relagoes entre estes parametros podem ser procuradas, com o fito de possivelmente
se melhorarem os resultados.

Outro ponto importante a ser explorado é tentar aumentar o tamanho da célula

estendida, com o objetivo de confirmar resultados — frustracao intracelular — ou
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melhora-los — frustracao intra- e intercelular. Mais precisamente, deve-se perseguir
a seguinte dicotomia: mator tamanho da célula estendida e maior dimensdo do

espaco de Hilbert, cuja limitagao é a capacidade de processamento disponivel.
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