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Resumo

No estudo das variaveis aleatérias continuas um dos problemas é o calculo de probabil-
idades, visto que é necessario resolver uma integral definida da funcao densidade que, na
maioria das vezes, nao possui primitiva explicita ou cuja primitiva nao é simples de obter.
Embora integrais de funcoes densidade de probabilidade como a exponencial e a uniforme
sejam resolvidas analiticamente seu valor numérico no computador é dado por aproximacao,
e portanto afetado por erros de arredondamento ou truncamento. Outras funcoes densidade
como a normal ou gama, por exemplo, ndo possuem primitivas na forma analitica, sendo
necessario o uso de integracao numérica onde erros de arredondamentos e truncamentos sao
propagados devido as operacoes aritméticas no computador.

O objetivo desta tese € utilizar a Matematica Intervalar e a Aritmética de Exatidao Max-
ima para calcular intervalos encapsuladores, ou probabilidades autovalidaveis ou probabili-
dades encapsuladas ou ainda probabilidades intervalares para as variaveis Exponencial, Nor-
mal Padrao e Uniforme. No caso da Exponencial e Normal Padriao, o método proposto usou
Simpson Intervalar. A Uniforme, devido ao fato de ter derivada de ordem quatro nula, teve
uma forma diferente de encapsular probabilidades. A metodologia aqui proposta foi im-
plementada no IntLab. Resultados numéricos ilustraram os teéricos. Adicionalmente, sao
mostrados como calculos autovalidiaveis podem ser usados em probabilidade condicional e
independéncia.

Palavras-chave: <Aritmética de Exatidao Maxima, Matematica Intervalar, Probabilidade>
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Abstract

In the study of continuous random variables we commonly have problems to calculate proba-
bilities since it is necessary to solve definite integrals of density functions that most frequently
do not have an explicit primitive or that primitive is not easy to be obtained. Although
integrals related to Exponential and Uniform density functions can be analytically solved,
computers only approximated their numerical values which are then affected by roundoff or
truncation errors. The Normal density function, for example, doest’n have analytical form
for the primitive, so it is necessary to use numerical integration to solve the integrals and for
this reason roundoff and truncation errors are propagated due to the arithmetical operations
in the computer.

Our main goal is to use interval mathematics and high accuracy arithmetic to obtain
encapsulated intervals or encapsulated probabilities or interval probabilities to the Expo-
nential, Standard Normal and Uniform distributions. As for the Exponential and Standard
Normal distributions we use interval Simpson method. We have used a different method to
encapsulate probabilities with the Uniform distribution because its fourth order derivative
is zero. The presented methodology is implemented in IntL.ab. Numerical results illustrated
the theoretical ones. Besides we show as autovalidated calculations can be used in conditional
probabilities and independence.

Keywords: <High Accuracy Arithmetic, Interval Mathematics, Probability>
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CAPITULO 1

Introducao

O calculo das probabilidades fundamenta-se nas analogias entre medida de um conjunto
e integral de uma funcao com probabilidade de um evento e esperanca matematica de uma
variavel aleatéria, respectivamente. A formalizaciao do conceito de probablidade comec¢a com
um espaco abstrato e desenvolve-se a partir desse. O conceito de variavel aleatéria porém,
transforma-se rapidamente em um tema central da teoria. A razao para isto vem do fato que
na maioria das situacoes experimentais o interesse € atribuir um niimero real ao resultado do
experimento.

Computar probabilidades em situacoes praticas envolve niimeros e, consequentemente,
problemas numéricos [Campos97, CDCADO02, SDBCRC06, WanKen94]. Problemas numéri-
cos na computacio cientifica originam-se primordialmente da impossibilidade de se operar
com numeros reais diretamente, pois tem-se que representar uma grandeza continua de
forma discreta e finita. O sistema de ponto flutuante é uma aproximacao pratica dos nimeros
reais. Uma alternativa bastante difundida para solucionar problemas numéricos, nao s6 de
imprecisao do dado em si como erros de arredondamento, truncamento e a propagacao do
erro numa sequéncia de operacoes aritméticas, é a matematica intervalar. A matematica in-
tervalar [Moore66, Moore79, Sunaga58] fornece uma ferramenta para estimar e controlar
erros numéricos automaticamente. Ao invés de aproximar um nimero real x por um nimero
de maquina, x é aproximado por um intervalo X, tendo niimeros de maquina como limites
inferior e superior, o intervalo X contém (encapsula) o valor de x. A amplitude do intervalo
pode ser usada como uma medida da qualidade da aproximacao. Os calculos entretanto tem
de ser efetuados usando intervalos ao invés de niimeros reais e as operacdes aritméticas tém de
ser substituidas pelas operacoes sobre intervalos. A aritmética intervalar com os arredonda-
mentos direcionados fornece limites rigorosos para o contradominio de operacoes e funcoes.
Ha uma diferenca qualitativa em computacao cientifica desde que os resultados sao intervalos
nos quais os resultados exatos estio obrigatoriamente incluidos.

No estudo das variaveis aleatérias continuas sobre o conjunto dos nimeros reais, IR, um
dos problemas é o calculo de probabilidades, visto que é necessario resolver uma integral



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

definida da funcao densidade que, na maioria das vezes, nao possui primitiva explicita ou
cuja primitiva nao é simples de se obter. Embora integrais de funcoes densidade de probabil-
idade como a exponencial e a uniforme, sejam resolvidas analiticamente, seu valor numérico
no computador é dado por aproximacao, e portanto afetado por erros de arredondamento ou
truncamento. Outras fun¢oes densidade como a normal ou gama, por exemplo, ndo possuem
primitivas na forma analitica, sendo necessario o uso de integracdo numérica onde erros de
arredondamentos e truncamentos sao propagados devido as operacoes aritméticas realizadas
no computador.

Existem na literatura [BurFai03, RugLop96] varios métodos de integracio numérica,
como os métodos conhecidos como formulas de Newton-Cotes, quadratura Gaussiana, entre
outros. Como o calculo da integral definida é aproximado, faz-se necessario computar o erro
nessa aproximacao que também é um valor aproximado. A matematica intervalar fornece
uma alternativa para resolver este problema, ou seja, o controle automatico do erro numérico,
pois encontra um intervalo que encapsula o valor da integral. Estudos e propostas relaciona-
dos com integrais intervalares podem ser encontrados em Caprani et al. [CMN02, CMR81],
Moore [Moore66, Moore79], Moore et al. [MSY60] e Rall [Rall82]. Para outras aplicacoes
ver [KeaKre95].

O objetivo principal desta tese é utilizar a Matematica Intervalar e a Aritmética de Ex-
atidao Maxima para calcular intervalos encapsuladores, isto é, intervalos que contém o valor
real ou probabilidades autovalidaveis' ou probabilidades encapsuladas, isto é, o intervalo ou
ainda probabilidades intervalares [Campos97] para as variaveis Exponencial, Normal Padrao
e Uniforme. Adicionalmente, sao mostrados como calculos autovalidaveis podem ser usados
em probabilidade condicional e independéncia.

O computador no qual os programas foram executados possui a seguinte plataforma:

(a) Memoria RAM: 1GB.
(b) Disco Rigido: 60GB.
(c) Processador: AMD Sempron(tm) de 1.72GHz.

(d) Sistema Operacional: WindowsXP.

IPalavra usual na literatura da computagio cientifica (baseada na matematica intervalar e na aritmética de exatiddo

maxima) para designar que o cdlculo numérico realizado agrega o controle do erro numérico.
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Esta tese esta organizada em capitulos, sumarizados a seguir:

O Capitulo 2, Fundamentos, é dedicado a nocoes basicas sobre analise intervalar, pro-
babilidade intervalar, aritmética de exatidio maxima e o método de Simpson intervalar. A
definicao do espaco dos intervalos com sua aritmética, topologia e analise intervalar € a pro-
posta por Moore [Moore66, Moore79] e Moore et al. [MSY60], porém existem outras que,
de certa forma, sdo extensoes dessas; a probabilidade intervalar, usada na definicio de uma
probabilidade condicional intervalar, é a proposta por Campos [Campos97]; a aritmética de
exatidao maxima esta definida em Kulish e Miranker [KulMir81, KulMir86] e o método de
Simpson intervalar para integracio numérica para o calculo de um intervalo encapsulando
uma integral definida é o proposto em Caprani et al. [CMNO02]. Sao implementadas as rep-
resentacoes geométricas das operacoes aritméticas, interseccao, uniao, uniao convexa e dos
elementos topolégicos utilizando-se o Maple 8.0 [Maple02].

O Capitulo 3, Probabilidade Condicional Intervalar. Independéncia, ¢ uma contribuicao
original desta tese pois apresenta uma definicio de probabilidade condicional intervalar e
uma propriedade da probabilidade intervalar de eventos independentes.

O Capitulo 4, Computando Probabilidades Autovalidaveis para Variaveis Aleatorias Con-
tinuas, é o central desta tese. Nele define-se, usando-se o Método de Simpson Intervalar,
um intervalo encapsulador para probabilidade para variaveis aleatérias continuas com dis-
tribuicio Exponencial e Normal. E construida uma tabela intervalar para a distribuicio
N(0,1), denominada N (0, 1). O intervalo encapsulador para a Uniforme foi definido a par-
tir da funcio densidade. Os algoritmos para obtencao dos intervalos encapsuladores foram
implementados no Matlab [MatLab04], usando o IntLab [Rump06].

No Capitulo 5, Conclusoes, Contribuicées e Trabalhos futuros, apresentam-se as con-
tribuicoes desta tese, bem como propostas de trabalhos futuros.

Por fim estao as referéncias bibliograficas e os apéndices.



CAPITULO 2

Fundamentos

Neste capitulo sera dada uma visao geral de:

(i) Espaco dos intervalos: representacdo geométrica, aritmética, intervalos como conjuntos,
topologia e conceitos basicos da analise intervalar.

(ii) Aritmética de Exatidao Maxima.
(iii) Probabilidade Intervalar.
(iv) Método de Simpson Intervalar.

O software utilizado é o Maple 8.0 [Maple02, MonGed01]. As referéncias basicas sao Ale-
feld e Herzberger [AleHer83], Campos [Campos97], Caprani et al. [CMNO02], Kulisch e Mi-
ranker [KulMir81, KulMir86], Moore [Moore66, Moore79] e Sunaga [Sunaga58]. Os coman-
dos no Maple para realizar os graficos e calculos deste capitulo encontram-se no Apéndice A.
Salienta-se que a precisao numérica [Corliss05, Sterbenz74, Tucker(7] adotada é a do Maple
8.0 [Maple02, MonGed01].

2.1 Espaco dos Intervalos

Esta se¢ao introduz alguns conceitos basicos da analise intervalar.
Seja IIR o conjunto de todos os intervalos fechados de niimeros reais,

IIR = {X = [xl,x2]| x1,x2 € IR, xq SXQ},

X1, € xp sao, respectivamente, o limite inferior e superior do intervalo X. Uma outra forma
de denotar o intervalo X é X = [x,X|. Associando-se a cada intervalo [x, y| € IIR um ponto

(x,y) € IR’, obtem-se uma representacdo geométrica [Moore66] para IIR, como mostra a
Figura 2.1.
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Figura 2.1 Representacido geométrica de IIR.

Os pontos na diagonal y = x entre (x,x) e (y,y) representam os nimeros reais contidos
no intervalo [x, y| e este intervalo é representado pelo vértice (x,y) do tridngulo. Diz-se que

o intervalo X = [x|, x| € degenerado se x; = x,. Por convencdo, identifica-se um intervalo
degenerado [x, x] com o niimero real x.

Sejam A = [a, b], B=[c, d]| € IIR.

2.1.1 Aritmética Intervalar

Seja « € {4, —,-,/} uma operacio binaria sobre o conjunto dos niimeros reais IR, entio
AxB={axblacA,bec B}

define uma operacao aritmética sobre IIR. E assumido que 0 ¢ B no caso da diviséo.

As operacoes aritméticas entre os intervalos A e B podem ser calculadas explicitamente como
a seguir.

2.1.1.1 Adigao

A+B=[a+c,b+d].
Exemplo 1. SeA =[-3,49] eB=[1.5,3.7], entioA+B = [—1.5, 8.6].
Representacao geométrica: Figura 2.2 obtida através do procedimento

> geosoma(—3,4.9,1.5,3.7);



2.1 ESPACO DOS INTERVALOS

10 y
A+B__

—10

Figura 2.2 Representacdo geométrica da Adigdo.

2.1.1.2  Subtracao

A—B=[a—d,b—].
Exemplo 2. SeA =[—1.4,2.3]eB=[-3,6],entioA—B=[-7.4,5.3].
Representacao geométrica: Figura 2.3 obtida através do procedimento

> geosub(—1.4,2.3,-3,6);

2.1.1.3 Multiplicagao

A-B = [min{ac,ad,bc,bd},max{ac,ad,bc,bd}].
Exemplo 3. SeA=[-2,3]eB=[-3,6],entaioA-B=[—12, 18].
Representacao geométrica: Figura 2.4 obtida através do procedimento

> geomul(—2,3,—3,6);



desde que 0 & B.

2.1 ESPACO DOS INTERVALOS
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Figura 2.3 Representaciio geométrica da Subtragéo.
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Figura 2.4 Representacdo geométrica da Multiplicagao.

2.1.1.4 Divisao

A/B = [min{-,-,—, .

a b b
c c ¢’

SWES,

a a
},max{z,g,

Ul
Ul

Exemplo 4. SeA =[—4,5] eB=[1.5,2.6], entdo A/B = [~2.667, 3.333].
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Representacao geométrica: Figura 2.5 obtida através do procedimento

> geodiv(—4,5,1.5,2.6);

v IR
6
A/B 4
B
21 :
6 4 |2 ¥ 2 4 6
] X
_27,
-4
_5{

Figura 2.5 Representacad geométrica da Divisdo.

Exemplo 5. Se A =[—4,5] e B=[—1.5,2.6], determinar A/B.

Neste caso a divisao nao esta definida. E, através do procedimento
> geodiv(—4,5,—1.5,2.6);
tem-se a resposta:
""A divisao nao esta definida. 0 pertence a B. "

Além das operacoes binarias, pode-se definir as seguintes operacdes unarias:

2.1.1.5 Negativo de um Intervalo

O negativo do intervalo A, denotado por —A, € o intervalo definido por
—A =[-b, —a.
Exemplo 6. Se A = [—+/2, 5], entdo —A = [-5,/2].
Representacao geométrica: Figura 2.6 obtida através do procedimento

> geoposto(eval f(—sqrt(2)),5);



2.1 ESPACO DOS INTERVALOS

;y IR
6
44
-A 27
B Ry (R I
] X
-2
-4
—6{

Figura 2.6 Representacdo geométrica do Negativo de um Intervalo.

2.1.1.6 Reciproco de um Intervalo

Se 0 ¢ A, o reciproco de A, denotado por 1/A, é o intervalo definido por

11
1/A=|-, -]
/ [b Y a]
Exemplo 7. Se A = [\/2, 5], entdo 1/A = [0.200, 0.707).
Representacao geométrica: Figura 2.7 obtida através do procedimento

> geoinv(eval f(sqrt(2),5);

Exemplo 8. Se A = [—1.5, 4], determine 1 /A.

Neste caso nao existe o reciproco de A. E, através do procedimento
> geoinv(—1.5,4,5,5);
tem-se a resposta:

'"Nao existe o reciproco de A. 0 pertence a A."
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Y IIR

Figura 2.7 Representaciio geométrica do Reciproco de um Intervalo.

2.1.2 Intervalos como Conjuntos
Outras operacoes que podem ser definidas sobre IIR sido a interseccao, a uniao e a uniao
convexa de dois intervalos.
2.1.2.1 Interseccdo de dois intervalos

A interseccio dos intervalos A e B, denotada por AN B, é definida por

ARB— 0, sea>doub<c,
[max{a, c}, min{b,d}], caso contrario.

Exemplo 9. SejamA = [—2,4| eB=[2,6], entaio ANB = [2, 4].
Representacao geométrica: Figura 2.8 obtida através do procedimento

> geoint(—2,4,2,6);

Exemplo 10. Sejam A = [-2, 1] e B = |2, 5], determine AN B.
Neste caso A N B = () e, através do procedimento
> geoint(—2,1,2,5);
tem-se a resposta:

""Interseccao vazia."
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81y IR

8 6 4 2/ 2 4 6 8

Figura 2.8 Representacdo geométrica da Intersecgao.

2.1.2.2  Unido de dois intervalos
Se AN B # 0, sua uniao é o intervalo definido por
AUB = [min{a, c}, max{b, d}].
Exemplo 11. Sejam A = [-2,4] e B=[2, 6|, entioAUB = [-2, 6].
Representacao geométrica: Figura 2.9 obtida através do procedimento

> geouni(—2,4,2,6);

Exemplo 12. Sejam A = [-2, 1] e B= |2, 6], determine A UB.
Como AN B = ( a uniao nao esta definida e, através do procedimento
> geouni(—2,1,2,6);
tem-se a resposta:

"interseccao vazia, nao esta definida a unido."

2.1.2.3 Unido Convexa de dois intervalos

A unido convexa dos intervalos A e B, denotada por A UB € o intervalo

AUB = [min{a, c}, max{b, d}].
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Figura 2.9 Representacio geométrica da Unido.

Exemplo 13. Sejam A =[-2,1] eB=2,6|, entio AUB = [-2, 6].
Representacao geométrica: Figura 2.10 obtida através do procedimento

> geounicon(—2,1,2,6);

6y IR
U , B
4,
21
6 4 | -2 { 2 4 6
: X
-2
-4
61

Figura 2.10 Representa¢do geométrica da Unido Convexa.

12
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2.1.3 A Topologia de IIR

Os conceitos topolégicos aqui vistos serao fundamentais para o capitulo seguinte.
Sejam A = [a, b] e B=[c, d] em IIR, tem-se que:

o diametro de A, w(A) é
oraio de A, r(A) é

o ponto médio de A, m(A) é

m(A) = %(a+b);

o modulo de A, |A| é
|A] = max{|al, b]}.

Definicdo 2.1.1. Define-se a distancia entre os intervalos A e B, d(A,B), como sendo o niimero
real ndo negativo dado por
d(A,B) = max{|a—c|,|b—d|}.

Esta distancia se reduz a distincia usual definida em IR quando aplicada a intervalos
degenerados. Prova-se que d satisfaz as seguintes propriedades: Para quaisquer A, Be C €
IIR , tem-se

(i) d(A,B)>0,ed(A,B)=0<A=B
(i) d(A,B) =d(B,A),
(iii) d(A,B) < d(A,C)+d(C,B),

Exemplo 14. Sejam A = [—1,3] e B = [2,5], entdo

w(A) = 4;
r(A) =2;
m(A) = 1;
Al =3
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Teorema 1. O espaco métrico <IIR , d > com a métrica d € um espago métrico completo.

Prova: Alefeld e Herzberger [AleHer83], pagina 11.
Os resultados que se seguem decorrem do fato de [IR ser um espaco métrico.

Definicdo 2.1.2. Define-se bola aberta de centro em P € IIR e raio r > 0, B,(P), como o conjunto
dos pontos X € IIR cuja distancia ao ponto A é menor do que r,

B,(P)={X € IR | d(X,P) < r}.

Uma representacao geométrica de bola aberta encontra-se na Figura 2.11.

y IR

Figura 2.11 Representagdo geométrica da Bola Aberta de centro P e raio r.

Exemplo 15. Sejam P = [—2,4] e r = 1.5, entdo
B,(P) ={X = [x,y] € IR | max{|x+2]|,|y —4|} < 1.5}.
Representacao geométrica: Figura 2.12 obtida através do procedimento

> geobaberta(—2,4,1.5);

Exemplo 16. Sejam P = [—1,1/3.5] e r =4, entdo

B,(P) = {X = [x,y] € IR | max{|x+ 1|, |y — V/3.5|} < 4}.
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i IR

54 28 a6

Figura 2.12 Representagio geométrica da Bola Aberta de centro P = [—2,4] e raio r = 1.5.

B IR

Figura 2.13 Representagdo geométrica da Bola Aberta de centro P = [—1,1/3.5] e raio r = 4.

Representacao geométrica: Figura 2.13 obtida através do procedimento

> geobaberta(—1,v3.5,4);

Defini¢do 2.1.3. Define-se bola fechada de centro em P € TIR e raio r > 0, BF,(P), como o

conjunto dos pontos X € IIR cuja distancia ao ponto P € menor ou igual ar.

BF,(P) = {X € IR | d(X,P) < r}.
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Uma representacao geométrica de bola fechada encontra-se na Figura 2.14.

y IR

Figura 2.14 Representagdo geométrica da Bola Fechada de centro P e raio r.

Exemplo 17. Sejam P = [—1,1/3.5] e r =4, entdo
BF,(P) = {X = [x,y] € IR | max{[x+1],|y = V3.5[} <4}.
Representacao geométrica: Figura 2.15 obtida através do procedimento

> geobfechada(—1,v3.5,4);

Exemplo 18. Sejam P = [—2,7] e r =2, entdo
BF(P) = {X = [x,y] € IR | max{|x+2], |y~ 7|} <2}.
Representacao geométrica: Figura 2.16 obtida através do procedimento

> geob fechada(—2,7,2);

Definicao 2.1.4. Define-se esfera de centro em P € IIR e raio r > 0, E,(P), como o conjunto dos
pontos X € IIR cuja distancia ao ponto P é igual ar.

E,(P)={X € IR |d(X,P) = r}.
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8*:y IIR

S R TR

Figura 2.15 Representagdo geométrica da Bola Fechada de centro P = [—1,v/3.5] e raio r = 4.

v 1l
B 10
P
AT D
-10 -5 f 5 10
: X
=
~10-
Figura 2.16 Representacido geométrica da Bola Fechada de centro P = [—2,7] e raio r = 2.

Uma Representacao geométrica de esfera encontra-se na Figura 2.17.
Exemplo 19. Sejam P = [—1,v/3.5] e r = 4, entdo
E.(P)={X = [r,y] €IR | max{|x+1|, |y — V/3.5|} = 4}.
Representacao geométrica: Figura 2.18 obtida através do procedimento

> geoesfera(—1,v3.5,4);

17
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Figura 2.17 Representacdo geométrica da Esfera de centro P e raio r.

B IR

Figura 2.18 Representacdo geométrica da Esfera de centro P = [—1,+/3.5] e raio r = 4.

Exemplo 20. Sejam P = [—2,7] e r =2, entdo
E.(P)={X = [x,y] € IR | max{|x+2|,|y—7|} =2}.
Representacao geométrica: Figura 2.19 obtida através do procedimento

> geoesfera(—2,7,2);

18
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v l
B 19¢c
P
AT oD
-10 5 ] 5 10
: X
51
-10 .
Figura 2.19 Representagdo geométrica da Esfera de centro P = [—2,7] e raio r = 2.

Definicao 2.1.5. SejaIA C IIR. Um ponto P € 1A é um ponto interior de IA se e s6 se P pertence
a alguma bola aberta contida em IA.

Definicao 2.1.6. Seja IA C IIR. IA € aberto se e s6 se cada um de seus pontos é um ponto interior.
Teorema 2. Toda bola aberta é um conjunto aberto em IIR.

Prova: Seja B,(P) uma bola aberta. Seja T € B,(P). Tem-se que d(P,T) <r.See=r—d(P,T),
entiio B (T) C B,(P), pois para todo X € B;(T), d(X,T)<e<r e

d(PX) < d(P,T)+d(T,X)
< dPT)+¢
= r
Portanto B,(P) é um conjunto aberto em IIR. [

Teorema 3. Seja " o conjunto de todos os subconjuntos IY C IIR tal que IY sdo unides arbitrdrias

de bolas abertas, entao
(i) IY € I" é um aberto.
(ii) A interseccao de duas bolas abertas é um aberto.

(ii) SelY,IZeT' entaolY NIZ €T
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Prova:

(i) Seja IY = U B;,(Py), onde ot € T, T conjunto de indices. Seja M € IY. Como M € IY

o
existe n € T tal que M € B, (PB,), mas B, (P,) é aberto, logo existe uma bola aberta com
centro em M tal que B.(M) C B,, (B,). Como B,, (P,) é subconjunto de IY, B, (M) também
é subconjunto de IY. Logo IY € aberto.

(ii) Sejam B, (A) e B,,(B) bolas abertas.

1) Se B, (A)NB,,(B) =0, o resultado ¢ trivial.
2) Se B, (A)NB,,(B) # 0, seja

C € B, (A)NB,,(B),

isto é,

d(A,C)<ry e d(B,C)<n.
Tomando r = min{r, —d(A,C),r, —d(B,C)} e B, »(C),
tem-se

Ce Br/2(C> - Br1 (A) ﬂBrz(B)u

portanto C é um ponto interior de B, (A) N\ B,,(B).
Logo,
B, (A) "B, (B)

€ um aberto.
(iii) Como IY,IZ € I" sao abertos, entao

1) Se IY N IZ= 0,0 resultado é trivial.

2) SeIYNIZ #0. Sejam W € IY N IZ, entao W € IY e W € IZ. Logo existem bolas
abertas B| e B, taisque W € B; C IYe W € B, C IZ.
Entao W € BN B, C IY N IZ. Como a interseccao de bolas de duas bolas abertas
quaisquer é aberta, existe uma bola aberta B, tal que
W € By C BiNBy C IY N IZ. Logo W é ponto interior de IY N IZ e IY N IZ é aberto.
[ |
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2.1.4 Conceitos Basicos da Analise Intervalar

Considere a funcao
fIR—=IR

definida no dominio IA < IIR. A imagem de IA é
FOA) ={f(x) [x€IA}.

Se f ¢é continua, entio este conjunto é fechado e compacto. E ébvio que f(IX) C f(JA) para
todo IX C TA. O menor intervalo que encapsula (contém) f(IX) é chamado a casca (cobertura)
intervalar de f e denotado por f [CMNO2].

Definicao 2.1.7. Sejam IX, IY C IIR. A fungdo

F:IX Y
X — F(X)

¢é denominada fun¢ao intervalar de uma variavel intervalar.

Definicao 2.1.8. Sejam M| e M, conjuntos quaisquer, g : My — M, uma fungdo, & (M,) e & (M>)
familias de subconjuntos de M| e M, respectivamente. A fungio de conjunto g: (M) — & (M,),

8(X) ={g(x):xeX, X € (M)},
é denominada extensao unida de g.
A funcio g satisfaz a propriedade de subconjuntos, isto é, X,Y € (M),
X CY = 3(X)Cg(y). @.1)
Definicio 2.1.9. Uma fun¢io F = F(X) é inclusdo monoténica se
Y CX = F(Y) C F(X).

Teorema 4. Extensdes unidas sdo inclusdes monotonicas.

Prova: De fato. Por (2.1), toda extensdo unida satisfaz a propriedade de subconjunto. |

Nem toda funcdo intervalar € inclusdo monotdnica. Por exemplo, seja a funcdo intervalar F
definida por

F(X)=m(X)+ %(X —m(X)).
Tem-se
F(0.2)= 14 31-11] =[5, 3]
enquanto
F(0.1) = 5+ 515,51 = [3. 32 F(0.2)
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Definicao 2.1.10. Seja f uma funcao real de varidvel real. A fung¢do intervalar F de varidvel inter-
valar X € IIR é uma extensao intervalar de f se

F([x,x]) = f(x),x € X.

Portanto, uma extensdo intervalar de f é uma funcao intervalar que tem valor real quando os

argumentos sdo todos reais (intervalos degenerados) e coincide com f.

Teorema 5. Se F é uma extensao intervalar inclusao monotonica de f, entao

f(X) S F(X).

Prova: Pela definicdo de extensdo intervalar, f(x) = F(x). Se F € inclusdo monotdnica, entdo o
valor de f(x) pertence ao intervalo F(X) para todo x € X. Logo, f(X) C F(X). ]

Existem vérias extensoes intervalares de uma func¢ao real f. Isto acontece, por exemplo, porque
expressoOes racionais que sao equivalentes na aritmética real podem ndo o ser na aritmética inter-
valar.

Exemplo 21. Seja

e as extensoes intervalares de f

e
BX)=X-X-X.
Se X = [0, 1] entdo
F(X)=10,1]
e
R(X)=[-1,1].
Portanto,

Fi(X) # B (X).

Os Exemplos 22 e 23 a seguir mostram fung¢des intervalares que sdo extensdes intervalares

inclusdes monotonicas.

Exemplo 22. Seja X = [x,x]| € IIR. Para valores inteiros positivos de n, define-se a Fun¢ao Potén-
cia Intervalar por X" : [IR — IIR

[x",%"], se x>0 oun éimpar,

X" = X", x"], se X<O0en épar,

[0,|X]"], se 0€X enépar.
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Exemplo 23. A Funcao Exponencial Natural Intervalar é definida por

exp :IIR — IR

exp(X) = [exp(x),exp(¥)]

Seja f uma func¢do de uma varidvel real continua definida no intervalo X = [xj,x;]. Se f é

monotona (crescente ou decrescente) uma extensao intervalar para f em X € dada por

F(X) = [f(x1),f(x)];

se f € crescente ou
F(X) = [f(x2), f(x1)];
se f € decrescente.
Neste caso f(X) = F(X), e F é uma extensdo intervalar inclusio monotonica de f.
Pode-se construir extensdes intervalares inclusdo monotodnica para fungdes reais definidas por
varias sentencas [Moore79]. As fun¢des intervalares definidas a seguir sdo exemplos de tal cons-

trugao.

Exemplo 24. Suponha que f € uma fung¢do continua definida por

pi1(x), x1 <x<xy,
Fx) =1 pa(x), x <x<xs,
p3(x), x3<x<x4
Sejam as extensoOes intervalares inclusdes monoténicas Py, P, P; para pi,p»,p3, respectiva-

mente. Afirma-se, a fung¢do intervalar F definida por

F(X) = Pi(X N [x1,22]) UP (X 0 [x2,x3]) U Py (X O [x3, x4]), (2.2)
é uma extensao intervalar inclusdo monotodnica para f.
De fato. Tem-se que:

(a) F ¢ inclusdao monotdnica.
De fato. Seja Y C X, entdo (Y N [x1,x2]) C (X N [xy,x2]) ou (Y N[xz,x3]) € (X N [x2,x3])
ou (Y N[x3,xs]) € (X N[x3,x4]). Como P,i=1,2,3, é inclusdo monotdnica, tem-se que
P (Y N[x1,x2]) CP(X N [x1,x2]) ou P (Y Nxp,x3]) € P (Y N[xa,x3]) ou
P3(Y N[x3,x4]) € P3(Y N [x3,x4]). Logo,

F(Y) =P (Yﬂ [xl,xz]) UPQ(Yﬂ [X2,X3]) UP3(Yﬁ [X3,X4]) - F(X).

Portanto, F € inclusao monotdnica.
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(b) F € uma extensdo intervalar para f.
De fato. Se x € X entdo, x € (X N [x1,x2]) oux € (X N[x2,x3]) ou x € (X N [x3,x4]). Como
P; é uma extensdo intervalar para p;,i = 1,2,3, tem-se que P;(x) = pi(x) ou P»(x) = pa(x)
ou P3(x) = p3(x), e como f é continua tem-se F(x) = f(x). Portanto, F é uma extensio
intervalar para f.

Exemplo 25. Seja f continua e derivdvel no intervalo I. Suponha que f tenha k extremos relativos,
a saber: by,by,...,by e que b; < b1, i =1,2,...,k— 1. Determine, em IIR, intervalos disjuntos
B1,B>,...,By, contidos no dominio da f, D(f), tais que b; € B;, i = 1,2,...,k. Apds a deter-
minagdo dos intervalos By, B, ..., By, obtem-se os intervalos C1,Cs,...,Cy.1, contidos em D(f),
onde, C| = [min(D(f)), extremo inferior de By, Cyy1 = [extremo superior de By, max(D(f))] e
C; = [extremo superior de B;_y, extremos inferior de B;], i =2,...,k e sobre C; a fungdo f seja

monotona. Assim o intervalo I serd dado por

I=(INCHUINB)UINC)U---U(INBr)U(INCry1), (2.3)

Algumas interseg¢oes em (2.3) podem ser vazias, neste caso pode-se representar I por
I=DiUDyU---UD,, n <2k+1,

onde D; € igual ou estd contido em um dos intervalos B, C; definidos acima.

Observagdo: Serdo adotas as seguintes convengdes:
(a) Se D(f) = IR toma-se min(D(f)) = —oo e max(D(f)) = +oo.
(b) Se D(f) = {x € R|x < a} toma-se min(D(f)) = —e.
(©) Se D(f) = {x € R|x > a} toma-se max(D(f)) = .

Dessa forma f pode ser definida por partes, a saber:

(

p1(x) = fle,(x),  x€eCy
pZ(X):f‘Bl(X), XEBI;
p3(x) = fle,(x),  xe€Ca;

pi(x) = flp,(x) X € By
Prr1(x) = flo, (x) x € Gyt

Em analogia como o Exemplo 24, pode-se construir uma extensao intervalar para f da seguinte

forma: Seja o intervalo X C D(f)
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(a) Determine a representacio de X usando (2.3) para obter
X=D1UDyU---UD,, n <2k+1,

o extremo direito de D; coincidindo com o extremo esquerdo de D;; 1, e cada D; € um sub-
conjunto de B; ou de C;.

(b) Se D; = [y1,y2] C C, faga
F(ly1,y2]) = [f (1), f(02)]
se f é crescente, ou

F(yi,y2]) = [f(2), f1)]s

se f € decrescente.

Se D; = [y1,y2] C Bj, entdo, usando-se a extensdo intervalar natural de f ou qualquer outra
extensdo intervalar inclusdo monoténica, F' de f, determina-se F(D;).

(¢) Calcula-se a unido
F(X)=F(D;)UF(Dy)U---UF(Dy,) (2.4)
da esquerda para a direita. Desde que D N D; é ndo vazio, também o é F (D)) NF(D,) e,

assim por diante.

Pelo Exemplo 24, F' € uma extensao intervalar inclusdo monotonica de f.
Se f é a extensdo unida de f, entdo

f(X)=F(D1)Uf(D2)U--U f(Dn).
Portanto, por construgdo, f(X) C F(X).
Moore [Moore66, Moore79], Moore et al. [MSY60] mostram que as fun¢des racionais de
varidveis reais tém extensoes intervalares naturais, bastando para isso substituir as varidveis reais

por intervalos e as operacgdes aritméticas sobre os numeros reais pelas correspondentes sobre os
intervalos.

(i) Seja I; a fungdo identidade definida por
l;: IR — 1R
I;(x) = x,

uma extensao intervalar para I; é:

Ip: TR — IR
Ip(X)=X.
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(ii) Com respeito as operagdes aritméticas, *, x € {+,—,-, /}, tem-se, respectivamente, que:

+:IRxR—IR
*(x,y) =x*y

uma extensao para * €
% : IR X IIR — IIR

«(X,Y)=Xx*Y
As fungoes Fj, e F, abaixo estendem um nimero real para um intervalo, e as operagdes sobre

os reais para as operagdes sobre intervalos [Campos97] e sdo necessdrias para a constru¢do da

probabilidade intervalar proposta por Campos [Campos97].

Definicdo 2.1.11. Sejam x,y ndmeros reais, e x € {+,—,-,/} e:

F,: IR — IR

F,(x)=X, xeX, (2.5)

F.:IRx IR — IIR X IIR
F(x*xy) =X =Y. (2.6)

Defini¢ao 2.1.12. Seja F uma extensdo intervalar de f sobre A C [IR. Diz-se que F é uma extensio
intervalar linear se existe um K > 0, independente de X, tal que

d(F(X),f(X)) < Kw(X), paratodo X C A.

Teorema 6. Se F é uma extensdo intervalar linear de uma funco lipschitziana f ! , entdo existe
uma constante K > 0 tal que
w(F (X)) < Kw(X).

Prova: Caprani et al [CMNO02], pagina 25.

ISeja £: X C IR — IR. Diz-se que f € lipschitziana se existe uma constante C > 0, tal que
] q p q

xy€eX =|f(x)=fy)] <Clx—yl.
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Teorema 7. Seja f um fungdo definida em X C IIR, e seja X(y),...,X(,) uma subdivisdo de X, tal

p)
que,

p
XpeX e Uxg=x.
J:

Ainda, seja F' uma extensdo intervalar de f em X. Entao
5 p
Fx)c U FXx).
j=1
Prova: Caprani et al [CMNO02], pagina 33.
Em outras palavras, dada uma extensao intervalar de f e uma subdivisdo do dominio X, obtem-

se uma nova funcao intervalar,

S
Fp(X) = U F(X(;);
j=1

que € uma extensdo intervalar d f.

Teorema 8. Seja F' uma extensdo intervalar linear de f sobre A C IIR. Seja K > 0 uma constante
tal que
d(F(X),f(X)) < Kw(X),vX C A.

Entao

A(F(X). F(X)) < Kmax{w(X;)}

Prova: Caprani et al [CMNO02], pdgina 33.

No caso da subdivisdo ser equidistante, isto €, w(X;)) = %W(X ), 0 Teorema 8 diz que

d(F(X),f(X)) < Kw(X)/p.

O lado direito converge para zero para p — oo.

2.2 Aritmética de Exatidao Maxima

Computadores somente podem representar uma quantidade finita de nimeros [BurFai03]
[Goldberg91][IEEE754][RugLop96][Sterbenz74]. A representacao dos reais internamente nas ma-
quinas € realizada através dos nimeros de ponto flutuante. Portanto, se o sistema de ponto flutuante
é F(b,l,e;,e;) onde b é a base, [ a quantidade de digitos do significando, e; 0 menor expoente e e;
o maior expoente, entdo o nimero de elementos de F é 2(b— 1)b/~!(ey —ej + 1)+ 1 < oo. Assim,
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a representacao dos reais, que tem infinitos elementos, € realizada por F' o que ocasiona os erros de
arredondamento, truncamento e inerentes.

Na verdade, o primeiro tipo de erro que ocorre ao se operar com 0os nimeros reais em maquinas
€ o de mudanga de base. Trabalha-se e pensa-se na base 10, todavia, de acordo com o padrao
IEEE754 [IEEE754] a base numérica usada no processador de ponto flutuante é a bindria. E sabido
que

0.1(10) = 0.0001100011...(5).

Do ponto de vista algébrico, a adicdo de nimeros de ponto flutuante nem sempre € associativa.
Alids, as operacgoes aritméticas entre nimeros de ponto flutuante podem nem mesmo ser um nimero
de ponto flutuante, como € o caso da ocorréncia de underflow e overflow. Considerando que o con-
trole do erro numérico € realizado através do uso de intervalos ao invés de nimeros reais, Kulisch
[Kulisch08] e Kulisch e Miranker [KulMir81, KulMir86] propuseram que a implementacdo da
aritmética intervalar seja realizada através da chamada aritmética de exatidio méaxima, o que sig-
nifica a busca para que resultados numéricos ou sejam um nimero de ponto flutuante ou estejam
entre dois nimeros de ponto flutuantes consecutivos. No caso de intervalos o suporte para a re-
alizacdo das operagdes aritméticas com exatiddo maxima € usar os arredondamentos monétonos
direcionados, V e A, nos extremos dos intervalos: o limite inferior é arredondado para baixo (V)
e o superior para cima (A). Por exemplo, sejam S(10,5,—3,3) um sistema de ponto flutuante e
X =[2.34568,3.42036] um intervalo. Usando os arredondamentos monétonos direcionados tem-se,

neste sistema,

X = [V2.34568, A\3.42936) := [2.3456,3.4294].

Esta implementagdo da aritmética é que estd implementada no IntLab [Rump06].

2.3 Uma Definicao de Probabilidade Intervalar

A probabilidade intervalar proposta por Campos [Campos97] resolve problemas numéricos as-
sociados com o célculo de probabilidades reais. Enfatiza-se ainda que a probabilidade intervalar
¢ uma extensdo da probabilidade real, mas que mantém toda a consisténcia semantica do célculo
probabilistico, buscando para isso recursos da andlise intervalar [Acioly91, Moore66, Moore79] e
da aritmética de exatiddo maxima [KulMir81, KulMir86].
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2.3.1 Nocoes Basicas de Probabilidade

A Teoria da Probabilidade é o ramo da matematica relacionado com fendomenos aleatorios, os
quais apresentam as seguintes caracteristicas: (i) podem ser repetidos sob as mesmas condicoes;
(i1) apresentam um conjunto de possiveis resultados; (iii) quando realizado um grande nimero de
vezes, apresentam uma regularidade. Um exemplo cldssico € o lancamento de uma moeda. A teoria
da probabilidade desenvolve uma estrutura matemaética formal para o tratamento dos fendmenos

aleatdrios. Sua construcao axiomatica foi proposta por Kolmogorov [Burrill72, Feller68].

O conjunto dos possiveis resultados de um experimento aleatério é chamado espaco amostral e
€ denotado por Q. Seja .7 uma familia de subconjuntos de Q. Os subconjuntos de Q sdo chamados
eventos. Um evento é um elemento A em /. Do ponto de vista matematico .o/ é apenas uma
colecdo especificada de subconjuntos de Q. Serdo associadas probabilidades apenas aos elementos
A € &, isto é, aos eventos.

A questdo seguinte € definir qual a estrutura da colecdo 7. Inicialmente pode-se supor que &7
seja fechada com respeito a unides e intersecdes finitas. Dizer que o evento A ndo ocorre significa
dizer que ocorre seu complementar, A°. Assim, exige-se também que a classe .« seja fechada com
respeito a complementagdes. Conclui-se, entdo que <7 deve ter uma estrutura algébrica. Porém,
por razdes matematicas, </ deve ser uma classe mais restritiva, isto é, <7 deve ser fechada com

respeito a unides enumeraveis. Exige-se, portanto, que <7 seja uma o-algebra.

Definicao 2.3.1. Uma colecdo o/ de subconjuntos de Q) é uma c-dlgebra se os seguintes axiomas

sdo satisteitos:
(A1) Qe .
(A2) Ac &/ = Ae .

(A3) SeA,estiemo/,n=1,2,...,entdo U>_|A, € .

A axiomdtica da teoria das probabilidades fundamenta-se nas analogias entre medida de um
conjunto e probabilidade de um evento, na integral de uma funcio e esperanga matematica de uma

variavel aleatoria.

<

Defini¢do 2.3.2. Um espaco de probabilidade é uma quddrupla (<7 ,IR,Q,P), onde </ é uma
familia de conjuntos, IR é o conjunto dos niimeros reais, £ é um elemento destacado de <7, o
qual corresponde ao espaco amostral e P : &/ — IR é uma medida sobre </ assumindo valores no

conjunto dos reais, satisfazendo os seguintes axiomas [Burrill72, Feller68]:

(A1) P(A) >0,VA € .
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(A2) P(Q)=1.

(A3) (o-aditividade). Se A,, € uma colecdo contdavel de subconjuntos de .<7 disjuntos dois a dois,
entdo P(UY_A,) = Yo P(As).

Observa-se que o conjunto de axiomas acima € usualmente proposto, porém ndo € o tnico
[Kolmogorov50, Feller68, Burrill72, Billingsley79].

Dos axiomas vistos tem-se, dentre outras, como consequéncias, onde todos os conjuntos sao

membros de .27, 0 seguinte:
(a) P(0)=0.
(b) P(A) < 1.
(c) P(A°) =1—P(A).
(d) AC B= P(A) < P(B).
(e) P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB).
(f) ACB= P(B—A) =P(B)—P(A).

(g) Propriedade monotonica: se A, € uma seqii€éncia crescente ou decrescente com limite A,
entdo P(A,) — P(A).

(h) Desigualdade de Boole: P(U_A,) < Y.~ | P(A,).

Observa-se que o conceito de probabilidade € suportado fundamentalmente pelas nogdes de
conjuntos, relagdes e fungdes e o sistema de nimeros reais. A teoria da probabilidade comeca
com um espago abstrato de probabilidades, e desenvolve-se a partir desse. O conceito de varidvel
aleatoria, visto a seguir, dada a sua importancia, transforma-se rapidamente em um tema central da

teoria.

Definicao 2.3.3. Uma varidvel aleatéria X [Feller68, James06] em um espago de probabilidade
(o7 ,IR,Q, P) é uma funcdo real definida sobre Q, X : Q — IR, tal que {® € Q | X(w) <x} € &
para todo x € IR.
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2.3.2 Um Espaco de Probabilidade Intervalar

A probabilidade intervalar, definida por Campos [Campos97], € realizada através de uma pe-
culiar composi¢cdo de fungdes, envolvendo extensoes intervalares de fungdes reais. Inicialmente
a um certo evento € associada a probabilidade real p. Em seguida, a p € associado um intervalo
que a contém. Da mesma forma que uma extensdo candnica para um ndmero real € um intervalo
que o contenha, assim também uma extensdo natural para a probabilidade real é a probabilidade
intervalar. A probabilidade intervalar portanto aproxima a probabilidade real. A seguir € definido o
espaco de probabilidade intervalar com a funcdo probabilidade intervalar satisfazendo especificas

propriedades ou axiomas.

Defini¢io 2.3.4. Seja o/ uma o-dlgebra, P a fungdo probabilidade e a fungao P, definida por
P — IR
PHR (A) = (F OP)(A) (2.7)

onde F é como na defini¢do 2.1.11.

Portanto, P, associa a cada elemento A € &/ um intervalo X com a propriedade que dada a
probabilidade do evento A, P(A) = p € IR, tem-se que p € X. Observe que o intervalo X pode ser
degenerado. Como comentado anteriormente, podem existir varias extensoes intervalares para uma
dada fungdo real f, porém com respeito a 2.7, ou F' = Fy, associa um intervalo X tal que p € X, ou

F = F, corresponde a extensdes de operacdes aritméticas sobre os ndmeros reais.

Lema 1. Seja Q o espago amostral, </ uma c-algebra de subconjuntos de Q e a fungio probabili-
dade P. Seja € um numero real tal que € > 0. A fungdo P, satisfaz as seguintes propriedades:

(a) DadaP(A) =p, Pp(A) =X, pcX.

(b) Pp(Q)=1¢ ondele=[1—¢,1+€,e€ IR, €>0.

(©) P (0) =0, onde 0, = [—¢,+¢], e € IR, € > 0.

(d) SeANB=0,A#0eB#0, entio P, (AUB) = P (A) + P (B).

(e) Dada a sequénciaAy,Az,---,comA; #0,i=1,2,---. Se A;NA; =0, Vi # j, entdo

P nlA i
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Prova: Campos [Campos97].

Defini¢dio 2.3.5. Um espago de probabilidade intervalar é uma séxtupla (<7, IR, IIR,Q, P, P,,

o/ € uma familia de conjuntos, Q é um elemento destacdvel de </, IR € o conjunto dos nimeros

), onde

reais aqui destacado, IIR € o espago dos intervalos, P uma fungdo probabilidade e P, : </ — IIR é
uma fungdo satisfazendo as seguintes propriedades:

(A1) VA € o/ se P(A) € IR, entdo P(A) € P, (A)
(A2) 1€ Pg(Q)
(A3) 0€ Py (0)

(A4) SejaAy,Az,..., comA; #0,i=1,2,---, uma sequéncia de elementos de /. Se A;NA; =0

para todo i # j entdo, Py, (Ur_|A,) = Y| P (An)

A fungdo P, satisfazendo as propriedades Al, A2, A3 e A4 acima € denominada uma proba-
bilidade intervalar ou uma extensdo intervalar de P ou ainda uma validagdo para P.

Por analogia com a probabilidade real, as propriedades A1, A2, A3 e A4 também sdo chamadas
axiomas. A propriedade A4 € denominada o-aditividade.

Observa-se que a menos de P (0), quaisquer outras probabilidades intervalares, podem sem
perda de generalidade ser consideradas como tendo extremos inferiores nimeros reais maiores ou

iguais a zero.

2.4 O Método de Newton Intervalar

O Método de Newton real [BurFai03, RugLop96] € um método iterativo (MPF - Métodos de
Ponto Fixo) para resolver equacoes.

Seja f uma fun¢do continua em [a, b, intervalo que contém raiz, €, da equagio

f(x)=0. (2.8)

O MPF consiste em transformar (2.8) em uma equacgao equivalente

Px) =x (2.9)

e a partir de uma aproximago inicial xy gerar a sequéncia {x; } de aproximagdes para € pela relagio

X1 = @ (X)), (2.10)
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pois a fungdo ¢ é tal que f(€) = 0 se e somente se @(€) = €. Assim o problema de encontrar um
zero de f transforma-se no problema de encontrar um ponto fixo de ¢. Uma funcdo ¢ que satisfaz
a condi¢do acima € chamada de funcdo de iteracdo para a Equacdo (2.8). O teorema a seguir da

condi¢des suficientes que ¢ deve satisfazer para que se tenha convergéncia garantida.

Teorema 9. Seja € uma raiz da Equagao (2.8), isolada num intervalo I centrado em €. Seja ¢ uma
funcao de iterac@o para a Equacao (2.8). Se

(i) ¢ e ¢’ forem continuas em I;
() |’ (x)|<m< 1,Vxel,
(iii) xo € 1;
entdo a sequéncia x; gerada por x; 1 = @(x;), k=0,1,2,... converge para €.
Prova: A demonstracdo deste teorema € feita em duas partes:

(a) prova-se que se xg € I, entdo x;, € I, Vk.
De fato. Como € € ponto fixo de ¢ e, para qualquer k, x; 1 = @(x;), tem-se

Xir1— € = @(x;) — @(€). Sabe-se que ¢ é continua e diferencidvel em /, entdo, pelo Teorema
do Valor Médio,

X1 — €= @(x) — @(€) = ¢'(by) (xx — €),
com by entre x; € €. Assim,
X1 — € = @' (be) (g — ).
Logo, para todo k
Xt — €] = 19 (by) [l — €] < mlog — ], (2.11)
por (ii). Portanto,
et — €| < |ox — €],

uma vez que m < 1. Ou seja, a distancia entre x| e € € estritamente menor que a distancia
entre x; € €, e como [ € centrado em €, tem-se que se x; € I, entdo x;; € I. Por hipdtese,
xo € I, entdo x;, € 1, Vk .

(b) prova-se que limy_,c.|x; — €| = 0.

De fato. De (2.11), pode-se provar as seguintes desigualdades:

e — €] < mlxe—1 — €|, o1 — €| <mlxgp—gl,...
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e fazendo-se majoracdes sucessivas, obtem-se
| <m
X — €| <m"|xg— €.

Comom < 1,

limg_soo| Xy — €| = limkﬁoomk\xo —g|=0.

Portanto,
limkﬁw\xk — 8‘ =0.

O que o Método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia do MPF, é
escolher para fungdo de iteragdo a fungio ¢ tal que ¢’(€) = 0. Entdo, dada f, a fungdo de iteragdo
f()
Qx) =x— T,
f'(x)
desde que f'(x) # 0, serd tal que ¢’(g) = 0.
Assim, escolhido xg, a sequéncia {x; } serd determinada por

xk+1:xk—%,k:0,l,2,m (2.12)

O Método de Newton intervalar [Moore66] constréi uma sequéncia convergente de intervalo,
cyujo limite € um intervalo contendo a raiz.

Suponha f continua e derivavel em Xy = [a, b], intervalo contendo a raiz €. Seja F’ uma exten-
sdo intervalar inclusdo monotonica da derivada f” da fung@o f. O operador Newtoniano Intervalar
¢ definido por

fm(X))
NX)=mX)—-———-=- 2.13
e a sequéncia de intervalos Xy, X, ..., é construida por

X1 = N(X,) N X,..

Teorema 10. Uma condigdo necessaria para N(X) ser definida por (2.13) é que X contenha um
unico zero de f e que este zero seja uma raiz simples.

Prova: Se f' tem um zero em X = [a,b] entdo f/(X) C F'(X) é um intervalo contendo zero, portanto
N(X) ndo esté definida. Como consequéncia, se f tem duas raizes distintas em X, entdo f” deve ter

um zero entre elas e N(X) ndo estd definida, além disso, f’ é zero nas raizes miltiplas de f. [ |

Teorema 11. Se N(X) € definida por (2.13) para um intervalo X contendo uma raiz simples de f,
f(x)=0, x€ X, entdo x € N(X).
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Prova: Se m(X) = x entdo N(X) = x, por (2.13). Caso contrério, suponha m(X) < x e considere
o intervalo I = [m(X),x]. f é continua em I, pelo Teorema do Valor Médio [Rudin71], existe
yel C X tal que

Portanto,

X
= ) LX)
f'()
e, desde que f(y) € F'(X), conclui-se, de (2.13) que x € N(X). De forma andloga se analisa o caso
em que m(X) > x. ]

Pelo Teorema (11), se N(X) estd definida, tem-se duas situagdes possiveis:
(a) N(X)NX =0, se X ndo contém um zero de f, ou

(b) N(X)NX é um intervalo que contém um zero de f, se X o contém.

2.5 O Método de Simpson Intervalar para Integracao Numérica

Dada a fungéo continua f : IR — IR sobre o intervalo A = [a,b] o objetivo é calcular

S= / ’ f(x)dx. (2.14)

Como f é continua, f é integrdvel a Riemann. Se G é uma primitiva de f em [a, b] tem-se, pelo

Teorema Fundamental do Célculo Integral, que
S=G(b)—G(a).

G(a) ou G(b) podem nio ter uma representagdo exata no computador, o que implica que seu valor
tem de ser aproximado por um nimero de maquina. Se nao € possivel encontrar uma expressao
analitica para uma primitiva de f, métodos numéricos sao essenciais para encontrar uma solugao
numérica do problema. A idéia bésica da integracdo numérica € a substituicao da funcdo f por um
polindmio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b, assim o problema se resume a resolver
uma integral de polindmio. Hé na literatura varios métodos de integracdo numérica, como os méto-
dos conhecidos como férmulas de Newton-Cotes, quadratura Gaussiana, entre outros. Nas férmulas
de Newton-Cotes a idéia de polindmio que aproxime f razoavelmente € que este polindmio inter-
pole f em pontos de [a,b]. As formulas dada pela interpolac@o de f por polindmio de grau 1,2 oun

podem ser aplicadas ou no intervalo [a, b], constituindo regras simples; ou em subdivisdes [x;,x; 1]
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do intervalo [a, b], formando regras compostas. Considere-se a parti¢do do intervalo [a, b] em subin-
tervalos, de comprimento 4, A; = [a;,a;+1],i =0,1,...,n—1. Assim w(A;) =h= (b—a)/n.
As formulas fechadas de Newton-Cotes sao férmulas de integracdo do tipo

ap=a, a,=>b

b an
/a f(x)dx:/ F0)dx ~ Cof(ao) +Crf(ar) + ...+ Cof(an) ZCfa,

ao
sendo os coeficientes C; determinados de acordo com o grau do polindmio aproximador. O método
de Simpson intervalar, Caprani et al. [CMNO02], é uma extensao intervalar do método de Simpson
real apresentado em [BurFai03, Rugl.op96]. O método de Simpson intervalar é fundamentado
na propriedade aditiva da integral definida e no teorema do valor médio para integrais [Rudin71].
Supondo que f é trés vezes continuamente derivdavel em A = [a, b], 0 método encontra um intervalo
que encapsula a integral definida, isto €, um intervalo que contém o valor da integral definida, como

serd visto a seguir.

2.5.1 O Método de Simpson Real

O método de integracdao de Simpson é uma férmula fechada de Newton-Cotes que aproxima
f por um polindmio de grau 2 (pode-se usar o polindmio interpolador de Lagrange) em A = [a, b].
Para se interpolar f por um polindmio de grau 2 precisa-se de trés pontos para a construcao da
formula da regra simples. Sejam ag = a,d,, = m(A) e ay = b os trés pontos do intervalo A. Seja p
o polindmio de Lagrange que interpola f nos pontos ag,d,, € as:

(x—dp)(x—a2)

(x—ap)(x—ap) (x—ao)(x—dp)
(a0 —d) (a0 — ) ) %

plx) = (dm—ao)(dm—a2)” ™" (a2 — ao) (a2 — dm)

flao) +

flaz).

S= / dx_/ p(x)dx.

Resolvendo a integral definida do polindmio p, tem-se a Regra Simples de Simpson:

5= [ e s+ agma)) + 1)

comh=>b—a.
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Teorema 12. Seja f trés vezes continuamente diferencidvel em [a,b], entdo o erro de truncamento

da Regra Simples de Simpson é dado por:

hS
s = —mf(4)(8)78 € (avb)
Portanto,
4 -
5= [ e ="17(a) + 47m()) + £0) — s 19 e)
Dada uma particdo P = {ag,ay, - ,a,} de A = [a,b] tal que a; — a;— = (b —a)/n, entdo pela

propriedade aditiva da integral tem-se:

a;

—yVs5=Y / F(x)dx. (2.15)
=1 =174

A Regra Composta de Simpson consiste em aplicar a Regra Simples de Simpson a cada subin-

tervalo A; = [a;_1,a;],i=1,--- ,n e é dada por:

SIS

i=1

flain) +4f(m(A) + f(ai)) (2.16)

~

Supondo-se f trés vezes continuamente diferencidvel, tem-se que

w(A; w(A))
S= ZSi =) {%(f(ai—l) +4f(m(A;))+ f(ai) — %ﬂ‘”(&)}, (2.17)

2.5.2 O Método de Simpson Intervalar

O método de Simpson intervalar descrito em Caprani et al. [CMNO02] admite conhecidas as
extensoes intervalares inclusdes monotonicas F e G de f e f (), respectivamente. Como f(x) €
F(X), para todo x € (X € IIR) entdo, por (2.15),

Z x)dx =) w(A;)F(A)). (2.18)

aj— 1 i=1

Por (2.17) tem-se

IS, = /aai f(x)dx = W<Ai>(F(ai—1)+4F(m(Ai))+F(ai)> T %80

i—1



2.5 O METODO DE SIMPSON INTERVALAR PARA INTEGRACAO NUMERICA

onde F(a;—1),F(m(A;)) e F(a;) sdo intervalos degenerados de nimeros reais. Portanto,
n
SCIS=) IS,
i=1

Assumindo que G € uma extensao intervalar linear de f (4), tem-se

L (A W(GAD) < ——w(A) Kew(Ar) = Kaw(A))C.

1S) = ——
w(ISi) = 5eg0" = 2880

Se w(A;) = w(A)/n tem-se que

w(IS) =Y w(IS;) < K3 /n’,

i

38

(2.19)

pode-se esperar que dobrando-se o valor de n reduz-se o erro de truncamento por um fator de 32.

O intervalo IS depende das extensdes intervalares usadas e do valor de n.



CAPITULO 3

Probabilidade Condicional Intervalar. Independéncia

Este capitulo € uma das contribuicdes desta tese. Neste, apresentam-se definicdes para calcular
probabilidades condicionais intervalares e independéncia intervalar de eventos. Inicialmente prova-
se uma relacdo de inclusdo envolvendo estas probabilidades; prova-se ainda que a probabilidade
condicional intervalar satisfaz um conjunto de propriedades similares as propriedades da proba-
bilidade condicional dos reais. Os exemplos numéricos foram resolvidos usando-se o INTLAB
[KulMir81, Rump06]. Como a probabilidade incondicional intervalar, a probabilidade condicional
intervalar proposta mostrou ser uma alternativa tedrica e numericamente correta para a probabili-
dade condicional real.

A probabilidade condicional intervalar apresentada nesta tese € fundamentada na probabilidade

intervalar definida em Campos [Campos97].

3.1 Probabilidade Condicional

Nesta secdo serd proposta uma defini¢do para uma probabilidade condicional intervalar. Para
tanto, seguindo o que € feito no caso da probabilidade real, inicialmente serd dada uma notagdo
para a probabilidade condicional intervalar aqui proposta.

Sejam A e B eventos em um espago amostral Q, com P(B) > 0. Seja P(A|B) a probabilidade
condicional de A dado B. Denota-se por

Fr(4]B)

a probabilidade condicional intervalar de A dado B.

A probabilidade intervalar proposta por Campos [Campos97] mostra que valores ndo represen-
taveis de probablidades pertencem a intervalos que, se necessario, podem ter amplitude tdo pequena
quanto possivel (os intervalos de exatidao maxima). Este fato serd usado na demonstra¢do do Lema
2.

Exemplo 26. Sejam A e B eventos tais que P(A|B) = % = (0.5263, entido usando a probabilidade

intervalar proposta por Campos [Campos97], a aritmética de exatidio maxima [KulMir81] e o
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INTLAB [Rump06], tem-se que
P (A|B)=[0.5263,0.5264].

Lema 2. Sejam P,,(ANB), Py, (B) as probabilidades intervalares dos eventos AN B, B respectiva-

mente, entao
PR(ANB)

PHR (A | B) g PIR (B) ’

0¢& Py(B).

Prova:
Sejam P(ANB) = x, P(B) =z, P(A | B) =y e os intervalos de exatiddo maxima
P (ANB) =[x, Ax], P (B) = [Vz,Az], P (A|B) = [y, Ay]. Da definicdo de probabilidade
condicional real tem-se que
X
y=-
Z
Da aritmética intervalar tem-se que

n-[25]
R 7 V2
Sabe-se que:
o arredondamento monétono direcionado para baixo de y, (Y/y), € 0 maior nimero de maquina que
¢ menor ou igual a y
e
o arredondamento monétono direcionado para cima de y, (Ay), € o menor nimero de maquina

maior ou igual a y.

Como A
AVAS X
) <y< A —
v(&)=r=2(5)
tem-se que
\V2S
M) <
o(Z) <o
© A
AygA(—x
V2
Consequentemente
VA Ax
Ay| C — |, Al —]|.
[y, y]_[v(AZ), (vz”
Portanto,
P.(ANB
Pylalp) c imA0D)
P (B)
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Exemplo 27. Suponha-se que um escritorio possua 100 mdquinas de calcular. Algumas dessas
maquinas sdo elétricas (E), enquanto outras sdo manuais (M); e algumas sdo novas (N), enquanto
outras sdo usadas (U). A Tabela 3.1 dd o niimero de mdquinas de cada categoria. Uma pessoa entra
no escritorio, pega uma maquina ao acaso, e descobre que é nova. Qual serd a probabilidade de que
seja elétrica?

Tabela 3.1 Numero de Miquinas.

E M
N 40 30
U 20 10
Solucdo: Deseja-se calcular P(E|N). Tem-se
4 7 P(ENN) 4
P(ENN)= —,P(N)=—¢eP(E|N) = ———~ = =.
Calculando-se as probabilidades intervalares tem-se
4 4
PRr(ENN) = [vV-—,A—]=1[0.3999,0.4001],
100 10
7 7
P =|v—,A—]=10. 7001
P.(ENN
L) =[0.3999,0.4001]/[0.6999,0.7001] = [0.5714,0.5715],
Fr(N)

e, considerando-se o espago amostral reduzido,
4 4
PHR(E IN) = [V?A?] =[0.5714,0.5715].

Portanto,
P (ENN)

e EINE Zp W)

P(E|N) € Py (E|N).

Exemplo 28. Dois dados d; e d> sdo langados. Sejam os eventos:

A = {0 dado d, apresenta resultado 2},
B = { A soma dos pontos nos dois dados é 6}.

Se a soma € 6, qual a probabilidade do dado d; apresentar resultado 27?7
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Da probabilidade real tem-se que

P(ANB) = % P(B) = 35—6 eP(A|B) = % - %

Calculando-se as probabilidades intervalares tem-se que

Py (AN B) = [0.0277,0.0278],

PIIR(B) =[0.1388,0.1389],

P (ANB

P A0B) 6 1999.0.2001),

PR (B)

PIIR(A | B) =[0.1999,0.2001].

Portanto,
P_(ANB
PllR(A ’B) C M
P (B)

e

P(A|B) € Py (A|B).

Exemplo 29. De um baralho de 52 cartas, uma é extraida e observa-se que seu niimero estd entre

4 e 10 (4 e 10 inclusive).Qual a probabilidade de que o numero da carta seja 67

Solucdo: Sejam os eventos

A = {o nimero da carta estd entre 4 e 10 (4 e 10 inclusive)},

B = {0 niimero da carta é 6},
Da probabilidade real tem-se que

P(ANB) = % P(A) = % eP(BJA) = H;‘(—zf) = %

Calculando-se as probabilidades intervalares tem-se que

P (ANB) = [0.0769,0.0770],

P (A) =[0.5384,0.5385],

PR(ANB

Pr(ANB) _ [0.1428,0.1429],
P (A)

P (B|A) = [0.1428,0.1429).
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Portanto,
Pr(ANB)

A BV T @)

P(BIA) € Py (B|A).
Lema 3. Seja B um eventos em um espago amostral  com 0 € P (B). Entao a fungao

P, (XNB)

p(X,B): I2 (B)

possui as seguintes propriedades:

(i) Para qualquer evento A. P(A|B) € p(A,B)

(i) 1€ p(Q,B);

(iii) 0 € p(0,B);

(iv) SeAjNAy=0eA; #0,i=1,2, entdo p((A; UA3),B) = p(A1,B) + p(A3,B);

(v) Dada a sequéncia de eventos A1, Az, -, comA;NA; =0,Vi# jeA; #0,Vi, entdo

p((AyUAU---),B) = p(A1,B) + p(A2,B) +--- .

Prova:
(i) SejaA € o/. Sejam P(ANB) = x,P(B) = z probabilidades reais e P, (ANB) =X, P (B) =Z
as probabilidades intervalares correspondentes. Da definicdo de probabilidade condicional

real tem-se que
X
= -,

<
da aritmética intervalar e da definicdo de probabilidade intervalar tem-se que

y=P(A|B)

J halXnB)
P (B)
Portanto, P(A|B) =y € p(A,B).
(ii) Sejam P(B) = ze P (B) = Z. Entao,
Pr(@NB) (B)

p(Q,B) = =

Logo 1 € p(Q,B).
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(iii) Seja P(B) =ze Py (B) =Z. Entao,

So.5)_ Fe00B) By 0c

Fr(B)  Pr(B) Z

Logo 0 € p(0,B).

(iv) Dadas as probabilidades intervalares P, (A1 NB), P (A2 N B) e P, (B). Entio,

PI]R((Al UA2)QB)
P (B)
Pr((AiNB)U(A2NB))
P (B)
PI]R(Al mB)+I)IR(A2ﬂB)
P (B)
PI]R(Al ﬂB) PIIR(AZHB)
P (B) P (B)
= p(A1,B)+p(A2,B)

p((Al UA2)7B) =

Logo p((A1UA2),B) = p(A1,B) + p(A2,B).

(v) Dadas as probabilidades intervalares P (A; N B),Vi, e P, (B). Entio,

PHR((AIUAzu-")ﬂB)

P (B)
Pr((A1NB)U(A2NB)U- )
P (B)
PIIR(AlmB) PI]R(AZOB)
G ENG)
= p(A1,b) + p(A2,b) + -

p((A1UAU---),B) =

Logo p((AjUAU---),B) = p(A1,B) + p(A2,B) +---.

Prova-se assim que a fun¢@o p acima satisfaz os axiomas do espaco de probabilidade intervalar
propostos por Campos [Campos97]. De acordo com os resultados tedricos anteriores € os exemplos
ilustrativos propde-se, nesta tese, uma defini¢do abaixo como sendo a de probabilidade condicional
intervalar, isto €,

P(X,B) := Py (A|B).
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Definicdo 3.1.1. Sejam A e B eventos. Se 0 € P,,(B) a probabilidade condicional intervalar é

definida por
PL(ANB)

PIIR(A|B) = P (B)

3.2 Independéncia

Esta secdo mostra uma propriedade de eventos independentes no contexto intervalar.

Lema 4. Se A e B sdo eventos independentes, entao

Pr(ANB) C P (A)-Pyg(B).

Prova:
Pelo Lema 3,
P(A)=x= Py (A) =X =[x, Ax];
P(B)=y= PR (B)=Y = [y, L)
P(ANB)=z= PR(ANB) =Z = [vz, Az
Entao

PRr(A)-Pr(B) = [V(Vxvy), A(AxAy)l,

desde que \yx > 0e 7y > 0.
Sejam x € X,y €Y e z € Z. Pelo principio da inclusdo da aritmética intervalar, xy € X -Y ez € X - Y,
tem-se

VAVy < AxAy.

Como z € Z = [z,Az] entdo
VXVY < vz<z< Az < AxAy.

Logo,
[Vz, A7) C[7x vy, Ax Ayl

€ portanto
PIIR(A ﬂB) C PIIR(A) 'PIIR(B)-
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Exemplo 30. Um circuito eletronico consiste de um transistor e de um condensador. O transistor é
selecionado entre 100, 10 dos quais sao defeituosos, e o condensador é selecionado a partir de um
lote de 300, 15 dois quais sdo defeituosos. Seja A o evento "o transistor do circuito é defeituoso",
P(A) = 0,10 e B o evento "o condensador do circuito é defeituoso”, P(B) = 0,05. Determine
P(ANB).

10-15
Solucio: Tem-se que P(ANB) = 100.300 — 0,005 = (0,10) - (0,05) = P(A) - P(B). Logo os

eventos A e B sdo independentes. Calculando-se as probabilidades intervalares tem-se

Pir

(A) = [0.0999,0.1001],

P

P (ANB) = [0.0049,0.0051],

(B) = [0.0499,0.0501],

PI (A) 'PI]R

(B) = [0.0049,0.0051].
Logo

PI]R<AmB> < PIIR(A) 'PI]R<B)

Exemplo 31. Um baralho de 52 cartas é subdividido em 4 naipes: copas, espadas, ouros e paus.
Retirando-se duas cartas com reposicao, qual a probabilidade de ser a primeira de ouros e a segunda
de copas?

Solucao: Sejam E o evento "sair a primeira carta de ouros"e F o evento "sair a segunda carta de

copas". Tem-se que

1 1
P(E)=7=02500 e P(F)==0,2500.

o

Como as retiradas sdo feitas com reposi¢ao, os eventos E e F' sdo independentes. L.ogo
1
P(ENF) = 6= 0,0625 = P(E) - P(F).
Calculando-se as probabilidades intervalares tem-se

K

= (E) = [0.2499,0.2501],

Pig

(F) = [0.2499,0.2501],
P (ENF) =[0.0624,0.0626],

PHR(E)'PHR

(F) =[0.0624,0.0626].
Logo

PIIR(EmF> < PIIR(E) 'PHR(F)



CAPITULO 4
Intervalos Encapsuladores para Probabilidades de
Variaveis Aleatorias Continuas

O objetivo deste capitulo é usar o método de Simpson intervalar, definido por Caprani et al.
[CMNO2], para calcular probabilidades intervalares ou intervalos encapsuladores para as varidveis
aleatdria continuas. Apds o desenvolvimento das expressoes tedricas de como calcular os interva-
los encapsuladores para as varidveis aleatérias estudadas, os algoritmos para obten¢do dos interva-
los foram implementados no Matlab [MatLab04], usando o IntLab [Rump06] e encontram-se no
Apéndice A.

Para as varidveis Exponencial e Normal os intervalos encapsuladores ou as probabilidades va-
lidadas foram obtidos com o método de Simpson intervalar. Para a Uniforme o intervalo encap-
sulador foi definido a partir da fun¢do densidade, pois a derivada de ordem quatro necessaria no
método de Simpson Intervalar € nula.

Apresenta-se também uma versao intervalar da tabela da Normal baseada na tabela real encon-
trada em [Meyer83].

4.1 Calculo de Probabilidades de Variaveis Aleatorias Continuas

A distribuicao de probabilidade de uma varidvel aleatéria continua, ver [Burrill72, Feller68, James06,
Meyer83], é caracterizada por sua funcdo densidade de probabilidade, a qual satisfaz as pro-

priedades:

(i) f(x) =0,

(i) [°f(x)dx=Pla<x<b), a<b,
(i) [, f(x)dx=1.

O item (i1) indica que a probabilidade da varidvel aleatéria assumir valor em um intervalo é
dada pela integral da funcao nesse intervalo. Entretanto, o cdlculo dessa probabilidade implica em

resolver dois tipos de problemas: (i) encontrar primitivas na forma analitica, o que € possivel no
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caso da Uniforme e Exponencial, mas ndo da Normal e (ii) o valor da probabilidade, em geral, €
real, ndo necessariamente representdvel em computadores. Lembrando que apenas um subconjunto
finito dos racionais [Forsythe77, Goldberg91] pode ser representado e processado internamente nas
maquinas.

4.1.1 Intervalo Encapsulador para a Probabilidade de uma Variavel Aleatoria com
Distribuicao Exponencial

Uma varidvel aleatéria continua com fun¢ao densidade dada por

oe %, 0 <x < oo,
fx) =
0, x <0,

com « € IR", € uma varidvel aleatéria Exponencial.

Seja A = [a,b] C IR. Para calcular P(a < x < b), tem-se as seguintes situacdes possiveis:

(i) Se b <0, entao
Pla<x<b)=0.

(ii) Se 0 € (a,b), entdo
b
Pla<x<b)=P0<x<bh)= / oe % dx.
0

(iii) Se a > 0, entdo

b
Pla<x<b)= / ae” “dx.
a

A func¢do f tem primitiva na forma analitica, entdo, pelo Teorema Fundamental do Calculo In-
tegral, pode-se calcular a integral definida de f diretamente desta primitiva. O nimero e e suas
poténcias, de expoentes ndo nulos, sdo irracionais, sendo seus valores aproximados, portanto su-
jeitos a erros de arredondamento.

O método de Simpson intervalar € uma alternativa para encontrar um intervalo que aproxime o
valor desta integral, no sentido de se obter um intervalo com amplitude tdo pequena quanto possivel
que a contenha. Para aplicd-lo € necessario determinar extensdes intervalares para a densidade f e

sua derivada de ordem quatro,

e % 0 < x< oo,

), —
fow) 0, x<0,

Como a probabilidade da varidvel aleatéria X assumir valores negativos € 0 pode-se restringir,

na aplicagdo do método de Simpson intervalar, o dominio de f e de f ) a0 conjunto IR;. Sejam
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f|IR+ e f(4)|IR+ as restricoes de f e f), isto é

fIR, (¥) = 0te™™, 0 <x <o,

f4\]R+(x) = a’e %, 0 < x < oo,

sdo decrescentes e as fungdes intervalares

Fe(X) = ale e ], x>0

Ge(X) = o’[e % e %], x >0,

sdo extensdes intervalares naturais para f ’IR+ e f@ ]]R+, respectivamente.

Observe que:
Fe(X) = fIR, (%) = flR, (X) = fIR, (X)

Ge(X) = fY|R, (X) = fYIR, (X) = FY|R, (X) (4.1)
Teorema 13. Gy é uma extensio intervalar monotdnica linear de f*) | R.-

Prova: De fato, por 4.1,
d(Ge(Y),fY R, () =0 < Kw(Y),
VK >0,VY CX. ]
Os intervalos encapsuladores para o cilculo de probabilidades, usando o método de Simpson
intervalar, foram implementados no IntLab, como arquivo M de fun¢des, sendo sua chamada dada
por
dexp(a,b,c,p). 4.2)

Os parametros do procedimento dexp sdo:

a = limite inferior do intervalo A,
b = limite superior do intervalo A,
¢ = o parametro ¢ da fungdo densidade f,

p = numero de subintervalos da particdo de A.

Assume-se que Fg(a;—1), Fg(m(A;)) e Fg(a;) s@o intervalos degenerados de nimeros reais. Os
a; correspondem aos pontos da parti¢do do intervalo A, e m(A;) é o ponto médio do intervalo A;.

O algoritmo a seguir sumariza o procedimento de obtencdo de probabilidades quando a dis-
tribui¢do € a Exponencial.
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Algoritmo Exponencial
(E1) Obtencdo das extensdes intervalares Fg(X) e Gg(X);

(E2) Instanciacéo de: a, b, ¢, p;

(E3) Realizagdo do procedimento: dexp(a,b,c,p).

Na implementa¢do do algoritmo foram analisadas todas as situagdes possiveis observadas no
inicio desta secdo, bem como o tempo gasto para processa-lo.

Os exemplos a seguir ilustram aplicacdes do método aqui proposto. As solugdes foram calcu-
ladas no Matlab [MatLab04], usando a biblioteca IntLab [Rump06] e a Fun¢do 4.2, nos formatos
short (precisdo simples) e 1ong (precisdo dupla).

Exemplo 32. O nimero de defeitos de um tecido segue uma lei de Poisson com média de um

defeito a cada 500m. Qual a probabilidade que o intervalo entre dois defeitos consecutivos

(a) seja no minimo 1250m;
(b) esteja entre 1000 e 1250m;

(¢) seja menor do que 1000m.

Solucao. Se, X, o niimero de defeitos é Poisson, entdo a distancia, D, entre dois defeitos consecu-

tivos é Exponencial com parimetro @ = ﬁ = 0.002. Portanto,

(a) (i) Probabilidade real: P(D > 1250)
Precisdo simples: 0.0821 = p;,
Precisao dupla: 0.08208499862390 = p,.

(ii) Probabilidade encapsulada: PHR(D)= dexp(1250, inf, 1/500, 100).
Precisdo simples: [0.0820,0.0821] = Py,
Precisdo dupla: [0.08208499862389,0.08208499862390] = P;.

Tempo de Processamento: 0.0780s.

(b) (i) Probabilidade real: P(1000 < D < 1250)
Precisdo simples: 0.0532 = ps,
Precisdo dupla: 0.05325028461271 = p;4.
(ii) Probabilidade encapsulada: PHR(D):= dexp(1000, 1250, 1/500, 100).
Precisdo simples:[0.0532,0.0533] = P3,
Precisdo dupla: [0.05325028461271,0.05325028461272] = Py.

Tempo de Processamento: 2.500s.
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(c) (i) Probabilidade real: P(D < 1000)
Precisao simples: 0.8647 = ps,
Precisdo dupla: 0.86466471676339 = pg.

(ii) Probabilidade encapsulada: PI]R(D):= dexp(-inf, 1000, 1/500, 100).
Precisdo simples: [0.8646,0.8647] = Ps,
Precisdo dupla: [0.86466471676338,0.86466471676339] = Ps.

Tempo de Processamento: 0.0620s.

Como pode ser visto, py € Pi, pp € P, p3€ P, ps € Ps e pg € Fs.

4.1.2 Distribuicao Normal

Uma varidvel aleatéria X tem uma distribui¢do Normal se sua funciao densidade de probabili-
dade for

—(x—p)
e 202 —oo < x < oo, (43)

)

fi(e) = —

B oV21

onde os parametros U e o devem satifazer as condi¢des —oo < 4 < oo, ¢ > 0. Prova-se [Meyer83]
que U e O sdo, respectivamente, a média e o desvio-padrio de X. A notacio usual é X ~ N(u,c?).
Se X tiver distribuicio N(u,c?), )% terd distribui¢do N(0,1). Se A = [a,b] CIRe X ~ N(0,1),
entao

1 b 2
P(a<X<b):—/ e 2 dx.
- V2T Ja

A funcgdo f(x) = \/Lz—ﬂe_sz ndo tem primitiva na forma analitica portanto, nao é possivel aplicar
o Teorema Fundamental do Célculo Integral. Contudo, métodos de integracdo numérica podem ser
empregados para calcular integrais da forma acima e gerar tabelas de probabilidades.

O método proposto neste trabalho consiste em utilizar na Equagdo 2.19 extensdes intervalares F
eGparafef (), respectivamente, que, quando computados, produzam intervalos encapsuladores
para a probabilidade procurada.

A derivada de f de quarta ordem € dada por

Observa-se que as fungdes f e f 4) ndo sdo globalmente mondtonas. Assim, uma dificuldade

inicial € verificar quais os intervalos da reta onde f e f (4) 30 (localmente) monétonas.
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Construindo extensdes intervalares inclusdes monoténicas para f e /(%)

Estas construgdes sdo fundamentadas nos Exemplos 24 e 25.

(a) Determina¢do de uma extensao intervalar inclusdao monotdnica para f.
Sabe-se que 0 € o Unico extremo relativo (que é também absoluto) de f, e que a esquerda de

0, f € crescente e, a direita, f é decrescente. Pelo Exemplo 25 a fun¢do Fy definida por

( 2 2
eT,eT , se x>0,

FN(X):L —x* i
27 e 2 Je 2], se x¥<0,

2 2

xX° X

—max __’_
|| {2 2},1], se 0eX,

€ uma extensao intervalar inclusdo monotonica para f.

(b) Determinacao de uma extensao intervalar inclusdo monotonica para f “)

Sabe-se que os extremos relativos de f(4) sdo: by = —vV54++v10, bs =/5++v10, b3=0
(os maximos relativos), e bp = —v/5—+v10, b4 = /5 — /10 (0s minimos relativos). Tem-se

ainda que min(D(f™*))) = —co e max(D(f*)) = oo. Sejam By, By, ..., Bs intervalos disjuntos,
tais que b; € B; e B; = [b; — 8, bj+ &;]. Os C; sdo dados por: C| = [—eo,b) — 6],
Co = [bs+ 05,40 e C; = [bj—1 + 8i—1,b;i — ], i =2,...,5, onde §; sdo reais positivos.

Desta forma, o dominio de f*) pode ser escrito por:

D(f*) =CUB,UC, UB, UC3UB3UC4UB4UCsUBsUCs.
Dado X C D(f*)), encontra-se, como no Exemplo 25 os D; tais que,

X=DiUDyU---UD,, n<11.

Se D; = [d, d| C C; faga

G(ld,d)) = —

[exp(—((d)*)/2))((d)* — 6(d)* +3), exp(=((d)*)/2))((d)* —6(d)* +3)],

N

se f (4) ¢ crescente em D;, ou

G(ld,d)) = —

[exp(—((d)*)/2))((d)* —6(d)” +3),exp(—((d)*)/2))((d)* - 6(d)* +3)],

8



4.1 CALCULO DE PROBABILIDADES DE VARIAVEIS ALEATORIAS CONTINUAS 53

se f (4) ¢ decrescente em D;.

Observe que em ambos os casos,
FADy) = FY(D)) = G(Dy).

Se D; = [d,d] C B; faca

G(ld,d)) = jz_ﬂ

que € uma extensdo intervalar natural inclusdo monotonica de f 4. Tem-se, portanto, a

exp((=((Di)?)/2)((D)* ~6(D;)* +3),

seguinte fun¢do intervalar

G(X) = G(D;)UG(Dy)U---UG(Dy), n< 11
que € uma extensao intervalar inclusdo monotodnica para a funcao f “), pelo Exemplo 25.

As expressdes acima serdo utilizadas para calcular as probabilidades intervalares que aparecem
na Tabela NyR (0, 1), a seguir. Esta é uma tabela de probabilidades encapsuladas para uma varivel
X ~N(0,1). Nesta, os digitos menores que aparecem na tltima posic¢ao significam os limites infe-
rior e superior, respectivamente, dos intervalos. Por exemplo, O.993§ é o intervalo [0.9937,0.9938],
o qual significa que

PR(X <2.5) =[0.9937,0.9938].

A probabilidade real [Meyer83] é P(X < 2.5) = 0.9938. Esta tabela foi construida com o Al-
goritmo Normall fazendo a e b variarem em IR com a < b. Os B;, i = 1,2,...,5, foram calculados
usando-se uma versio do Método de Newton intervalar, de tal forma que w(B;) < 10719,

Os intervalos encapsuladores foram implementados como arquivo M de fungdes, sendo sua

chamada dada por
normall(a,b, p), (4.4)

Os parametros do procedimento normall(a,b, p) sao:

a = limite inferior do intervalo A,
b = limite superior do intervalo A,

p = nimero de subintervalos da parti¢ao de A.

Assim como na Exponencial, assume-se que F(a;_1),F(m(A;)) e F(a;) sdo intervalos degene-
rados de nimeros reais.
O algoritmo abaixo contém os passos para a computagdo de probabilidades intervalares para a

distribuicao Normal.
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Algoritmo Normal
(N1) Obtencéo das extensdes intervalares Fy(X) e G(X);
(N2) Instanciacdo de: a, b e p;

(N3) Realizacdo do procedimento: normall(a,b,p).
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Probabilidades Encapsuladas para a Fun¢@o de Distribui¢do Acumulada da N(0, 1)

Tabela MR (0, 1)

KN

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

-3.0

0.001%

0.001%

0.0013

0.0013

0.0013

0.0013

0.001%

0.001}

0.001}

0.001}

-2.9

0.0013

0.0013

0.0018

0.001%

0.001]

0.001¢

0.001¢

0.0013

0.0013

0.001%

-2.8

0.0028

0.0023

0.0023

0.002%

0.0023

0.002%

0.002%

0.002}

0.0079

0.0079

-2.7

0.0033

0.0034

0.0033

0.003?

0.003}

0.0039

0.002¢

0.002¢

0.0028

0.002/

-2.6

0.004/

0.004¢

0.004%

0.0043

0.0042

0.004}

0.0033

0.0038

0.003/

0.003¢

-2.5

0.0063

0.006}

0.0059

0.005%

0.005¢

0.005%

0.0053

0.005}

0.0039

0.0043

2.4

0.0082

0.0089

0.0078

0.007¢

0.007%

0.0072

0.0029

0.0068

0.006¢

0.006?

-2.3

0.010%

0.0103

0.010%

100
0.0999

0.009/

0.009%

0.009?

0.0083

0.008/

0.008;

2.2

0.0139

0.013¢

0.0133

0.0129

0.012¢

0.0123

0.0139

0.011]

0.011%

0.011}

-2.1

0.0173

0.0173

0.017}

0.0168

0.016?

0.0158

0.015%

0.015}

0.014/

0.0143

-2.0

0.0228

0.0223

0.021]

0.0212

0.020]

0.020?

0.0197

0.0193

0.018%

0.018%

-1.9

0.0288

0.028}

0.0273

0.0264

0.0262

0.025¢

0.0233

0.0243

0.0233

0.0233

-1.8

0.03%

0.035%

0.034%

0.033/

0.032¢

0.0323

0.0313

0.030%

0.030}

0.029%

-1.7

0.044¢

0.0437

0.0428

0.0413

0.04%9

0.040}

0.0393

0.038%

0.037¢

0.0368

-1.6

0.0543

0.053/

0.052/

0.051¢

0.0508

0.0493

0.048;3

0.047;

0.0463

0.045¢

-1.5

0.0663

0.0658

0.0643

0.063}

0.0618

0.0608

0.0594

0.0583

0.057}

0.05%

-1.4

0.0808

0.0793

0.0774

0.076%

0.0739

0.073¢

0.0722

0.0708

0.0693

0.0682

-1.3

0.096¢

0.095}

0.0933

0.091%

0.090?

0.088°

0.089

0.085%

0.0833

0.0823

-1.2

0.115}

0.113?

0.1113

0.109%

0.1073

0.1057

0.103

0.102)

0.1003

0.098¢

-1.1

0.135/

0.1333

0.131%

0.1293

0.1273

0.125}

0.123}

0.121}

0.119}

0.117}

-1.0

0.1587

0.1563

0.153

0.151¢

0.149?

0.146¢

0.144¢

0.142%

0.140}

0.1373

-0.9

0.184)

0.1813

0.1788

0.1762

0.173/

0.171}

0.168¢

0.166

0.163¢

0.161}

-0.8

0.2113

0.209

0.2067

0.2033

0.2003

0.197]

0.1949

0.192?

0.1893

0.1863

-0.7

0.2439

0.238)

0.2358

0.232]

0.229]

0.226]

0.223]

0.220]

0.217}

0.2148

-0.6

0.2743

0.278%

0.267;

0.264%

0.261}

0.257,

0.254/

0.2513

0.2483

0.245}

-0.5

0.3088

0.305)

0.3018

0.298}

0.294¢

0.2912

0.287%

0.284%

0.28}9

0.277¢

-0.4

6
0.3448

0.34%9

0.3373

0.333¢

300
0.3399

0.326%

0.3228

0.3192

0.315/

0.312)

-0.3

0.382}

0.3783

0.3743

0.370/

0.36,9

0.363%

0.359;

0.355/

0.35%9

0.3483

-0.2

0.4208

0.4169

0.4139

0.409}

0.4052

0.4013

0.3973

0.393¢

0.3898

0.38%

-0.1

0.460%

0.4563

0.4523

0.4483

0.444%

0.440%

0.436;

0.4328

0.428%

0.424]

-0.0

0.500]

0.496}

0.492}

0.488)

0.484}

0.480}

0.476}

0.472}

0.4682

0.4643
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Tabela MR (0, 1)
Probabilidades Encapsuladas para a Fun¢@o de Distribui¢do Acumulada da N(0, 1)

|z |

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0.0

0.5009

0.503

0.5089

0.5139

0.51%

200
0.5799

0.5239

0.5289

0.5313

0.533;

0.1

0.5399

0.5438

0.5478

0.5518

0.555]

0.559;

0.563¢

0.567

0.5713

0.575%

0.2

0.5793

0.583%

0.587}

0.5949

0.5943

0.598%

0.6028

0.606;

0.6103

0.614}

0.3

0.61%)

0.6218

0.625¢

0.6294

0.633)

0.636]

0.6408

0.6443

0.648}

0.651%

0.4

0.655;

0.659}

0.6628

0.6667

0.670}

0.673/

0.6773

0.6803

0.684%

0.6859

0.5

0.6913

0.6939

0.69%3

0.7039

0.7053

0.7083

0.7123

0.715}

0.719}

0.7223

0.6

0.7258

0.729}

0.732%

0.735]

0.7339

0.7422

0.745%

0.748%

0.751%

0.7539

0.7

0.758}

0.761%

0.7643

0.767%

0.770%

0.773%

0.7763

0.779%

0.7823

0.7853

0.8

0.7882

0.791}

0.793¢

0.7963

0.7998

0.802%

0.8052

0.8074

0.8108

0.8133

0.9

0.81%9

0.818¢

0.8213

0.8239

0.826%

90
0.8239

0.8313

0.8319

0.836;

90
0.8339

1.0

0.841%

0.8438

0.8467

0.8483

0.8503

0.8532

0.855]

0.857]

600
0.8399

0.862%

1.1

0.864%

0.866

0.8687

0.8708

0.8724

0.8739

0.8729

0.87g9

0.88.9

0.8839

1.2

0.8839

0.8864

0.888%

0.890/

0.892¢

0.894%

0.8967

0.8959

0.8993

0.9013

1.3

0.9032

0.9039

0.906

0.9083

0.9093

0.9113

0.913)

0.9147

0.9163

0.9178

1.4

0.9193

0.920%

0.922%

0.923/

0.925}

0.926;

0.927;

0.9293

0.9308

0.9313

1.5

0.9332

0.9343

0.9358

0.93%

0.9383

0.9393

0.940]

0.941%

0.9439

0.944]

1.6

0.9453

0.946%

0.9474

0.948;3

0.9493

0.9508

0.951$

0.952¢

0.953¢

0.954;

1.7

0.955]

0.956%

0.9573

0.958?

0.959}

600
0.9399

0.9608

0.961]

0.9623

0.9633

1.8

0.964}

0.964¢

0.965/

0.966°

0.9672

0.967

0.968°

0.9693

700
0.9¢99

0.970;

1.9

0.9713

0.973%

0.972¢

0.973%

[0.9733

0.974;

0.975}

0.975%

0.9763

0.976%

2.0

0.9773

0.9778

0.978%

0.978)

0.979%

0.979)

0.980%

0.9808

0.9813

0.981]

2.1

0.9822

0.982¢

0.9839

0.9833

0.9833

0.9843

0.984/

0.9839

0.985%

0.9858

22

0.986,

0.9863

0.9865

0.9877

0.9873

0.987%

0.988)

0.988%

0.988]

0.9829

23

0.9893

0.989

0.9899

0.990}

0.9904

0.9907

0.9909

0.991%

0.991%

0.991%

24

0.9913

0.992}

0.9923

0.9923

0.992/

0.992¢

0.993}

0.9933

0.993;

0.993/

2.5

0.9938

0.994

0.9942

0.9943

0.9943

0.994]

0.9943

0.993

0.995)

0.9953

2.6

0.995%

0.9953

0.995/

0.9958

0.9959

0.99%9

0.996

0.9963

0.9964

0.996;

2.7

0.9968

0.996/

0.9965

0.996¢

0.99%

0.997}

0.9972

0.9972

0.9973

0.9974

2.8

0.9973

0.997¢

0.997¢

0.997]

0.9978

0.997

0.997

0.9980

0.998}

0.998}

29

0.998%

0.998%

0.9983

0.998%

0.998%

0.998;

0.998;

0.998¢

0.998¢

0.998/

3.0

0.9987

0.9987

0.9988

0.9988

0.9983

0.998)

0.998)

0.99%

0.999

0.99%
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Os exemplos a seguir sdo aplicagdes do método. Os resultados para a Normal foram calculados
no Matlab [MatLab04], usando a biblioteca IntLLab [Rump06] e a Fun¢do 4.4, nos formatos short
(precisdo simples) e 1ong (precisdo dupla). No caso das probabilidades intervalares, os calculos

sdo realizados sem e com o uso da Tabela Ny (0, 1), proposta nesta tese.

Exemplo 33. As probabilidades abaixo sdo calculadas usando a Tabela da distribuicao N(0,1) em
[Meyer83] e a Tabela Nyjp(0, 1) deste trabalho.

(i) P(X <0)=0.5000;
Prr(X <0) = [0.5000,0.5000].
Tempo de Processamento: 0.0940s.

(ii)) P(X <1.23) =0.8907;
PrR(X <1.23) = [0.8906,0.8907].
Tempo de Processamento: 17.2030s.

(i) P(X < —0.12) = 0.4522;
PyR(X < —0.12) = [0.4522,0.4523].

Tempo de Processamentos: 17.1880s.

(iv) P(0.16 <X <2.43) =0.9925—0.5636 = 0.4289;
Prr(0.16 < X <2.43) = [0.9924,0.9925] — [0.5635,0.5636] = [0.4288,0.4290].
Tempo de Processamentos: 17.2500s.

(v) P(—2.15<X < 1) =0.8413 —0.0158 = 0.8255;
Prr(—2.15 < X < 1) = [0.8413,0.8414] — [0.0157,0.0158] = [0.8255,0.8257].

Tempo de Processamentos: 17.2970s.

(vi) P(X >0)=1-P(X <0)=0.5000;
Prr(X > 0) = [1,1] —[0.5000,0.5000] = [0.5000,0.5000].
Tempo de Processamentos: 0.1100s.

(vil) PX>1)=1-P(X <1)=1-0.8413=0.1587;
PIRX >1) =[1,1] - Ppr(X < 1) = [1,1] —[0.8413,0.8414] = [0.1586,0.1587].
Tempo de Processamentos: 17.2500s.

(viii) P(X > —-13)=1—-P(X < —1.3) =1-0.0968 = 0.9032;
PR(X > —1.3) =[1,1] = Pr(X < —1.3) =[1,1] — [0.0968,0.0969] = [0.9031,0.9032].
Tempo de Processamentos: 17.3590s
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Exemplo 34. A duracao de um certo tipo de pneu, em quilémetros rodados, € uma varidvel normal
com duragdo média 60000km e desvio-padrao de 10 000km.

(a) Qual € a probabilidade de um pneu durar entre 63 500km e 70 000km?
(b) Qual é a probabilidade de um pneu durar entre 50 000km e 70 000km?
(¢) Qual é a probabilidade de um pneu durar exatamente 65 555km?

(d) Qual é a probabilidade de um pneu escolhido ao acaso durar mais de 75000km?
Solucao.
(a) Seja B = {63500 < X < 70000}. Logo, P(63500 < X < 70000) = P(B).
P(63500 < X <70000) = P(035<Z<1) 4.5)
= Fz(1)—Fz(035)—P(Z=1)
— Fy(1)—F2(035),

Em (4.5), Fz é a funcdo de distribui¢do acumulada de uma N(0, 1). Portanto,

(i) Probabilidade real
Precisdo simples: P(B) = 0.2045 = py,
Precisdo dupla: P(B) = 0.20451409489292 = p;.

(ii) Probabilidade encapsulada = normal1(0.35, 1.00, 50)
Precisdo simples: PR (B) = [0.2045,0.2046] = Py,
Precisdo dupla: PR (B) = [0.20451409489283,0.20451409489302] = P;.
Tempo de processamento: 16.485s.

Os célculos seguintes sao realizados, em precisdo simples, utilizando as probabilida-
des intervalares da Tabela Ny (0, 1) e a subtragdo intervalar.

PR(Z <1)=1[0.8413,0.8414],

PR (Z <0.35) = [0.6368,0.6369],

logo,
PR(0.35<Z <1)=[0.8413,0.8414] — [0.6368,0.6369] = [0.2044,0.2046] = P;.

Tem-se que:

w(P;) = 0.0002 > w(P;) = 0.0001,

P C P,
prE€Pi,prpeP,pr €.
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b) Seja C = {50000 < X < 70000}. Logo, P(50000 < X < 70000) = P(C).

(i) Probabilidade real
Precisdo simples: P(C) = 0.6827 = py,
Precisdo dupla: P(C) = 0.68268949213709 = p;.
(ii) Probabilidade encapsulada = normall(-1.00, 1.00, 50)
Precisdo simples: PR (C) = [0.6826,0.6827] = Py,
Precisdo dupla: PR (C) = [0.68268949207779,0.68268949219732] = P».
Tempo de Processamento: 16.969s

(iii) Cdlculo da probabilidade encapsulada com valores da Tabela Npjp (0, 1).

PR(Z < 1) =[0.8413,0.8414],

PR (Z < —1) = [0.1586,0.1587),

logo,

PR(-1<Z<1) = [0.8413,0.8414] —[0.1586,0.1587]
= [0.6826,0.6828] = P;,

com w(P3) = 0.0002. Assim, w(P3) > w(P;).
¢) Seja D = {X = 65555}. Portanto, P(X = 65555) = P(D).

(i) Probabilidade real
Precisdo simples: P(D) = 0.0000 = p,
Precisdo dupla: P(D) = 0.00000000000000 = p;.
(ii) Probabilidade encapsulada = normal1(0.5555, 0.5555, 50).
Precisdo simples: PR (D) = [0.0000,0.0000] = Py,
Precisdo dupla: PR (D) = [0.00000000000000,0.00000000000000] = P;.
Tempo de Processamento: 16.2350s.

(iii) Calculo da probabilidade encapsulada com valores da Tabela Npr (0, 1).

PHR(X = 65555) = PHR(Z = 0.5555)
= FHR(().56) — FHR(O.56)
= [0.7088,0.7089] — [0.7088,0.7089]
= [—0.0001,0.0001] =P
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Neste caso, diferentemente da probabilidade real, o intervalo encapsulador, P; ndo é

zero e sim contém o zero, o que decorre da definicdo da subtragdo intervalar.
d) Seja E = {X > 75000}. Logo, P(X > 75000) = P(E).

(i) Probabilidade real
Precisdo simples: P(E) = 0.0668 = py,
Precisdo dupla: P(E) = 0.06680720126886 = p;.

(ii) Probabilidade encapsulada = 0.5-normal1(0, 1.5, 50).
Precisdo simples: PR (E) = [0.0668,0.0669] = P;,
Precisdo dupla: PR (E) = [0.06680720126054,0.06680720127720] = P>.

Tempo de Processamento: 17.3910s.

(iii) Cdlculo da probabilidade encapsulada com valores da Tabela N (0, 1).

PR(X >75000) = PR(Z>1.5)
[L1]-AR(Z < 1.5)

= [1,1]-[0.9331,0.9332]
[0.0668,0.0669] = P

Portanto, py € P,,p1 € 3, pp € P,,PI =P

Exemplo 35. Suponha que X tenha a distribui¢ao N(2,0.16). Calcule as seguintes probabilidades:
(a) P(X >2.3);

(b) P(1.8<X <2.1).

Solucio.

a) P(X >2.3)=P(Z>0.75)

(i) Probabilidade real
Precisao simples: 0.2266 = p;,
Precisdo dupla: 0.22662735237687 = p;.

(ii) Probabilidade encapsulada = 0.5 - normal1(0, 0.75, 50)
Precisdo simples: [0.2266,0.2267] = Py,
Precisdo dupla:[0.22662735237686,0.22662735237688] = P;.
Tempo de Processamento: 16.8430s.
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(iii) Cdlculo da probabilidade encapsulada com valores da Tabela Npr (0, 1).

AR(X >23) = AR(Z=>075)
[1,1] - PR (Z < 0.75)
= [1,1]—[0.7733,0.7734]
[0.2266,0.2267) = P.

Tem-se que: p; € P,p1 € P3,p2 € P.
(b) P(1.8<X <2.1)=P(-0.5<Z<0.25).

(i) Probabilidade real
Precisao simples: 0.2902 = p;,
Precisdo dupla: 0.29016878695694 = p,.

(ii) Probabilidade encapsulada = normall(-0.5, 0.25, 50)
Precisdo simples: [0.2901,0.2902] = Py,
Precisdo dupla: [0.29016878695693,0.29016878695695] = P;.
Tempo de Processamento: 16.8430s.

(iii) Cdlculo da probabilidade encapsulada com valores da Tabela Npg (0, 1).

AR(1.8<X <2.1) = PAR(—-0.5<Z<0.25)
= [0.5987,0.5988] — [0.3085,0.3086]
= [0.2901,0.2903] = P;.

Tem-se que: p1 € P,p1 € P3,p2 € P.

4.1.3 Distribuicao Uniforme
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A distribuicdo Uniforme possui densidade com primitiva na forma analitica, entretanto valores da

probabilidade podem nao ser representdveis em computadores.

A densidade de uma Uniforme X no intervalo A = [a,b] é

1

fx)=4 b—a
0, x ¢ la,b].

, X€Ela,b],

Seja B = [c¢,d] C IR. Para calcular P(c < X < d) tem-se as seguintes situacdes possiveis:

(i) Sed <a,
P(c<X <d)=0.
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(ii) Sec<a<d <,

Plc<X <d)=Pla<X <d) /d L g4
C = a = X = .
= == P

(iii) Sea<c<b<d,
Plc<X <d)=P(c <X <b) /b Logpbze
C = C = X = .
- - = c b—a b—a
@iv) Sea<c<d<b,
d 1 d—c
Ple<X<d)=Plc<X<d)= dx = .
(c<X<d)=Ple<X<d)= [ ——dv=1—"
(v) Sec<a<b<d,
Plc<X <d)=Pla<X <b) /b L jpobza
C = a = X = = ].
- - = a b—a b—a

(vi) Sec > b,
Plc<X <d)=0.

Analisando as probabilidades acima, observa-se que os cdlculos anteriores poderiam ter sido
realizados através da seguinte defini¢ao:

Definicao 4.1.1.

Plc<X <d)= b—a ’

onde w € o didmetro do intervalo.

A densidade da Uniforme tem primitiva na forma analitica, portanto, pelo Teorema Fundamen-

tal do Calculo Integral, pode-se calcular qualquer integral definida, por exemplo

d
P(lc <X <d) :/ f(x)dx,
c
diretamente desta primitiva.

Exemplo 36. Um ponto é escolhido ao acaso no segmento de reta [0,3]. Qual é a probabilidade de
que o ponto escolhido esteja entre 1 e 2?7

Solucio. Fazendo X representar a coordenada do ponto escolhido, tem-se que

x €[0,3],

1
flx)=4¢ 3
0, x¢10,3].
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Portanto,
PI<X<2) /21d !
- = 13 3

Entretanto, a existéncia da primitiva na forma analitica ndo impediu a ocorréncia de proble-
mas numéricos relacionados com o cdlculo das integrais, como visto no exemplo acima, os quais
justificam a busca para um intervalo encapsulador para a probabilidade real. Lembrando que

1
3= 0.3333...10 =0.0101-- -,
0 que ndo tem representacdo interna exata.

A defini¢do a seguir, a fungao UNIF, € uma proposta de como calcular um intervalo encapsu-

lador para probabilidades da Uniforme no intervalo |a,b]. Enfatiza-se que UNIF é uma extensdo

intervalar inclusdo monotoOnica.

Definicao 4.1.2. Encapsulando Probabilidades para a Uniforme.
w([c,d]N]a,b]) w(lc,d]N[a,b])
b—a ’ b—a

Se [c,d] N ]a,b] = 0,entdo UNIF (c¢,d) = Og.
UNIF , definida com suporte na Matemadtica Intervalar [Moore66, Moore79, MKC09] e na Arit-
mética de Exatidio Maxima [Campos97, Kulisch0O8, KulMir81, KulMir86], d4 o intervalo de menor

amplitude para encapsular probabilidades para a distribuicao Uniforme.

UNIF(c,d) = | 1, [e,d] N [a,b] 0.

O intervalo UNIF foi implementado no Matlab [MatLab04], como arquivo M de func¢des usan-
do a biblioteca IntLab [RumpO1, Rump06]. Sua chamada é

dunif(a,b,c,d) (4.6)
cujos parametros sao:
a = limite inferior do intervalo A,
b = limite superior do intervalo A,

¢ = limite inferior do intervalo [c,d],

d = limite superior do intervalo [c,d].

O algoritmo a seguir sumariza o procedimento para obtencdo de probabilidades encapsuladas

para a Uniforme.

Algoritmo Uniforme

(U1) Instanciacdo de: a, b, ¢, d;

(U2) Realizacgdo do procedimento: dunif(a,b,c,d).
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O exemplo a seguir resolve o problema anterior sobre a Uniforme, encapsulando probabilidades

nos formatos short e long .

Exemplo 37. (i) Probabilidade real: P(1 < X <?2),
Precisdo simples: 0.3333,
Precisdo dupla: 0.33333333333333.

(ii) Probabilidade encapsulada = dunif(0,3,1,2)
Precisdo simples: [0.3333,0.3334],
Precisdo dupla: [0.33333333333333,0.33333333333334].
Tempo de Processamento: 0.0460s.

Ainda neste exemplo, qual é a probabilidade de que o ponto escolhido esteja entre 1/2 e 4/7?

(i) Probabilidade real: P(1/2 <X <4/7),
Precisdoo simples: 0.0238,
Precisao dupla: 0.02380952380952.

(ii) Probabilidade encapsulada: dunif(0,3,1/2,4/7)
Precisdo simples: [0.0238,0.0239],
Precisdo dupla: [0.0238095238095,0.02380952380953].

Tempo de Processamento: 0.0630s.



CAPITULO 5

Conclusoes, Contribuicoes e Trabalhos Futuros

O objetivo principal desta tese foi propor um método para calcular intervalos encapsuladores ou
probabilidades autovaliddveis ou probabilidades encapsuladas ou ainda probabilidades intervalares
para as varidveis Exponencial, Normal Reduzida e Uniforme. No caso da Exponencial e Normal
Reduzida, o método proposto usou Simpson Intervalar de Caprani et al [CMNO2]. A Uniforme,
devido ao fato de ter derivada de ordem quatro nula, teve uma forma diferente de encapsular pro-
babilidades. Portanto, nesta tese, resultados da Matematica Intervalar e da Aritmética de Exatidao
Mixima foram aplicadas em um problema particular, como um estudo de caso, que foi o cédlculo
de probabilidades intervalares para a Exponencial, Normal Reduzida e Uniforme. Uma tabela
de probabilidades encapsuladas para Ny (0, 1) foi computada. A metodologia aqui proposta foi
implementada no IntLab [Rump06] e resultados numéricos ilustraram os tedricos. Adicionalmente
intervalos autovaliddveis foram computados para probabilidade condicional.

As principais contribui¢des desta tese sao:

(i) Campos [Campos97, Campos00] definiu uma probabilidade intervalar e aplicou os resul-
tados obtidos no cdlculo de probabilidades para varidveis aleatdrias discretas. Entretanto,
em seus trabalhos, ndo foi feita qualquer alusdo ao cédlculo de probabilidades condicionais
ou independéncia com o enfoque intervalar. Nesta tese € proposta uma defini¢do de pro-
babilidade condicional intervalar e uma propriedade da probabilidade intervalar de eventos

independentes. Exemplos numéricos ilustram os resultados teéricos propostos.

(ii) Implementacdo, no Maple 8.0 [Maple(02], das representacdes geométricas das operagdes a-
ritméticas, intersec¢do, unido, unido convexa e dos elementos topolégicos no espaco dos
intervalos. As figuras 1 a 10 sd3o comuns em textos sobre Matematica Intervalar. Nao € o
caso para as de numeros 11 a 19, que correspondem a representacdo de resultados topoldgicos

basicos, com intervalos. Estes resultados encontram-se no Apéndice A.

(iii) Construcao de extensdes intervalares inclusdes monotdnicas para as fungdes densidades Ex-
ponencial, Normal Reduzida e Uniforme; criacdo e implementagado de bibliotecas com proce-
dimentos para calcular probabilidades intervalares para as distribuicdes Exponencial, Normal
Reduzida e Uniforme. Os calculos intervalares foram realizados no MatLab [MatLab04], u-
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sando o IntLab 5.3 [Rump06]. Todos os procedimenos para obter estes resultados encontram-
se no Apéndice B.

A Tabela Ny (0,1) € similar a encontrada em Meyer [Meyer83] s6 que a mesma apresenta
probabilidades intervalares ou intervalos encapsuladores para uma N(0,1). Se os célculos
forem realizados com intervalos e for necessario um valor real, basta, com os resultados da

Tabela MR (0, 1), tomar o ponto médio do intervalo.

Como trabalhos futuros citam-se:

(@

(ii)

(1ii)

(iv)

(v)

(vi)

Propor, se possivel, versdes intervalares para o chamado Teoremas da Multiplicacao de Pro-
babilidades e da Probabilidade Total.

Estudar o conceito de independéncia no caso de mais do que dois eventos. No caso real, a
operacao aritmética multiplicacdo € usada. Esta operacdo no espaco dos intervalos aumenta

o intervalo resposta.

Calcular probabilidades intervalares, ou intervalos encapsuladores, para outras varidveis alea-

torias continuas.

Além da Normal, outras varidveis aleatérias, de grande aplicabilidade na Estatistica, tém

tabelas. Construir tabelas com probabilidades encapsuladas para estas.

O Meétodo de Simpson intervalar ndo considera o caso onde o integrando é uma extensao

intervalar. Analisar quais as vantagens e desvantagens de se considerar este caso.

Seja (Q,.7) um espago mensuravel e (IR, %) a reta com Z(IR) sendo a o-dlgebra de Borel.
X (w) é uma fung¢do o7 - mensuravel ou uma varidvel aleatéria se {w | X(w) € B} € &/ ,VB €
%(IR). Ou, equivalentemente, se X ! (B) = {w € Q | X(w) € B} é um conjunto mensurdvel
em €. Fazendo uma analogia com este resultado, aparentemente poderia se ter o seguinte:
Seja (Q,.27) um espago mensurdvel e (IIR, Z(IIR)) o espago dos intervalos com Z(IIR)
sendo a o-adlgebra de Borel gerada pelos abertos de IIR. Como <IIR, d> é um espaco métrico,
os abertos podem ser gerados pela métrica. Xpr (w) € uma fungio ./ - mensurdvel ou uma
varidvel aleatoria intervalar se {w | X[[r (w) € IB} € &/ ,VIB € (IIR). Ou, Xﬁé (IB)={we
Q | Xyr (w) € IB} é um conjunto mensurdvel em Q. Analisar este fato e mapear resultados

da Teoria da Medida e Integracao considerando IIR.
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APENDICE A

Implementacao Intervalares no Maple

Este apéndice apresenta implementacdes no Maple 8.0 [Maple02] das representagdes geométrica
das operacdes aritméticas, interseccdo, unido, unido convexa e dos elementos topolégicos.

Os programas abaixo foram imlementados no Maple 8.0 [Maple02] e geram graficos represen-
tativos das operagdes de Adicdo, Subtracdo, Multiplicagdo, Divisdo, Negativo, Reciproco, Inter-
seccdo, Unido, Unido Convexa, Bola Aberta, Bola Fechada e Esfera em IIR.

A.1 Representacao geométrica das operacoes aritméticas entre intervalos

Os programas geosoma, geosub, geomul, geodiv que correspondem respectivamente as
operagdes entre os intervalos A = [a, b] e B = ¢, d] de adi¢do, subtragdo, multiplicagdo, divisdo
necessitam de quatro parametros de entrada, os extremos a, b, ¢, d, nesta ordem, de A e B. Por
exemplo, a represent¢do gréfica da adi¢do entre A e B € gerada por geosoma (a, b, c,d).

Os programas geoposto e geoinv que correspondem ao negativo e ao reciproco, respecti-
vamente do intervalo A precisam de dois pardmentros de entrada, os extremos a, b, nesta ordem,

de A. Por exemplo, a representacio do negativo de A € gerada por geoposto (a, b).
geosoma.msw

> #0 procedimento geosoma determina um esbog¢o grafico da Adigéao
#entre os intervalos A=[a, b] e B=[c, d].

> #Representacgdo Geométrica da Adigdo de Intervalos.

>

>with (plots) :

>

> geosoma:=proc(a,b,c,d)

> plotsetup (ps,plotoutput="intsoma.ps‘, plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm");
h:=max (abs (a), abs(b), abs(c),abs(d),abs (a+c),abs (b+d)) :
w:=plot (y=x, x=—(h+2) ..h+2); td:=textplot([0.25,h+2,"y"]):

if (a<=b and c<=d)
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then

polyl:=[la,b], [a,al, [b,b]];
poly3:=[lc,d], [c,c], [d,d]];
poly2:=[[a+c,atc], [b+d, b+d], [a+tc,b+d]];

z:=polygonplot (polyl, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);
z1l:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=0,color=grey,linestyle=3);
z2:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=3,color=grey,linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2, thickness=3
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"A"],align={ABOVE,LEFT}) ;
t2:=textplot([c,d,"B"],align={ABOVE, LEFT});

tl:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]);

t3:=textplot ([atc,b+d, "A+B"],align={ABOVE, LEFT}) ;

return display([w,m,t,zl,2z2,z,tl,t2,t3,t4]);

printf (" A=[%.3f,%.3f];\n B=[%.3f,%.3f];\n A+B=[%.3f,%.3f];\n"
,a,b,c,d,atc,b+d);
else

print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");

end if;

end:
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geosub.msw

> #Representacdo Geométrica da Subtragdo entre Intervalos
> #0 procedimento geosub determina um esbogo grafico para a Subtracao
> f#entre os intervalos A=[a, b] e B=[c, d].
>
with (plots):

>

>

> geosub:=proc(a,b,c,d)

> plotsetup (ps,plotoutput="intsub.ps', plotoptions="‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm?'); h:=max (abs (a), abs(b), abs(c),abs(d),abs(a-d),abs(b-c)):

> w:=plot (y=x,x=—(h+2)..h+2); td:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):

> if (a<=b and c<=d)

> then

> m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2, thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));

> polyl:=[[a,b]l, [a,a], [b,b]];

> poly2:=[[c,d], [c,c], [d,d]];

> poly3:=[[a-d,a-d], [b-c,b-c], [a-d,b-c]];

> z:=polygonplot (polyl, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);

> z1l:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);

> z2:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=3, color=grey, linestyle=3);

> t:=textplot ([a,b,"A"],align={ABOVE,LEFT}) ;

> t2:=textplot([c,d,"B"],align={ABOVE, LEFT});

> tl:=textplot ([h+1l,h+2,"IIR"]);

> t3:=textplot([a-d,b-c,"A-B"],align={ABOVE,LEFT});

> return display([w,m,t,z1,22,2z,tl,t2,t3,t4]),printf (" A=[%.3f,%.3f];\n
B=[%.3f,%.3f]; \n A-B=[%.3f,%.3f];\n" ,a,b,c,d,a-d,b-c);

> else

> print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.")

> end if;

>  end:

4
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geomult.msw

#0 procedimento geomul determina um esbo¢o grafico para a Multiplicacgéo

#entre os intervalos A=[a, b] e B=[c, d].
#Representacdo Geométrica da Multiplicacdo de Intervalos
with (plots):

geomul:=proc(a,b,c,d)
plotsetup (ps,plotoutput="intmult.ps', plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm");
h:=max (abs (a), abs(b), abs(c),abs(d),abs (a*xc),abs (a*d),abs (b*xc),abs (bxd)) :
w:=plot (y=x, x=— (h+2) ..h+2); td:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
if (a<=b and c<=d)
then
m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2) ..h+2,y=-(h+2)..h+2, thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));

polyl:=[[a,b]l, [a,a], [b,b]];

poly2:=I[I[c,d], [¢c,c], [d,d]];

poly3:=[[m1n a*c,a*d,b*xc,bxd),max (a*c,a*d,bxc,bxd) ], [min (a*c,a*d, b*c,
bxd) ,min (axc,axd,bxc,bxd) ], [max (a*c,a*d,b*c,bxd),max (a*xc,axd,bxc,bxd)]1];

z:=polygonplot (polyl, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);
z2:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=0, color=grey,linestyle=3);
z3:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=2, color=grey, linestyle=3);
t:=textplot([a,b,"A"],align={ABOVE,LEFT});

tl::textplot([h+1 h+2,"IIR"]);
t2:=textplot([c,d,"B"],align={ABOVE, LEFT}) ;

t3:=textplot (

align={ABOVE, LEFTY}) ;

return display([w,m,t,z3,2z2,z,tl,t2,t3,t4]);

printf (" A=[%.3f,%.3f];\n B=[%.3f,%.3f];\n C=[%.3f,%.3f];\n" ,a,b,c,d,

min (axc,axd,bxc,b*xd),max (axc,ard,b*xc,b*d));

[mln(a*c,a*d,b*c,b*d),max(a*c,a*d,b*c,b*d),"A.B"],

else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:
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geodiv.msw

#0 procedimento geodiv determina um esbo¢o grafico para a Diviséo

#entre os intervalos A=[a, b] e B=[c, d].

#Representacdo Geométrica da Divisdo de Intervalos
with (plots):

geodiv:=proc(a,b,c,d)
plotsetup (ps,plotoutput="intdiv.ps"', plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm?');
h:=max (abs (a), abs(b), abs(c),abs(d),abs(a/c),abs(a/d),abs(b/c),abs(b/d)):
w:=plot (y=x,x=—(h+2)..h+2); td:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
if (a<=b and c<=d)
then
if (c>0 or d<0)
then
m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
polyl:=[[a,bl, [a,al, [b,b]];
poly2:=[[c,d], [c,c], [d,d]];
poly3:=[[min(a/c,a/d,b/c,b/d),max(a/c,a/d,b/c,b/d)], [min(a/c,a/d,b/c,b/d),
min(a/c,a/d,b/c, b/d)], [max(a/c,a/d,b/c,b/d),max(a/c,a/d,b/c,b/d)1]1;
z:=polygonplot (polyl, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);
z2:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=0, color=grey, linestyle=3);
z3:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=3, color=grey, linestyle=3);
t:=textplot ([a,b,"A"],align={ABOVE,LEFT}) ;
t3:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]);
tl:=textplot([c,d,"B"],align={ABOVE, LEFT});
t2:=textplot ([min(a/c,a/d,b/c,b/d),max(a/c,a/d,b/c,b/d),"A/B"],
align={ABOVE, LEFT});
return display([w,m,t,z3,2z2,z,tl,t2,t3,t4]);
printf (" A=[%.3f,%.3f];\n B=[%.3f,%.3f];\n C=[%.3£,%.3f];\n" ,a,b,c,d,
min(a/c,a/d,b/c,b/d),max(a/c,a/d,b/c,b/d));
else
" A divisdo ndo estd definida. 0 pertence a B ";
end if;
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:
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geoposto.msw

#0 procedimento geoposto determina um esbog¢o gradfico para o Negativo do

#intervalo A=[a,b].

#Representacdo Geométrica de Negativo de um Intervalo.
with (plots):
geoposto:=proc(a,b)

plotsetup (ps,plotoutput="intopost.ps’,plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm");

h:=max (abs (a), abs(b)): w:=plot (y=x,x=-(h+2)..h+2);
if (a<=b)

then

poly:=[la,bl, [a,al, [b,b]];

polyl:=[[-b,-al, [-a,-al, [-b,-b]];

z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=grey,thickness=0, linestyle=3);
zl:=polygonplot (polyl, axes=normal, color=grey,thickness=3,linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot ([a,b,"A"],align={ABOVE, LEFT}) ;
tl:=textplot([h+1,h+2,"IIR"]);
t2:=textplot([-b,-a,"-A"],align={ABOVE, LEFT});

t3:=textplot ([0.25,h+2, "y"1);

return display([w,z,zl,m,t,tl,t2,t3]),printf (" A=[%.3f,%.3f];\n
-A=[%.3f,%.3f];\n",a,b,-b,-a);
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:
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geoinv.msw

#0 procedimento geoinv determina um esbo¢o grafico para o Reciproco

#do intervalo A=[a,b].

#Representacdo Geométrica do Reciproco de um Intervalo.

with (plots):

geoinv:=proc (a,b)

plotsetup (ps,plotoutput=‘intinv.ps', plotoptions="‘colour=cmyk,width=7.5cm,

height=7.5cm?'); h:=max (abs (a),abs (b), abs(l/a), abs(l/b)):

w:=plot (y=x,x=-(h+2)..h+2); t3:=textplot ([0.25,h+2,"y

if (a<=b)
then
if (a>0 or b<0)
then
poly:=[la,b], [a,al, [b,b]];
polyl:=[[1/b,1/al, [1/a,1/al, [1/b,1/b]l];

"]):

z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=grey,thickness=0, linestyle=3);
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zl:=polygonplot (polyl, axes=normal, color=grey,thickness=3,linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,

optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));

t:=textplot ([a,b,"A"],align={ABOVE,LEFT}) ;
tl:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]);
t2:=textplot([1/b,1/a,"1/A"],align={ABOVE, LEFT});
return display([w,z,zl,m,t,tl,t2,t3])

;
printf(" A=[%.3f,%.3f];\n 1/A=[%.3f,%.3f]1;\n",a,b,1/b,1/a);

else
" Ndo existe o reciproco de A. 0 pertence a A.";
end if;
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior,
end if;

end:

tente novamente.")

14
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A.2 Representacio geométrica das operacoes entre intervalos como

conjuntos

Os programas geoint, geouni e geounicon que correspondem respectivamente as opera-
¢des entre os intervalos A = [a, b] e B = [c, d| de intersec¢do, unido e unifio convexa necessitam de

quatro parametros de entrada, os extremos a, b, c, d, nesta ordem, de A e B.
geoint.msw

> #0 procedimento geoint determina o esbog¢o gradfico da Interseccdo
# entre os intervalos A=[a,b] e B=[c,d].
> #Representacdo da Interseccgéao.
>
> with(plots):
>
> geoint:=proc(a,b,c,d,nl,n2)
> plotsetup (ps,plotoutput=‘intint.ps',plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm"'); h:=max (abs(a),abs(c),abs(b),abs(d)):

> w:=plot (y=x,x=-(h+2) ..h+2);
> t3:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
> if (a<=b and c<=d)
> then
> if max(a,c) <= min (b, d)
> then
> polyl:=[[a,bl, [a,a]l, [b,bl];
> poly2:=[[max(a,c),max(a,c)], [min(b,d),min(b,d) ], [max(a,c),min(b,d)]11];
> poly3:=[lc,d], [c,c], [d,d]];
> z:=polygonplot (polyl, axes=normal, color=grey,thickness=0, linestyle=3);
> zl:=polygonplot (poly2, axes=normal,color=grey,thickness=3,linestyle=3);
> z2:=polygonplot (poly3, axes=normal,color=grey,thickness=0, linestyle=3);
> m:=inequal ({x<=y}, x=—(h+2) ..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white) );
> t:=textplot([[a,b,"A’],[c,d,’B’"]],align=ABOVE) ;
> tl:=textplot ([max(a,c),min(b,d),’"I"],align={ABOVE,LEFT});
> t2:=textplot ([h+1l,h+2,"IIR"]);
> return display([w,z,z1l,z2,m,t,tl,t3]),printf (" A=[%.3f,%.3f];
\n B=[%.3f,%.3f]; \n I=[%.3f,%.3f];\n",a,b,c,d,max(a,c),min(b,d));
> else
> "Interseccao vazia.";
> end if
> else
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> print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
> end if;

> end:
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geouni.msw

#0 procedimento geouni determina o esbog¢o grafico da Unido entre os

intervalos A=[a,b] e B=[c,d].
#Representacgdo Geométrica da Unido de Intervalos.
with (plots):

geouni:=proc(a,b,c,d)
plotsetup (ps,plotoutput="intuni.ps', plotoptions=‘colour=cmyk,width=7.5cm,
height=7.5cm"); h:=max(abs(a),abs(c),abs(b),abs(d)):
w:=plot (y=x,x=—(h+2)..h+2); tO0:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
if (a<=b and c<=d)

then
if max(a,c) <= min (b, d)
then
polyl:=[la,b], [a,a], [b,b]];
poly3:=[l[c,d], [c,c], [d,d]];
poly2:=[[min(a,c),min(a,c)], [max(b,d),max(b,d) ], [min(a,c),max(b,d)11;

z:=polygonplot (polyl, axes=normal, thickness=0,color=grey, linestyle=3);
zl:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=0,color=grey, linestyle=3);
z2:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=3,color=grey, linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([[a,b,’A’"], [c,d,"B’"]1],align={ABOVE, LEFT});
tl:=textplot ([min(a,c),max(b,d),’U’],align={ABOVE,LEFT});
t2:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]);
return display([w,z,2z1l,z2,m,t,tl,t2,t0]),printf (" A=[%.3f,%.3f];
\n B=[%.3f,%.3f]; \n U=[%.3f,%.3f];\n",a,b,c,d,min(a,c),max(b,d));
else
"interseccdo vazia, ndo é definida a unido.";
end if
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:
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geounicon.msw

#0 procedimento geounicon determina o esbo¢o gradfico da Unido Convexa entre

# os intervalos A=[a,b] e B=[c,d].
#Representacgdo Geométrica da Uniao Convexa
with (plots):

geounicon:=proc(a,b,c,d)
plotsetup (ps,plotoutput="intuniconv.ps‘',plotoptions=‘colour=cmyk,
width=7.5cm, height=7.5cm"); h:=max (abs(a),abs(c),abs (b),abs(d)):
w:=plot (y=x,x=—(h+2)..h+2) :
t3:=textplot ([0.25, h+2,"y"1);

if (a<=b and c<=d)

then
polyl:=[la,b], [a,al, [b,b]];
poly3:=[l[c,d], [c,c], [d,d]];
poly2:=[[min(a,c),min(a,c)], [max (b,d),max(b,d)], [min(a,c),max(b,d)]1];

z:=polygonplot (polyl, axes=normal, thickness=0,color=grey, linestyle=3);
z1l:=polygonplot (poly3, axes=normal,thickness=0,color=grey, linestyle=3);
z2:=polygonplot (poly2, axes=normal,thickness=3,color=grey, linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([[a,b,"A’], [c,d,’B’]],align={ABOVE, LEFT});
tl:=textplot ([min(a,c),max(b,d),’U"],align={ABOVE, LEFT});
t2:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]);
return display([w,z,zl,z2,m,t,tl,t2,t3]),printf (" A=[%.3f,%.3f];
\n B=[%.3f,%.3f]; \n U=[%.3f,%.3f];\n",a,b,c,d,min(a,c),max(b,d));
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior,tente novamente.");
end if;

end:
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A.3 Representacio geométrica de conceitos topologicos

Os programas geobaberta, geobfechada e geoesfera que correspondem aos elemen-
tos topoldgicos bola aberta, bola fechada e esfera de centro A e raio r > 0, respectivamente, neces-
sitam de trés parametros de entrada, os extremos a, b, nesta ordem, de A e o raio r. Por exemplo, a

representacdo da esfera de centro A e raio r é gerada por geoesfera(a, b, r).
geobaberta.msw

> #0 procedimento geobaberta determina o esbogo grafico da Bola Aberta de
#centro [a,b] e raio r dados.
> # Bola Aberta de Centro [a,b] e Raio r
>
> with(plots):
>
> geobaberta:=proc(a,b, r)
> plotsetup (ps,plotoutput="intaberta2.ps‘',plotoptions=‘colour=cmyk,
width=7.5cm, height=7.5cm");
h:=max (abs (a-r), abs (a+r),abs (b-r),abs (b+r)) :
w:=plot (x,x=-(h+2)..h+2); t6:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
if a<=b
then
if r <= (b-a)/2
then
poly:=[[la-r,b-r], [a-r,b+tr], [a+tr,b+r], [at+tr,b-r]];
z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=pink,thickness=0, linestyle=3);
tl:=textplot([a-r,b-r,"A"],align={BELOW, LEFT});
t3:=textplot ([a+r,b-r,’D’],align={BELOW, RIGHT}) ;
m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=2,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"P"]);
t2:=textplot([a-r,b+r,’'B’"], align={ABOVE,LEFT}):
td:=textplot ([a+r,b+r,’C"], align={ABOVE,RIGHT}) :
t5:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]):
return display([w,z,m,t,tl,t2,t3,t4,t5,t6]);
printf (" P=[%.3f,%.3f], r=%.3f;\n A=[%.3f,%.3f], B=[%.3f,%.3f];
\n C=[%.3f,%.3f],
D=[%.3f,%.3f].\n",a,b,r,a-r,b-r,a-r,b+r,a+r,b+r,a+r,b-r);
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else
poly:=[[a-r,b-r], [a-r,btr], [a+tr,b+tr], [a+r,a+r], [b-r,b-r]];
t0:=textplot([a-r,b-r,"B"],align={BELOW, LEFT}) ;
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t2:=textplot
t3:=textplot

( ,align={BELOW, RIGHT}) ;
(
td:=textplot (
(
(

, align={ABOVE,RIGHT}) :
a-r,b+r,’C’],align={ABOVE, LEFT}) ;
b-r,b-r,”A’],align={BELOW, RIGHT}) ;
[h+1,h+2,"IIR"]) :

]
"]

a+tr,a+r,’E’
a+tr,b+r,’D
C

— — o/

tl:=textplot
t5:=textplot
z:=polygonplot (poly,axes=normal, color=pink,thickness=0,linestyle=3);
m:=inequal ({x<=y},x=—(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=3
,optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"P"]);

return display([w,z,m,t,t0,tl,t2,t3,t4,t5,t6]);

printf (" P=[%.3f,%.3f], r=%.3f;\n A=[%.3f,%.3f], B=[%.3f,%.3f];

\n C=[%.3f,%.3f], D=[%.3f,%.3f];\n E=[%.3f,%.3f].
\n",a,b,r,b-r,b-r,a-r,b-r,a-r, b+r,a+r,b+r,a+r,a+r);

end if

82

vV V. V V V

else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:
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geobfechada.msw

#0 procedimento geobfechada determina o esbog¢o grdfico da Bola Fechada de
#centro [a,b] e raio r dados.
#Bola Fechada de Centro [a,b] e Raio r.
with (plots):
geobfechada:=proc(a,b, r)
plotsetup (ps,plotoutput="intfechada2.ps‘,plotoptions=‘colour=cnyk,

width=7.5cm, height=7.5cm");

h:=max (abs (a-r), abs (a+r),abs (b-r),abs (b+r)) :
w:=plot (y=x,x=—(h+2)..h+2); té6:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):
if a<=b
then
if r <= (b-a)/2
then
poly:=[[la-r,b-r], [a-r,b+tr], [atr,b+r], [a+tr,b-r]];

z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=pink,thickness=3);
tl:=textplot([a-r,b-r,"A"],align={BELOW, LEFT});
t2:=textplot([a+r,b-r,’D’],align={BELOW, RIGHT}) ;

m:=inequal ({x<=y},x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=2,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"P"]);

t3:=textplot([a-r,b+r,'B"], align={ABOVE,LEFT}):
td:=textplot([a+r,b+r,’C"], align={ABOVE,RIGHT}) :

t5:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]): return

display ([w,z,m,t,tl,t2,t3,t4,t5,t6]);

printf (" P=[%.3f,%.3f], r=%.3f;\n A=[%.3f,%.3f], B=[%.3f,%.3f];\n
C=[%.3f,%.3f], D=[%.3f,%.3f].\n",a,b,r,a-r,b-r,a-r,b+r,a+r,b+r,a+r,b-r);

else

o\

poly:=[[a-r,b-r], [a-r,btr], [atr,btr], [at+tr,a+r], [b-r,b-r]];
z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=pink,thickness=3);
t0:=textplot([a-r,b-r,"B"],align={BELO, LEFT});
tl:=textplot ([b-r,b-r,’A’],align={BELOW,RIGHT}) ;
t2:=textplot ([atr,a+r,’'E’],align={BELOW, RIGHT}) ;
t3:=textplot ([a+r,b+r,’'D’], align={ABOVE,RIGHT}) :
td:=textplot([a-r,b+r,’C’],align={ABOVE, LEFT});
t5:=textplot ([h+1l,h+2,"IIR"]):

m:=inequal ({x<=y}, x=—(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=1,
optionsfeasible=(color=grey),optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"P"]);

return display([w,z,m,t,t0,tl,t2,t3,t4,t5,t6]);
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printf ("P=[%.3f,%.3f], r=%.3f;\n A=[%.3f,%.3f], B=[%.3f,%.3f];\n
C=[%.3f,%.3f], D=[%.3£f,%.3f]1;\n E=[%.3£,%.3f]. \n",a,b,r,b-r,b-r,
a-r,b-r,a-r,b+r,a+r,b+r,a+r,a+tr);
end if
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior, tente novamente.");
end if;

end:



A.3 REPRESENTACAO GEOMETRICA DE CONCEITOS TOPOLOGICOS

geoesfera.msw

> #0 procedimento geoesfera determina o esbogo gradfico da Esfera de centro

>
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#[la,b] e raio r dados.

# Esfera de Centro [a,b] e Raio r

with (plots):

geoesfera:=proc(a,b, r)

plotsetup (ps,plotoutput="intesfera2.ps‘,plotoptions=‘colour=cmyk,
width=7.5cm, height=7.5cm");

h:=max (abs (a-r), abs (a+r),abs (b-r),abs (b+r)) : w:=plot (y=x,x=—(h+2) .
color=black);

t10:=textplot ([0.25,h+2,"y"]):

if a<=b
then if r <= (b-a)/2 then
poly:=[[la-r,b-r], [a-r,b+r], [at+r,b+r], [a+tr,b-T]];

z:=polygonplot (poly, axes=normal, color=grey,thickness=3);
t:=textplot([a,b,"P"]);
tl:=textplot([a-r,b-r,"A"],align={BELOW, LEFT});
t3:=textplot([a+r,b-r,’'D’],align={BELOW, RIGHT}) ;
m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=2,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
t2:=textplot ([a-r,b+r,’B’], align={ABOVE,LEFT}) :
td:=textplot ([atr,b+r,’C’], align={ABOVE,RIGHT}) :
t5:=textplot ([h+1l,h+2,"IIR"]):
return display([w,z,m,t,tl,t2,t3,t4,t5,t10]);
printf (" P=[%.3£f,%.3f], r=%.3f;\n A=[%.3f,%.3f],B=[%.3f,%.3f];
\n C=[%.3f,%.3f], D=[%.3f,%.3f].
\n",a,b, r,

else
t0:=textplot

a-r,b-r,a-r,b+r,a+r,b+r,a+r,b-r);

([a-r,b-r,"B"],align={BELOWLEFT}) ;
tl:=textplot ([b-r,b-r,’"A’"],align={BELOW, RIGHT});
t2:=textplot ([a+r,a+r,’E’],align={BELOW, RIGHT}) ;

t3:=textplot ([a+r,b+r,’D’], align={ABOVE,RIGHT}) :
td:=textplot([a-r,b+r,’C’],align={ABOVE, LEFT});

t5:=textplot ([h+1,h+2,"IIR"]):

z:=pointplot ([ [b-r,b-r], [a-r,b-r], [a-r,b+r], [a+r,btr], [atr,a+r]],
thickness=3, style=line);

m:=inequal ({x<=y}, x=-(h+2)..h+2,y=-(h+2)..h+2,thickness=2,
optionsfeasible=(color=grey), optionsexcluded=(color=white));
t:=textplot([a,b,"P"]);

return display([w,z,m,t,t0,tl,t2,t3,t4,t5,t10]);

.h+2,
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printf (" P=[%.3f,%.3f], r=
\n C=[%.3f,%.3f], D=[%.3f,%.3f]; \n E=[%.3f,%.3f].
\n",a,b,r,b-r,b-r,a-r,b-r,a-r, b+r,a+r,b+r,a+r,a+r);
end 1if
else
print ("Extremo inferior maior que o extremo superior,
end if;

end:

$.3f;\n A=[%.3£,%.3f], B=[%.

3f,%.3f1;

tente novamente");



APENDICE B
Implementacao dos Métodos Intervalares no
MatLab/IntLab

Este apéndice apresenta, no MatLab [MatLab04], implementa¢des dos intervalos encapsuladores
para as distribui¢cdes Exponencial, Normal Padrdao e Uniforme. O INTLAB - INTerval LABora-

tory(versao 5.3) foi desenvolvido por [Rump06] e € obtido em
< www.ti3.harburg.de/ rump/intlab >.

Todas as rotinas no IntLab sdo arquivos M de fun¢des do MatLab. O IntLab usa a rotina setround
para trocar, no processador, quando necessdrio, os modos de arredondamento: mais préximo, para
cima e para baixo. Esta rotina foi usada para desenvolver funcdes de entrada (input), saida (output)

e aritmética de intervalos.

B.1 Conceitos Basicos do IntLab

Comandos basicos:

(i) » startintlab - inicia o IntLab.

(ii) » help intval - lista completa das fun¢des no IntLab.

(iii) » intvalinit(’ DisplayInfsup’) - mostra o intervalo usando o infimo e o supremo do intervalo.
(iv) » intvalinit(’ DisplayMidrad’) - mostra o intervalo usando o ponto médio e o raio do intervalo.

(v) » intvalinit(’Display’) - mostra representacao de incerteza.

Tem-se quatro possibilidades para gerar intervalos, a saber:

Sejam X um intervalo, € a, b, ¢, € d nimeros reais.

(i) » X =infsup(a,b) - gera intervalo X de infimo a e supremo b arredondando, quando necessario,

a para baixo e b para cima.
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(ii) » X = midrad(a,c) - gera o intervalo X = [a — ¢,a + ¢| a partir de seu ponto médio e raio.
(iii) » X = intval(a) - gerar um intervalo encapsulador de menor amplitude para a.

Fungdes Basicas

Estas funcdes sdo fundamentais para a computacao intervalar. Sejam X e W intervalos, entao:
(a) abs(X) - valor absoluto de X.
(b) diam(X) - didmetro de X
(c) in(arg, X) - retorna 1 se arg pertence (ou estd contido) a X.
(d) inf(X) - limite inferior de X.
(e) intersect(X, W) - calcula a intersecdo entre X e W.
(f) hull(X, W) - unido convexa entre X ¢ W.
(g) mag(X) - Magnitude (maior valor absoluto) de X.
(h) mid(X) - ponto médio de X.
(i) mig(X) - Mignitude (menor valor absoluto).
(j) qdist(X, W) - distancia entre X e W.
(k) rad(X) - raio do intervalo X.
(I) sup(X) - limite superio de X.
As operagdes aritméticas intervalares {4, —, *, /} sdo as definidas no Matlab.

Exemplo 38. Para os intervalos abaixo determine: disp_, infsup, midrad, rad, inQ. Use precisdo

simples e dupla.

(i) Se X = midrad(pi,le—8), tem-se

>> X=midrad(pi, 1le-8)
intval X =
3.1415
>> format short
>> infsup (X)
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intval X =

[3.1415,3.1416]
>> midrad (X)
intval X =

<3.1416, 0.0001>
>> disp_ (X)
intval X =

3.1415
>> in0 (pi, X)
ans =
1

>> rad (X)
ans =

1.0000e-008

>> format long
>> X=midrad(pi, le-8)
intval X =
3.1415927
>> infsup (X)
intval X =
[3.14159264358979, 3.14159266358980]
>> midrad (X)
intval X =
<3.14159265358979, 0.00000001000001>
>> disp_ (X)
intval X =
3.1415927
>> in0 (pi, X)

ans =

>> rad (X)
ans =
1.000000038331450e-008.

(ii) Se X = intval(0.3), tem-se

X=intval (0.3)
intval X =
0.3000
>> infsup (X)
intval X =
[0.2999, 0.3000]
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>> midrad (X)
intval X =

<0.3000, 0.0001>
>> rad (X)

ans =

>> in0 (0.3, X)

ans =

>> format long
>> X=intwval (0.3)
intval X =
0.30000000000000
>> infsup (X)
intval X =
[0.29999999999998, 0.30000000000000]
>> midrad (X)
intval X =
<0.30000000000000, 0.00000000000001>
>> disp_ (X)
intval X =
0.30000000000000
>> in0 (0.3, X)
ans =
0
>> rad (X)

ans =

(iii) Se X = inrval('0.3"), tem-se

>>format short
>> X=intval ("0.3")
intval X =
0.3000
>> infsup (X)
intval X =
[0.2999, 0.3001]
>> midrad (X)
intval X =
<0.3000, 0.0001>
>> disp_ (X)
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intval X =
0.3000

>> in0 (0.3, X)

ans =

>> rad (X)

ans =

5.5511e-017

>> format long
>> X=intval("0.37)
intval X =
0.30000000000000
>> infsup (X)
intval X =
[0.29999999999998, 0.30000000000001]
>> midrad (X)
intval X =
<0.30000000000000, 0.00000000000001>
>> disp_ (X)
intval X =
0.30000000000000
>> in0 (0.3, X)

ans =

>> 1n0(’0.37, X)

ans =

>> rad (X)
ans =
5.551115123125783e-017

Exemplo 39. Sejam X = [—2,3] e W = [-2.5,2]. Determine X + W, X —W, X «W, X /W,
intersect(X,W), hull(X,W) e qdist(X,W). Use precisdo simples.

>> format short

>> X=infsup (-2, 3);

>> W=infsup(-2.5,2);

>> intvalinit ('DisplayInfSup’)

===> Default display of intervals by infimum/supremum
>> X+W
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intval ans =
[-4.5000, 5.0000]
>> X-W
intval ans =
[-4.0000, 5.5000]
>> X*W
intval ans =
[-7.5000, 6.0000]
>> X/W
intval ans =
[NaN, NaN]
>> intersect (X, W)
intval ans =
[-2.0000, 2.0000]
>> hull (X, W)
intval ans =
[-2.5000, 3.0000]
>> gdist (X, W)

ans =

B.2 Implementacoes dos intervalos encapsuladores no MatLab/IntLab

Os programas abaixo foram implementados no MatLab [MatLab04], usando o IntLab 5.3 [Rump06],
e geram intervalos encapsuladores para as varidveis aleatoria continuas Exponencial, Normal Padrao
e Uniforme.

B.2.1 Implementacio da féormula de Simpson intervalar

A funcao rsimpson] calcula um intervalo encapsulador para a integral definida de uma fun¢do f no
intervalo X. Necessita de quatro argumentos de entrada: as imagens de f nos extremos e no ponto
médio do intervalo, e o intervalo contendo o conjunto imagem da derivada de ordem 4 da func¢ao f
no intervalo dado. Esta fun¢do é chamada pelas fung¢des dexp e normall.

fomula de Simpson intervalar
a

imagem, da funcao a ser integrada, no extremo inferior do intervalo

o

imagem, da funcao a ser integrada, no extremo superior do intervalo

3

ponto medio do intervalo

Q.

amplitude do intervalo

o0 o0 o° o o° o°

N

intervalo contendo o ranger da derivada de ordem 4
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function [rs]=rsimpson(a,b,m,d, z)

y=(d/6)*(a + 4xm + b)-((d"5)/2880)*z;

rs=yy

B.2.2 Implementacido do intervalo encapsulador para a densidade Exponencial

A funcgao dexp determina o intervalo encapsulador para uma varidvel aleatéria Exponencial de
parametro c e necessita de quatro argumentos de entrada: os limites de integracdo, o parametro c e

o numero de subintervalos da parti¢do.

%Calculo do intervalo encapsulador para a variavel exponencial usando o metodo
% de simpson intervalar

%a, b e ¢ sao os argumentos funcao dexp

% a=limite inferior do intervalo de integracao

% b= limite superior do intervalo de integracao

% c= parametro da distribuicao exponencial

% p=numero de subintervalos de [a,Db]

% a funcao rsimpsonl e chamada
function [S]=dexp(a,b,c,p)

if (b==inf) & (a<=0)
s=intval (1)
elseif (b==inf) & (a>0)
setround (-1)
sl=exp (—-cx*a);
setround (1)
s2=exp(-cx*a);
setround (0)
s=infsup(sl, s2)
%$s=(exp (intval (-cx*a)))
elseif (a<0) & (b~=inf) & (b>0)
s=1-(exp (intval (-cxb)));
elseif (a~=-inf) & (a<0) & (b<0)
s=0
else (a>=0) & (b>0) & (b~=1inf)
syms z
yy=cx*exp (-cx*z);%funcao
y=diff (yy,4);%derivada de ordem 4 da funcao yy
%$e=infsup(a,b)

h=(b-a)/p; % comprimento de cada subintervalo
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n=1:p+1

x(n)=a + hx(n-1); %$vetor com os extremos dos subintervalos
s=0;

for i=1l:p

t(i)=infsup(x(i),x(i+l)); %criando os subintervalos
m(i)=mid(t (i));% ponto medio do intervalo i
f(i)=subs(yy,z,x(1)); %calculando o valor de yy em x (i)
f(i+1)=subs(yy,z,x(i+1l));%calculando o valor de yy em x(i+l)
fm(i)=subs(yy,z,m(1i)); %calculando o valor de yy em m(1i)

if (c<0); %calcula uma extensao intervalar da derivada de ordem 4

g(i)=infsup ((c"5)xexp (-cxx (1)), (c"5) xexp (-c*x (i+1)));
sou
else
g(i)=infsup ((c"5)rexp(-c*x(i+1l)), (c"5)* exp(-c*xx(1)));
end

intvalinit ('DisplayInfSup’);

$determinando o intervalo encapsulador usando de Simpson intervalar
$(h"2/6)« (£ (x(1))+4+£(m(1)) + £(x(i+1)))-(h"5/2880)+extensao intervalar da
%derivada de ordem 4

s=s + rsimpsonl (f(i),f(i+1l),fm(i),h,g(i));

end

end

intvalinit ('DisplayInfSup’)

S=s %calculo da integral de (c*exp((-c*x) distribuicao exponencial de

$media 1/c 0 e variancia 1/c”2

r=rad (S)
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B.2.3 Implementacio do Método de Newton Intervalar

%calcula um intervalo contendo o extremo relativo da derivada de ordem 4
%da funcao normal padrao os extremos relativos desta funcao sao

% +/- sqrt (5+sqrt(10)), +/- sqgrt(5-sqrt(10)),0

$usando uma versao intervalar do Metodo de Newton para encontrar um
%$intervalo encapsulador para estes extremos relativos

%0s arquivos extder4d4, extder5 e extder6 calculam as derivadas de ordem 4,
% 5 e 6 respectivamente da funcao normal Padrao

function [wl]=fl(a,b)

w=infsup(a,b);

z=mid (w) ;

f=extder5(z); %calcula a derivada de ordem 5 no ponto medio.
ff=extder5(w); %calcula derivada de ordem 5 no intervalo w.
g=extder6 (w); %calcula a derivada de ordem 6 em w.
ss=infsup(g) ;

bb=extder4 (w); %calcula o derivada de ordem 4 em w.

t=rad(qg);

if in(0, ff)==

fprintf ('nao existe zero da funcao neste intervalo’)

else
nn=mid(w) - f/g;
wl=intersect (nn,w) ;
while diam(wl)> 107 (-10)
zl=mid (wl) ;
$formula de Newton intervalar para calculo de raiz.
nnl=mid(wl)-extder5 (z1l) /extder6 (wl);

wl=intersect (nnl,wl);

end
ww=infsup (wl) ;
vv=diam(wl) ;
rr=infsup (extder6 (wl));
yy=infsup (extder5(wl));
tt=infsup (ff);
rl=infsup (extderd (wl));
tl=rad(rl);
yyy=rad(yy);
%intersect (infsup(2.878,2.979),wl);

end

o\
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B.2.4 Implementacio da extensido intervalar inclusao monotonica derivada de ordem 4 da
funciio exp(—x?/2)

A func¢do compox calcula, conhecendo-se os extremos relativos da derivada de ordem 4 da fungao

f(x) = ——exp(—x?/2), um intervalo contendo o conjunto imagem desta derivada num intervalo

V2m

X. Esta funcdo é chamada pela funcdo normall.

%$Construcao da funcao G, extensao intervalar inclusao monotonica para derivada
%de ordem 4 da normal Padrdo, no intervalo [a,b]

%0s intervalos encapsuladores para o0s extremose relativos sao determinados

% usando o metodo Newton Intervalar (arquivo fl.m)

function [nn]=compox(a,b)

x=infsup(a,b);

yl=a;

y2=Db;

%$gera o intervalo contendo maximo relativo -sqgrt (5+sqrt (10))
bl=f1(-2.9,-2.8);

Sbbl=infsup (bl);

b2=f1(-1.4,-1.3);%gera o intervalo contendo minimo relativo -sqrt (5-sqgrt (10))
$bb2=infsup (b2) ;

b3=£f1(-0.1,0.2);%gera o intervalo contendo maximo relativo O

Sbb3=infsup (b3);

b4=£f1(1.3,1.4);%gera o intervalo contendo minimo relativo sqgrt (5-sqgrt (10))
$bb4=infsup (b4) ;

b5=f1(2.8, 2.9);%gera o intervalo contendo maximo relativo sqgrt (5+sqgrt (10))
Sbb5=infsup (b5) ;

[

% os ci’s representam os intervalos onde a funcao e crescente
% e as di’s onde a funcao e decrescente
cl=infsup(-inf, inf(bl));

%$ccl=infsup(cl)

dl=infsup(sup(bl), inf (b2));
c2=infsup (sup (b2),inf (b3));

$ccz2=infsup (c2)

d2=infsup (sup (b3),inf (b4));
c3=infsup (sup (b4d),inf (b5));

$cc3=infsup (c3)

d3=infsup (sup (b5), inf);

$decomposicao de x como intersecao de intervalos
c=[cl c2 c3];

d=[dl d2 d31];

b=[bl b2 b3 b4 b5];

sdd=rad(b(3));

cc=intval ([0 0 01);
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dd=intval ([0 O 0]);
for i=1:3

end

c(i)=intersect (c(1),x);

d(i)=intersect (d (i), x);

pp=infsup(c);

ppl=infsup (d);

for i=1:5

end

b(i)=intersect (b (i), x);

%$1if b (i) ~=nan

bb (i) =extderd (b (1)) ;

end

o° oo

pp2=infsup (b) ;

if ((c(l)~=nan)&(b(1l)==nan))
cc=infsup (extder4d (inf (cl)),extder4d (sup(cl)));
nn=hull (cc);

elseif ((c(1l)~=nan)é& (b(l)~=nan)é& (d(l)==nan))
cc=infsup (extder4d (inf (cl)),extder4d (sup(cl)));
bb= (extderd (b(1)));
nn=hull (cc,bb);

elseif ((c(l)~=nan)é& (b(1l)~=nan)& (d(l)~=nan)& (b(2)==nan))
cc=infsup (extder4d (inf (c(1))),extderd (sup(c(1))));
bb= (extderd (b(1)));
dd=infsup (extder4 (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
nn=hull (cc,bb, dd) ;

elseif ((c(1l)~=nan)& (b(1l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)&(b(2)~=nan)&(c(2)==nan))
cc=infsup (extderd (inf (c(1))), extderd (sup(c(1))));
bb=(extder4 (b(1)));
dd=infsup (extder4 (sup(d(1l))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extderd (b(2));
nn=hull (cc,bb, dd, bbl) ;

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)&(d(l)~=nan)é& (b (2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..

(b (3)==nan))

cc=infsup (extderd (inf (c(1l))),extderd (sup(c(1l))));
bb= (extderd (b(1)));
dd=infsup (extderd (sup(d(1l))),extderd (inf(d(1))));

bbl=extder4 (b(2));
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ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
nn=hull (cc,bb, dd, bbl, ccl);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)&(d(1l)~=nan)é& (b (2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d(2)==nan))
cc=infsup (extderd (inf(c(1l))),extderd (sup(c(l))));
bb=(extderd (b(1)));
dd=infsup (extderd (sup (d(1l))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extder4d (sup(c(2))));

bb2=extder4 (b (3));
nn=hull (cc, bb, dd, bbl, ccl,bb2);

elseif ((c(1l)~=nan) & (b(1l)~=nan)&(d(l)~=nan) & (b(2)~=nan) & (c(2)~=nan) &. .
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4)==nan) )

cc=infsup (extder4d (inf (c(1))),extder4d (sup(c(1))));
bb=(extderd (b(1)));
dd=infsup (extder4 (sup(d(1l))),extder4 (inf(d(1))));
bbl=extderd (b(2));
ccl=infsup (extderd (inf (c(2))) ,extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

nn=hull (cc, bb,dd, bbl, ccl,bb2,ddl) ;

elseif ((c(1)~=nan)&(b(1)~=nan)&(d(1)~=nan)& (b (2)~=nan) & (c(2) ~=nan)s..

(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )

cc=infsup (extder4d (inf (c(1))),extderd (sup(c(1))));

bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));

bbl=extder4 (b (2));

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extder4 (b(3));

ddl=infsup (extder4d (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

bb3=extderd (b(4));
nn=hull (cc,bb,dd,bbl, ccl,bb2,ddl, bb3);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)&(d(l)~=nan)é& (b(2)~=nan)é&(c(2)~=nan)é&..
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )
cc=infsup (extder4 (inf (c(1l))),extderd (sup(c(l))));
bb=(extder4 (b(1)));
dd=infsup (extder4d (sup(d(1l))),extderd (inf(d(1l))));
bbl=extderd (b(2));
ccl=infsup (extder4d (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extderd4 (b(3));
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ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b(4));
cc2=infsup (extder4d (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

nn=hull (cc, bb,dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3, cc2);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)&(d(1l)~=nan)s& (b(2)~=nan)s&(c(2)~=nan)s..

(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3)==nan))

cc=infsup (extder4 (inf (c(1l))),extderd (sup(c(l))));

bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup (d(1))) ,extderd (inf (d(1))));

bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extder4 (b(3));

ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));

bb3=extderd (b (4)) ;

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bbd=estderd (b(5));
nn=hull (cc, bb, dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3,cc2,bbd) ;

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ~=nan) )

cc=infsup (extder4 (inf (c(1))),extder4d (sup(c(l))));
bb= (extderd (b(1)));
dd=infsup (extderd (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd4 (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));
bb3=extderd (b (4));
cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bb4d=extder4d (b(5));
dd2=infsup (extderd (sup(d(3))),extderd (inf (d(3))));

nn=hull (cc, bb,dd,bbl, ccl, bb2,ddl, bb3,cc2,bb4, dd2) ;

%¥segunda etapa

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)~=nan)& (d(l)==nan))
bb=extderb5 (x) ;
nn=hull (bb) ;

elseif ((c(1l)==nan) & (b (1l)~=nan) & (d(1l)~=nan) & (b (2)==nan))
dd=infsup (extderd (sup(d(1l))),extderd (inf (d(1))));
bb= (extderd (b(1)));
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nn=hull (dd, bb) ;

elseif ((c(l)==nan) & (b(1l)~=nan)&(d(l)~=nan) & (b(2)~=nan) & (c (2)==nan))
bb= (extderd (b(1)));
dd=infsup (extderd (sup(d(l))),extderd (inf(d(1))));

bbl=extderd (b(2));
nn=hull (bb, dd, bbl);

elseif ((c(l)==nan)é&(b(l)~=nan)é&(d(l)~=nan) & (b(2)~=nan)é&(c(2)~=nan)sé&..
(b (3)==nan))
bb=(extderd (b(1)));

dd=infsup (extder4 (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

nn=hull (bb,dd, bbl,ccl);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ==nan) )
bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup (d(1))) ,extderd (inf (d(1))));
bbl=extderd (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extderd (b(3));
nn=hull (bb,dd, bbl, ccl,bb2);

elseif ((c(l)==nan) & (b(1l)~=nan)&(d(l)~=nan) & (b(2)~=nan) & (c(2)~=nan) &. .
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4)==nan) )
bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extderd (b (3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
nn=hull (bb,dd, bbl, ccl,bb2,ddl) ;

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)~=nan)&(d(1l)~=nan)& (b (2)~=nan) & (c(2)~=nan)&..
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )
bb=(extderd (b(1)));
dd=infsup (extderd (sup(d(1))),extderd (inf(d(1))));
bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));

bb3=extderd (b(4));
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nn=hull (bb, dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )

bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup(d(1))),extderd (inf(d(1))));
bbl=extder4 (b (2));
ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b (4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

nn=hull (bb, dd,bbl, ccl,bb2,ddl,bb3,cc2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ==nan) )

bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4d (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b (4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extder4d (sup(c(3))));

bb4=estder4 (b (5));
nn=hull (bb, dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3, cc2,bbd) ;

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)~=nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ~=nan) )

bb= (extderd (b(1)));

dd=infsup (extderd (sup(d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extderd (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd4 (b(4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bbd=estder4 (b(5));
dd2=infsup (extder4 (sup (d(3))),extderd (inf(d(3))));

nn=hull (bb, dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3,cc2,bb4,dd2) ;
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$terceira etapa
elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)~=nan)é& (b (2)==nan))

dd=infsup (extder4d (sup(d(l))),extderd (inf(d(1l))));
nn=hull (dd) ;

elseif ((c(l)==nan) & (b(1l)==nan)&(d(l)~=nan) & (b(2)~=nan) & (c (2)==nan))
dd=infsup (extder4d (sup(d(1l))),extderd (inf(d(1l))));

bbl=extder4 (b(2));
nn=hull (dd, bbl) ;

elseif ((c(l)==nan)s& (b(1)==nan)&(d(1)~=nan)&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)s..
(b (3)==nan))
dd=infsup (extder4 (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extder4d (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

nn=hull (dd, bbl, ccl);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)==nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ==nan) )

dd=infsup (extderd (sup(d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b (2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));

bb2=extderd (b (3));
nn=hull (bb,dd, bbl, ccl,bb2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan) & (d(1l)~=nan) & (b (2)~=nan) & (c(2) ~=nan) &
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ==nan) )

dd=infsup (extderd (sup (d(1l))),extderd (inf(d(1))));
bbl=extder4 (b (2));
ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));

nn=hull (dd, bbl, ccl,bb2,ddl);

elseif ((c(l)==nan)& (b (l)==nan) & (d(1l)~=nan) & (b (2)~=nan) & (c(2)~=nan) &. .
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )

dd=infsup (extder4d (sup(d(1l))),extderd (inf (d(1))));
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bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extder4d (sup(c(2))));
bb2=extderd4 (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

bb3=extderd (b(4));
nn=hull (dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )

dd=infsup (extderd (sup (d(1))),extderd (inf (d(1))));
bbl=extder4 (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));

ddl=infsup (extder4d (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b (4));

cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

nn=hull (dd, bbl, ccl,bb2,ddl, bb3,cc2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)~=nan)é& (b(2)~=nan)é&(c(2)~=nan)é&
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ==nan) )

dd=infsup (extder4 (sup(d(1l))),extder4 (inf(d(1))));
bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))) ,extderd (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b(4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))) ,extderd (sup(c(3))));

bbd=extderd (b(5));
nn=hull (dd, bbl, ccl,bb2,ddl, bb3, cc2,bbid);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)~=nan)é& (b(2)~=nan)é&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ~=nan) )

dd=infsup (extder4 (sup(d(1l))),extder4 (inf(d(1))));
bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))) ,extderd (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b (4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))) ,extderd (sup(c(3))));

bbd=extderd (b(5));
dd2=infsup (extder4 (sup (d(3))),extderd (inf(d(3))));
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nn=hull (dd, bbl, ccl,bb2,ddl,bb3, cc2,bb4,dd2) ;
%$quarta etapa

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b(2)~=nan) & (c(2)==nan))
bbl=extder5 (x);
nn=hull (dd) ;

elseif ((c(l)==nan) & (b(l)==nan)é&(d(l)==nan) & (b(2)~=nan) & (c(2)~=nan)é&..
(b (3)==nan))

bbl=extder4 (b(2));
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
nn=hull (bbl, ccl);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)==nan)é&(d(l)==nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d (2)==nan))

bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extder4d (inf (c(2))) ,extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));

nn=hull (dd, bbl, ccl, bb2);

elseif ((c(l)==nan) & (b (1l)==nan) & (d(1l)==nan) & (b (2)~=nan) & (c(2) ~=nan) &
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ==nan) )

bbl=extder4 (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

nn=hull (bbl, ccl,bb2,ddl);

elseif ((c(1l)==nan) & (b (1l)==nan) & (d(1l)==nan) & (b (2)~=nan) &(c(2)~=nan) &. .
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )

bbl=extder4 (b(2));

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));

bb3=extderd (b (4));
nn=hull (bbl, ccl,bb2,ddl,bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é&(d(1l)~=nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )
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bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extder4d (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

bb3=extderd (b(4));
cc2=infsup (extderd (inf (c (3))),extderd (sup(c(3))));
nn=hull (bbl, ccl,bb2,ddl,bb3,cc2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b(2)~=nan)é&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ==nan) )

bbl=extder4 (b(2));

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b(4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bbd=extder4d (b (5));
nn=hull (bbl, ccl,bb2,ddl,bb3, cc2,bbd) ;

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)& (d(1l)==nan)é&(b(2)~=nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ~=nan) )

bbl=extderd (b(2));

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));
bb3=extderd (b (4));
cc2=infsup (extderd (inf (c(3))) ,extderd (sup(c(3))));
bbd=extderd (b (5));
dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf(d(3))));

nn=hull (bbl, ccl,bb2,ddl,bb3, cc2,bb4,dd2);

%$sexta etapa

elseif ((c(l)~=nan)s& (b(1)==nan)s& (d(1)==nan)s& (b(2)==nan)&(c(2)~=nan)s..
(b (3)==nan))
ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
nn=hull (ccl);

elseif ((c(l)~=nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ==nan) )
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ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b (3));
nn=hull (ccl, bb2);

elseif ((c(l)==nan) & (b(1l)==nan) & (d(l)==nan) & (b (2)==nan) & (c(2)~=nan) &. .
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ==nan) )

ccl=infsup (extder4 (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b (3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

nn=hull (ccl,bb2,ddl);

elseif ((c(1)==nan)& (b(1)==nan)& (d(1)==nan)& (b(2)==nan)& (c(2)~=nan)s..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )
ccl=infsup (extder4d (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b (3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));

bb3=extderd (b(4));
nn=hull (ccl, bb2,ddl,bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))) ,extderd (sup(c(2))));
bb2=extderd (b(3));

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b(4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))) ,extderd (sup(c(3))));
nn=hull (ccl, bb2,ddl,bb3, cc2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan) & (d(1l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ==nan) )

ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extder4d (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));
ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));
bb3=extderd (b (4));
cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bb4=estder4d (b(5));
nn=hull (ccl, bb2,ddl,bb3, cc2,bbd);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é&(d(l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)~=nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (¢ (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) & (d (3) ~=nan) )
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ccl=infsup (extderd (inf (c(2))),extderd (sup(c(2))));
bb2=extder4 (b(3));
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b(4));
ccz2=infsup (extder4d (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bbd=extderd (b(5));
dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));
nn=hull (ccl,bb2,ddl,bb3, cc2,bb4,dd2);

%$setima etapa

elseif ((c(l)==nan)& (b (l)==nan)&(d(l)==nan)& (b (2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
(b (3) ~=nan) & (d (2) ==nan) )
bbl=extder5 (x);
nn=hull (bbl) ;

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan) & (d(1l)==nan) & (b (2)==nan) & (c(2)==nan) &. .
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ==nan) )

bb2=extderd (b (3))
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
nn=hull (bb2,ddl);

bb2=extderd (b(3));

ddl=infsup (extder4 (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b(4));

nn=hull (bb2,ddl, bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)==nan)é&..

bb2=extderd4 (b(3));

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b(4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

nn=hull (bb2,ddl, bb3,cc2);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)==nan)é&..
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bb2=extderd (b(3));

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));
bb3=extder4 (b(4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bbd=extderd (b(5));

nn=hull (bb2,ddl,bb3,cc2,bbd);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)& (b (2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
(b(3)~=nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (¢ (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3) ~=nan))

bb2=extderd (b (3))
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));
bb3=extderd (b(4));

cc2=infsup (extder4d (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bbd=extderd (b (5));
dd2=infsup (extder4 (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));

nn=hull (bb2,ddl,bb3, cc2,bbd,dd2) ;

%$oitava etapa

elseif ((c(l)==nan)& (b (l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b (2)==nan)é&(c(2)==nan)é&..
(b(3)==nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ==nan) )
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
nn=hull (ddl) ;

elseif ((c(1l)==nan) & (b (1l)==nan) & (d(1l)==nan) & (b (2)==nan) & (c(2)==nan) &. .
(b(3)==nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b (4));
nn=hull (ddl, bb3) ;
elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan) & (b(2)==nan) & (c(2)==nan)s&..
(b(3)==nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )
ddl=infsup (extderd (sup (d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extderd (b(4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
nn=hull (ddl, bb3, cc2);
elseif ((c(1l)==nan)& (b(1l)==nan)s&(d(1)==nan)s& (b(2)==nan)s& (c(2)==nan)s..

(b (3)==nan) & (d(2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
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(d(3)==nan))
ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf (d(2))));
bb3=extder4 (b(4));
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bbd=extderd (b (5));
nn=hull (ddl, bb3,cc2,bbid) ;

elseif ((c(l)==nan)s& (b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b (2)==nan)& (c(2)==nan)s&..

(b (3)==nan) & (d (2) ~=nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3) ~=nan))

ddl=infsup (extderd (sup(d(2))),extderd (inf(d(2))));

bb3=extderd (b(4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

bbid=extderd (b (5));

dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));

nn=hull (ddl, bb3, cc2,bb4,dd2) ;

$nona etapa

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&..

(b (3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ==nan) )

bb3=extder5 (x);
nn=hull (bb3);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)&(d(l)==nan)é& (b(2)==nan)&(c(2)==nan)é&..

bb3=extderd (b (4));

cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
nn=hull (bb3, cc2);

elseif ((c(l)==nan)& (b (l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
(b (3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3)==nan))

bb3=extderd (b(4));

cc2=infsup (extder4d (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bbd4=extder4 (b(5));

nn=hull (bb3, cc2,bbd);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é&(d(1l)==nan)é& (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
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(b (3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4) ~=nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3) ~=nan))

bb3=extderb (b (4));

cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bb4=extderd4d (b(5));
dd2=infsup (extder4 (sup (d(3))),extderd (inf(d(3))));

nn=hull (bb3, cc2,bb4,dd2) ;

%dez etapa

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é&(b(2)==nan)&(c(2)==nan)é&..
(b (3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4)==nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ==nan) )
cc2=infsup (extderd (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));

nn=hull (cc2);

elseif ((c(l)==nan)é& (b(l)==nan)é&(d(l)==nan) & (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&. .
(b(3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4)==nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3)==nan))

ccz2=infsup (extder4d (inf (c (3))),extderd (sup(c(3))));

bbd=extderd (b(5));
nn=hull (cc2,bbid);

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é&(d(1l)==nan)é& (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
(b (3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4) ==nan) & (c (3) ~=nan) & (b (5) ~=nan) &. .

(d(3) ~=nan))
cc2=infsup (extder4 (inf (c(3))),extderd (sup(c(3))));
bbid=extderd (b (5));
dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));

nn=hull (cc2,bbd,dd?2);

%$onze etapa

elseif ((c(l)==nan)&(b(1l)

=nan) & (d(1)==nan) & (b (2) ==nan) & (c (2) ==nan) &. .
=nan) & (b (4)==nan) & (c (3)==nan) & (b (5) ~=nan) &. .

o
I
I
5
o
5
>}
o
N
I

bbid=extder5 (x) ;
nn=hull (bbi4) ;

elseif ((c(l)==nan)&(b(l)==nan)é& (d(1l)==nan)é& (b(2)==nan) & (c(2)==nan)é&..
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(b(3)==nan) & (d(2)==nan) & (b (4)==nan) & (c (3)==nan) & (b (5) ~=nan) &. .
(d(3) ~=nan))

bbd=extder4d (b(5));
dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));
nn=hull (bb4,dd2);

%doze etapa

else
dd2=infsup (extderd (sup (d(3))),extderd (inf (d(3))));

nn=dd?2

end
$intvalinit ('DisplayInfSup’)

gg=infsup (nn) ;
vv=(derivada(yl,y2));
vvl=infsup (derivada(yl,y2));

B.2.5 Implementacao do intervalo encapsulador para a Normal Padrao

A fungao normall determina o intervalo encapsulador para uma varidvel aleatéria Normal Padrao
e necessita de trés argumentos de entrada: os limites de integracio e o nimero de subintervalos da

particao.

%$Desenvolvimento do calculo intervalar por aproximacao

%Calculo do intervalo encapsulador para a variavel normal padrao
$usando o metodo de simpson intervalar

a=limite inferior do intervalo de integracao

o°  o°

b= limite superior do intervalo de integracao

o

p=numero de subintervalos de [a,Db]
0s arquivos compox, rsimpson sao chamados pela funcao normall

o\

function [S]=normall (a,b,p)

tic

syms z

yy=exp (-z"2/2) ; %$funcao

y=diff (exp(-z"2/2),4);%derivada de ordem 4 da funcao yy
%$e=infsup(a,b)

if ((a==-inf) & (b<0))
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h=-b/p; % comprimento de cada subintervalo
n=1:p+1;
X (n)=b + hx(n-1); %vetor com os extremos dos subintervalos
s=0;
for i=1l:p
t(i

=infsup(x(i),x(i+l)); %criando os subintervalos

)
=mid(t(i));% ponto medio do intervalo i

)=
m(i)
f(i)=subs(yy,z,x(1)); %calculando o valor de yy em x (i)
f(i+1l)=subs(yy,z,x(1i+1l));%calculando o valor de yy em x(i+l)
fm(i)=subs(yy,z,m(i)); %calculando o valor de yy em m(i)
gd(i)=compox (x(i),x(i+1l)); %calcula uma extensao intervalar da derivada

% de ordem 4
%$intvalinit ('DisplayInfSup’);

%$calculando a formula de simpson

$(h*2/6)*x (£(x(1))+4*xf(m(1)) + £(x(1i+1l)))—-(h"~5/2880) xextensao intervalar

%da derivada de ordem 4

s=s + rsimpson (f(i),f(i+1l),fm(i),h,gd(i));
end

%$intvalinit ('DisplayInfSup’);

$calculo da integral de (1/(sgrt(2+pi))+exp(-x"2/2) distribuicao
%$normal de media 0 e variancia 1

S=0.5 - (1/(sqgrt (2xpi))) *s;

rr=rad (S );

elseif ((a==-inf) & (b==0))
S=0.5

elseif ((a==-inf) & (b>0) & (b~=inf))

h=b/p; % comprimento de cada subintervalo

n=1:p+1;
X (n)= hx(n-1); %vetor com os extremos dos subintervalos
s=0;
for i=1l:p
t(i)=infsup(x(i),x(i+1l)); %criando os subintervalos
m(i)=mid(t(i));% ponto medio do intervalo i
f(i)=subs(yy,z,x(1)); %calculando o valor de yy em x (i)
f(i+l)=subs(yy,z,x(i+l));%calculando o valor de yy em x(i+1)
fm(i)=subs(yy,z,m(i)); %calculando o valor de yy em m(i)
gd (i)=compox (x(i),x(i+1l)); %calcula uma extensao intervalar da derivada

%de ordem 4

$intvalinit ('DisplayInfSup’);

$calculando a formula de simpson

$(h"2/6) x (f(x(1))+4+f(m(1)) + f£(x(i+1)))—-(h"5/2880)+extensao
%intervalar da derivada de ordem 4
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RR=
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s=s + rsimpsonl (f£(i),f(i+1l),fm(i),h,gd(i));

end

%$intvalinit ('DisplayInfSup’)

%$calculo da integral de (1/(sqrt(2+pi)) *exp(-x"2/2)
$distribuicao normal de media 0 e variancia 1
S=0.5 + (1/(sqrt(2+pi)))*s;

rr=rad(S);

else((a~=—1inf) & (b ~= inf))
h=(b-a) /p; % comprimento de cada subintervalo
n=1l:p+1;

x(n)=a + hx(n-1); %$vetor com os extremos dos subintervalos
s=0;

for i=1l:p
t(i)=infsup(x(i),x(i+l)); %criando os subintervalos
m(i)=mid(t (i));% ponto medio do intervalo i
f(i)=subs(yy,z,x(1)); %calculando o valor de yy em x (i)
f(i+1)=subs(yy,z,x(i+1l));%calculando o valor de yy em x(i+l)

fm(i)=subs(yy,z,m(i)); %calculando o valor de yy em m(1i)

gd (i)=compox (x(i),x(i+1l)); %calcula uma extensao intervalar da derivada

%de ordem 4

%intvalinit ('DisplayInfSup’);

%calculando a formula de simpson

$(h"2/6)* (£(x(1))+4+«f(m(i)) + f(x(i+1l)))-(h"5/2880)extensao
%$intervalar da derivada de ordem 4

s=s + rsimpsonl (f(i),f(i+1),fm(i),h,gd(i));

end

$intvalinit ('DisplayInfSup’);

%$calculo da integral de (1/(sqrt(2+pi))*exp(-x"2/2) distribuicao normal

$de media 0 e variancia 1
S=(1/(sqgrt (2xpi))) *s;
rr=rad(S);

S;
rad(In);
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B.2.6 Implementacao do intervalo encapsulador para a densidade Uniforme

A funcdo dunif determina um intervalo encapsulador para uma varidvel aleatéria Uniforme definida

no intervalo [a,b] e necessita de quatro argumentos de entrada: a,b e os limites de integracao.

%$Calculo do intervalo encapsulador da distribuicao uniforme
% a=limite inferior do intervalo de integracao
% b= limite superior do intervalo de integracao
% X=intervalo de variacao [c,d]
function [S]=dunif (a,b,c,d)
tic
if intersect(infsup(a,b),infsup(c,d))==[]
s=0;
else
y= diam(intersect (infsup(a,b),infsup(c,d)))
setround (-1)

sl= y/diam(infsup(a,b));

setround (1)
s2= y/diam(infsup(a,b));
% setround(0)
s=intval (y) /diam(infsup (a, b))
s3=infsup(sl, s2)

f=infsup(s3), h=infsup(s)
end
intvalinit ('DisplayInfSup’);
%$S=s %intervalo encapsulador da Uniforme

$r=diam(s)

toc



