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Resumo

Nesta dissertacao, estudamos a existéncia de solugoes de um problema eliptico com
nao linearidade concava-convexa num dominio regular e limitado. Uma solucao é obtida
usando o método das sub e super solugoes. Usamos também o método variacional, es-

pecificamente o teorema do passo da montanha, para obter uma segunda solucao.

Palavras-chave: problema eliptico, Teorema do Passo da Montanha, sub e super

solucoes.



Abstract

In this work, we study the existence of solutions for an elliptic problem with concave-
convex nonlinearity in a regular and bounded domain. The first solution is obtained using
the sub-super solutions method. We use the variational method, specifically the mountain

pass theorem to obtain a second solution.

Keywords: elliptic problem, Mountain Pass Theorem, sub-super solutions.
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Introducao

Neste trabalho, nosso objetivo é estudar o problema eliptico nao linear

—Au = ui+4uP, x € Q,
u > 0 , x € €, (1)
0 . x € 0N,

u

onde Q C RY ¢ um dominio regular e limitado, 0 < ¢ <1 < pe X > 0. Este problema ¢
importante, pois envolve uma nao linearidade que combina os efeitos concavo e convexo.
Brezis, Ambrosetti e Cerami [3| provaram, usando o método das sub e super solugoes, que
existe uma constante positiva A tal que o problema (1) possui solucdo se, e somente se,
0 < A < A. Provaram também, usando o método variacional, que com a hipdtese adicional
p < %, o problema (1) possui uma segunda solugao para A € (0, A). Seguiremos, em
parte, os argumentos apresentados em |[3].

No primeiro capitulo, apresentamos uma breve revisao dos seguintes conceitos: Holder
continuidade, espagos LP(Q2), D(Q2), W™P(Q) e funcionais Fréchet diferenciaveis. Também
sdo apresentados alguns resultados classicos (principalmente sobre os espagos de Sobolev

e regularidade de solugbes de algumas EDP “s).

No segundo capitulo, apresentamos o método das sub e super solugoes para a obtencao

de uma solucao de um problema eliptico nao linear.

No terceiro capitulo, aplicamos o método das sub e super solucoes para encontrar uma
solugao de (1). Usando o método variacional, mais especificamente, o teorema do passo
da montanha, encontramos uma segunda solugao de (1) para A € (0, Ag) com Ay < A. O
resultado 6timo (Ao = A) obtido em [3| ndo é atingido, ja que seria necessario um estudo

extenso de técnicas mais sofisticadas.

11



Capitulo 1

To6picos Introdutorios

1.1 Espagos C*%(Q) e C**(Q)

Nesta se¢ao, relembramos algumas definicoes envolvendo a continuidade no sentido de
Holder.

Sejam 7y € RY e f uma funcdo definida no conjunto limitado D contendo . Se
0 < a <1, dizemos que f é Hélder continua com expoente o em xq se

a8 = S (0)

= < 00
o 2= sup
Dizemos que f é Hélder continua em xo se f é Holder continua com expoente o em
xo para algum 0 < a < 1. Chamamos [fls., de coeficiente a-Hélder de f em xy. Note

que se f é Holder continua em xg, entao é continua em xg.

Dizemos que f é uniformemente Hélder continua com expoente o em D se

[fla;p == sup M<oo, D<a<l.

z,yeD |z —y|®

Dizemos que f é localmente Hoélder continua com expoente o em D se f é uniforme-
mente Holder continua com expoente a nos subconjuntos compactos de D. Note que esses

dois dltimos conceitos coincidem quando D é compacto.
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Sejam €2 um subconjunto aberto de RY e k um inteiro nao-negativo. Define-se os
espacos de Holder C*(Q) como o conjunto das funcdes f € C*(Q) cujas derivadas de
ordem k sao uniformemente Holder continuas com expoente a em €2. Os espacos de Holder
Ck(Q) sao definidos como o conjunto das f € C*(Q) cujas derivadas de ordem k sdo

localmente Holder continuas com expoente o em 2. Por simplicidade, escreve-se:
Ch(Q) = C*Q) e C™(Q) =CYQ),
com o entendimento de que 0 < o < 1. Escreve-se, também,

CH(Q) = CHQ) e CH(Q)=C*Q).

1.2 Espagos LP({))

Nesta secao, citaremos alguns resultados basicos dos espacos LP. Admitiremos que o leitor
esteja familiarizado com fungoes mensuraveis, medida de Lebesgue e fungoes integraveis

a Lebesgue. Para as demonstragoes, consulte [4].

Sejam Q0 C RY aberto e 1 < p < co. Define-se
LP(Q) = {f : Q) — R; f é mensuravel e / |fIP < oo},
0

o qual é um espaco de Banach com norma dada por

1/p
1l = ( / |f|”> |

Para p = 2, LP(£2) é um espaco de Hilbert com produto interno dado por

(u, v) :/Qu.v.

L) ={f:Q — R; f é mensuravel e existe ¢ > 0 tal que |f(z)] <cq.s. em Q},

Define-se também

onde usamos a notagao q.s. em {2 para indicar que a propriedade |f(z)| < ¢ é valida,

exceto, possivelmente, para z pertencente a algum subconjunto de €2 com medida nula.
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Chamamos o infimo do conjunto {c € R;|f(x)| < ¢ q.s. em Q} de supremo essencial

de f e o denotamos por supess f. Prova-se que L*°(Q2) é um espago de Banach com norma

1fllz = supess f.

Temos também os seguintes teoremas:

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Hélder) Se 1 <p <oo ,u e LP(2) ev € LI(Q) com
5+ =1, entio uv € L'(Q) e

/QIU(iv)-v(fc)\ dz < ||ul[» [[0] o

Teorema 1.2.2 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e 1 < p,q < oo tais que
1/p + 1/q=1. Entao
a? WP
ab < — 4+ —.
q p

Teorema 1.2.3 (Teorema da Convergéncia Dominada). Seja (f,) uma sequéncia em
LY () tal que:
(i) folx) === f(z) quase sempre em Q,

(ii) Ewiste g € L'(Q) tal que | f.(x)] < g(x) quase sempre em Q,Vn € N..
Entio, f € L(Q) ¢ lim, ., / (@) — f(x)|dz = 0.
Q

O proximo teorema afirma que toda forma linear e continua ¢ sobre LP(€2) com 1 <

. ~ ’ . ,
p < 00 se representa por meio de uma fungao u de LP (£2) , onde 1% + i = 1. Diz também
que a aplicagao ¢ —— wu é um operador linear isométrico e sobrejetivo; permitindo, assim,

identificar o dual de L?(2) com LP' (). Sua demonstracio pode ser encontrada em [2].

Teorema 1.2.4. (Representa¢ao de Riesz) Suponhamos que 1 < p < 0o e ¢ € (LP(Q2))".

Entdo existe uma tinica u € LP (Q) tal que

(o0 f) = / uf, Vi e IMQ).

Mais ainda,

lull = llpllzey-
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1.3 Espacos D(f2) e distribuicoes

Nesta secao, apresentamos um breve resumo da teoria das distribuicoes. As afirmagoes

mencionadas encontram-se demonstradas em [4] ou em [5].

Seja 2 C RY aberto. O espaco C°(Q2) define-se por
C(Q) ={f € C*(Q); f possui suporte compacto em 2},

onde o suporte de f (denotado por supp f) é o complemento do maior aberto no qual f

se anula, ou seja

supp f=Q\ U{w C Q; w é aberto e f|, = 0}.

Prova-se que C§°(2) é denso em LP(Q2) se 1 < p < 0.

Os elementos da forma o = (aq, a9, ..., ay), com ai, Qg, ..., ay inteiros ndo-negativos,
sao chamados de multi-indice . A ordem de um multi-indice o é denotada e definida
por || = a; + as + ... + ay . Usando a notagao D; = 0,/0x;, i = 1, ..., N, define-se
Dy = D ... DN u e Du = u.

Diz-se que uma sequéncia (p,) C C°(2) converge para zero em C§°(2) quando as

seguintes condig¢oes forem satisfeitas:

(i) Existe um compacto K C € que contém os suportes de todas as ¢;,.

(ii) Se a & um multi-indice, entao a sequéncia (D%¢p,,) converge para zero uniformemente

em K,

Se ¢ € C§(R), diz-se que a sequéncia (¢,) C C§°(2) converge para ¢ em C§(),
quando a sequéncia (p, —¢) converge para zero no sentido dado acima. O espago C3°(12)
com a nocao de convergéncia acima é chamado de espago das funcgoes testes em €2 e é

representado por D(€2).

Define-se como distribui¢ao sobre € a todo funcional linear T" definido em D(2) que é
continuo no sentido da convergéncia em D(£2), ou seja, para toda sequéncia (¢,) C D(Q2)

que converge para zero em D(Q), a sequéncia ((T, ¢,)) converge para zero em R. O
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conjunto de todas as distribuicoes sobre {2 é um espaco vetorial, o qual representa-se por
D'(Q2). Neste espaco, diz-se que (T,,) C D'(2) converge para zero em D'(2), quando para

toda funcgao teste ¢ € D(Q), a sequéncia ((T,,, ¢)) converge para zero em R.
Exemplo. Dizemos que uma fungao u definida quase sempre em € pertence a L}, ()

se u € L'(A) para todo conjunto mensurdavel A C € tal que A C Qe A é compacto .
Considere u € L}, () e defina T, : D(2) — R por

(Tu, ©) = /QU(J?)QO(x) dz.

Mostra-se que T}, é uma distribuicao sobre ). Como resultado importante, temos o

lema de Du Bois Raymond, o qual afirma que 7, = 0 se, e somente se, © = 0 ¢.s. em

1

loe(§2), tem-se T}, univocamente determinada por u sobre

1
loc

Q). Segue-se que para cada u € L
), quase sempre, no seguinte sentido: se u, v € L; () entdo T,, = T, se, e somente se,
u = v quase sempre em (). Por esta razao, identifica-se u com a distribuicao 7, por ela
definida e diz-se a distribuicao u ao invés de dizer a distribuicao 7T,. Da desigualdade de
Holder, é facil ver que LP(Q) C L} () se 1 < p < co. Diremos que uma distribuigao T

pertence a LP(Q2) se existir f € LP(Q) tal que T' = T}.

Considere T' € D'(2) e @ um multi-indice. A derivada de ordem « de T &, por

definicao, o funcional linear D*T" definido por

(DT, ) = (—=1)l*l(T, D%p) para toda ¢ € D(Q).

Mostra-se que D*T' é uma distribuicao sobre ). Note que as distribui¢oes possuem
derivadas de todas as ordens. Para u € L},.(2), diremos que DT, ¢ uma derivada fraca
de u. Caso exista v, € L}, () tal que T,, = D*(T,) em D'(Q) ,ou seja

loc

[ u@)Dpta) do = (1) [ va(o)pla) do Mo € DE)
Q

Q

diremos que D%u = v, e que v, ¢ uma derivada fraca de u. Prova-se que a aplicagao
D*:D'(Q) - D), T DT
é linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’(Q2). Isto significa que se

lim 7,, = T em D'(Q) entdao lim D*T,, = D*T em D'(Q).

n—oo n—0oo
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1.4 Espacgos de Sobolev

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades importantes dos espacos de Sobolev.
Usaremos esses espacos para encontrar solugoes de algumas equacoes diferenciais parciais.

As afirmagoes citadas, a seguir, encontram-se demonstradas em [1], [2], [4], [5], [6] ou [7].

Dizemos que uma funcio v € L*(2) pertence ao espaco de Sobolev W2(0) se existirem

funcoes g; € L*(Q), i =1,2,..., N, tais que
/v@igo = —/gigo,Vga € Cr(Q).
Q Q

Com a nocgao de derivada fraca vista na secao anterior, define-se
W2(Q) = {f € L*(Q); D*f € L*(2), para todo multi-indice o satisfazendo |a| < 1}.
Este espaco ¢ também denotado por H'(Q). Mais geralmente, define-se o espaco de
Sobolev W™?(Q)) por
WmP(Q) = {f € LP(Q); D*f € LP(R2), para todo multi-indice « satisfazendo |a| < m}.

Os espagos W™2(£2) sdo também denotados por H™(€2). Em H'(£2) temos um produto

interno e uma norma definidos, respectivamente, por:

(. 0) = [wot [ Tuve
o = ([ [ o)

H'(Q), munido deste produto interno, é um espago de Hilbert. Mais geralmente, W"™?((2)

é um espaco de Banach munido com a norma

1/p
s = | 3 [107P) L se1<p<oo,
0<|ar|<m
|lu|lwme = max ||D||s, sep=o00.
0<|a|<m

17



Prova-se também que H™(2) é um espago de Hilbert com o produto interno

U, V)gm = DuD% .
o= Y [

0<|er|<m

Trabalharemos, também, com os espagos Wy"*(Q2) definidos por
WP(Q) = fecho de C5°(Q2) no espago W™P(Q).

Assim, por definicio, C5°(€) é denso em WJ™P(Q2). Costuma-se escrever HE(Q) = Wr?(Q).
A desigualdade de Poincaré afirma que se Q C RY ¢ um dominio limitado, entdo existe

uma constante C' tal que

/ lul? < c/ |Vul?, Yu € Hy(9).
Q Q

Observe que (u, v) := / Vu.Vv nao define um produto interno em H'(Q) pois pode-

Q
mos ter (u, u) = 0 sem que u seja nula (por exemplo, u = constante). Mas, usando a
desigualdade de Poincaré, vemos que (u, v) := [ Vu.Vv define um produto interno em

Q
H} (). Note que

1/2
lull g = [ / |Vu\2]

define uma norma em H}(Q) que é equivalente a de H'(Q) restrita a H}(Q), quando © é

limitado.

Se Q2 C RY ¢ um dominio limitado, entdo temos:

(i) Wm™P(Q) é separavel para 1 < p < oo.
(il) Wm™P(Q) é reflexivo para 1 < p < oc.

(iii) Se 1 < p < oo, entdo C(Q) N W™P(Q) é denso em W™P(Q); e se 0N é de classe
C' entdo C*®(€) é denso em W™P(Q).

Em particular, W () é separavel e também reflexivo se 1 < p < 0.

18



Usaremos os espacos de Sobolev para encontrar solugoes de algumas equagoes diferen-
ciais parciais. Frequentemente, as equacoes possuirao condicoes de fronteira. O teorema

do trago permite-nos pensar em u|sq para funcgoes de W1»(Q).

Teorema 1.4.1. (Trago) Suponhamos Q C RY limitado e com fronteira C'. Entao

existe um funcional linear limitado
T : Wh(Q) — LP(09)
tal que
(i) Tu =ulsq seu e W(Q)NC(Q) e

(i) [[Tullro0) < Cllullwir),
para cada u € WHP(Q), com a constante C' dependendo apenas de p e Q.

Chamamos Tu de trago de u sobre 0f). Prova-se que se 2 é limitado, com fronteira
Cteue WhH(Q), entdo

u e WyP(Q) <= Tu = 0 sobre 0.

Veremos agora algumas propriedades das imersoes de Sobolev. Lembremos que se X e Y
sao espacos de Banach com X C Y, entao dizemos que a imersao de X em Y é compacta

se

(i) Existe uma constante C tal que ||z|ly < C||z|x, Vz € X.

(ii) Se (uy) é uma sequéncia limitada em X, entao existe uma subsequéncia (u,, ) que

converge em Y.

Teorema 1.4.2 (Imersoes de Sobolev). Suponhamos que S seja reqular. Entao,

(i) Se mp <n en—mp<k<mn, temos

WItme(Q) — WH(QF), p < q < kp/(n —mp);

19



e, em particular,
WIHmP(Q) — WH(Q), p < g < np/(n —mp),

ou

wmr(Q) — LYQ), p<q<np/(n—mp).
(i) Se mp = n, entao, para cada k, 1 < k <n,
WP (Q) — WH(QY), p < g < oo;

em particular,
WmP(Q) — LI(Q), p<q<oo.

(iii) Se mp >n > (m — 1)p, entdo

WitmP(Q) — CPNQ), 0 <A <m — (n/p).

(iv) Se n = (m—1)p, entao
Witme(Q) — C9(Q), 0 < A < 1,
também, sen =m —1 e p =1 entao
Witmr(Q) — C7HQ).

Teorema 1.4.3. (Imersdes Continuas) Sejam 2 um subconjunto limitado do RN (N > 2),
Q de classe C"™ e 1 < p < co. Entao

(a) WP(Q) — LI(Q), 1 < ¢ < 2= = p* semp < N,
(b) WmP(Q) — L1(Q), 1 <g<ooemp=N,
(c) WmP(Q) «— C* Q) se mp > N.

No caso (c), k € um inteiro verificando k < m — % < k+1 e\ um real satisfazendo
0<)\§m—k3—%:)\0 seXg<lel0<A<lsel=1.

20



Teorema 1.4.4. (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do RN, Q de classe

C™ el <p<oo. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

(i) WmP(QQ) — L1(Q2), 1 < q < 2= se mp < n.

(11) W™P(QQ) — L), 1 < g < 0o se mp =n.

(iii) WmP(Q) — C*(Q), k < m—2 < k+1 se mp > n onde k € um inteiro nao-negativo.

Em particular, WHP(Q) C LP(Q) com imersio compacta para todo p.

Teorema 1.4.5. Suponhamos 1 < p < oo, u € WP(Q) ¢ Q' C Q um aberto conexo tal
que Vu =0 ¢.s. em Q. Entao existe uma constante ¢ tal que

u=rcqs. em .

Para a demonstragao, veja [6] pag. 132.

Teorema 1.4.6. Considere u™ := maz {u, 0} e suponha 1 <p < oo.Entao
(i) Se uw e WP(Q), entio u™ € W'P(Q) . Mais ainda,

Vot Vu se u>0, Q
ut = .5. em €.
0 se u<0. 1

(ii) Se p < oo entdo a aplicagdo u — u™ € continua em W'P(Q).

(iii) Seu € WyP(Q) entio ut € Wy P(Q).

Para a demonstragao, veja [6] pag. 142.

1.5 Espagos H ()

Representa-se por H~'(Q) o dual topologico de H(2). Sejam f € H'(Q) e (p,) uma
sucessao de fungoes testes em ) tal que ¢, — 0 em D(£2). Resulta que ¢, — 0 em

H(Q), portanto, (f, »,) — 0, o que permite concluir que a restrigao de f a D(f)
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¢ uma distribuigao. Considere a aplica¢ao linear o : H '(Q) — D'(Q) definida por
o(f) = flpw). Por ser D(Q2) denso em Hj(f2) resulta que o é injetora. Também se (f,)
¢ uma sucessao de vetores de H () tal que f, — 0 em H'(Q) entdo o(f,) — 0 em
D'(Q), isto é, 0 é continua. A aplicagdo o permite identificar H'(Q) a um subespaco
vetorial de D'(Q) e com esta identificagdo tem-se H~1(Q2) — D'(Q).

Quando se diz que uma distribui¢io T pertence a H~!(), significa dizer que T,
definida em D(f2), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao espago Hg ().

Esta extensao continua é representada por 7'. Tem-se o seguinte teorema de caracterizacao

Teorema 1.5.1. Seja T uma distribui¢ao sobre Q, entao T € H'(Q)) se, e somente se,

existem funcgoes g, € L*(Q), |a| < m, tais que

T=> D%,.

|| <m

Para a demonstracao, veja [5].

Temos também as seguintes

Proposigao 1.5.1. H}(Q) — L*(Q) — H'(Q), com imersoes densas.

Para a demonstragao, veja [6].

Proposigao 1.5.2. Seu € H'(Q) e —A ¢ definido por

(_Au7 @)H*HH& = /QVUVQO,

para toda ¢ € H}(Q), entao —A € L(H*(Q), H(Q)).

Para a demonstracao, veja [6].
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1.6 Funcionais diferenciaveis e o teorema do passo da

montanha

Sejam X um espago de Banach e F' € C(X,R) um funcional. Dizemos que F' é Fréchet-
diferencidvel em x € X se existe L € X’ (o dual topolégico de X) tal que

|[F(z +y) — F(z) = (L, y)x x| lwlllo

0.
Yl

Tal L é tinico e é chamado de derivada de F' em x e denotado por F'(z). Dizemos que

F € C'(X, R) se F é diferenciavel em todo z € X e a aplicacdo = — F'(x) é continua.

Um funcional F' € C(X,R) é Gateauz-diferencidvel em x € X se existe L € X' tal

que
Fz +ty) = F(z) wo,

t
Tal L é tnico e é chamado de a derivada de Giteaur de F em X e é denotado por F'(z).

— (L, y)X'Xv Vye X.

Se um funcional é Fréchet-diferenciavel em z € X, entao é também Gateaux-diferenciavel
e ambas as derivadas coincidem. Existem funcionais que sao Gateaux-diferenciaveis em
pontos nos quais nao sao Fréchet-diferenciaveis. Prova-se que se um funcional F' €
C(X,R) é Gateaux-diferenciavel em todo ponto x € X e sua derivada de Gateaux F'(x) é
continua (X — X'), entao F' € C*(X,R). Assim, para mostrar que F' ¢ C'', basta mostrar
que F é Gateaux-diferencidvel em todo ponto z € X e que F'(z) é continua (X — X’).

Vejamos um exemplo.
Proposigdo 1.6.1. Suponhamos que |Q| < oo, f € C(Q, R) e
|f(z,u)] < c(1+ |ulP™") para todo x € RN e u € R,
coml<p<ooseN=12el<p<2 seN>3. Entao o funcional
P(u) = /QF(a:,u) dx,

onde F(z,u) = [ f(z,s)ds, é de classe C*(H(2),R) e

= /Q f(z, w)hdz.
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Para a demonstracao, veja [9].

Seja X um espa¢o de Banach e J € C'(X,R). Dado ¢ € R, dizemos que J satisfaz
a condi¢do de Palais-Smale no nivel ¢ (J satisfaz (PS).) se para qualquer sequéncia
(un) C X satisfazendo

(1) J(un) = ¢,

(i) J'(un) — 0 em X',

entao (u,) admite uma subsequéncia convergente.

Dizemos que J satisfaz a condigao de Palais-Smale (J satisfaz (PS)) se satisfaz (PS).
para todo c € R.

O proximo teorema ¢ devido a Ambrosetti e a Rabinowitz [6].

Teorema 1.6.1. (Passo da Montanha) Seja X um espago de Banach e J € C*(X,R).

Suponhamos que:
(i) J(0) =
(ii) Ezistem e, v > 0 tais que J(u) >~ para ||u|| = ¢;
(ii1) Existe ug € X tal que ||ugl| > € e J(ug) < 0.
Considere A= {p € C([0, 1], X); p(0) =0 e p(1) = up} e defina
c = inf max J(p(t)) > .

pEA tel0, 1]

Se J satisfaz (PS). entao ¢ € um valor critico de J.

1.7 Resultados classicos

Teorema 1.7.1 (Integragdao por Partes). Suponha que Q € RY seja aberto, limitado e
com fronteira O de classe C*. Se f,g € C1(Q) entdo

/8fgdx /fag dr + fgv(i)dS
QO 3@ 8xz




onde v = (v, ..., ™) € a normal unitdria externa a €.

Teorema 1.7.2 (Formulas de Green). Suponhamos que 2 seja um subconjunto aberto

limitado de RN com fronteira suave. Se u,v € C*(Q) entdo

(i) /VvVudx:—/uAvdx—i-/ @udS,
Q Q a0 OV

(ii) /uAv—vAudx: u— —v-—dS
Q

onde % € a derwada direcional na direcao de v.
Observagao. A identidade (i) também ¢ valida se u € H*(Q) e v € H*(Q); e (ii) é
também valida se u,v € H*(Q).

O proximo teorema afirma que todo funcional linear e continuo ¢ sobre um espaco de
Hilbert H pode ser representado de modo tnico por meio do produto interno com uma
certa f e que a aplicacao ¢ —— f é um isomorfismo isométrico. Desta forma, podemos
identificar H com H’ (dual topolégico de H). Em |[2], existem duas demonstragdes para

o seguinte resultado:

Teorema 1.7.3. (Representacao de Riesz-Fréchet) Suponhamos H um espago de Hilbert.
Dada ¢ € H', existe uma inica f € H tal que

(p,v) =(f,v), Yve H.

Mazis ainda,
[f1 = llelle-

Apresentamos também o Teorema de Lax-Milgram que generaliza o teorema anterior.

Teorema 1.7.4 (Lax-Milgram). Sejam H um espa¢o de Hilbert e a:H xH — R um

funcional bilinear satisfazendo

(i) (Continuidade) Existe uma constante ¢ tal que

lau, v)| < cllullallvla, V(u,v) € HxH,
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(ii) (Coercividade) Eziste o > 0 tal que |a(u,u)| > a||lull?;, Yu € H.

Entao para todo f € H', a equagio a(u,v) = f(v),Yv € H tem uma inica solug¢io u € H.

Teorema 1.7.5. (Decomposicao Espectral do Laplaciano) Seja Q C RN um dominio
limitado. Entdo o problema: encontrar A € R e u € HJ(Q)\{0} tal que

—Au = du em (),
u = 0 em 09,

possui uma sequéncia de solugoes (N, , @n)n>1 tal que

n—oo

(ii) on € C(€);

(111) Ny € simples e a autofung¢ao correspondente @1 pode ser escolhida tal que p1(x) > 0

para todo x € §;
(iv) A\ = mm{/ |Vul*dr; u € H&(Q),/u2 dr = 1};
0 Q
(v) Seu € H}(Q) € tal que / |Vul? do = M\ / u?dx , entio existe C € R tal que
Q Q
u = Cop;
(vi) Se O € regular, entio p, € C=(9).

Teorema 1.7.6 (Eberlein-Smulian). Seja X um espago de Banach reflexivo. Entao, toda

sequéncia limitada (u,) C X possui uma subsequéncia fracamente convergente.

Lema 1.7.1 (Brézis-Lieb). Sejam 1 < p < oo e (f,) uma sequéncia limidada de fungoes
de LP(Q2) que converge q.s. para f. Entao f € LP(Q) e

11 = T (L fulle = 11f = Full2):
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1.8 Existéncia e regularidade de solucoes de algumas
EDP’s

Teorema 1.8.1. Suponhamos @ C RN wum dominio limitado e g € L*(Q2). Entdo o

problema
—Au = g, x € Q,
u = 0, x € oM.

possui uma tnica solugio fraca v € HY(Q) .

Para a demonstracao, veja o lema 1.8.1.

Teorema 1.8.2. Suponha f € C®(U) e uw € H)(U) a unica solugio fraca do problema

—Au = f, x e U,
v = 0, x € JU.

Suponha também que OU é C™ . Entio u € C=(U).

Para uma demosntracao, veja [1] Teor. 6, pag. 326.

Teorema 1.8.3. Seja u € C(Q) N C?*(Q) satisfazendo
—Au=f emQ, com f>0emQ.

Suponhamos que u > 0 em 02. Entao u >0 em Q ouu=0 em €.

Para a demonstracao, veja 2] pag. 201.

Lema 1.8.1. A equacao

—Au =1, =z €,
u=0, z €.

possui uma unica solucao e ela € positiva em €.

Demonstragao. Seja a(u,v) = [, VuVv. Note que

la(u, 0)] < [IVull 2] Vol| 22
<

el g 10l
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Observe que, pela Desigualdade de Poincaré, a(v,v) = [,|Vv|* > C|v||3,. Logo, a
0

forma bilinear a: H}(Q) x H}(Q) — R definida por a(u,v) = / VuVvdz é continua e

0
coerciva. Considerando 1 : € — R definida por 1(z) = 1, temos

KB

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Pelo Teorema 1.7.4, existe uma tnica

[oa] =1t 120 < Dol < ol
Q

e € H}(Q) solugao fraca do problema. Usando o Teorema 1.8.2, deduzimos que e é uma

solucao classica. Usando o Teorema 1.8.3, temos que e é positiva em 2. O

Teorema 1.8.4. Suponhamos w € H} () com —Aw <0 em Q. Entiow <0 ¢q.s. em .

Demonstra¢ao. Considere w™ = max {w, 0}. Por ser —Aw.wt < 0, temos que

/ —Aw.wt <0. Usando a Féormula de Green,
Q

/ Vuw.Vwt + /
{z; w(z)>0} BQ

Logo, / [Vw™||* < 0. Usando a Desigualdade de Poincaré, temos que w*(x) = 0 q.s. em (0.
0
Portanto w < 0 q.s. em €. O

Teorema 1.8.5. Sejam Q C RN um dominio regular limitado, f € C*(Q) e p € C**(Q).

Entao o problema
—Au = f emQQ,
u = @ em0f)

possui uma tnica solucio u € C%*(Q).

Teorema 1.8.6 (Principio do Méximo). Suponhamos que u € C*(Q) N C(Q) satisfaz

—Au <0 em Q. Entao u atinge um mdzrimo nao-negativo na fronteira de ).

Teorema 1.8.7 (Agmon-Douglis-Nirenberg). Suponhamos que Q ¢ de classe C* com
fronteira limitada. Seja 1 < p < oo. Entao para toda f € LP(Q)), existe uma solug¢do
u e WP(Q) N Wy (Q) do problema —Au = f em Q.
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Capitulo 2
Sub e Super Solucoes

Nesta se¢ao, usaremos o método das sub e super solugoes para resolver o problema

—Au = f(u) em Q, (2.1)
u = 0 em 0N,
com 2 C RY um dominio limitado e f : R — R continua e nao-decrescente.
2.1 Subsolucoes e supersolucoes
Dizemos que u € H}(2) N L*°(€2) é uma supersolugiao do problema (2.1) se
—Au > f(u) em €, (2.2)
u > 0 em 09,

De maneira anéloga, dizemos que u € Hg(2) N L>(€2) ¢ uma subsolugiao do problema

(2.1) se (2.2) vale com as desigualdades invertidas.

Dizemos que u € H}(Q) é uma solugao fraca do problema (2.1) se

/QVu.Vvdx:/Qf(u)vdx, Yo € Hy(Q). (2.3)
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Teorema 2.1.1. Sejam u e u,respectivamente, subsolugcao e supersolu¢ao de (2.1)
satisfazendo
u < U q.s. em. (2.4)

Entao existe uma solucio fraca u de (2.1),u € H}(Q2) N L>®(Q), tal que

u<u<uq.s em S

Demonstragdo. Definamos indutivamente ug = u e ugy; € H(Q) N L>®(N) a tnica

solucao fraca do problema

(2.5)
Uk+1 = 0em OS2

{_Auk—i—l = f(u) em Q,

Como uw € L®(Q), temos —||ul|z~ < u < |[u|z~ q.s. em Q. Sendo f continua, temos
f(u) € L=(Q). Logo, f(u) € L*(2). Pelo Teorema 1.8.1, o problema

—Auy; = f(up) em € (2.6)
Uy = 0em 0f)
possui uma tnica solugao fraca u; € Hy(2). Note que
—A<U1 — Uo) = —Au1 + AUO = f(UO) + AUO S 0 em € (2 7)
U — Up < 0 em 0N. '
Pelo Teorema 1.8.4, u1 — ug < 0 ¢.s. em 2. Donde u; < ug q.s. em €. De
f(u) < fug) q.s. em £, temos
—Au < f(ug) em € (2.8)
U < 0 em 0f2.
Portanto,
—Alu—u;) < 0 em (2.9)
U — Uy < 0 em 0f.

Dai u < uy. Temos entao que u < u; <u q.s. em €. Note que
lup ()] < max {||ul|z~, |[@]lr=~} q.s. em Q.
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Portanto u; € H}(Q)NL>®(Q). Suponhamos que para u;, € HJ(2)NL>(Q), satisfazendo

u < ug q.8. em §2, o problema

{—AukH = f(ug) em Q

(2.10)
Ug 11 = 0 em 0N

possua uma solugao fraca ugy1 € H(Q) N L>®(Q) com u < ugpyy < uy, q.8. em €. Entao,

usando um raciocinio semelhante ao usado anteriormente, para u,.; o problema

{ —Aupyy = f(upgr) em Q (2.11)

Ugy2 = 0em 0f)

possui uma solugao fraca uro € Ha(2) N L>®(Q) com u < ugpys < upgy q.8. em . Fica

entao provado que as fungoes uy estao bem definidas e que

U< . < Uy Sup < ..<upy<u <uyg=u q.s. em S (2.12)

Seja u(z) := khT uy(z) existe q.s. em Q. E claro que u € L>=(£2). Mostremos agora

que as uy sao limitadas em H} (). Como uy é solugio fraca temos que

/Vuk+1-vuk+1 = / f(uk>-uk+17
Q Q

/Q|Vu1<;+1|2=/9f(uk).uk+1,

Como existem constantes C; e Cy tais que | f(ug)| < Cy e Jug| < Cy, VEk q.s. em Q, existe

ou seja,

uma constante C' tal que
/ Vuri]? < C, Vk.
Q

Isso nos mostra que (u;) é limitada em H}(). Usando o Teorema 1.7.6, existe uma
subsequéncia (que também sera denotada por (u;)) tal que upy — w € H(S). Pelo
teorema 1.4.4, existe uma subsequéncia de u; (que também sera denotada por (uy)) tal
que u, — w em L?(Q2). Dai, existe uma subsequéncia, denotada ainda por (ug), tal que
ur(zr) — w(x) q.s. em Q. Como ja tinhamos ux(z) — wu(z) q.s. em €, concluimos que

u=w q.s. em ) e portanto u € H}(Q).
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Por outro lado, para cada v € H}(f2), o funcional T, : H}(Q) — R definido por

Ty(u) = / Vu.Vov é continuo. Como uy, — em H} () temos que
Q

/Vuk.V’UH/VU.VU.
Q Q
/f(uk).vH/Vu.Vv.
Q Q

Desde que ug(x) — u(z) q.s. em Q e f continua, temos que

Logo,

flug(z)) — f(u(x)) q.s. em .

Portanto,
flup(z))v(z) — ulz)v(r) q.s. em Q VYo € HE ().

Note que

|f(ug(z)).v(2)| < Clo(x)] q.s. em Q, Yo € Hy(Q) C L'(Q).

Assim, pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos

[ sty = [ e
/QVu.Vv:/Qf(u)v.

Portanto u é uma solucao fraca do problema (2.1).

De (2.13), temos

(2.13)

]

Observagao. Da demonstra¢ao do Teorema 2.1.1, vemos que f(u) € L>(2). Usando

o Teorema 1.8.7, deduzimos que a solugio u pertence a W*P(Q) N Wol’p(Q). Pelo Teorema
1.4.2, temos que u € C%*(Q). Portanto, se f for Holder continua, entdo f(u(z)) é Holder

continua; e, pelo Teorema 1.8.5, u € C*%(Q). Logo, se f(u(x)) é Holder continua, entdo

a solugao u é cléassica.
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2.2 Aplicacao
Proposicao 2.2.1. Suponha 0 < g <1 e X >0. Entao o problema

_ — q
{ Au =, = €9, (2.14)

u =0, x € 0N

possut uma solucao positiva.

Demonstragdo. Considere ¢; € H}(€)) um autovetor positivo associado ao primeiro
autovalor \; do operador —A em H}(f2). Considere w = cyp; sendo ¢ uma constante

positiva. Note que —Aw = cA\1p;. Para que w seja uma subsolucao do problema, devemos

A _
ter —Aw = cA1p1 < Acp1)? em Q. Para isso, basta escolher ¢ tal que 017(171”%’&00(1 <1

Seja & satisfazendo
—Aé=1, =z €9,
E=0, = €09Q.

Considere v = k€ com k uma constante positiva. Note que —Av = k. Para que v seja

uma supersolu¢ao do problema, devemos ter —Av = k > A\(k&)? em 2. Para isso, basta
1—

escolher k tal que k @ > ||€] L.

Para usarmos o Teorema 2.1.1, devemos ter cp; < k&. Mas, pelo Teorema 1.8.4, é
suficiente termos —A(cp; — k§) = chip1 — k < 0 em ). Para isso, basta escolher k
tal que k > cAi||p1]||[z~. Em resumo, devemos escolher k satisfazendo K > €|z~ e
k= chllerlze. O

Observacao. Veremos no proximo capitulo, especificamente no Lema 3.2.3, que a

solu¢ao de (2.14) ¢ unica.
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Capitulo 3

Existéncia de Solucao

3.1 O problema concavo-convexo

Sejam © C RY dominio limitado com fronteira 9 regular e 0 < ¢ < 1 < p. Consideremos

a seguinte equacao eliptica nao linear

—Au = Auf 4 uP em €,
u =0em 09, (3.1)
u >0 em (),

onde \ > 0.

Uma, solugdo cldssica do problema (3.1) é uma funcio u € C?(2) N C(Q) que satisfaz

(3.1) pontualmente; e uma solu¢io fraca de (3.1) é uma fungao u € H}(Q) satisfazendo

/VUVU— /uqv+/upv Vv € Hy (),

ou seja, u é o ponto critico do funcional Iy(u) : H} — R definido por

1 A 1
_ Vul2 - 2 ‘1“——/ P+l 3.2
S [1vur = 2 [t - = [ 32)

Dizemos que v é uma solugao minima de (3.1) quando u < v para toda solugao v de (3.1).

Temos os seguintes resultados:
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Teorema 3.1.1. Seja 0 < g <1 <p. Existe A € R, A > 0 tal que

(i) Para todo X € (0, A) o problema (3.1) possui uma solugao minima uy tal que
I\(uy) < 0. Mais ainda, uy € crescente com respeito a \;
(ii) Para X = A o problema (3.1) possui uma solugao fraca v € Hi N LPYL;

(111) Para todo A > A o problema (3.1) nao possui solugao.

Teorema 3.1.2. Seja 0 < g < 1 < p e A dado pelo Teorema 3.1.1. Existe A > 0 tal
que para todo X € (0, A) o problema (3.1) possui, no mdzimo, uma solu¢ao u satisfazendo
Julloo < A.

Em algumas situagoes, a solugao de (3.1) nao é tnica como pode ser visto no seguinte
resultado.

Teorema 3.1.3. Seja 0 < g<1<p<2"—1eAdado pelo Teorema 3.1.1. Entao, eziste
Ao < A tal que para todo X € (0, Xg) o problema (3.1) possui uma sequnda solu¢ao.

Observagao. O teorema anterior nao é 6timo, pois em [3| mostra-se com técnicas mais

delicadas que A\g = A.

3.2 Lemas preliminares

Lema 3.2.1. Suponha 0 < ¢ <1<p, e a > 0. Entao existe \g > 0 tal que para todo
0 <A< Xgexiste M = M(X\) >0 satisfazendo

M > MM + MPaP.

Demonstragio. Escolha \g > 0 satisfazendo (2)\ga?)/(1=0 < (2a7)~1/=1_ Considere
a funcao h : (0, \g] — R definida por h(\) = (2Aa?)/ (179 — (2a7)~V/#=D_ Temos que:
Jlim A()) = —(2a7)7V®=D < 0; B/(A) > 0 para 0 < A < g e h()) < 0. Isso nos
garante que (2Aa)Y/(1=9) < (2a”)~/P=1) para 0 < A < ). Portanto, podemos escolher
M = M()) de forma que (2Aa?)V/(1=9 < M(X\) < (2a?)7Y®=Y para 0 < A < Ay, O
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1 1
< e
Ml=a — 2\a¢

1
Ml_qozq < 2 e MPlaP < 2 para 0 < A < Ag.

Logo, AMl_qaq + MP7'a? < 1 para 0 < A < \g. Portanto, M > AM%a? + MPaP? para

1
que nos da 2 a? < M'"7 ¢ MP7! < Sap Para 0 < XA < \. Donde,
a

1
MP < 2P para 0 < A < )\g. Portanto, A
Q

Lema 3.2.2. Suponhamos que 0 < q <1 <p, A\ > 0.

(i) Eziste X > 0 tal que \t? +t? > \it, para todo t > 0,

(ii) Se A >0, existe t > 0 suficientemente pequeno tal que A\t < A\t9 + 1P,

Demonstragdo. (i) Como A\t9+tP — A\t = t9(A+tP~7— X\ t179), ¢é suficiente mostrar que
a funcio f definida por f(t) = X\ + P~ — \;t'77 é positiva para algum A > 0. Derivando
M (1)1 ®D
1 9)
pP—q
temos que, para A grande, f(t) > f(ty) > 0 para todo ¢t > 0.

¢ ponto de minimo. Como f(ty) = A + A21-20p)

f obtemos que ty = [ )

(ii) Considere g(t) = A\t? + t? — A\it. Note que g(0) = 0 e ¢'(t) = A\xL; + ptP~t — Ay,

tl—q
Dai, para t > 0 suficientemente pequeno, ¢'(t) > 0. Portanto, vale o resultado. ]

Lema 3.2.3. Suponhamos que f(t) seja uma funcdo tal que t= f(t) seja decrescente para
t > 0. Sejam v,w € C*Q) satisfazendo

—Av < f(v), © € Q
v >0, r € Q (3.3)
v=0, x € 0N

8

—Aw > f(w), z € Q
w > 0, r € Q (3.4)
w =0, x € 0N.

Entao w > v em (2.

Demonstragao. De (3.3) e (3.4) temos

—vAw +wAv > f(w)v — f(v)w
— ow (% _ fg}@) ‘ (3.5)



Seja 0(t) uma func¢ao suave e nao-decrescente tal que 6(t) = O parat < 0e 0(t) =

1 para t > 1. Por exemplo,

0 se t<0
1
— — se O<t<1
o) = I+ 5y
1 se t>1.

Defina 6(t) = 6 () ,e > 0. Note que 6.(t) > 0, V¢ € R. Multiplicando (3.5) por 6.(v —

w) e integrando, temos

o (L) 100

w v

/Q —0Aw + wAV 0.(v — w) de > / ) 0.(v—w)de.  (3.6)

Q

Usando as Formulas de Green (veja o Teorema 1.7.2) e a regra da cadeia, temos

/Q—vﬁe(v —w)Awdr = /QVU).V(U@E(U —w))dx

— /va.[ee(v —w)Vu + 8. (v — w)(Vo — V)] dz

/Qwﬁe(v—w)Avdas = —/QV’U.V(’LU@G(U—IU)) dx

= —/ Vo.[0(v — w)Vuw + wb.(v — w) (Vo — V)] dz
Q
Portanto

I = /[—UAw + wAv] 0 (v — w) dx
Q

= / vb. (v — w)Vw.(Vv — V) dz — / wh. (v —w)Vv.(Vo — V) dz
Q Q

= /QU@;(U —w)(Vw — Vv).(Vv — Vw) dx — /Q(w —0)0.(v — w)Vu.(Vo — V) dz

. / o0 (v — w).| Vo — Vol de + /(v — W) (v — w)Vo.(Vo — Vi) da
Q Q
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Mas como 6 é nio-decrescente, temos que ' (t) > 0 e consequentemente 6.(t) > 0 para
todo t € R. Logo,

I < /(U —w)f.(v —w)Vuv.(Vo — Vw) dz

= A VoV (v —w)|dz

= —/Av%(v—w)dx,
Q

onde () = [ s6.(s) ds.
Note que se t < 0 entdo v.(t) = 0, pois 6.(s) = 0 para s < 0. Para t > 0, dividiremos em

dois casos:

(i) t <e. Nesta caso,

/

() = /Ot 56 () ds < t/otﬁe(s) ds = 1]6.(t) — 0.(0)] :te(f) <t<e.

€

(ii) ¢t > €. Neste caso,
Ye(t) = /06 s0.(s) ds + /t s0.(s) ds.
Usando o fato de que 6.(s) =0 para s > ¢, tem;s
wlt) = [ st ds < e [ olts)ds = elae) - ou(0)) =
Portanto 0 < 7.(t) < e, Vt e R. Logo,
- /Q Avy. (v —w)dx < Ce, para alguma constante C.

Donde
/[—vAw + wAv] (v — w) dz < Ce.
Q

Usando a desigualdade (3.6), temos

/va (@ B @) Plo-w)de= /{:CEQ:U(w)>w(w)} o (@ - fEJU)> lv—w)dw < Ce.
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Usando (3.5), deduzimos que vw (M — f(v)> eL'{z € Q: v(zx)>w(x)}). De

w v

o (121 £t s (112

Y

w (% w v

o Teorema da Convergéncia Dominada nos assegura que

/ VW (M— f(v)) dr < 0.
{zeQ:v(z)>w(z)} w v

Mas @ (). {r € Q:v(x)>w)} Dai {x € Q : v(x) > w(x)} possui medida

w

nula. Portanto v < w. 0

Lema 3.2.4. Sejam ¢ e ¥ uma subsolug¢ao e uma supersolugao de (3.1) respectivamente.
Suponhamos que ¥ < U e que 1 nao € uma solugao de (3.1). Seja w uma solu¢ao minima
de (3.1) tal que v < uw < W. Entio v, = M[-A —a(x)] > 0, onde a = a(z) =
Aqui™t +puP~t e \[—A —a(x)] denota o primeiro autovalor de —A — a(x) com condigao

de fronteira nula.

Demonstracdo. Suponhamos que v; < 0. Seja ¢ > 0 uma autofuncio correspondente
satisfazendo L B
—Ap—ap = 1o, x € €,
o = 0, =z €.

Afirmamos que © — o é uma supersolucao de (3.1) para o > 0 suficientemente pequeno.
De fato,

—A(u—ad) = [Mu—ag)! + (u — ag)’] = =Au + ald — [Nu — ad)? + (u — ag)’]
=Ml +uP — av¢ — aap — Mu — ag)? — (u — ad)P

=Mt 4 uP — avyp — a(Aqui~! + puP o — AMu — ag)? — (u — ag)? .

Definindo g(x) = a? — qa? 'z — (a — )9, a > z > 0, temos g(0) = 0e ¢g'(z) > 0.
Portanto, (a — 0)? < a? — qa?"'b, para a > b > 0. Dal,

(u—ag)! < u' —aqu’™'¢,

Logo, —A(u — ad) — [Mu — ag)? + (u — ag)?] > uP — avy¢ — apuP~'¢ — (u — ag)?, que
¢ positivo para a > 0 suficientemente pequeno, pois v; < 0 e ¢ > 0. Como consequéncia,

u — a¢ é uma supersolugao de (3.1). Mais ainda, como ¥ nao é uma solugao, temos que
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u > 1p. Tomando o possivelmente menor, podemos assumir que u — a¢ > 1. Logo, (3.1)
possui uma solucdo U satisfazendo 1 < U < u — ag; o que contradiz a minimalidade da

solucao u. ]

Lema 3.2.5. Seja
A =sup{\ > 0; o problema (3.1) possui solu¢ao}. (3.7)

Entao,

(i) 0 < A < 0.

(i1) Para todo A € (0, A) o problema (3.1) possui uma solu¢ao.

Demonstracao. (i) Seja e a solugdo do problema

—Au =1, = €,
u=0, x €.

Pelo Lema 3.2.1 existe A\g > 0 tal que para todo 0 < A < )\ existe M > 0 satisfazendo
M > \M1]e||% + MP|le|E,. Dai, M = —A(M e) > \(M e)?+ (M e)P. Logo, a funcao Me é
uma supersoluc¢ao do problema (3.1). Seja ¢ a primeira autofungao associada ao primeiro
autovalor \; do operador —A em H}(Q) com ||¢1]|z= = 1. Se € > 0 ¢é suficientemente
pequeno, temos do Lema 3.2.2 que —A(gp1) = Mepr < Megr)? + (ep1)?, ou seja, (ep1)
é uma subsolu¢ao. Como —A(Me —epy) = M — el > 0 para € possivelmente menor,
pelo Teorema 1.8.3, temos ep; < Me. Segue-se do Teorema 2.1.1 que (3.1) possui uma
solucao u tal que

ep1 <u < Me sempre que A < ).
Portanto A > Ag.

Se A é tal que (3.1) possui uma soluc¢ao u, entao
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Observagao. Usaremos a notagao (3.1), para enfatizar a dependéncia de A no problema
(3.1).

Para mostrar (ii), seja A < A. Por definicdo de A, existe u, solu¢ao de (3.1), com
p € (A, A). Temos que u, é uma supersolugao de (3.1)y. Na demonstracdo do item (i)
vimos que, para € > 0 suficientemente pequeno, ep; é uma subsolugao de (3.1),. Observe
que podemos tomar ¢ suficientemente pequeno de forma que ep; < u,. Portanto (3.1),

possui uma solucao. ]

Lema 3.2.6. Para todo A € (0, A), o problema (3.1)5 possui uma solug¢ao minima uy.

Demonstragao. Seja vy satisfazendo

—Avy = M} em Q,
vy > 0 em 01,
vy = 0 em Of.

Ja provamos que existe uma solu¢ao u > 0 do problema (3.1), para cada A € (0, A). Por
ser —Au > Au?, podemos usar o Lema 3.2.3 com w = u para deduzir que toda solucao u

de (3.1), satisfaz u > vy. Note que v, é uma subsolugao de (3.1),.

Por ser —Au = Au? + u? > \v{ + 0%, temos que u é uma supersolu¢ao do problema

—Aw = Mi+0f, em Q,
w > 0 em(,
w = 0, em 0.

Portanto, pelo teorema das sub e super solugoes, existe uma u; € HJ(2) N L>®(Q) tal que

n<u <ue

—Auy; = Mi+v) em Q,
U1 > 0 em Q,
Uy = 0 em 0Of.

Note que u; é uma subsolugao de (3.1),. Usando indugao, podemos provar que a iteragao
—Atp = ud +ul | uy = vy
estd bem definida, que cada wu,, é uma subsolugao de (3.1),, e que

o <u <u <. .<u,<..<u. (3.8)
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Pelos argumentos usados no capitulo 2, temos que a funcao limite

= i n :
=l (39)

é uma solucio fraca do problema (3.1), e pertence a C%%(Q). Para que uy seja uma

solugao classica, é suficiente que A[uy(2)]? + [ur(x)]? seja Holder continua. J& vimos que

[ux(x)]? é Holder continua. Pelo teorema do valor médio, temos:

| [ux(@)]P = [ua(y)]P | Klux(z) — ur(y)|
Klux(z) — ux(y) '~ Jua(z) — ur(y)|®
K Ju(x) — ua(y)]°

Assim, a solugao uy é classica. Mostremos agora que uy é minima. Sendo v uma solucgao

IAIAIA

qualquer de (3.1),, vimos que v > v, e v é uma supersolugao de (3.1),. Dai, u, < v, Vn.

Assim, temos que uy < v.

Observacgao. Da igualdade

A _ : 2 2
Mol ([1vor = [ atae?).

temos A\ [—A — a(z)] > 0 se, e somente se,

/Q (IVo]> — ag?) de >0, Vo € Hy(Q).

3.3 Demonstracao do Teorema 3.1.1

(1) A existéncia das solu¢oes minimas foi provada no Lema 3.2.6. Sendo u, solugdo minima
de (1), temos
/—AuAu,\ = /)\ug\Jrl + /u’j\“.

/ Vual? = Allua 22 + lua 242, (3.10)

Portanto,

Pela Observagao anterior,
[ 1962 = Gasr +p7 )] 20, v € 1),
Q
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Portanto, para ¢ = u,, temos

| (Ve =3 =) 0.
Assim,
[ 1V = Al = sl =0,
Substituindo (3.10), no funcional I, definido em (3.2), temos que

Mg —1)

1 q+1 p—
2(¢+1)

I)\(U)\) — p+1

Substituindo (3.10) em (3.11), temos
Ma = Dllullgfs + (0 = Dllwallpiy 0.

Portanto I, (uy) < 0.

Resta mostrar que A < A\; = uy < uy,. De A < Ay, temos:

—Auy, = Muf, +ul > g +uf, em Q

Hu/\”qﬂ + m\|w|\p+1~

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Portanto, uy, é uma supersolucao de (3.1),. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, ¢ é

uma subsolugao de (3.1), e ep; < uy,. Portanto, (3.1), possui uma solugao v satisfazendo

g1 < v < wy,. Como uy é uma solugdo minima de (3.1),, temos uy < v < uy,. Note que

uy nao é identicamente igual a wy,, pois caso contrario teriamos
_ q p
—Auy, = Auy, +uy , em

Note que
—A(uy, —uy) >0, em .

Pelo Teorema 1.8.3, temos que uy < uy,.

(i1). Seja (A,) uma sequéncia crescente com A\, — A e (u,,) uma sequéncia de solugoes

minimas tal que I, (u,,) < 0. Provaremos que existe C' > 0 tal que

[IvuPzc e fulzi<c v
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De fato, suponhamos que Hu,\nH?{é = /|Vu,\n|2 — 00. Da imersao continua H}(Q) —

L*(Q), temos que [[uy, [|z2 < Cllua,[lgg e como [Juy, |zerr < Clluy, |22 concluimos que
||u>\n||q+1 S O”u)\nHHé ) \V/n

Logo,
Loy ot = L 23

2

Usando (3.10) obtemos

g+1

- Ay p—i—lHu)‘"’ q+1 p_i,_lHu)\n“

1
(i) > SllualiZy — S llus, 1%

1 1

= sl iy — S5 lun 5 + Al i
1

2 (p+1 ||UAn|| - fﬁ’fllu n‘ e

A 1ltima desigualdade é nao-negativa para |juy, || gy suficientemente grande; o que con-
tradiz Iy, (ux,) < 0. Portanto, existe uma constante C' > 0 tal que |luy, |3, < C, Vn.
0

Usando (3.10), vemos que existe C' > 0 tal que HuAnHﬁjﬁ < C, Vn.

Pelos Teoremas de Eberlein-Smulian e Rellich-Kondrachov, existe uma subsequéncia

de (\,), que também sera denotada por (A,), tal que

uy, — u* em H}(Q), (3.14)
uy, — u* em L*() e (3.15)
uy, — u* q.s. em (L (3.16)

Sendo cada wuy, solucao, temos

/Vu,\an:/\n/ui v+/u§ v, Yo € Hy(Q).
Q o " o "

Por (3.14), temos
/Vu,\an — / Vu*Vou, Yo € Hy(Q).
Q Q
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Pelo Lema 1.7.1, temos que u* € LP™(Q). Dali, pelo teorema da convergéncia dominada

)\n/u‘f\nv—i-/uinv — A/(u*)qv+/(u*)pv.
Q Q Q Q

Ou seja, u* é uma solugao fraca de (3.1)4.

temos

A prova de (ii1) segue diretamente da definigao de A. O

3.4 Demonstracao do Teorema 3.1.2

Para a demonstracao, precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.4.1. Seja z a unica solu¢ao do problema

—Az = 27 em(),
z > 0 em(Q, (3.17)
z = 0 em .

Entao existe B > 0 tal que

/Q (V]2 — =76 | > BllolZs, V6 € Hi(Q). (3.18)

Demonstragdo. Suponhamos que A;[—A — ¢gz97'] < 0. Assim, existe ¢ > 0 (primeira
autofunc¢ao) tal que
—Ap— gz p = N\ <0. (3.19)
Multiplicando (3.19) por z e usando as férmulas de Green, obtemos

/Q VoVz < g / 296, (3.20)

Q
Por outro lado, z satisfaz (3.17). Logo,

/vaz = /qu¢. (3.21)

A tltima igualdade contradiz (3.20), pois ¢ < 1. Portanto A\;[—A — ¢z97'] > 0. Logo,

(/ Vo[ —q/ zq1¢2>
Bi=M[-A—-g"= inf L L

> 0.
peH\{0} 9%
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Portanto,
/Q (VP = gz ] > Bllgl%, Vo € Hi().
]

Demonstra¢ao do Teorema 3.1.2. Sejam (3 o valor encontrado no Lema 3.4.1e A >0
tal que pAP~! < 3. Se u é uma solucao de (3.1), satisfazendo |ju||;~ < A, entdo, de
0 < wuy < u, temos ||uy||g~ < A. Mostraremos que se u = uy + v (v > 0) é uma solucao

de (3.1), satisfazendo ||uy||z~ < A, entao v = 0.

Defina ((z) = )\l%qz(.ilz), com z solugao de (3.17). Assim, —A( = ATIAz = ATazd =
AC?. Como uy é solucdo de (3.1)y, temos —Auy = Au? 4+ u? > A} . Usando o Lema 3.2.3

com f(t) = At?, v = ( e w = uy, obtemos
uy > ATz, (3.22)
Considerando h(z) = (a + x)? — a? — qa? 'z, a > 0, x > 0, podemos provar que
(a+0b) < a4+ qa’'b, Ya>0,b>0.

Dai,
(u +0)? < ud + qui o, (3.23)

Por ser u = uy + v solugao de (3.1),, temos
—A(uy +v) = AMuy +0)? + (uy +0)°.
Usando (3.23), obtemos:

—Av = Auy+ )7+ (uy + )P + Auy,
= Mur+0)?+ (ur +v)? — Auf — ub
<l F AqudT o 4 (uy 4+ o) = Al — b
Dai,
—Av < Aqui v + (uy +v)P —ul (3.24)
De (3.22), temos
ul ™t < ATt (3.25)
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Combinando (3.25) e (3.24), obtemos
—Av < g2 '+ (uy +0)P —uf (3.26)
Considerando g(z) = (a + z)? — a? — p(a + )P~ 'z, a > 0e x > 0, podemos mostrar que
(a+b)f —a” < pla+bP'b, VYa>0,b>0.

Dai,
(ur +v)P —ub < pluy + )Pty

Mas, por ser uy + v < A, obtemos

(uy + )P —uf < pAP~y (3.27)
Combinando (3.27) com (3.26), obtemos

—Av — g2ty < pAPTly (3.28)

Multiplicando (3.28) por v, integrando e usando as férmulas de Green, obtemos

/ [[Vo]* = g2 "% < /pAp_lvz.
Q 0

Usando (3.18), obtemos 3 [,v* < pAP~' [ v®. Por ser pAP~! < (3, concluimos que
/zﬂ:o.Dai,vzo. O
0
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3.5 Demonstracao do Teorema 3.1.3.

Na demonstracao precisamos do seguinte resultado técnico.

Lema 3.5.1. Sejam 0 < ¢ <1 <p, A >0, B> 0, e considere a fun¢ao V4 p(t) =
t? — Atrtt — Bttt > 0. Entdo max{W, p(t) : t >0} > 0 se, e somente,

(p— 1P (1L —q)'

AP Bl <
(p—q)p9

Mais ainda, parat =tg = [(1 —q)/B(p — q)]"®~Y, temos

1—gq
p—1_  pis (u) ,
P—q 1—g¢q

A demonstragao é elementar e pode ser encontrada em [8|.

Uap(tp) =t%

Demonstracao do Teorema 3.1.3. Para a demonstracao usamos o Teorema do Passo

da Montanha. Consideremos o funcional I : H}(Q2) — R definido por

1 A 1
Iw) == [ [VuP === [ (uh)™' — —— [ (ut)P*, 3.29
=3 [ vur =5 [ - — @) (329)

Mostraremos que [ satisfaz

(i) I € CH(H(Q),R);
(ii) 1(0) =0e I(u) > 0se ||u]| =r > 0;
(iii) I(e) < 0 para algum e € Hj(Q2) com |le|| > r;

(iv) O funcional [ satisfaz a condigao (PJS).

O item (i) segue da Proposigao 1.6.1.
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Usando a imersao H}(Q) — L* () e a desigualdade de Holder, temos

q+1

CJ% Quqﬂ = qT)\l(/ 1) el (/ (uq+1)ﬂ1)q;l

q+1
m|Q| ( ) (3.30)
ACJull5

1
AC ™ ful 7.

IA A

Da mesma forma, obtemos

1
]m/ﬂ(lﬁ)p+1 < C2ﬁp+1||u|%l- (3.31)

De (3.29), (3.30) e (3.31) temos
1
I(u) = lullfy — Mlullyy" = Bllully;' = —f(lluHHg)-

Do Lema 3.5.1 vemos que existe Ay tal que para A € (0,)\g) e ||u||H& = tp temos que
I(u) > 0. Ou seja, (ii) é valido.

Verifiquemos a condic¢ao (iii). Seja u = te; com 7 a primeira auto fungao associada

ao primeiro autovalor A\; do operador —A em Hj. Entao

I(u) < 1t2/|V i tpH/ T
U — ul” —

t—-+o00
g CltZ - CQtp+1 — > _OO

Portanto, basta escolher e = 1 de forma que [le]|g1 = t||l¢1|lm > tp e I(e) <O.

Vejamos agora que I satisfaz (iv). Suponhamos (u,) C Hj(Q) satisfazendo I(u,) — ¢
e I'(u,) — 0. Afirmamos que (u,) é limitada. De fato, é facil notar que I(u,) < C e

(1" (un), uf)| < 6llun| gy para todo n. Mais ainda,
OI(uy) — (I'(up),uf) < Cy + 6| wn | g2 (3.32)

onde O serd escolhido convenientemente mais adiante.

49



Note que

/VunVu:{ = / VunVu:—l—/ Vu,Vu
Q

Portanto, o lado esquerdo de (3.32) é maior ou igual a

@/ 5,  AO S)
— [ |Vu,?——— [ (u} q+1——/u:{ p+1—/ VunQ—l—)\/ ut qu:{+/ ul)Put.
3 [ V=22 [t =2 [t [ [ )

Logo,

© 5 © ©
- < 1 - _ +)g+1 - +yp+1
<2 1)/Q|Vun| _Cl‘l’”un||HO+)\(q+1 1) /Q(un) +<p—|—1 1) /Q(un)

Fixe © € (2,p+ 1). Usando a desigualdade de Young (Teorema 1.2.2) temos

o
<5 _ 1)/Q|wn12 < O+ dlfunll3gy + Olunll -

Com ¢ suficientemente pequeno. Portanto, ||unHH& <C.

Mostraremos agora que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Como (u,) é
limitada em H} (), existe uma subsequéncia (u,,) tal que u, — ug em Hg(£2). Mostremos
agora que (u,) converge forte em Hj (). Pelo Teorema 1.4.4, temos que u, — g em
L7(Q) com 1 < r < 2* em particular para um r satisfazendo 2* < % <1-4%. Como

|I'(uy) ] < e||¢l|, fazendo ¢ = u,, — ug, obtemos

/ Vu,.V(u, — up)
Q

< el = ol + [ )+ @)~ vl
Q
Pela desigualdade de Young, obtemos

/Q @) + () — / {[C) + Calur* )]t — o]}

Crlln — wolls + CallunllZy Nt — ol
Cluun - UOHT + CQHUn

IN AN IA

B |ltwn — uoll,-
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Portanto,

[ 19t < = (g + oy ) +Coltn =l =il | V0.9 ().
Q Q
(3.33)
Como u,, — ug, definindo Tp = / VugV, temos que Tu,, — Tup, ou seja,
Q

/VUUVunH/VUOVuO (3.34)
Q Q

Da convergéncia u, — ug em L"(2), (3.33) e (3.34) concluimos que u, — ug em H}(Q).

Por conseguinte, [ satisfaz a condigdo (PS).

Do Teorema 1.6.1 concluimos o resultado. O]

ol



Referéncias Bibliograficas

[1] L. C. Evans, Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics, Ame-
rican Mathematical Society, Volume 19 (1998).

[2] H. Brézis, Andlisis Funcional, teoria y aplicaciones, Alianza, Madrid, 1984.

[3] A. Ambrosetti, H. Brézis e G. Cerami, Combined Effects of Concave and Convez
Nonlinearities in Some Elliptic Problems, J. Funct. Anal., 122, 1994, pp. 519-453.

[4] R. A. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.
[5] L. A. Medeiros e M. Milla Miranda, Espacos de Sobolev, IM-UFRJ, 2000.
[6] T. Cazenave, An introduction to semilinear elliptic equations, IM-UFRJ, 2006.

[7] D. Gilbarg e N. S. Trudinger, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Springer-Verlag, Berlin, 2001.

[8] D. G. de Figueiredo, J. P. Gossez, P. Ubilla, Local superlinearity and sublinearity for
indefinite semilinear elliptic problems. J. Funct. Anal. 199 (2003), no. 2, 452-467.

[9] M. Willem, Minimaz Theorems. Birkduser, Boston, 1996.

[10] H. Brézis, E. Lieb, A relation between pointwise convergence of functions and con-
vergence of functionals. Proc. Amer. Math. Soc. 88 (1983), 486-490.

02



