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Resumo

O problema de interpolagdo de dados espalhados trivariados e ndo-negativos consiste em
construir uma funcao continua de trés varidveis independentes, ndo-negativa, partindo de alguns
dados conhecidos, irregularmente distribuidos.

Muito se tem feito para dados bivariados e regulares, mas pouco para interpola¢io de dados
trivariados espalhados e ndo-negativos, objetivo desse estudo. No entanto a necessidade de
interpolacdo com essas caracteristicas ocorre em muitas dreas diferentes do mundo real. Da
medicina a economia, da engenharia a oceanografia, onde os dados sdao dispostos de forma
aleatoria, a interpolacdo de pontos irregularmente espacados e trivariados é fundamental. Por
exemplo, em meteorologia, medi¢des meteoroldgicas estdo disponiveis a partir de observagdes
de estacdes posicionadas irregularmente.

Este trabalho apresenta a construcdo de uma interpolante C! trivariada de pontos espalha-
dos, a qual € ndo negativa em todo lugar desde que os pontos a serem interpolados sejam ndo
negativos. Cada tetraedro num dominio tetrangulado € dividido em quatro mini-tetraedros e a
superficie interpolante sobre cada um deles é um tetraedro quéartico de Bézier. Condig¢des su-
ficientes sdo derivadas para a ndo-negatividade desses tetraedros quarticos e elas sd@o expressas
como limites inferiores das ordenadas de controle de Bézier.

Alguns exemplos graficos s@o ilustrados e podemos verificar a eficiéncia do algoritmo pro-
posto, pela sua localidade, evitando a dependéncia de dados distantes do interpolado, pela sua
facil implementagdo e finalmente, por atingir rapidamente o objetivo sugerido, uma superficie
C! e nao-negativa.

Palavras-chave: Pontos espalhados, tetrangulacdo, interpolagdo, tetraedros quarticos de Bé-
zier, preservando a positividade.
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Abstract

The problem of interpolating trivariate non-negative scattered data consists of a construction
of continuous function of three independent variables, non-negative, from some irregularly
distributed known data.

Much has been done for regular and bivariate data, but little for interpolation of non-
negative trivariate scattered data, objective of this study. Nevertheless the need for interpolation
with these characteristics occurs in many different areas in the real world. From economics to
medicine, from engineering to oceanography, where data are arranged spatially at random, the
interpolation of irregularly spaced points is essential. For example, in meteorology, meteoro-
logical measurements are available from readings of sites in which data are general positioned
irregularly.

This research presents the construction of a C! trivariate interpolant of scattered data, which
is non negative at every point provided that the interpolating data points are non-negative. Each
tetrahedron in a tetrangulated convex hull of data points is divided into four mini-tetrahedra and
the interpolant surface on each one of them is a quartic Bezier tetrahedron. Sufficient conditions
are derived for the non-negativity of quartic tetrahedra and they are expressed as lower limits
for the Bézier control ordinates.

Experimental results, some of them graphically illustrated, are presented, in order to adress
the algorithm’s accuracy and locality, avoiding dependence on data points far from the point of
interest. It also presents the advantages of a first order smoothness with the use of relatively
low degree polynomials, as well as a low effort programming and finally, by quickly achieving
its main purpose: a non-negative C! interpolant.

Keywords: scattered data, tetrangulation, interpolation, quartic Bézier tetrahedra, positivity
preserving.
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CarpiTturLo 1

Introducao

Suponha que para uma determinada fun¢do f, a Unica informacdo que temos dela se trata
dos n pontos do seu grafico (x;,y;,zi, f(xi,Vi,zi)), sendo i = 1,---n , e necessitemos descobrir o
valor de f(p), para algum p que estd no invélucro convexo dos pontos (x;, y;,Z;)-

Dé-se o nome de interpolacdo ao processo de determinacao desse valor por um funcional
F : R® = R continuo, tal que:

F(xi,yi,2i) = f(xi,yi,2i), paratodo i € {1,---n}. (1.1)

Em suma, interpolacdo € o processo de modelagem de um dado fendmeno via uma func¢do
continua, a partir de sua amostragem num ntmero finito de pontos, de forma a reproduzir
exatamente esses valores amostrados. Uma aproximagdo € o processo de modelagem de um
dado fendmeno via uma funcio continua, a partir de sua amostragem num numero finito de
pontos, de forma que os valores amostrados sejam reproduzidos a menos de uma tolerancia.
Em alguns artigos na literatura aplicada o processo de interpolagcdo € visto como um caso
particular do processo de aproximacao.

Quando a amostragem dos dados é sabidamente livre de ruidos, entdo o processo de in-
terpolagcdo é mais recomendado e utilizado. Os processos de interpolacdo sdo em geral mais
caros e apresentam geometria mais complexa que os de aproximacgdo. Estes ultimos sdo mais
robustos e baratos, e sdo mais utilizados quando ha tolerancia a imprecisdes na amostragem.

Neste trabalho focalizamos em um processo de interpolacdo por partes que satisfaz alguns
critérios importantes num certo conjunto de aplicagdes: a suavidade C! e a ndo-negatividade.

Uma caracteristica dos pontos a serem interpolados, (x;,y;,z;) paratodoi € {1,---n}, é que
eles podem estar dispostos numa grade, igualmente espacados. Mas certamente uma configu-
racdo mais comum € esses pontos estarem dispersos, ou melhor, espalhados no espaco. E essa
¢ uma outra caracteristica dos dados utilizados nesse trabalho.

Sendo assim, suponha que tenhamos diversos pontos espalhados no espaco tridimensional
e desejamos interpola-los, através de uma funcio suave. Métodos variados sdo analisados com
0 objetivo de determinar essa funcao e de forma que ela satisfaca alguns requisitos importantes.

1.1 Modelando Pontos Espalhados

Em 1993, Gregory M. Nielson escreveu sobre véarios métodos de modelagem 3D [8]. A
seguir narraremos alguns aspectos de seu trabalho.

Considere amostras na forma (x;,y;,z;;Fi), i = 1,---,N onde P; = (x;,y;,z;) representa a
varidvel independente (pontos espalhados ou nds de grade) e F; € a varidvel dependente. Esse



1.1 MODELANDO PONTOS ESPALHADOS 2

tipo de dado surge frequentemente em estudos cientificos. Vejamos alguns exemplos:

1. Temperaturas medidas em diversas posi¢des de um forno.

2. Concentragdes minerais conhecidas em varios niveis de profundidade de buracos abertos
espalhados.

3. Densidades medidas em varias posi¢des dentro de um corpo humano.
4. Valores de pressao calculados e medidos em diversos pontos de uma superficie.
5. Precipitacdes medidas em varias estacOes de tempo.

6. Eletroencefalogramas medidos por eletrodos presos a um couro cabeludo.

Para analisar ou visualizar as relacdes implicadas pelos dados podemos obter uma fungdo
de modelagem matemadtica, F(x,y,z) tal que F(x;,y;,z;) coincide ou se aproxima de F;. Nesse
estudo Nielson discutiu métodos que levam a interpolacgdes, F(x,y,z) que t€m, no minimo, a
continuidade da primeira derivada (F é C'). Enquanto todos os exemplos citados acima t&m
amostras de dados com a mesma representacao, existem diferencas fundamentais entre eles.
Ha casos onde o dominio é uma regido 3D e outros onde o dominio é uma regido 2D que é
restricdo de um espago 3D. O primeiro € dito pontos volumétricos espalhados e os métodos
citados abaixo configuram nesse tipo.

1.1.1 Pontos Volumétricos Espalhados

Os métodos descritos em [8] s@o considerados como representantes de todos os métodos de
interpolacdo de dados trivariados espalhados, até entdo.

Comecamos com o Método de Shepard Bdsico, uma aproximacao da distancia inversa pon-
derada que € facil de descrever e implementar. Podemos escrevé-lo da forma

N

i FE
1P = Pil[*

S(P) = ’=N1— se P# P,

Z 1

Zi||P— PP

onde || P — P; || representa a distancia de P a P;, mostrando que ele depende de todos os pontos
dados. Embora simples, este método tem algumas deficiéncias que o inviabilizam em apli-
cacoes praticas. Sua principal deficiéncia é que ele ndo reproduz nenhuma propriedade local
porque ele tipicamente tem um extremo em cada ponto dado (bull’s-eye).

No caso dos dados bivariados, Franke e Nielson [8] desenvolveram uma modificacdo que
elimina a deficiéncia do método bésico de Shepard. Este outro método é chamado Mérodo de
Shepard Quadrdtico Modificado (MQS). Foi modificada a fun¢do distancia || P— P; || e F; foi
trocada pela aproximacao local conveniente Q;(x,y). Este método tem a forma geral
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onde

I Rw-IIP=Pil)+
pi(P) RyIIP=Pil ~
para alguma constante R,,. Aqui o subscrito + denota a fun¢do poténcia truncada, onde o peso
€ zero em distancias do ponto dado maiores que R,,. Toma-se Q;(P) como polindmios quadra-
ticos, obtidos através da aplicacdo do método dos minimos quadrados ponderado e forcado a
interpolar os valores de F; em P;. Os pesos no processo dos minimos quadrados sdo da mesma
forma que a fung@o peso da interpolante, mas no lugar de R,, um outro valor, R,. As idéias do
método MQS bivariado se estendem diretamente para o caso trivariado. Uma descri¢do formal
do método para o caso trivariado consiste de primeiramente selecionar N, e N,, para definir

I _Ru=lIP=PlD): , _D [Ny
pi(P) RJP-PI > "

2 N
I _ Ry—lIP=PilD) D /&
wi(P) RJP-PIl ~ 7 2NN

onde D = max; ;|| P;— Pj || e os valores padrdo de N, e N,, sdo 54 e 27, respectivamente.
O préximo método € o Spline de Distancia Volumétrico. A forma da sua fungdo de mode-
lagem é

N
V(P) = ZCiHP— Pi||3 +a+bx+cy+dz.
i=1
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Sado obtidos os coeficientes desconhecidos a partir do seguinte sistema de equacdes, que
representa os requisitos para a interpolacdo e as limitacdes andlogas para condi¢des de contorno

1 P C1 Fi

I1P; - Pl I P 2 F
CN | _ FN

a | | O

1 Py b 0

1 1 1 0 O c 0
P, P P, 0 0 ) d 0

Para este método ser implementado € necessdrio apenas uma rotina para resolver um sistema
linear de equagdes. Contanto que P;,i = 1---N, sejam distintos, a matriz de coeficientes acima
€ ndo-singular e, portanto, o sistema pode ser resolvido. No entanto, resolver um sistema de
equagoes lineares € um processo lento, e dificilmente € possivel obter resultados para grandes
conjuntos de dados em questao de minutos.

O préximo método, o Multiquddrico, é similar ao Spline de Distancia Volumétrico. Sua
fun¢do de modelagem é

N
H(P)= ) ciNRZ+||P=PiIP.
i=1

Os requisitos da interpolag¢do levam ao sistema de equagdes

cl F

) F>
(VR +pi-Pap)| 7 |=|

CN Fy

O préximo método € consideravelmente mais complicado de descrever que os anteriores.
Ele € a generalizacdo do método da Rede de Norma Minima (MNN) que interpola dados biva-
riados espalhados. Vejamos agora rapidamente como este método funciona e entdo o estende-
remos para o caso de dados volumétricos. Temos trés passos:

1. Triangularizar a regido do invélucro convexo definida pelos pontos P;(x;,y;).

2. Determinar uma curva interpolante definida sobre as arestas que tenha certas proprieda-
des de minimizagao.

3. Preencher a superficie triangular cujos bordos sdo segmenos da curva de rede a fim de
completar a defini¢cdo de fungiio modeladora pelo uso de uma interpolante triangular C!.

Uma triangulacdo do invélucro convexo do conjunto de pontos P; = (x;,y;), i = 1,---N,
consiste de um trio (i, j,k) € N;. Cada trio (i, j,k) representa um tridngulo 7’ com vértices
P;,P;,P;. Assuma que dois a dois esses tridngulos se intersectam apenas nas arestas e que
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a unido de todos os tridngulos é o invélucro convexo (ou seja, uma parti¢do). Existem muitas
triangulagdes possiveis para um invélucro convexo. Normalmente € preferivel um tipo de trian-
gulacdo 6tima que ndo possua "triangulos longos e finos". Uma escolha comum € a triangulacdo
max-min, cujo angulo minimo € o maior possivel.

Para o segundo passo deste método, no caso bivariado do MNN uma rede é definida sobre
a colecdo de todas as arestas. Esta rede € caracterizada de maneira similar a norma minima
padrdo para splines ctibicas interpolantes. Observe que uma spline ctibica € o unico minimo de

b 2
f [F"(x)]

sujeito a requisitos de interpolacao.
No caso de MNN,

a(F)= )" f ( dze,]) dsij

ijeN,
¢ minimizado, onde ds;; representa o elemento do comprimento de arco no segmento de reta

eije

N, ={ij ou ji (mas ndo ambos) : V; para V; € uma aresta da triangulacdo}.

Estas idéias se estendem para o caso de dados volumétricos. Minimiza-se uma quantidade
similar a o(F), sendo que agora N, é a colecdo de todas as arestas das faces triangulares da
decomposicao tetraédrica do invélucro convexo. Uma vez tendo determinado a rede de cur-
vas, é possivel seguir para o terceiro passo, preenchendo o modelo com um interpolante C!
tetraédrico. Define-se um interpolante em cada tetraedro que combinard a posi¢do dada e a
informacdo derivada em todas as arestas.

Chegamos ao ultimo método, chamado de Splines de Volume Local. Como dito anterior-
mente, existem limites definidos para o tamanho do conjunto de dados para splines volumé-
tricas, uma vez que sendo global, todos os pontos influenciam na interpolacdo, prejudicando
assim seu resultado. Frequentemente os problemas envolvendo dados volumétricos espalhados
excedem estes limites.

Para construir um método particular, ttil e aplicdvel para um grande conjunto de dados,
podemos torna-lo local. Isto significa tornar a fungdo F; local e, dessa forma, apenas pontos
proximos sao utilizados na interpolagdo, aumentando sua exatidao. Podemos facilmente enten-
der a idéia basica, considerando o caso univariado (veja Figura 1.2). As fun¢des wy sdo nao
nulas apenas em dois intervalos e tém a propriedade que ), wi(x) = 1 para qualquer x do do-
minio. Determinamos a fun¢ao interpolante local de pontos espalhados Fy, tal que Fy(x;) = F;
para todo conjunto de pontos x; no suporte (regido nao nula) de wy. Disso, podemos ver que

R() = > wi(x)Fi(x)

tem a propriedade que R(x;) = F; para todo x; na unido dos suportes de wy, que serve como do-
minio da aproximac¢do. Em geral, podemos usar qualquer método para obter a interpolante local
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Fk, mas para esse método particular usamos a spline de volume citada anteriormente. Podemos
facilmente construir uma fungdo local wi com pedacos ctibicos (bictbicos ou trictibicos).

-

5‘-\.
E
>

T AN

-\‘r1| | L L]

—

Figura 1.2 Fungao de peso para tornar local o interpolante.

1.1.2 Comparacoes

Dado um conjunto de pontos independentes (x;,y;,z;),i = 1,---,N e uma funcdo de teste
F(x,y,z), é usado um método particular de interpolacdo de pontos espalhados para produzir
uma aproximacdo A(x,y,z), que € comparada a F(x,y,z). Essas comparacdes consistem em
avaliacOes estatisticas e subjetivas baseadas em andlises graficas de F e A.

Dessa forma, as seguintes conclusdes foram tiradas com respeito aos métodos citados ante-
riormente.

Segundo [8], o método de Shepard Quadratico Modificado, que é C I ¢ uma extenséo de
um método bivariado bem conhecido e eficaz, para dados volumétricos. Ele "normalmente
reproduz muito bem as caracteristicas qualitativas da funcdo de teste"; tais caracteristicas se
referem as da forma grifica, que se inferem apds uma inspegdo visual. E preciso ressaltar a
dependéncia desta afirmacdo com as fungdes de teste escolhidas, bem como da granularidade
da tetrangulacdo do invélucro convexo. Perto da fronteira o método tende a gerar oscilagdes
nao implicadas pelos dados. Podemos aplicd-lo a conjuntos bem grandes de pontos (acima
de 1000) e ele estd entre os mais rdpidos dos métodos testados. Em geral, a implementacdo
deste método exige mais esfor¢o de programacao do que os demais. O usudrio deve prover os
parametros N, e N,, ou aceitar os valores padrao.

O método de Splines Volumétrica é uma generalizacdo direta da spline de interpolagcdo
cubica univariada para dados volumétricos, quando representada com fungdes de distancia.
Na maior parte dos casos ele da resultados semelhantes aos do multiquadrico, em termos de
medida de erros em algumas fungOes de teste, mas as vezes seu desempenho € inferior. A
implementagdo necessita apenas de uma rotina para resolver um sistema de equacoes lineares.
O método reproduz funcgdes lineares e é C?. Em geral, e sem modificagdes, o método € limitado
a conjuntos de dados menores do que N = 500.

Como no caso bivariado, o0 método Multiquadrico geralmente reproduz muito bem as carac-
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teristicas qualitativas da funcdo de teste. A implementagdo consiste em resolver um sistema de
equagoes lineares. O condicionamento da matriz de coeficientes limita o tamanho do conjunto
de dados usado. Tipicamente, conjuntos de dados de 300 para 500 ou mais pontos comprome-
terdo a exatiddo de precisdo tinica. O usudrio deve prover o pardmetro R?.

O método da Rede de Norma Minima é uma generalizacdo volumétrica de um método
bivariado eficiente e popular. A generalizacdo ndo é como se esperava, € o método é mais
dificil para implementar do que a maior parte dos outros métodos. O lado positivo € que ele é
um método global que pode ser aplicado a conjuntos muito grandes de pontos. Em geral tem
uma boa performance.

Podemos usar o método Splines de Volume Local para conjuntos com mais de 1000 pontos.
A localizacdo da fungdo F; as vezes deteriora o esquema quando comparado ao método global.
As vezes parece ter a mesma performance que o método multiquadrico. O usudrio deve prover
os valores que particionam o dominio ou aceitar valores padrdo uniformemente espagados.
Isto pode ser um problema em que um subdominio poderia ndo ter pontos suficientes para
determinar uma spline volumétrica. Uma implementagdo robusta reconheceria esta situacao
e tomaria uma atitude evasiva e apropriada. Em geral, a implementacdo é um pouco mais
complexa do que o Multiquédrico ou Spline Volumétrica, mas em geral € bastante facil de usar.

Por fim, o trabalho conclui que ndo existe um método melhor. Todos t€m lado positivo e
lado negativo, e alguns sdo mais importantes que outros, dependendo de onde € aplicado.

1.2 Outros Métodos de Interpolacao

A Distancia Inversa a uma Certa Poténcia € um interpolador de média ponderada, que
pode ser também exato ou aproximado. Neste método, os dados sdo ponderados durante a
interpolagdo, de forma que a influéncia de um ponto, relativo a outro, diminui com a distincia
do né de grade. A ponderacgdo é feita através da poténcia da distancia, que controla os fatores de
ponderacdo. Quanto maior for a poté€ncia de ponderacdo, menor € o efeito causado pelos pontos
distantes que estdo na grade, durante a interpolacio. A medida que as poténcias aumentam, o
valor do n6 da grade (z) se aproxima do valor do ponto mais proximo. E a medida que as
poténcias diminuem, os pesos sdo mais igualmente distribuidos ao longo de uma vizinhanca de
pontos. O método de Shepard € um caso particular do método da Distancia Inversa a uma Certa
Poténcia e, como vimos na sec¢do anterior, seu conhecido problema de ocorréncia de ponto
critico nos nds de grade também se manifesta nessa classe de métodos

O Método de Kriging, muitas vezes traduzido como "Krigagem", € um método de regres-
sdo usado em geoestatistica para aproximar ou interpolar dados. A teoria de Kriging foi de-
senvolvida a partir dos trabalhos do seu inventor Daniel G. Krige e pelo matematico fran-
cés Georges Matheron, no comecgo dos anos sessenta. Na comunidade estatistica, também ¢é
conhecido como "Processo Gaussiano de Regressdao"(veja [17]). Kriging pode ser entendido
como uma predi¢do linear ou uma forma da Inferéncia Bayesiana. Ele parte do principio que
pontos proéximos no espaco tendem a ter valores mais parecidos do que pontos mais afastados.

Considere, para o calculo do Kriging, a seguinte férmula:
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F(x,y) = anwifi,
i=1

onde n é o nimero de amostras obtidas, f; € o valor obtido no ponto i e w; é o peso designado ao

ponto i. A fim de obter os pesos de cada um dos n pontos, € resolvido um sistema de equacoes.

Tal procedimento depende do tipo de Kriging que esta sendo utilizado (Ordinario ou Simples).
Ao obtermos os valores de wi, w2, ..., wy, calcula-se o valor de f),:

fp = Wlfl +W2f2 +...+ ann-

Desta maneira, calcula-se o valor interpolado para todos os pontos desejados.

O método do Vizinho Natural € bastante popular em algumas areas. Ele € um método local.
Como € interpolar por esse método? Considere um conjunto de particdes do plano/espaco, onde
cada uma delas destaca-se um ponto chamado centro, de forma que se um ponto P qualquer
do plano/espago estd numa certa particao, entdo o centro desta particao € o mais préximo de P
dentre todos os centros. Essas parti¢des sdo ditas diagramas de Voronoi (veja Figura 1.3), e para
o método aqui analisado, seus centros sao os proprios pontos espalhados. Para se determinar o
valor de fun¢do para um ponto arbitrario, esse ponto serd primeiramente inserido como se fosse
um centro de diagrama, seguindo o algoritmo de Sibson [28, 7], criando-se um novo diagrama
sobreposto aos existentes (Figura 1.4). De fato, alguns desses diagramas iriam encolher no
tamanho. A drea associada ao novo diagrama e que foi retirada de um j4 existente é chamada de
"drea emprestada."O algoritmo de interpolacdo do Vizinho Natural usa uma média ponderada
das observagdes dos pontos vizinhos, onde 0s pesos sdo proporcionais a drea emprestada. O
método do Vizinho Natural ndo permite extrapolacdo do invélucro convexo dos centros.

Figura 1.3 Diagramas de Voronoi com os centros sendo os pontos dados.

O método do Vizinho Mais Proximo atribui o valor do ponto mais proximo a cada n6 da
grade. Este método € util quando os pontos j4 estdo igualmente espacados. Por outro lado,
em casos onde os pontos estdo proximos de serem uma grade, com apenas alguns valores
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Figura 1.4 Diagramas de Voronoi com o novo centro inserido.

faltando, este método € eficaz para preencher o vazio deixado. Uma vez que ele € um método
descontinuo, é considerado de baixa qualidade.

O método da Triangulagcdo com Interpolagcdo Linear ou Interpolacdo Linear por Partes
em geral usa a triangulacdo de Delaunay [3]. Este algoritmo cria triangulos desenhando retas
entre os pontos dados. Os pontos originais sdo conectados de tal modo que nenhuma aresta do
triangulo € intersectada por outros tridngulos. O resultado € uma malha de faces triangulares por
cima da extensao da grade. Cada tridngulo define um plano por cima da grade de nés que esta
dentro do tridngulo, com o nivel de elevacao do tridngulo determinado por trés pontos originais
que definem o tridngulo. Triangulacdo com Interpolacdo Linear trabalha melhor quando os
seus pontos sio igualmente distribuidos por cima da drea da grade. E um método eficiente, mas
tem continuidade C°.

Outros métodos de interpolacdo podem ser citados, como Funcgdo de Base Radial, o da
Média Movel, o da Métrica de Dados e o do Polinémio Local [13, 18, 15, 14, 12].

Os métodos de interpolacdo de dados sdo muito tuteis em diversas dreas. Podemos citar,
por exemplo, a Geoestatistica como uma drea de grande aplicacdo desse estudo. De fato, os
modelos digitais de terreno permitem que se va além da representacdo cartografica e possam
ser realizadas andlises numéricas de superficies continuas.

H4 muitos softwares de interpolacdo, contudo a maioria € projetada para resolver problemas
especificos e tém versatilidade limitada. Um software bastante utilizado nessa area € o Surfer,
particularmente interessado em relevo de terras e oceanos. Sua versdao mais nova € a 9.x, de
acordo com [16]. Em 2004 Yang et al escreveram sobre a versao 8.0 do Surfer e, nesse trabalho,
eles apresentam métodos de interpolagc@o, juntamente com aplicacdes sobre sua efici€éncia e
exatidao [12].

Os métodos citados até agora ndo garantem a propriedade da ndo negatividade, ou até
mesmo que a superficie resultante seja positiva. Ou seja, se os pontos espalhados fornecidos
possuirem valores nao-negativos (positivos) a superficie resultante pela interpolacdo desses da-
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dos deve também ser ndo-negativa (positiva). H& diversas aplicacdes onde esse resultado é
fundamental. Por exemplo, quando os dados de um experimento fisico sdo medidos na forma
de concentrac@o ou pressdo ou dados meteorolgicos como o montante de uma enchente onde
os valores negativos ndo fazem sentido, € importante para o interpolante conservar a positivi-
dade. Podemos citar também

1. Medicina: célculo da densidade mineral 6ssea [19, 20, 21],

2. Oceanografia: concentracdo de nutrientes numa dada profundidade [22],
3. Medicina: modelagem de préteses [23],

4. Economia: calculo da taxa interna de retorno [24],

5. Mecanica dos Sélidos: andlise de tensdes em estruturas [25].

Claramente os modelos citados acima, cujos dados sdo interpolados, ndo fazem sentido
para funcdes de valores negativos. Dessa forma, as secdes seguintes estabelecem estudos onde
a funcdo interpoladora seja positiva (ndo-negativa).

1.3 Interpolacio G' de Pontos Espalhados Preservando a Positividade

Em 2006, Piah, Saaban e Majid elaboraram um estudo sobre a construcao de um interpo-
lante de pontos bivariados espalhados, G', com valores positivos em todo lugar se os pontos
originais forem positivos [9]. Vejamos um pouco desse trabalho.

As propriedades que sdo frequentemente usadas para quantificar "a forma"em interpolagcdes
que preservam a forma sdo a positividade, a convexidade e a monotonicidade. Este problema
pode surgir se os pontos dados estiverem de um lado do plano, e desejar-se ter uma superficie
interpolante que estd também do mesmo lado deste plano. O trabalho forneceu condi¢des
suficientes sobre uma funcio qudrtica bivariada apés uma triangulacdo dos pontos, a fim de
visualizar os dados espalhados positivos que podem surgir em certos fendmenos cientificos.

Dados pontos espalhados (x;,y;,zi), com z; >0 e i=1,2,---,N, desejamos construir uma
superficie z = F(x,y) que interpole esses pontos, que preserve a positividade e seja G!, isto
é, geometricamente semelhante a C', mas sem restricdes com relacdo 4 parametrizacio que
esta impde. O involucro convexo desses pontos € triangulado usando o trabalho desenvolvido
por Delaunay [3], e as derivadas parciais de primeira ordem de F com respeito a x € a y sdo
calculadas usando [4].

Considere um triangulo 7', com vértices V1, V; e V3, e coordenadas baricéntricas u, v, w tal
que qualquer ponto V no triangulo pode ser expresso por

V=uVi+vWo+wVs3,ondeu+v+w=1eu,v,w>0.

Uma malha triangular quartica P é definida sobre 7. Seja ela:
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b4()()1/l4 + b040v4 + b004w4 + 4b310u3v +4b301 I/t3W + 4b130uv3+

4b031 V3W + 4l)1()3I/tW3 + 4b013vw3 + 6b220u2v2 + 6b202u2W2+ (1 .2)
6bopa Vw2 + 12by1 1P vw + 12b 12 uvw + 1261 1puvw?,

P(u,v,w)

+ +

onde b; j sdo ordenadas de Bézier de P (veja Se¢do 2.3).
A seguinte proposi¢do estabelece condi¢des para as ordenadas de Bézier.

Proposicao 1.1. Considere a malha triangular qudrtica de Bézier P(u,v,w) com bapo = A, boap =
B,bops = C, onde A,B,C > 0. Se b,s > —r¢, para b,y #+ A, B,C, onde r é a tinica solucio de

1 1 1

+ +
i/é+l i/l—f+1 \3/§+1

entdo P(u,v,w) > 0,Yu,v,w > 0, u+v+w=1.

=1,

Essas condi¢des sobre as ordenadas de Bézier sao suficientes para assegurar que a superficie
que compreende a malha triangular quartica de Bézier seja positiva. Sendo assim, a ordenadas
de Bézier sdo determinadas e, além disso, sdo satisfeitas as condi¢des de continuidade Gl. As
derivadas sao calculadas (e modificadas, se necessario) para assegurar que todas as ordenadas
de Bézier satisfacam as condi¢des da proposicdo acima, a superficie interpolante final seja
gerada por (1.2) e o objetivo seja atingido.

1.4 Interpolante de Dados Espalhados C? e Restrito

Virios métodos relacionados com visualiza¢do de dados de superficie, preservando a posi-
tividade e usando fungdes bivariadas, concentram-se apenas em gerar uma superficie resultante
suave ¢ C!. Tanto quanto se sabe, muito pouco tem-se feito para permitir a visualizacdo de
superficies positivas, partindo de dados espalhados positivos, e que seja C2. Em 2007 Saaban,
Piah e Majid [11] escreveram um trabalho que propde condi¢des suficientes sobre os pontos de
Bézier a fim de garantir que a superficie que compreende a malha triangular quintica de Bézier
seja sempre positiva e satisfaca as condicdes de continuidade C2. Vejamos as similaridades
com trabalhos anteriores de alguns dos autores e as idéias novas usadas nesse trabalho [11].

Desejamos construir uma superficie F(x,y), C> e que preserve a positividade ao interpolar
(xi,vi,2i),i=1,2,--- ,N, onde z; > 0. E usada a triangulacdo de Delaunay [3] para triangularizar
o invélucro convexo dos pontos (x;,y;), € as derivadas parciais de primeira ordem de F' com
respeito a x e a y sdo calculadas usando [4], mas a derivada parcial de segunda ordem sera
estimada através da aproximac¢do quadratica do método dos minimos quadrados.

2
. 2 2
min E (axl. +bx;y; +cy; +dx; +ey; +f—z,~) ,
i

onde a,b,c,d e f sdo os coeficientes a serem determinados.
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Considere um triangulo 7', com vértices Vi(x1,y1), Va(x2,y2) € V3(x3,y3), € coordenadas
baricéntricas u, v, w tal que qualquer ponto V no tridngulo pode ser expresso por

V=uVi+vVo+wVs3, onde u+v+w=1eu,v,w>0.

Uma malha triangular quintica de Bézier, P, em T ¢ definida como:

Plu,v,w) = Z bijkajk(u, vow),i>0,j>0,k>0, (1.3)
i+ j+k=5

| [T ~ Ja
onde B?jk(u,v,w) = i,?wu’vf wk e b; jk sdo ordenadas de Bézier de P.

Semelhantemente ao que foi feito em [9] supde-se que bsoo,bos0,b005 SA0 positivos e
condigdes suficientes sobre as ordenadas de Bézier restantes sdo determinadas a fim de garantir
uma malha de Bézier positiva. A seguinte proposicao estabelece essas condi¢des.

Proposicao 1.2. Considere a malha triangular quintica de Bézier P(u,v,w) com bsyy = A, boso =
B,byys = C, onde A,B,C > 0. Se b;jx > —ro, para b;jx # A,B,C, onde r( € a tnica solugdo de

1 1 1

i/*—‘+1+i/§+1+i/g+1
r r r

entao P(u,v,w) > 0,Yu,v,w >0, u+v+w=1.

=1,

As derivadas parciais de primeira e segunda ordem, juntamente com as condi¢des de con-
tinuidade C? determinam as ordenadas de Bézier. Se necessério, ajustes sdo feitos, a fim de
satisfazer a condicdes estabelecidas pela proposi¢do acima. Dessa forma, todas as ordenadas
de Bézier sdo determinadas, a superficie interpolante final é gerada por (1.3) e o objetivo é
atingido.

Esse método, naturalmente, gera superficies de melhor qualidade, visto que ele € de classe
C?. Em contrapartida, o fato de se usar uma malha triangular quintica, torna o trabalho compu-
tacionalmente mais caro.

E vasta a quantidade de trabalhos similares, no que diz respeito a quantidade de varid-
veis (bivariado) no dominio triangulado. Podemos citar especialmente um estudo realizado em
2004, por Kong, Ong e Saw [1] onde € tratado um esquema de interpolacdo de dados bivariados
espalhados, com a geracdo de uma superficie interpolante C! e ndo-negativa (esse estudo é de-
talhado no Capitulo 3). No entanto, pouco se tem feito a respeito da interpolagdo ndo-negativa
de dados trivariados, onde a continuidade C' é preservada. E este, por sua vez, é o foco do
nosso estudo.

Os Capitulos seguintes estdo distribuidos da seguinte forma: no Capitulo 2 € feita uma
abordagem dos aspectos bdsicos envolvendo a curva de Bézier, a forma de Bernstein e sua
derivada, e os tridngulos de Bézier sdo apresentados. No Capitulo 3 o trabalho de Kong, Ong
e Saw é apresentado com detalhes, estimulando assim, o nosso estudo, que € desenvolvido no
Capitulo 4, a constru¢do da malha quartica tetraédrica de Bézier e a superficie ndo-negativa
e C!. Aplicacdes sdo realizadas no Capitulo 5 e as conclusdes, juntamente com os trabalhos
futuros, se encontram no Capitulo 6.
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Preliminares

Sejam by, by, b, quaisquer trés pontos do espaco euclideano E3 e tome 7 € R. As seguintes
retas sdo formadas, ao interpolarmos linearmente bg,b; e by, b;, respectivamente

by (1) = (1 —t)bg + by
bi(?) = (1 -1)b; +by.

Ao substituirmos essas equacdes em
b3 (1) = (1= )bj (1) + b1 (1),

obtemos

b3 (1) = (1= t)*bg +21(1 = )by + by

Essa expressdo quadritica em 7 representa uma parabola, denotada por b2, com ¢ variando
de —oo a +o00. Essa constru¢@o consiste em uma interpolagdo linear repetida.

ParatentreOe 1, b2 esta dentro do triangulo formado por bg,by,b2; em particular, b2(0) =
bo e b*(1) = by.

2.1 A Curva de Bézier

2.1.1 O Algoritmo de Casteljau

Foi visto anteriormente a constru¢cdo de uma curva no plano, a pardbola, através de trés
pontos. O algoritmo a seguir gera curvas paramétricas polinomiais de grau n qualquer, através
de n+ 1 pontos.

Algoritmo de Casteljau
Entrada: Conjunto de pontos, bg,by,:--b,, € B3ereR,
Saida: Curva de grau n denotada por b", citada abaixo:

] -1 r=1,---,n )
bi(t) = (1-b; () +1b. | (1) { P20y
onde b?(t) = b;. Entdo bj(¢) € o ponto com pardmetro ¢ na curva de Bézier de grau n, denotada
por b".

A poligonal P formada por by,---,b, € chamada poligonal de Bézier ou poligonal de
controle da curva b”. Similarmente, os vértices do poligono b; sdo chamados pontos de controle

ou pontos de BéZier.

13
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Na Figura 2.1 estd ilustrado o caso n =2, onde by, b1, b, através do algoritmo de Casteljau,
geram uma quadrética de Bézier. Para t € [0, 1], bz(t) estd dentro do tridngulo formado por
bo,b1,b>. Em particular, bo(¢) = by e by (¢) = b;.

0t 1

Figura 2.1 Quadratica de Bézier.

O que ocorreria numa cubica, quando temos os pontos bg,by,bz,b3? Vejamos isso: Na
primeira iterag¢do, onde r = 1, temos, para 0 < ¢ < 1, os segmentos de reta
by (1) = (1 =)bg + tby,
bi(H) = (1-1b +1by,
bl (#) = (1= )by + tby.
Na segunda iteracdo, onde r = 2, temos outros dois segmentos de reta, agora entre os pontos
determinados na iteracdo anterior:
2 1 1
by(1) = (1-0by +1b,
2 1 1
bi(®) = (1 -0b, +1b,.

Na terceira e dltima iteragdo, r = 3, temos o ultimo segmento de reta:

by (1) = (1 - )b} + tb?.

Se considerarmos essa andlise para ¢ especifico, por exemplo # = 1/4, como na Figura 2.2,
encontramos o ponto final, bg(l /4), um ponto da curva de Bézier. Fazendo isso para todo ¢
entre 0 e 1, determinamos a cibica que se inicia em by e finaliza em bs.

As curvas de Bézier possuem uma importante propriedade, a do invélucro convexo. Para t €
[0, 1], b"(¢) esta no invélucro convexo do poligono de controle. Isto acontece porque todo ponto
intermedidrio do algoritmo b;(#) € obtido como uma combinagdo baricéntrica convexa dos b;_l
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Figura 2.2 Cubica de Bézier.

anteriores - em nenhum passo do algoritmo de Casteljau serdo determinados pontos fora do
invélucro convexo de b;. Uma importante consequéncia dessa propriedade é que poligonos de
controle planares sempre gerardo uma curva planar.

2.1.2 A Forma de Bernstein de uma Curva de Bézier

As curvas de Bézier podem ser definidas pelo algoritmo recursivo, que foi como Casteljau
o desenvolveu primeiramente. No entanto, é necessdrio ter uma representagdo explicita pra
elas. Sendo assim, as curvas de Bézier serdo expressas em termos dos polinémios de Bernstein,
definidos explicitamente por

B(1) = ( § )r"(l -0,

onde os coeficientes binomiais sdo dados por

n! .
n\_ | awoo se0<i<n
l 0 caso contrario.

Os polindmios de Bernstein satisfazem uma importante propriedade recursiva, seja ela:

B!(t)=(1-DB" ' (t)+ 1B (1), (2.1)

com
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By =1,

Bi(1)=0,j¢ (0, ,n). (22)

Outra propriedade importante € que os polindmios de Bernstein formam uma particdo da
unidade

an Bi(n)=1.
Jj=0

E, finalmente, os pontos intermedidrios do algoritmo de Casteljau, b7, podem ser expressos
em termos dos polindmios de Bernstein de grau r:

bj(t) = D by jB(1), (2.3)
Jj=0
com
re{0,---,n}, i€{0,---,n—r}.

Isso mostra claramente como os pontos intermedidrios, b;, dependem dos pontos de
controle dados, b;.
Para verificarmos (2.3) basta ver que por Casteljau temos

bi(t) = (1-0)b! " () + b} (1)

e, usando o segundo principio de indugdo, supde-se que (2.3) € valido para todo k < r—1.
Assim, podemos reescrever essa igualdade como

i+r—1 i+r
bj()=(1-1 ) bBTl )+t Y B .
=i j=i+l

Reindexando e usando (2.2) concluimos que

i+r i+r
b(t)=(1- t)Zb B0+ sz B
Jj=i Jj=i
i+r

= > b [(1-0B )+ B (1)
j=i
Aplicando agora (2.1) temos que

i+r

bj(1)= > b;B} (comi<j<i+r, 0<j-i<r
j=i

O que leva a igualdade definida em (2.3).
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Sendo assim, para o caso r = n, temos uma expressao final para a curva de Bézier, em
termos dos pontos de controle b; e dos polindmios de Bernstein. Seja ela:

b'(t) = b = Z b0 B(1).
j=0

2.1.3 A Derivada da Curva de Bézier

A derivada de um polindmio de Bernstein obedece a seguinte expressao

i n _ n—1 _ pn—1
B0 =nlB (0~ B @),

Entdo podemos determinar a derivada de uma curva de Bézier b" por

d n - n— n—
b0 :n;[Bj_ll(t)—Bj "0)b;.

Usando (2.2) podemos reescrever como

d n B n—1 B
b= nz; Bl (0)b; - nzo B! (n)b;.
J= J=

Fazendo uma transformacao no indice no primeiro termo e reagrupando temos
d n—1
b= n Y (b1 —b)BI (1),
Jj=0
Definindo o operador diferenca A:

Ab;j=Dbj;1 —bj,
pode-se escrever a derivada de uma curva de Bézier como

-1
d S _
=b"(H)=n ) Ab;BY(1); Ab;eR,
dt J
Jj=0

Pode-se ver entdo que a derivada de uma curva de Bézier € uma outra curva de Bézier,
com um grau a menos, obtida por diferenciar a poligonal de controle original. No entanto esta
derivada ndo estd mais em E3. Seus coeficientes sio diferencas de pontos, isto €, sdo vetores,
elementos de R3.
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2.2 Curvas Nao Paramétricas

Considere f uma curva funcional da forma y = f(x), onde f denota um polindmio. Esta
curva pode ser escrita na forma paramétrica

x| t
b= [ ¥(@) ] = [ ) ] @4

Nosso interesse € por fungdes f que sdo expressas em termos de bases de Bernstein:

J(#) =boBy(1) + - by By (D),

onde b; sdo nimeros reais, ndo pontos, Como na representacdo nao-paramétrica. Sendo assim,
0s bj ndo formam uma poligonal, mas as curvas funcionais sd3o um subconjunto de curvas pa-
ramétricas e por isso deve possuir uma poligonal de controle. Para encontrd-lo usemos uma
propriedade importante dos polindmios de Bernstein, a que eles formam uma particdo da uni-
dade:

Zn: B;!(t) =1.
j=0

Dai, chegamos a

n .
Z 1B’?(t) =t.
n /J
j=0

Agora podemos escrever a curva funcional como

b(r) = Z[ lf?ﬁ” ]B';(t).

j=0

n
Entdo a poligonal de controle da funcdo f(¢) = Z b jB;?(t) € dada pelos pontos (ﬁ b j) , para
=0
j=0,---,n. Afuncdo f € dita funcdo de Bézier e b; sdo as ordenadas de Bézier. A figura abaixo

ilustra o caso de uma curva funcional para um polindmio ctibico, com suas abscissas 0, %, %, I.

2.3 Triangulos de Bézier

Os triangulos de Bézier sdo uma extensdo natural das curvas de Bézier. Nesse ultimo, tem-
se pontos de controle dispostos arbitrariamente no plano ou no espago e através de segmentos de
reta que passam por eles, dois a dois, uma curva é construida, passando pelo primeiro e tltimo
pontos da sequéncia. Agora, os pontos de controle estdo dispostos numa malha triangular e sao
denotados por b; ji.

A notacao utilizada sera:
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by b1 bs b3
|
1
3

w83 |
ik

Figura 2.3 Curva de Bézier.

bj =b;jr, onde li| =i+ j+k=n e i,j,k>0,

e n denota o grau da superficie gerada.

Além disso
e; =100, e; =010, e3 =001.

Veja o exemplo para o caso de n = 3, onde os pontos
boo3,b012,b021, D030, b120, D210, b300, 201, P102, D111

estdo dispostos na malha triangular da Figura 2.4.

Figura 2.4 Tridngulo de Bézier: malha cubica.

O Algoritmo de Casteljau Estendido
Entrada: Uma malha triangular de pontos b; € E3; [i| = n, e um ponto em E? com coorde-

nadas baricéntricas u = (u,v,w).

Saida:

b} (u) = ub{; () +vb[, (w)+wh{,; (w),
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onde

r=1,,n, lil=n—r e b)(w) = b;.

Entéo bg(u) € o ponto com pardmetro u na superficie triangular de Bézier. Variando u ao
longo de todo o tridngulo de dominio em E? obtemos a superficie dita tridngulo de Bézier de
grau n, denotada por by ou simplesmente de b”.

A 1idéia do algoritmo de Casteljau estendido é: tome um ponto u, num determinado tri-
angulo, com coordenadas baricéntricas (u,v,w), em relagdo aos vértices desse tridngulo, e um
conjunto de pontos de controle b; que formam uma malha triangular. Em seguida sdo interpo-
lados os vértices do triangulo formado por

bi+e1 s bi+82 s bi+83 s

pertencente a essa malha, de forma que sejam preservadas as coordenadas baricéntricas de u
com relagao ao tridngulo de dominio.

A Figura abaixo (2.5) mostra um exemplo da aplicagdo desse algoritmo para o caso de
n =3, onde na primeira iteracdo (r = 1) seriam obtidos os pontos:

boso

. D300

Figura 2.5 Algoritmo de Casteljau triangular.

b3 = tb300 +vb210 + whaor,
by = ubi20 +vbozo + whoai,
by, = b0z +vbo12 + whoos,
by1o = ubaio+vbiog+whiii,
b, = ubaor +vbi11 +whioa,
b(l)ll =ubqiq +vb021 +Wb()12.

Na segunda iteracao obteriamos mais trés pontos, sejam eles:
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2 _ ol 1 1
bigo = ubygy + Vb +whygy,
2 _ o4l 1 1
bj10 = ubijg+Vbgy +whg
2 _ ol 1 1
bio1 = ubgy +vbg;y +whbgg,.
Na terceira e ultima iteragdo, chegamos ao ponto desejado, que se encontra na superficie de
Bézier gerada b :

3 _ 40 2 2
bggo = ubio + Vb + whiy, .-

2.3.1 Polinomios de Bernstein

No caso bivariado os polindmios de Bernstein B;' sdo definidos por

i!jlk!
Define-se B;’(u) =0se i, j,k<0Ooui+ j+k>n paraalgum i, j,k. Observe que, apesar de
B;‘(u,v,w) parecer trivariado, ele ndo &, pois temos que u+v+w = 1.

Sabendo que
. |=1 . +1 . +| . s
1 1—e; 1—e) 1—€3

e que pela Definicao (2.5) temos

_ n—1 1 n—1 -
uB!'! :u( )u’ 1vfwkz( i_e )u’vfwk,
1

uviwks  i| = n. (2.5)

n i ik
B?(u)=( . )u’v’w =

1-e i—e; i-

_ n—1 . n—1 .
vBI L =y . v Ik =1 . utvIwk,

L) 1—e) 1—e)

_ n—1 P n—1 .
wB~l = . uviwk =1 . uviwk,
1-€3 1—e€3 1—e3

entdo os polindmios de Bernstein satisfazem a seguinte recursao:

B{(u) = uB}", ()+ VB~ () +wB{"} (w), lil=n.

Usando indugdo e a defini¢do recursiva dos polindmios de Bernstein, temos que

bj(w)= > biiBjw): fil=n-r.
lijl=r
Fazendo r = n nessa expressio acima, encontramos uma relacao entre um ponto na superfi-
cie de Bézier e os pontos na malha:

b"(u) = bj(w) = > biB}(u).

lil=n
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2.3.2 Derivada

A derivada apropriada para os polindmios de Bézier é a derivada direcional. Sejam u; e
u, dois pontos do dominio. A diferenca entre eles, d = up —uy, define um vetor. A derivada
direcional de uma superficie em x(u) com respeito a d é dada por

Dgx(u) = dx,(u) + ex,(u) + x,,(0), (2.6)

onded = (d,e, f),comd+e+ f=0.
As derivadas parciais de uma malha de Bézier, com relagcdo a u sdo calculadas da seguinte
forma:

o o i
2-b(w) = - LA

[il=n

0 n!
_ J. ok
= — —uvw b‘,
ou Z iljlk! !
[i|l=n
por (2.5). Dessa tltima igualdade, desenvolvendo n! e derivando com respeito a u temos:
(=D iy j &
=n )y —————u"vnw'b;.
i— 1) k!
= (i—D!jk!
E, uma vez que |i| = n =i+ j+k, entdo também temos que n—1 = (i— 1)+ j+k. Dessa
forma, podemos reindexar e escrever
n-1)" . .
=n (..—)u’vfwkbm ik
i!jlk! b
lil=n—1
-1
=n Y bie, B ().
lil=n—1
Com uma idéia andloga pode-se estabelecer as derivadas %b(u) e %b(u).
Juntando as trés formulas para a derivada direcional e substituindo suas expressdes encon-
tradas, %b(u), %b(u), %b(u), em (2.6) chegamos a

Dgb(u) = dﬁb(u) + eﬁb(u) + fib(u). 2.7
ou ov ow

E, substituindo

Dab(u)=n " [dbise, +ebise, + fbise; 1B/ (W), 2.8)

lil=n—1

E, usando o algoritmo de Casteljau estendido, podemos concluir que

Dabw)=n > bl(@B;~" (). (2.9)

lil=n—1
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Figura 2.6 Derivada direcional: os coeficientes da derivada direcional de uma malha triangular sdo os
vetores b{(d).

A derivada direcional de b” € entdo uma malha triangular, cujos coeficientes sdo as imagens
de d em cada subtriangulo de controle na rede de controle (veja a Figura 2.6).
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Interpolacao Restrita, Triangular de Bézier

A constru¢do de uma superficie no computador com ajuda de programas gréificos, normal-
mente envolve gerar um conjunto de retalhos de superficie que sd@o suavemente conectadas com
certo grau de suavidade. Além disso, € interessante preservar algumas propriedades inerentes
aos dados, como positividade, monotonicidade e convexidade, produzidas por uma interpolacao
por partes.

A preservacao da ndo-negatividade refere-se a superficie interpolante gerada, que serd nao-
negativa se os valores dados forem nao-negativos.

O objetivo do estudo realizado por Kong, Ong, Saw em [1] foi interpolar dados espalhados
bivariados, ndo-negativos e obter uma superficie C! e nio-negativa. Para isso, seu dominio tri-
angulado (obtido através da triangulacdo de Delaunay, apresentada em [3]) teve cada triangulo
dividido em trés mini-tridngulos (a fim de garantir a continuidade C', seguindo o método de
Clough-Tocher [5]) e em cada um desses uma malha de Bézier cibica foi construida. Em se-
guida condicdes suficientes para a ndo-negatividade desses tridngulos ctibicos de Bézier foram
estipuladas através de limites inferiores para as ordenadas de Bézier. Finalmente a superficie
foi construida, podendo haver alguns ajustes nas derivadas, caso seja necessario, € o estudo
concluido.

Neste Capitulo, o trabalho de Kong et al [1] seré revisto com o duplo propoésito de apre-
sentar o trabalho que foi utilizado para ser generalizado nesta tese, bem como de familiarizar
o leitor com os conceitos especificos na literatura deste grupo de interpolacdes. Também sera
apresentada a razdo pela qual ndo se consegue garantir a condi¢do C? com polindmios ciibicos
por parte, justificando em parte o uso de malhas quinticas em Saaban et al [11].

3.1 Continuidade C! entre TriAngulos Ciibicos de Bézier Adjacentes

Seja T um triangulo no plano x —y, com vértices V1, V;, V3 e coordenadas baricéntricas u, v
e w, tal que qualquer ponto V do tridngulo pode ser expresso de forma tnica como
V=uVi+vWo+wVs, comu+v+w=1, u,v,w>0.

Seja S um funcional polinomial S : E> — R ciibico (n = 3) de Bézier definido em 7' como

T,

uvIwk,

S(u,v,w) = b3(u,v,w) = Z b
i+j+k=3
1,7,k=0

onde u+v+w=1, wu,v,w>0,ou seja para pontos no interior e na fronteira de 7'.

24
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Ou ainda, utilizando os polindmios de Bernstein, temos

3
S == > biB(w), onde B (u) = Wu’vfwk,
i+j+k=3 K
i,j,k>0

sendo u = (u,v,w), com i = ijk e b;j; denotando os valores de controle, associados a pontos
igualmente espacados de 7. Se assumirmos que b3po € o valor de controle associado a V7, b3
€ associado a V3, boo3 € associado a V3 entdo b;j; € o valor de controle associado a posi¢ao
HiVi+ jVa +kVal.

As ordenadas b; j; (exceto by11) sdo ditas ordenadas de Bézier de fronteira e by11 ordenada
de Bézier interna do tridngulo cubico de Bézier S. As ordenadas de Bézier de fronteira, exceto
as que ndo sdo vértices do tridngulo original (b309, bo3o € boo3), sdo determinadas pela derivada
direcional nos vértices ao longo da fronteira correspondente.

V1=(1,0,0)

7,=(0,0,1) ¥3=(0,1,0)
d23

Figura 3.1 Notagao no triangulo.

Vejamos como esse cdlculo € feito, considerando as dire¢des d12 = (—1,1,0), d3; =(1,0,-1)
e dy3 =(0,—1,1). Usando a férmula (2.7), temos entdo que:

ob ob ob
Dq,,b(n) = _1501) + la(u) + Oﬁ(u),
ob ob ob
Daq,, b(u) = 1£(u) + Oa(u) - lﬁ(u),

ob ob ob
Dq,;b(u) = Oa(u) - 15(11) + lg(u).

Usando (2.8), chegamos a

Day(V)= =3 bive, BE(V) +3 ) bire, Bi(V),
lil=2 lij=2

Day(V)=3 ) bire, BAV) =3 ) bire, BAV)
lil=2 lij=2
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Dayy(V) = =3 bise, BE(V) +3 ) bises Bi(V),
lij=2 lij=2

onde

i€{110,101,011,200,020,002}.

Sabemos que, para V = (u,v,w) qualquer, temos que

D bive, BEV), Y bice, BE(V) € ) biaey BH(V)

[i|=2 [i|I=2 [i|I=2

sdo iguais a

b2IOB%1()(V) + 52013%01 (V)+by 113(2)1 (V) + b3ooB%00(V) + blzoBgzo(V) + blongoz(V),

blZOB%lo(V) + blllB%m V) + bolegl (V) + bZIOB%()()(V) + boaoB(z)zo(V) + 50123302(‘/)

b111B2 o (V) +b102 B2 (V) +bo12B3, | (V) + bao1 Bogo (V) + bo21 B (V) + boos By, (V),

respectivamente.
Portanto, usando a Definicdo (2.5), essas igualdades ficardo

Z bi+elBi2(V) = 2uvby1g + 2uwboo +2vwbi11 + u2b300 + v2b120 + Wzbloz,

i=2

Z bi+ezBi2(V) = 2uvbi9 +2uwbi11 +2vwbyp1 + uzbzlo + V2b03() + W2b012,

i=2

Z bi+e3 Biz(V) =2uvby11 + 2uwb102 + 2vwb012 + u2b201 + v2b021 + W2b003.

i=2

26

Analisando em V = V| = (1,0,0), V=V, =(0,1,0) e V = V3 = (0,0,1), as derivadas

direcionais ficam

Daq,,(V1) =3b210—3b300, Da,, (V1) = 3b300 —3b201,
Daq,,(V2) = =3b120 +3bo30, Da,;(V2) = =3bo30 +3bo21,

Daq,,(V3) =3b102 —3boo3, Da,;(V3) = =3bo12 + 3bgo3.
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Sendo assim, pelas igualdades abaixo, verificamos que as ordenadas de Bézier de fronteira
sdo determinadas através da derivada direcional, avaliada nos vértices da fronteira correspon-
dente, como dito anteriormente

ba10 = b300+ 1D, (V1) = S (V1) + Da,,(V1),
bro1 = b3oo — 3Day, (V1) = S (V1) — Dg,, (V1),
bi20 = bozo — 3Dap,(V2) = S (V2) = 1Dg ,(V2),
bo21 = bo3o + 3Ddy3(V2) = S (V2) + 3Day (Va),
bi02 = boos + 3Day, (V3) = S (V3) + 1Dy, (V3),
bo12 = boos — 3Dary(V3) = S (V3) — 3Dayy (V3).

3.1)

Figura 3.2 Malha ctbica de Bézier sobre seu dominio.

3.1.1 Condicoes de Continuidade
Considere dois tridngulos AV V,V3, AW W, W3 no plano x—y, onde Vo, = W3 e V3 = Ws.

Vs /&

Wi
Vi

Ve Ws

Figura 3.3 Triangulos adjacentes.
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Suponha tridngulos cubicos de Bézier sobre esses dois tridngulos adjacentes, com orde-
nadas de Bézier b;ji € c;jk, respectivamente. Esses dois tridngulos cubicos de Bézier tém a
mesma curva de fronteira ao longo da aresta V, V3, entdo booz = co30, bo12 = co21, bo21 = €012
e bozo = coo3 (veja Figura 3.4). Queremos estabelecer condi¢cdes para que a curva de fronteira
tenha continuidade C'.

Vs W
boos  Cozo

Ve

Figura 3.4 Malhas triangulares em tridngulos adjacentes (visdo de cima).

Associemos as ordenadas de Bézier b; jx com (x;jk,yijk), para 0 < i, j,k < 3, sendo

1. .
(Xijk» Yijk) = §(IV1 +jV2+kV3),

€ N0 NOSSO €aso temos 0s pontos b;jx € ¢;jx, onde b;jx = (X;jk, Yijk>bijk) € €ijk = (Xijk»Yijk» Cijk)-
Para a condicdo C! ser satisfeita, geometricamente os quatro pontos de cada conjunto,

{€102,b120,b030,bo21},{€111, 111,021,012} € {€120, D102, D012, D003}

precisam ser coplanares e a posi¢do relativa de €192 com respeito ao tridngulo byobo3obo21 €
a mesma posicao relativa de W com respeito ao tridngulo VV,V3; e assim é também para os
outros de forma andloga.

Sendo assim, sabendo que W = @V + BV, +yV3, onde a, B e y sdo constantes que somam
1, as condigdes necessdrias e suficientes de continuidade C! entre as duas malhas sio dadas
pela preservacdo da combinagdo baricéntrica de Vi, V,, V3, ou seja:

c102 = abi2o +Bbozo + ybo21,
c111 = abii1 +Bbo1 +ybor2, (3.2)
c120 = abi02 +Bbo12 +yboo3-

Para verificarmos a primeira e ultima Equagdes acima, suponha que os tridangulos vizinhos
tenham as mesmas derivadas direcionais nos vértices da aresta comum. Considere que um
ponto escrito com respeito a malha b tem coordenadas (u,v,w) e com respeito a malha ¢ tem
(i,v,w), onde u = i, v=PFu+w e w = vyii+v. Considere a derivada parcial com respeito a u
nos vértices V> e W3 as mesmas. Entdo
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ob oc ob du ob dv ob dw
ﬁ(vz) = ﬁ(Wﬁ = 3c102 = %E(VZ) + %ﬁ(vz) + %E(VZ)

e da igualdade acima temos

c102 = abi20 +Bbozo + yboo1-

Analogamente

ob
o

Dessa forma, a primeira e terceira igualdades de (3.2) s@o satisfeitas.

O segundo conjunto de condicdes é suficiente, mas ndo € necessario. Como serd visto
adiante, ele serd importante para que se alcance a propriedade da localidade, ou independéncia
das condig¢des no tetraedro. Ele foi estabelecido por [6] e consiste em determinar as ordenadas
internas de Bézier, b111 e c111, de forma a garantir a continuidade C! ao longo da fronteira
comum. Ela € alcancada fazendo com que a derivada direcional com respeito a normal varie
linearmente ao longo dessa fronteira.

Considere o vetor d;; no tridngulo como sendo o que se origina no vértice V; e termina no
vértice V.

oc
(V3)= %(Wz) = c120 = abi2 +Bbo12 + yboos.

Figura 3.5 O triangulo e a normal.

Considere também o vetor normal ao vetor dy3 como sendo n (veja Figura 3.5) e a projecao

de dy; sobre dz3 como proj gi;. Sabemos que o ponto P pode ser escrito como P(h) = hV3 +

(1-=h)V>, onde hdy3 = proj g; e este, por sua vez, satisfaz

dyy, _ |d21 - dos] —di2-do3

Il = lld2s]| = [ld23]l,
d2 lld2s? lld2sI?

llproj
ou ainda
_ |d2; - das| _ —dj2-dy3
lld23l 23

—_— . ~ N . . s o,
Como n = PVj entdo a combinagdo baricéntrica do vetor normal com respeito aos vértices
do triangulo € V| + (h— 1)V, — hV3. Pela Defini¢do (2.7) a derivada na dire¢do do vetor normal
fica

ob ob ob
Dob(w) = — W) + (2= D)= (w) = h——(u)
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=3 Do, BAW+3(h=1) Y bire, BAW =31 Y bive, BA(W)

[il=2 [il=2 [il=2

e, como na fronteira comum entre os dois tridngulos, temos os pontos (1, v,w), com u+v+w =1,
satisfazendo u = 0, entdo desenvolvendo essa derivada e usando que w = 1 — v encontramos

3(v2[b12o + (h — 1)bozo — hboa1 — 2b111 — 2(h— 1)boay + 2hbo12 + b1ga + (h— 1)bo12 — hboos +

+V[2b111 +2(h— 1)bo21 —2hbo12 + 2hboo3 ] + b1o2 + (h— 1)bg12 — hbgo3 ).

A linearidade da derivada direcional implica no coeficiente de v2 ser nulo. Portanto, iso-
lando a ordenada interna b1, encontramos

1
b = E[blzo +b102 + h(2bo12 — bo21 — booz) + (1 = h)(2bo21 — bozo — bo12)]. (3.3)

Analogamente, para a malha vizinha temos

1 ~” -
ci11 = 5[0120 +c102 +h(2co12 — co21 — co03) + (1 —h)(2co21 — co30 — co12)]- (3.4)

Considere b111 € c111 como em (3.3) e (3.4), respectivamente, € h=1-(ah+ v). Acrescen-
tando a essas informagdes que booz = co30, bo12 = co21, Po21 = co12 € bozo = coo3, verificamos
que a segunda equacdo de (3.2) é verdadeira. Dessa forma, juntamente com as outras duas
equagdes satisfeitas, temos a continuidade C! atingida.

Para construir uma superficie de interpolagio C!, por partes, o método de Clough-Tocher
requer para cada tridngulo o valor da funcdo e as duas derivadas parciais em cada um dos trés
vértices, assim como a derivada na dire¢do da normal no ponto médio de cada aresta do trian-
gulo. Isto impde doze condi¢des no total sobre o polindmio cubico definido sobre o tridngulo.
No entanto isso nao € possivel uma vez que um polindmio cibico bivariado é determinado por
apenas dez coeficientes. Dessa forma a idéia de [5] foi dividir cada tridngulo do dominio tri-
angulado (tridngulo macro) em outros trés (mini-tridngulos), definindo uma malha ctbica de
Bézier em cada um dos trés. Esta constru¢io nos fornece mais graus de liberdade, a fim de
satisfazer as condicoes de continuidade [13].

Dessa forma o esquema adotado € dividir cada tridngulo macro 7', no dominio triangulado,
em trés mini-tridngulos, dado um ponto interior G dele (veja Figura 3.7). G é escolhido como
o centréide de 7.

A continuidade C' ao longo da fronteira comum de dois tridngulos macros adjacentes é
obtida usando o segundo conjunto de condig¢des, (3.3) e (3.4), enquanto que a continuidade
C! a0 longo da fronteira comum entre dois mini-triAngulos adjacentes, que estdo no mesmo
triangulo macro, € encontrado usando o primeiro conjunto de condi¢des (3.2). Note que a
condicdo C ! vincula pontos de controle na fronteira (exemplo: bgoz = co30, bo12 = co21, bo21 =
co12 € bo3o = coo3) € pontos de controle da proxima camada, partindo da fronteira (exemplo:
b120, b111, b102, num tridngulo e c102,c111 € €120 no outro). A condi¢do C? vincula uma camada
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Vs W

14 Wi

Figura 3.6 Trés mini-tridngulos em triangulos macros vizinhos.

Qo30=Co03

aoos=bozo box bo1z booz=co30

Figura 3.7 Ordenadas de Bézier dos trés mini-triangulos.

adicional em cada triAngulo. No caso da fronteira com o tridngulo macro vizinho, a condi¢io C?
vincularia os pontos b1, bo12, boo3, b111, b102 € bao1, € 0s correspondentes pontos no triangulo
vizinho, apenas para satisfazer C? no vértice byy3. No caso do vértice bozg, 0s pontos envolvidos
incluiriam bgy1,b111 € bo12, ja vinculados pela condi¢ao C? em byp3. Mesmo com uma malha
quartica, haveria ainda um ponto em comum, no caso bgy», nas condi¢des C? nos vértices
boao € boos, € portanto uma malha quintica seria necessdria. Uma andlise semelhante pode
ser aplicada no caso trivariado, com conclusio ainda mais estrita com relacdo ao grau minimo
para comportar suavidade C2. Neste trabalho, serd adotado grau quatro, que ndo permite tal
suavidade (ver Capitulo 4).
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Suponha que cada tridngulo ctibico de Bézier nos trés mini-tridangulos que estao no tridngulo
macro 7' t€ém ordenadas de Bézier

{aiji}, bijk} e {ciji), onde 0 <1, j,k <3, i+ j+k=3,

respectivamente, como estd ilustrado na Figura 3.7. Necessita-se que as trés malhas cubicas de
Bézier tenham continuidade C! e as derivadas na dire¢io da normal variando linearmente ao
longo das trés arestas do tridngulo macro 7. Pela continuidade C° entre esses trés tridngulos de
Bézier cubicos ao longo de V;, i = 1,2, 3, temos que

ao3o = €003, a120 = €102, 4210 = €201, aoo3 = bozo, b120 = ai02,
ba1o = axo1, booz =co30, €120 =b102, c210 = b2o1,
ap3o = b3oo = c300.

Considere os trés triangulos no triangulo macro e divida-os nos seguintes conjuntos

M ={az10 = c201,b210 = a201,¢210 = b201},
M; ={ai11,b111,c111}),
M3 = {c102 = a120,a102 = b120,b102 = c120},
My ={ap21,a012,b021,b012,C021, €012},

M5 = {ap30 = co03,a003 = bo30,b003 = €030}

Deseja-se estabelecer uma sequéncia de passos para a determinacdo de todos os elementos
da malha triangular de Bézier. Como vimos inicialmente, as derivadas direcionais nos vértices
Vi, i = 1,2,3 determinardo as ordenadas de Bézier de fronteira (veja (3.1)), ou seja M4. Em
seguida, usando a continuidade C I sobre mini-tridngulos vizinhos, os elementos de M3 serdo
encontrados, usando as seguintes Equacoes:

|

ai02 = 3(bo21 + ao12 + bo3o),
1

b1o2 = 3(co21 + bo12 + co30), (3.5)
1

c102 = 3(a@o21 + co12 + @o30)-

Pela continuidade C! nos tridngulos macros, analisando em cada uma de suas arestas, a
Equacao (3.3) definida para cada um dos mini-tridngulos determina as ordenadas internas a1,
b111, c111 €, tendo isso, as ordenadas de M sdo determinadas pela continuidade C I mais uma
vez, que permite as Equagdes:



3.1 CONTINUIDADE C' ENTRE TRIANGULOS CUBICOS DE BEZIER ADJACENTES 33

|
azor = 3(aio2 +bi11 +ain),
I
bao1 = 3(b1o2+ c111 +bi1n)s (3.6)

1
c201 = z(c102 +arn +ciin).

E, finalmente, as ordenadas centrais (ponto G), serdo determinadas pela Equacdo

1
azoo = 5(61201 + boo1 + ¢201). (3.7)

Seguindo esses passos, todas as ordenadas de Bézier da Figura 3.7 sdo determinadas.

3.1.2 Condicoes Suficientes para Nao-negatividade

Além de determinar uma superficie interpolada com continuidade C!, deseja-se satisfazer o
critério da ndo-negatividade da mesma e, para isso, € preciso estimar limitantes para os valores
de cada uma das coordenadas de uma malha cubica de Bézier.

Comecemos fixando as ordenadas de Bézier nos trés vértices do tridngulo 7', positivas,
como sendo m > [ para todo m € Ms, sendo [ um niimero positivo qualquer. E necessario estimar
condic¢des suficientes para garantir que as trés malhas ctbicas definidas nos mini-tridngulos de
T, interpolando os valores positivos dados, sejam ndo-negativas, enquanto a continuidade C! é
mantida ao longo das arestas comuns.

O seguinte Teorema garante a ndo-negatividade da curva de Bézier cubica.

Teorema 3.1. Sejar(x) = A(1—x)* +3B(1 —x)’x+3C(1-x)x*>+Dx>,0< x< 1, onde A e D sdo
positivos e ao menos B ou C é negativo. Entao r(x) < 0 para algum x € (0,1) [respectivamente
r(x) = 0 para algum ponto em (0,1)] se e somente se 3B>C* +6ABCD —4(AC> + B3 D)-A>D? >
0 [respectivamente = 0].

Demonstracao: Considere
(%) = A(1 = x)* +3B(1 — x)*x+ 3C(1 - x)x* + Dx°,
com 0 <x<1,onde A e D sdo positivos e
® =3B>C>+6ABCD - 4(AC> + B’ D) - A’D?.
SeB:%eC:%entéo
o = 3( L) (F) ror 2 Lep-afa (D) +(2) o] -a0r

3 3

4AD
ZZ(A-D)*>0.
27

Sendo assim

O=0seesomentese A=D e ®>0seesomenteseA+*D. (3.8)
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NotequeseA=D=[>0eB=C=7, ondea>lenta0

-1 -1
r(x) = I1=x+3- —1—xx+3-—(1-x)x> +1x°,
3a 3a
[
= —[a(1-x) —x(1-x)?-x*(1-x)+x 4],
a
[
= —[Ba+1)x*-@a+x+al
a
Estudando a equacdo do segundo grau acima, vemos que para a > 1 ela ndo tem solucio e,
o menor valor que ela assumird serda £ e, portanto r(x) > l(a ]) > 0, para todo x € [0, 1].

Devido ao Teorema 3.1 e a Afirmacao (3.8), seguindo os passos definidos no final da Se¢ao
3.1.1, sdo fixados limites inferiores para as ordenadas de fronteira de Bézier de T como

-1
my > 3 sendo a > 1,Ymy € My. 3.9
a

Pelas Equacdes (3.5) obtemos

1 / / / 2
miy>—|—-———-——+I|==|1-=—],Vms € Mj3.
3 3a

Se além disso tivermos iy >3, sz € M, entdo por (3.6)

J M2\ 11
"= 313\ T 34) 34 3al

1. 2y 1 1

> —|z[1-=)-—- —,
3(3 3a) 3a 3a
1. 8

> —|[1-—]|.
91 3a

As ordenadas de Bézier azgg = b3gp = c300 no centrdide tém o valor da superficie interpo-
lada em G, entdo b3pp > 0 € necessario para garantir a ndo-negatividade da malha triangular
de Bézier. Mais ainda, é também necessdrio que m; > 0, Ym| € M pois, do contrario, valores
negativos de m; deixariam a derivada parcial negativa em G ao longo das arestas corresponden-
tes e o retalho de Bézier correspondente nao satisfaria a nao-negatividade.

Por (3.7) e pelo limitante inferior encontrado para os elementos de My, temos que

1|3/ 8 l 8
- > 212 = (1=,
b300 (azol +b2o1 +c201) 3 [ 9 ( 3 )] 5 ( 3a)

Ou seja, para que b3pg seja ndo-negativo, € preciso que
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8 8
l1-— >0,0usejaa>—.
3a jad=3
Entao se Ym € My U My, m > ;—é > %’ e, sabendo que a > %, conclui-se que

T !
s(1-= > VmieM
m3‘3( 3a):>m3_4 m3 € M3

m>0,Yme M U{b3p}.

Proposicao 3.1. Seja T um tridngulo no plano cortado em trés mini-tridAngulos, através de seu
centréide. Seja a malha triangular ctibica de Bézier definida em cada um desses mini-tridngulos,
cujas ordenadas sdo {a;jx}, {bijc} € {cijx}, com 0 <i,jk <3 ei+ j+k=23. Suponha que os trés
mini-tridngulos de Bézier formem uma malha triangular Q em T que seja C'. Se VYm € Ms,

m>1l,ondel>0eVme My UMy, m > —%, coma > %, entdo Q(x,y) >0, V(x,y)eT.

Demonstracao: Considere a malha triangular de Bézier

3
Su,v,w) = Z bijk— uviwk
i!jlk!
i+j+k=3
i, j k=0

no mini-tridangulo GV, V3 do triangulo da Figura 3.8.

Tome P(0,v,w) onde v+w = 1, um ponto na aresta V, V3, oposta ao vértice G. O parametro
t varia entre 0 e 1, do vértice G ao ponto P, e as coordenadas baricéntricas para um ponto do
segmento G P podem ser escritas como (1 —z#,#v,tw), 0 <t < 1. Veja a Figura 3.8 que representa
esse mini-tridngulo.

G(1,0,0)

V2
(0,1,0) P(0,v,w)

¥3(0,0,1)

Figura 3.8 Mini-tridngulo com o segmento GP.

Sendo assim, pode-se verificar que a curva na malha triangular cibica de Bézier, S, ao
longo do segmento de reta GP € dada por

S(1=1,t(1=w),tw) = AW)B3(1) + Bw) B (1) + C(w)B3 (1) + D(w) B3(0). (3.10)
De fato,
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S(-tt(1-w),tw) =

b300 B3y (1 = 1,11 = w),tw) + b210B3 o (1 = £,1(1 = w), tw) +
b201B3g, (1 = t,1(1 = w),tw) + b12g B}, (1 = £,1(1 = w), tw) +
bi11 B3 (1 = 1,11 = w),tw) +b1oa B,y (1 = £,1(1 = w), tw) +
bo30Bisg(1 = 1,1(1 = w),tw) + boo1 By, (1 = £,1(1 = w), tw) +
bo12By 5 (1 = 1,11 = w),tw) + boo3 Byys (1 = £,1(1 = w), tw).

+ + o+ +

! I ~
E, sendo B?jk(u, v, W) = ﬁwu’vl wk, entdo

S(-tt(1-w),tw) =
b3oo(1 =12 +3b210(1 = )%1(1 = w) + 3bao1 (1 — 1) *tw +

+ 3bioo(1 =01 =w)? +6b111(1 = HE(1 —w)tw) + 3b102(1 = HFPwW? +
+ bozot> (1 =w)> +3bga1 2 (1 = w)?tw + 3bg121(1 = W)EPW? + boos 2w,

Usando que B?(t) = (3_3’1.!)! (1 - N3 e agrupando os termos semelhantes, obtem-se

SA-t,t(1-w),tw) =

b300 B (1) + [b210((1 — W) + bao1wl B3 () +
+ [b12o(1 =w)* +2b111w(1 —w) + bioaw? B3 (1) +
+ [boso(1 = w)? +3boaw(1 —w)? +3bg12(1 = ww? + booz w1 B3 (2).

Denotando A(w) = b3gg, Bw) = b210(1 —w) + bog1w, C(w) = b1po(1 — W)2 +2b11iw(1 —w)+
bioaw? e D(w) = boso(1 = w)? +3bga1w(1 —w)? + 3bg12(1 — w)w? + boozw?, tem-se que

S(1=t,1(1 = w),tw) = A(W)B3 (1) + Bw) B3 (t) + C(w)B3 (1) + D(w)B3(1)

e, para verificar sua ndo-negatividade, basta observar que B?(t) >0, Yie{0,1,2,3}, e analisar
os termos A(w), B(w), C(w), D(w).

Assumindo a > 8/3 e voltando a discussdo anterior, tem-se que b3og >0, ba19 =0 e byo; > 0.
Sendo assim A(w) e B(w) sdo ndo-negativos.

Desde que by11 > —é, b1 = ﬁ e bl > 4—11, entdo
I 5 1

1 3
—[——w+—w2] >0, VYw.

> —(]1 — — )= — —
Clw) > 4(1 w) 28w(1 w)+4w b >

Para estudar D(w) observe que supondo bzo > 0 e bogz > 0, além de bg12 > —% e b = —ﬁ,
temos

Dw) > I(1-w)’ - éw(l —w)? - ‘—llwz(l —w)+ 1w’ .

E considerando o Teorema 3.1, podemos concluir que D(w) > 0.
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Dessa forma a malha triangular S, que é composta pelas curvas ctibicas de Bézier univa-
riadas ao longo do segmento GP (conforme Figura 3.8), € ndo-negativa. Usando o mesmo
argumento, agora para os mini-tridngulos com ordenadas de Bézier {a;x} e {c;jx}, estas sdo
também nao-negativas.

]

3.2 Construcao da Superficie Interpolante

Dados pontos (x;,y;,z)), com z; >0 e i =1,2--- N, tal que (x;,y;) # (xj,y;) para i # j,
descreve-se a constru¢do de uma funcdo F(x,y), ct, preservando a nao-negatividade, com
F(xj,yi) =zj, i =1,2,---,N. O processo de construcao consiste em trés etapas usuais para
interpolacao de pontos espalhados

1. O dominio Q da funcdo F' € o invélucro convexo de {V; = (x;,y;) :i=1,---,N}. Os pontos
Vi,i=1,2---,N, sdo usados como vértices da triangulagdo do dominio Q. A triangulacio
de Delaunay (conforme [3]) € usada para triangular o dominio Q.

2. A estimagao das derivadas parciais de primeira ordem, isto € F', e Fy, em cada Vi(x;,y;),
para a superficie F € obtida usando o método desenvolvido em [4].

3. Para todo triAngulo macro no dominio, uma malha triangular sera gerada.

O terceiro passo comeca com a subdivisdo de cada tridngulo macro do dominio em trés
mini-triangulos, através do seu centréide, e em seguida um tridangulo cubico de Bézier é cons-
truido em cada mini-tridngulo. A determinagdo das ordenadas de Bézier destes trés mini-
tridngulos, {a; i}, {biji} € {cijk}, € descrita como segue.

Ap0s as derivadas parciais de primeira ordem, F e Fy, em cada vértice V;(x;,y;) no dominio
triangulado €, serem estimadas (por [4]), em cada retalho Q no tridngulo macro, a derivada
direcional em seu vértice V; na dire¢do da aresta d;;, de V; para V;, € calculada por

oF oF
Da;;(Vi) = (xj = x) 5= (Vi) + (v, _yi)a_y(vi)-

Baseado nos pontos dados, as ordenadas dos vértices de cada tridngulo macro sio determi-
nadas. Observando que no triangulo macro 7" da Figura 3.7, temos que:

apzo = cooz = F(V1) =z1,
bozo = apoz = F(V2) = 22,
c030 = booz = F(V3) = z3

e, tendo as derivadas direcionais estimadas em cada vértice, as ordenadas de Bézier da fronteira,
representadas pelo conjunto My, sdo determinadas usando (3.1). No entanto, estas ordenadas
determinadas podem nao garantir que a malha resultante seja ndo-negativa. Para garantir isso é
preciso impor condicdes nestas ordenadas de fronteira, isto é,
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l
my > —g,Vm4 € My,

com [ = min{F(Vy), F(V3), F(V3)}, como na Proposic¢do 3.1. Para alcanc¢é-la, a derivada parcial
de primeira ordem em V;, i = 1,2,3, deve ser modificada, se necessdrio. A modificacdo das
derivadas F, e Fy no vértice V; € feita inserindo um escalar em cada um deles como um fator
positivo @, sendo a < 1, levando em consideracdo todos os retalhos triangulares no triangulo
macro dividindo aquele vértice. Vejamos como se daré esse procedimento.

Tome O para ser o vértice em seu dominio triangulado Q e n;, i = 1,2,---,k, para ser o
tridangulo macro na triangulacao que tem O como um vértice.

E D

A B

Figura 3.9 Dominio Triangulado Q.

Considere o triangulo 7y (veja Figura 3.9) e o limite inferior —l% onde
lz, = min{F(0),F(A),F(B)}.

Denote as derivadas direcionais em O na dire¢do das arestas OA e OB por Dy, € Dy,,,
respectivamente. Os fatores escalares @ps € a@pp sdo definidos como segue.

l ~ .. . . ~
Se F(O)+ %Ddo 4> —%, entdo apa = 1, caso contrdrio, @pys € determinado pela equacdo

1 Iz,
F(O)+ a’oAngOA = —g.
.. Iy ~ L. . .
Similarmente, se F(O) + %Ddog > —%, entdo app = 1, caso contrério, app € definido pela
equacao

1 In,
F(O) + a’OBngOB = —g.
Dai define-se @, = min{a@pa,app}. Usando o mesmo método, ay,, i = 2,3,--- ,k, sdo en-

contrados. Para todas as ordenadas de Bézier adjacentes a O satisfazerem as condicdes de
negatividade, escolhemos

o = min{ay,, Uy, , A, )
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Se agp < 1, entdo as derivadas parciais primeiras em O sdo multiplicadas pelo fator o e as
ordenadas de Bézier adjacentes a O sdo determinadas de acordo com isso. O processo citado
anteriormente € repetido em todos os vértices V; no dominio Q. Entdo todas as ordenadas de
Bézier ao longo das arestas dos tridngulos macros podem ser determinadas da forma citada.

Pela propriedade de continuidade C!, ordenadas em M3 serdo determinadas usando as re-
lagdes em (3.5). Em seguida, as ordenadas de Bézier internas, M», sdo determinadas usando
(3.3), (3.4) e uma equagdo andloga para a malha a. A Proposi¢@o 3.1 impde um limite infe-
rior nessas ordenadas de Bézier internas. Aqui, ji que as ordenadas de Bézier da fronteira do
tridangulo macro sdo fixadas, poderia se usar os valores atuais deles para relaxar o limite nas
ordenadas de Bézier internas sugerido na Proposi¢ao 3.1. Observe que para garantir que C(w)
em (3.10) seja ndo-negativo, € necessario que

b111 = —min{b120,b102} (3.11)

e, similarmente

ayl1 = —min{ang,di02},
c111 = —min{cy20,¢102}- (3.12)

Ainda mais, desde que a1, b1 € cz01 t€m que ser ndo-negativos, por (3.6) temos que

ai+biir+ar 20,
bio2 +c111 +b111 20, (3.13)
cio2 +ai +c111 = 0.

Para garantir (3.11), (3.12) e (3.13) ¢ suficiente ter

1 .
a1 = —ymin{ano,a},
1 .
b1 = —3min{bi20,b102}, (3.14)

1 .
c111 = —ymin{ci20,C102}-

De fato, se (3.14) é verdade, claramente que (3.11) e (3.12) também serdo.
Para verificarmos que (3.13) é verdadeiro, suponhamos primeiramente que min{aj20, @102} =
aioz. Dessa forma

1 . 1
ai = _Emln{CllZOaalOZ} = ajoz +b111 +ajn 2 Ealozﬂ?m-

Agora temos
1 . 1
b1 > —Emln{blzo,bloz} = ajp2 +bi11 +ain = E(aloz—bloz),

para o caso de min{b120,b102} = b102.
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Pela continuidade C°, a2 = b1y e, portanto

1
aj+bii1+ai > E(b120 —b102),

e este ultimo, pela hipétese de bjgp ser o minimo, é ndo-negativo. Do contrario, tem-se

1 1
aj+bi+ai > 5(3102 —b120) = 5(0102 —ajp) =0.

De forma similar, supondo que min{aj29,a102} = a102, conclui-se que ajg2 +b111 +aii1 = 0.

Portanto o resultado € alcancado para a primeira Equacdo de (3.14) e facilmente pode-se
adaptar o raciocinio para concluir as outras duas Equacdes. Sendo assim, para que (3.11),
(3.12) e (3.13) sejam verdadeiros, € suficiente que (3.14) o seja.

Note que, por causa da Proposicdo 3.1, estes limites inferiores em (3.14) sdo menores que
ou iguais a —i, onde [/ = min{agos3, booz,coo3}. Se os valores internos, aji1, b111 € ¢i111 nao
satisfazem (3.14) , entdo eles sdo incrementados até o limite correspondente. Isto serd suficiente
para garantir que as ordenadas de controle A(w), B(w),C(w), D(w) da curva cibica de Bézier em
(3.10) sejam nao-negativas e entdo o tridngulo de Bézier correspondente € ndo-negativo.

De fato, (3.13) implica, devido a (3.6), em A(w) > 0, B(w) > 0. Vejamos C(w):

Cw) = (1 =w)?b120 —2w(1 —w)by120 +w?b129 = b12g = 0,

por ser elemento de M3.

O ultimo termo por sua vez, D(w), depende das ordenadas bo3g, bo21, bo12 € booz, que sao
todas ndo-negativas, pela construcdo aqui apresentada.

Finalmente, azo1,b201,¢201 € azoo sao obtidos via (3.6) e (3.7), uma vez que ja determinamos
os elementos dos conjuntos M»> e M3. Quando uma ordenada interna de Bézier for modificada,
a continuidade C! ao longo da fronteira do tridngulo macro é mantida, por modificar a ordenada
interna de Bézier correspondente do tridngulo macro adjacente, de acordo com (3.2), e recal-
culando as ordenadas de Bézier que sdao dependentes na ordenada interna modificada. Esta
adaptacdo para manter a continuidade C' ndo atrapalhard a propriedade de ndo-negatividade
por causa de (3.2) e o limite inferior em (3.9).

A malha triangular no tridngulo macro, consistindo de trés tridngulos de Bézier com suas
ordenadas {a; i}, {bijx} € {ciji}, entdo gerado, € ndo-negativo e € C I'ao longo da curva de fron-
teira comum com a malha adjacente.

Denote a malha triangular construida desta forma no tridngulo macro 7 como Q7. Entdo a
superficie interpolante F, que tem a continuidade C' e preserva a ndo-negatividade, pode ser
definida no dominio triangulado como F|T = Qr, para todo tridngulo macro 7 no dominio.
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Malha Quartica num Tetraedro

Este Capitulo tem como objetivo apresentar uma nova metodologia de construgdo de super-
ficies interpolantes, ndo-negativas, com continuidade C I uma vez dados os pontos trivariados
espalhados no espaco. Vejamos de que forma esse trabalho se desenvolve.

Nas Sec¢des 4.1 e 4.2 temos a definicao do funcional polinomial quartico e um novo Teo-
rema & apresentado, 4.1, que trata da continuidade C! entre dois tetraedros quarticos adjacentes.
Na Sec¢do 4.3 vemos como a derivada direcional pode determinar os valores de controle de uma
malha quartica tetraédrica, enunciado no Lema 4.1. Num dominio tetrangulado se faz necessa-
rio estudar a continuidade entre tetraedros macros adjacentes, e esse resultado fica estabelecido
no Teorema 4.2, que pode ser visto na Secdo 4.4. Nesta Secao encontramos também a Subsecao
4.4.1 que trata da propriedade da localidade, importante caracteristica dos métodos locais de
interpolagdo. Nas Secgdes 4.5 e 4.6 temos a solucdo do problema de determinac¢do de todos os
valores de controle de uma malha quértica tetraédrica, uma vez que a idéia usada por [1] ndo
foi suficiente para o caso aqui estudado. Dessa forma, uma nova idéia € apresentada, a reducdo
do grau da malha numa face do tetraedro, e o problema é entdo resolvido. Na Secdo 4.7 um
tetraedro macro € particionado em quatro mini-tetraedros e malhas qudrticas sao estabelecidas,
juntamente com relagdes entre suas ordenadas de Bézier, a fim de atingir a continuidade C'
entre as malhas. Na Secdo 4.8 temos o estudo das condicdes suficientes de ndo-negatividade
de uma malha quértica de Bézier, estabelecidas no Teorema principal desse trabalho, o0 4.3. A
Secao 4.9 conclui este estudo, com a apresentacdo da constru¢ao da superficie interpolante,
ndo-negativa e com continuidade C'.

4.1 Introducao

Considere um tetraedro 7', ndo degenerado, no espago com vértices conhecidos Vi, V3, V3
e V4. Qualquer ponto V € E? pode ser escrito de forma tinica como

V=uVi+vVy+wV3+rVy,

onde u+v+w+r = 1. Dizemos que u,v,w, r sdo as coordenadas baricéntricas de V com relagcdo
aT.
Seja S um funcional polinomial, S : E*> — R, quértico (n = 4) de Bézier definido em T como

4! o
S u,v,w,r) = b*(u,v,w,r) = Z b,-jkau’vjwkrp,
i+j+k+p=4 1.J:k-p-
i,j,k,p=0

41
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onde u+v+w+r=1, u,v,w,r >0, ou seja para pontos no interior e na fronteira de 7.
Ou ainda, utilizando os polindmios de Bernstein, temos

4

S=b'w = bi,Bj(w), onde Bf(w) = ———u'viwkr,
L ijlk!p!

i+ j+k+p=4

i,jk,p>0

sendo u = (u,v,w,r), comi=ijkp e b;ji, denotando os valores de controle, associados a pontos
igualmente espacados de 7. Se assumirmos que bapop € 0 valor de controle associado a Vi,
boaoo € associado a V3, booso € associado a V3 e booos € associado a Vy, entdo b;j, € o valor de
controle associado a posi¢ao }t[iVl + jVo+kV3+ pVyl.

Considere i = i jkp todas as possibilidades de indices para os valores de controle b; numa
tetraedrizacdo. Sao eles:

{0004,0103,0202,0301,0400,0013,0112,0211,0310,0022,0121,0220,0031,0130,0040,
1003,1102,1201,1300,1012,1111,1210,1021, 1120, 1030,2002,2101,2200,2011,2110,
2020,3001,3100,3010,4000}.

Sendo assim, usando a fun¢do abaixo

Sk— Dy sei=0
15+4k- "Dy sei=1
fljkp)y =9 25+43k-*ED 4 sei=2 4.1)
31+2k+j sei=3
34 sei=4

nosso novo conjunto de indices serd {0, 1,2,---,33,34}.

Dessa forma, nossa malha tetraédrica quartica possui os valores de controle by (observe as
Figuras 4.1 e 4.2). Daqui em diante as malhas quérticas tetraédricas serdo sempre representadas
com essa nomenclatura.

4.2 Continuidade C! entre Tetraedros Quarticos Adjacentes

Considere dois tetraedros quarticos de Bézier adjacentes, AV Vo V3Vy, AW WoW3 Wy, com
face adjacente comum sendo Vo V3V e WoW3Wy, e V4 = Wy, Vo = W3, V3 = W, (veja Figura
4.3). Suponha que os tetraedros quéarticos de Bézier tenham nesses dois tetraedros ordenadas
de Bézier b; e aj, paraie€ {0,1,---,34}.

Como os tetraedros possuem a mesma face fronteira, temos que

bo=ayg, bs=ay, b9=ay, bip=a3z, bi4=as,
by=as, by=a9, bz=ain, bsy=ays, bg=ai3, 4.2)
bi1=an, biz=as, bio=ay;, by=aj, be=as.
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bso
by
b b
b b b N
b}
b2 b
b b bs
b b
bn b
bo / °
B
b ?
by
bs bs
b

Figura 4.1 Malha quartica tetraédrica de Bézier.
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b

Figura 4.2 Malha quairtica tetraédrica de Bézier (vista de cima).

Vi W

Figura 4.3 Duas malhas tetraédricas de Bézier adjacentes.
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Sendo assim, as condi¢des necessdrias e suficientes para atingir a continuidade C! entre as
duas malhas podem ser estabelecidas no Teorema abaixo.

Teorema 4.1. Considere F : T UT, — R funcional composto qudrtico, sendo dois tetraedros
com uma face comum, T e T, tal que

_f S1(m) se ueT
F(u)_{Sz(u) se ucT,

onde S| e S, sdo dois funcionais qudrticos de Bézier definidos sobre T e T», respectivamente.
Suponha que na face comum, V,V3Vy, valem as propriedades:

1. §1 e S, tém os mesmos pontos e valores de controle,
2. 81 e S, tém as mesmas derivadas nos vértices Vo,V3 e Vy.

Entdo podemos concluir que F é C' na face comum se e somente se as seguintes Equacoes sdo
satisfeitas:

ails :a/b15 +,8b1+)/b5 + Aby, aile =0/b19 +ﬁb6 +)/b9+/1b5,
ay7 = aby +pbio+ybiz + by, a1y = abyq +b13 +yb14 + Ab1,
alg = a/b16 +,8b2 +)/b6 + /U?l, ary) = a’b20 +ﬁb7 +yb10 + /1b6, (4.3)
az| = aby3 + b1 +yb13 + Abyo, a = aby7+pBbsz +yb7 + by,
a3 = aby +pBbg +yby1 + Ab7, a4 = abig +Bby +ybg + Ab3,
onde
Wi =aV1+BVo+yV3+AVy, sendoa+B+y+A=1. 4.4)

Demonstracao: Considere p um ponto do dominio (Figura 4.3), ou seja p = uW; +vWs +
wWs +7Wy, onde i +v+w+7 = 1. Usando (4.4) e a igualdade entre vértices da fronteira dos
tetraedros das malhas, podemos escrever p da seguinte forma:

p=i(aVi+BVo+yV3+AVy) + V3 +WVo + Va4,

p = (@i)V1 +Biu+w)Vo+ (yii+v)V3 + (A +7)Va.

Assim, se u = (u,v,w,r) e seu equivalente u = (i, v, w, ), entdo

u=ai,v=LBu+w,w=yu+v,r=Au+r
e, para pontos na borda comum entre as malhas dos tetraedros temos u = 0 = i1, ou seja v = w,
w=ver=r.
Da mesma forma, para um vetor d = (d,e, f,g),onde d+e+ f+g =0,
d=ad,e=Bd+f,f=yd+ée,g=Ad+3. 4.5)

Desenvolvendo a derivada na borda comum, na malha b encontramos
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ob ob ob ob
Da(b(w)) = d—=(u) + e==(w) + f = (w) + g (u),

Da(bw) = 4|d )" bise, BiW+e > bive, B W+ f D bises By (w)+
li|=3 li|=3 li|=3
g bire, BiW)|,
li|=3

Da(b(w) =4 > B} (u)(dbire, + ebire, + fhire; + hise, )
li]=3

Utilizando a fun¢do de indices f(i) definida em (4.1), temos a seguinte igualdade:

Da(b(w)) = 4[Vv3(dbis+ebs+ fbs+ghs) +w (dbys + b3 + fbia + gb12)
+r3(dbys + eby + fbs + gbo) + 3v*w(dba| + ebg + fb11 + gb7)
+3v2r(db17 + eb3 + b7 + gby) + 3vw*(dbys + eby1 + fb13 + gb1o)
+3w?r(dbys + eb1o + fbia + gbo) + 3vr?(dbyg + ebs + fbe + gb1)
+3vr2(db1g + ebr + fbe + gb1) + 3wr?(dbig + ebg + fbg + gbs)
+6vwr(dbyg + eb7 + fb1o + gbe)],

+ + + + +

Por outro lado, pela malha a e as igualdades de (4.2) temos

Dg(a(w)) = 4[w>(daig+ebi4+ fas+gb12) +v>(dar +eai3+ fbs+3arn)
+r3(days + ebs + fas +gbo) + 3wv(dan + éag + fay1 +3a7)
+3w2r(67a17 +ebiy + fa7 + gbg) + 3wv2(cZa23 +eai + fa13 +gayo)
+3v2r(c?a22 +eajp+ falz + gag) + 3wr2(cza16 +ebg + fa6 + gbs)
+3wr2(cza16 +ebg + fa6 +gbs) + 3v2r(a_la19 +eag + fag + gas)
+6wvr(dasy + ear + fayo + gae)],

+ 4+ + + +

Usando que na borda comum, pela continuidade C ! temos a derivada coincidindo, entdo
Dgb(u) = Dga(u).
Logo, por (4.5) e (4.2) a igualdade anterior € equivalente a
d(v’[abig — azs +Bbs +ybg + Ab3] + w’[abos — arg +Sb13 + ybis + Abia]+

+r3[ab15 —ay5+ by +ybs + Abg] + 3v2w[ab21 — a3 +Bbg +7yby1 + Ab7]+
+3v2r[ab17 —ax + b3 +yb7+ Aby] + 3vw2[ab23 —ap| +PBb11 +yb13+ Ab1ol+

+3rw2[ab22 —-al7 +ﬁb10 +)/b12 + /lbg] + 3vr2[ab16 —dajog +ﬁb2 +)/b6 + /lb1]+
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+3wr2[a/b19 —aie +,8b6 +)/b9 + /lb5] + 6VI’W[a/b20 —an( +,8b7 +yb1() + /lb6]} =0.

Se d = 0, imediatamente a igualdade acima se verifica. Do contrario, como essa igualdade
tem que ser verdade para todo v,w,r € [0, 1], sendo v+w+r = 1, entdo (4.3) € vilida, como
desejdvamos.

[

Se associarmos as ordenadas de Bézier b;jx, com (X;jkp,YijkpsZijkp)> para 0 < i, j,k,p < 4,
onde

1. .
(Xijkp»YijkpsZijkp) = Z(lvl + jVo+kV3+pVy),

assim como para obter b; jx,, com b;jxp = (Xijkp, Yijkp» Zijkp» Pijkp)> 05 pontos a; jx, sdo definidos
similarmente, entdo as condi¢cdes acima t€m uma interpretacdo geométrica, isto € os cinco
pontos em cada conjunto abaixo t€m que pertencer a um mesmo hiperplano

{a15,b15,b1,bs,bo},  {aie,big,be,bg,bs},
{a17,b22,b10,b12,bo},  {aig,b24,b13,b14,b12},
{a19,b16,b2,bs, b1}, {a20,b20,b7,b10,bel,
{a21,b23,b11,b13,b10},  {a2,b17,b3,b7, b2},
{a23,b21,bs,bi1, b7},  {a24,b18,b4, bg, b3}

Sendo assim, a posi¢do relativa de a;s com respeito ao tetraedro bys,b1,bs,by é a mesma
posicao relativa do ponto Wy com respeito a Vi, Vo, V3 e V4, e assim também para os outros
conjuntos (andlogo ao caso bivariado).

4.3 Determinacao de Valores de Controle pela Derivada Direcional

Considere uma malha tetraédrica com valores de controle b; (Figura 4.4) e as ordenadas de
Bézier vizinhas aos vértices do tetraedro V>, V3 e V4, distribuidas no conjunto

{b1,b3,b5,b3,b12,b13,b15,b18,b24}, (4.6)

onde by = b(V4),bs = b(V3),b14 = b(V3).
Como determinar as ordenadas de Bézier desconhecidas estabelecidas nesse conjunto? O
Lema a seguir responde esta pergunta.

Lema 4.1. Considere um tetraedro T no espago com vértices Vi, V,, V3 e V4 e um funcional
polinomial quartico de Bézier definidoem T, S : E3 — R. Considere o vértice Vi, a aresta V;V;
e a derivada direcional na dire¢do de d;; , avaliada nesse vértice, D;;(V;). Entao a ordenada de
Bézier associada ao ponto de controle vizinho a V; pela aresta V;V; € determinada por D; (V).
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Demonstracao: De fato, considere os vetores da1,d>3,d24,d31,d32,d34,d41,d42,d43, onde
_) . -
d;; = V;V;, e considere a notagdo Dq,; = D;;.
A derivada direcional de S, na direcdo de n, € definida por

oS oS oS oS
Dn(S(n)) = d_6 () +e—@)+ f— )+ g—(u), 4.7
u ov ow or

Vs

Figura 4.4 Malha com alguns valores de controle associados a seus pontos de controle.

onde n € o vetor (d,e, f, g), que sdo as coordenadas com relagdao a Vi, V;,V3,Vy , tal que d + e +

f+g=0.
Sendo assim, desenvolvendo a expressao (4.7) encontramos

Dn(b(w) =4 > B} (W) (dbise, +€bive, + fhive; + &hive,);
[i|=3

e substituindo u em cada um dos vértices do tetraedro encontramos as igualdades
D1 (V2) = 4(b1g —ba), D23(V2) = 4(bg —bs), Dra(V2) =4(b3 - Da),

D31(V3) =4(b2s —b14), D3(V3) =4(b13 —b14), D3a(V3) =4(bi12—b14),
D41(Va) = 4(b15s —bo), Dar(Va) =4(b1 —bo), Das3(Vs) = 4(bs — bo).

Usando os valores associados aos vértices do tetraedro, podemos determinar as ordenadas
do conjunto definido em (4.6) através das seguintes Equacgdes



4.4 CONTINUIDADE C' ENTRE TETRAEDROS MACROS ADJACENTES 49

big = 1D21(Vo) +b(Va), bg=1Dn3(Va)+b(Va), b3 =1Dou(V2)+b(Va),
bos = 1D31(V3) +b(V3), b1z = 1D32(V3)+b(V3), b1 = 1D3(V3)+b(V3), (4.8)
bis = zDa1(V)+b(Va), b1 = zDaa(Va)+b(Va),  bs = zDa3(Va) +b(Va).

Da mesma forma, as malhas aj, ¢; e d; t€ém seus valores de controle determinados por suas
respectivas derivadas direcionais nas arestas dos seus tetraedros.
|

4.4 Continuidade C' entre Tetraedros Macros Adjacentes

Para garantir que a condiciio C' seja satisfeita numa face, precisamos determinar restricdes
adequadas sobre os valores de controle préximos e/ou dentro da face para os dois tetraedros
vizinhos que compartilham a face. Ao mesmo tempo, é desejavel que as restricdes possam
ser verificadas de forma local, ou seja, que todos os ajustes em valores de controle possam ser
feitos de maneira independente em cada tetraedro. Assim, podemos trabalhar um tetraedro de
cada vez e quando finalizarmos um tetraedro e passarmos para seu vizinho ndo precisaremos
armazenar suas informacdes. O seguinte Teorema nos ajudard nesse objetivo:

Teorema 4.2. Considere F : T{ UT, — R funcional composto qudrtico, sendo dois tetraedros
com uma face comum, T e T, tal que

Si(u) seueT
So(u) seueTy,

F(u):{

onde S| e S, sdo dois funcionais qudrticos de Bézier definidos sobre T e T», respectivamente.
Suponha que na face comum, V,V3Vy4, valem as propriedades:

1. S1 eS; tém os mesmos pontos e valores de controle,

2. 81 eSS, tém as mesmas derivadas nos vértices Vo, V3 e Vy,

3. A derivada de F na dire¢do de n, Dy F, varia linearmente.
Entio podemos concluir que F é C'.

Demonstraciio: Podemos escrever um vetor qualquer de R? com coordenadas baricéntricas
da forma (a,b,c,d). Queremos mostrar que Dp(S1(0)) = Dp(S2(u)) para u € Vo,V3Vy, uma
vez que a continuidade C! significa que as superficies resultantes tenham os mesmos planos
tangentes nessa regido comum.

Sejan = (c,d,e, f) o vetor normal a face V,V3V, do tetraedro 7 e B = {n,d33,d»4} uma base
de R?, lembrando que d;; = V,_V;

a
Suponha que [m]g =| b |, ou sejam = an+ bdy3 + cdy4. Vale entdo a igualdade:
c
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Dm(F(w)) = aDy(F(w)) + bDgy;, (F () + cDg,, (F(w)),

parau € VV3Vy.
Pela primeira hipétese do Teorema, observando o que foi discutido na Se¢do anterior, temos
que parau € Vo V3Vy,

Dg,,(S 1(w)) = Dq,;(S2(w)),

Dd24(S l(u)) = Dd24(S2(u))-

Entao

D (S 1(w)) = aDy(S 1(w)) + bDg,, (S 1(w)) + cDq,, (S 1 (w)),

Dm(S2(w)) = aDn(S2(1)) + bDq,; (S2(w)) + ¢Da,, (S 2(w))

e, para concluirmos o que queremos basta provar que
Dn(S 1(w)) = Dn(S2(w)), parau € V2 V3Vs.

Pela Defini¢do de derivada direcional

551(U)+6351(U)+f051(u)

Da(S 1(w) = d—= + e o

para u = (0, ugp, vg, wo).
Em consequéncia da segunda hipdtese temos que
DyS1(0,1,0,0) = DS 2(0,1,0,0),
DyS1(0,0,1,0) = DyS2(0,0,1,0),
DyS1(0,0,0,1) = DypS2(0,0,0,1).
Disso, e tomando u = vV, +wo V3 + 19 V4, com vo +wo + rg = 1, temos que em consequéncia
da terceira hipotese
DyS 1(u) =voDpS1(0,1,0,0) + wpDyS 1(0,0,1,0) + r9DnS 1(0,0,0, 1),
DpS2(u) =voDpS2(0,1,0,0) + wpDyS2(0,0,1,0) +rgDnS 2(0,0,0, 1)
e, portanto, DS 1 (1) = DyS2 ().
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4.4.1 A Propriedade da Localidade

Uma propriedade importante para o desempenho computacional é a chamada localidade,
onde o computo do valor para um dado ponto depende apenas de alguns nds da grade, ao
contrario do que ocorre em métodos ditos globais (ex: Shepard) em que o computo do valor
para um ponto depende de todos os ndés. Em métodos derivados da interpolacdo de Clough-
Tocher, esta propriedade € garantida ao se tornar o célculo dos valores de controle num dado
triangulo (ou tetraedro) dependente apenas de informacdes concernentes ao préprio tridngulo,
e ndo depender de triangulos vizinhos. No método de Clough-Tocher, além de valores nos
vértices e suas derivadas parciais, também requere-se que derivadas normais nos pontos médio
de cada aresta sejam fornecidos. Naturalmente o valor da derivada normal no ponto médio de
uma dada aresta € conhecido pelos dois tridangulos que compartilham a aresta. Esta restricdo
em particular € suficiente para que os valores de controle na aresta, bem como vizinhos a
aresta, sejam determinados para o caso cubico. Kong et al [1] utiliza a equivalente restricao
de que a derivada normal varie linearmente na aresta. Nos préximos pardgrafos veremos como
esta condicdo se generaliza para o caso trivariado quértico, e também veremos que, apesar de
garantir suavidade C' na face de borda, ela niio é suficiente para preencher os graus de liberdade
da malha quértica na face de borda e na primeira camada acima dela.

Denote por d;; o vetor que se origina no vértice V; e termina no vértice V; do tetraedro 7.
Precisamos encontrar d, e, f, g, coordenadas do vetor normal n a face V> V3V do tetraedro (veja
Figura 4.5 e Defini¢do 4.7). Para isso podemos determinar um conjunto de vetores ortogonais,
através do processo de ortogonalizacdo de Gramm-Schmidt, a partir da base {d»3,d24,d21},

d); = dos,
dy, = dag =y -ds,

dy = da1 = ody; —hady,

onde , ,
<dy,d), > <dp,d), > <d21,d§4>
1 = /7 ’ 2 2 = ’ ’ e 3 = ’ 7 *
<dy;,dy, > <dy;,dy, > <dy,dy, >

/

Dessa forma, o vetor desejado, n = d;,,

e V4, respectivamente, vale

em coordenadas baricéntricas comrelagdo a Vi, V, V3

1
hy—hy-hi+h3—1
hs-hy—ho.

Assim, dado um ponto qualquer da face V,V3Vy, (0,v,w,r), onde v+w+r = 1, temos que
Dn((0,v,w,r)) vale

oS oS oS oS
1-—@O,v,w,r)—a-—O,v,w,r)— - —O,v,w,r)+(@+L—-1)—(0,v,w,r),
ou ov ow or
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"

Va

Figura 4.5 Vetor n normal a uma face do tetraedro.

onde

as
5O =4 ) biee BO.v.w.r),
lil=3

oS
SO =4 ) biee, BO.v.w.r),
[i|=3

lIA)
ZoO.v.w.)=4 ) bie, BO.v.w.1),
w [il=3

oS
- O.v.w.r) =4 Z bive, B2(0,v, w, 1),
[i|=3

a=hy—h3-hy+h3—1, B=h3-h—hy,
e; = 1000, e; =0100, e3=0010, e4 =0001

ei=ijkp, sendoi+ j+k+p=3.

Usando que as coordenadas do ponto analisado sdao (0,v,w,1 —v —w), desenvolvendo e
agrupando os termos da derivada parcial acima e usando a notag¢do simplificada definida em
(4.1), temos o resultado que segue nas expressoes abaixo

Agrupando os termos de v? encontramos

big—(1—=hy+h3hy —h3)bs—(hy —h3hy)bg +(—h3)b3—b15+(1 —hy+h3hy —h3)by +(hy —h3hy)bs —

(=h3)bg—3b17 + 3(1 — hy + hshy — h3)b3 + 3(hy — h3hy)b7 — 3(=h3)by +3b16 — 3(1 — hy + h3hy —
h3)by —3(hy — h3hy)be + 3(—h3)b;.

Agrupando os termos de w* encontramos

bag — (1 = hy + h3hy — h3)b13 — (hp — hahy)b1a + (—h3)b12 — b1s + (1 — hy + hshy — h3)by + (hy —
h3h1)bs + (=h3)bo — 3bo + 3(1 — hy + hzhy — h3)b1o + 3(hy — h3h1)b12 — 3(=h3)bg + 3b19 — 3(1 —
hy +hshy — h3)be —3(hy — h3hy)bg + 3(—h3)bs.
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Agrupando os termos de v encontramos

3b15 —3(1 —/’lz +h3h1 —/’l3)b1 —3(h2 —h3/’l1)b5 +3(—/’l3)b0 +3b17 —3(1 —/’l2 +h3h1 —/’l3)b3 —3(h2 -
h3h1)b7 + 3(—h3)b2 - 6b16 + 6(1 - ]’lz + h3h1 - ]’l3)b2 + 6(]12 - h3h1)b6 - 6(—h3)b1 .

Agrupando os termos de w? encontramos

3b15 - 3(1 - h2 + h3h1 - h3)b1 - 3(h2 - h3h1)b5 + 3(—h3)b() + 3b22 - 3(1 - h2 + h3h1 - h3)b1() -
3(ha — h3h1)b12 +3(=h3)bg — 6b19 — 6(1 — ha + h3hy — h3)be + 6(hy — h3hy)bg — 6(—h3)bs.

Agrupando os termos de V2w encontramos

=3b15+3(1 —hy + hshy — h3)by + 3(ho — hahy)bs —3(=h3)bg + 3ba1 — 3(1 — hy + hshy — h3)bg —
3(]’12 - h3h1)b11 + 3(—h3)b7 —3b17+ 3(1 —hy+h3h —h3)b3 + 3(h2 —h3h1)b7 — 3(—]’13)[92 + 6b16 —
6(1 —hy + h3h1 — h3)b2 - 6(h2 — h3h1)b6 + 6(—h3)b1 + 3b19 - 3(1 —hy + h3h1 - h3)b6 — 3(/12 -
h3h1)bg + 3(=h3)bs — bao + (1 — hy + h3hy — h3)b7 + (ha — h3h1)b1o — (=h3)be.

2

Agrupando os termos de vw~ encontramos

=3b15+3(1 = hy + hshy — h3)by + 3(hy — hshy)bs — 3(=h3)bg + 3by3 — 3(1 — hy + h3hy — h3)b 1 —
3(ha — h3h1)b13 + 3(=h3)b1o — 3b2 + 3(1 — hy + h3hy — h3)b1o + 3(ha — h3hy)b12 — 3(—=h3)by +
3b16 —3(1 —/’Lz +h3h1 —/’L3)b2 —3(/12 —h3h1)b6 +3(—/’L3)b1 +6b19 —6(1 —]’l2 +h3h1 —/’L3)b6 —6(h2 -
h3h1)bg + 6(=h3)bs — by + (1 — ha + h3hy — h3)b7 + (hy — h3hy)b1o — (=h3)be.

Agrupando os termos de vw encontramos

6b15 —6(1 —hz +h3h1 —/’l3)b1 —6(h2 —h3h1)b5 +6(—/’l3)b() —6b16 +6(1 —h2 +h3h1 —h3)b2+6(h2 -
h3h1)bg—6(=h3)b; —6b19+ 6(1 — hy + h3hy — h3)bg + 6(hy — h3h)bg — 6(—=h3)bs + byg— (1 —hy +
h3hy —h3)b7 — (ha — h3hy)b1o + (=h3)bs.

Todos esses termos agrupados citados acima precisam ser simultaneamente igualados a
zero, a fim de alcancarmos a linearidade da derivada calculada na Secdo 4.4. A continuidade
C' e a0 mesmo tempo a localidade na fixacdo de valores de controle ao longo da fronteira
comum entre dois tetraedros macros adjacentes, poderao ser atingidas se forem estas condi¢des
satisfeitas neste tetraedro assim como as correspondentes condi¢des no tetraedro vizinho. O
numero de graus de liberdade empregados nestas restricdes € estritamente menor que o nimero
de graus de liberdade disponiveis na malha quértica na face comum.

Com o uso de um software matematico [27], igualando todos esses termos a zero, o pro-
blema fica estabelecido, com sete equacdes e treze varidveis. Abaixo segue o trecho do pro-
grama desenvolvido para o célculo desse sistema de equagoes.

solve({b18-((1-h2+h3*h1-h3+1))*b4-(h2-h3*h1)*b8+(-h3)*b3-b15+
(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1+(h2-h3*h1)*b5- (-h3) *b0-3*b17+
3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b3+3* (h2-h3*h1) *b7-3*(-h3) *b2+3*b16
-3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b2-3* (h2-h3*h1) *b6+3* (-h3) *b1=0,

b24-(1-h2+h3*h1-h3+1)*b13-(h2-h3*h1)*b14+(-h3)*b12-b15+
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(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1+(h2-h3*h1) *b5- (-h3) *bO-3*b22+
3%(1-h2+h3*h1-h3+1)*b10+3* (h2-h3*h1) *b12-3*(-h3) *b9+3*b19-
3% (1-h2+h3*h1-h3+1)*b6-3* (h2-h3*h1) *b9+3* (-h3) *b5=0,

3*b15-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-3*(h2-h3*h1) *b5+3* (-h3) *b0+3*b17-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b3-3* (h2-h3*h1) *b7+3* (-h3) *b2-6*b16+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b2+6* (h2-h3*h1) *b6-6*(-h3) *b1=0,

3*b15-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-3*(h2-h3*h1) *b5+3* (-h3) *b0+3*b22-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b10-3* (h2-h3*h1)*b12+3*(-h3) *b9-6*b19+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b6+6* (h2-h3*h1) *b9-6* (-h3) *b5=0,

6*b15-6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-6* (h2-h3*h1)*b5+6* (-h3) *b0-6*b16+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b2+6*(h2-h3*h1) *b6-6*(-h3) *b1-6*b19+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b6+6* (h2-h3*h1) *b9-6* (-h3) *b5+b20
-(1-h2+h3*h1-h3)*b7-(h2-h3*h1) *b10+(-h3) *b6=0,

-3%b15+3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b1+3* (h2-h3*h1) *b5-3* (-h3) *bO+3*b21-
3% (1-h2+h3*h1-h3+1) *b8-3*(h2-h3*h1) *b11+3*(-h3) *b7-3*b17+

3% (1-h2+h3*h1-h3+1) *b3+3* (h2-h3*h1) *b7-3%* (-h3) *b2+6*b16-

6% (1-h2+h3*h1-h3+1)*b2-6* (h2-h3*h1) *b6+6* (-h3) *b1+3*b19-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b6-3* (h2-h3*h1) *b9+3* (-h3) *b5-b20+
(1-h2+h3*h1-h3+1) *b7+(h2-h3*h1) *b10- (-h3) *b6=0,

-3*b15+3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1+3* (h2-h3*h1) *b5-3*(-h3) *b0+3*b23-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b11-3* (h2-h3*h1)*b13+3* (-h3) *b10-3*b22+
3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b10+3* (h2-h3*h1)*b12-3*(-h3) *b9+3*b16-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b2-3*(h2-h3*h1) *b6+3* (-h3) *b1+6*b19-
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b6-6*(h2-h3*h1) *b9+6* (-h3) *b5-b20+
(1-h2+h3*h1-h3+1)*b7+(h2-h3*h1)*b10-(-h3) *b6=0},
{b2,b6,b7,b9,b10,b11,b16,b17,b19,b20,b21,b22,b23});

O software forneceu uma solucdo, onde sete varidveis sdo determinadas em termos de va-
lores conhecidos, como hp,h; e hs, ou entdo através de valores de controle, obtidos através da
derivada direcional calculada em um dos vértices do tetraedro, sdo eles

b1,b3,bs,bg,b12,b13,b15,b18 € bog.
As outras variaveis sao deixadas livres, indeterminadas até o momento.

{ b17 = 3*h3*h1%*b23-2*h3*h1*b24-h3*h1*b18-3*h342*h1*b10+
2*h342*h1%*b12+h342*h1*b3-h342*h142*b8-3*h342*h142*b11+
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5%h342*%h142%b13+h3A2*h1A2%b4+2*h3*b13*h2-3*h3*b11%h2+
h3*b4*h2+3*b11*h342*%h1-2%b13*h3A2*h1-b4*h3A2%h1-
2%h342*%h1A2*%b14+4/3*b4*h3*h1+4*b13*h3*h1+b3*h3*h1-
6*b11*h3*h1+2/3*b8*h3*h1+1/3*b5*h3*h1-1/3*b1*h3*h1+
3*h2*h3*b10-h2*h3*b3-2*h2*h3*b12+4*h3*h1*b14*h2+
2/3*b18-4/3%b4+2%b3+1/3*b15-2/3%b1-5/3*h3*b3-1/3*h3*b0+
h3*b2+1/3*h3*b1-4/3*b4*h2+2/3%b4*h3-2/3%b8*h2+1/3*b1*h2-
1/3*b5*h2-b3*h2+6%b11*h2-4*b13*h2-2*h3*h1*b4*h2+
2*h3*h1*b8*h2+6*h3*h1*b11*h2-10*h3*h1*b13*h2-2*b14*h2A2+
h2*b18+2*h2*b24-3*h2*b23+b4*h242-b8*h2A2-3*%b11¥h2A2+5%b13*h2A2,

b20 = -3*h3*h1*b23+2*h3*h1*b24+h3*h1*b18+3*h342*h1*b10-
2*h342*h1*b12-h342*h1*b3+h342*h142*b8+3*h342*h142*b11-
5%¥h342*h142*%b13-h342*h142*b4-7*h3*b13*h2+6*h3*b11*h2+h3*b8*h2-
2*h3*b4*h2+2*h3*b14*h2-b8*h342*h1-6*b11*h342*h1+7*b13*h342*h1+
2*p4*h342*h1-2*b14*h342*h1+2*h342*h14A2*b14+4*b14*h3*h1-
5*b4*h3*h1-11*b13*h3*h1+9*b11*h3*h1+3*b8*h3*h1+2*b5*h3*h1-
2*p1*h3*h1-b10*h3*h1-3*h2*h3*b10-h3*b18+h2*h3*b3+2*h2*h3*b12+
b10*h2-4*b14*h2-4*h3*h1*b14*h2+3*b18-6*b4+2*b15-4*b1+4*b24-
8*b13+6*b11-3*b23-3*h3*b3-2*h3*b0+2*h3*b1-4*h3*b12+h3*b6+
3*h3*b10+5*b4*h2+5*b4*h3-3*b8*h2+2*b1*h2-2*b5*h2-9*%b11*h2-
9*b11*h3+11*b13*h2+2*h3*h1*b4*h2-2*h3*h1*b8*h2-
6*h3*h1*b11*h2+10*h3*h1*b13*h2-2*h3*b24+8*h3*b13+3*h3*b23+
h342*b3+2*h342*b12-3*h342*b10-b4*h342+3*b11*h342+2*%b14*h2A2-
h2*b18-2*h2*b24+3*h2*b23-b4*h242+b8*h242+3*b11*h242-
5%b13*h242-2*h342%b13,

b22 = 2/3*b14*h3*h1-2/3*b13*h3*h1+1/3*b5*h3*h1-1/3*b1*h3*h1+
b10*h3*h1-b12*h3*h1-b10*h2-2/3*b14*h2+1/3*b15-2/3*b1+2/3*b24-
4/3*b13+2*b10-1/3*h3*b0+1/3*h3*b1-2/3*h3*b12+h3*b9-h3*b10+
1/3*b1*h2-1/3*b5*h2+b12*h2+2/3*b13*h2+2/3*h3*b13,

b19 = b6*h3*h1+2*b6-b6*h2-h3*b6+b9*h2-b9*h3*h1-2/3*h3*b0+
1/3*b14*h3*h1-1/3*b13*h3*h1+h3*b5+2/3*b5*h3*h1-2/3*b1*h3*h1-
1/3*b14*h2+2/3*b15-4/3*b1+1/3*b13*h2+1/3%b24-2/3*b13+
2/3*b1*h2+2/3*h3*b1-1/3*h3*b12-2/3*b5*h2+1/3*h3*b13,

b7 = 3*h3*b10-3*b11%h3+6%b11-3*b11*h2+3*b11*h3*h1+2%b14*h3*h1-
b4*h3*h1-5%b13*h3*h1+b4*h2+b8*h3*h1-2*b14*h2+b18-2%b4+
5%b13*h2+2%b24-4%b13-3*b23-h3*b3-2*h3*b12+2*h3*b13+b4*h3-b8*h2,

b21=5*h3*b13*h2-3*h3*b11*h2-h3*b8*h2+h3*b4*h2-2*h3*b14*h2+
b8*h342*%h1+3*b11¥h3A2*h1-5%b13*h342%h1-b4*h3A2*%h1+

55
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2%*b14*h3A2%h1-1/3%*b14*h3*h1-1/3%b4*h3*h1+4/3*b13*h3*h1-
2%b11*h3*h1+4/3*b8*h3*h1+h3*b18+1/3*b14*h2+1/3%b18-2/3*b4+2*b8-
1/3%b24+2/3%b13-2*%b11+b23-1/3*h3*b3+1/3*h3*b12-h3*b10+
1/3*b4*h2-5/3%b4*h3-4/3*b8*h2-b8*h3+2*%b11%h2+7*b11*h3-
4/3%b13*h2+2*%h3*b24-13/3%h3*b13-3*h3*b23-h342%b3-2%h3A2%b12+
3*h342%b10+b4*h342-3%b11*¥h3A2+2*%h342%b13,

b16 = b2*h3*h1+2*b2-b2*h2-h3*b2+b6*h2-b6*h3*h1-1/3*b4*h3*h1-
2/3*b1*h3*h1+1/3*b8*h3*h1+2/3*b5*h3*h1+1/3*b4*h3-4/3*b1+1/3*b18-
2/3%b4+2/3*b15-2/3*h3*b0-1/3*b8*h2+5/3*h3*b1-1/3*h3*b3-
2/3%b5*h2+1/3*b4*h2+2/3*b1*h2,

b2 = b2, b6 = b6, bl® = bl®, b9 = b9, bll = bll, b23 = b23}

4.5 Determinacao de Outros Valores de Controle

No final da Secao anterior vimos que alguns pontos da malha quartica de Bézier ficam li-
vres, sem nenhum valor associado aos mesmos, o que significa que a condi¢do C! e a localidade
impdem menos restricdes sobre os valores de controle, do que temos de graus de liberdade.
Resolvemos entdo estabelecer uma relacdo entre esses valores de controle livres, sejam eles,
b,bg,b7,b9,b10,b11, € 0 proprio tetraedro, através de valores de outros pontos da malha.

A idéia € reduzir o grau da malha de forma a se tornar uma malha ctibica na face abaixo (veja
Figura 4.6), que possui quinze pontos, dos quais nove deles possuem informagdo, os vértices
do tridngulo que estdo nessa face, by,bs,b14 € 0s determinados pela derivada nos vértices,
b1,b3,bs,bg,b12,b13, como vimos anteriormente. Dessa forma, nos resta relacionar os outros
valores by, bg,b7,b9,b10,b11 com 0s citados. Vejamos isso.

A

Figura 4.6 Malha quértica com alguns valores de controle associados a seus pontos de controle.
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Considere uma malha triangular quértica no tetraedro, bj, distribuida na face citada. J4 com
a notacdo adaptada, estabelecida em (4.1), encontramos:

bgoo(u) = bou4 + 194v4 + b14w4 +4by wv+ 4b5u3w + 4[93uv3 + 4bgv3w + 4b12uw3+

+ 4b13vw3 + 6b2u2v2 + 61)9u2w2 +6b11 Vw? + 12b6u2vw + 12b7uv2w+
+ 12b10uvw2, ondeu+v+w=1.

Agora, estabelecamos uma malha triangular cibica nessa mesma face:

cgoo(u) = cou3 + 3¢y u’v+ 302uv2 + C3V3 + 3C4V2W + 3C5vw2 + c6w3 + 3C7MW2+

+3c8u2w+669uvw, onde u+v+w=1.

co= by

by=c; C6= bua

b Cq b cs bis
Figura 4.7 Malhas triangulares: cubica e quartica.

Nosso objetivo € reduzir o grau da malha na fronteira, dado o excesso de graus de liberdade.
Isto deve ser feito de forma a respeitar o critério da localidade.

Dada a malha triangular quértica, podemos descrever alguns de seus termos de forma con-
veniente, usando o fato de que u+v+w = 1. Seja ela:

Baoo) = (1 =v=w)bou® + (1 —u—w)bav* + (1 —u—v)b1aw> + (1 —v —w)db u*v+

+(1=v—w)dbsi®w+ (1 — u—w)dbsuv? + (1 — u — w)dbgv>w+
+(1-—u-— v)4b12uw2 +(1—-u- v)4b13vw2 + 6b2u2v2 + 6[79u2w2 +

+6b1 12w + 12uw[(1 —v —w)bg + (1 — u—w)by + (1 —u—v)byo].
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Desenvolvendo a expressdo acima obtemos:

Booo(W) = bots® +bav? + braw? +4b1uv + 4bsu*w + dbyuv? + 4bgv*w + 4b1puw?* + 4bizvw?+

+ 12uvw[bg + b7 + b1o] + 6b2u2v2 + 6199u2w2 + 6[9111/2w2 - b0u3v - b0u3w - b4uv3—
- b4wv3 - b14uw3 - b14vw3 —4by u>v? — 4b ww — 4b5u2vw - 4195u2w2 - 4b3u2v2—
- 4b3uwv2 - 4bguv2w - 4b8V2W2 - 4blzuzw2 - 4b12uvw2 - 4b13uvw2 - 4b13v2w -

- 12b6uv2w - 12b6uvw2 - 12b7u2vw - 12b7uvw2 - 12b10u2vw - 12b10uv2w.

Usando que u +v+w = 1, mais termos cubicos podem aparecer. Dessa forma, adaptando os
termos, bgoo(u) € igual a
b0u3 + 194\/3 + b14w3 +4b uly— bouzv(l —Vv—w)+ 4b5u2W - bouzw(l —v—w)+ 4b3uv2—
—b4uv2(1 —u—w)+ 4b8v2w - b4wv2(1 —u—-w)+ 4b121/lW2 - b14MW2(1 —u—v)+ 4b13vwz—
~b1avw?(1 —u—v) +2(bg + b7 + b1o)uvw + 6bru*v* + 6bou* w* + 6by 1 v>w? —

—4b, u?v? — 4b ulvw — 4bs wPow — 4bs ww? — 4bs u?v? — 4bs ww — 4bg ww — 4bgv2W2
—41712L¢2w2 - 4b12uvw2 - 41713uvw2 - 41913vzw2 - 12b6uv2w - 12b6uvw2 - 12b7u2vw—
—12b7uvw? — 12b19u*vw — 12b1ouv*w + (10bg — 2b7 — 2b10)u’ v+

+(10b7 — 2bg — 2b10)uv*w + (10b19 — 2b7 — 2b7)uvw?.
Usando as relagdes entre elementos cuibicos e quérticos, de acordo com a Figura 4.7, pode-

mos escrever
4 1

4 1 4 1
=by, c1==by—=by, c2==b3—=bs, c3=bs, c4==bg—=by,
(&)] 0, C1 3 1 3 0, €2 3 3 3 4, C3 4, C4 3 8 3 4
41 4 1 4 1
= Zbi3—=bis, Co=big c1=-bia—=bis, cg==bs—=by.
Cs 3 13 3 14, Co 14, €7 3 12 3 14, €8 3 5 3 0

Identificando os termos pertencentes a ctibica, encontramos

4 1
)uzv +3 (—b5 - §bo) ww+

4
Boo(W) = bott +bav> +b1aw’ +3 (§b1 —3bo 3

4 1 2 4 1 2 4 1 2
+3(3b3 3b4)uv +3(3b3 3b4)v W+3(3b12 3b14)uw+

4 1 1 1 1
+3 (§b13 - 5[914)\/14/2 + 6(§b6 + §b7 + gblo) uvw + R.
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Onde R é um residuo envolvendo os termos de grau quatro que nao sdo utilizados durante o
processo de comparacao com a cuibica.

Seja ele:
6bzuzv2 + 6b9u2W2 +6b 1\/2w2 - 4bluzv2 —4b urvw — 4b5u2vw - 4195142w2 - 4b3u2v2—

—4b3uv2w - 4bguv2w - 4bgv2W2 - 4[912142w2 - 4b12uvw2 - 4[913uvw2 - 4b13v2w2—
—12b7uvw? — 12b1guvw — 12b1guv*w — 12bguvw? — 12bguv?w — 12b7u*vw+
+(10bg — 2b7 — 2b19)u*vw + (10b7 — 2bg — 2b10)uv>w + (10b1g — 2b7 — 2b7)uvw?+
+b0u2v2 + bousz + bousz + b0u2w2 + b4u2v2 + b4uv2w + b4uv2w + b4v2w2+

+b]4u2w2 + b|4uvw2 + b14uvw2 + b14v2w2.

Agrupando os termos semelhantes encontramos
R = (2bg — 4bs — 4by + 10bg — 2b7 — 2b10)uvw + (2by — 4bg — 4b3 + 10b7 — 2b6 — 2b10)uv*w+

+(2b1a — 4b13 — 4b1a + 10b1g — 2b7 — 2be)uvw? + (b1a + ba — 4by3 — 4bg + 6b11 V2w +
+ (b1a +bo —4b1 — 4bs + 6bo)u*w? + (b + ba — 4b3 — 4by + 6by)u*V>.

Dessa forma, para que obtenhamos a cubica desejada, € preciso anular os termos de R, ou
seja

2b0 —4b5 —4]91 + 10]96 — 2]97 — 2]910 =0,
2b4 —4bg —4b3 + 10b7 — 2]96 —2b1p=0,
2b14—4b13 —4b12 +10b1g —2b7 —2bg = 0,
bia+ba —4b13 —4b8 +6b11 =0,
b4 +bog—4b1p —4bs+6bg =0,
bo+bg—4b3z —4b1 +6by = 0.

4.9)

Vejamos a solucdo que encontramos para bg,b7,b10 em funcdo das ordenadas de Bézier
conhecidas:

2 1 1

b6 = 6(2b1 + 2b5 — bo) + 1—8(2b3 + Zbg - b4) + 1—8(2b12 + 2b13 — b14),
2 1 1

b7 = §(Zb3 + 2b8 — b4) + 1—8(2b1 + 2b5 — b()) + E(Zblz + 2b13 — b14),

2 1 1
blO = §(2b12 + 2b13 —b14) + E(Zbl +2b5 —bo) + E(Zbg, + 2b8 —b4).

J4 as trés ultimas Equacdes de (4.9) sdo equivalentes a
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1 111

by = 5[5(b1+b3) —5[5(b0+b4) ,
41 111

b9—§[§(b5 +b12) _§[§(b0+b14) ,
411 111

by = §[§(b8+bl3) —5[5(1?4”914) ,

o que confirma a disposi¢do dos pontos na Figura 4.8 e estabelece uma relacio entre by, bg, b1
e valores de controle ja conhecidos, by, b1,b3,ba,bs,bs,b12,b13,b14.

. b,
Go

b4= C3

b,
T V(bitha)
b1 1/3 / 3
o— —
72 13 /
1/3
1/2 1/3__ 1
%)
b e— — y Ds
L7, (bo+ba)

Figura 4.8 Cubica e quartica.

4.6 Determinacao de Todos os Valores de Controle

Com as novas Equacdes encontradas envolvendo os termos b, bg, b7,b9,b10,b11, (veja (4.9)),
podemos melhorar o programa executado [27] e estimar todos os valores de controle. Vejamos
0 NOVOo programa, agora com treze equacoes e treze incognitas.

solve({b18-((1-h2+h3*h1-h3+1))*b4-(h2-h3*h1)*b8+(-h3)*b3-b15+
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(1-h2+h3*h1-h3+1)*1+(h2-h3*h1) *b5- (-h3) *b®-3*b17+
3% (1-h2+h3*h1-h3+1) *b3+3* (h2-h3*h1) *b7-3*(-h3) *b2+3*b16
-3%(1-h2+h3*h1-h3+1) *b2-3* (h2-h3*h1) *b6+3* (-h3) *b1=0,

b24-(1-h2+h3*h1-h3+1)*b13- (h2-h3*h1)*b14+(-h3) *b12-b15+
(1-h2+h3*h1-h3+1) *b1+(h2-h3*h1) *b5- (-h3) *b0-3*b22+
3%(1-h2+h3*h1-h3+1) *b10+3* (h2-h3*h1) *b12-3*(-h3) *b9+
3%¥h19-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b6-3*(h2-h3*h1) *b9+3* (-h3) *b5=0,

3*b15-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-3*(h2-h3*h1) *b5+3*(-h3) *b0+3*b17-
3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b3-3*(h2-h3*h1) *b7+3*(-h3) *b2-6*b16+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b2+6* (h2-h3*h1) *b6-6*(-h3) *b1=0,

3*b15-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-3*(h2-h3*h1) *b5+3*(-h3) *b0+
3*b22-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b10-3*(h2-h3*h1) *b12+3*(-h3) *b9-
6*b19+6* (1-h2+h3*h1-h3+1) *b6+6* (h2-h3*h1) *b9-6*(-h3) *b5=0,

6*b15-6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1-6* (h2-h3*h1)*b5+6* (-h3) *b0-6*b16+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b2+6*(h2-h3*h1) *b6-6*(-h3) *b1-6*b19+
6*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b6+6*(h2-h3*h1) *b9-6* (-h3) *b5+b20-
(1-h2+h3*h1-h3)*b7-(h2-h3*h1)*b10+(-h3) *b6=0,

-3%bh15+3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b1+3* (h2-h3*h1) *b5-3* (-h3) *bO+
3%b21-3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b8-3* (h2-h3*h1) *b11+3*(-h3) *b7-
3%h17+3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b3+3* (h2-h3*h1) *b7-3*(-h3) *b2+

6*b16-6*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b2-6* (h2-h3*h1) *b6+6* (-h3) *b1+

3%*h19-3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b6-3* (h2-h3*h1) *b9+3* (-h3) *b5-

b20+(1-h2+h3*h1-h3+1)*b7+(h2-h3*h1) *b10- (-h3) *b6=0,

~3%b15+3%*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b1+3* (h2-h3*h1) *b5-3* (-h3) *bO+
3¥h23-3*(1-h2+h3*h1-h3+1)*b11-3*(h2-h3*h1)*b13+3*(-h3)*b10-
3%h22+3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b10+3* (h2-h3*h1) *b12-3*(-h3) *b9+
3%¥h16-3*(1-h2+h3*h1-h3+1) *b2-3* (h2-h3*h1) *b6+3* (-h3) *b1+
6%b19-6* (1-h2+h3*h1-h3+1) *b6-6* (h2-h3*h1) *b9+6* (-h3) *b5-
b20+(1-h2+h3*h1-h3+1) *b7+(h2-h3*h1) *b10-(-h3) *b6=0,
2%b0-4*b5-4*%b1+10%b6-2%b7-2%b10=0,
2%b4-4*b8-4%b3+10%b7-2%b6-2%b10=0,
2%b14-4*b13-4*b12+10%b10-2*b7-2%b6=0,

b14+b4-4*b13-4*b8+6*b11=0,
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b14+b0-4*b12-4*b5+6*b9=0,
b0+b4-4*b3-4*b1+6*b2=0},
{b2,b6,b7,b9,b10,b11,b16,b17,b19,b20,b21,b22,b23});
A solucao encontrada para cada um dos valores de controle
b2,b6,b7,b9,b10,b11,D16,b17,b19,b20,b21,b22, b23,
foi

{b19 = 1/9*b3*h3*h1-2/9*b1*h3*h1-1/18*b4*h3*h1+4/9*b14*h3*h1+
4/9*b5*h3*h1-5/9*b12*h3*h1-1/18*h3*h1*b0+1/9*b8*h3*h1+
1/18*b4*h2-2/9%b13*h3*h1+5/9*b12*h2-1/9%b4+2/9*b8+2/9%*b3+
2/3*b15+8/9*b5-4/9*b0-4/9*b1+1/3*b24-4/9*b13-1/9*b14+2/9*b12-~
1/9*h3*b3-4/9*h3*b0+2/9*h3*b1-4/9*h3*b12+5/9*h3*b5+1/18*b4*h3-
1/9*b8*h2-4/9*b5*h2-1/9*b3*h2+2/9*b13*h2+2/9*b13*h3-
4/9*b14*h2+2/9*b1*h2-1/9*b8*h3+1/18*h2*b0+1/18*h3*b14,

b22 = 1/9*b3*h3*h1-2/9*b1*h3*h1-1/18*b4*h3*h1+4/9*b14*h3*h1+
4/9*%b5*h3*h1-5/9%*b12*h3*h1-1/18*h3*h1*b0+1/9*b8*h3*h1+
1/18%b4*h2-2/9*%b13*h3*h1+5/9*b12*h2-1/9*b4+2/9%b8+2/9%b3+
1/3*b15+2/9*b5-1/9*b0-4/9*b1+2/3*b24-4/9*b13-4/9*b14+
8/9*%b12-1/9*h3*b3-4/9*h3*b0+2/9*h3*b1-4/9*h3*b12+5/9*h3*b5+
1/18*%b4*h3-1/9*b8*h2-4/9*b5*h2-1/9*b3*h2+2/9*b13*h2+
2/9%b13*h3-4/9%b14*h2+2/9%*b1*h2-1/9*b8*h3+1/18*h2*b0+
1/18*h3*b14,

b7 = -1/18*%b14+1/9*b13+1/9*b12-1/18*b0-2/9*b4+4/9*b8+4/9%b3
+1/9*%b5+1/9%b1,

b1l® = -1/18%*b0+1/9*b5+1/9%b1-1/18%b4+1/9*b8+1/9%b3-2/9*b14+
4/9*%b13+4/9*%b12,

b6 = -1/18*b4+1/9*b8+1/9*b3-1/18*b14+1/9*b13+1/9*b12-2/9*b0+
4/9%b5+4/9%b1,

bll = -1/6*b14-1/6*b4+2/3*b13+2/3*b8,

b9 = -1/6*b14-1/6*b0+2/3*b12+2/3*b5,

b2 = -1/6*b0-1/6*b4+2/3*b3+2/3*b1,

62
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b23 = -1/2*b4*h3*h1+1/2*b14*h3*h1+b8*h3*h1+1/2%b4*h2-
b13*h3*h1+1/3*b18-25/27*b4+32/27%b8-4/27%b3-1/27*b5+1/54%b0-
1/27%b1+2/3%b24-1/27%b13-17/54*b14-1/27%b12-2/9%h3*b3-
1/18*h3%b0+1/9*h3*b1-2/9*h3*b12+1/9%h3*b5+4/9%*b4*h3-
b8*h2+b13*h2+4/9%b13*h3-1/2*b14*h2-5/9%b8*h3-1/18*h3*b14,

b21 =-1/2*%b4*h3*h1+1/2*b14*h3*h1+b8*h3*h1+1/2%b4*h2-
b13*h3*h1+2/3*b18-34/27*b4+50,/27*b8-4/27%b3-1/27*b5+1/54%b0-
1/27%b1+1/3%b24-19/27%b13+1/54%b14-1/27*b12-2/9%h3*b3-
1/18*h3*b0+1/9*h3*b1-2/9%h3*b12+1/9%*h3*b5+4/9%b4*h3-b8*h2+
b13*h2+4/9*b13*h3-1/2%b14*h2-5/9*b8*h3-1/18*h3*b14,

b20 = 1/3*b3*h3*h1-2*b1*h3*h1-13/6*b4*h3*hl+
13/6*b14*h3*h1+2*b5*h3*h1-1/3*b12*h3*h1+7/3*b8*h3*h1+
13/6*b4*h2-7/3%*b13*h3*h1+1/3*b12*h2+2*%b18-38/9%b4+4/9*b8+
4/9%b3+2*b15+1/9%b5-1/18*%b0-35/9*b1+2*b24-35/9*%b13-1/18*b14
+1/9*b12-7/3*h3*b3-13/6*h3*b0+7/3*h3*b1-2*h3*b12+1/3*h3*b5+
13/6*b4*h3-7/3*b8*h2-2*b5*h2-1/3*b3*h2+7/3*b13*h2+2*b13*h3-
13/6*b14*h2+2*b1*h2-1/3*b8%h3,

bl7 = 5/9*b3*h3*h1-4/9*b1*h3*h1-4/9*b4*h3*h1+1/18*b14*h3*h1+
2/9*b5*h3*h1-1/9*b12*h3*h1+1/18*h3*h1*b0+2/9*b8*h3*h1+
4/9*b4*h2-1/9*b13*h3*h1+1/9*b12*h2+2/3*b18-4/3*b4+2*b3+
1/3*b15-2/3*b1-h3*b3-1/2*h3*b0+h3*b1+1/2%b4*h3-2/9*b8*h2-
2/9*b5*h2-5/9%b3*h2+1/9*b13*h2-1/18*b14*h2+4/9*b1*h2-
1/18*h2+bo,

b16 = 5/9*b3*h3*h1-4/9%b1*h3*h1-4/9%b4*h3*h1+1/18%b14*h3*h1+
2/9*b5*h3*h1-1/9*b12*h3*h1+1/18*h3*h1*b0+2/9*b8*h3*h1+
4/9%b4*h2-1/9*%b13*h3*h1+1/9%b12*h2+1/3*b18-bd+4/3*b3+
2/3*b15-1/3*b0-h3*b3-1/2%h3*bO+h3*b1+1/2%ba*h3-2/9*b8*h2-
2/9%b5*%h2-5/9%b3*h2+1/9%b13*h2-1/18*b14*h2+4/9%b1*h2-
1/18*h2*b0}

4.7 Tetraedro Macro

Dado T, um tetraedro macro, suponha que ele seja particionado em quatro mini-tetraedros
quérticos, em um ponto interior G de T', cujas ordenadas de Bézier sao {a; jkp, bijip Cijkp>dijip}
com0<ijk,p<4,i+j+k+p=4. Gé&escolhido como centréide de 7T, a fim de obter uma
divisdo de T mais homogénea. Nos quatro volumes € necessdrio que os seus interpolantes se
encontrem com continuidade C!, que sejam cubicos, e cada derivada normal varie linearmente



4.7 TETRAEDRO MACRO 64

ao longo das quatro faces do tetraedro macro 7', notando que cada mini-tetraedro possui uma
face de T, aqui dita face externa.

boe=cu=as

bi=co=do d b14=d14=a14

Figura 4.9 Tetraedro dividido em quatro malhas no ponto G.

Ci4

C4
C34 do
as4

Co aia

Figura 4.10 Malha c. Figura 4.11 Malha a.
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ds

do
d d14

Figura 4.12 Malha d.
bo

b4 bl4

Figura 4.13 Malha b.

Pela continuidade C entre esses quatro tetraedros ao longo das faces GV;V;, onde i, €
{1,2,3,4} e j > i, temos que
ap = c4 =dy, a1 =g, ap =11, a3 = €13, a4 = by = c14, as = ds,
ag = bs, ag = dy1, ay1 = by, ap = di3, a13 = b1z, ayg = by =dy,
ajs = c18 = d1s, ajg = €21, a17 = €23, a1 = bys = 24, a19 = day1, az1 = by,
ay = dy3, ax3 = ba, aza = dag = b4, azs = ca7 = dp7, aze = 29, az7 = bas = c30,
azg = dyy, axg = bag, azp = b3g = d3o, az1 = c32 =d3, az = b3 = ¢33,
azz = bz = dz3, by = c12, by = ¢y, b3 =cs, by = co = do, bg = ds, b1y =do,
b1z = di2, b1y =do, b1 = c22, b17 = 19, b1g = 15 = di5, ba1 = dyy, baz = d22,
bye = c28, ba7 = c25 = dbs, bag = dag, b3z = c31 =d31, c1 =dy, c2 =da, c3=4d3,
c16 =di6, €17 = d17, 25 = das, C26 = dag, €31 = d31,

az4 = b3g = c34 = d34.
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Figura 4.14 Tetraedros vizinhos.

Ap0s estabelecer essas relagdes de igualdade para todos os retalhos, envolvendo os quatro
tetraedros, podemos usar o Teorema 4.1 para enunciar equagdes que relacionem essas malhas.
Para uma melhor visualizacdo, observe a Figura 4.14.

bis =(bo+b1+bs+a3z)/4 b1 = (b1 + by +bg +c10)/4
b17:(b2+b3+b7+C6)/4 b]gZ(b3+b4+b8+Cl)/4
big = (b5 +be+bg +a7)/4 by = (b7 +bg +b11 +de)/4

by = (bg+b1o+b12+ayp)/4 bz = (b1o+b11 +b13 +dio)/4
bys = (b1 +b13+bia+ax)/4  bas=(bis+big+bio+ayr)/4
bae = (b16+b17+ by +20)/4 by7 = (b17+b1g+br1 +ci6)/4
bag = (b19+bro+ by +ax)/4 by = (b + b1 +br3+dr)/4
b3o = (b + b3 +bag+axn)/4 b3 = (bas+bys+brg+ax)/4
b3y = (bys +ba7+bag +¢26)/4 b3z = (bag +bag + b3 +azg)/4.

b34 = (b31 + b3z + b33 +azy)/4.

Separemos essas Equagdes por niveis, de 1 a 4, de acordo com o afastamento da face ex-
terna:
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Equagdes do nivel 1:

bis =(bo+b1+bs+a3)/4 bie = (b1 + by +be+c10)/4
b17:(b2+b3+b7+c6)/4 blg:(b3+b4+b8+cl)/4 (4 10)
big = (bs+be+bg +a7)/4 by1 = (b7 +bg + b1 +de)/4 '

by =(bg+bio+b1a+ai)/4 bz =(bro+b11+b13+d1p)/4
bos = (b12+b13+b1s+an)/4

Equacdes do nivel 2:

bys = (b1s+bie+bio+ai7)/4 by = (bie+b17+b+c20)/4
by7 = (b17+b1g+ba1 +ci16)/4  bag = (b19+boy+br+a)/4 (4.11)
bag = (byo +b21 + b3 +dro)/4  b3g = (b +br3+bys+ax)/4

Equacdes do nivel 3:

b31 = (bas +bys +bog +axs)/4  b3p = (b +ba7+brg+cr)/4 (4.12)

b33 = (bag +byg +b3p +axg)/4

Equacao do nivel 4:
b34 = (b31 + b3z + b33 +azy)/4.

O nivel de complexidade, a quantidade de varidveis e o nimero de equacOes que as en-
volvem, nos leva ao uso de um software matemdtico [27] para solucionar nosso problema.
Observe que os elementos do nivel 1 sdo fundamentais para solucionar as Equacdes do nivel 2.
Essas por sua vez sdo necessarias para solucionar as do nivel 3, que, claro, na Equacao de nivel
4, sao imprescindiveis. Entdo cada nivel € resolvido, aplicando o software em cada retalho,
permitindo assim, o encontro de todos esses valores de controle.

4.8 Condicoes Suficientes para Nao-negatividade da Malha Quartica de
Bézier

Dada uma malha quartica de Bézier, bj, com |i| = 4, num tetraedro 7', desejamos estabelecer
condig¢des suficientes sobre suas ordenadas a fim de que essa malha seja ndo-negativa. Vejamos
isso no seguinte resultado.

Teorema 4.3. Seja T um tetraedro no espaco, dividido no seu centréide em quatro mini-
tetraedros. Considere uma malha tetraédrica qudrtica de Bézier definida em cada um desses
mini-tetraedros que t€m como ordenadas de Bézier a;jkp, bjjkp, Cijkp, dijkp, com0 < i, j,k,p <4
ei+ j+k+ p=4. Suponha que esses quatro tetraedros de Bézier formam uma malha tetraédrica
QO de T e de continuidade cl. Considerando u € {a,b,c,d}, [ > 0 e que

1. Y me{ug,pa,p14}, m2=1,
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2.V me s, ps, pg. 12,403}, m> L

3. mo2%(2-1), sendo0<ax<4,

entao
0(x,y,2) =20, VY(x,y,2)€T.

Demonstracao: Considere o tetraedro T = GV,V3Vy, onde G = V1 = (1,0,0,0), V> =
(0,1,0,0), V3 = (0,0,1,0) e V4 = (0,0,0,1). Na aresta V3V4 tome o ponto P = (0,0,w,r) e
na aresta V, V4 o ponto Q = (0,w,0,r), onde w+r=1¢e w,r € [0,1]. No tridngulo definido por
PGQ considere um ponto qualquer A, cuja combinacao baricéntrica é dada por

G

Va
Vs

Q

4

Figura 4.15 Tetraedro.

A=sP+tQ+I1G, onde s+t+1[=1, para 5,1,/ € [0,1]

€, portanto

A =50,0,w,r)+1t(0,w,0,r)+ (1 —s-1)(1,0,0,0),
A=1-=-s—t,tw,sw,(s+1)(1—w)).

Agora, considere o desenvolvimento da superficie S (A) abaixo, usando a notagdo definida
em (4.1) e a forma padrdao de Bernstein. Além disso, podemos usar termos de r’j(w), onde
i=0,1,2,3,4e j=1,2,3,4,5, de forma que,

S(A)

t4r‘11(w) + s4r‘2‘(w) +4s8 r§(w) +4ts° ri(w) + 6s2t2r‘51(w)+

453 (1=s=Dri(w)+48(1 = s—Dry(w) + 12t(1 — s = 1)s*r3(w)+
12522(1 = s = )ra(w) + 652(1 = s = > rt(w) + 621 — s = 1)* 5 (w)+
1256(1 — s — r)%%(w) +4s(1 = s=1°rd(w) +41(1 = s — ) ry(w)+
(1=s=t*r](w).

+ + + +

onde
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)

ryw) =

re(w) =

}

r

r

2

r%(w) =
ri(w) =
r%(w) =
rw) =

ryw) =
ry(w) =
rg(w) =

P(w) =
S (w) =
r% (w) =
r,(w) =
%(W) =
ry(w) =

baw®* +4b3w3(1 —w) + 6baw?(1 = w)2 +4byw(1 —w)> + bo(1 —w)?,

biaw* +4b1ow3 (1 —w) + 6bgw(1 —w)? + 4bsw(1 —w)> + bo(1 —w)?,

bo(1 = w)* +4(3by + 2bs)w(1 —w)® + 6(3b2 + 1be)W?(1 —w)*+

+4(3b3 + 3b7)WA (1 —w) + bgw?,

bo(1—w)* +4(3bs + 2b1)w(1 —w)® + 6(3bg + 1be)W?(1 —w)*+

+4(2b1o + 1b1w3 (1 —w) + bisw?,

bo(1—w)* +4(3b1 + 3bs)(1 —w)>w+6(3bg + £br + 3be)W(1 —w)>+
+4(3b7 + 310w (1 = w) + byw?,

boaw? + 3bpaw?(1 = w) + 3biow(l = w)2 + bis(1 —w)3,

bigw> +3b17wA(1 —=w) + 3b1gw(1 —w)? + bis(1 —w)3,

basw? +3(3b22 + 3b20)W (1 =w) +3(3b16+ 2b19)w(1 =w)* +bis(1 - w)’,
boiw? +3(3b17 + $b20)W? (1 = w) +3(3b19 + 3b16)W(1 —w)? + bys(1 - w)?,
baow? + 2bagw(1 —w) + bas(1 —w)?,

b27W2 + 2b26W(1 — W) + b25(1 — W)z,

baow? +2(3bag + b26)w(1 — w) + bys(1 —w)?,

bzzw+b31(1-w),

baow+b31(1-w),

b34.

(4.13)

Agora, considerando

Bi(s,t) = s'(1-s—0*"J, ondei=ij4—i-)),

ijld—i— )

chegamos a

S(A)

B440(s, Hrw) + B400(s, Hriw) + B404(s, Hrw) + B430(s, Hriw)+
Bglo(s, t)ri(w) + Bgm (s, t)r%(w) + Bgzo(s, t)ri(w) + 3531 (s, t)rg(w)+
B, (s,0)r3(w) + B}, (s, t)r‘l’(w) + B3, (s, t)r%(w) + By, (s, r)é(w)+

B, (s, t)ié(w) + B%'(B(s, t)r?(w) + B 5(s, t)r%(w).

+ + + 1l

Dessa forma, como Vs, ¢ € [0, 1],B;1 > 0, entdo para obter uma superficie S ndo-negativa é
suficiente satisfazer a ndo-negatividade de r;(w), ondei=0,1,2,3,4¢e j=1,2,3,4,5.

Considere a malha quértica com valores de controle u; em 7" e nela tome M| = {uo, 4,114},
comm>1[,sendo !> 0Vme M.

Considere o conjunto My = {uy,u3, s, 18,412,413} € suponha que

[
m>—,a>0,Yme M>.
a

Pelas Equagdes relacionadas em (4.9) e os limites inferiores estabelecidos para os elementos
de M| e M,, temos que
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14
m2 3 (Z - 1),Vm € M3, sendo M3 = {uo, ue, 47,49, 110,11 }-

Pelas Equacdes do nivel 1, estabelecidas em (4.10), e os limites inferiores considerados
para M3, os elementos de

My = {15, 118, o4} € Ms = {16, 1417, 1419, 1421, 1422, 1423}

tém seus limites inferiores determinados, sejam eles:

(3
mZ—(—+1),VmeM4,
4\a

l(5

m> —(——1),\7’m€M5.
4\a

Suponha agora que 10 > (% -1). Usando as Equagdes de nivel 2 (4.11) e os limites

inferiores estabelecidos para M4 e Ms, podemos dizer que

1(9
m> 3 (— - 1),Vm € Mg, sendo Mg = {u2s, p27, 130}

a
e
[(31 7
m>—|———],Yme M7, sendo M7 = {126,428, 1429}.
4\6a 6

Finalmente, usando o que foi definido para Mg e M7 e as Equacdes de nivel 3 (4.12),
podemos afirmar que

m2 &(g - 1),\7’m € Mg, sendo Mg = {u31, 32,433}
e, portanto, pela Equacdo de nivel 4, u3q > ;i (% - 1).

Como a ordenada de Bézier u34 € o valor da superficie interpolante em G, u34 precisa ser
nao-negativo para garantir a ndo-negatividade da malha tetraédrica de Bézier. Assim a <5
precisa ser satisfeito.

Além do mais, se observarmos que rg(w) vale

1 1 1 1 2
bo(l—w)4+4(§b1+Ebs)(l—w)3w+6(gb9+gb2+§b6)w2(1—w)2+

1 1

+4| b7+ =b1o | W (1 —=w) + by w?,
2 2

e, portanto, se by < 0 teremos rg(w) < 0, o que ndo queremos. Mas como para by| ser nio-

negativo basta supor a < 4, entdo consideramos esta limitag¢do superior e, dessa forma, podemos

reestabelecer limites para os valores de controle dos conjuntos M;, sendo i =2,3,---,7.
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71 [
,Nme My, m>0,Yme Ms, mZR,VmEMA;, m21—6,Vm€M5,

IR

m >

m> ;—é,\v’m eEMg, m> 3L2,\7’m eM;, m> 1—16,Vm € Mg, bzg> %

Sendo assim todos os 7. comi=0,1,2, 3,4,j=1,2,3,4,5 sdo ndo-negativos. Satisfeito isso,
temos que S (A) € ndo-negativa, como queriamos. A malha qudrtica de Bézier S (u) € composta
por essas superficies de Bézier quarticas bivariadas, entdo ela serd ndo-negativa.

Com 0s mesmos argumentos, os tetraedros de Bézier com ordenadas a;jip, C;jkp, dijkp dos
outros trés mini-tetraedros sdo também nao-negativos.

]

4.9 Construciio da Superficie Interpolante C! e Nio-Negativa

Considere os pontos (x;,y;,z,w;), com w; >0, i =1,2,---N e (x;,y;,z) # (xj,yj,2j) para
i # j. Descreveremos a construcio da funcdo F(x,y,z), com F(x;,y;,zi) = wj, que preserva a
continuidade C! e a ndo-negatividade.

1. O dominio Q da fungdo F € o invélucro convexo de {V; = (x;,yi,zi) : i =1,---,N}. Os
pontos V;, i =1,2---,N, sdo usados como vértices da tetraedrizacdo do dominio Q2. A
triangulacdo de Delaunay (conforme [3]) é usada para tetrangular o dominio Q.

2. A estimagdo das derivadas parciais de primeira ordem, isto €, Fy, Fy e F, em cada
Vi(xi,yi,zi), para a superficie F, é obtida usando o método desenvolvido em [4].

3. Para todo tetraedro macro no dominio, uma malha tetraédrica serd gerada.

Esse estudo se concentrard no terceiro passo e, para isso, serd analisado como construir
em cada tetraedro macro uma malha tetrangular C' nio-negativa. O processo comega com
a subdivisdo de cada tetraedro macro do dominio em quatro mini-tetraedros, através do seu
centréide e, em seguida, um tetraedro quartico de Bézier é construido em cada mini-tetraedro.
A determinagio das ordenadas de Bézier destes quatro mini-tetraedros, {a;jxp}, {bijip}, {Cijip) €
{d;jkp}, € descrita como segue.

Apos as derivadas parciais de primeira ordem Fy, Fy e F; em cada vértice Vi(x;,y;,z;) no
dominio tetrangulado Q serem estimadas, em cada retalho Q no tetraedro macro, a derivada
direcional em seu vértice V; na dire¢do da aresta d;;, de V; para V;, € calculada por

oF oF oF
Da, (Vi) = (x; - x,-)a(Vi) +(y; —yi)a—y(vi) +(zj— Zi)a—Z(Vi)-

Baseado nos pontos dados, as ordenadas dos vértices de cada tetraedro macro sdo determi-
nadas. Por exemplo, no tetraedro macro 7" da Figura 4.9:
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ap=c4=dy = F(Vy) =wy,

by =co=dy=F(V3) =wy,
bis=ayy =dis = F(V3) = ws,
bo=c14=a4 = F(V4) = wy.

Partindo das derivadas parciais estimadas em cada vértice e das ordenadas nos vértices, as
ordenadas de Bézier pertencentes ao conjunto M, sdao determinadas através de (4.8). No en-
tanto, estes valores podem nao garantir que a malha resultante seja ndo-negativa. Para garantir
isso € preciso impor condi¢des nestas ordenadas, isto &,

l
m > Z,Vm € M>,

com [ = min{F(V1),F(V2),F(V3),F(V4)}, como no Teorema 4.3. Para alcanca-la, a derivada
parcial de primeira ordem em V;, i = 1,2,3,4, deve ser modificada, se necessario. A modificagao
das derivadas F'y, F e F, nos vértices V; € feita inserindo um escalar em cada um deles como
um fator positivo «, sendo a < 1, levando em consideracao todos os retalhos tetrangulares no
tetraedro macro dividindo aquele vértice.

Vejamos como se daré esse procedimento, andlogo ao caso bivariado.

Tome O para ser o vértice em seu dominio tetrangulado Q e 6;, i = 1,2,--- ,k para ser cada
tetraedro macro na tetrangulacdo que tem O como um vértice.

@)

D

Figura 4.16 Tetraedros na tetraedriza¢do do dominio €2, com vértice comum O.

Considere o tetraedro 8; no dominio Q (veja Figura 4.16) e o limite inferior l%, onde
lg, = min{F(0),F(A), F(B), F(C)}.

Denote as derivadas direcionais em O na dire¢@o das arestas OA, OB e OC por Dy,,,, Dy,
e Dy, respectivamente. Os fatores escalares @pa, @op € agc sdo definidos como segue.
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l - L. , . -
Se F(O)+ %Ddg e %, entdo apa = 1, caso contrdrio, @p4 € determinado pela equacao

1 lo,
F(O) +CY0A1Dd0A = Z

It - L. . . ~
Se F(O)+ iDdog > %, entdo app = 1, caso contrario, app € definido pela equagao

1 lg,
F(O)+ CYOBdeOB = Z
.. I N L. ) .
Similarmente se F(O) + %Ddoc > %, entdo apc = 1, caso contrério, apc € determinado pela
equacao

1 ly,
F(O) + a’ocdeOC = Z
Dafi define-se ap, = min{apa,@op,@oc}. Usando o mesmo método, ag,, i = 2,3,---,k, sdo
encontrados. Para todas as ordenadas de Bézier adjacentes a O satisfazerem as condicoes,
escolhemos

ap = min{ayg,,@s,," " , Ay, }.

Se ag < 1, entdo as derivadas parciais primeiras em O sao multiplicadas pelo fator aq e as
ordenadas de Bézier adjacentes a O sdo determinadas de acordo com isso. O processo citado
anteriormente € repetido em todos os vértices V; no dominio . Entdo todas as ordenadas de
Bézier ao longo das arestas dos tetraedros macros podem ser determinadas da forma citada.

Entao, resolvido o problema de ajuste das derivadas, com o propdsito de garantir uma malha
nao-negativa, voltemos a determinacdo das ordenadas de Bézier dos outros conjuntos.

Observe que M4 também tem seus elementos determinados pela derivada direcional nos
vértices do tetraedro, mas pela continuidade C', as Equagdes de (4.10) determinam essas orde-
nadas, e para isso usam o limite inferior estipulado para as ordenadas de M, o que nos leva a
valores diferentes.

Sendo assim, usando que m > [,Ym € M| e que m > ﬁ,\v’m € M;, entdo m > 0,Vm € M3, pela
reducdo do grau na malha (veja Equacdes (4.9)).

Pela propriedade da continuidade C I as Equagoes de (4.10), determinamos as ordenadas
de M4 eM 5

7 1 l
m2—>Z,Vm€M4 e mZE,VmeM5.

Desses e pelas Equagdes de (4.11) determinamos que

51
m>—,Yme M.
32 °
O Teorema 4.3 impde um limite inferior para as ordenadas de Bézier do tipo upg (120 = 0).
Aqui, j4 que as ordenadas de Bézier de M3 do tetraedro macro sdo fixadas, poderia se usar esse

valor atual para relaxar o limite nas ordenadas de Bézier uy0, sugerido no Teorema 4.3.
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Considere A = b5, B= %bm + %b]g, D = by3, todos positivos, e suponha que C = %bzz + %bzo
seja negativo, ou seja tome byo negativo. Entdo pelo Teorema 3.1 e analisando rg (x) em (4.13),
temos que

® =3B2C? +6ABCD - 4(AC? + B*D) - A’D* < 0= rj(x) 2 0 em [0, 1].

Ap6s substituir os termos de A, B, D em @, encontramos a seguinte expressao:

32, 218 5314
+ C+ - .
4 256 2048 65536

Sabendo que C = é [% + &le] e usando [27], chegamos que para by > %l temos rg(w) >0
em [0,1].

Os valores das ordenadas de Bézier de M7 = {uo¢, 128,29} foram definidas com o limite
inferior _9—%[, através das Equacdes de (4.11), mas ao substitui-lo em r%(w) chegamos a conclu-
sdo que essa fungdo assume valores negativos em [0,1]. Portanto outros testes foram feitos,

elevando o valor de uyg e o limite inferior 1_—61 nos levou a:

51
m>0,Yme M7, e mZm,VMEMg ou m = bagy.

Dessa forma, rg (w), ri(w), r%(w), r%(w), r%(w), r} (w), r% (w), r?(w) sdo todos ndo-negativos e a
malha quartica de Bézier com suas ordenadas {a;i}, {bi},{ci}, {d;j} € ndo-negativa e é C Lao longo
da face fronteira comum com a malha adjacente.

Denote a malha tetrangular construida desta forma no tetraedro macro 7 como Q7. Entao
a superficie interpolante F, que tem a continuidade C! e preserva a ndo-negatividade, pode ser
definida no dominio tetrangulado como F|T = Qr, para todo tetraedro macro 7" no dominio.



CapiTULO 5

Resultados Experimentais

Para ilustrar a metodologia estabelecida no Capitulo 4, denotada por Bézier nas analises
abaixo, usaremos as seguintes fungdes de teste, Fy,Fy,- -, Fg, da mesma forma que Nielson
em [8].

2 2 5
Fi(x,y,2) = [ (9x-2) +(9y42) (92— 2)]
(9“1)2 COy+2? (9z+1)?
' 100 10
_7)2 Y &2
. 0,5-exp[—(9x 7) +(9y43) +(9z-5) ]_

— 0,2-exp[-Ox -4 = (9y-7 - (92-5)*]
F>(x,y,z) = {tanh(9z—9x-9y)+1}/9,
Fi(x.y.2) = [(1,25+cos(5,4y))cos(62)]/{6+6(3x— 1)},

Fa(x,y,2) = exp {—% [(x ~0,5)*+(y-0,5+(z -0, 5)2]} /3,

Fs(x.y,2) = exp {—% |[(x=0,5%+(y-0,57+ (z—O,S)Z]} /3,

Fo(x,,2) = |/64-81[(x=0,52+(=0,57 +(z—0,52]/9-0,5.

Um programa foi construido (Apéndice A) e € implementado com o propdsito de gerar a
fungdo interpolante C' ndo-negativa e comparar seus resultados com os de outros dois métodos
de interpolacdo, Shepard e Linear por Partes. Procederemos da forma descrita a seguir.

Tomamos quinze pontos trivariados e espalhados. Deles tomamos o invélucro convexo com
trinta e quatro tetraedros, formando assim um dominio tetrangulado, com base na tetrangulacdo
de Delaunay e através do Qhull (veja [26]). Cada tetraedro € dividido em quatro mini-tetraedros
e a interpolag@o pelo método de Bézier € realizada. Simultaneamente as interpolacdes por She-
pard e Linear por Partes também sdo feitas sobre os pontos volumétricos espalhados. Uma
funcdo € gerada por cada um desses métodos e as comparamos com os resultados fornecidos
pela funcdo verdadeira, no caso Fy, F»,-- -, Fg, citadas anteriormente. Como se dé essa compa-
racdo?

Sobre o invélucro convexo determinamos um cubo de lado 1 unidade de comprimento, que
o contém e que é igualmente cortado por N planos nas direcdes x, y e z, gerando N> cubinhos

75
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de mesmas medidas. Nessa grade, o cubinho que intersectar algum tetraedro do invélucro tem
seus vértices avaliados pelas seis fungdes F, Fa,- -, Fg € pelas funcgdes interpolantes, geradas
pelos trés métodos que estdo sendo comparados. Essa comparagdo é feita através do Erro
Médio da Raiz Quadrada (RMS - Root Mean Square), que pode ser visto na Equacao 5.1, onde
F representa a funcdo verdadeira, enquanto A representa a func¢ao a ser testada, a aproximagdo
de F.

- J £ Zo o [F (-4 £) - A £.5) .

(N+ DN+ DN+ 1)

A tela inicial do programa executado pode ser visto na Figura 5.1. Observamos que o
nimero de planos é denotado por células e o considerado foi N = 10. Pode-se ver também
que na parte direita tem-se os resultados fornecidos pelo RMS para cada método. Na primeira
linha, para a fungdo F'1, temos o erro com respeito aos métodos desenvolvidos nessa andlise, o
de Bézier, em seguida o resultado obtido por Shepard e, naturalmente, o resultado obtido pelo
método Linear por Partes.

O programa gera a diferenca das imagens fornecidas por Bézier, Shepard e Linear por Par-
tes. A cor azul representa uma diferenca positiva (por exemplo, funcdo gerada por Bézier
menos a fung¢do gerada por Linear € positiva); o vermelho, caso contrdrio; o preto representa
uma diferenca nula. Uma cor vermelha pura ou azul pura significa que a diferenca absoluta
ficou superior em mais de 25 porcento do valor mdximo das funcdes nos dados a serem inter-
polados. O invélucro convexo e tetrangulado € intersectado por um plano ortogonal a um dos
trés eixos € a imagem € entdo reproduzida.

A Tabela 5.1 resume os valores numéricos encontrados.

Funcao RMS

Bézier Shepard Linear
Fq 0,0639  0,0899  0,0637
F> 0,0303  0,0455 0,0303
F3 0,0894  0,0732  0,0506
Fy 0,0639 0,1018  0,0779
Fs 0,0534 0,0672  0,0608
Fe 0,2833 0,1323  0,1001

Tabela 5.1 Valor do RMS obtido por funcido e método de interpolacdo.
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s Form1
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Figura 5.1 Programa para comparar funcdes interpoladas pelos métodos de Bézier, Shepard e Linear

por Partes.
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Considere a fun¢do Fp, onde o erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi de
0,0639, para o método de Shepard foi de 0,0899 e para o Linear por Partes, erro de 0,0637.
Veja as Figuras 5.2, 5.3 e 5.4, que representam a intersec¢do entre a fungdo indicada e um
plano ortogonal a x.

Figura 5.2 Imagem da diferenca entre a func¢do interpolada pelo método de Bézier e a funcdo F .

Figura 5.3 Imagem da diferenca entre a Figura 5.4 Imagem da diferenca entre
funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo F. por Partes e a funcdo F.
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As Figuras 5.5, 5.6, 5.7 representam a intersec¢do entre a fun¢do indicada e um plano
ortogonal a y.

Figura 5.5 Imagem da diferenca entre a funcio interpolada pelo método de Bézier e a funcdo F .

Figura 5.6 Imagem da diferenca entre a Figura 5.7 Imagem da diferenca entre
funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a func¢ao F. por Partes e a fungdo F.
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As Figuras 5.8, 5.9, 5.10, representam a intersec¢do entre a func¢do indicada e um plano
ortogonal a z.

Figura 5.8 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcdo F; .

Figura 5.9 Imagem da diferenca entre a Figura 5.10 Imagem da diferenca entre
funcdo interpolada pelo método de She- a fun¢do interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo Fj. por Partes e a funcdo F.
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Considere a fun¢do F3, onde o erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi de
0,0303, para o método de Shepard foi de 0,0455 e para o Linear por Partes, também erro de
0,0303. Veja as Figuras 5.11, 5.12, 5.13, que representam a intersec¢do entre a funcdo indicada
e um plano ortogonal a x.

Figura 5.11 Imagem da diferenca entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a funcgao F» .

Figura 5.12 Imagem da diferenca entre Figura 5.13 Imagem da diferenca entre
a func¢@o interpolada pelo método de She- a funcao interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo F>». por Partes e a funcdo F>».



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS 82

As Figuras 5.14, 5.15, 5.16 representam a intersec¢ao entre a funcao indicada e um plano
ortogonal a y.

Figura 5.14 Imagem da diferenca entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a funcio F; .

Figura 5.15 Imagem da diferenca entre Figura 5.16 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcao interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo F,. por Partes e a fungdo F,.
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As Figuras 5.17, 5.18, 5.19 representam a intersec¢do entre a fungdo indicada e um plano
ortogonal a z.

Figura 5.17 Imagem da diferenca entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a funcgao F; .

Figura 5.18 Imagem da diferenca entre Figura 5.19 Imagem da diferenca entre
a func¢@o interpolada pelo método de She- a func@o interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo F>. por Partes e a funcdo F>.
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Agora, considere a fun¢do F3, onde o erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi
de 0,0894, para o método de Shepard foi de 0,0732 e para o Linear por Partes, erro de 0,0506.
Veja as Figuras 5.20, 5.21, 5.22, que representam a interseccao entre a fungdo indicada e um
plano ortogonal a x.

Figura 5.20 Imagem da diferenca entre a fun¢ao interpolada pelo método de Bézier e a funcio F3 .

Figura 5.21 Imagem da diferenca entre Figura 5.22 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo F3. por Partes e a fungdo F3.
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Agora, as Figuras 5.23, 5.24, 5.25, que representam a intersec¢do entre a funcao indicada e
um plano ortogonal a y.

Figura 5.23 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcgao Fs .

Figura 5.24 Imagem da diferenca entre Figura 5.25 Imagem da diferenca entre
a funcao interpolada pelo método de She- a funcao interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo F3. por Partes e a fungado F3.
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Agora, as Figuras 5.26, 5.27, 5.28, que representam a intersec¢do entre a funcao indicada e
um plano ortogonal a z.

Figura 5.26 Imagem da diferenga entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a fungao Fj .

Figura 5.27 Imagem da diferenca entre Figura 5.28 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcao interpolada pelo método Linear
pard e a fungado Fj. por Partes e a funcdo Fjy.



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS 87

Agora, considere a fung¢do F4, onde o erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi
de 0,0639, para o método de Shepard foi de 0,1018 e para o Linear por Partes, erro de 0,0779.
Veja as Figuras 5.29, 5.30, 5.31 que representam a intersec¢do entre a funcio indicada e um
plano ortogonal a x.

Figura 5.29 Imagem da diferenca entre a fun¢ao interpolada pelo método de Bézier e a funcio Fj .

Figura 5.30 Imagem da diferenca entre Figura 5.31 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo Fj. por Partes e a fungdo Fjy.
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Agora, as Figuras 5.32, 5.33, 5.34, que representam a intersec¢do entre a fungdo indicada e
um plano ortogonal a y.

Figura 5.32 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcao F .

Figura 5.33 Imagem da diferenca entre Figura 5.34 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcao Fjy. por Partes e a funcdo Fy4.
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As Figuras 5.35, 5.36, 5.37, representam a intersecc¢ao entre a fun¢do indicada e um plano
ortogonal a z.

Figura 5.35 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcao F .

Figura 5.36 Imagem da diferenca entre Figura 5.37 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo Fj. por Partes e a fungdo Fy.
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Considere a fun¢do F'5, onde o erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi de
0,0534, para o método de Shepard foi de 0,0672 e para o Linear por Partes, erro de 0,0608.
Veja as Figuras 5.38, 5.39, 5.40, que representam a interseccao entre a fungdo indicada e um
plano ortogonal a x.

Figura 5.38 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcao F’s .

Figura 5.39 Imagem da diferenca entre Figura 5.40 Imagem da diferenca entre
a funcdo interpolada pelo método de She- a funcdo interpolada pelo método Linear
pard e a funcdo Fs. por Partes e a fungdo Fss.
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As Figuras 5.41, 5.42, 5.43 representam a intersec¢do entre a fungdo indicada e um plano
ortogonal a y.

Figura 5.41 Imagem da diferenca entre a fun¢ao interpolada pelo método de Bézier e a funcio Fis .

Figura 5.42 Imagem da diferenca entre Figura 5.43 Imagem da diferenca entre
a func¢@o interpolada pelo método de She- a func@o interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo Fs. por Partes e a funcio Fs.
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As Figuras 5.44, 5.45, 5.46, representam a interseccao entre a fun¢do indicada e um plano
ortogonal a z.

Figura 5.44 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcao F’s .

Figura 5.45 Imagem da diferenca entre Figura 5.46 Imagem da diferenca entre
a fungdo interpolada pelo método de She- a func¢do interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo F’s. por Partes e a fungdo F’s.



CAPITULO 5. RESULTADOS EXPERIMENTAIS 93

Considere a fun¢do Fg. O erro estimado pelo RMS para o método de Bézier foi de 0,2833,
para o método de Shepard foi de 0,1323 e para o Linear por Partes, erro de 0,1001. Foram
geradas primeiramente imagens formadas pela interseccdo da fun¢@o indicada com um plano
ortogonal ao eixo x. Veja as figuras 5.47, 5.48, 5.49.

Figura 5.47 Imagem da diferenca entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a fungao Fg .

Figura 5.48 Imagem da diferenca entre Figura 5.49 Imagem da diferenca entre
a fung@o interpolada pelo método de She- a func@o interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo Fg. por Partes e a funcio F.
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As Figuras 5.50, 5.51, 5.52 representam a intersec¢do entre a fungdo indicada e um plano
ortogonal a y.

Figura 5.50 Imagem da diferenca entre a fungéo interpolada pelo método de Bézier e a fungao Fg .

Figura 5.51 Imagem da diferenca entre Figura 5.52 Imagem da diferenca entre
a func¢@o interpolada pelo método de She- a func@o interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo Fg. por Partes e a funcdo F.
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As Figuras 5.53, 5.54, 5.55, representam a intersecc¢ao entre a funcdo indicada e um plano
ortogonal a z.

Figura 5.53 Imagem da diferenca entre a funcdo interpolada pelo método de Bézier e a funcao Fg .

Figura 5.54 Imagem da diferenca entre Figura 5.55 Imagem da diferenca entre
a fung¢do interpolada pelo método de She- a func¢do interpolada pelo método Linear
pard e a fungdo Fj. por Partes e a fungdo Fj.
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Conclusoes

Neste trabalho desenvolvemos um modelo para geracdo de fungdes volumétricas
nio-negativas com continuidade C'. Ele representa o primeiro passo nessa dire¢io, onde dados
trivariados espalhados e ndo-negativos sao interpolados.

Técnicas ja utilizadas, como a triangulacdo de Delaunay ([3]), a divis@o de triangulos de
um dominio triangulado em trés mini-tridngulos ([5]), com malhas cubicas de Bézier estabe-
lecidas sobre os mesmos, sdo comumente empregadas em trabalhos envolvendo interpolacdo
C! de dados bivariados espalhados. Essas técnicas foram estendidas para o nosso caso, um do-
minio formado por pontos volumétricos dispersos, que foram tetrangulados e malhas quérticas
tetraédricas de Bézier foram estabelecidas.

Juntamente com essas técnicas uma nova metodologia foi utilizada, a reducao do grau
da malha quartica para uma cuabica na face externa. Durante o processo de determinacio
de valores de controle, mantendo a continuidade C!, devido ao excesso de graus de liberdade,
essa técnica foi suficiente para resolver o nosso problema, respeitando a localidade, e a malha
quartica tetraédrica ndo-negativa pdde ser desenvolvida.

O aspecto da localidade € ainda mais interessante, quando percebemos que as implementa-
¢oes dos algoritmos podem ser feitas de forma independente nas diversas malhas (Capitulo 4).
O processo se torna paralelizavel, podendo ser implementado com rapidez e eficiéncia.

Destacamos ainda nesse Capitulo uma discussao geral sobre modelagem, andlise de expe-
rimentos realizados, limitacdes na forma de comparar métodos e os trabalhos futuros.

6.1 Modelagem de Dados e Analise de Experimentos

A modelagem com dados espalhados ndo-negativos assume apenas informagdes gerais so-
bre o fendmeno que gerou os dados, como grau de suavidade e ndo-negatividade. Isto nos
previne de tecer julgamentos definitivos de ordem qualitativa com respeito a reprodutibilidade
do fendmeno por qualquer método de interpolacdo. No entanto, pode-se estabelecer o que
costumeiramente se aceita como "razoavel" e que € compativel com alguns preceitos de teo-
ria de informa¢do. Numa grade com amostragem uniforme pode-se avancar mais um pouco
ao se estudar o espectro de frequéncia da funcdo e estabelecer limites de banda para o feno-
meno original. O teorema de Nyquist ([29]) estabelece que uma dada amostragem com uma
frequéncia f podera representar uma fung¢do de banda limitada a uma frequéncia %; qualquer
funcdo com banda superior a este valor ou de banda ilimitada terd perdas de informag¢do com
a amostragem utilizada; e pior ainda, poderd ocorrer o fenomeno de "Aliasing", que pode
destruir informagdes de baixa frequéncia. Assim, pode-se assumir que a discretiza¢do uni-

96



6.2 TRABALHOS FUTUROS 97

forme do fendmeno foi feita levando-se isso em conta, permitindo-nos concluir que a fun¢do
interpoladora estd livre dos erros de discretizacdo ("Aliasing").

Neste contexto, em que ndo se garante recuperar a fungdo ideal que representa o fendmeno,
assume-se que a tendéncia da interpolacdo € seguir o que se pensa como "razodvel". A inter-
polacdo linear por partes € uma boa referéncia do que se considera como "razodvel", uma vez
que € o método que menos assume condi¢des sobre o fendmeno no interior dos tetraedros, ndo
sendo uma funcdo C!, possuindo curvatura nula, e sendo governada pela expressio algébrica
mais simples possivel. O método de Shepard também se aproxima do "razodvel" por outro as-
pecto: pontos proximos de um né dado tendem a possuir valores de fung¢ao préximos do valor
do né. Mas seu defeito, como j4 foi dito, € o problema dos pontos criticos nos nés, e da sua
nao-localidade. A utilizacdo de fungdes para gerar valores nos nds, e entdo interpold-los por
algum método, para depois comparar o valor da fun¢do em pontos do interior com o valor for-
necido pelo método de interpolacdo, serve para se ter uma idéia da ordem de grandeza do erro
que usualmente se comete, bem como da sensibilidade da medida RMS com respeito a vérias
condig¢des, como nimero de pontos, tetraedros, células, etc.

Em experimentos realizados com 100 nds, com mais de 500 tetraedros, e também com 200
noés, com mais de 1100 tetraedros, todos aleatoriamente determinados, os resultados visuais
foram similares aos do experimento mostrado no capitulo anterior, mas os RMS variaram de
0,001 a valores acima de 3. Além disso, fun¢des em que Bézier apresentava melhor resultado
(veja Tabela 5.1), passaram a apresentar resultados opostos. Em parte, esta aparente instabi-
lidade numérica é o preco que se paga por se exigir condi¢des de suavidade acima de C?, e
que aceita mais de uma solu¢do, podendo uma dada solugdo ficar muito distante de outra, que
pode ser justamente a do fendmeno estudado. Além disso, ainda se paga um preco pela ndo
negatividade, ja que ajustes nas derivadas, que foram originalmente estimadas pela configu-
racdo geométrica dos nds, fazem com que as escolhas dos valores de controle se distanciem
do "razodvel"; esta caracteristica justifica em parte a diferenca dos valores RMS obtidos por
Nielson (da ordem 0,02) dos obtidos aqui (em geral em torno de 0,05).

6.2 Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento desse estudo nos deparamos com muitos obsticulos, devido a
auséncia de publicacdes que envolvam a interpolacio de dados trivariados ndo-negativos e C'.
A quantidade de varidveis envolvidas na malha quartica tetraédrica tornou exaustiva a manipu-
lagdo e anélise dos dados, por conseguinte decisdes independentes tiveram que ser tomadas a
fim de atingir o nosso objetivo.

Dessa forma, esse estudo € apenas o inicio de uma série de possiveis trabalhos que podem
ser tratados daqui por diante, como os citados abaixo.

1. Outras escolhas para byg: estabelecemos um determinado limite inferior para essa orde-
nada interna, mas outras possibilidades podem ser estudadas, mais experimentos podem
ser realizados e analisados.

2. Comparagdes diretas podem ser feitas com o método de Shepard Modificado e com ou-
tros métodos: diversas implementacdes podem ser feitas, com outras medidas de erro
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sendo estabelecidas e analises numéricas realizadas.

3. A geracio de uma malha de grau superior a quatro, que seja C> e ndo-negativa: um
nivel de continuidade mais elevado como o C? gera superficies de melhor qualidade. Ele
pode ser estudado sobre uma malha de grau cinco, por exemplo, mantendo ainda assim a
nao-negatividade.

4. Estudo de complexidade numérica e algoritmica.

Esses sdo alguns temas que surgem naturalmente apds a conclusio desse trabalho.
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APENDICE A

Neste Apéndice segue a listagem dos arquivos principais da implementacdo do programa
Bézier, utilizado no Capitulo 5. Este é um modelo de interpolacdo trivariado de tetraedros
de Bézier C! ndo negativos, na linguagem Pascal orientado a objetos e no ambiente Borland
Delphi 5.

unit uTetEstrutura;
interface
uses Math;

procedure inicializa;

procedure reinicializa_para_RMS(func:integer);

procedure Todos_interpolantes(x,y,z:Extended;var splines,shepard,linear:
Extended) ;

function Splines(x,y,z:Extended) :Extended;

function Shepard(x,y,z:Extended) :Extended;

function Linear(x,y,z:Extended) :Extended;

function F1(x,y,z:Extended) :Extended;

function F2(x,y,z:Extended) :Extended;

function F3(x,y,z:Extended) :Extended;

function F4(x,y,z:Extended) :Extended;

function F5(x,y,z:Extended) :Extended;

function F6(x,y,z:Extended) :Extended;

function DesenhaFi(x,y,z:Extended; tipo:integer):Extended;

Type

Tripla=record
X,y,z:Extended; (*coordenadas de um ponto¥*)
nx,ny,nz:Extended; (*coordenadas do seu vetor normal*)
alfa:Extended; (*valor do alfa que e o menor dos alfas das arestas
incidentes®)
vol :Extended; (*contera soma dos volumes de todos os tetraedros que o
compartilham*)
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fp:Extended; (*valor da funcao*)
end;

subscrito=record
i,j,k,p,cpascal:integer;
end;

Tetraedro = Class
Public
a:array[0..34]of Extended; (* ordenadas dos pontos de controle-
minitet a *)
b:array[0..34]of Extended; (* ordenadas dos pontos de controle-
minitet b *)
c:array[0..34]of Extended; (* ordenadas dos pontos de controle-
minitet c *)
d:array[0..34]of Extended; (* ordenadas dos pontos de controle-
minitet d *)
V1,V2,V3,V4:integer; (* ndices dos vertices na Lista de pontos¥*)
gx,gy,9z:Extended; (*coordenadas do gradiente do hiperplano contendo

os vertices*)

nlx,nly,nlz,n2x,n2y,n2z,n3x,n3y,n3z,n4x,ndy,ndz:Extended; (*normais
as faces *)
volume:Extended; (*nl normal a V1V2V3; n2 normal a V1V2V4; n3 normal
a V1v3v4 *)
l:Extended; (* variavel 1, que e o menor dos valores de controle dos
vertices®)
visitado:Boolean; (*Indica se o tetraedro ja foi visitado, ou
desenhado*)
procedure preenche_normais;
function interior(x,y,z:Extended):Boolean; (*se ponto esta no
interior *)
procedure compute_gradiente;
procedure coordenadas_baricentricas(px,py,pz:Extended;var alfa,beta,
gama,delta:Extended);
procedure gera_G;
procedure mini_centroides;
procedure preenche_M1;
procedure preenche_M2inicial;
procedure preenche_M2;
procedure preenche_M3;
procedure preenche_M4;
procedure preenche_M5;
procedure preenche_M6;



procedure preenche_M7;

procedure preenche_MS8;

procedure preenche_M9;

constructor create;
end;

Const Tolerancia = 0.000001;

var subsc:array[®..34] of subscrito;
cfat:array[0..4] of integer;
Lpts:array of Tripla;
Ltets:array of Tetraedro;
nomearq,mensagem, arqerro:string;
Npts,Ntets:integer;
MinX,MaxX,MinY,MaxY,MinZ,MaxZ:Extended;
deltaX,deltaY,deltaZ:Extended;
planox,planoy,planoz:Extended;
MaxF:Extended;
F_jah_inicializado:Boolean;

implementation

constructor Tetraedro.create;
begin

inherited create;
end;

function f(i,j,k,p:integer):integer; (*funcao de conversao de
(ijkp)->£*)
begin
f:=0;
case i of
0: f£f:=5*k - k*(k-1) div 2 + j;

1: £:=15 + 4%k - k*(k-1) div 2 + j;
2: £:=25 + 3*k - k*(k-1) div 2 + j;
3: f:=31 + 2%k + j;
4: f:=34;

end;

end;

ndices
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procedure preenche_subsc;
var i,j,k,p,l:integer;
begin
for i:=0 to 4 do
for j:=0 to 4 do
for k:=0 to 4 do
for p:=0 to 4 do
if i+j+k+p=4 then begin
l:=£(i,j,k,p);
subsc[1l].i:=1;
subsc[1l].j:=7;
subsc[1] .k:=k;
subsc[1l] .p:=p;
subsc[1l].cpascal:=24 div( cfat[i]*cfat[j]l*cfat[k]*cfat[p]);
end;
end;

function det(x1,y1,z1,x2,y2,22,x3,y3,z3:Extended) :Extended;
begin

det:=x1%y2*z3-x1*y3*z2+yl1*x3%z2-y1*x2*23+21*x2%y3-z1*x3*y2;
end;

procedure produto_vetorial(xl,yl,zl,x2,y2,z2:Extended;
var x,y,z:Extended);
begin
x:=yl*z2 - y2*zl;
y:=x2%z1 - x1%*z2;
z:=x1*y2 - x2*yl;
end;

procedure Tetraedro.preenche_normais;
begin
produto_vetorial (Lpts[V2].x-Lpts[V1].x,Lpts[V2].y-Lpts[V1].y,
Lpts[V2].z-Lpts[V1].z,
Lpts[V3].x-Lpts[V1].x,Lpts[V3].y-Lpts[V1].y,
Lpts[V3].z-Lpts[V1l].z,
nlx,nly,nlz);
produto_vetorial (Lpts[V4].x-Lpts[V1].x,Lpts[V4].y-Lpts[V1].y,
Lpts[V4].z-Lpts[V1].z,
Lpts[V2].x-Lpts[V1].x,Lpts[V2].y-Lpts[V1].y,
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Lpts[V2].z-Lpts[V1]
n2x,n2y,n2z);
produto_vetorial (Lpts[V3].x-Lpts[V1]
Lpts[V3].z-Lpts[V1]
Lpts[V4].x-Lpts[V1]
Lpts[V4].z-Lpts[V1]
n3x,n3y,n3z);
produto_vetorial (Lpts[V4].x-Lpts[V2]
Lpts[V4].z-Lpts[V2]
Lpts[V3].x-Lpts[V2]

.Z,

.X,Lpts[V3].y-Lpts[V1].y,
.Z,
.X,Lpts[V4].y-Lpts[V1].y,
.Z,

.X,Lpts[V4].y-Lpts[V2].y,
.Z,
.X,Lpts[V3].y-Lpts[V2].y,

Lpts[V3].z-Lpts[V2].z,
ndx,ndy,n4z);
end;

function Tetraedro.interior(x,y,z:Extended) :Boolean;
var vx,vy,vz:Extended;
begin

interior:=False;

vx:=x-Lpts[V1].x; vy:=y-Lpts[V1].y; vz:=z-Lpts[V1l].z;

if vx*nlx + vy*nly + vz*nlz>=0 then

if vx*n2x + vy*n2y + vz*n2z>=0 then
if vx*n3x + vy*n3y + vz*n3z>=0 then begin

vx:=x-Lpts[V2].x; vy:=y-Lpts[V2].y; vz:=z-Lpts[V2].

if vx*ndx + vy*ndy + vz*n4z>=0 then
interior:=True;
end;
end;

procedure Tetraedro.compute_gradiente;
begin
gx:=det(Lpts[V2].fp-Lpts[V1].£fp,Lpts[V3].£fp-Lpts[V1]. fp,
Lpts[V4]. fp-Lpts[V1]. fp,
Lpts[V2].y-Lpts[V1].y,Lpts[V3].y-Lpts[V1l].y,
Lpts[V4].y-Lpts[V1].y,
Lpts[V2].z-Lpts[V1].z,Lpts[V3].z-Lpts[V1].z,
Lpts[V4].z-Lpts[V1].z);
gy:=det(Lpts[V2].x-Lpts[V1].x,Lpts[V3].x-Lpts[V1].x,
Lpts[V4] .x-Lpts[V1].x,
Lpts[V2].fp-Lpts[V1].fp,Lpts[V3].fp-Lpts[V1]. fp,
Lpts[V4].fp-Lpts[V1]. fp,
Lpts[V2].z-Lpts[V1].z,Lpts[V3].z-Lpts[V1].z,
Lpts[V4].z-Lpts[V1].z);
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gz:=det(Lpts[V2].x-Lpts[V1].x,Lpts[V3].x-Lpts[V1].x,

Lpts[V4] .x-Lpts[V1].x,

Lpts[V2].y-Lpts[V1].y,Lpts[V3].y-Lpts[V1l].y,

Lpts[V4].y-Lpts[V1].y,

Lpts[V2].fp-Lpts[V1].fp,Lpts[V3].fp-Lpts[V1]. fp,
Lpts[V4].fp-Lpts[V1].fp);
volume:=det(Lpts[V2].x-Lpts[V1].x,Lpts[V3].x-Lpts[V1].x,

Lpts[V4] .x-Lpts[V1].x,

Lpts[V2].y-Lpts[V1].
Lpts[V4].y-Lpts[V1].
Lpts[V2].z-Lpts[V1].
Lpts[V4].z-Lpts[V1].

gx:=gx/volume;
gy:=gy/volume;
gz:=gz/volume;
volume:=abs(volume/6);

y,Lpts[V3].y-Lpts[V1].y,

Yy,
z,Lpts[V3].z-Lpts[V1l].z,

zZ);

end;

procedure Tetraedro.coordenadas_baricentricas(px,py,pz:Extended;

var alfa,beta,gama,delta:Extended);

var vol:Extended;
begin
vol:=6*volume;

alfa:=det(px-Lpts[V4].x,py-Lpts[V4].y,pz-Lpts[V4].z,
x-Lpts[V4].x,Lpts[V3].y-Lpts[V4].y,

Lpts[V3].
Lpts[V3].
Lpts[V2].
Lpts[V2].
/vol;

z-Lpts[V4].z,

x-Lpts[V4].x,Lpts[V2].y-Lpts[V4].y,

z-Lpts[V4].z)

beta:=det (px-Lpts[V4].x,py-Lpts[V4].y,pz-Lpts[V4].z,

Lpts[V1].x-Lpts[V4].
Lpts[V1].z-Lpts[V4].
Lpts[V3].x-Lpts[V4].
Lpts[V3].z-Lpts[V4].

/vol;

x,Lpts[V1].y-Lpts[V4] .y,

x,Lpts[V3].y-Lpts[V4].y,

gama:=det (px-Lpts[V4].x,py-Lpts[V4].y,pz-Lpts[V4].z,
Lpts[V2].x-Lpts[V4].x,Lpts[V2].y-Lpts[V4].y,

Lpts[V2].z-Lpts[V4].z,

Lpts[V1].x-Lpts[V4].x,Lpts[V1].y-Lpts[V4].y,

Lpts[V1].z-Lpts[V4].z)

/vol;

delta:=1-alfa-beta-gama;
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end;

function pot(u:Extended;i:integer) :Extended;
var func:Extended;
begin
case i of
:pot:=1;
:pot:=u;
(pot:=u*u;
ipot:=u*u*u;
ipot:=u*u*u*u;

B wWw NN~ S

end;
end;

(*--Rotinas de preenchimento das malhas tetrangulares-- ¥*)

procedure Tetraedro.preenche_M1;

begin
a[0]:=Lpts[V1].fp;
c[4]:=Lpts[V1].fp;
d[4] :=Lpts[V1].fp;
b[4] :=Lpts[V2]. fp;
c[0]:=Lpts[V2].fp;
d[0] :=Lpts[V2].fp;
a[14]:=LPts[V3].fp;
b[14] :=Lpts[V3]. fp;
d[14] :=Lpts[V3].fp;
b[0]:=Lpts[V4]. fp;
c[14] :=Lpts[V4]. fp;
al[4]:=Lpts[V4].fp;

end;

procedure Tetraedro.gera_G;
var G:Extended;
begin
G:=(Lpts[V1]. fp+Lpts[V2]. fp+Lpts[V3].fp+Lpts[V4].fp)/4;
al[34] :=G;
b[34] :=G;
c[34] :=G;
d[34] :=G;
end;



procedure Tetraedro.preenche_M2inicial;
var Ddij,alfal:Extended;
begin

alfal:=Lpts[V1].alfa;
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V2].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1l].ny
+(Lpts[V2].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]
if Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V1].£fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V3].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1].ny
+(Lpts[V3].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]
if Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V1].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V4].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1l].ny
+(Lpts[V4].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]
if Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V1].fp)/Ddij;
Lpts[V1].alfa:=alfal;
alfal:=Lpts[V2].alfa;
Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V1].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2].ny
+(Lpts[V1].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
if Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V2].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V3].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2].ny
+(Lpts[V3].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
if Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V2].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V4].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2].ny
+(Lpts[V4].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
if Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V2].fp)/Ddij;
Lpts[V2].alfa:=alfal;
alfal:=Lpts[V3].alfa;
Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V1].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny
+(Lpts[V1].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
if Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then

NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;

. NX+

.nz;
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alfal:=(1-4*Lpts[V3].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V2].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny
+(Lpts[V2].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
if Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V3].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V4].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny
+(Lpts[V4].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
if Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V3].fp)/Ddij;
Lpts[V3].alfa:=alfal;
alfal:=Lpts[V4].alfa;
Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4]
(Lpts[V1].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V1].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4]
if Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V4].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4]
(Lpts[V2].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V2].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4]
if Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V4].fp)/Ddij;
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4]
(Lpts[V3].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V3].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4]
if Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4<1/4 then
alfal:=(1-4*Lpts[V4].fp)/Ddij;
Lpts[V4].alfa:=alfal;
end;

procedure Tetraedro.preenche_M2;
var Ddij,alfal:Extended;
begin
alfal:=Lpts[V1].alfa;
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V2].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1l].ny
+(Lpts[V2].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]
c[3]:=Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4;
d[3]:=c[3];
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V3].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1].ny
+(Lpts[V3].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]

NX+

.nz;

NX+

.nz;

. NX+

.nz;

. NX+

.nz;

NX+

.nz;

.NX+

.nz;

.NX+

.nz;
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a[5]:=Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4;
d[8]:=a[5];
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V1].x)*Lpts[V1]
(Lpts[V4].y-Lpts[V1].y)*Lpts[V1].ny

+(Lpts[V4].z-Lpts[V1].z)*Lpts[V1]
a[1]:=Lpts[V1].fp+Ddij*alfal/4;
c[8]:=a[1];

alfal:=Lpts[V2].alfa;
Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V1].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2].ny

+(Lpts[V1].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
c[1]:=Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4;
d[1]:=c[1];
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V3].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2] .ny

+(Lpts[V3].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
b[8]:=Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4;
d[5]:=b[8];
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V2].x)*Lpts[V2]
(Lpts[V4].y-Lpts[V2].y)*Lpts[V2] .ny

+(Lpts[V4].z-Lpts[V2].z)*Lpts[V2]
b[3]:=Lpts[V2].fp+Ddij*alfal/4;
c[5]:=b[3];

alfal:=Lpts[V3].alfa;
Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V1].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny

+(Lpts[V1].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
a[12]:=Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4;
d[13]:=a[12];
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V2].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny

+(Lpts[V2].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
b[13]:=Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4;
d[12]:=b[13];
Ddij:=(Lpts[V4].x-Lpts[V3].x)*Lpts[V3]
(Lpts[V4].y-Lpts[V3].y)*Lpts[V3].ny

+(Lpts[V4].z-Lpts[V3].z)*Lpts[V3]
a[13]:=Lpts[V3].fp+Ddij*alfal/4;
b[12]:=a[13];

alfal:=Lpts[V4].alfa;

NX+

.nz;

.NX+

.nz;

.NX+

.nz;

. NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;

NX+

.nz;
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Ddij:=(Lpts[V1].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4] .nx+
(Lpts[V1].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V1].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4].nz;
a[3]:=Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4;
c[13]:=a[3];
Ddij:=(Lpts[V2].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4] .nx+
(Lpts[V2].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V2].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4].nz;
b[1]:=Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4;
c[12]:=b[1];
Ddij:=(Lpts[V3].x-Lpts[V4].x)*Lpts[V4] .nx+
(Lpts[V3].y-Lpts[V4].y)*Lpts[V4] .ny
+(Lpts[V3].z-Lpts[V4].z)*Lpts[V4] .nz;
a[8]:=Lpts[V4].fp+Ddij*alfal/4;
b[5]:=a[8];
end;

procedure Tetraedro.preenche_M3; (*Equacoes 5.7 da tese¥*)
var p,q,r:Extended;
begin
p:=4*a[5]+4*a[1]-2*a[0];
g:=4*a[8]+4*a[3]-2%a[4];
r:=4*al[13]+4*a[l12]-2*a[14];
a[6]:=(4*p+q+r)/36;
al7]:=(p+4*qg+r)/36;
a[10] :=(p+q+4*r)/36;
af2]:=(4/3)*(1/2)*(al[1]+a[3])-(1/3)*(1/2)*(a[0]+a[4]);
al[9]:=(4/3)*(1/2)*(a[5]+al[12])-(1/3)*(1/2)*(a[®]+a[14]);
a[11]:=(4/3)*(1/2)*(a[8]+a[13])-(1/3)*(1/2)*(al[4]+a[14]1);

*b[5]+4*b[1]-2*b[0];

*p[8]+4*b[3]-2*b[4];

r:=4*b[13]+4*b[12]-2%b[14];

b[6]:=(4*p+q+r)/36;

b[7] :=(p+4*q+r) /36;

b[10] :=(p+g+4*r)/36;
b[2]:=(4/3)*(1/2)*(b[1]+b[3])-(1/3)*(1/2)*(b[0]+b[4]1);
b[9]:=(4/3)*(1/2)*(b[5]+b[12])-(1/3)*(1/2)*(b[0]+b[14]);
b[11]:=(4/3)*(1/2)*(b[8]+b[13])-(1/3)*(1/2)*(b[4]+b[14]);

p:=4*c[5]+4*c[1]-2*c[0];
g:=4%c[8]+4*c[3]-2%c[4];
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r:=4*c[13]+4*c[12]-2*%c[14];

c[6]:=(4*p+g+r)/36;

c[7] :=(p+4*q+r)/36;

c[10] :=(p+q+4*r) /36;
cl[2]:=(4/3)*(1/2)*(c[1]+c[3]1)-(1/3)*(1/2)*(c[0]+c[4]);
c[9]:=(4/3)*(1/2)*(c[5]+c[12])-(1/3)*(1/2)*(c[0]+c[14]);
c[11]:=(4/3)*(1/2)*(c[8]+c[13])-(1/3)*(1/2)*(c[4]+c[14]1);

4*d[5]+4*d[1]-2*d[0];
:=4*d[8]+4*d[3]-2*d[4];
r:=4*d[13]+4*d[12]-2%*d[14];
d[6]:=(4*p+g+r)/36;
d[7] :=(p+4*g+r)/36;
d[10] :=(p+q+4*r) /36;
d[2]:=(4/3)*(1/2)*(d[1]+d[3])-(1/3)*(1/2)*(d[0]+d[4]);
d[9]:=(4/3)*(1/2)*(d[5]+d[12])-(1/3)*(1/2)*(d[0]+d[14]);
dl11]:=(4/3)*(1/2)*(d[8]+d[13])-(1/3)*(1/2)*(d[4]+d[14]1);

end;

procedure Tetraedro.preenche_lM4; (*Equacoes 5.8 da tese¥*)
begin
b[15]:=(b[®]+b[1]+b[5]+a[3]1)/4;
b[18]:=(b[3]+b[4]+b[8]+c[1])/4;
b[24]:=(b[12]+b[13]+b[14]1+a[12])/4;
a[15]:=(Ca[®]+a[1]+a[5]+c[3])/4;
a[18]:=b[15];
al[24]:=b[24];
c[15]:=b[18];
c[18]:=a[15];
c[24]:=b[15];
d[15]:=b[18];
d[18]:=a[15];
d[24]:=b[24];
end;

procedure Tetraedro.preenche_M5; (*Equacoes 5.8 da tese¥*)

begin
a[l6]:=(al[l1]+a[2]+a[6]+c[7]1)/4;
al17]:=(al[2]+a[3]+al[7]+c[10])/4;
a[19]:=(a[5]+a[6]+a[9]+d[7]1)/4;
al[21]:=(a[7]+a[8]+a[11]+b[6])/4;
a[22]:=(a[9]+a[10]+a[12]+d[10])/4;
a[23]:=(al[10]+a[11]+a[13]+b[10])/4;
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b[16]:=(b[1]+b[2]+b[6]+c[10])/4;
b[17]:=(b[2]+b[3]+b[7]+c[6])/4;
b[19] :=(b[5]+b[6]+b[9]+al7])/4;
b[21]:=(b[7]+b[8]+b[11]+d[6])/4;
b[22]:=(b[9]+b[10]+b[12]+a[10])/4;
b[23]:=(b[10]+b[11]+b[13]+d[10])/4;

c[16]:=(c[1]+c[2]+c[6]+d[6])/4;
c[17]:=(c[2]+c[3]+c[7]+d[7]1)/4;
c[19]:=(c[5]+c[6]+c[9]+b[7])/4;
c[21]:=(Cc[7]+c[8]+c[11]+a[6])/4;
c[22]:=(c[9]+c[10]+c[12]+b[6])/4;
c[23]:=(c[10]+c[11]+c[13]+al[7])/4;

d[16]:=(d[1]+d[2]+d[6]+c[6])/4;

d[17]:=(d[2]+d[3]+d[7]+c[7]1)/4;

d[19]:=(d[5]+d[6]+d[9]+b[7])/4;

d[21]:=(d[7]+d[8]+d[11]+a[6])/4;

d[22]:=(d[9]+d[10]+d[12]+b[108])/4;

d[23]:=(d[10]+d[11]+d[13]+a[10])/4;
end;

procedure Tetraedro.preenche_M6;

begin
a[25]:=(a[15]+a[16]+a[19]+d[17])/4;
a[27]:=(a[17]+a[18]+a[21]+c[22])/4;
a[30]:=(a[22]+a[23]+a[24]+d[22])/4;

b[25]:=(b[15]+b[16]+b[19]+a[17])/4;
b[27]:=(b[17]+b[18]+b[21]+c[16])/4;
b[30]:=(b[22]+b[23]+b[24]+a[22])/4;

c[25]:=(c[15]+c[16]+c[19]+d[19])/4;
c[27]:=(c[17]+c[18]+c[21]+d[21])/4;
c[30]:=(c[22]+c[23]+c[24]+b[19])/4;

d[25]:=(d[15]+d[16]+d[19]+b[17])/4;

d[27]:=(d[17]+d[18]+d[21]+a[16])/4;

d[30]:=(d[22]+d[23]+d[24]+b[22])/4;
end;
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procedure Tetraedro.mini_centroides;

begin
a[20]:=(5*a[0]+5*a[4]+5*a[14]+b[4])/16;
b[20]:=(5*b[0]+5*b[4]+5*b[14]+a[0])/16;
c[20]:=(5*%c[0]+5*c[4]+5*c[14]+b[14])/16;
d[(20] :=(5*d[0]+5*d[4]+5*d[14]+b[0®])/16; (=
a[20]:=(a[l6]+a[l7]+a[19]+a[22]+a[21]+a[23])/6;
b[20]:=(b[16]+b[17]+b[19]+b[22]+b[21]+b[23])/6;
c[20]:=(c[16]+c[17]+c[19]+c[22]+c[21]+c[23])/6;
d[20]:=(d[16]+d[17]+d[19]+d[22]+d[21]+d[23])/6; *)

end;

procedure Tetraedro.preenche_M7;

begin
a[26]:=(al[l6]+a[17]+a[20]+c[20])/4;
a[28]:=(a[19]+a[20]+a[22]+d[20])/4;
a[29]:=(a[20]+a[21]+a[23]+b[20])/4;

b[26]:=(b[16]+b[17]+b[20]+c[20])/4;
b[28]:=(b[19]+b[20]+b[22]+a[20])/4;
b[29] :=(b[20]+b[21]+b[23]+d[20])/4;

c[26]:=(c[16]+c[17]+c[20]+d[20])/4;
c[28]:=(c[19]+c[20]+c[22]+b[20])/4;
c[29]:=(c[20]+c[21]+c[23]+a[20])/4;

d[26]:=(d[16]+d[17]+d[20]+c[20])/4;

d[28]:=(d[19]+d[20]+d[22]+b[20])/4;

d[29]:=(d[20]+d[21]+d[23]+a[20])/4;
end;

procedure Tetraedro.preenche_M8;

begin
a[31]:=(a[25]+a[26]+a[28]+c[26])/4;
a[32]:=(a[26]+a[27]+a[29]+b[26])/4;
a[33]:=(a[28]+a[29]+a[30]+b[29])/4;

b[31]:=(b[25]+b[26]+b[28]+a[26])/4;
b[32]:=(b[26]+b[27]+b[29]+c[26])/4;
b[33]:=(b[28]+b[29]+b[30]+d[29])/4;



c[31]:=(c[25]+c[26]+c[28]+b[29])/4;
c[32]:=(c[26]+c[27]+c[29]+a[28])/4;
c[33]:=(c[28]+c[29]+c[30]+b[28])/4;

d[31]:=(d[25]+d[26]+d[28]+b[26])/4;

d[32]:=(d[26]+d[27]+d[29]+c[29])/4;

d[33]:=(d[28]+d[29]+d[30]+b[28])/4;
end;

procedure Tetraedro.preenche_M9;

begin
b[34]:=(b[31]+b[32]+b[33]1+a[31])/4;
a[34]:=b[34];
c[34]:=a[34];
d[34]:=c[34];

end;

procedure inicializa;

var Farq:textfile;
erro,i,V1,V2,V3,V4:integer;
X,y,z,fp:Extended;

begin

MaxX:=-100000;
MaxY:=-100000;
MaxZ:=-100000;
MinX:=100000;
MinY:=100000;
MinZ:=100000;

MaxF:=0;
F_jah_inicializado:=False;

cfat[0]:=1; cfat[1]:=1; cfat[2]:=2; cfat[3]:=6;

{$1-3

AssignFile(Farq,nomearq) ;

Reset (Farq);

erro:=IOResult;

if erro=0 then begin
read(Farq,Npts,Ntets);
SetLength(Lpts,Npts);
SetLength(Ltets,Ntets);
for i:=0 to Npts-1 do begin

cfat[4]:=24;

116



read(Farq,x,y,z,fp);

if MaxX<x
if MaxY<y
if MaxZ<z
if MinX>x
if MinY>y
if MinZ>z

then MaxX:=x;
then MaxY:=y;
then MaxZ:=z;
then MinX:=x;
then MinY:=y;
then MinZ:=z;

if MaxF<fp then MaxF:=£fp;

Lpts[i].x:
Lpts[i].y:
Lpts[i].z:

:X;
=y;
:z;

Lpts[i].fp:=1fp;
Lpts[i].vol:=0;

Lpts[i].nx:=
Lpts[i].ny:=
Lpts[i].nz:

Lpts[i].alfa:=1.0;

end;

for i:=0 to Ntets-1 do begin
Ltets[i] :=Tetraedro.create;
read(Farq,V1,V2,V3,V4);

Ltets[i].
Ltets[i].
Ltets[i].
Ltets[i].
Ltets[i].
Ltets[i].
Ltets[i].

V1:=V1;

V2:=V2;

V3:=V3;

V4:=V4;
l:=Lpts[Ltets[i].V1].fp;
preenche_normais;
visitado:=False;

if Ltets[i].1>Lpts[Ltets[i].V2].fp then
Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V2].fp;
if Ltets[i].l>Lpts[Ltets[i].V3].fp then
Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V3].fp;
if Ltets[i].l>Lpts[Ltets[i].V4].fp then
Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V4].fp;
Ltets[i].compute_gradiente;
Lpts[Ltets[i].V1].nx:=Lpts[Ltets[i].V1].
Ltets[i].gx/Ltets[i].volume;
Lpts[Ltets[i].V1].ny:=Lpts[Ltets[i].V1].
Ltets[i].gy/Ltets[i].volume;
Lpts[Ltets[i].V1].nz:=Lpts[Ltets[i].V1].
Ltets[i].gz/Ltets[i].volume;
Lpts[Ltets[i].V2].nx:=Lpts[Ltets[i].V2].
Ltets[i].gx/Ltets[i].volume;

nx+

ny+

nz+

nx+
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//

Lpts[Ltets[i].V2].ny:
.volume;

:=Lpts[Ltets[i]
.volume;

Lpts[Ltets[i].V3].nx:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V3].ny:
.volume;

:=Lpts[Ltets[i]
Ltets[i].gz/Ltets[i].
Lpts[Ltets[i].V4].nx:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V4].ny:

Ltets[i].gy/Ltets[i]
Lpts[Ltets[i].V2].nz
Ltets[i].gz/Ltets[i]

Ltets[i].gx/Ltets[i]
Ltets[i].gy/Ltets[i]
Lpts[Ltets[i].V3].nz
Ltets[i].gx/Ltets[i]
Ltets[i].gy/Ltets[i]

Lpts[Ltets[i].V4].nz
Ltets[i].gz/Ltets[i]

Lpts[Ltets[i].V1].vol:

1/Ltets[i].volume;

Lpts[Ltets[i].V2].vol:

1/Ltets[i].volume;

Lpts[Ltets[i].V3].vol:

1/Ltets[i].volume;

Lpts[Ltets[i].V4].vol:

1/Ltets[i].volume;

=Lpts[Ltets[i]

=Lpts[Ltets[i]
=Lpts[Ltets[i]
volume;

=Lpts[Ltets[i]

=Lpts[Ltets[i]

.volume;
:=Lpts[Ltets[il]
.volume;
=Lpts[Ltets[i].V1].vol

end;
for i:=0 to

Npts-1 do begin

Lpts[i].nx:=Lpts[i] .nx/Lpts[i].vol;
Lpts[i].ny:=Lpts[i] .ny/Lpts[i].vol;
Lpts[i].nz:=Lpts[i] .nz/Lpts[i].vol;

end;

for i:=0 to
Ltets[i]
Ltets[i]
Ltets[i]
Ltets[i]

end;

for i:=0 to
Ltets[i]
Ltets[i]
Ltets[i]
Ltets[i]

Ntets-1 do begin

.gera_G;
.preenche_M1;
.mini_centroides;
.preenche_M2inicial;

Ntets-1 do begin

.preenche_M2;
.preenche_M3;
.preenche_MN4;
.preenche_M5;

Ltets[i].mini_centroides;

Ltets[i].

preenche_M6;

.V2]
.V2]
.V3]
.V3]
.V3]
.V4]

.V4]

V4]

.ny+
.nz+
.nx+
.ny+
.nz+
.nx+
.ny+

.NZ+

=Lpts[Ltets[i].V2].vol
=Lpts[Ltets[i].V3].vol

=Lpts[Ltets[i].V4].vol

+

+

+
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Ltets[i] .preenche_M7;
Ltets[i] .preenche_NM8;
Ltets[i] .preenche_M9;
end;
preenche_subsc;
closefile(Farq);
end
else mensagem:=’Problemas no arquivo’;

deltaX:=MaxX-MinX;
deltaY:=MaxY-MinY;
deltaZ:=MaxZ-MinZ;

{$1+}

end;

(*convencao da tese para as sub-malhas (todo vertice fora da face
externa tem
ndices 4000). Face externa de cada sub-malha:
sub-malha a: V1=a0=a0004; V3=a14=a0040; V4=a4=a0400;
sub-malha b: V2=b4=b0400; V3=b14=b0040; V4=b0O=b0OOO4;
sub-malha c: V1=c4=c0400; V2=c0=c0004; V4=c14=c0040;
sub-malha d: V1=d4=d0400; V2=d0=d0004; V3=d14=d0040;
alfa esta associada a V1; beta a V2; gama a V3 e delta a V4%)

function Splines(x,y,z:Extended) :Extended; (*calcula a funcao em malha
subdividida®)
var 1,i,j,k,p:integer; (*retorna -1000 se o ponto cair fora do *)
controle:integer; (* involucro convexo¥)
alfa,beta,gama,delta, func:Extended;
fora:boolean;
begin
func:=0;
fora:=True;
for 1:=0 to Ntets-1 do if Ltets[l].interior(x,y,z) then begin
Ltets[1].coordenadas_baricentricas(x,y,z,alfa,beta,gama,delta);
if (alfa<=beta)and(alfa<=delta)and(alfa<=gama) then begin
beta:=beta-alfa; delta:=delta-alfa; gama:=gama-alfa;
alfa:=4*alfa;



for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].b[controle] *subsc[controle].cpascal®
pot(alfa,i)*pot(beta, j)*pot(gama,k)*pot(delta,p);
end;
end
else if (beta<=alfa)and(beta<=delta)and(beta<=gama) then begin
alfa:=alfa-beta; delta:=delta-beta; gama:=gama-beta;
beta:=4*beta;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle] .k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].a[controle] *subsc[controle].cpascal®
pot(alfa,p)*pot(beta,i)*pot(gama,k)*pot(delta,j);
end;
end
else if (gama<=alfa)and(gama<=delta)and(gama<=beta) then begin
alfa:=alfa-gama; delta:=delta-gama; beta:=beta-gama;
gama:=4*gama;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].c[controle] *subsc[controle].cpascal*
pot(alfa, j)*pot(beta,p)*pot(gama,i)*pot(delta,k);
end;
end
else begin
alfa:=alfa-delta; beta:=beta-delta; gama:=gama-delta;
delta:=4*delta;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].d[controle] *subsc[controle].cpascal*
pot(alfa, j)*pot(beta,p)*pot(gama,k) *pot(delta,i);
end;
end;
fora:=False;
Ltets[l].visitado:=True;
break;
end;
if fora then
Splines:=-1000
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else
Splines:=func;
end;

function Shepard(x,y,z:Extended) :Extended; (¥*calcula a interpolacao
de Shepard*)
var 1i,j:integer; (*retorna -1000 se o ponto cair fora do *)
(*involucro convexo*)
alfa,beta,gama,delta, func,soma_dist,dist:Extended;
fora,pronto:boolean;
dx,dy,dz:Extended;
begin
func:=0;
soma_dist:=0;
fora:=True;
pronto:=False;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].interior(x,y,z) then begin
Ltets[i].coordenadas_baricentricas(x,y,z,alfa,beta,gama,delta);
for j:=0 to Npts-1 do begin
dx:=x-Lpts[j].x; dy:=y-Lpts[j].v; dz:=z-Lpts[j].z;
dist:=sqrt(dx*dx + dy*dy + dz*dz);
if dist<Tolerancia then begin
func:=Lpts[j].fp;
pronto:=True;
break;
end
else begin
func:=func+Lpts[j].fp/dist;
soma_dist:=soma_dist+1/dist;
end;
end;
fora:=False;
Ltets[i].visitado:=True;
if not pronto then func:=func/soma_dist;
break;
end;
if fora then
Shepard:=-1000
else
Shepard:=func;
end;
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function Linear(x,y,z:Extended) :Extended; (*calcula a interpolacao
Linear *)
var i, j:integer; (*retorna -1000 se o ponto cair fora do *)
(*involucro convexo*)
alfa,beta,gama,delta, func:Extended;
fora:boolean;
dx,dy,dz:Extended;
begin
fora:=True;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].interior(x,y,z) then begin
Ltets[i].coordenadas_baricentricas(x,y,z,alfa,beta,gama,delta);
func:=alfa*Lpts[Ltets[i].V1].fp + beta*Lpts[Ltets[i].V2].fp+
gama*Lpts[Ltets[i].V3].fp + delta*Lpts[Ltets[i].V4].fp;
fora:=False;
Ltets[i].visitado:=True;
break;
end;
if fora then
Linear:=-1000
else
Linear:=func;
end;

procedure Todos_interpolantes(x,y,z:Extended;var splines,shepard,
linear:Extended) ;
(*Metodos: Splines, Shepard e
Linear p/ RMS*)

var 1,i,j,k,p:integer; (*retorna -1000 se o ponto cair
fora do *)
controle:integer; (* involucro convexo*)
alfa,beta,gama,delta, func, shepfunc,soma_dist,dist,dx,dy,dz:
Extended;
fora,pronto:boolean;
begin
func:=0;

fora:=True;

soma_dist:=0;

shepard:=0;

pronto:=False;

for 1:=0 to Ntets-1 do if Ltets[l].interior(x,y,z) then begin
Ltets[1].coordenadas_baricentricas(x,y,z,alfa,beta,gama,
delta);
for j:=0 to Npts-1 do begin



dx:=x-Lpts[j].x; dy:=y-Lpts[jl.y; dz:=z-Lpts[j].z;
dist:=sqrt(dx*dx + dy*dy + dz*dz);
if dist<Tolerancia then begin
shepard:=Lpts[j].fp;
pronto:=True;
break;
end
else begin
shepard:=shepard+Lpts[j].fp/dist;
soma_dist:=soma_dist+1/dist;
end;
end;
if not pronto then shepard:=shepard/soma_dist;

linear:=alfa*Lpts[Ltets[1].V1].fp + beta*Lpts[Ltets[1].V2]. fp+
gama*Lpts[Ltets[1].V3].fp + delta*Lpts[Ltets[1].V4].fp;

if (alfa<=beta)and(alfa<=delta)and(alfa<=gama) then begin
beta:=beta-alfa; delta:=delta-alfa; gama:=gama-alfa;
alfa:=4%alfa;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].b[controle] *subsc[controle].cpascal*
pot(alfa,i)*pot(beta, j)*pot(gama,k) *pot(delta,p);
end;
end
else if (beta<=alfa)and(beta<=delta)and(beta<=gama) then begin
alfa:=alfa-beta; delta:=delta-beta; gama:=gama-beta;
beta:=4*beta;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
func:=func+Ltets[1].a[controle] *subsc[controle].cpascal*
pot(alfa,p)*pot(beta,i)*pot(gama,k)*pot(delta,j);
end;
end
else if (gama<=alfa)and(gama<=delta)and(gama<=beta) then begin
alfa:=alfa-gama; delta:=delta-gama; beta:=beta-gama;
gama:=4*gama;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;
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func:=func+Ltets[1l].c[controle]*subsc[controle].cpascal*

pot(alfa, j)*pot(beta,p)*pot(gama,i)*pot(delta,k);
end;
end
else begin
alfa:=alfa-delta; beta:=beta-delta; gama:=gama-delta;
delta:=4%*delta;
for controle:=0 to 34 do begin
i:=subsc[controle].i; j:=subsc[controle].j;
k:=subsc[controle].k; p:=subsc[controle].p;

func:=func+Ltets[1l].d[controle]*subsc[controle].cpascal*

pot(alfa, j)*pot(beta,p)*pot(gama,k) *pot(delta,i);
end;

end;
fora:=False;
Ltets[1l].visitado:=True;
break;

end;

if fora then
splines:=-1000

else
splines:=func;

end;

F1:=0.75%exp(-0.25*((9*x-2) *(9*x-2)+(9*y-2)*(9*y-2)+
(9%z-2)*(9%z-2)))+
0.75%exp(-(9*x+1)*(9*x+1) /49-(9*y+1) /10-(9*z+1) /10) +
0.50%exp(-0.25%((9*x-7)*(9%x-7)+(9*y-3)*(9*y-3)+
(9%2-5)*(9%2-5))) -
0.25%exp (- ((9%x-4)*(9*%x-4)+(9*y-7)*(9*y-7)+
(9%z-5)*(9*%z-5)))+0.1;

end;

function F2(x,y,z:Extended) :Extended;
begin

F2:=(tanh(9%z-9%x-9%y)+1)/9;
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function F1(x,y,z:Extended) :Extended; (*acrescida de 0,1 para se tornar
nao negativa®)
begin
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end;

function F3(x,y,z:Extended) :Extended; (*acrescida de 0,37 para se
tornar nao negativa®)
begin

F3:=(1.25+co0s(5.4*y))*cos(6*z) /(6+6*(3*x-1)*(3*x-1))+0.37;
end;

function F4(x,y,z:Extended) :Extended;

begin
F4:=exp((-81/16)*((x-0.5)*(x-0.5)+(y-0.5)*(y-0.5)+

(z-0.5)*(z-0.5)))/3;

end;

function F5(x,y,z:Extended) :Extended;

begin
F5:=exp((-81/4)*((x-0.5)*(x-0.5)+(y-0.5)*(y-0.5)+
(z-0.5)*(z-0.5)))/3;

end;

function F6(x,y,z:Extended) :Extended; (*acrescida de 0,3 para se
tornar nao negativa®)
begin
F6:=sqrt(64-81*((x-0.5)*(x-0.5)+(y-0.5)*(y-0.5)+
(z-0.5)*(z-0.5)))/9-0.2;
end;

procedure reinicializa_para_RMS(func:integer);
var X,y¥,z,fp,norma:Extended; (* todas as funcoes tomam
valores entre ® e 1 %)
i:integer;
begin
MaxF:=0;
if not F_jah_inicializado then begin
for i:=0 to Npts-1 do begin
Lpts[i].x:=(Lpts[i].x-MinX)/deltaX;
Lpts[i].y:=(Lpts[i].y-MinY) /deltay;
Lpts[i].z:=(Lpts[i].z-MinZ)/deltaZ;
end;
F_jah_inicializado:=True;
planoX:=(planoX - MinX)/deltaX;



planoY:=(planoY - MinY)/deltaY;
planoZ:=(planoZ

end;

for i:=0 to Npts-1

case func of

:Lpts[i]
:Lpts[i]
:Lpts[i]
:Lpts[i]
:Lpts[i]
:Lpts[i]

VT WDN =

.fp:
.fp:
.fp:
.fp:
Lfp:
.fp:

- MinZ)/deltaZz;
do begin

=F1(Lpts[i].x,Lpts[i]
=F2(Lpts[i].x,Lpts[i]
=F3(Lpts[i].x,Lpts[i]
=F4(Lpts[i].x,Lpts[i]
=F5(Lpts[i].x,Lpts[i]
=F6(Lpts[i].x,Lpts[i]

.y,Lpts[i]
.y,Lpts[i]
.y,Lpts[i]
.y,Lpts[i]
.y,Lpts[i]
.y,Lpts[i]

end;

if MaxF<Lpts[i].fp then MaxF:=Lpts[i]

Lpts[i].vol:=0;
Lpts[i] .nx:=0;
Lpts[i] .ny:=0;
Lpts[i].nz:=0;
Lpts[i].alfa:=1.0;

end;
for i:=0 to Ntets-1 do begin

Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V1].fp;
Ltets[i].visitado:=False;
if Ltets[i].l>Lpts[Ltets[i].V2].fp then

Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V2].fp;

if Ltets[i].l>Lpts[Ltets[i].V3].fp then

Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V3].fp;

if Ltets[i].1>Lpts[Ltets[i].V4].fp then

Ltets[i].l:=Lpts[Ltets[i].V4].fp;

Ltets[i].compute_gradiente;
Ltets[i] .preenche_normais;

Lpts[Ltets[i].V1].nx:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V1].ny:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V1].nz:

Ltets[i].gx/Ltets[il]
Ltets[i].gy/Ltets[i]
Ltets[i].gz/Ltets[i]
Ltets[i].gx/Ltets[il]
Ltets[i].gy/Ltets[i]

Ltets[i].gz/Ltets[i]

=Lpts[Ltets[i]
=Lpts[Ltets[i]

=Lpts[Ltets[i]

.volume;
Lpts[Ltets[i].V2].nx:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V2].ny:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V2].nz:
.volume;
Lpts[Ltets[i].V3].nx:

=Lpts[Ltets[i]
=Lpts[Ltets[i]
=Lpts[Ltets[i]

=Lpts[Ltets[i]

V1]
V1]
V1]
V2]
V2]
V2]

.V3]

-1p;

.nx+
.ny+
.nz+
.nx+
.ny+
.nz+

NX+

.Z);
.Z);
-Z);
.Z);
.Z);
Z);
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//

Ltets[i].gx/Ltets[il]
Lpts[Ltets[i].V3].ny:
Ltets[i].gy/Ltets[i]
Lpts[Ltets[i].V3].nz:
Ltets[i].gz/Ltets[i]
Lpts[Ltets[i].V4] .nx:
Ltets[i].gx/Ltets[il]
Lpts[Ltets[i].V4].ny:

Ltets[i].gy/Ltets[i].
Lpts[Ltets[i].V4].nz:
Ltets[i].gz/Ltets[il]

.volume;

=Lpts[Ltets[i].V3].

.volume;

=Lpts[Ltets[i].V3].

.volume;

=Lpts[Ltets[i].V4].

.volume;

=Lpts[Ltets[i].V4].

volume;
=Lpts[Ltets[i].V4].

.volume;

ny+

nz+

nx+

ny+

nz+

Lpts[Ltets[i].V1].vol:=Lpts[Ltets[i].V1].vol

1/Ltets[i].volume;

Lpts[Ltets[i].V2].vol:=Lpts[Ltets[i].V2].vol

1/Ltets[i].volume;

Lpts[Ltets[i].V3].vol:=Lpts[Ltets[i].V3].vol

1/Ltets[i].volume;
Lpts[Ltets[i].V4].vol
1/Ltets[i].volume;

end;
for i:=0 to Npts-1 do begin

:=Lpts[Ltets[i].V4]

Lpts[i].nx:=Lpts[i].nx/Lpts[i].vol;
Lpts[i].ny:=Lpts[i] .ny/Lpts[i].vol;
Lpts[i].nz:=Lpts[i].nz/Lpts[i].vol;

end;
for i:=0 to Ntets-1 do begin

Ltets[i] .gera_G;

Ltets[i].preenche_M1;
Ltets[i].mini_centroi
Ltets[i] .preenche_M2i

end;
for i:=0 to

Ltets[i].preenche_M2;
Ltets[i].preenche_M3;
Ltets[i].preenche_M4;
Ltets[i].preenche_M5;

des;
nicial;

Ntets-1 do begin

Ltets[i] .mini_centroides;

Ltets[i].preenche_l6;
Ltets[i].preenche_M7;
Ltets[i].preenche_M8;
Ltets[i].preenche_M9;

end;

.vol

+

+

+
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end;

(* Este procedimento retornao o valor de uma funcao Fi dentro do
involucro *)
function DesenhaFi(x,y,z:Extended; tipo:integer):Extended;
var i,j:integer; (*retorna -1000 se o ponto cair fora do *)
(* involucro convexo¥)
alfa,beta,gama,delta, func:Extended;
fora:boolean;
dx,dy,dz:Extended;
begin
fora:=True;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].interior(x,y,z) then begin
case tipo of
cfunc:=F1(x,y,2);
cfunc:=F2(x,y,2);
cfunc:=F3(x,y,2);
:func:=F4(x,y,2);
:func:=F5(x,y,2);
:func:=F6(x,y,2);

VT A WN =

end;
fora:=False;
Ltets[i].visitado:=True;
break;

end;

if fora then
DesenhaFi:=-1000

else
DesenhaFi:=func;

end;

end.

unit uTetBezier;
interface
uses

Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms,
Dialogs,
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StdCtrls,uTetEstrutura, uBitMap, ExtCtrls, ExtDlgs,Math;

type
TForml = class(TForm)

Labell: TLabel;
Label2: TLabel;
Buttonl: TButton;
AbreArquivo: TOpenDialog;
Imagel: TImage;
EixoOrtogonal: TRadioGroup;
Button2: TButton;
Button3: TButton;
Editl: TEdit;
Label3: TLabel;
SavePictureDialogl: TSavePictureDialog;
CheckBox1: TCheckBox;
CheckBox2: TCheckBox;
Button4: TButton;
Label6: TLabel;
Label7: TLabel;
Label8: TLabel;
Label9: TLabel;
Labell®: TLabel;
Labelll: TLabel;
LMinX: TLabel;
LMaxX: TLabel;
LMinY: TLabel;
LMaxY: TLabel;
LMinZ: TLabel;
LMaxZ: TLabel;
Labell2: TLabel;
Labell3: TLabel;
Labell4: TLabel;
LplanoX: TLabel;
LplanoY: TLabel;
LplanoZ: TLabel;
Labell5: TLabel;
Labell6: TLabel;
NumTets: TLabel;
NumTetsCort: TLabel;
Button5: TButton;
Button6: TButton;
NumCels: TEdit;



Labell7:
Label18:
Labell9:
Label20:
Label21:
Label22:
Label23:

TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;

LF1: TLabel;
LF2: TLabel;
LF3: TLabel;
LF4: TLabel;
LF5: TLabel;
LF6: TLabel;

Button7: TButton;
Button8: TButton;
Button9: TButton;
Buttonl®: TButton;
Buttonll: TButton;
Buttonl2: TButton;
Label24:

TLabel;

Label4: TLabel;
LMaxF: TLabel;
LFls: TLabel;
LF11l: TLabel;
LF2s: TLabel;
LF21: TLabel;
LF3s: TLabel;
LF31: TLabel;
LF4s: TLabel;
LF41: TLabel;
LF5s: TLabel;
LF51: TLabel;

Buttonl3: TButton;
Buttonl4: TButton;

LF6s: TLabel;
LF6l: TLabel;

LFuncCarregada: TLabel;

Label5: TLabel;

Label25:
Label?26:
Label27:
Label28:
Label29:

TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;
TLabel;
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Label30: TLabel;

Label31: TLabel;

Label32: TLabel;

Label33: TLabel;

Label34: TLabel;

Label35: TLabel;

Label36: TLabel;

Label37: TLabel;

Label38: TLabel;

Label39: TLabel;

Label40: TLabel;

Label41l: TLabel;

FuncDesenhada: TLabel;

Label42: TLabel;

LNumPts: TLabel;

RadioGroupl: TRadioGroup;

RadioGroup2: TRadioGroup;

Buttonl7: TButton;

procedure ButtonlClick(Sender: TObject);

procedure Button2Click(Sender: TObject);

procedure Button3Click(Sender: TObject);

procedure EixoOrtogonalClick(Sender: TObject);

procedure Button4Click(Sender: TObject);

procedure Button5Click(Sender: TObject);

procedure Button6Click(Sender: TObject);

procedure Buttonl3Click(Sender: TObject);

procedure Buttonl4Click(Sender: TObject);

procedure Button7Click(Sender: TObject);

procedure Button8Click(Sender: TObject);

procedure Button9Click(Sender: TObject);

procedure Buttonl®Click(Sender: TObject);

procedure ButtonllClick(Sender: TObject);

procedure Buttonl2Click(Sender: TObject);

procedure Buttonl7Click(Sender: TObject);
// procedure FormCreate(Sender: TObject);

private
{ Private declarations }
public
{ Public declarations }
end;
var

Forml: TForml;



passo:Extended;

Tela:TBitMap;
Red®,Green®,Blue®,Redl,Greenl,Bluel:Extended;
Red_1,Green_1,Blue_1:Extended;
TetsCortados:integer;

Desenho_atual:integer;

implementation
{$R *.DFM}

procedure desenha_tetraedro_projetado(i,eixo:integer);
var X,y,z:Extended;
deve_desenhar:Boolean;
begin
deve_desenhar:=False;
if Forml.CheckBoxl.Checked then deve_desenhar:=True
else if Ltets[i].visitado then deve_desenhar:=True;
if deve_desenhar then
case eixo of
0:begin
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(y) ,Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V2].y-MinY)/deltaVY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y),Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y),Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y),Altura-round(z));
y:=Largura®*(Lpts[Ltets[i].V2].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(y) ,Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y) ,Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].y-MinY)/deltaY;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y),Altura-round(z));
y:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].y-MinY)/deltaY;
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z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(y) ,Altura-round(z));

end;

1:begin
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(x),Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[1].V2].x-MinX) /deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V2].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(x) ,Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x),Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(z));
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].x-MinX)/deltaX;
z:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].z-MinZ)/deltaZ;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x),Altura-round(z));

end;

2:begin
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(x) ,Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].y-MinY)/delta¥;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V2].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x),Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V2].y-MinY)/deltaY;
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x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V2].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.MoveTo(round(x) ,Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V4].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V4].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x),Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V1].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V1].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(y));
y:=Altura*(Lpts[Ltets[i].V3].y-MinY)/deltaY;
x:=Largura*(Lpts[Ltets[i].V3].x-MinX)/deltaX;
Bitmap.Canvas.LineTo(round(x) ,Altura-round(y));
end;
end;
end;

procedure desenha;
var x,y,z,f:Extended;
i,j,red,green,blue:integer;
Farq:textfile;
begin
for i:=0 to Ntets-1 do Ltets[i].visitado:=False;
TetsCortados:=0;
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
for i:=0 to Largura do begin
y:=MinY+(i/Largura)*deltay;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Splines(planoX,y,z)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-1;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin
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red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round ((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,0);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,0);
end;
end;
1:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Splines(x,planoY,z)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-1;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin



136

red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round ((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,1);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,1);
end;
end;
2:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
y:=MinY+(j/Altura)*deltaY;
f:=Splines(x,y,planoZ)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-1;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin



red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round ((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;

Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);

end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,2);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,2);
end;
end;
end;
Forml.FuncDesenhada.Caption:="Interpolacao usada: Bezier’;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].visitado then TetsCortados:=
TetsCortados+1;
Forml.Imagel.Picture.Bitmap:=Tela;
Forml.NumTetsCort.Caption:=inttostr(TetsCortados);
desenho_atual:=0;

AssignFile(Farq, 'debug.txt’);

Rewrite(Farq);

for i:=0 to Npts-1 do begin
f:=Splines(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ (’,inttostr(i),’):spl=",%);
f:=F1(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ F1=’,f);
f:=F2(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ F2=",f);
f:=F3(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ F3=’,f);
f:=F4(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
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write(Farq,’ F4=",f);
f:=F5(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ F5=",f);
f:=F6(Lpts[i].x,Lpts[i].y,Lpts[i].z);
write(Farq,’ F6=",f);
writeln(Farq,’ Valor original’,Lpts[i].fp);

end;

closefile(Farq);*)

end;

procedure desenha_shep;
var x,y,z,f:Extended;
i,j,red,green,blue:integer;
begin
for i:=0 to Ntets-1 do Ltets[i].visitado:=False;
TetsCortados:=0;
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
for i:=0 to Largura do begin
y:=MinY+(i/Largura)*deltaY;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Shepard(planoX,y, z)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if f>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
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green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-f)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f£*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,0);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,0);
end;
end;
1:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Shepard(x,planoY, z) /MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if f>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
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green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-f)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f£*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,1);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,1);
end;
end;
2:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
y:=MinY+(j/Altura)*deltaY;
f:=Shepard(x,y,planoZ) /MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-£f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if f>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
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green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-f)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f£*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,2);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,2);
end;
end;
end;
Forml.FuncDesenhada.Caption:="Interpolacao usada: Shepard’;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].visitado then TetsCortados:=
TetsCortados+1;
Forml.Imagel.Picture.Bitmap:=Tela;
Forml.NumTetsCort.Caption:=inttostr(TetsCortados);
desenho_atual:=-1;
end;

procedure desenha_lin; (*desenha interpolacao linear por partes¥®)
var x,y,z,f:Extended;
i,j,red,green,blue:integer;
begin
for i:=0 to Ntets-1 do Ltets[i].visitado:=False;
TetsCortados:=0;
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
for i:=0 to Largura do begin
y:=MinY+(i/Largura)*deltaY;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Linear(planoX,y,z)/MaxF;
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if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if f>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£f)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-£f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,0);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,0);
end;
end;
1:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Linear(x,planoY,z)/MaxF;
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if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if f>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£f)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-£f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,1);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,1);
end;
end;
2:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
y:=MinY+(j/Altura)*deltaY;
f:=Linear(x,y,planoZ) /MaxF;
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if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if f>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£f)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-£f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,2);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,2);
end;
end;
end;
Forml.FuncDesenhada.Caption:="Interpolacao usada: Linear’;
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].visitado then TetsCortados:=
TetsCortados+1;
Forml.Imagel.Picture.Bitmap:=Tela;
Forml.NumTetsCort.Caption:=inttostr(TetsCortados);
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desenho_atual :=-2;
end;

procedure desenhaFuncoes(tipo:integer);
var x,y,z,f:Extended;
i,j,red,green,blue:integer;
begin
for i:=0 to Ntets-1 do Ltets[i].visitado:=False;
TetsCortados:=0;
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
for i:=0 to Largura do begin
y:=MinY+(i/Largura)*deltay;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=DesenhaFi(planoX,y,z,tipo)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-£f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
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end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,0);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,0);
end;
end;
1:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=DesenhaFi(x,planoY,z,tipo)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-£f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-£f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end
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end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,1);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,1);
end;
end;
2:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
y:=MinY+(j/Altura)*deltaY;
f:=DesenhaFi(x,y,planoZ, tipo)/MaxF;
if f<0 then begin
if f<-1 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
f:=-f;
red:=round((1-£f)*Red® + f*Red_1);
green:=round((1-f)*Green® + f*Green_1);
blue:=round((1-£f)*Blue® + f*Blue_1);
end;
end
else begin
if £>1 then begin
if £>=2 then begin
red:=240; green:=240; blue:=0;
end
else begin
red:=round ((£-1)*240 + (2-f)*Redl);
green:=round((f-1)*240 + (2-f)*Greenl);
blue:=round((2-£)*Bluel);
end;
end
else begin
red:=round((1-£f)*Red® + f*Redl);
green:=round((1-£)*Green® + f*Greenl);
blue:=round((1-£)*Blue® + f*Bluel);
end



148

end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,2);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,2);
end;
end;
end;
Forml.FuncDesenhada.Caption:="Funcao desenhada: F’+inttostr(tipo);
for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].visitado then TetsCortados:=
TetsCortados+1;
Forml.Imagel.Picture.Bitmap:=Tela;
Forml.NumTetsCort.Caption:=inttostr(TetsCortados);
Forml.LMaxF.Caption:=floattostr(MaxF);
desenho_atual :=tipo;
end;

function Diferenca(x,y,z:Extended; tipol,tipo2:integer):Extended;
var f1,£f2,MF:Extended;
begin
MF:=1.25*MaxF;
case tipol of
0:f1:=Splines(x,y,z)/MF;
1:f1:=Shepard(x,y,z)/MF;
2:fl:=Linear(x,y,z)/MF;
end;
if f1<-500 then Diferenca:=f1
else begin
if tipo2<=2 then
case tipo2 of
0:f2:=Splines(x,y,z)/MF;
1:f2:=Shepard(x,y,z)/MF;
2:f2:=Linear(x,y,z)/MF;
end
else
f2:=DesenhaFi(x,y,z,tipo2-2)/MF;
Diferenca:=f1-£2;
end;
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end;

// Pinta a imagem de diferenca entre tipol e tipo2
procedure desenhaDiferenca(tipol,tipo2:integer);
var x,y,z,f:Extended;
i,j,red,green,blue:integer;
begin
for i:=0 to Ntets-1 do Ltets[i].visitado:=False;
TetsCortados:=0;
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
for i:=0 to Largura do begin
y:=MinY+(i/Largura)*deltaY;
for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Diferenca(planoX,y,z,tipol,tipo2);
if f<0 then begin
if £<-500 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
if f<-1 then f:=-1;
f:=-1;
red:=round(£*255); green:=0; blue:=0;
end
end
else begin
if £>1 then f:=1;
red:=0; green:=0; blue:=round(£*255);
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,0);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,0);
end;
end;
1:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
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for j:=0 to Altura do begin
z:=MinZ+(j/Altura)*deltaZ;
f:=Diferenca(x,planoY,z,tipol,tipo2);
if f<0 then begin
if £<-500 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
if f<-1 then f:=-1;
f:=-f;
red:=round(£*255); green:=0; blue:=0;
end
end
else begin
if f>1 then f:=1;
red:=0; green:=0; blue:=round(£*255);
end;
Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);
end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then begin
Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,1);
for i:=0 to Ntets-1 do
desenha_tetraedro_projetado(i,1);
end;
end;
2:begin
for i:=0 to Largura do begin
x:=MinX+(i/Largura)*deltaX;
for j:=0 to Altura do begin
y:=MinY+(j/Altura)*deltaY;
f:=Diferenca(x,y,planoZ,tipol,tipo2);
if f<0 then begin
if £<-500 then begin
red:=255; green:=255; blue:=255;
end
else begin
if f<-1 then f:=-1;
f:=-1;
red:=round(£*255); green:=0; blue:=0;
end
end
else begin



if £>1 then f:=1;

red:=0; green:=0; blue:=round(£*255);

end;

Tela.Canvas.Pixels[i,Altura-j]:=RGB(red,green,blue);

end;
end;
if Forml.CheckBox2.Checked then

begin

Bitmap.Canvas.Pen.Color:=RGB(255,255,2);

for i:=0 to Ntets-1 do

desenha_tetraedro_projetado(i,2);

end;
end;
end;

Forml.FuncDesenhada.Caption:="Funcao desenhada: ’;

case tipol of
0:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml.

"Bez-";
1:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml
’Shep-";
2:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml
’Lin-’;

end;

if tipo2<=2 then
case tipo2 of
0:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml
"Bez’;
1:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml
"Shep’ ;
2:Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml
’Lin’;
end

else

Forml.FuncDesenhada.Caption:=Forml.FuncDesenhada.Caption+’F’+

inttostr(tipo2-2);

for i:=0 to Ntets-1 do if Ltets[i].visitado then TetsCortados:=

TetsCortados+1;
Forml.Imagel.Picture.Bitmap:=Tela;

FuncDesenhada

.FuncDesenhada

.FuncDesenhada

.FuncDesenhada

.FuncDesenhada

.FuncDesenhada

Forml.NumTetsCort.Caption:=inttostr(TetsCortados);

Forml.LMaxF.Caption:=floattostr(MaxF);
desenho_atual:=tipol;
end;

.Caption+
.Caption+

.Caption+

.Caption+
.Caption+

.Caption+
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procedure TForml.ButtonlClick(Sender:

var i:integer;

begin
Largura:=600;
Altura:=600;

AbreArquivo.Execute;
nomearq:=AbreArquivo.FileName;
Label2.Caption:=nomearq;
Tela:=prepara_imagem;

Red0:=200;
Green0:=200;
Blue0:=200;
Red1:=20;
Greenl:=200;
Bluel:=20;
Red_1:=200;
Green_1:=20;
Blue_1:=20;
inicializa;

LMinX.Caption:=floattostr(MinX);
LMinY.Caption:=floattostr(MinY);
LMinZ.Caption:=floattostr(MinZ);
LMaxX.Caption:=floattostr (MaxX);
LMaxY.Caption:=floattostr(MaxY);
LMaxZ.Caption:=floattostr(MaxZ);
LMaxF.Caption:=floattostr (MaxF);
planoX:=deltaX/2+MinX;
planoY:=deltaY/2+MinY;
planoZ:=deltaZ/2+MinZ;
LplanoX.Caption:=floattostr(planoX);
LplanoY.Caption:=floattostr(planoY);
LplanoZ.Caption:=floattostr(planoZ);
LFuncCarregada.Caption:="Original’;
NumTets.Caption:=inttostr(Ntets);
LNumPts.Caption:=inttostr(Npts);
desenha;

Button7.Enabled:=False;
Button8.Enabled:=False;
Button9.Enabled:=False;
Buttonl®.Enabled:=False;
Buttonll.Enabled:=False;
Buttonl2.Enabled:=False;
Buttonl.Enabled:=False;

TObject);
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Buttonl?7.Enabled:=False;
end;

procedure TForml.Button2Click(Sender: TObject);
begin
passo:=StrToFloat(Editl.Text);
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
planoX:=planoX+passo;
LplanoX.Caption:=floattostr(planoX);
end;
1:begin
planoY:=planoY+passo;
LplanoY.Caption:=floattostr(planoY);
end;
2:begin
planoZ:=planoZ+passo;
LplanoZ.Caption:=floattostr(planoZ);
end;
end;
if Desenho_atual=-2 then desenha_lin
else if Desenho_atual=-1 then desenha_shep
else if Desenho_atual=0 then desenha
else desenhaFuncoes(desenho_atual);
end;

procedure TForml.Button3Click(Sender: TObject);
begin
passo:=StrToFloat(Editl.Text);
case Forml.EixoOrtogonal.ItemIndex of
0:begin
planoX:=planoX-passo;
LplanoX.Caption:=floattostr(planoX);
end;
1:begin
planoY:=planoY-passo;
LplanoY.Caption:=floattostr(planoY);
end;
2:begin
planoZ:=planoZ-passo;
LplanoZ.Caption:=floattostr(planoZ);
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end;
end;
if Desenho_atual=-2 then desenha_lin
else if Desenho_atual=-1 then desenha_shep
else if Desenho_atual=0 then desenha
else desenhaFuncoes(desenho_atual);
end;

procedure TForml.EixoOrtogonalClick(Sender: TObject);
begin

if Desenho_atual=-2 then desenha_lin

else if Desenho_atual=-1 then desenha_shep

else if Desenho_atual=0 then desenha

else desenhaFuncoes(desenho_atual);
end;

procedure TForml.Button4Click(Sender: TObject);
begin
SavePictureDialogl.Execute;
salvar_imagem(SavePictureDialogl.FileName);
end;

procedure TForml.Button5Click(Sender: TObject);
begin

desenha;
end;

procedure TForml.Button6Click(Sender: TObject);
var RMS,x,y,z,fsplines, fshepard,flinear,dif,RMS2,RMS3,FF:Extended;
N,i,j,k,NumPts:integer;
arq:textfile;
func:Extended;
begin
N:=strtoint (NumCels.Text);
LMinX.Caption:="0.0";
LMinY.Caption:="0.0";
LMinZ.Caption:="0.0";
LMaxX.Caption:="1.0";
LMaxY.Caption:="1.0";
LMaxZ.Caption:="1.0";
reinicializa_para_RMS(1);
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MinX:=0; MinY:=0; MinZ:=0; MaxX:=1; MaxY:=1; MaxZ:=1;
NumPts:=0;
RMS:=0;
RMS2:=0;
RMS3:=0;
LplanoX.Caption:=floattostr(planoX);
LplanoY.Caption:=floattostr(planoY);
LplanoZ.Caption:=floattostr(planoz);
deltaX:=1; deltaY:=1; deltazZ:=1;
for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
for j:=0 to N do begin
y:=j/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);
if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F1(x,y,2z);
dif:=fsplines-FF;
RMS:=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;
RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF1.Caption:=floattostr(RMS);
LFls.Caption:=floattostr(RMS2);
LF1l.Caption:=floattostr(RMS3);

reinicializa_para_RMS(2);

NumPts:=0;

RMS:=0;

RMS2:=0;

RMS3:=0;

for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
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for j:=0 to N do begin
y:=j/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);
if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F2(x,y¥,2);
dif:=fsplines-FF;
RMS:=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;
RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF2.Caption:=floattostr(RMS) ;
LF2s.Caption:=floattostr(RMS2);
LF21.Caption:=floattostr(RMS3);

reinicializa_para_RMS(3);
NumPts:=0;
RMS:=0;
RMS2:=0;
RMS3:=0;
for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
for j:=0 to N do begin
y:=j/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);
if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F3(x,y,2z);
dif:=fsplines-FF;
RMS:=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;



157

RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF3.Caption:=floattostr(RMS) ;
LF3s.Caption:=floattostr(RMS2);
LF31.Caption:=floattostr(RMS3);

reinicializa_para_RMS(4);
NumPts:=0;
RMS:=0;
RMS2:=0;
RMS3:=0;
for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
for j:=0 to N do begin
y:=3/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);
if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F4(x,y,2);
dif:=fsplines-FF;
RMS:=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;
RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF4.Caption:=floattostr(RMS) ;
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LF4s.Caption:=floattostr(RMS2);
LF4].Caption:=floattostr(RMS3);

reinicializa_para_RMS(5);
NumPts:=0;
RMS:=0;
RMS2:=0;
RMS3:=0;
for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
for j:=0 to N do begin
y:=3/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);
if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F5(x,y,2);
dif:=fsplines-FF;
RMS :=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;
RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF5.Caption:=floattostr(RMS) ;
LF5s.Caption:=floattostr(RMS2);
LF5]1.Caption:=floattostr(RMS3);

reinicializa_para_RMS(6);

NumPts:=0;

RMS:=0;

RMS2:=0;

RMS3:=0;

for i:=0 to N do begin
x:=1i/N;
for j:=0 to N do begin



y:=j/N;
for k:=0 to N do begin
z:=k/N;
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Todos_Interpolantes(x,y,z,fsplines, fshepard, flinear);

if fsplines>=0 then begin
NumPts:=NumPts+1;
FF:=F6(x,y,2);
dif:=fsplines-FF;
RMS :=RMS+dif*dif;
dif:=fshepard-FF;
RMS2:=RMS2+dif*dif;
dif:=flinear-FF;
RMS3:=RMS3+dif*dif;
end;
end;
end;
end;
RMS :=sqrt (RMS/NumPts) ;
RMS2:=sqrt (RMS2/Numpts);
RMS3:=sqrt (RMS3/Numpts);
LF6.Caption:=floattostr(RMS) ;
LF6s.Caption:=floattostr(RMS2);
LF6l.Caption:=floattostr(RMS3);

LMaxF.Caption:=floattostr (MaxF);
LFuncCarregada.Caption:="F6’;
Button6.Enabled:=False;
Button7.Enabled:=True;
Button8.Enabled:=True;
Button9.Enabled:=True;
Buttonl®.Enabled:=True;
Buttonll.Enabled:=True;
Buttonl2.Enabled:=True;
Buttonl?7.Enabled:=True;
end;

procedure TForml.Buttonl3Click(Sender:

begin
desenha_shep;
end;

procedure TForml.Buttonl4Click(Sender:

begin

TObject); (*Desenha Shepard*)

TObject); (*Desenha Int.Linear*)
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desenha_lin;
end;

procedure TForml.Button7Click(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(1);
desenhaFuncoes(1);
LFuncCarregada.Caption:="F1’;
end;

procedure TForml.Button8Click(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(2);
desenhaFuncoes(2);
LFuncCarregada.Caption:="F2’;
end;

procedure TForml.Button9Click(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(3);
desenhaFuncoes(3);
LFuncCarregada.Caption:="F3’;
end;

procedure TForml.Buttonl®Click(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(4);
desenhaFuncoes(4);
LFuncCarregada.Caption:="F4’;
end;

procedure TForml.ButtonllClick(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(5);
desenhaFuncoes(5);
LFuncCarregada.Caption:="F5’;
end;
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procedure TForml.Buttonl2Click(Sender: TObject);
begin
reinicializa_para_RMS(6);
desenhaFuncoes(6) ;
LFuncCarregada.Caption:="F6’;
end;

procedure TForml.Buttonl7Click(Sender: TObject);
begin
if RadioGroup2.ItemIndex>2 then begin
reinicializa_para_RMS(RadioGroup2.ItemIndex-2);
LFuncCarregada.Caption:="F’+inttostr(RadioGroup2.ItemIndex-2);
end;
desenhaDiferenca(RadioGroupl.ItemIndex,RadioGroup2.ItemIndex);
end;

end.



