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Resumo

Estudaremos a existéncia e unicidade de solugcbes e o fendbmeno de bifurcacéo
para um modelo epidemiolégico SIR com estrutura etaria e transmissao dependente da
idade. Formularemos o modelo como um sistema de equacgOes diferenciais parciais
munido de condicBes de contorno e a seguir o reformularemos como um problema de
Cauchy semilinear abstrato em um espa¢o de Banach adequado, como o objetivo de
demonstrar a existéncia e unicidade. Entdo trataremos da existéncia e unicidade de
estados estacionarios ndo-triviais, aplicando uma generalizacdo da teoria de Perron-
Frobenius.

Palavras-chave: Estrutura etaria. Modelo epidemiolégico. Problema de Cauchy abstrato.
Semigrupo fortemente continuo. Estado estacionario. Operador positivo. Bifurcagcédo. Raio
Espectral.



Abstract

We study the existence and uniqueness of solutions and threshold for an SIR type
epidemic model with age-dependent transmission rate. We formulate the model as a
ystem of partial di#erential equations with boundary conditions and after we rewrite it as an
abstract semilinear Cauchy problem on a Banach space. Next we treat the existence and
uniqueness of the stationary states by applying a generalization of the Perron-Frobenius
theory.

Key words: Age structure. Epidemic model. Abstract Cauchy problem. Strongly contiuous
semigroup. Stationary state. Positive operator. Threshold. Spectral radius.
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Introducao

Nesta dissertacao, consideraremos um modelo matemético para uma epidemia em
uma populacao com estrutura etaria para a qual o coeficiente de transmissao depende da
idade. O modelo é do tipo SIR, isto é, destina-se a uma doenca para a qual os individuos
adquirem imunidade assim que ficam curados, e permanecem imunes pelo resto da vida.
Todo individuo nasce suscetivel a doenca, e pode contrai-la apenas por contato com
um individuo infectado, ap6s o que se torna capaz de retransmiti-la muito rapidamente.
Nao havera, portanto, classe latente. A doenca é nao-letal, de modo que nao afeta a
mortalidade, e assume-se que a populacao esteja em estado demografico estacionario.

O modelo SIR independente de estrutura etaria ja foi satisfatoriamente investigado,
e seu teorema de bifurcac¢ao é bem conhecido (ver [7]). Por outro lado, gragas ao trabalho
de McKendrick (ver [12]), foi reconhecida a importancia da estrutura etaria da populagao
é como fator que afeta a dinamica da transmissao da doenca. Desde entao muitos autores
introduziram estrutura etiria em seus modelos epidemioldgicos.

Entre eles, Greenhalgh investigou o modelo SIR com estrutura etaria no caso em
que o coeficiente de transmissao depende da idade tanto do suscetivel quanto do infeccioso,

e conjecturou em |6| que:

(1) O fenomeno de bifurcacao (neste contexto, a existéncia de equilibrios endémicos)

pode ser formulado em termos do raio espectral 7(T) de certo operador integral T'.

(2) Um equilibrio endémico é possivel se e somente se (1) > 1 e, se esse equilibrio

existe, é tnico.

(3) O equilibrio livre de doenga sempre existe e é localmente (e de fato globalmente)

estavel se 7(T) < 1 e localmente instavel se r(7') > 1.

(4) Para valores realisticos dos parametros, o estado de equilibrio endémico é assintoti-

camente estavel.



O principal proposito desta dissertagao é apresentar a prova da conjectura de Greenhalg,
sob condigoes adequadas, devida a Hisashi Inaba em [8]. No primeiro capitulo, serdo apre-
sentados os fundamentos necessérios para o estudo do modelo, a saber, a teoria basica de
semigrupos e problemas de Cauchy abstratos em espacgos de Banach e uma generalizacao
da teoria de Perron-Frobenius para esses espacos. No segundo capitulo, analisaremos a
formulacao do modelo e a seguir aplicaremos os fundamentos para demonstrar a existén-
cia e unicidade de solucoes dado um valor inicial e a existéncia e unicidade dos estados
estacionarios. Ao final apresentaremos sem a demonstracao o resultado de estabilidade
obtido por Inaba, completando os itens da conjectura de Greenhalg.

O presente trabalho foi realizado com apoio do CNPq, Conselho Nacional de De-

senvolvimento Cientifico e Tecnologico - Brasil.



Capitulo 1

Fundamentos

Neste capitulo veremos definicoes e teoremas para espacos de Banach sobre deri-
vagao, integracao, semigrupos e ordenacao, necessarios para o estudo do modelo epidemi-

olégico com estrutura etaria.

1.1 Definicoes basicas

Dizemos que X é um espa¢o de Banach se é um espaco vetorial normado completo,
e denotaremos sua norma por || - || ou simplesmente ||-||. O conjunto das transformagoes
lineares entre dois espagos de Banach X e Y sera denotado por L(X,Y) e por L(X) se
X =Y. Uma transformacao linear T' € L£(X,Y) é dita limitada se uma das seguintes

condicoes equivalentes for satisfeita:
(i) sup{IITzlly 2 € X e 2] = 1} < +o0;
(ii) existe ¢ € R tal que ||Tz||y < c||z||y;
(iii) T é continua;
(iv) T é continua em Ox.

Denotamos o espago das transformagoes lineares limitadas de X em Y por B(X,Y') e por
B(X) se X =Y. Sua norma ¢ denotada por || - |5y ou simplesmente || - [| e definida
pelo supremo dado no item (i) ou, equivalentemente, pelo infimo dos ¢ dados como no
item (ii). Teremos || TS| < ||T||||S]| se T'€ B(X,Y) e S € B(Y,Z), em que Z é também

um espaco de Banach.



Uma funcao ® : X — Y é dita compacta se leva todo conjunto limitado em

um conjunto relativamente compacto (ou seja, S limitado implica ®(S) compacto), e
completamente continua se além disso for continua.

Denotaremos por L'(a,b) o espaco de Banach formado pelas fungoes integréaveis de
la,b] em R com igualdade q.t.p. e norma || - ||; dada por ||¢[|, = fab |o(s)|ds. Analogamente
denotaremos por L*>(a,b) o espago vetorial normado das fun¢oes limitadas q.t.p. em [a, 0]
com norma || - || dada por ||¢|, = inf{c : [¢(s)| < ¢ q.t.p. em [a,b]}. Para ambos os
casos, se uma classe de equivaléncia possuir um representante continuo, a identificaremos

com esse representante.

1.2 Derivacao e integracao em espacos de Banach

Nesta secao, X e Y sao espacos de Banach arbitrarios.

DEFINIGAO 1.2.1. Sejam @ : U C X — Y uma fung¢ao, em que U é um aberto de X, e

u um elemento de U.

(i) Dizemos que ® é Gateauz-diferencidvel em u se existe uma transformacao linear
Le € B(X,Y) tal que

L N+ th) — B(u) — tLah]y

= 0 para todo h € X
t—0 |t|

e nesse caso dizemos que Lg é a derivada de ® em u no sentido de Gateaux.

(ii) Dizemos que ® & Fréchet-diferencidvel em u se existe uma transformagao linear
Lr € B(X,Y) tal que

|®(u+ h) — ®(u) — Lph|y
Ihl[x—0 1Al x

=0
e nesse caso dizemos que Ly é a derivada de & em u no sentido de Fréchet.

Em qualquer caso denotamos a derivada por D®(u) : X — Y. Tsso nao causa

confusao devido a seguinte propriedade, evidente a partir das defini¢oes:

PROPOSIGAO 1.2.2. Se uma funcao € Fréchet-diferenciavel, entao € também Giteauz-

diferencidavel e as derivadas coincidem.
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Nesse sentido, derivada de Fréchet é "mais forte". Se U for um subconjunto de R,
entao os conceitos de derivagao coincidem com o usual. Nesse caso usaremos as notagoes
L& (u) = ®'(u) = DP(u)1 e diremos simplesmente que P é diferencidvel em u.

E facil demonstrar a partir dos limites que valem, para ambos os casos, as seguintes

propriedades operatorias andlogas as das derivadas em R™:
(i) D(ag Py + aa®2)(u) = ay DPy(u) + aa DPo(u);
(ii) D(T)(u) =T se T € B(X,Y);
(iii) D(T o ®)(u) =T o DP(u) se T € B(X,Y).
Uma propriedade muito importante é a seguinte versao da Desigualdade do Valor Médio:

PROPOSIGAO 1.2.3. Seja U C X aberto e a,b € X tais que [a,b] :=={(1 —t)a+1tb:0 <
t < 1}C U. Suponha que ® : U — Y ¢é uma fun¢ao Gateauz-diferencidvel em qualquer

ponto de [a,b], tal que M = sup,c(,y [DP(u)| < +oo. Entdo
|®(b) = @(a)ly < M6 —al x.

Demonstra¢ao. Defina U(t) = ®(ta + (1 —t)b). Entao V'(t) = D®(a+t(b—a))(b—a) e
|9 (t)|ly < M := M|b— a| para todo t € [0, 1]. Queremos provar que ||¥(1) — ¥(0)|, <
M, e para isso ¢ suficiente demonstrar que f(t) := ||[W(t) — (0)||ly — (M + &)t < 0 para
todo ¢t € [0,1] e para todo § > 0. Fixo § > 0, seja to = max{t € [0,1] : f(t) < 0}. Se

to <1lee>0, teremos

flto+e) = [U(to+e) = U(to) +U(to) = L(0)[ly — (M +0)(to +¢)
< (1 (to +e) = Wlto)lly — (M +8)e + [[¥(to) — (0)|ly — (M +8)to +

< W (to+e) = W(to)ly — (M +d)e.

Logo, se tomamos € > 0 suficiente pequeno,

<||‘I’(to +¢e) = V(to)lly ]\Zl) c_ be

< (6—-0)e=0,

IN

f(to+¢)

o que contradiz a maximalidade de t3. Logo t; = 1 e a demonstracao estid completa. [
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COROLARIO 1.2.4. Se U € um aberto conexo de X ¢ D®(u) = 0 € B(X,Y) para todo

u € U, entao ® € constante.

Demonstragao. Basta utilizar o fato de que todo aberto conexo (em um espago métrico
qualquer) é conexo por poligonais e aplicar a Desigualdade do Valor Médio ao longo de

cada poligonal que ligue dois pontos arbitrarios. ]

Se requeremos a continuidade da fungao derivada com respeito a u € U, os conceitos

de Fréchet e de Gateaux coincidem, conforme assegura a proposicao abaixo:

PROPOSIGAO 1.2.5. Nas notacoes anteriores, sejam ® : U — Y, u € U e suponha que,
numa vizinhan¢a V. C U de u, ® tenha derivada de Gateaur D®(v) € B(X,Y) Vv € V

tal que
D®:V — B(X,)Y)
v = DO(v)
é continua. Entao ® é também Fréchet-diferencidvel (dizemos entdao que ® ¢ continua-

mente Fréchet-diferenciavel em u).

Demonstragao. Defina U(v) = ®(v) — DP(u)v em V. Entao ¥ é diferenciavel, com
derivada DV(v)h = D®(v)h — D®(u)h continua com respeito a v. Tomando § > 0 tal

que ||h||y <6 = u+h €V e aplicando a Desigualdade do Valor Médio, teremos

[@(u+h) = (u) = D(whlly = [Y(u+h)—-T(u)]y

< sup [[DU(u+th)|[[A]x-
0<t<1

Entao, usando a continuidade de DW,

|1P(u +7) = D(u) = DR()h]ly _ sup ||DU(u + th)|| — | D¥(u)|| = 0.

17l x 0<t<1

Ou seja, @ é Fréchet-diferenciavel em w. O]

Passemos agora a integragao. Veremos aqui a definicao de integral de Bochner,
porém em uma versao restrita as fungoes de dominio contido em R, e usaremos (aqui
e em todo o texto) a medida de Lebesgue, denotada por m. Para o caso geral e as

demonstragoes, consulte [16], Secao 5.5.
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DEFINIGAO 1.2.6. Seja X um espaco de Banach e S um subconjunto mensuravel de
R. Diremos que uma fun¢ao ¢ : S — X é simples se é identicamente nula no exterior
de um conjunto B de medida finita, o qual por sua vez se decompoe como uniao finita
disjunta de conjuntos mensuraveis B;, © = 1,...,n, tais que ¢ = x; é constante em cada

B,. Podemos assumir que x; # x; se i # j.

DEFINIGAO 1.2.7. Nas notagoes acima, a integral de uma funcao simples ¢ em S é

definida por:
/ o(s)ds = Z x;m(B;).
o i=1

DEFINICAO 1.2.8. Uma funcdo ¢ : S — X é dita Bochner-integrdvel se existe uma

sequéncia (¢, )nen de fungdes simples em S que converge ¢.t.p. para ¢ e

lim / 16(5) — bu(s)]wds = 0.

n——+o00

A integral de Bochner de ¢ é definida por:

lim /ng)n(s)ds = 0. (1.1)

n——+o00

E claro que, se ¢ é Bochner-integravel em S, entdo ¢ também Bochner-integravel
em qualquer subconjunto mensuravel de S. E possivel mostrar que o limite em (1.1)
independe da escolha de (¢,)nen.

A seguinte proposicao caracteriza a Bochner-integrabilidade:
PRrROPOSIGAO 1.2.9. (BOCHNER)

(1) Uma fungao mensurdvel ¢ : S — X € Bochner-integrdvel se e somente se ||¢(-)| €

Lebesgue-integravel em S.

< / 16()]| s

Uma propriedade operacional muito importante é a seguinte:

) | [ otsias

PROPOSIGAO 1.2.10. Se T € B(X,Y) e ¢ : S — X € Bochner-integrdvel, entio T o ¢ :

S =Y € também Bochner-integravel e:

[rostwis=( [ oas).
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Em particular, o simbolo de integragao é linear.

b .
Como usual, denotamos [/ = — [;" = f(a p S€ @ < b. Agora podemos enunciar e

demonstrar a seguinte versao do Teorema Fundamental do Calculo:

PROPOSIGAO 1.2.11. (i) Seja ¢ : [a,b] — X wma fun¢ao continua. Entao ¢ € integrd-

vel em [a,b] e, se definimos a fun¢ao ® : [a,b] — X por
t
o) = [ o(s)ds,
entao ® é diferencidvel para todo t € |a,b] e ' = ¢.

(ii) Seja @ : [a,b] — X uma fungao continuamente diferencidvel em [a,b]. Entao

para todo t € |a,b].

Demonstragao. (i) Como ¢ é continua, entao ||¢(-)| y é continua, logo Lebesgue-integravel.
Da Proposigao 1.2.9, segue que ¢ é Bochner-integravel em [a,b]. Dados t € [a,b] e
h # 0, teremos

W@ (4 B) — B(1) - o(8)]x :]M*l%[wﬁ—¢@us

X

< |n™ :

[ 16(s) — $(8)]]ds

Da continuidade de ¢, segue que o limite da expressao acima é zero, entao ®'(t) =

().

(ii) Do item anterior, ®’ é integravel em [a,b]. Defina ¥ (t) = ®(a) + fat d'(s)ds em [a, b].
Do item anterior, ¥ ¢ diferenciavel e ¥/ = ®'. Do Coroléario 1.2.4, segue que ¥ = &

em [a, b].
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1.3 Semigrupos e problema de Cauchy abstrato

Seja X um espaco de Banach fixo.

DEFINICAO 1.3.1. Um semigrupo fortemente continuo ou simplesmente Cy-semigrupo

em X é uma familia de fun¢es T'(¢), t > 0, satisfazendo:
(i) T'(t) : X — X é continua para cada t > 0;
(ii) T(0) = idx (onde idx denota a fun¢ao identidade em X);
(iii) T'(t + s) = T(t)T(s) para quaisquer t,s > 0 (o produto denota composigao);
(iv) t = T'(t)x é uma fun¢ao continua de [0, +00) em X para cada x € X fixo.

A propriedade (iii) é chamada de propriedade de semigrupo, e a (iv) de continuidade

forte. O semigrupo é dito linear se T(t) for uma transformagao linear para cada t > 0.

DEFINIGAO 1.3.2. Nas notagoes anteriores, seja T(t) : X — X um Cy-semigrupo. O
gerador infinitesimal de T(t), t > 0 é a fungao A : D — X dada por

T _
Azr = lim —(t)x *

t—0+ t

: (1.2)

onde D = D(A) é o conjunto de todos os pontos z € X para os quais o limite acima

existe.

Dizemos ainda que 7'(t) ¢ um semigrupo gerado por A. E facil verificar que se T'(t)
é linear entdao D(A) é um subespaco vetorial de X, e A é uma transformagao linear.
A semelhanca da formula (1.2) com uma derivada evidentemente nao é mera coin-

cidéncia. De fato, quando for possivel derivar a direita a fun¢ao 7'(-)z, teremos:

d* . T+ hr—-Tt)x
ET@I N hli>r(€l+ h
= lim T<h)T(t); — Tz _ AT (t)x. (1.3)

Além disso a derivada pela direita existe em ¢ > 0 se e somente se T'(t)xr € D(A). Se

T(t) € B(X) ez e D(A), teremos

d+ L TOT(h)x - Tt
ET(t)z N hlggl-*‘ h
_ 1) tim LT iy

h—0t h
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entao T'(t)x € D(A) e

d-‘r
“T () = AT(t)z = T(t) Ax.

Na verdade é possivel demonstrar resultados mais fortes se trabalharmos com li-

mitacao uniforme. Para isso, consideremos a defini¢ao e o teorema seguintes:

DEFINIGAO 1.3.3. Um Cy-semigrupo 7'(t) é dito exponencialmente limitado se existem

constantes M > 0, « tais que
|T(t)|| < Me™ para todo t > 0.

Como T'(0) = idy, na verdade teremos M > 1. Se pudermos ter o« = 0, dizemos que
T(t) é uniformemente limitado e se, além disso, M = 1, dizemos que é um semigrupo de

contracoes.

TEOREMA 1.3.4. Assumindo o principio da limita¢ao uniforme (ver Proposi¢ao A.1
do Apéndice), todo Cy-semigrupo de operadores lineares limitados é erponencialmente

limitado.

Demonstragao. Seja T'(t) um Cyp-semigrupo de operadores lineares limitados e seja n > 0.
Para cada z € X, o conjunto {T(t)z : = € [0,n]} é compacto e portanto limitado.
Logo, pelo principio da limitagao uniforme, existe M > 0 tal que [|T(¢)|| < M para todo
t € [0,n).

Dado t > 0, podemos escrever t = nn+ 6 com § € [0,1) e n € N. Assim

IT@I = IT@INT )"} < M™ < MY" < Me™,
onde o = 1 In M. O
n

O principio da limitacao uniforme pode ser demonstrado a partir de uma versao
fraca do axioma da escolha: o azioma das escolhas dependentes (ver |16]). Independen-
temente desse principio, assumiremos no resto desta se¢ao que T'(t) é um Cp-semigrupo

linear exponencialmente limitado no espaco de Banach X com gerador infinitesimal A.

Com isso, provaremos o seguinte:
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TEOREMA 1.3.5. (i) Para todo x € X et >0, f[f T(s)xds € D(A) e
¢
A/ T(s)xds =T(t)x — x.
0

(ii) Para todo x € D(A) et >0, T(t)x € D(A) e LT(t)x = AT (t)x = T(t)Ax.

€t

(iii) D(A) = X.

Demonstragao. (i)

%(T(h) /O I(s)eds /O tT(s)a:ds> - %( /h " P (s)eds - /0 tT(s)azds)
_ % ( /t t+hT(s)xds) - % ( /0 hT(s)xds) .

Tomando o limite e usando a Proposi¢ao 1.2.11, teremos fot T(s)xds € D(A) e

A/tT(s)xds =T(t)x —T(0)x.

(ii) J& temos de (1.3) que T'(t)x € D(A) e %T(t)x = AT (t)x = T(t)Ax para todo t > 0.

Resta agora verificar a derivada a esquerda. Tomando 0 < h < t, teremos:

”T(t . h_)g;— () _ ) e )
_ HT(t _ h)—T(h);f — L T(t)Ax
< HT(t —h) (% . Aa;) o IT(t — h)Az — T(t) Az
< | T(t - h)|| HW ~ Az o IT(t — h) Az — T(t)Az| .

Como ||T'(t)|| € localmente limitada e o semigrupo é continuo, o termo a direita

tende a zero e LT(t)z = T(t)Az = AT(t)z.

1 [ 1 [
(iii) Pelo item anterior, i / T(s)xds € D(A) e, pelo item (i), : / T(s)xds — = quando
0 0

t — 0% para qualquer z € X. Entao D(A) = X.
]

Agora, podemos considerar o problema de Cauchy semilinear abstrato em um

espaco de Banach.
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DEFINICAO 1.3.6. Sejam X um espago de Banach. Um problema de Cauchy semilinear
abstrato consiste num sistema do tipo:

dru(t) = Au(t)) + F(u(t)),

U(to) = U,

(1.4)

onde A: D(A) C X — X é um operador linear, F': X — X é uma fungao, ug € X e u é
uma func¢ao de dominio real e imagem em X, a ser encontrada.

Uma soluc¢ao cldssica ou forte é uma funcao diferenciavel u(t) = wu(t; to, ug) definida
em um intervalo [to,t;,) e com imagem contida em D(A) que satisfaga o sistema (1.4) (a
derivada é tomada a direita em ¢ = ty).

Uma solu¢ao fraca é uma fungao u(t) = u(t;to, up) de um intervalo [to,t,,) em X
satisfazendo:

u@zT@—mm+/%W—ﬁFW@MSWEL

to

onde T'(t) é um semigrupo gerado por A.

Em ambos os casos, podemos ter t,, = +00, caso em que a solucao é dita global.
A relacao entre a solugao fraca e a forte é dada a seguir:
PROPOSIGAO 1.3.7. Se u(t) € solugao classica de (1.4), entao também € solugao fraca.

Demonstragao. Se u é solucao classica, entao:

Lu(s) = Aluls)) + F(us)
T(t — s)d%u(s) = T(t—s)A(u(s)) +T(t — s)F(u(s))
T(t— s)d%u(s) = AT(t — s)u(s) + T(t — s)F(u(s))
Tt — ) uls) — (Tt — s)uls)) = Tt — ) F(u(s)

Com célculos similares aos que aparecem na demonstragao do item (ii) do Teorema 1.3.5,

podemos mostrar que

STt~ s)u(s)) = Tt — 5)-u(s) — (Tt~ s)uls),

portanto
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Integrando os dois membros, teremos

/to d%(T(t —s)u(s))ds = / T(t — s)F(u(s))ds

to

t
u(t) =Tt —to)uy = / T(t — s)F(u(s))ds.
Entao u é solucao fraca. O

O leitor pode encontrar em [15] a demonstracao do seguinte teorema, que garante

a existéncia e unicidade de solugoes fraca e forte mediante certas condi¢coes para A e F.

TEOREMA 1.3.8. (Webb) Seja T'(t), t > to, um Cy-semigrupo de operadores lineares
limitados no espaco de Banach X com gerador infinitesimal A. Seja F' : X — X wuma

funcao continuamente Fréchet-diferencidvel em X. Entao:

(i) Para cada x € X existe um intervalo mazimal de existéncia [to,t,) e uma tUnica
fungao continua t — u(t;to, x) de [to,t,) em X tal que
t
u(t;to,z) =T(t —to)r + / T(t — s)F(u(s;to, x))ds
to
para todo t € [to,t,). Exatamente uma das possibilidades acontece: ou t, = +00 ou

sup ||u(t; to, z)|| x = +o0.

t—ty
(i) u(t;to, z) é uma fungio continua de x no sentido de que se x € X ety <t < tg,
entao existem constantes positivas C' e € tais que se T € X e |z — || < &, entao

t <tz ellu(s;to,x) —u(s;to, 2)||< C|lz — 2| para todo ty < s < t.

(i11) Se x € D(A), entao u(t;ty,z) € D(A) para to <t <t, e a fungao t — u(t;ty,z) €
continuamente diferencidvel e satisfaz Su(t;ty, v) = Au(t;te, x) + F(u(t;te, z)) em

dt
[t07 tx) .
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1.4 Teoria espectral

Sejam F' um espaco vetorial complexo normado e 7' : F' — F' uma transformacao
linear e defina T)\ = A\ — T, onde I é o operador identidade de F'.

Chamamos de conjunto resolvente, p(T), o conjunto dos A € C para os quais a
imagem T)(F) é densa em F' e a transformagao T) tem inversa continua. R(\,T) =
(M —T)~! & denominado operador resolvente de T' (em A), e o complemento de p(T) em
C é denominado espectro de T, e denotado por (7). O raio espectral de T é definido
por:

r(T) =sup{|A| : A€ o(T)}.

O conjunto o(T') se decompoe em trés subconjuntos disjuntos, definidos abaixo:

e O espectro pontual, P,(T), é formado pelos nimeros complexos A para os quais Ty

nao tem inversa.

e O espectro continuo, C,(T), é formado pelos niimeros complexos A para os quais T

tem inversa descontinua com dominio denso em F'.

e O espectro residual, R,(T'), é formado pelos nimeros complexos A para os quais T

tem inversa cujo dominio T)(F') nao é denso em F.

O espectro pontual é formado pelos autovalores de T, ou seja, pelos A € C tais que
Tx = A\x para algum z € F \ {0}, e os = sdo chamados de autovetores. A multiplicidade

de A é a dimensao do autoespaco de T' correspondente a A, isto é, do nicleo de T).

Observacao. Esses e outros conceitos da teoria espectral podem ser definidos para es-
pacos vetoriais reais via extensoes. Seja F um espaco vetorial real normado. A comple-
zificagao de E é o espago vetorial complexo F' cujos elementos sao da forma z = x + 1y,

x,y € E, i* = —1, munido da norma
2]l = sup{Jz cos® + ysin ]| : 0 < 6 < 2.

Podemos ver E como subconjunto de F'. Se T : E'— E é uma transformacao linear, entao
T : F — F definida por T(z) = Tz + iTy é a extensao de T para F. Se T é limitada

entao T também o é.

Assim, define-se o(T) = o(T), e da mesma forma F,(T) = F,(T) etc.
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1.5 Cones e ordenacao parcial

Nesta secao, apresentaremos o conceito de positividade em um espaco de Banach,

necessarios para a formulagao da generalizacao da Teoria de Perron-Frobenius.

DEFINIGAO 1.5.1. Seja X um espacgo de Banach. Um subconjunto fechado K C X é

um cone se as seguintes condicoes forem satisfeitas:
(a) K é fechado;
(b) z,y € K implica ¢ + fy € K Yo, > 0;
(¢) x € K\ {0} implica —z ¢ K.

Da propriedade (a), seguem que 0 € K e ainda que K é convexo. Um cone é dito
total se o conjunto {x —y : 1, ¢ € K} é denso em X.

Os cones sao estritamente relacionados com ordenacgoes parciais. O espaco X é
dito parcialmente ordenado se para certos pares de elementos =,y € X a relacao < esta

definida e possui as propriedades:
(i) x <y implica tx < ty para t > 0 e tx > ty para t < 0;
(ii) z <y e y <z implicam x = y;
(iii) 1 < yy e w9 < yo implicam zy + 9 < Yy + Yo;
(iv) 2 <y ey < zimplicam z < z.

Dizemos que x e y sao compardveis se existem constantes positivas «a, 3 tais que axr <
y < pu.

Um cone K nos permite definir em X uma ordenacao parcial <y do seguinte modo:
escrevemos T <y y se e somente se y —x € K. As propriedades (i), (iii) e (iv) seguem da
condigao (b) e a propriedade (ii) segue da condigao (c).

Além disso, ordenacoes parciais induzidas por cones satisfazem a seguinte propri-

edade, advinda da condicao (a):

(v)sex, >z ey, >yem X ex, <y, VnecN, entdo z <y.
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Observacgao. Veja ainda que K ¢é o conjunto dos elementos nao-negativos de X, isto é,
K ={x € X : x >k 0}. Mais do que isso, dada uma ordenagao parcial < que satisfaca
(i)-(v), é facil verificar que o conjunto dos elementos nao-negativos é sempre um cone.
Ezemplos. (i) Se X =R", K =R} :={(z1,...,2,) € X 12, >0,i=1,...,n} é um
cone total e induz a ordenagao parcial dada por (z1,...,2,) > (y1,...,Yn) <~

Izzy,,z:l,,n

(ii) Se X = L'(a,b), K = Li(a,b) := {¢ € X : ¢ > 0 q.t.p.} é um cone total
pois todo ¢ € X se decompoe em ¢ = " — ™, com YT = max{1,0} € X e
1~ = max{—1,0} € X. A ordenacao parcial induzida é dada por ¢ > ¢ <=
(x) = ¢(x) q.t.p.

O seguinte lema serd ttil posteriormente.

LEMA 1.5.2. Seja X um espaco de Banach ordenado parcialmente pelo cone K. Sejam
xo € vy elementos fivos de X, com vg # 0, e R = {zg +tvy : t € R}. Entao R nao pode
estar contido em K e a intersegao RN K € vazia ou igual a {xo+tvy :t € I}, onde I é

da forma:
(i) [to, +o0) se vy € K;
(i1) (—o0,t1] se —vy € K;
(1) [to,t1], {to} em caso contrdrio.

Demonstragao. Se todos os elementos de R pertencessem a K, entao os elementos da
forma z(t) = ﬁ(mo + tvg) pertenceriam a K. Como K é fechado, também pertenceriam
a K os limites de z(t) em 400 e —o0, respectivamente vy e —vg. Como vy # 0, isso
contradiz o item (i) da defini¢ao de cone.

Como K e R sao ambos fechados e convexos, sua intersecao também é. Se nao for
vazia, entao a ela corresponde um conjunto fechado e convexo de valores de t € R, ou
seja, um intervalo com uma das formas dadas.

Suponha zg+tovg € RNK. Se vy € K, entao xo+tvg= (xo+tove)+(t—to)vo € RNK

Vt > to. Entao I = [tp, +00). Similarmente, —vy € K implica [ = (—o0, t1]. O

Uma interpretacao geométrica do lema é a de que a intersecao de qualquer reta

com um cone deve ser uma semi-reta, um segmento, um ponto ou o vazio.
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1.6 Positividade de operadores e teoria de Frobenius

Nesta secao, X é um espaco de Banach real ou complexo parcialmente ordenado
pelo cone K e seu dual X’ é o conjunto de todos os funcionais lineares continuos em X.
O valor de f € X’ em 2 € X & denotado por (f,z). Denotamos por B(X) o conjunto de
todos os operadores lineares limitados de X em X. Se T' € B(X), seu dual (ou adjunto)
é o operador T" € B(X') definido por Ty’ = 2’ se e somente se (2’ z) = (¢, Tz) Vo € X.

O cone dual é o conjunto formado por todos os funcionais lineares continuos posi-
tivos, ou seja, f € K’ se e somente se f € X' e (f,z) > 0Vr € K. x € K é chamado de
ponto quase interior se (f,z) > 0 para todo f € K'\ {0}. Um funcional linear f € K’
é dito estritamente positivo se (f,z) > 0 para todo z € K \ {0}. Um operador linear
T € B(X) é dito positivo se T(K) C K. Dizemos que T'> Sse T, S € B(X)eT — S é
positivo.

Um operador (ndo-linear) A : X — X é dito mondtono se x1,29 € X, 11 < 29

implicam A(x1) < A(xs) (no caso linear, mon6tono significa o0 mesmo que positivo).

DEFINIGAO 1.6.1. (Sawashima, 1964) Um operador linear positivo 7' € B(X) é dito
semi-nao-suportante! se para cada par x € K \ {0}, f € K’ \ {0}, existe um inteiro
positivo p = p(x, f) tal que (f, TPx) > 0. Um operador T € B(X) é dito nao-suportante?
se para cada par z € K \ {0}, f € K"\ {0}, existe um inteiro positivo p = p(z, f) tal que
(f,T"x) > 0 para todo n > p.

Ezemplos. Se X = R" e K = R, todas as transformacoes lineares de dominio X sao
continuas. O cone dual é formado pelos funcionais f € X’ da forma f(z) = a121+. . . apx,,
com a; > 0,2 = 1,...,n. Os pontos quase interiores sao aqueles cujas coordenadas sao
todas estritamente positivas, e os funcionais lineares f € K’ estritamente positivos sao
aqueles da forma f(z) = ajx1 +...a,x,, com a; > 0,7 =1,...,n. Os operadores lineares
em X se identificam com matrizes n X n, segundo a base canonica, e sao positivos se e
somente se as entradas da matriz correspondente forem todas nio-negativas. E possivel
mostrar que qualquer operador positivo 1" € B(R™) sera semi-nao-suportante se e somente
se for nao-suportante e se e somente se a matriz correspondente M possuir uma poténcia

MP cujas entradas sao todas estritamente positivas.

A teoria cléassica de Perron-Frobenius relaciona a existéncia de autovalores corres-

! e 2 em inglés sdo chamados de semi-nonsupporting e nonsupporting, respectivamente.
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pondentes a autovetores positivos a positividade da matriz. Foram criadas generalizagoes
para essa teoria, com diferentes conceitos de positividade para operadores em espacos de
dimensao arbitraria, uma das quais usamos neste texto.

Para o nosso caso, o leitor pode encontrar em [13] e [3|, respectivamente, as provas

dos seguintes teoremas:

PROPOSIGAO 1.6.2. Seja K um cone total, T € B(X) um operador semi-nao-suportante

com respeito a K e seja r(T) um pdlo do resolvente R(\,T). Entao:
(i) r(T) € P,(T)\ {0} er(T) é um pélo simples do resolvente.

(i1) O autoespago correspondente a r(T') é unidimensional e o autovetor correspondente
xo € K é um ponto quase interior. A relagao Ty = r(T)y com y € K implica que

y = cxg para alguma constante ¢ € C.

(iii) O autoespago de T" correspondente a r(T') é também um subespaco unidimensional

de X' gerado por um funcional estritamente positivo fo € K'.

PrROPOSIGAO 1.6.3. (Krein-Rutman) Sejam X um espa¢o de Banach, X, um cone
total e T' € B(X) um operador compacto e positivo com raio espectral v(T') > 0. Entao

r(T) é um pélo do resolvente R(N\,T) e um autovalor de T, com um autovetor positivo

20 € X4\ {0}.
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1.7 Concavidade de operadores

DEFINIGAO 1.7.1. (Krasnoselkii [5]) Seja X um espago de Banach real parcialmente
ordenado pelo cone K. Um operador A : X — X é dito ser um operador concavo se existe

zo € K\ {0} que satisfaca:
(i) para todo z € K \ {0}, Az é comparavel com x;
(i) para todo x € K comparavel com zq vale A(tx) > tAz V0 <t < 1.
Precisaremos posteriormente do seguinte lema:

LEMA 1.7.2. Suponha que o operador A : X — X é mondtono e concavo, e seja xo €
K\ {0} dado como na definicao acima. Se para todo x € K compardvel com xo e para

todo 0 <t < 1 existe n =n(x,t) > 0 tal que
A(tx) > tAz + nxy, (1.5)
entao A tem no mdzrimo um ponto fixo positivo.

Demonstra¢ao. Suponha que x; € K \ {0} e o € K \ {0} sdo pontos fixos positivos de

A. Gragas a concavidade de A, podemos escolher constantes positivas a; = aq(z1) > 0 e

Po = Ba(x2) tais que
r1 = Az > aqzg = o By Bamo > gy P Ay = oy By .

Se definimos k = sup{u : 1 > pxy}, entao a desigualdade acima implica k& > 0. Se

supomos que 0 < k < 1, entao existe n = n(z2, k) > 0 tal que
1y = Ay > A(kag) > kAxy + nwg > kas 4+ npy Az = (k + 1By o,

o que contradiz a definicao de k. Entao sabemos que £ > 1 e z; > z5. Do mesmo modo,

podemos provar que x, > x;. Portanto x; = x». ]



Capitulo 2

O modelo SIR com estrutura etaria

Neste capitulo objetivamos estudar a formulacao de um modelo epidemiol6gico
SIR com estrutura etaria, e depois a existéncia e unicidade de solugoes. Comegaremos

definindo intuitivamente o modelo demogréfico com estrutura etaria.

2.1 O modelo demografico

Em 1926 McKendrick introduziu estrutura etiria em em modelo de populagao
feminina, assumindo que ela pode ser descrita como funcao de duas variaveis idade e
tempo. Representaremos por n(a,t) a densidade de individuos de idade a no instante ¢,
ou seja, o numero de individuos com idade entre a e a + Aa é aproximado por n(a,t)Aa.

Entao a populagao total no instante ¢ é aproximadamente Z n(a,t)Aa, o que justifica a

a
seguinte definicao para a populagao total:

n(t) = /0 ™ . t)da.

E razoavel esperar que n(a,t) = 0 para a suficientemente grande, digamos maior que certo
w > 0, de modo que a integral seja nao necessariamente infinita, mas nao faremos isso
por hora.

Assumiremos que os membros deixam a populacao apenas por morte, a uma taxa
de mortalidade u(a). Isso significa que, entre os instantes ¢ e t + At, morre uma fracao
p(a)At dos membros que tinham idade entre a e a + Aa no instante t. No instante ¢ ha
n(a,t)Aa individuos com idades entre a e a + Aa, entdo entre os instantes t e t + At o

namero de mortes entre membros desse grupo é n(a,t)Aapu(a)At e os sobreviventes tém

25
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idades entre a + At e a + At + Aa no instante ¢t + At. Entao
n(a + At,t + At)Aa =~ n(a,t)Aa — n(a, t)u(a) AaAt.

Dividindo por AaAt, teremos:
n(a+ At, t + At) — n(a,t)
At
Agora tomamos At — 0. Se n(a,t) for uma fungao diferenciavel de a e ¢, teremos

lim n(a+ At,t + At) — n(a,t)
At—0 At

+ p(a)n(a,t) =~ 0.

= ng(a,t) + nia,t).
Entao obtemos a equacao de McKendrick:
na(a,t) +ni(a, t) = —p(a)n(a,t). (2.1)

A funcao p(a) > 0 é chamada de fung¢dao mortalidade ou mddulo de mortalidade. Seja
w(a) o namero de individuos que sobrevivem até a idade a > ay dentre aqueles que
tinham certa idade ag em certo instante to; entdao w(a) = p(«, to + (o — ag)). Derivando

com relagao a « e aplicando (2.1), teremos:

entdo w(as) = wlay)e Jor 9% A exponencial representa a probabilidade de que um

individuo de idade a; sobreviva até chegar a idade as. Em particular,
7(a) = e Jo #le)da (2.2)

¢ a probabilidade de sobrevivéncia até a idade a (7 é chamada de fun¢do sobrevivéncia).

Agora, vamos assumir que a natalidade seja governada por uma fun¢ao v(a) > 0
chamada mddulo de fecudidade, isto é, v(a)At é o numero de filhos gerados por individuos
de idades entre a e a + Aa entre os instantes ¢ e ¢t + At. Entao o nuamero total de

nascimentos nesse intervalo é aproximado por AtZu(a)n(a,t)Aa. Fazendo At — 0,

a
essa quantidade devera coincidir com n(0,t)At, entao obtemos a condi¢ao de renovagao:

w
n(0,t) = / v(a)n(a,t)da.
0
Para completar o modelo, precisamos especificar uma distribuicao etaria inicial, de modo

que o modelo completo fica:
na(a,t) +ni(a,t) = —pla)n(a,t) (2.3a)

n(0,t) = /Ooou(a)n(a,t)d& (2.3b)
n(a,0) = Ny(a). (2.3¢)
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O estudo detalhado das solugoes desse problema pode ser encontrado em [1] e se baseia
nos métodos de Feller (ver [4]) usando transformadas de Laplace. Para a existéncia de

solucao basta que

400
No(a)da < 400, (2.4)
0

+o0
/0 v(a)m(a)da < +oo. (2.5)

O primeiro niimero é a populagao total no instante ¢t = 0, n(a,0), e o segundo pode ser
interpretado como o nimero esperado de filhos gerados por cada individuo durante toda
a sua vida.

Em nossas aplicagoes a populacao estard em estado demogrdfico estaciondrio, ou

seja, n(a,t) independe de t. Se fizermos n(a,t) = N(a) e n(t) = N em (2.3), teremos:

N'(a) = —p(a)N(a) (2.6a)
o0
N(0) = /o v(a)N(a)da (2.6b)
N(a) = No(a). (2.6¢)
Da primeira equagao, deduzimos que N(a) = N(0)7(a). Entao N = N(0) [;° w(a)da. Da

segunda equacao, dividindo por N(0) (e excluindo a solugao trivial N(a) = 0), teremos:

+o00
/0 v(a)m(a)da = 1. (2.7)

Deduzimos entao a relagao entre v e 7 (e portanto u) necessaria para a existéncia de uma

solugdo estacionaria. Além disso, de (2.6¢), vem:
No(a) = No(0)m(a). (2.8)

De fato, a solugao de (2.3) é estacionéria se e somente se forem satisfeitas (2.7) e (2.8).

Observagdo. (i) Em (2.6a), se integramos os dois membros de 0 a 400, podemos deduzir

que N(0) = [;" u(a)N(a)da. Se definimos a mortalidade média

= %/0 oou(a)N(a)da

+oo
N / )da,

entdo N(0) = p*N e a equagao (2.7) se reescreve como p* = v*

e a fecundidade média
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(ii) E demonstrado ainda em [1] que, valendo (2.7), qualquer distribuicdo etaria ini-
cial Ny converge quando ¢ — 400 para a solucao estacionéria, a qual portanto é
assintoticamente estavel. Mais ainda, independentemente de valer (2.7), qualquer
distribuicao etéria inicial converge quando ¢ — +o0o para uma distribuicao etdria
persistente, o que significa que a populagao total nao tende a uma constante mas
tende a manter proporcoes constantes entre as faixas etarias. Mais precisamente,
nessa situagao teremos n(a,t) = A(a)e’™, onde r é constante e significa a taza de

crescimento da populagao.

2.2 Formulacao do modelo SIR com estrutura etaria

No nosso modelo epidemiologico, dividiremos uma populagao fechada em trés clas-
ses: suscetiveis, infecciosos e imunes. Nao consideraremos aqui uma classe de incubacao,
entao uma pessoa que contrai a doenca fica infecciosa imediatamente. Assumiremos ainda
que a populacao estd em estado demografico estacionério, conforme definido na se¢ao an-
terior. Denotando por N(a) a populacao com idade a, a partir do item (i) da observacao

ao final da secao anterior, obtemos:
N(a) = p*Ne~ o rz, (2.9)

Assumiremos que cada individuo pode viver por um tempo de no méaximo w > 0, isto é,
N(a) >0sea<we N(a)=0sea>w. Isso significa que p é localmente integravel em
0,w) e
w
/ p(o)do = +oo.
0

Agora sejam X (a,t), Y(a,t) e Z(a,t) as densidades de individuos respectivamente susce-

tiveis, infecciosos e imunes na idade a e no instante ¢. Entao
N(a) = X(a,t) +Y(a,t)+ Z(a,t).

Denotaremos por 7 a taxa instantanea de recuperacao, isto é, entre os instantes t e t + At
uma fragdo aproximada por yAt dentre os individuos infectados se cura. Seja [(a,b) o
coeficiente de transmissao, ou seja, entre os instantes ¢ e t+ /At uma fragao aproximada por
B(a, b)AbAt dentre os individuos suscetiveis de idade a é infectada por algum individuo

infeccioso de idade entre b e b + Ab entre os instantes t e t + At. Definimos a for¢a de
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infec¢ao A(a,t) por:
Aa,t) = /w B(a,0)Y (o,t)do
0
o que representa a probabilidade instantanea de que certo individuo de idade a seja
infectado por algum individuo infeccioso (de qualquer idade). Assumiremos ainda que a
doenca nao afete a taxa de mortalidade da populacao.
Com essas hipoteses, usando um raciocinio similar ao utilizado na secao anterior,

a epidemia pode ser descrita pelo seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais:

(% + %) X(at) = —MaH)X(a,t) — p(a)X(a,), (2.10a)
(% ; aﬁ) Y(at) = MatX(@d) - (ula) + 7)Y (@8, (2100)
(% + %) Z(a,t) = vY(art) = pla)Z(a,t), (2.10¢)

com as condi¢oes de contorno
X(0,t) =p*N, Y(0,t)=0, Z(0,t)=0. (2.11)

A fim de simplificar o sistema, consideremos as fracoes das populacoes de suscetiveis,

infecciosos e imunes na idade a e no instante ¢:
X(a,t) Y(a,t) Z(a,t)
z(a,t) == . yla,t) = . z(a,t) = :
N(a) N(a) N(a)

Entao o sistema (2.10) pode ser reescrito para uma forma mais simples:

(% + %) a,t) = —M\a,t)z(a,t), (2.12a)
(% + (')ﬁ) (a,t) = Ma,t)z(a,t) —yy(a,t), (2.12h)
(%—F%) (a,t) = ~yla,t), (2.12¢)
2(0,t) =1, y(0,8)=0, =2(0,t)=0, (2.13)
onde
~(a,t) :/0 B(a,o)N(o)y(o,t)do, N(a)=p*Nr(a). (2.14)

No restante deste texto, consideraremos o sistema (2.12)-(2.14) com condi¢oes iniciais:
2(a,0) = zo(a), y(a,0) =yo(a), 2(a,0) = z(a), (2.15)
onde zg(a) + yo(a) + z0(a) = 1. Entao segue que para todo ¢ > 0

z(a,t) +y(a,t) + 2(a, t) = 1. (2.16)



30

2.3 [Existéncia e unicidade de solucoes

Nesta se¢do mostraremos que o problema de valor inicial e contorno (2.12-2.15)
tem uma Unica solucao. Primeiro note que é suficiente considerar o sistema apenas em
termos de z(a,t) e y(a,t), pois uma vez que essas fun¢oes sejam conhecidas, z(a,t) pode
ser obtida pela equagao z(a,t) = 1 — z(a,t) — y(a,t). Seja z(a,t) = x(a,t) — 1. Entao

obtemos o novo sistema para as variaveis T e y:

(% + ga) z(a,t) = —Aa,t)(1 + 2(a,t)), (2.17a)
(% " 83) y(a.1) = e, )(1+ (a, 1) — (e, 1) (2.17b)

#(0,t) =0, y(0,t) = 0. (2.18)
2(a,0) = 2¢(a) = zo(a) — 1, y(a,0) = yo(a), (2.19)

Seja X = L'(0,w;R?) ~ L'(0,w) x L'(0,w) o espaco de Banach formado pelas classes
de equivaléncia das funcoes Lebesgue-integraveis de [0,w] em R?, com igualdade q.t.p. e
equipado com a norma ||(¢1,12)||x = [|¥1]l; +[|12]|;- Reescreveremos o problema de valor
inicial e contorno (2.17-2.19) como um problema de Cauchy abstrato em X. Suponha
que B(a,b) € L>®([0,w] x [0,w]). Definiremos os operadores lineares A : D(A) — X e
P: L'(0,w) = L'(0,w) e o operador nao-linear F': X — X por:

(Ad)(a) = (—i¢1<a>, o) - 7¢2(a)> .

(PY)(a) = / B(a, 0)N (o (o) do,
F(o)a) = (—(Péa)(@)(1+ dr(a)), (Po)(@)(1 + b1(a))),

onde ¢ = (¢1(a), ¢2(a)) € X, ¥ € L'(0,w), o dominio D(A) é dado por:

D(A) = {6 € X : ¢; € AC|0,w], 3:(0) = 0}

e AC|0,w] denota o conjunto das fung¢oes absolutamente continuas em [0, w]. Com as defi-
nigoes acima, poderemos reescrever (2.17) sob a forma do problema de Cauchy semilinear

abstrato em X dado por

%Mw:mmm4mm» u(0) = ug € X, (2.20)

onde up(a) = (Zo(a),yo(a)), To(a) = xo(a) — 1.
Para demonstrar a existéncia e unicidade das solucoes desse problema, usaremos

o Teorema 1.3.8. Suas hipoteses serao garantidas pelo seguinte lema:
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LEMA 2.3.1. Com as definicoes acima:
(i) Os operadores A, P e F' estao bem-definidos;
(ii) P é um operador linear limitado e P € L*(0,w);
(iii) F' é um operador nao-linear continuamente Fréchet-diferencidvel;

(iv) A é gerador de um Cy-semigrupo de contragoes T(t),t > 0.

Demonstra¢ao. (i) e (ii) A estd bem definido, pois ¢; € AC[0,w] implica que ¢; é di-
ferencidvel q.t.p. e ¢} € L'(0,w). Como 3 ¢ limitada e N(o) < p*N, temos a
estimativa:

[(P)(a)] < [|Bllson” NIl

Entao Py € L>®(0,w). Integrando teremos

[Pyl < wllBlloer™ Nl#ll;,

entao Py € L'(0,w), P esta bem definido e é limitado, com norma || P|| < w|| 3| p*N.
Além disso, F(¢) € X V¢ € X, pois Poy € L®(0,w) e ¢ € L'(0,w) implicam
(Pga)(1+ ¢1) € L'(0,w).

(iii) Basta provar que a fun¢ao G : X — L;(0,w) dada por

G(0)(a) = (Pd2)(a)(1 4 d1(a)), ¢ = (¢1,¢2)

é continuamente Fréchet-diferenciavel. Sejam ¢ = (¢1,0s), H = (Hy, Hy) € X.

Calculando a derivada de Gateaux:

t—0 t
_ o (PO)(@)Hi(a)t + (PH)(a)(1+ 61(a)t + (PHy)(a) Hy (a)f?
t—0 t

= (P¢2)(a)Hi(a) + (PHs)(a)(1 + d1(a))
Veja que para cada ¢ € X a transformacdo linear DG(¢) ¢ limitada, pois
IDG(@)HIl, < |[(Poo)Hlly + [[(PHa)(1 + 1),
P2l M HLl + [ PHall (1 + @)l

1Pé2ll o 1 Hully + 1| Bll ot NIH 11+ é1)lly
< (1Pl + 1Bllor™ NIL + 1) ) HI-

IN

IN
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Entao G tem derivada de Gateaux. Basta agora mostrar que DG : X — B(X, L'(0,w))
é continua, onde B(X, L'(0,w)) é o espago das transformagoes lineares limitadas de

X em LY(0,w):

IDG(9)H — DG(9)H||, < [|P(¢2 = ¢2) Hilly + [(PHz)(é1 — &),

< N1P(é2 = )l Hilly + [[PHal [l é1 — ¢ally
< Bt Nlig2 = G2l [y + 118l cort” NI H [l 61 — é1lly
< (IBllak™ Nlig2 = éally + 1Bl o™ Nlidr = dall) Hll x-

Dai,

IDG(¢) — DG(O) < IBlloot”Nlid2 — G2l + 1Blloci™ Nllr — d1ll,
< NBlloct™ N6 = ol x-

Entao DG é continua e portanto F' é continuamente Fréchet-diferenciavel.

(iv)Para cada t > 0, defina T'(¢t) : X — X por

(p1(a—1t),pa(a—t)e )  sea>t,

(0,0) se a <t.

T(t)(¢)(a) =

Temos que mostrar que 7'(t) é um Cy-semigrupo. Por simplicidade, vamos identificar
cada v € L'(0,w) com a funcdo correspondente em L'(R), definindo ¢ = 0 em
(—00,0) U (w, +00). Assim T fica definido por:

T(t)(¢)(a) = (¢1(a — 1), ¢2(a —t)e™)
E claro que T/(0) = idy, e facil verificar que T(t + s) = T(t)T(s). T(t) : X — X é
continuo pois

707 - Tl w
:/0 |¢_51(a—t)—¢1(a—t)]da+/0 (Ga(a — 1) — dola — £))e="|da
w—t B B d w—t B B 77td
< /O ) o+ /O o) =l
< |l¢1 — d1ll; + |2 — P2l < [l — ¢l x-

Em particular, ||T'(¢)|| < 1 para todo t > 0, entdo T é um semigrupo de contragoes.

Resta mostrar que t — T'(t)¢, t € [0,400) é continua para cada ¢ € X. Sejam
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0 < s < t. Temos que

IT(t)o = T(s)¢ll x
= /0 |p1(a —t) — ¢p1(a — s)|da —|—/O |po(a — t)e—“ft — po(a— s)e "|da

< / “Jorla—t) — di(a—s)|da + / % sl — 1) — gy(a — 5)" @ |da.
0 0

Mudando coordenadas e estendendo as fungoes para R, vem:

1T(t)¢ —T(s)oll x
< /R |01(0 + 5 — 1) = ¢1(0)|do + /R |62(0 + 5 — )" — da(0)e 7 |da.

Como ¢1 e ¢9(-)e7 sdo integraveis em R, segue da Proposi¢ao A.2 do Apéndice a
continuidade desejada.

]

Com isso, o Teorema 1.3.8 garante que, para cada uy € X, existe um intervalo
maximo de existéncia [0,%,,) e uma tnica solu¢io fraca de (2.20), isto é, uma unica

fungao continua t — u(t;up) de [0,¢,,) em X tal que
¢
u(t; ug) = T(t)ug + / T(t — s)F(u(s;up))ds (2.21)
0

para todo t € [0,t,,). Além disso, ou t,, = +00 ou lim |lu(t;up)||x = +o00. Mais ainda, se
ug € D(A), entao u(t;ug) € D(A) para 0 <t < t,, (t;‘;nf?ungéo t — wu(t; up) é continuamente
diferenciavel e satisfaz (2.20) em [0,t,,). Nesse caso é facil ver que a defini¢ao de T'(t)
implica que a solugdo fraca satisfaz ainda a condi¢ao de contorno u(t)(0) = (0,0) para

0 <t < tp, e portanto resolve (2.17).

Para garantir a existéncia de uma solucao global, precisaremos do seguinte lema:

LEMA 2.3.2. Sejam
Q:={(z,y) e X:2>—-1,y >0}

Qo:={(2,y) e X:-1<2<0,0<y <1}

Entao a solugao fraca u(t;ug), ug € Q de (2.20) "entra"em Qo apds um tempo finito e o

conjunto €y € positivamente invariante.
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Demonstragao. Da primeira equac¢ao em (2.12), temos a representagao

e Jo Mpst—a+p)dp se t > a,

z(a,t) = (2.22)

t
zo(a, t)e—/ Ma—t+p,p)dp set<a,
0

o que mostra que Z(a,t) > —1 quando x¢(a) > 0. Se escrevemos a equa¢ao (2.12b) como

o problema de Cauchy abstrato

—y(8) = By(t) + (Py(@))(L + 2(t).  y(0) =y € L'(0,w), (2.23)

onde z(t)(a) = &(a,t) e o operador B é definido por

B = —d% —7, D(B)={¢ € L'(0,w) : ¢ € AC[0,w],%(0) = 0},

entao obtemos .

y(t) = St)y(0) + /0 S(t = s)(Py(s))(1+ 2(s))ds, (2.24)
onde S(t) := exp(tB) é um Cy-semigrupo gerado por B e dado por (S(t)v)(a) = ¥(a —
t)e 7. Agora, mostraremos que y(t) é positivo se assumimos que #(t) > —1 e yo > 0.
Dado t' € (0,t,), defina o espago W = C([0,#']; L'(0,w)) das fun¢oes continuas de [0, ']

em L'(0,w) munido da norma

lally = sup [lat)],e”
te[0,¢']

onde L serd escolhido adequadamente. T é completo, e nele definimos o operador K :

W — W dado por:

K(a)(t) = S(t)yo + /0 S(t—s)(Pa(s))(1+ z(s))ds.

E claro que y é ponto fixo de K. Se mostrarmos que K é uma contracio forte, o Teorema
do Ponto Fixo de Banach (Proposi¢cao A.4 do Apéndice) permitird escrever y como o

limite de uma sequéncia de elementos positivos.

Afirmacgao. Para uma escolha adequada de L, K € uma contracao forte.

Demonstracao.
[K(a)(t)(a) — K(a)(t)(a)] = | /0 St —s)P(a(s) — a(s))(a)(1 + 2(a, s))ds|
< /0 |P(a(s) — a(s))(a — (t — 5))|e " (1 + i(a, s))ds

t
< IIBIIOOM*JVG_W/O la(s) — als)ll,e”(1 + 2(a, 5))ds
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Como 2 é continua, ||Z(-,t)[|, é limitada, dai podemos definir C' = ||5|| u*N sup (w +
tel0,t']
|Z(-,t)||,). Entao, integrando de 0 a w, teremos:

1K (@)(t) = K(e) (D], < C@‘”t/O la(s) — a(s)[le™ds

IK(@)(t) = K(a)(#)],e ™™ < <7e“ﬁl”tjf la(s) — als)[|,e e ds

t
< C’e_(7+L)t||a—a||W/ el Hh)s s
0
C
< ~ 1 — —(v+L)t
< plla-ally (-t

Tomando supremo, vem:

K@)~ K@)y < —2

< —zlla—all.

Tomando L > C' — v, K sera uma contracao forte. O

Como W é completo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, a sequéncia y =
K"(yo) converge para o tnico ponto fixo de K, que é y. Além disso, é facil ver que
a(t) € Q VvVt € [0,t] implica K(a)(t) € Q Vvt € [0,t]. Assim, y(t;y0) € € para todo
0<t<t,seycE .

Agora seja w(t) := &(t) + y(t). Entao temos

%w(t) = Cw(t) —yy(t), w(0)=2¢+1y € L'(0,w), (2.25)

onde o operador C' é dado por

C = —%, D(C) = {¢y € L'(0,w) : ¥ € AC[0,w],(0) = 0}.

De (2.25), segue que para y(t) positivo

w(t) =U(t)w(0) — /0 Ut — s)yy(s)ds < U(t)w(0), (2.26)

onde U(t), t > 0 é o Cy-semigrupo positivo gerado pelo operador C, dado por (S(t)y)(a) =
Y(a—t). Entao w(t)(a) < w(0)(a—1t) = zo(a—1t)+yola—1t), a >t ew(t) <0 parat > w,
que implica Z(t) < 0 e y(t) < 1 para t > w. Entao segue que a solugao fraca u(t;up),
ug €  entra em {2y quando t > w, e se ug € €y, entao u(t; ug) € € para todo t > 0. Isso

completa a demonstragao. ]

Gragas a esse lema, sabemos que a norma da solugao local wu(t;ug), ug € Q de

(2.20) & limitada em seu intervalo de defini¢ao. Entao obtemos o seguinte resultado:
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PROPOSIGAO 2.3.3. O problema de Cauchy abstrato (2.20) tem uma inica solugao clds-

sica global em X com respeito ao dado inicial ug € QN D(A).

Segue imediatamente que o problema de valor inicial e de contorno (2.12)-(2.14)
tem uma tinica solu¢ao com respeito aos dados iniciais, a qual é continuamente diferen-
ciavel, global e positiva.

2.4 Existéncia de estados estacionarios

Seja (z*(a),y*(a)) um estado estacionéario do sistema 2.12. Entdo é facil verificar

que:
" (a) = e Jo N (2.27a)
y(a) = /a e 1D\ (o) Jo A dn g (2.27Dh)
0
A (a) = /w B(a,o0)N(o)y*(o)do. (2.27¢)
0
Substituindo a segunda equacao na terceira e integrando por partes, obtemos uma equacao
para \*(a):
A (a) = /w dla, o)X (o)e™ Jo X Mdn gy (2.28)
0
a.0) = [ 8. ONQ . (2.29)
Veja que teremos
60,)| < 18l | NG < 8], (2.30)

Da terceira equacao de (2.27), segue que |A(a)] < p*N|B|l . |ly*ll;- Entdo segue de
y* € LY(0,w) que \* € L>®(0,w). E claro que uma solucio de (2.28) é A\*(a) = 0, a qual
corresponde ao estado de equilibrio livre de doenca. Para investigar solucoes positivas nao-
triviais de (2.28), definimos o operador nao linear ®(1)) no espago de Banach £ = L'(0,w)
com o cone positivo By :={¢ € E :1 >0 q.t.p.} por:

() (a) == /O i dla, o) p(o)e” lo vDdgs e B (2.31)

Como o dominio de ® esta incluido em L*(0,w), as soluc¢oes de (2.28) correspondem a
pontos fixos do operador ®. Observe que o operador ® tem um majorante linear positivo

T definido por:
(T)(a) = / b0, 0)(0)do, ¢ € E. (2.32)
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Estudaremos T' com base nas definicoes da secao anterior. Para tanto, precisaremos da

seguinte suposicao:
SUPOSIGAO 2.4.1. (1) € L*>®((0,w) x (0,w)).

2) )
tim [ 18(a +1.0) = Bla )lda =0 (2.33)

uniformemente para ¢ € R, onde [ € estendida por f(a,() = 0 para a, € (—o0,0)U

(w,0).
(8) Ezistem nimeros o com 0 < o < w e € > 0 tais que
B(a, ) > € para quase todo (a,() € (0,w) X (w — a,w). (2.34)
Entao podemos provar que:

LEMA 2.4.2. Sob as hipoteses da Suposicao 2.4.1, o operador T : E — FE € nao-

suportante e compacto.

Demonstragao. Defina o funcional linear positivo f, € E7 por

(o) = /0 ’ { / " S(ON(Qe " Ddc | Y(o)do, W € E, (2.35)

onde a fungao s(¢) é definida por s(¢) =0, ¢ € [0,w —a); s(¢) =¢,( € (w—a,w). Entao
B(a,¢) > s(¢) para quase todo (a,() € [0,w] x [0,w]. E facil ver que o funcional f; é

estritamente positivo e que
TY > (fo, e, e=1€E,, ¥ E;. (2.36)
Entao para todo natural n, teremos:

T > (fo, ) (fo, €)"e.

Dai obtemos (F,T™)) > 0, n > 1 para todo par ¢ € E, \ {0}, F € E% \ {0}, isto é,
T é nao-suportante. Para demonstrar que 1" é compacto, usaremos o critério de Fréchet-
Kolmogorov (Proposi¢ao A.3 do Apéndice). Como o critério se aplica ao espago L'(R),
fazemos a identificagao F ~ {¢) € L'(R) : ¢(a) = 0 Va € R\[0,w]} C L'(R), e estendemos
T para L'(R) definindo ¢(a,o) = 0 para (a, o) fora de [0,w] x [0,w]. Desse modo temos
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T(L'(R)) C E e é suficiente mostrar que 7' é compacto em L'(R). Primeiro, usando

(2.30), teremos para todo ¥ € L*(R):

ITol, < / / 16(a, 0)(0)|doda

N e dod
< 18llw / / (o) |doda
< 11w N 6.

Entao T é limitado. Seja K um subconjunto limitado de L*(R), com [[¢]|, < M V¢ € K.

T(K) é limitado, queremos mostrar que T'(K) é relativamente compacto. Veja que

/0 (@) ath) — (Te)(@)lda < / ’ / " Jo(a+ hyo) — d(a, o) |[(0)ldoda

< [ ( [ 160+ no) - ¢<a,a>|da) 9(0)ldo

< M sup /w |p(a+ h,0) — ¢(a,0)|da. (2.37)
0

0<o<w

Usando a definicao de ¢, teremos:

[ 1otasho)—staclaa < [ [" 150+ .0 - Bla.OIN(Qdcdo
0 0 0
< N [ [ 1810 - e Oldcde.

Da suposigao 2.4.1 e da equagao (2.37), provamos que é satisfeita a condigao (ii) do critério

de Fréchet-Kolmogorov. Agora veja que, como T(L'(R)) C E, teremos

/ _lr@ida=o

Entao todas as condigbes necessarias sao satisfeitas e concluimos que T'(K) é relativamente

compacto em L'(R). Portanto T' é compacto. [l

Segue da Proposi¢ao 1.6.2 que o raio espectral r(7") do operador T" é o unico
autovalor positivo com um autovetor positivo e ainda um autovalor do operador dual 7’

com um autofuncional estritamente positivo. Agora podemos provar o seguinte:

PROPOSIGAO 2.4.3. (Resultados de bifurcagao) Seja v(T') o raio espectral do operador

T definido por (2.32). Entao:

(1) Se r(T) < 1, entao a tinica solugao nao-negativa da equagao v = ®() é a solugao

trivial v = 0.
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(2) Se r(T) > 1, a equagao 1 = ®() tem pelo menos uma solu¢ao nao-trivial positiva.

Demonstragio. Suponha que r(T) < 1. E facil verificar que T — ®() € E, \ {0} para
Y € E.\{0}. Se existe uma solugao ¢y € E,\{0} de ¢ = ®(v)), entao vy = (o) < T¢o.

Seja Fy € E', \ {0} o autovetor adjunto de 7" correspondente ao autovalor 7(7"). Tomando
pares duais, encontramos (F{, T'(vg) — o) = (r(T) — 1){F}, 1) > 0, pois T'(¢y) — g €
E \ {0} e F{ é estritamente positivo. Entao temos r(7") > 1, o que é uma contradigao.
Vamos agora assumir que (7)) > 1. Usando a Suposi¢ao 2.4.1, de maneira anéloga ao

que foi feito na demonstracao do Lema 2.4.2, podemos deduzir que

/Ow 1B(¢)(a+ h) — ®(¢)(a)|da < /Ow/ow G(a + h, ) — dla, o) |dali(o)]e 5 YDdng,

< (1- e‘”wll sup / |p(a+ h,o) — ¢(a,o0)|da

0<o<w

e ainda

/ |®(¢)(a)|da < (1—e W” sup / |6(a, 0)|da, (2.38)

0<a’<w

/ [ @lda =0

Entao o operador ® é completamente continuo em E. Definamos M por:

My := sup ¢(a,o)da

0<o<w JO

e o conjunto Q = {¢p € £ : 0 <, ||v]]; < Mp}. Entao, de 2.38, temos ®(E;) C 2, em

particular € é invariante por ®). Definamos o operador ®, por:

o(y), se [0, =r ¢ e By,
O(h) + (r = [l )b, se [[¢fly <7 e By,

onde 1y é o autovetor positivo de T' correspondente a r(7) > 1. Entao ®, é também

completamente continuo. Considere o conjunto:
Q ={peE:0<v[[¢fl; < Mo+ rlleoll, }-
Entao, dado ¢ € €Q,., teremos:

1, (D)]y < [llly < Mo se [[9lly =7,

1S (D)]ly < N2y + (r = 1)l < Mo+ rllebolly se [[¥fl, <.
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Entao @,.(2,) C Q,. Como €, é limitado, convexo e fechado em E, ®, tem um ponto fixo
. € Q, (Teorema do Ponto Fixo de Schauder, Proposi¢ao A.5 do Apéndice). Vejamos
agora que a derivada de Fréchet de ®(¢)) em ¢» = 0 é o operador T. Seja H € E.

||<D(H) _(I)<O) _THHl / / e~ fo )dﬁ_l
< o(a,0)|H( doda
1A, NH @71

< M/ H (o)) b 1],
> o o
" Jo ||HH1

) M/w|H( )|€||H||1_1d
= 0 O)|l— 57— a0
0 [ H[];

Como limy_, L = 1, podemos tomar ¢ > 0 tal que [t| < 0 implica [l 1' < 2, dai

|®(H) — ®(0) - THI|, v
i < MO/O 2 H (o) |do

Entao o limite é zero quando ||H||; — 0, ou seja, T' é a derivada de Fréchet de ® em
0. Sabemos que T nao tem autovetores em F, correspondendo ao autovalor 1. Agora,
aplicaremos o método de Krasnoselkii (ver [5], Teorema 4.11), para mostrar que as normas
dos pontos fixos sao maiores que r se r é suficientemente pequeno, e consequentemente

que ¢ tem um ponto fixo positivo. Denote 1, = 1);,. Teremos

1
0 < leall, < = (239
Da definicao de ®,., vem
1

86+ (5= 1011 ) o = (240
Como T é compacto, a imagem por 1" da esfera unitaria é compacta, logo a sequéncia
T”w I admite subsequéncia convergente. Por simplicidade, suponhamos que ela converge

para certo ( € F.. De (2.39), somando e subtraindo termos, temos

]. n @ n _T n
( )% Vo _ 20n) — Ty +T U (2.41)
nllinll; [l [l [¢ally

que implica

lim sup ( ||wn||1) ol < 1+ liclh:

n—oo

De (2.39), teremos > 0. Entao, podemos tomar uma subsequéncia de 1, tal

1
nllnlly

que esse termo converge. Por simplicidade, podemos supor que esse termo converge para
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a > 0. De (2.41), tomando limites temos agora que converge para certo ug € F,

W H
com |lug|| =1, e vale a relacao:

Oélp(] = Up — TUO. (242)

Como 1 nao é autovalor de T, devemos ter o # 0. Entao ug > a¢g com a > 0, dai
ug + a(—¢o) > 0. Pelo Lema 1.5.2, existe t; maximal no sentido de que ug > topg e

up > tgo implica t < ty. De (2.42), teremos:

ug > T'(topo) + arpo = (r(T)tg + a)thy.

Mas r(T")to+a > tg, o que contradiz a definigao de ty. Isso completa a demonstracao. [

2.5 Unicidade dos estados estacionarios
Para provar a unicidade da solugao estacionaria, precisaremos da seguinte suposi-
Gao:
SUPOSIGAO 2.5.1. Para todo (a,0) ,w| X [0,w], vale a desigualdade:
B(a, / Bla, O)N(C)e "= d¢ > 0. (2.43)

PROPOSIGAO 2.5.2. Suponha que valha a Suposicao 2.5.1. Se r(T) > 1, entao ¢ tem

apenas um ponto fixo positivo.

Demonstragao. Do Lema 1.7.2 e da Proposicao 2.4.3, é suficiente mostrar que ¢ é um
operador monotono concavo satisfazendo a condicao (1.5). Da defini¢ao de @, (equagdo

(2.31)), segue que

d(y)(a) = /0 ) ( /U ) B(a, ()N(g)e—v@—ﬂdg) b(o)e 7 voingy
= / ) / " Bla, ON(Qe ™ p(a)e KXo

¢
_ / B(a, O)N((e —v¢ </ o <_%> efoaw(n)dndg) d¢
¢
— / B(a,)N(C)e ¢ (1 _ e—fogw(n)dn+7/ evce—fo”w(n)dnda) d¢
0 0

= (a,0) - / Bla, QN g
+y / B(a,)N(C)e e Jo vdnge o

= (a,0) - / [8(a, 0)N (o) — 7(a, o)le ¥ Y@y,

0
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Da ultima formula, como estamos supondo f(a,c)N (o) — y¢(a,0) > 0 V(a,0) € [0,w] X
[0, w], é facil verificar que ¢ —1) € E implica ®(y)) —®(¢)) € E, para quaisquer 1,9 € E,

ou seja, que o operador ® é mono6tono. Agora veja que

() < (1) < B(Y)o,

:i/wfwﬁmUwﬁw@mmz
/ e~ Jo ¥(m)dn do,

onde M := ||B(a,b)||,, < 400, f(0) e g(o) sao definidas por:

onde g =1e

ﬂw:/ﬂmmwﬂHMymw:/ﬁmwwﬂ«

Entao segue que a(¢) > 0e B(¢») > 0 para ¢ € E; \ {0}. Além disso obtemos:

(1) (a) = t2(¢)(a)
_ t/ dla, o)p(o)e o ¢imdn [ (1=t) J§ (mdn _ 1} do

> t/ f(o e~ Jo ¥ndn [ (1=t) Jg $Ondn _ 1} do,

de onde concluimos que ® é um operador concavo e que a condigdo (2.5.1) é satisfeita

tomando-se ¥y = 1 e:

n(,t) = t/ow floyb(o)e” Jo ¥(n)dn [e(l—t) Jo wmdn _ 1] do.

[sso completa a demonstracao. O

Note que a Suposi¢ao 2.5.1 vale se B(a,0)N(o) é ndo-decrescente como funcao de

o. De fato, temos:

Bla,0)N(a) =~ [ Bla, ON(¢)e "= d¢
=17 [, 18(a,0)N(0) = B(a, )N(Q)]e " =7d( + e~ B(a,0)N (o),

0 que é nao negativo para todo (a,0) € [0,w]x[0,w] se f(a,c)N(c)—pF(a,)N(¢) > 0 para
( > 0. Em particular, a Suposicao 2.5.1 vale se  independe da idade o dos infectivos,
porque N(a) é uma fungiao decrescente. Outro tipo de condigdo que garante a Suposi¢ao

2.5.1 é a seguinte:

m(a) > k(1 — e 7@, (2.44)
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onde a constante k definida por:

_ sup f(a,b)
~inf B(a, b)

é finita. Como N(a) = p*Nw(a) < p*N, a suficiéncia da condicao (2.44) segue da
desigualdade

B(a,0)N(0) —v¢(a,0) > inf Ba,0)p*Nlr(0) — k(1 — e @7)].

Observagao 2.5.3. Independentemente de valer a Suposigao 2.5.1, se [(a,b) puder ser
fatorada como u(a)v(b) (o que se chama de hipdtese de mistura proporcional ), existira um

tinico estado estacionario nao-trivial sob a condicao:

r(T) = /w ¢(o,0)do > 1.
0
Analisemos esse caso. De fato, da equacao (2.29) teremos:
#(a,0) = Cula)e™,
onde C' = ["v(Q)N(¢)edC, daf

(T¥)(a) = Cu(a) /O " (o) do.

Entao todo autovalor de T" deve ser miltiplo de u(a). Segue que, se T tem algum autovalor

nao-trivial, v serd o tinico a menos de miiltiplos, e o autovalor sera
w
r(T) = C/ e u(o)do
Jo
= / o(o,0)do.
0

Ja vimos que se r(T') < 1, o inico ponto fixo de ® é o trivial. Vejamos o que ocorre para
r(T) > 1. A existéncia de ponto fixo nao-trivial ja esta garantida pela Proposi¢ao 2.4.3;
falta a unicidade. Com a hipotese de mistura proporcional, ® é dada por:
w
®(¥)(a) = Cula) /0 7p(o)e Jo vdn g,
Como a integral independe de a, se fizermos ®(¢)(a) = ¥ (a) teremos que ¥(a) = éu(a)
para algum ¢ que serd positivo se ¢ é nao-trivial. Mostraremos que nesse caso ¢ é nico.

Na equacao de @, teremos que

C’u(a)/ e eu(o)e do Mgy — fi(a).
0
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Da Suposi¢ao 2.4.1, u(a) # 0 q.t.p., entao:
/ Ceu(o)e Jo gy — 1
0

A expressao acima decresce estritamente quando ¢ aumenta, entao o ponto fixo nao-trivial

1) = cu tem que ser nico.

2.6 Estabilidade

Nas secoes anteriores, demonstramos teoremas correspondentes a parte da con-
jectura de Greenhalg que trata da existéncia e e da unicidade de estados estacionarios
nao-triviais para o modelo (2.12), relacionadas a r(T"). No artigo [8] de Inaba, é ainda
demonstrada a estabilidade dos estados estacionarios, sob condi¢oes adequadas. Para isso

¢ necessario considerar a seguinte condicao:

SUPOSIGAO 2.6.1. Denote por (z*,y*, z*) um estado estaciondrio de (2.12). Entao
yr(w) < e ™.
O teorema de estabilidade é dado a seguir.

PROPOSIGAO 2.6.2. (Resultados de estabilidade local) Seja r(T') o raio espectral do ope-
rador T definido por (2.32). Entao:

(i) Se r(T) < 1, o estado estaciondrio trivial de (2.12) é globalmente assintoticamente

estdvel.
(i1) Se r(T) > 1, o estado estaciondrio trivial € localmente instdvel.

(i11) Se r(T) > 1 e a Suposicao 2.6.1 vale no estado estaciondrio endémico, entao ele é

localmente assintoticamente estdvel.



Consideracoes finais

Nesta dissertacao examinamos o modelo epidemioldgico SIR com estrutura etaria e
apresentamos fundamentos e grande parte da demonstracao devida a Inaba da conjectura
de Greenhalgh. A condi¢ao para a existéncia de estados estacionéarios nao-triviais (Supo-
si¢ao 2.4.1) é bastante aceitavel e robusta quanto a variagao dos parametros. As condigoes
para a unicidade (Suposi¢ao 2.5.1) e a estabilidade (Suposi¢ao 2.6.1) desse estado, porém,
sao mais sensiveis e menos aceitaveis biologicamente.

Outras limitacoes do modelo advém das seguintes suposicoes:

(i) a populagao se encontra em estado demografico estacionéario;
(ii) o periodo latente ¢ considerado muito curto;
(iii) a taxa de recuperacao independe da idade;

(iv) a infectividade independe da duracao da infecgao.

A suposicao de equilibrio demografico é razoavel para paises com baixa taxa de
crescimento populacional, mas populacoes em geral podem ter seu crescimento como um
fator importante para a propagacao da doenca, devido a uma renovacao mais intensa do
grupo dos suscetiveis. As demais itens também podem ser importantes dependendo da
particularidade da doenca, portanto representam limitagoes do modelo.

Apos a publicac¢ao do artigo [8] de Inaba, surgiram mais variagoes do modelo em
novas publicagoes, nas quais algumas das limitagoes foram resolvidas. Em [10]| é apre-
sentado um modelo SEIR, ou seja, um modelo com recuperagao e estado latente (E) nos
mesmo moldes do modelo SIR que estudamos, e os autores demonstram resultados ané-
logos. Em [9], Inaba apresenta um modelo SIR no qual a populacao esta em distribui¢ao
etdria persistente, ou seja, mantém as proporcoes entre as faixas etarias constantes mas

pode estar crescendo ou decrescendo no total. Além disso, a taxa de recuperacao depende

45
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da idade, de modo que as condicoes (i) e (ii) sdo superadas. E também considerada a
transmissao vertical.

Ainda assim, suposi¢oes biologicamente adequadas para a existéncia e unicidade
do estado estacionério ainda nao foram alcangadas, tratando-se portanto de um problema

a ser trabalhado.



APENDICE - Teoremas auxiliares

PROPOSIGAO A.l. (PRINCIPIO DA LIMITAGAO UNIFORME) Seja {T,;a € A} uma fa-
milia de operadores lineares limitados de um espaco de Banach X em um espaco linear
normado Y. Se {||T,z||y : a € A} € limitado para todo x € X, entao {||T,|| : a € A} €

limitado.

Demonstragao. Ver [16], paginas 68, 69. O

PROPOSIGAO A.2. Se ¢ € L'(R), entdo

li
h—0

m/ﬂg|w(a+h)—w(a)|dazo

Demonstragao. Ver [15], pagina 29. m

PROPOSIGAO A.3. (CRITERIO DE COMPACIDADE DE FRECHET-KOLMOGOROV) Um
subconjunto S de LP(R), 1 < p < oo € relativamente compacto (em LP(R))se e somente

se satisfaz as sequintes condi¢oes:

1
) s [y = s [ 1066)Pas) " < o0
Ppes Ppes R

(i1) lltin(l)/ [Y(t+ s) — (s)[Pds = 0 uniformemente em ¢ € S;
VIR

(iii) tlim |1(s)[Pds > 0 uniformemente em 1p € S.
=0 Jls|>a
Demonstragao. Ver [16], paginas de 275 a 277. O
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PROPOSIGAO A.4. (TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH) Seja (X,d) um espago
métrico completo e suponha que K : X — X seja uma contracao forte, isto €, que exista
0<a<1tal que d(K(x), K(y)) < ad(x,y) Yo,y € X. Entao K possui um tnico ponto
fitox* € X e

lim K"(z)=2"Vx e X,

n—-+o0o

onde K" = K" 'o K e K° =idx.

Demonstra¢ao. Dado x € X arbitrario, definamos x,, = K"(z). Entdo d(z,41,%,) <
ad(zy,, x,—1) e, por indugao, segue que d(x,11,x,) < a"d(z1,x0). Agora, usando a desi-

gualdade triangular, dados n,m € N, n > m, teremos

d(Tp, Tm) < d(@p, Tpo1) + -+ d(Tmi1, Tm)
< " Md(xy,m0) + -+ o™ (2, 20)
< o™ 'l4a+-+a"™)d(zy, w0)
< " Ml4a+ A+ )d(a, x0)
ol
< T &d(x1,$o).

Entao (z,) é sequéncia de Cauchy e, portanto, convergente, uma vez que X é completo.

Seja x* seu limite. Como K é contracao, é evidentemente continua, logo
¥ = lim K" (7) = K (lim K"(z)) = K(2¥)

e portanto z* é ponto fixo de K. Resta mostrar a unicidade. Se supomos que =7 e 3 sao

pontos fixos de K, entao

Como 0 < a < 1, isso s0 é possivel se d(z7,25) = 0. ]

PROPOSIGAO A.5. (TEOREMA DO PONTO FIXO DE SCHAUDER) Seja X um espago de
Banach e S C X fechado, limitado e convexo. Seja f : S — S continua com imagem

f(S) relativamente compacto. Entao F tem pelo menos um ponto fizo.

Demonstragao. Ver [2], paginas 149 e 150. [
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