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Resumo

A caracterizacdo de matréides através de sua circunfar@riciou-se com a publicacédo dos
artigosMatroids Having Small Circumference, Combinatorics, Ribitity and Compumting
(2001) 10, 349-36@ Connected matroids with a small circumference, Discretéhdanatics
259 (2002) 147-161e Braulio Maia Junior e Manoel Lemos, onde eles construfoatas as
matréides com circunferéncia menor ou igual a 5. RecentememThe 3-connected binary
matroids with circumference 6 or 7, European Jounal of Coratarics (a ser publicadoRaul
Cordovil, Maia Junior e Lemos construiram todas as matsdidtearias 3-conexas de circunfe-
réncia 6 e 7, contudo eles trabalharam apenas com matrédesstbb pelo menos 8. Nesta
tese construimos todas as matrdides binarias de circacfaré e posto pequeno, isto é, as
matréides de posto 5,6 e 7.

Com base no resultado de Bixby(1972), Cunningham(1973)yen&er(1980), que diz:
Uma matréide 2-conexa M néo é 3-conexa se e somente=sé/yls, Mo, onde M e Mp séo
matréides conexas, cada uma isomorfa a um menor préprio dmhtluimos que para estudar
as matroéides de posto pequeno é suficiente conhecer asderatbinarias core-circunferéncia
3,4 e 5. Como Maia Junior ja havia construido as matréiden@@s cone-circunferéncia
3 e 4, bastava-nos construir as matréides binariasesoirtunferéncia 4 e 5. Iniciamos des-
crevendo todas as matréides 3-conexas binarias de ciréuafa 6 e posto 7 e posteriormente
descrevemos todas as matréides binarias 3-conexas camfeir@ncia 6 e posto 6. Assim foi
possivel conhecer todas as matroides 3-conexasanrunferéncia 5.

Conseguimos também construir as matroides binarias n@o&xas cone-circunferéncia
4 e 5. Estes resultados nos fornecem uma completa desced@alas as matroides binarias
nao 3-conexas de circunferéncia 6 e posto pequeno.

Palavras-chave: Matréide, binaria, circuito, circunferéncia, e-circuréfiacia, posto, conexa,
3-conexa, isomorfa.



Abstract

The characterization of matroids through its circumfeeshegan with the publication of the
articlesMatroids Having Small circumference, Combinatorics, Rabitity and Compumting
(2001) 10, 349-36@&nd Connected matroids with a small circumference, Discretehdima-
tics 259 (2002) 147-16df Braulio Maia Junior and Manoel Lemos, where they construc
all matroid with circumference at most five. Recently,Tihe 3-connected binary matroids
with circumference 6 or 7, European Jounal of Combinatoficsappear) Raul Cordovil,
Maia Junior and Lemos construct all 3-connected binary orddrwith circumference 6 and 7,
however they worked only with matroid having rank at leaghei In this thesis we construct
all binary matroids with circumference 6 having small ram&enely the matroid having rank 5,
6 and 7.

Based on the results of Bixby (1972), Cunningham (1973) ayr®ur (1980), which say
that: A 2-connected matroid M is not 3-connected if and only ENW1 &> M», where M and
M, are connected matroids, each of which is isomorphic to a @rapinor of M,to study the
small rank matroids it is sufficient to know the binary madioiithe-circumference 3, 4 and 5.
Since Maia Junior has constructed the 3-connected matwid®-circumference 3 and 4, itis
sufficient to construct the binary matroids wedtircumference 4 and 5. We began describing
all the binary 3-connected matroids with circumference @ @mk 7 and then we describe all
binary 3-connected matroids with circumference and rankHus it was possible to know all
the 3-connected matroids wigacircumference 5.

We also construct the binary matroids not 3-connected iiicumference 4 and 5. This
result allows a complete description of all binary not 3+oected matroids with circumference
6 having small rank.

Keywords: Matroid, binary, circuit, circumference, e-circumferencank, connected, 3-
connected, isomorphic.
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CAPITULO 1

Introducéo

A teoria de matrdides foi introduzida em 1935 por Whitney] [d8 tentativa de analisar a
esséncia abstrata da teoria de dependéncia. Quando dgdtefilei matréides Whitney tentou
capturar as propriedades fundamentais que sdo comuns & greatrizes, essa definicao
acabou por abracar uma diversidade maior de estruturasmatditias. Desde entdo, tem sido
reconhecido que matréides aparecem naturalmente em atiizcombinatoria e pode ser
usada como estrutrura para abordar diversas variedadeshderpas combinatoriais.

Buscamos resultados que limitem o tamanho dessas estrstatisfazendo determinadas
condi¢cdes em termos de seus invariantes. Circunferénicesd¢olhida devido ao fato de que
recentemente, ela tem aparecido em alguns limites, comexgonplo, no limite superior para
o tamanho de uma matréide minimalmemeonexa e no limite inferior para o tamanho de uma
matrdiden-conexa, para € {2, 3}, contendo um circuito cuja delecéo é tamb#gonexa (veja
[9, 10, 11]). Usando esses limites e resultados sobre rdafde circunferéncia pequena, é
possivel melhorar alguns limites encontrados na liteaatiMaia Jr. [6] construiu todas as
matréides com circunferéncia no maximo 5. Com o conhecion@atodas as matroides com
circunferénciec, por exemplo, podemos calcular todos os nimeros de Ramiseyl,y) para
matrdides, para todo valgpara uma definicdo d€x,y) veja Reid[14]). Esses numeros foram
completamente determinados por Lemos e Oxley [12] usandsllwomlimite para o nimero de
elementos de uma matréide conexa como uma funcéo de suafen@ucia e cocircunferéncia.

Quem primeiro caracterizou matrdides através de sua ¢e@ncia foi Braulio M. Junior
em suatese de doutorado na Universidade Federal de Perr@aediua orientacdo do professor
Manoel Lemos. Neste trabalho Maia Jr. caracterizou todasaagdides com circunferéncia
no maximo 5. Este trabalho lhe rendeu dois artigos (veja]jg,urm deles em parceria com
Lemos. Recentemente, Raul Cordovil, Braulio M. Junior e ddth.emos [2] caracterizaram
todas as matroides binérias 3-conexas com circunferéreia € posto grande, pelo menos 8.
Também para posto maior ou igual 8, Lemos e Cordovil [3], gdizam o resultado anterior
para matroides 3-conexas com circunferéncia 6.

Os resultados de Cordovil, Lemos e Maia Jr. ndo contemplamdides com circunferéncia
6 e posto pequeno, isto €, posto 6 e 7. Nesta tese construbatens as matréides binarias
com circunferéncia 6 e posto pequeno. Comegamos constrtmaids as matréides binérias
3-conexas com circunferéncia 6. Dividimos esta tarefa eimahpitulos: no terceiro capitulo
descrevemos todas as matroides binarias 3-conexas camfeir@éncia 6 e posto 7 e no quarto
capitulo as matréides binarias 3-conexas com circunfex@nposto iguais a 6. No capitulo
5 caracterizamos todas as matréides binarias emincunferéncia 4 e 5. De posse desses
resultados e dos resultados dos capitulos 3 e 4 e, usandoltadesdevido a Seymour [15],
construimos, também no capitulo 5, todas as matréidesidsn@dm circunferéncia 6 e posto



CAPITULO 1 INTRODUCAO 2

pequeno. As matrdides construidas nesta tese nao aparadgsnatura, portanto sao inéditos.
No capitulo 2, damos algumas defini¢cdes e conceitos nemesaarentendimento dos capitulos
subsequentes e enunciamos alguns resultados obtidomanerte de modo a nos localizar
dentro do problema.



CAPITULO 2

Preliminares

Este capitulo tem por finalidade munir o leitor do conhecitmeecessario para compreensao
dos principais resultados encontrados nesta tese. Netardefos e exemplificaremos o que
€ uma matroide e as consequéncias desta definicdo que sads @sn toda tese. Também
mostraremos alguns resultados obtidos anteriormentaaetedzacao de matroides atraves de
sua circunferéncia. Defini¢cdes e resultados locais sendioceaados nos respectivos capitulos
em que serao abordados.

Assumiremos gue o leitor esteja familiarizado com os caasdiasicos de algebra linear e
teoria dos grafos. Algum conhecimento de matréide serdnatil ndo essencial, visto que os
conceitos necessarios serao revisados quando eles fareauridos. Em geral, usaremos a
mesma notacao e terminologia encontradas no livro do Okf&y [

2.1 Definicdes e Exemplos

Podemos definir matréides de muitas maneiras diferentespptodas equivalentes. Aqui
daremos a definicdo usada por Whitney:

Uma matréide Mé um par ordenad¢E, .#) consistindo de um conjunto finit& e uma
colecdo.# de subconjuntos de satisfazendo as seguintes trés condi¢des:

(1) 0e 7.
(12) Sel € # el’Cl,entdd’ € .7.
(13) Seljelyestdoems ell1| < |lo|, entdo existe um elemenga 1, — |4 tal quel;Uee 7.

SeM € uma matroidéE,.#), entdoM é chamada uma matrdide daiM), ondeE(M)
denota o conjunto dos elementos e Os membros de/ sdo chamados deonjuntos in-
dependentesUm membro de# de cardinalidade maxima € chamado upagzede M. Um
subconjunto d& (M) que nédo esti en¥ (M) € umconjunto dependent&m conjunto depen-
dente minimal déVl ser4 chamado uircuito deM e denotaremos o conjunto dos circuitos de
M por & (M). Definimos acircunferénciade uma matroid& por

circ(M) =max|C|:Ce ¥ (M)}.
e paree € E(M), definimos a-circunferénciadeM por

circe(M) =max|C|:ecCe % (M)}.
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NoOs chamaremos um elemergaelaco de M se{e} é um circuito deM. Mais ainda, se
ee f sdo elementos dd tal que{e, f} € um circuito, entde e f sdo ditos estar eparalelo
emM. Umaclasse em paraleldeM é um subconjunto maxim deE(M) tal que quaisquer
dois membros distintos d¢ estdo em paralelo e nenhum membrod@um lago. Uma classe
em paralelo drivial se ela contém somente um elemento.Msrdo tem lacos e nem classes
em paralelo ndo triviais, entdd é chamada de unmaatréide simplesNesta tese, a menos que
se diga o contrario, toda matroide € simples.

Exemplo 1. Considere o grafo compleKy,.

€1
Figura 2.1 GrafoKy

SejakE = {e1,e,,e3,€4,65,65} 0 conjunto das arestas do gréfpe .7 uma colegéo de subcon-
juntos deE que néo séo ciclos eMy. O par(E,.¥) é uma matroide.

A matrdide do Exemplo 1 ndo é um caso especial, em geral, dadgrafo G qualquer,
sempre podemos definir uma matréide sobre as arestasldma matrdide que é assim obitda
é chamada dmatrdide dos ciclogleG e é denotada pdvi(G). Mais especificamente,

Lema 2.1. SejaE o conjunto das arestas de um gr&f@® .7 a cole¢do dos subconjuntos das
arestas dos subgrafos @aque séo florestas. Entdb= (E,.¥) é uma matroide. n

O nome matréide sugere uma estrutura relacionada a masjzesalmente, matrédides
foram introduzidas por Whitney para fornecer um tratamabtgtrato uniforme de dependén-

cia em algebra linear e teoria dos grafos. Uma classe imertée matroides nasce desta
estrutura.

Teorema 2.1. SejaA uma matriz sobre um corfi Sejak o conjunto dos rétulos das colunas
deA, e 7 colecdo de subconjuntbgieE para o qual o conjunto das colunas rotuladas @or
linearmente independente sobireEntao(E,.#) é uma matréide. n

A matroide obtida da matria como no Teorema 2.1 serd denotadaph|. Esta matréide
€ chamada dmatroéide vetorialde A. O proximo exemplo ilustra este resultado.

Exemplo 2. Considere a matriz

1 2 3 4 5 6 7
1001101
A= 0101011
0010111



2.1 DEFINIGOES E EXEMPLOS 5

SejaE o conjunto{1,2,3,4,5,6,7} dos rétulos das colunas dee .7 a colecédo de todos
0s subconjuntok deE para o qual o conjunto das colunas rotuladas pelos elemdatog
linearmente independente sobre o cdfpo Entdo.# consiste de todos 0s subconjuntosde
com no maximo trés elementos exceto pelos conjufto®, 4}, {1,3,5}, {1,6,7}, {2,3,6},
{2,5,7},{3,4,7} e{4,5,6}. O par(E,.7) é a matréidévi[A].

SejaM = (E,.#) uma matroide & C E(M). Note que(X,.7|X) é uma matroide, onde
JIX={l CX:l €.#}. Chamaremos esta matroiderdstricdo deM a X e denotaremos por
M|X. Definimos opostodeX C E(M) emM como sendo a cardinalidade de uma baskl €.
Denotaremos o posto aeemM porry(X).

Exemplo 3. Sejamm e n inteiros ndo negativos tal que < n. SejaE um conjunto comm
elementos €2 uma colecdo de subconjuntosEleontendan elementos. E facil verificar que
% € o conjunto de bases de uma matroideEEmNoOs denotamos esta matroide by, e
chamamos dmatroide uniformede postan em um conjunto da elementos.

SeM é uma matroide com funcéo postadefinimos a funcéechq cl : 28 — 2F definida
para todoX C E(M), por

cl(X) ={xeE:r(Xux)=r(X)}.

Um conceito muito importante que sera frequentemente useste trabalho € o de iso-
morfismo entre matrdides. Dizemos que duas matrdidles M, sdoisomorfas denotamos
por M1 = My, se existe uma bijecap de E(My) paraE(M,) tal que para todX C E(My),
¢ (X) é independente eivl; se e somente s¢ € independente e;.

Uma matréideM que é isomorfa a uma matréide dos cicM§G| para algum grafds é
dita matréidegrafica. Similarmente, uma matréidd que € isomorfa a uma matroide vetorial
MIA] para alguma matriA sobre um corpd é ditaF-representavele A é chamada uma
F-representaca@paraM. Uma matrdide que &,-representavel € chamada simplesmente de
matréidebinaria. As matréides descritas nos exemplos 1 e 2 sdo, respectitenggafica e
binaria. A matréide binarid [A] do exemplo 2 é conhecida corMatréide Fanoe é denotada
por /7. Ambas sdo muito importantes e aparecerdo muitas vezediaté da tese.

As matroéides binarias possuem caracteristicas bem istares. Uma das que faremos uso
constante nesta tese é dada pelo seguinte Teorema:

Teorema 2.2. As seguintes afirmagfes sé&o equivalentes para uma maitdide
(i) M é binéria.
(i) SeC, eC, sdo circuitos distintos, ent&3 ACy, contém um circuito.
(iii) SeCy eC, séo circuitos distintos, ent&y /\C, é uma uniéo disjunta de circuitos.
(iv) A diferenca simétrica de qualquer conjunto de circsidovazia ou contém um circuito.

(v) A diferenca simétrica de qualquer conjunto de circud@suniéo disjunta de circuitos.
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Um atrativo muito interessante das matroides graficas € ggenpos determinar muitas de
suas propriedades apenas analisando os desenhos dos gi@fasdes de posto pequeno tam-
bém possui uma representacdo geométrica igualmente diilgeal, tais representacdes séo
governadas pelas seguintes regras: Todos os lagos sdadosgpa um Gnico ponto isolado.
Elementos em paralelo séo representados por pontos caadodsplesmente por um Unico
ponto rotulado por todos os elementos da classe em par@lefcespondentemente para cada
elemento que néo é laco ou ndo esta em paralelo, existe um gistihto no diagrama o qual
nao toca nenhum outro ponto. Se trés elementos formam unitoiros pontos correspon-
dentes séo colineares. Da mesma forma, se quatro elementwai um circuito, os pontos
correspondentes sdo coplanares. Em tais diagramas, apoelem ser curvas e os planos re-
torcidos. A figura 2.2 (a) abaixo é a representagdo georaétaienatréidd/(K,) e a figura 2.2
(b) da matréidd—.

€5

€1 € €3
(&) M(Ka)
Figura 2.2 Representacdes geométricas dos exemplos 1 e 2, respestieam

Se as entradas de uma matkigdo tomadas de um corfo Entdo a matréide vetoridd [A]
permanece inalterada se as seguintes operacdes saocdamakna.

1. Permutacédo de duas linhas.
. Multiplicacdo de uma linha por um membro ndo nuldde

. Troca de uma linha pela soma daquela linha e uma outra.

. Permutacgédo de duas colunas (movendo os rétulos com amsplu

2
3
4. Delecdo de uma linha nula (a menos que esta seja a Unied.linh
5
6. Multiplicacdo de uma coluna por um membro nao nul@de

7

. Troca de cada entrada da matriz por sua imagem através detamorfismo dé.

As operacfes 1 7 sdo chamadas deperacbes elementaresE facil ver que por uma
sequéncia de operagdes elementares dos tip@s podemos reduzir a matrza formall, |D],
ondel, é a matrizr x r identidade € é alguma matriz x (n—r) sobreF. A matriz|l;|D] €
chamada umanatriz representante padrgmaraM.

Dada uma matréid® = (E,.¥), se# é a cole¢do de suas bases, pode-se mostrar que
#* ={E(M)—B:Bec %} éacole¢do de bases de uma matroide tdhdomo seu conjunto
de elementos. Esta matroide é chamada de matdiidede M e é denotada pdvl*. Oxley
[13] mostrou o seguinte resultado:



2.1 DEFINIGOES E EXEMPLOS 7

Teorema 2.3.SeM é uma matrdide vetorial dg;|D], entdoM* é a matroide vetorial de
[lnfr‘DT]. ]

e como consequéncia,

Coroléario 2.1. SeM é representavel sobre um cofpcentadd™* também é representavel sobre
O COrporF. [

Um cocircuitoem uma matréid®& é um circuito na matrdide dub* e similarmente, uma
classe em séripa matroideM € uma classe em paralelo na sua ddal

SejaM uma matroide € X,Y} uma particdo d&(M). Sejak um inteiro positivo. Dizemos
que(X,Y) é umak-separacadgaraM se

min{[ X[, [Y]} >k

r(X)+rY)—r(M)+1<k.

Uma matroideéM é dita sen-conexase e soment®l ndo possui umk-separacao para todo
inteiro positivok < n.

SejaM uma matroidgE,.#) e e um elemento d&. Seja.y' ={I CE—{e}:l € 7}.
Pode-se mostrar qU& — {e},.#’) é uma matréide. Nés denotamos esta matréidevpa e
chamamos ddelecdodee deM. See é um lago deM, entdo nos definimasl\e= M/e. Se
endo é um laco, entald /e é definido da seguinte formd /e= (M*\e)*. A matroideM /e é
chamada deontracdodee deM. Um menordeM é qualquer matroide que pode ser obtida de
M por uma sequéncia de dele¢des ou contracgdes, isto é, qualgtrdide da forma\ X /Y
ou, de forma equivalent®] /Y\ X, ondeX eY s&o subconjuntos disjuntos Be SeXUY # 0,
entdoM /Y\X é um menor préprio di!.

SeM; e My sdo matroides nos conjunt8® SUe ondee ¢ S, entdoM, € umaextensaale
M; seMy\e = M;. Nés chamaremaldl, umaextensdo néo triviatle M; see néo for um laco
ou um colaco (cocircuito de tamanho um)Me e e ndo esta em um circuito ou cocircuito de
comprimento 2 dél,. Também denotamos a matroillle por M1 U e.

Os proximos dois Lemas embora ndo sejam citados nos proxapdsilos, estdo implicitos
em toda teoria construida.

Lema 2.2. SejaN uma matrdide 3-conexa contendo no minimo trés elemembama exten-
s8o deN. EntdoM é 3-conexa se e somente Beg uma extenséo néo trivial te m

Lema 2.3. Toda matrdide binaria 3-conexa contendo no minimo quagmehtos possui um
menor isomorfo adl(Ky). ]

Chamamos deimplificacdade uma matréid® a matréide obtida dil deletando-se todos
os lacos e todos os elementos de cada classe em paXalalmenos de um elemento repre-
sentante dX. Analogamente, chamamos desimplificacdade uma matréid® a matréide
obtida deM contraindo-se todos os colacgos e todos os elementos de leada em séri¥ a
menos de um elemento distinguidoe
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2.2 Resultados Anteriores

Alguns resultados ja foram obtidos na caracterizacdo dedidas através de sua circunferén-
cia, esses resultados nos permitem conhecer a frontei@ntte@mento do tema.
DefinimosJ;gp como a matréide cuja representacao sdhbré dada pela seguinte matriz:

by by by by bs bg by bg by by

1 000 O0OO01 11 1
01 0 0O 101 1 1
0 01 00 1 10 1 1
0 001 0111 o0 1
0 000111110

Jg a matréide obtida dé o deletando-se a colurl e AG(3,2) a matrdide cuja representagéo
binaria é dada pdt,|Js — 4], ondels é a matriz de ordem 4 com todos os elemento iguais a um.
Agora suponha que men séo inteiros tais que €1 <3<ne0<m<n. Seja{U,V} uma
particdo dos vértices do grafo bipartido complEtp, tal queU eV sdo conjuntos estaveis,
U] =3 e |V| =n, digamosV = {vi,Vo,...,Vn}. SejaKg% o grafo simples obtido d&z
pela adicéo dé arestas unindo dois vértices de DefinimosM;, | como a matréide binaria
obtida deM(Ké'%) completando-se os cocircuitos de comprimentsi(8;),st(v2),...,St(Vm)
para circuito-cocircuitos com 4 elementos.

Assuma qué/ é uma matrdide binaria 3-conexa com circunferéncia 6.(8e < 5, entdo

Maia Junior e Lemos [7] mostraram que:

Teorema 2.4(Maia Junior e Lemos, [7])SeM é uma matroide 3-conexa tal qugM) < 5,
entdocirc(M) =r (M) + 1 exceto quand® for isomorfa dJ1 1, F, AG(3,2), Jg ouJso. n

Como consequéncia deste resultado temos que:

Corolario 2.2. SejaM uma matroide 3-conexa. $&M) < 5, entdo as seguintes afirmacbes
sdo equivalentes:

(i) circ(M)=6;

(i) r(M)=5eM ndo é isomorfa dy ouJip. n

Portanto, necessitamos caracterizar apenas as matréiee8as possuindo circunferén-
cia 6 com posto pelo menos 6. Mas Cordovil, Maia Junior e Leemo$2] construiram todas
as matroéides binarias 3-conexas com circunferéncia 6 e pesh menos 8, a saber:

Teorema 2.5(Cordovil, Maia Junior, Lemos, [2])SejaM uma matroide 3-conexa binaria tal
quer(M) > 8. Entdocirc(M) = 6 se e somente 3¢ e isomorfa M, m, para alguns inteiros
I,mentalqued <1 <3,6<m<n. n
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Recentemente Cordovil e Lemos generalizaram este resulades precisamos da seguinte
definicéo:
Diremos queMy, My, ..., My, comn > 2, é umlivro tendoe comodorsoquando:

(i) paratoda € {1,2,...,n}, M € uma matréide tal quec E(M;) ery, ({e}) =1; e
(i) E(M1) —e E(M2)—e,...,E(Mp) — e sao dois a dois disjuntos.

Teorema 2.6(Cordovil, Lemos, [3]) SejaM uma matréide 3-conexa tal qugM) > 8, entéo
as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(i) circ(M)=6.

(i) Existe um livroCy,...,C}; deM tendo dorsad. tal que{C;,...,C},L} € uma particdo de
E(M). n

Estes resultados deixam apenas uma lacuna na construgaatiésies binarias 3-conexas
com circunferéncia 6: aquelas com posto 6 ou 7. Portantontleveonstruir as matroides
binarias 3-conexas, com circunferéncia 6 e posto 6 ou 7. Npgmpos dois capitulos descre-
veremos as matréides com posto 7 e 6, respectivamente.



CAPIiTULO 3

Matroides binarias 3-conexas de circunferéncia 6 e
posto 7/

Neste capitulo descreveremos todas as matroides binadase3as com circunferéncia 6 e
posto 7.

Para todo o capitulo, seM uma matrdide binaria 3-conexa de posto 7 e circunferéncia 6
e C um circuito deM tendo circunferéncia maxima. Construiremos estas masG@dh duas
secOes. Na primeira se¢do nos descreveremos as matbidésue a matroidé /C possua
circunferéncia 3. Diremos que estas matréides sdo do portipp. Na secdo subseqliente
descreveremos todas as matréides binérias 3-conexas &m/peuja circunferéncia dé /C
€ no maximo 2 e chamaremos de matroides do segundo tipo.

3.1 Matrdides do primeiro tipo

Considere o grafé abaixo:

Figura 3.1 GrafoF

10
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Uma representacao pavi(F) é dada por:
e €& € € € & € € 6
1 0 0000 O 1 1]
01 00O0OO0OTZ11
0 01 00 O0OT11
0001 0O0O0T10O0
00 0OO0O10O010O0
0O 000 O0O1O0O01
| 0 0000O0T1O0T1

Sejaz;3 a extensao binéria dd(F) obtida adicionando-se mais 4 element®s, €11, €12

eeystais que{er, es, €5, €10}, {€2,€4,66,€11}, {€3,€8,€7,€12} € {€3,€3,69, €13} SAO circuitos de
Z13. A representacao binéria dgs € dada por:

€1 €& € €& & € € € €& €p €1 €2 €3
[ 111 0 1 0]
1101 10
1100 0 1
I7 101 1 1 1
100 0 1 1
011 1 0 1
i 010 0 1 1]

A matréideZ;3 é 3-conexa, tem posto 7 e circunferéncia 6. E facil ver queatsoides,
Z13\ €10, Z13\ €11, Z13\ €12 € Z13\ {€10,€13}; Z13\ {€10, €12} € Z13\ {€11,€12} S@o isomorfas
as matréide&;o ;=713\ e13eZy1:= 713\ {€11, €13}, respectivamente. As quais sdo 3-conexas
necessariamente com circunferéncia 6 e posto 7. As figuyagbfae (c) abaixo, ilustram
como as matroides; s, Z1o € Z31, respectivamente, sdo construidas a partiF d€ada linha
pontilhada no grafo representa um elemento que juntamentes arestas que ela cruza ¢ um
circuito na matréide.

(b)
Figura 3.2 Construcéo d&;3, Z1» € Z11 a partir do grafd-.

Outra matréide que citaremos neste trabalho é a matkGid@eima extensédo da matrdide
M(F), obtida adicionando-se mais trés elememtdse g tais que{es, es, €5,€}, {€2,65,€7, f}
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e {es,eg,69,9} S80 circuitos dé&1,, conforme ilustra a figura 3.3 abaixo. De forma anéloga,
as linhas pontilhadas no grafo representam elementos gtamente com as arestas que elas
cruzam sao circuitos na matroide.

Figura 3.3 Constru¢cdo da matrGidg, a partir do grafd-.

A representacao binaria &g é dada pela matriz

e & & e & & €& @ & e f g
i 1 1 10 0]
1 1010

1 1001

I7 1 0101

1 0011

0 1 101

I 0101 1]

Note queY:2 € uma matroide 3-conexa de posto 7 e circunferéncia 6. Mad®a, \ e,
Y12\ f eYi2\ g sdo isomorfas ;.

SejaM € uma matréide & C E(M). Um Z-arcoé definido como um subconjunto minimal
ndo-vazioA C E(M) — Z tal que existe um circuitGy deM comCa—Z=AeCaNZ # 0. Um
Z-fundamentaparaA é um circuitoCa tal queCa — Z = A, ondeA é umZ-arco. Para facilitar
a notagdo, escrevem@s no lugar deCye), quandoA = {e}. SejaA umZ-arco eP C Z. Entdo
A — P se existe unZ-fundamental par@ contido emAUP. AssimA 4 P denota que néo
existe talZ-fundamental.

Observe que todos @sarcos sao néo vazios e independentedvemque nenhunz-arco
€ um subconjunto préprio de outro. Seymour [15] mostrou que:

Teorema 3.1(Seymour, [15]) SejaM uma matroide, seja C E(M), e sejaPy,P,) uma par-
ticdo deZ. Entdo existe unZ-arcoA tal queA -/ Py, A/ P,, ou existe uma particdoXy, X2)
deE tal queXiNZ =R, para € {1,2} e

r(X1) +r(X2) —=r(E) =r(P) +r(P) —r(Z).
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Quando provaram o Teorema 2.5, Cordovil, Junior e Lemogd&jpém mostraram que:

Lema 3.1(Cordovil, Maia Junior, Lemos, [2])SejaM uma matroide conexa. $eC E(M) é
ndo vazioM|F é conexa eirc(M/F) > 3, entéo existe um circuitd deM /F tal queC é um
F-arco €C| > 3. =

QuandoL C E(M) é a unido de circuitos dd er*(M|L) = 2, dizemos qué é umalinha
M. Note que toda linha tem uma particélo, Lo, ...,Lx}, a qual é chamada dmnonica tal
queC é um circuito deM contido enlL se e somente $&= L —L; paraalgum € {1,2,... k}.
Alinhal é ditalinha conexayjuandaVl|L é conexa. Quando uma linha conexa, sua particao
candnica tem no minimo 3 conjuntos.

Lema 3.2. Sejal. uma linha conexa de uma matroide bindigpossuindo particdo canbnica
{L1,Lo,L3}. SeD é um circuito deM tal queA’ =D — L é umL-arco, enta®/\ (L1 UL>) ndo
€ circuito deM se e somente se,

(i) LsC D eDnNL; =0 para alguni € {1,2}; ou
(i) DN(L1ULy) =0.

Demonstragdo: SejaD’ = DA (L1 ULy). Suponha qu®’ néo é circuito déM. Desde que
M é uma matroéide binaria, existem circuiios, Do, ..., Dy deM dois a dois disjuntos tais que
D' =D;UD2U---UDk. ComoA’ é uma classe em série 8 (LUA'), temosA’ C D; para
algumi, digamosA’ C D4. Por hipétesek > 1. LogoD, = L; UL; para algum 2-subconjunto
{i,j} de{1,2,3}. Se 3€ i, ]} entdoLz C D eL; ou Ly ndo interceptdd. Temos(i). Se
3¢{i,j},entdoDN(L1ULy) = 0 e(ii) segue.

Reciprocamente, 48N (L1 UL,) =0, entdd’ € a unido dos circuitdd eL; UL,. Portanto
D’ ndo é circuito. Séz CDeparad € {1,2} LinD =0, entdd’ = A'U(Lz_; —D)U (L UL3).
MasL; ULgz é circuito deM. Logo, por(C2), DA (L3 ULy) n&o é circuito dé. "

Lema 3.3. SejaM uma matréide. Seirc(M) < 2, entdo o posto de qualquer componente
conexa deM € igual &0 oul.

Demonstragdo: SejaH uma componente conexa ¥ Logocirc(H) <2 ouH = Uy 1. No
altimo casoy(H) =1 e o resultado segue. Quandm(H) < 2, temos quéC| = 1 ou|C| = 2,
para todo circuitdC de circunferéncia maxima d¢. Se|C| =1, entdoH = Ug 1. Se|C| =2,
entao quaisquer dois elementosteestao em paralelo, neste casc= U, g). Portanto,
r(H) <1. n

O proximo resultado nos fornece uma primeira caracterzpegdia as matroides binarias
3-conexas possuindo circunferéncia 6.
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Proposigéo 3.1.Suponha qu& é uma matroide binéria 3-conexa tal qire(M) = 6. Entdo:
(i) M éisomorfa &1, Y12, Z12 0UZ;13; OU

(i) Toda componente conexa We/C possui post® oul, para todo circuito maxim@ de
M.

Para efeito de comparacédo, enunciamos um resultado sohiidio por Cordovil, Junior e
Lemos [2].

Proposicao 3.2(Cordovil, Maia Junior, Lemos, [2])Suponha qu&l é uma matroide binaria
3-conexa tal queirc(M) € {6,7} er(M) > circ(M) +2. SeC é um circuito de comprimento
méaximo deM, entéo o posto de toda componente conexXd de é no maximo um.

Demonstracao da Proposicao 3.Rela Proposicéo 3.2, (ii) segue quamdl) > 8. Podemos
supor que (M) < 7. Assuma queirc(M/C) > 3, para algum circuito maxim®, do contrario
(i) segue, pelo Lema 3.3. Pelo Lema 3.1, existe um circTiie M /C tal que|C'| > 3 eC’

€ umC-arco. Portanté. = CUC’ € uma linha conexa dd. Suponha que a particdo candnica
delL é igual a{Ly,Ly,L3}. EntdoC’ = L, para algum € {1,2,3}, digamos par&’ = L;.
ComoC = L —C’ é um circuito deM de tamanho maximo, segue que 3C'| < |L;|, para todo

i € {2,3}, poisL — L; é circuito deM. Assim|C'| = |Ly| = |L3| = 3, pois

6=|C|=|L—-C/|=|L2| +|Ls| > 2/C| > 6.
Seja«Z 0 conjunto dod.-arcos. Vamos mostrar que
{e} € &7, paratodee e E(M) —L. (3.1)

Seec E(M) —L, entdor(LUe) =r(L), poisr(L) =r(M), portantoe € cl(L), e por defini¢éo,
existe um circuitcC. deM tal quee € Ce C LUe. Entdo{e} é umL-arco. Em particular,

|A| =1, quandoA € <.

Parak € {1,2,3}, definimosek = {A € &7 1 N — Ly} e ' = o — (4 U/ U o73). Di-
vidiremos a demonstracédo em Sublemas.

Sublema 1.7’ # 0.

Demonstragao: Suponha que?’ = 0. Observe quéli,L, ULz} € uma 2-separagao dé/L
tal queA — L1, quandoA € &1 e A— LoULz quandoA € & — .o = o/ U o73. Portanto pelo
Teorema 3.1, existe uma 2-separa¢e, Xo} deE(M) tal queL; C X; e (LoUL3) € Xo; uma
contradicdo. Portante’’ + 0. "

Sublema 2Se{e} € &/, entdo existe € L, para cadac {1,2,3}, tal queCe = {€,€1,€2, €3}
€ um circuito deM. Mais aindaCe € 0 Unico circuito contendeemM|(LUe) com no maximo
5 elementos.
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Demonstracdo: SejaD um circuito deM tal que{e} = D — L. EscolhaD de forma qugD|
seja minimo. Para cada {1,2,3}, existeX; C L; tal queD = {e} UX; UX;U X3. Desde que
ILi| = 3 para toda € {1,2,3}, podemos reordenas, L, e L3 de forma que

Xa| < [Xof < [Xg]. (3.2)
Note que, comde} ¢ 73,
Xa| > 1. (3.3)
Observe também que
IXo| <2, (3.4)

do contrario, por (3.2)Xz| = [X3| = 3 €D 2 LoULz = C. Mais ainda,
X1 <1, (3.5)

pois, caso contrario,  |X;| < |Xp| < |X3| €|D| > 6 = circ(M).
Mostraremos que
IX1| = 1. (3.6)

Se|X;| = 0, entdo por (3.3), (3.4) e 0o Lema 3, = DA (L;ULy) é um circuito deM ou
L3 C D. No ultimo caso, pelo Lema 3.2, temos dée= D A (L, UL3) é circuito deM tal que
D” C {e} UL,. Consequentemen{e} — L, emM; uma contradi¢cdo. Logb’ é circuito deM.
Mais ainda, séXp| = 1, entdglL, — Xo| = 2 e, por (3.2)|X3| > 1. Analogamente, Sep| = 2,
entdo|Ly — Xo| = 1 e|X3| > 2. Em ambos os casos temos

|L2—X2| + |X3| > 3.

Portanto

IDA(L1UL2)| = [({e} UX2UX3)A(L1UL2)|
[{e} UL1U(Ly — X2) UX3|

[{e}] + |La| + L2 — Xa| + [X3]
4+ Lz — Xo| + |X3]

> 7,

uma contradi¢do. DaK;| # 0 e, por (3.5)|X;| = 1. Portanto (3.6) segue.
Agora, mostraremos que
Xo| = 1. (3.7)

Se|Xz| # 1, entdo, por (3.4)Xz| = 2 e dai|X3| = 2, do contrério, por (3.6),

Dl = [{e}| + [Xa + Xl + [Xa| = 4+ [Xa| = 7.
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Segue pelo Lema 3.2 g\ (L, UL3) € um circuito deM que contraria a minimalidade @&
pois

IDA(LoUL3)| = [{e}UXU (Lo —Xo) U (Ls—X3)|
= [{e}|+|Xq| +[L2 — Xa| + |Lz — X3
4,

PortantoX| = 1 e (3.7) segue.
Finalmente mostraremos que
IX3| = 1. (3.8)

Suponha quéXz| > 2, entdo por (3.6), (3.7) e pelo Lema 3.2,
DA (Ll U L2) = {e} U (Ll — Xl) U (Lz — X2) U X3

é circuito deM tal que|DA (L1 ULy)| > 7. Uma contradi¢cdo. LogdXs| = 1. Portanto, por
(3.6), (3.7) e (3.8),
D = {efU{er}U{e} U{es},

ondeg € L parai =1,2,3.

SeD’ é outro circuito minimo contendg entaoD’ = {e, f1, f», f3}, ondef; € L;, para cada
i €{1,2,3}. Logoe # fi, para algum € {1,2,3}. PortantoDAD’ é um circuito deM|L
que ndo conténh;, para toda € {1,2,3}. Mas, os circuito déMl|L sdo:L; ULy, L1ULs e
LoUL3. Temos uma contradicdo. Portaili@ o unico circuito minimo erM|(L Ue) contendo
e. Denotamo® porCe.. Como o espaco dos ciclos (L Ue) é gerado pokq ULy, L1 UL>
e Ce e todos estes circuitos tem um ndmero par de elementos, edidicircuito deM|(LUe)
tem cardinalidade par. Log@: € o Unico circuito de cardinalidade menor que 6 contends

Suponha queA € o4, para algunmk € {1,2, 3}, digamosA = {f} ja que|A| = 1. Por
definicdoA — L e dai existe circuit€; deM tal quef € Cs C Ly U{f}.

Sublema 3 Se{e} € &’ e{f} € o, paraalgunk € {1,2,3}, entdaCeNCs = 0.

Demonstracdo: Suponha qué€&. interceptaCs. Sem perda de generalidade podemos tomar
k= 1. Pelo Sublema Z.NCs; = e, ondee; € L;. SejaX; =CiNLi e

D = (CtACe)A(L2ULs)
= {e,f}U(Lz—ez)U(L;;—e;;)U(Xl—el).

SeD for circuito deM temos uma contradicao, pois
8> |D|=|{e, f}|+|Lo—ep|+|Ls—€3|+[X1—e1| =6+ X —e| > 7,

pois X1 # {e1}, do contrariof e e; estdo em paralelo eid. Logo D néo é circuito deM.
Como|D| < 8, D = C; UCy, uma unido disjunta dos circuit@ e C, deM. Desde qu® néo
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contém circuitos dé|L, ambose e f ndo podem estar num mesmo circuito, assimnC; e

f € Cy. Pelo Sublema 22, tem 4 elementos e portan@® tem 3 ou 4 elementos. Mais ainda,
C1 =Ce. LOgoCACy; = (CfAC)A(L2ULg) e daiCy = Cs A (Lo ULg); um absurdo pois
Cfﬂ(LzULg):(b. ]

Sublema 4 <4 = 0, para todk € {1,2,3}.

Demonstracdo: Suponha que# # 0, para algunk € {1,2,3}, digamos park = 1. Seja
{f} € @4. Pelo Sublema 1, exiseec E(M) — L tal que{e} € &’. ComoCeN C; = 0, pelo
Sublema 3, éC.N L1| = 1, pelo Sublema 2, temos q@& = (L; — Ce) U f, para todof tal
que {f} € #4. Pelos Sublemas 2 e 8.NL; = Cy NL; para todo€ tal que{€} € .
Logo {¢} — Lo,ULzUg, ondeg € CcNLy, para todo{€} € &' e {f'} — (L1 —g), para
todo{f’} € «71. Portanto pelo Teorema 3.1, existe uma 2-separ@ao<;} deE(M) tal que
(L1 —g) € X3 e(LoULzug) C Xp; uma contradicdo. Portant@; = 0 e o resultado segues

Sublema 5 Se{e},{f} € &', entdo|CeNC¢| = 0 ou|CeNCt| = 2.

Demonstragao: Suponha qudge} e {f} pertencem az’ para um 2-subconjuntfe, f} de
E(M). Se|CcnC¢| = 1, entdoD = C.ACs € circuito deM tal queD N L; = 0, para algum

i € {1,2,3}, digamosi = 3. ComoD’ = DA (L;UL3) tem 8 elementosD’ ndo é circuito
de M. EntdoD’ é a unido de circuitos dois a dois disjuntosMde Mas comoM é 3-conexa,
D' =C1UC; e|Cy| = |Cy| =4, pois 0 espaco dos ciclos Ne(LU{e, f }) é gerado por circuitos
pares, a sabet:; ULy, Ly ULz, CeeCt. Como(|D'NLy|,|D'NLy|,|D'NLz|) = (1,2,3), temos
queD’ n&o conténl; ULy oul;ULsz oulyULs. Portanto|Cin{e f}| =1 parai € {1,2},
digamose € C; e f € Cp. LogoCy; = Ce e C; = Cy, uma contradicdo. Temos portanto que
|ICeNCt| # 1. Se|CeNCt| = 3, entdof e eestdo em paralelo, absurdo, ja queé 3-conexa.
Consequentement€.NCs¢| € {0,2} e o0 Sublema 5 segue. n

Sublema 6 |&/’| > 2. Mais ainda, s¢«7/| = 2, entddM = Z;;.

Demonstracdo: Se para algumi € {1,2,3}, X & um 2-subconjunto dE(M) contido emL;
que nao intercepta nenhum dos circuilagscom{e} € <7, entdo o conjunt¢X,E(M) — X1} é
uma 2-separacao pawh pelo Sublema 4. Segue-se entéo, pelos Sublemas 2 e iz¢ue 2.
Agora suponha que?’ = {{e},{f}}. E suficiente mostrar que.NCs = 0. Suponha que
ndo. EntdgCeNCs| = 2, pelo Sublema 5 e para algue {1,2,3}, |Lx — (CeUCs)| = 2.
Portanto, por (3.1) e pelos Sublemas 1 eEBM) = LU {e f}. Logo o par{X,Y}, onde

X =Lk—(CeUCs) eY =E(M) — X é uma 2-separacdo pavh o que é um absurdo. Segue
queCeNCs =0 eM = Zy;. n

Sublema 7 Se A é um subconjunto d&(M) — L contendo 3 elementos, entdo existem
e f € Atais queCeN Cs = 0.

Demonstracdo: SejaA = {e, f,g} e suponha que para todo 2-subconjufitg} de{e, f,g},
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CiNCj # 0. Vamos mostrar que neste cdsgM) = LU {e, f,g}. Pelo Sublema 5, temos que
|ICeNCt| = |[CeNCy| = |CgNCt| = 2 e portantdCe NCt = CeNCy = CgNCs. Pelo Sublema
2, Ly € CeUCt UCq, para algunk € {1,2,3}, digamosk = 1. Portanto, s& um elemento de
E(M)—(LU{e f,g}), entdoCy, é tal que|C,NCi| = 1, para algum € {e, f,g}, 0 que € um
absurdo pelo Sublema 5. Porta@M) = LU {e, f,g}. Agora sejaX =L, — (CeUCf UCy) e

Y =E(M)—X, entdo o pafX,Y} € uma 2-separagdo pdvh o que é um absurdo. Portanto,
existeme, f € Atais queCeNCs = 0. n

Pelos Sublemas 2,5e 7,66}, {f},{g}} € um 3-subconjunto de’’, podemos renomear
os elementos, f e gde forma que uma das seguintes possibilidades ocorre:

() |CenCr| = |CenCyl = [CgNC| = 0; ou
(i) |CenCt| =2eCyN(CtUCe) = 0.

Note que quando (i) ocorre, temos gdaéM) = LU {e, f,g} e neste casde’'| =3 eM
é isomorfa ai,, (veja figura 3.3). Caso contrério, se existe E(M) — LU {e, f,g} tal que
{h} e &’ —{{e},{f},{g}}, entdo pelo Sublema &;,NCi| = 1, para algunn € {e, f,g}, 0 que
€ um absurdo, pelo Sublema 5. Quando (i) ndo ocorre, casxislialec E(M) —LU{e, f,g},
entdoM = Z,y, (veja figura 3.2 (b)). Suponha que ha¢xista. Pelo Sublema 7,

(iii) |CenCt| =2, |CyNCh| =2 e(CeUCt) N (CgUGCh) = 0.

Isto é, existem duas possibilidades para inserir cirajitcconforme ilustra a figura 3.4. Ob-
serve que (iii) garante queé unico. Neste cadd = Z;3. n

Corolario 3.1. SejaM é uma matréide binaria 3-conexa cainc(M) = 6. Se para algum
circuitoC de comprimento maximo dd, existe alguma componente conexaMl& de posto
maior que um, enta§l ndo possue-circunferéncia 5.

Demonstracao: De fato, pela Proposicao 3.4 € isomorfo as matréides; , Y12, Z12 € Z13,
as quais ndo possuem circuito de comprimento impar, poistasl colunas de suas matrizes
de representacdo possuem numero impar de entradas. [

3.2 Matrdides do segundo tipo

Nesta secao descreveremos todas as matroides binariaseds de circunferéncia 6 e posto
7 tal que a matr6id®¥ /C possua circunferéncia no méaximo 2. Observe que isso equdizdr
que toda componente conexaM¢C tem posto no maximo um.

Um 3-subconjunt@ de E(M) é dito ser umaestrelacom respeito & desde qué& esteja
contido numa componente conexaMgC. Sejarn(C,Z) as classes em série 8&(CU Z)
contidas enC. Note quern(C,Z) é uma particdo d€. Uma estrel&’ com respeito & é
dita serfortemente disjuntale Z desde quéM/C)|(ZUZ’) = [(M/C)|(Z2)] & [(M/C)|(Z)].
Cordovil, Maia Junior e Lemos [2] mostraram que
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Figura 3.4 Opcodes de insergéo do circuliy.

Lema 3.4 (Cordovil, Maia Junior, Lemos, [2])SejaC um circuito de uma matroide binaria
e 3-conexaM tal que|C| = circ(M) = 6. SeZ é uma estrela com respeitdCa entdoZ é
independente e:

(i) A simplificacdo deM|(CUZ) é isomorfa ai(K4). Neste caso, temos ql@ = 2, para
todoSe mn(C,Z). Ou

(i) A simplificagdo deM|(CUZ) é isomorfa & . m

Usando a mesma notacao usada em [2], diremoZaguema estrelgimplescom respeito
aC quando (i) ocorre e qu# é ndo simplegjuando (ii) ocorre.
Ainda neste artigo eles também mostraram que:

Lema 3.5(Cordovil, Maia Junior, Lemos, [2])SejaC um circuito de uma matroide binaria e
3-conexa tal que|C| = circ(M) = 6. SeZ eZ' séo estrelas fortemente disjuntas com respeito
acC, ent§o:

(i) Z eZ' sdo ambas simplesrgC,Z) = n(C,Z'); ou

(i) Z eZ' sGo ambas nédo simples e exiSte 1(C,Z) eS € 1(C,Z’) tal que|S = |S| =3 e
C=SusS. [

Proposi¢cédo 3.3.SejaM uma matroide binaria 3-conexa tal qoec(M) =6 er(M) = 7.
Suponha quBl ndo é isomorfa as matroidéss, Z12, Y12 0uZy1. SejaC um circuito de tamanho
méaximo deM. Entéo existem duas componentes conéasK, deM /C de posto ndo nulo
tal que para cadac {1,2}, |E(Ki)| > 3 er(K;) = 1. Mais ainda, s&; é um 3-subconjunto de
E(K), parai € {1,2}, ent&o:

(i) Existe uma particd®,, T,, T3 deC tais queT,| = |To| = |T3| =2 €Ty, Ty, T3 S8o classes
em série dd|(CUZy U Zy).

(i) A cosimplificacdo dé|(CUZyUZy) é isomorfo au (KSZ)) (eZy, eZ, sdo as estrelas dos
vértices dev (Ké?’z)) tendo grau 3)
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(iii) Para € {1,2}, E(Ki) é um 3-cocircuito ou um 4-circuito-cocircuito.

(iv) A cosimplificagédo dé/ \ [cly(C) —C] é isomorfo @My 3, ondd = |{i € {1,2} : E(K)
€ 4-circuito-cocircuito de M.

Demonstracdo: SejamK1, Ky, ..., K, componentes conexas l&/C com posto pelo menos 1.
Pela Proposic¢éo 3.1 cada componente coned Metem posto no maximo 1. Portanto,

nz_irm) —r(M/C) =r(M)~[[C] - 1.

Como por hipoteséC| = 6 er(M) = 7, temos quen = 2. Agora observe que paia {1,2},
E(M/C) —E(K;) € um hiperplano d& /C. Logo E(K;) € um cocircuito déeM e desde qu#/

é 3-conexa temos qUE(K;)| > 3. Note também que para {1,2}, qualquer 3-subconjunto
Z; deE(Kj) € uma estrela com respeito a C. Portanto, para cadgl,2}, podemos escolher
estrelasZ; e Z/ com respeito & tal queZ UZ C E(K;). Pelo Lema 3.5Z; é simples se e
somente s&/ é simples. Vamos mostrar que

Z, e Zp séo simples. (3.9)

Suponha que (3.9) ndo é valido. Pelo Lema 3.5(ii) ex&te 11(C,Z;) e S € m(C,2Zp) tal
que|S| =S| =3eC=5US. Comoz é ndo simples, temos que a cosimplificacéo de
H = [M|(CuUZ)] é isomorfo aF; e, como existe5 € m(C, Z) tal que|S| = 3, temos que
H* possui quatro classes em paralelo que néo intercegtarama classe§ contendo trés
elementos e outras trés classes triviais. As represerstdgdmatroidéd * paraZz; = {a,b,c} e

Z, = {e f,g} sdo dadas pela figura 3.5. Mais ainda,léfrtodo hiperplano tem tamanho 3 ou
5, portanto s® é circuito deM|(CUZ;), entdo|D| € {4,6}.

a b c e f g

Figura 3.5 Representacdes geométricas da matrbide [M|(CU Z)]*.

Afirmamos que
m(C,Z1) Nm(C,Zz) # 0. (3.10)

Suponha quer(C,Z;) N n(C,Zz) = 0. Entdo, sem perda de generalidade, podemos supor que

C= {X17X27X37X47X57X6} € queS_L = {X17X27X3} e = {X47X57X6}' Sejaﬁl um C-arco deM.
Vamos mostrar que

42— 0Uua — S, (3.11)
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para toddC-arcoa deM. Note que todo 2-subconjunto deé umC-arco deM. Logo, quando
4 é um 2-subconjunto dg;, para algum € {1,2}, entdoa — S oua — S, poisS é uma
classe em série dd|(CU Z) e {S, S} particionamC. Sea ndo € um 2-subconjunto d&,
entao

2 CE(M)— (CUKiUKy). (3.12)

Mais ainda,
la| =1 (3.13)

De fato, pela definicdo de-arco,2 ¢ Z; paratodd € {1,2} e comoa N (E(K1) NE(K2)) =0,
temos quea N [E(K1) UE(K2)] = 0. Logo (3.12) segue. Agora suponha qué > 1 e seja
a € a. Por (3.12),a ndo pertence a circuito nenhumllié(CUK; UKz U ), logo

rv(CUK UK U @) =ry(CUKiUKy) + 1.

Um absurdo, pois(M) = ru(CUK; UKz). Temos (3.13).

Sea ndo é um 2-subconjunto d&, entdo, por (3.13)2 = {a}. Suponha que 4 S para
todoi € {1,2}, entdo o circuitdC-fundamentaC, paraa interceptaS; e S,. Temos portanto
dois casos a verificar (pode ser necessério subsiiguoor Cq AC).

Caso 1:QuandgCy NS | = [Ca NS| = 2.

Sem perda de generalidade podemos supor o cir€4itcomo {a,X2,X3,Xs,Xs}. Para
i € {1,2}, digamod = 1, existe um 2-subconjun#®de Z; tal que seu circuit€-fundamental
Ca contém 4 elementos e intercefila em apenas um elemento. 0= Cy A Cp contém 7
elementos. Com® néo é circuito deM, existe circuitaD’ deM tal queD’ C DeD'—-C =A.
Comorn(C,Z;) N 1(C,Zz) = 0, o Unico circuito diferente déa que conténA possui 6 elemen-
tos. Logo|D’| = 6; um absurdo, poi® — D’ é um circuito deM com 1 elemento.

Caso 2:QuandoCy NS | =2e|Cy NS = 1.

Novamente, sem prejuizos para demonstracdo, podemos gupBy = {d,X1,X2,Xa}-
Observe que os circuitos de tamanho 6&#1|(CuU Z)) — {C} sdo da form&a = AUS UX,
ondeA é um 2-subconjunto d& e x € C— S, e os circuitos de tamanho 4, sdo da forma
Cs =BU{y,z}, ondeB € um 2-subconjunto d& e{y,z} CC—S. Podemos escolher para 1
e A= {a,b}, o circuitoCp = {a,b,x1, %2, x3,x}, ondex € {xs,%s} € parai =2 eB = {f,g},

o circuitoCg = {f,0,X2,x3}. Desde queM|(CUZ; U Z,) ndo possui circuito de tamanho 3,
D =CaACg = {a,b, f,g,x1,X} € um circuito contendo 6 elementos. Teremos verificado que o
Caso 2 nao vale, se mostrarmos que

D' =DACq = {a,b, f,g, a, %z, X4, X} € circuito deM, (3.14)

visto queD’ contém 8 elementos. Suponha por contradicdo Que D} U...UDj, onde
!,-..,D} séo circuitos disjuntos. Como todo circuito Mg(CUZ; UZ, U a) tem tamanho
par eM é 3-conexa, temos que= 2 e D} e D), s&o circuitos de tamanho 4. Primeiro vamos
mostrar que
{a,b, f,g} ndo é circuito dM|(CUZyUZ U ). (3.15)
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Se{a,b, f,g} é um circuito, entddD’ — {a,b, f,g}) ACy = {a, X2, X4, X} ACq = {X1,X} € um
circuito de tamanho 2. Absurdo, pdé 3-conexa. Portanto 3.15 segue.

SejaD um circuito deM|(CUZ;UZ,Ua). Observe quéDNZ;| € {0,2}. Logo, por (3.15),
podemos supor sem perda de generalidade{qu#; C D) e que{f,g} C D5. Suponha que
a € D}. Se|Di;NCq| =2, entdd’} AC, é um circuito de tamanho 4 contenflm b} U {x1, %2}
ou{a,b} U{x1,xa}, 0 que € um absurdo em ambos os caso§D$eCq| = |[{a}| = 1, entdo
DiACq é um circuito de tamanho 6 contengia b, x1, X2, X4, X}, cuja diferenca simétrica com
Ca gera um circuito de tamanho 2, o que € um absurdo. Obtemdsads@analogo quando
a € D,. PortantaD’ € um circuito deM e (3.14) segue.

Como os Casos 1 e 2 néo se verificam, entdo (3.11) segue. tBqgrédm Teorema 3.1, existe
uma 2-separacdX,Y) tal queS; C X e S C Y. Uma contradicdo desde qiveé 3-conexa.
Logo (3.10) segue.

SejamS;, $, s e &y, as classes em série da restritfigCUZ;) e S, S,, S; e S, as classes
deM|(CUZ). Suponha quéS;| = |S|| =3 e|S| =S| =1, parai € {2,3,4}. Por (3.10),
SiNS, #0. SeS; =S, logo existe € {2,3,4} tal queS = §, digamos = 2. Como 0s circuitos
de tamanho 4 dil|(CUZ) séo formados por um 2-subconjuldtalez; e duas classes em séries
triviais, podemos escolher dois circuiiog e D, deM|(CUZ;) e M|(CUZyp), respectivamente,
ambos de tamanho 4 de maneira ¢DeND;| = |S| = 1. Sem perda de generalidade podemos
escreveD; =J1USUS eDy, =3 USUS,, ondel,me {3,4}. Teremos nosso resultado se
mostrarmos qu®’ = D1A(D2AC) é um circuito deM, visto que

D' = D1A(DAC)
= (QUSUS)A[(RUSUSHA(SUSUSUS))]
= (LUSUS)A(RLUSUS),ondeke {3,4}\'m
= JUQLUSUS, se§ =S o0uhUbUSU(S —S)US, seS CS,.

Pois em ambos os casos,

ID| = [hURLUSUS|oulJ1UlUSU(S—S)US
= |0+ 3%+ S| + S ou| | +|%| + S +[S - S|+ S
= 24241+3=8=2+4+2+1+4+2+1.

Suponha qu®’ = D} UD), ondeD e D) séo circuitos disjuntos. Desde que os circuito de
M|(CUZ1 UZy) tem tamanho par Bl é 3-conexa, temos qu e D, séo circuitos de tamanho
4. ComoD’\ {J1,J2} ndo é circuito, temos quigh, J,} também ndo o é. Como o Unico circuito
de tamanho 4 erM|(CUZ; UZ,) que contéml; é D}, temos uma contradigdo, pds¢ D',
PortantoD’ é um circuito e (3.9) segue.

A partir deste ponto a demonstracdo segue analogo a deagistla Proposicéo 4.1 de
[2]. Agora mostraremos que

r(E(K)) =3 (3.16)

Suponha que (3.16) ndo € verdade para alge1,2}. SejaB um conjunto independente
maximal deM tal queZ C B C E(K;). Assim |B| > 4. Escolha um subconjun® de B
contendo 3 elementos tal qii§ UZ/| = 4. Pelo Lema 3.57; e Z/ s&o simples. Por (3.9) e



3.2 MATROIDES DO SEGUNDO TIPO 23

pelo Lema 3.5(i)71(C, Z;) = n(C, Z{) é o conjunto das classes em séries de arlMj¢8 U Z;)
eM|(CuZ) contidas enC. Assimri(C,Z) = r1(C,Z)) é o conjunto das classes em séries de
M|(CUZ UZ) contidas enC. SeN é a cosimplificacdo d®l|(CUZ UZ/), entdoCNE(N) é

um circuito-hiperplano dé&l contendo trés elementos. Entddl) = 3. Mas cada elemento de
Z; UZ] esta contido numa classe em série triviaMigC U Z UZ]). Portanto

INZUZ)=r(ZzUZ)=|zUZ|=4;

uma contradicdo. Assim (3.16) segue.
Mostraremos também que

E(Kj) € um triangulo ou um 4-circuito-cocircuito dié (3.17)

SeE(Ki) = Z;, (3.17) segue. Suponha q&¢K;) # Z. Por (3.16), para cadac E(K;) — Z,
existe um circuitde deM tal quee € De C Z; Ue. ComoE(K;) € um co-circuito dé, segue
por ortogonalidade que| € um numero par. Portant®e| = 4, poisM é 3-conexa. Em
particular,De = Z;Ue. ComoM é simples, temos queé unico. Portantd(Kj) =Z Uee
(3.17) segue. Pelo Lema 3.5(i)(C,Z;) = 1(C, Z,). Portanto existe uma particdad;, T, Ts}
deCtal que|T1| = |To| = |T3| = 2 e para todo € {1,2}, 1(C,Z) = {T1, T2, T3}. N6s podemos
rotular os elementos d& pora;, b, ¢; tal queC; = {a;,b;j} UT; e D; = {a;, ¢ } U T, s&o circuitos
de M. Note que# = {C,C1,Cp,D1,D»} gera o espago dos ciclos 88 (CuU Z; U Zy) pois
(C—c)u{as,ax} geraCuZ; UZ,, ondec € C. Em particularTy, T2 e T3 s@o classes em séries
de M|(CUZ; U Zyp), pois todo circuito emZ contémT, ou evitaT;, para todo € {1,2,3}.
Portanto (i) segue.

Parai € 1,2,3, escolhd; € T;. Por (i), a cosimplificacdo del|(CUZ; UZ;) € igual a

H = [M|(CUZ1UZ)]/(C—{t1,t2,t3}).

Note que#’ = {C',C;,C;,D},D5} gera o espaco ciclo dd, ondeC’ = {ty,tp,t3} e, para
i €{1,2},C ={a,bi,t1} eD’' = {&,cj,t2}. PortantoH = M(G), ondeG é um grafo simples
tendo{vy, Vo, w1, Wo, W3} como conjunto de vértices e cujas arestas galilgandow; aws; to
ligandows aws; t3 ligandow; aws; e, para todo € {1,2}, g ligav; awy; b; ligavi aws; ec;

. _ ~ v (3) " N a "
ligav; awz. MasG = K3- Temos (ii). Note que (iv) € consequéncia de (ii) e (iii). n
Ui
M
1 ) V3 Uy V2
/|
) ou W % V3
’ ‘ \|
uz ’ U3 U3 S Vs
= N )VS
V2

Figura 3.6 Esbogo da matroidils m,
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Teorema 3.2. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto 7. Suponhadvgnéo é iso-

morfa as matroideg,1,Y12,Z12 ouZ13. Entadocirc(M) = 6 se e somente 9d é isomorfo a
matroideMs |, com0 <1 <3e0<m<5,

Demonstracdo: Segue analogo a demonstracao do Teorema 2.5 de [2], de @pMaia Jr.
e Lemos e pode ser encontrada nas paginas 14 e 15 do refeiggo ar [



CAPITULO 4

Matroides binarias 3-conexas de circunferéncia 6 e
posto 6

Neste capitulo construiremos todas as matroides 3-congixasias que possuem circunferén-
cia e posto 6.

Aqui damos inicio a parte computacional de nossa tese. Deaddnimero grande de
exemplos de matréides satisfazendo as condi¢Bes de postueferéncia, desenvolvemos
dois programas escritos em linguagem de programacao Cesapazgerar e classificar por
isomorfismo estas matréides. Antes definiremos algumasies que nos serdo uteis ao
longo do capitulo.

SejamL; = M[A1] e Lo = M[Az] as matroides representadas pelas matrizes bindsias
A, respectivamente, cuja cosimplificacdo é isomoiffa.aAs matrizesA; e A, e as represen-
tacOes geométricas para as matroidéfA;))* e (M[Az])*, sdo mostradas nas figuras 4.1 e 4.2,
respectivamente.

OcoococoRr 2
cocoocoorod
cocoorood®
corooo?f
oroocooo®
mrooooo?®
OIAIAIAI—‘I—‘EP
rooorr?®
~rooror?®

Figura 4.1 A matrizA; e uma representacdo geométrica garg*.

coococoRr 2
cocoocoorod
cocoorood®
corooo?f
oroocooco®
mrooooo?®
OI—‘IAIAI—‘I—‘\(-P
rooorr?®
I—‘I—‘HOOI—‘g

Figura 4.2 A matriz A; e uma representacdo geométrica garg*.

Observe qué.; e L, ndo séo isomorfas, pols possui 1 classe em série contendo 3 ele-
mentos e 6 classes em série triviaikpepossui 2 classes em série contendo 2 elementos e 5

25
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classes em série triviais. Sdja= M|[Ag] a matrdide representada pela matriz binAgacuja
cosimplificagéo é isomorfo &l (K4). A figura 4.3 mostra a matridg e uma representacao
geomeétrica para a matroiges)*.

coococoRr 2
cocoocoorod
coocoorood®
corooo?f
oroocooo®
mrooooo®
OIAIAI—‘I—‘IAEP
rooorr?®
rorroo?

- - €6 € €9
Figura 4.3 A matriz A3 e uma representacdo geométrica gam*.

SejamM uma matréide 3-conexa binaria de posto e circunferénci&um circuito de
comprimento méaximo d#l. SejaH uma componente conexa WE/C de posto ndo nulo. Pela
Proposicdo 3.1y ,c(E(H)) =r(M/C) =1 eH € Unica com essa caracteristica. O proximo
Lema mostra que o posto tieemM é pelo menos 3.

Lema 4.1. SejaM uma matroide 3-conexa de posto e circunferéncidcééeum circuito de
comprimento maximo de¥l. SeH é uma componente conexaleéC de posto néo nulo, entéo
rm(E(H)) > 3.

Demonstracao: Pela Proposicéo 3.1, o postoEéH) emM/C é um, portantd&(H) emM/C
é uma classe em paralelo. Asshiné um cocircuito deVl e portantoE(M) —E(H) € um
hiperplano deM. Desde qué/ é 3-conexa

F(E(M)—E(H))+r(E(H)) —r(M)+1> 3.

ComoE(M) — E(H) € um hiperplano, temos quéE(M) —E(H)) =r(M) — 1. Portanto,
cocluimos que
(r(M) =1 +r(E(H)) —r(M)+1>3,

e dai
rm(E(H)) > 3.

Para facilitar nossa caracterizacdo iremos classificarasdites binarias 3-conexas de
posto e circunferéncia 6 quanto ao numero de elementoseandeptes dél em M, isto é
rm(E(H)). Lembre-se que 3 ry(E(H)) < 6.

Existe um numero muito grande de exemplos de matroidesikndrconexasvl com
rm(E(H)) = n, paran = 3,4,5,6, satisfazendo as condi¢des de posto e circunferéncisigua
6. Assim, desenvolvemos dois programas escritos em lirgnalg programacéo C capazes de
gerar e classificar por isomorfismo estas matroides. O marpebgrama, que por simplicidade
chamaremos de Programa 1, gera a partir de uma matvjiderepresentada no programa por
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sua matriz padréo binaria, uma extenséo binarie[A'] de M[A], acrescentando-se nova(as)
coluna(as) a matria, coluna(as) esta(as) gerada(as) pelos elementos da bisl$a|dé partir
dai, o algoritmo verifica se a extensao bindvig\'] possui circunferéncia e posto iguais a 6,
rm(E(H)) = ne néo possui lagcos ou elementos em paralelos.

Observe que o numero de possibilidades para cada conjumovds colunas é extrema-
mente grande, 0 que nos leva ao mesmo namero de novas matiéidete a este fato, desen-
volvemos um outro programa, chamado Programa 2, tambéitoestrlinguagem C, capaz de
classificar por isomorfismo essas matréides, separandovaddide em sua respectiva classe.

De posse desses algoritmos conseguimos construir e adassifilas as matréides binarias
3-conexas de posto e circunferéncia 6. Uma propriedadertenge dos programas é que eles
nos exibem explicitamente as matréides, nos permitindoedelias.

A partir de agora e durante todo o capitulo nos referimGsamo um circuito de compri-
mento méaximo d&, H uma componente conexa de posto ndo nullld€ el um subconjunto
independente maximal d¢. Note que todo 3-subconjun®bC E(H) é uma estrela com res-
peito aC. Pelo Lema 3.4, a simplificacdo &i&(CuUZ) é isomorfa aM(K4) ou F7+, ou seja,
M|(CUZ) é isomorfa & uma das matroides; Ly ou L.

Proposicao 4.1.SejaM uma matroide 3-conexa binaria de posto e circunferéncia B.63um
3-subconjunto dé, entdoM|(CU Z), é isomorfo & 1, L, oulLs.

Demonstracdo: Segue diretamente do Lema 3.4. ]

Lema 4.2. SeM é uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéneatép:
(i) Todo elemente < E(M)— (CUl) é umC-arco ou um -arco.

(i) Sef éuml-arco deM, entddCi N1| € {3,5}, ondeCs é um circuitd -fundamental para
f.

Demonstracdo: Sejae € E(M) — (CuUl). Comor((CUl)ue) =r(CuUl) =r(M), temos que
eccl(Cul). Seeecl(CUl)—(cl(C)ucl(l)), entdd Ueé uma classe em paralelo da matroide
M|(CUl Ue)/C. Mais ainda) Ue é independente ei; um absurdo.

Agora sejaf € cly(l) —clu(C). Note que cada 2-subconjunto ldé umC-arco deM. Por
outro lado, 3< |I| < 6, pelo Lema (4.1). Portant{©s N1| = 3 ou 5, visto que, quand€s N1|
é par,f é umC-arco deM. n

Pelo Lema 4.2(i), todo elemente cly(C) — C é também unC-arco deM e analoga-
mente todo elementd € cly (1) — 1 € uml-arco. Sejee um C-arco deM e C seu circuito
C-fundamental. ComdC| = circ(M) = 6, temos queC.NC| € {2,3}. Chamaremo€, de
circuito curto, quanddC.NC| = 2 elongoquandgCeNC| = 3.

Lema 4.3. SejaM uma matroide bindria 3-conexa de posto e circunferénciae®]|8C U J)
néo é isomorfa by para todo 3-subconjunto independehteE (H) e existel tal queM |(CUJ)
€ isomorfd_1, entdoM ndo possui circuitos curtos. Mais aindla| € {4,6} para todo circuito
D deM.
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Demonstragdo: SejaJ um 3-subconjunto independentetdéal queM|(CUJ) éisomorfad ;.
Observe qudl|(CUJ) possui quatro classes em série contidaemma classe contendo trés
elementos, digamdS; e outras trés classes triviais, digan8sS; e S;. Sejae € cly(C) —C.
Pelo Lema 4.2 (i)g € umC-arco deM. SejaCe um circuito fundamental pam Definimos
& ={eeclu(C)—C:C¢ € curtd. Primeiro mostraremos que

|ICeNSy| =2, paratodee .. 4.1)

Suponha que (4.1) ndo é verdade. Neste ¢8s01S;| =0o0ul. SelC.NS| =0, entdo
Ce=SUSUe onde{j,l} € um 2-subconjunto d¢2,3,4}. SejaD # C um circuito de
comprimento 6 dé/|(CUJ) tal queS;US C D, ondek € {j,I}. Como|Cc.ND| =1, temos
queCeAD é um circuito deM contendo 7 elementos, o que é um absurdo|Cse S| = 1,
entdo|CeNS| =1 para algum € {2,3,4}. Podemos entdo escolhBrde tal maneira que
SUS CDcomke {234} —{i}. NovamentdC.ND| =1 eCcAD é um circuito deM
contendo 7 elementos. Uma contradicdo. Logo (4.1) segue.
Agora vamos mostrar que
S =0. (4.2)

Argumentaremos por contradigdo. Por (4.1) temos [gde< 2. Se.” = {e €}, entdo o
conjunto{S UeU¥€,SUSUS$UJ} é uma 2-separagdo pav(CUJUeU€). ComoM é
3-conexa, existe ui@-arcof € E(M) tal queCiNS #0eCiN(C—S) # 0. Por (4.1)Cs €
longo. Sejant; = {a,b,c} eJ ={]j1,j2, j3}. Sem perda de generalidade podemos supor que
CeAC={ea$ 3,9}, Cr ={f,ab,S3} e desde que quaisquer 2-subconjunto J é um
C-arco deM, sejaC. = {1, j2, S, S3} um circuito fundamental pata Agora consider® tal

que

D — (CiAG)A(CeAC)
= ({f,ab,SIA{j1,]2,2,S})A{ea,S, S, S}
= {f,abj,j2,S}A{ea S SS9}
= {f,b,j1, 2,683, &}

DesdeM|(CUJ) = L; ndo possui circuito impar €; é longo, temos que todo circuito de
M|(CuJuUeU€ U f) de comprimento 3 contémou € e dois elementos dg. LogoD é um
circuito deM e como|D| = 7, temos uma contradigdo. Portanto podemos suporfjae{e}.
SeX =CeNS; € uma classe em série Mepara todo 3-subconjuntbC |, entdo(X,E(M) — X)

€ uma 2-separacao pavh pois|X| = 2 por (4.1). S&€:.NS; ndo é uma classe em sériele
entdo para algum 3-subconjura I, M|(CUJ) possui um circuitd # C de comprimento 6
gue intercept&, em apenas um elemento. Neste cé®d,Ce € um circuito de comprimento
7. Em ambos os casos, temos uma contradicdo. Portantoség2g.

Concluiremos a demonstracado mostrando |Je {4,6} para todo circuit® deM. Seja
ec E(M)—(Cul), Pelo Lema 4.2(i)e € umC-arco ou um -arco. Seja. um circuito funda-
mental para. Por (4.2),|Ce| = 4, quandce é C-arco e pelo Lema 4.2(ii)Ce| € {4,6}, quando
e él-arco. Desde que os circuitos Hee L3z possuem comprimentos 4 e 6, temos luedo
possui circuitos impares. Senilb3-conexa, o resultado segue. [
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Lema 4.4. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéncia @afa algum
3-subconjuntd C |, M|(CUJ) é isomorfal,, entdoM ndo possui circuito€-fundamentais
longos.

Demonstracdo: Sejae € cly(C) — C e Ce seu circuito fundamental. Suponha por absurdo
queCe é um circuito longo. Comd|(CuUJ) é isomorfo aLp, M|(CUJ) possui duas classes
em série de tamanho 3; e S e outras duas classes triviai, e &4, contidas enC. Como
|CeNC| = 3, temos quéC.N S| # 0 para algum € {1,2}. SejaD um circuito de comprimento

5 deM|(CUJ). Note queD é da formaS U S UX, ondei € {1,2}, | € {3,4} e X € um
2-subconjunto dé. Assim podemos escolhBrde maneira quéC.ND| = 1. Dessa forma

ICeAD| =7.

SeCeA D € um circuito, temos uma contradicdo. Assuma@Qg&e D = D; UD» € uma unido
disjunta de circuitos. Sem perda de generalidade poderpos gue|D1|=3 e|D2| = 4. Desde
que M|(CUI) ndo possui triangulo, temos qee= D;. Portanto, pelo Lema 4.1 é um
circuito curto para; um absurdo. n

Lema 4.5. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciaifortha que
rm(E(H)) > 4. Se para cada 3-subconjuntaC | existe um 3-subconjuntd C | tal que
IINJ|=2eM|(CuT) é isomorfa &, entdoM ndo possuli-arcos.

Demonstracao: Argumentaremos por contradi¢éo. Sej& cly(l) —1 um I-arco eCqy um
circuito fundamental parg. Pelo Lema 4.2 (ii),/CgN 1| = 3 ou5. Primeiro suponha que
|ICgN 1| = 3. Sejal um 3-subconjunto détal que|CgNJ| =2 eM|(CUJ) = L,. Note que
os circuitos deM|(CUJ) diferentes d€ interceptam) em exatamente dois elementos. Assim,
podemos escolher um circuiddeM|(CuUJ) de comprimento 5 tal qu€yND| = 1. Desde
que|Cy| = 4, temos qu¢Cy/A D| = 7. Obteremos uma contradi¢céo mostrando que

X =CyAD é um circuito deM.

Suponha que nao. Desde dueé 3-conexaX = D; UD», ondeD1 e D, séo circuitos disjuntos
deM. Sem perda de generalidade podemos supoj@e- 3 e|Dy| = 4. ComoM|(CUI ) ndo
possui triangulogy € D1. Observe que os circuitos de comprimento 4 dgarai € {1,2,3},

interceptam e C em exatamente 2 elementos. Portafme—1 =DNC e daiD;—gC I,
absurdo. LogoX é circuito deM. Para|Cgn 1| =5, usamos 0 mesmo argumento acima,
tomando o circuitd de comprimento 5 tal qUEZND| = 2. n

4.1 Matréides em queH tem posto 3.

Comegaremos caracterizando as matréides o@H)) = 3, conforme o Lema 4.1. Nesta
segdo descreveremos as matroide 3-conexas binarias strjgde aC U | € isomorfa a ma-
tréide Ly, Ly ouL3. Comegamos mostrando que patgE(H)) = 3, H € um cocircuito de
comprimento 3 ou um circuito-cocircuito de comprimento Mle
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Lema 4.6. SejaM uma matroide bindria 3-conexa de posto e circunferénci@®|&Ul) é
isomorfo &, parai € {1,2,3}, entdcE(H) é um cocircuito de comprimento 3 ou um circuito-
cocircuito de comprimento 4 dé.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.1H € um cocircuito déVl de comprimentd = |[E(H)| > 3. Se
E(H) =1, entdol = 3 e o resultado segue. Suponha @&ifel) #1. Seec E(H) — I, entdo
pelo Lema 4.2¢ € uml-arco eCe = | Ue. Assim|Ce| = 4. ComoM € 3-conexee é unico. De
fato, see+# € estaenE(H) — I, entddCy = | U€ e daiCeACy = {€,€} é circuito deM; um
absurdo. PortantB(H) = | Ue e o resultado segue. "

4.1.1 Matréides tendo menor isomorfo d_;

Nesta secdo construimos as extensdes binarikg dem circunferéncia, postom(E(H))
iguais aos dé& . Para isso executamos o Programa 1 para a matr@ideM[A;]| representada
pela matriz padrad; e em seguida executamos o0 Programa 2 para as matroidessaiidida
Programa 1. A matroid@yg descrita abaixo € um representante maximo, no sentido @e ter
maior cardinalidade, entre as extensdekdeéNao é dificil verificar que todas as extensdes de
L1 satisfazendo as condi¢des desejadas sdo menokeg.de

SejaAyp uma extensao binaria obtida da matréideacrescentando-se os elemeng,
€11, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19 €20 tAIS qUE €1, €2, €3, €10}, {€1, €2, €4, €11}, {€1, €2, 65, €12},

{e1,€3,€4,€13}, {€1,63,65, €14}, {€1,€4,65,€15}, {€2,€3,€4,€16}, {€2,€3,65,€17}, {€2,€4, 65,
eig}, {€3,€4,65,€19} € {e5,€8,€9,620} SAO circuitos dépg. Uma representagdo binéria para

Ay é dada pela matriz

€1 €9 €0 €11 €2 €3 €4 €5 € €7 €18 €19 €0
[ 11 1 1 1 1 0 0 0 0 O]
11 1 0 0 0 1 1 1 O 1
A1 1 0 01 1 0 1 1 O 1 1
o 1. 0 1 0 1 1 O 1 1 O
O 0 1. 01 1 0 1 1 1 O0
I O 00 00O O0OTU OO OO0 1

SejaX um subconjunto n&o vazio @& = {€io,e11,€12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20} -
Podemos agrupar as matroides 3-conexas da féugeX, para|X| = k para cada inteird
entre 1 e 9, em classes de isomorfismo. No Apéndice B encosiaan tabelas que ilustram
as classes de isomorfismo das matroides da fédugaX para cada valor dgX|.

Quando|X| = 9, existem 55 matroides pafgo\X, as quais agrupamos em 6 classes de
isomorfismo. Destas 6 classes, sdo 3-conexas as duas clyssesentadas pelas seguintes
matroides:

A111 = A20\{€10, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €10}

A112 = Azo\{€10, €12, €13, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €14}
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Quando|X| = 8, existem 165 matrdides pafag\X agrupadas em 9 classes de isomorfismo.
Destas, as classes representadas pelas matroides

A121 = Axo\{€13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€10, €11, €12},

A122 = Az0\{€12, €13, €15, €16, €17, €18, €10, €20} = L1 U {€10, €11, €14},
A123 = Axo\{e10, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €12, €13},
A124 = A20\{€10,€13, €14, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €12, €15},
A125 = Axo\{€10, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20} = L1 U {€11, €12, €10}

A126 = Ax0\{€10, €12, €13, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €14, €15}

sao classes de matréides 3-conexagX$e 7, temos 330 matréides pakap\ X agrupadas em
14 classes de isomorfismo das quais sao classes de matr@iolesX®s as classes representadas
pelas 12 matroides abaixo,

A131 = A0\ {€14, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €13}

A132 = Axo\{€13, €14, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€10,€11, €12, €15},
A133 = Az0\{€13, €14, €15, €16, €17, €18, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €10},
A134 = Az0\{€12,€13, €16, €17, €18, €19,€20} = L1U{€10, €11, €14, €15},
A135 = Ao\ {€12, €13, €15, €16, €17, €18, €19} = L1 U {€10, €11, €14, €20},
A1ze = Axo\{€10, €15, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11,€12,€13, €14},
A137 = Axo\{e10, €14, €16,€17, €18, €19, €20} = L1 U{€11,€12,€13, €15},
A13g = Aoo\{€10, €14, €15, €16, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €10, €13, €17},
A139 = Axo\{€10, €14, €15, €16, €17, €18, €20} = L1 U {€11, €12, €13, €10},
A1310 = A20\{€10, €13, €14, €16, €17, €18,€10} = L1 U {€11, €12, €15, €20},
A1311 = Ao\ {€10, €13, €14, €15, €16, €17, €18} = L1 U{€11, €12, €10, €20}

A1312 = Ao\ {€10, €12, €13, €16, €17, €18, €19} = L1 U {€11, €14, €15, €20}

Para|X| = 6, existem 462 matrdides agrupadas em 14 classes de isonmédssquais sao
representadas pelas seguintes matréides 3-conexas:

A141 = Azo\{€15,€16,€17, €18, €19, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €13, €14},

A142 = A20\{€14,€16,€17, €18, €19,€20} = L1 U {€10,€11,€12, €13, €15},
A143 = A0\ {€14,€15,€17, €18, €10, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €13, €16},
A144 = Ao\ {€14,€15,€16,€17, €18, €20} = L1 U {€10,€11,€12,€13, €10},
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A1a5 = Axo\{€13,€14,€16,€17, €18, €10} = L1 U {€10,€11, €12, €15, €20},
A146 = Aoo\{€13, €14, €15, €16, €17, €18} = L1 U{€10,€11, €12, €19, €20},
A147 = Axo\{€12,€14,€15,€17, €18, €10} = L1 U {€10,€11, €13, €16, €20},
A148 = Ao\ {€12, €13, €16, €17, €18, €19} = L1 U {€10, €11, €14, €15, €20},
A149 = Ao\ {€10, €16, €17, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €10, €13, €14, €15},
A1410 = A20\{€10, €15, €16, €17, €18, €10} = L1 U{€11, €12, €13, €14, €20},
A1411 = Ao\ {€10, €14, €16, €18, €19, €20} = L1 U {€11, €10, €13, €15, €17},
A1412 = A20\{€10, €14, €16, €17, €18, €10} = L1 U{€11, €12, €13, €15, €20},
A1413 = A0\ {€10, €14, €15,€16,€18,€19} = L1 U {€11,€12,€13,€17,€20}

A1414 = Aoo\{€10, €14, €15, €16, €17, €18} = L1 U{€11, €12, €13, €19, €20}

Quando|X| = 5, existem matréides 462 divididas em 11 classes de isormarfispresen-
tadas pelas matroides 3-conexas a abaixo

A1s1 = Ao\ {€16,€17, €18, €10, €20} = L1U{€10,€11,€12,€13,€14, €15},

Ais2 = Ao\ {€15,€17,€18,€10,820} = L1 U {€10, €11, €10, €13, €14, €16},
A1s3 = Ao\ {€15,€16,€17,€18, €10} = L1U{€10, €11,€12, €13, €14, €20},
A154 = Azo\{€14,€16,€17,€18,€20} = L1U{€10, €11, €12,€13, €15, €16},
Ais5 = Ao\ {€14,€16,€17,€18, €10} = L1U{€10, €11,€12, €13, €15, €20},
Ais6 = Azo\{€14,€15,€17, €18, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €13, €16, €10},
A1s57 = Ao\ {€14,€15,€16,€17, €18} = L1U{€10, €11,€12, €13, €19, €20},
Ais8 = Azo\{€10, €16, €17, €19, €20} = L1 U {€11, €12, €13, €14, €15, €18},
Ais9 = Axo\{€10,€16, €17, €18, €19} = L1 U {€11,€12, €13, €14, €15, €20},
A1510 = A20\{ €10, €14, €16, €19, €20} = L1 U {€11, €12, €13, €15,€17, €18}

Ags11 = Ao\ {€10, €14, €16, €18, €10} = L1 U {€11, €12, €13, €15,€17, €20}

Quando|X| = 4, existem 330 matrdides agrupadas em 9 classes de isonwrépnesen-
tadas pelas seguintes matroides 3-conexas

A161 = Axo\{€17,€18, 19,820} = L1 U {€10,€11, €12, €13, €14, €15, €16},

A1e2 = Ao\ {€16,€17,€10,€20} = L1 U {€10,€11, €12, €13, €14, €15, €18},
A163 = A20\{€16,€17,€18,€10} = L1U{€10,€11, €12, €13, €14, €15, €20},
A164 = A20\{€15,€18, €19, €20} = L1U{€10,€11,€12,€13, €14, €16, €17},
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A1e5 = Ao\ {€15,€17,€18,€10} = L1 U {€10, €11, €12,€13, €14, €16, €20},
A1ep = A20\{€14,€17,€18,€10} = L1U{€10, €11, €12,€13,€15,€16, €20},
Aae7 = A20\{€14, €15, €17, €18} = L1 U {€10, €11, €12, €13, €16, €19, €20},
A168 = A20\{€10,€16,€17, €10} = L1 U {€11,€12, €13, €14, €15, €18, €20}

A169 = A2\ {€10, €14, 16,10} = L1 U {€11,€12, €13, €15,€17, €18, €20},

Para|X| = 3, existem 165 matréides divididas em 5 classes de isomarfispresentadas
pelas matréides 3-conexas

A171 = Ao\ {€18, €19, €20} = L1 U {€10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €17},

A172 = Axo\{€17,€19, €20} = L1 U {€10,€11, €12, €13, €14, €15,€16, €18},
A173 = Ao\ {€17,€18,€10} = L1 U {€10,€11,€12, €13, €14, €15, €16, €20},
A17.4 = Ao\ {€16,€17,€10} = L1U{€10,€11,€12, €13, €14, €15,€18, €20}

A175 = Axo\{€15, €18, €10} = L1 U {€10,€11,€12, €13, €14, €16, €17, €20},

Quando|X| = 2, temos 55 matrdides 3-conexas divididas em 3 classesmeismo que
podem ser representadas pelas matrdides

A1g1 = Ao\ {€19, €20} = L1U{€10,€11, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €18},

A1g2 = Axo\{€18,€10} = L1U{€10,€11,€12,€13, €14, €15, €16, €17, €20}

A1g3 = Ao\ {€17,€10} = L1U{€10,€11,€12,€13, €14, €15, €16, €18, €20} -

Finalmente, quandiX| = 1, existem 11 matroides 3-conexas divididas em 2 classesso®i-
fismo representadas pelas matréides

A191 = Axo\{€0} = L1U{€10,€11,€12,€13, €14, €15, €16, €17, €18, €19}

Agg2 = Axo\{€10} = L1U{e10,€11,€12,€13, €14, €15,€16,€17, €18, €10}

Teorema 4.1. SejaM uma matrdide binaria 3-conexa de posto e circunferéncia Btace
rm(E(H)) =3 eM|(CUI) é isomorfd_1, se e somente 3¢ € isomorfa a matroiday, q, onde
n e q séo inteiros positivos tais que< q < k e (n,k) € {(11,2), (12,6), (13/12), (14,14),
(15,11), (16,9), (17,5), (18,3), (19,2), (20,0)}.
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Demonstracdo: Comegaremos mostrando qug 2cly (C) —C| < 10. Antes, lembre-se de que
M|(CUI) possui quatro classes em série contidagCer; contendo trés elementos e outras
trés classes triviai, 3 € S.

Seja# = {eccly(C) —C:Ce élongo €CcN S| = 2}. Primeiro vamos mostrar que

B+ 0. (4.3)

Sejae € cly(C) — C eCe seu circuito fundamental. Pelo Lema 423 € longo. SeZ = 0, entdo
|ICeN S| = 3. Neste casdclu(C) —C) C clu(S1). SejaX = cly(Sy). Pelo Lema 4.2(i) e (ii),
r(E(M)—X) <4. Dai,

MX,E(M)=X) = rm(X)+rm(E(M) =X)—r(M) +1
< 3+4-6+1
= 2.

Portanto(X,E(M) — X) é uma 2-separacdo paké, o qual &€ 3-conexa, contradi¢cdo. Logo
A+ 0 e (4.3) segue. Agora mostraremos que

\B| > 2. (4.4)

Suponha que (4.4) ndo vale. Por (4.B%| = 1. Sejaec cly(C)—C. Seec %, entdo
|ICeN S| = 2 e portantdCe NS é um cocircuito deM de comprimento 2; se ¢ %4, entao
|ICeN S1| = 3, neste caseclu(Sy), E(M) —clu(S1)) € uma 2-separagéo pava Em ambos os
casosM ndo é 3-conexa. Uma contradicdo. ComoC cly(C) —C, o resultado segue. Em
particular,

WM@V*WS%CQ):la

Afirmamos que existem elementes € 4 tal que

CeNS1 £Ci NS (4.5)

Se (4.5) ndo é verdade. Ent@pNS;, = C: NS, = D para todoe, f € 4. Note ainda que
[clm(C) —C] — %] = |{g}| < 1. Seg € [clu(C) —C] — &, o circuitoCqy tal queg € Cg C CUQ
satisfaZCyNS, = S;. Logo, temos qu® € um cocircuito dév de comprimento 2. O conjunto
D também é um cocircuito dd de comprimento 2 quandoly (C) —C] — % = 0; absurdo em
ambos os casos visto qi¥eé 3-conexa. Logo (4.5) segue.

Pelo Lema 4.2(i), todo elemené= E(M) — (CUl) é umC-arco ou um -arco deM. Pelo
Lema 4.6,Cc € um circuito de comprimento par, quand@ um/l-arco. See é umC-arco,
pelo Lema 4.3Ce € longo e vale (4.5). Portantd] € isomorfo a matroidé, 4, onden e q
sdo inteiros positivos tais que<lq < ke (n,k) € {(11,2), (12,6), (13,12), (14,14), (15,11),
(16,9), (17,5), (18,3), (19,2), (20,0)}. A reciproca é evidentemente verdadeira. n
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4.1.2 Matréides tendo menor isomorfo d_,

Sejali2> uma matrdide obtida a partir da matréidgacrescentando-se os elemergp$ e u
tais que{es, e, e}, {e3,65, f} e {es,€3,89,u} S0 circuitos dé1,. Uma representacéo binaria
para a matroidé, é dada pela matriz:

e - e e f u
[ 00 0]
001
Ao 110
101
011
I 00 1]

A matréidelL, é 3-conexa com posto e circunferéncia iguais a 6. Observeagjuea-
tréidesLig = L12\U, L1o = L12\{f,u} e N11 = L2\ f sGo menores de;,, 3-conexas de posto
e circunferéncia 6.

Teorema 4.2. SejaM uma matrdide binaria 3-conexa de posto e circunferéncia Btace
rm(E(H)) =3 eM|(CUl) é isomorfal,, se e somente 9d é isomorfa as matroidds;,,
L11, N11 ouLso.

Demonstracéo: Por hipéteseM\ [cly (C) — C] possui quatro classes em série contidagtem
duas contendo dois elementos, digarBps- {a,d'} e S, = {b,b’} e outras duas triviais, diga-
mosSs = {c} e & = {d}. Primeiro mostraremos que

cly(C) —C| > 1. (4.6)

Assuma que (4.6) néo é verdade. |8g (C) — C| =0, entdoM é isomorfo a restricdo de,
M|(CUH)=M|(CUl)U(H —1). Pelo Lema 4.6\ é isomorfoL, ou & sua extensao binaig
obtida dd_, acrescentando um elememttal quel Ue € um circuito-cocircuito de comprimento
4. PortantoM possui classes em série ndo triviais; uma contradicdo dpsxd é 3-conexa.
Assim (4.6) segue.

Sejae € cly(C) —C. Pelo Lema 4.2(i)e é umC-arco deM. Pelo Lema 4.4, o circuito
fundamentaCe parae é curto. Afirmamos que

|CenS| =1 paratoda € {1,2}. 4.7)

Suponha que 4.7 ndo vale. BeNS| =0 ou 2, entdd é um cocircuito d&l de comprimento

2 a qual e 3-conexa. Uma contradi¢éo. |SenS| =1 e|CenSj| =0, para{i, j} = {1,2},
entdoX = CcA D é um circuito deM contendo 7 elementos, onBeé um circuito deM |(CU)

tal queSUS, C D e|D —clv(C)| = 2. De fatoM|(CUI) n&o possui circuitos de comprimento
3 e seu Unico circuito de comprimento 4 evliae S,. Agora suponha que existeere € em
cl(C) —C tais que|CeNS| =2 e|Cy NS| =1, parai € {1,2}. Sem perda de generalidade
podemos supor que=1,Ce = {e,a,@'} eCy = {€,a,x} ondex € § comk € {2,3,4}. Se
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X € S, entdo comdM|(CUJ) = Ly, existe circuitoC; = SUSU j1U jp, comk € {3,4} e
{i1,j2} €I, tal que

D = (CACy)AC
= ({ead}A{€,ax))A(SUSU|j1Uj?)
= {ed,€,x}A(SUSU|j1Uj2)
{ed,€,j1,j2} U(S—X) U

€ um circuito deM de contendo 7 elementos, visto que os Unico circuitdd d€UJUeU¥)
contendo 3 elementos sy e C,. Sex e § coml € {3,4}, entdo pelo argumento anterior,
existe circuitdCj = SUS U j1U jo com{jg, j2} € J, tal que

D = (CACy)AC
= ({ead}A{€,ax})A(SUSUjLU]2)
= {ed,€,x}A(SUSU|j1U]j2)
= {ed,€,j1,j2} US

€ também um circuito de comprimento 7; o que um absurdo. for(4.7) segue.
Agora mostraremos que
CeNCi| #0, (4.8)

ondeC; e Cs sdo circuitos fundamentais pagaf € cly(C) —C. Suponha que (4.8) néo é
verdade para o€-arcosg e h emcly(C) —C. Por (4.7), podemos tom&y = {a,b,g} e
Ch={d,b’,h}. SejaD = S,US3UJ, onded é um subconjunto decontendo 2 elementos, um
circuito deM|(CUI). Observe qu®ACqy € um circuito deV de comprimento 6 que intercepta
Ch, somente en$, — b = b’. Chegaremos a uma contradicdo mostrando que

X = (DACg)ACh
= [(SUSUIA(aUbUg)A(@Ub Uh)
= (aub'uuJug)A(@ub'uh)
= SCI.USSUJU{gh}
€ um circuito deM, pois|X| = 7. Assuma que& néo é circuito dévi. ComoM é 3-conexa,
X =D1UD>, ondeD; e D, séo circuitos disjuntos dd. Sem perda de generalidade podemos
supor queD1| =3 e|D2| = 4. Pelo Lema 4.2(i)g e h ndo pertencem ao mesmo circuito. Logo,
D1 € um circuitol -fundamental oyCU1 )-fundamental o€-fundamental diferente d&, eCy,
0 que é um absurdo. Portanto (4.8) vale.
Pelas afirmacbes (4.6), (4.7) e (4.8), temos [glig(C) —C| € {1,2}. Além disso, para
cada elemente € cly (C) — C, o circuito fundamental. pertence a

9 ={{a,b,e},{a,b,e},{d,b,e}, {a b e}}.
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Observe que s& e M’ sdo extensdes binarias M(CU 1) acrescidas de um subconjunto

A C clu(C) —C tal que os circuitos fundamentais para os elementdssio distintos pari

e M’, entdoM e M’ sdo isomorfos. Portanty] € isomorfo a matréideo, L11, N11 ou L1g.
Reciprocamente, as matroides, L11, N11 € L1g sdo claramente é 3-conexa de posto e

circunferéncia 6 tal que|(CUl) = Ly er(E(H)) =3. "

4.1.3 Matréides tendo menor isomorfo d_3

A simplificac@o da matréide; € isomorfa M (K,4). Portantd_3 = M(Q), ondeQ é um grafo
simples apresentado na figura (4.4) abaixo.

Figura 4.4 GrafoQ e a simplificagédo d#(Q)

Lema 4.7. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénci@®|&Ul) é
isomorfo a_3, entéo:

(i) Existe uma particd®,, T,, T3 deC tais queT,| = |To| = |T3| =2 €Ty, Ty, T3 S8o classes
em série dd|(CUI).

(i) A simplificagdo deM|(CU ) é isomorfo aM(KSl)) (el € uma estrela do vértice de

M (Ké?l)) tendo grau 3)

(iii) A simplificacdo deM\ [clm(C) —C] é isomorfo a1 m3, ondem= 1 seE(H) é circuito-
cocircuito deM de comprimento 4 em= 0, caso contrario.

Demonstracdo: ComoM|(CUl) = M(Q), (i) e (ii) seguem de observacéo direta do gr@fo
(veja figura (4.4)). A afirmacdo (iii) € consequéncia de (iijoeL,ema 4.6. n

SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéncid guaM|(CUI) é
isomorfo al.3. Pelo Lema 4.7(i))M|(CUI) possui 3 classes em séfiig T, e T3 contidas enC
tais quelT1| = |T2| = |T3| = 2. Pelo Lema 4.2(i), todo elemerge E(M) — (CUl) € umC-arco
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oul-arco deM com respeito &. Portanto, para cadae E(M) — (CUI) existe um circuitcCe
tal queec Ce CCUeouec Ce. C 1 Ue Seja.Z o conjunto dos elementes= cly (C) —C tal
que o circuito fundament&l, parae satisfazlCcNTj| = 1 para todd € {1,2,3}. ComoC, e
CeA\ C séo circuitos fundamentais pagaa menos de simetria, temos qug| < 4.

Lema 4.8. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéncieqeiéa|(CUl )
é isomorfa d.3. Sejae € cly(C) —C. SeCe é um circuito curto pare, entddCeNC = T, para
algumi € {1,2,3}.

Demonstracdo: Suponha que ndo. Entaf,Z C. para toda € {1,2,3}. LogoC intercepta

T; em no maximo um elemento. Corfig € curto, ele intercepta duas classes em série, digamos
T1 e T,, em um elemento e nao intercefita Neste casoCe./AD € um circuito contendo 7
elementos, ondB é um circuito deM tal queT,UT3 C D e |D —cly(C)| = 2; um absurdo. =

Lema 4.9. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéncieqbiéa |(CUl )
€ isomorfa d.3. Se.# # 0, entddM ndo possui circuitos curtos.

Demonstracao: Demonstraremos por contradigdo. Pelo Lema 4. %Ki CU 1) possui trés
classes em sérig, S, S3 contidas enC. Mais ainda,|S;| = |S| = |S3| = 2. Sem perda de
generalidade podemos far= {a,a'}, S = {b,b'} e S3 = {c,c'}. SejaCe um circuito curto
parae € (cl(C) —C) —.#. Pelo Lema 4.8C. = S Ue para alguni € {1,2,3}, digamod = 1.
SejaCt¢ um circuitoC-fundamental pard € .%. Observe que

CACt = (SUA[(S—-a)U(S—-b)U(S—Cc)Uf]
= (S-a)U(R-bu(s-c)uief}

€ um circuito deM contendo 5 elementos. Sdpaum circuito deM tal queSUS C D e
|ID —clu(C)| = 2. Como|D| =6 e|DN(CeACt)| =2 temos qudd’ = (C.ACt)AD contém
7 elementos. Note qug Z D’, portantoD’ ndo contém circuito de comprimento 3. Desde que
M é 3-conexaD’ é circuito deM; uma contradicao. m

DefinimosNgmq, 1 < g < |.#|, quandoZ # 0, como a matréide binaria obtida & mo
acrescentando-se elementos#e Observe quéNs mq € My m| ndo séo isomorfas, poly m q
possui circuito interceptando todas a classes em sérielasr@mC deNgmq|(CUI) € Mpm)
nao.

Teorema 4.3. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto 6 e circunferéncigrido
M|(CuUI) e isomorfa d3 comry(E(H)) = 3, se e somente $é € isomorfa M m) OUN4mq,
ondem,| eq séo inteiros tais que<m<4,0<|1<3el<qg<4.

Demonstracgédo: Néo é dificil ver queMs m| € Namq S40 matroides 3-conexas de posto e cir-
cunferéncia 6 conM|(CU ) isomorfa aL3 comry(E(H)) = 3 . Agora suponha quel é
uma matroéide binaria 3-conexa de posto e circunferéncibdueM |(CUI) é isomorfadz e
rm(E(H)) = 3. Pelo Lema 4.7(i)M\ [clm (C) — C| possui trés classes em séfieS, e Sz, cada
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uma contendo dois elementos@eTemos dois casos para verificar:
Caso 1.7 =0.

M é isomorfo aMs m. A prova segue analoga a prova do Teorema 2.5 de [2], de Ggrdov
Junior e Lemos e pode ser encontrada nas paginas 14 e 15 ddaeitigo.

Caso 2.7 # 0.

Observe qutM\.Z é isomorfo @l mo, pelo Caso 1 e Lema 4.9. (E facil ver oMig m| N&o
possui circuitos de comprimento 3 se e somente-s8.) SejaM’ a extensao binaria obtida de
M4 mo acrescentando-se os elemerges.7. PortantoM’ é isomorfa éNg mq por definicéo.m

4.2 Matréides em queH tem posto 4.

Nesta secao caracterizaremos todas as matréides bindriee8as de posto e circunferéncia
6 que possuem(E(H)) = 4. As restricBes dessas matréideS @l sdo necessariamente ex-
tensdes binarias das matréides L, ou L3z obtidas acrescentando-se um novo elemerdo
E(M|(CUl)) de modo quél Ue| = 4.

Para isso executamos o Programa 1 para cada matioid®[A], i = 1,2, 3, representada
pela matriz padréady e filtramos o resultado escolhendo as matrdides que possosim @
circunferéncia 6 e(E(H)) = 4, em seguida executamos o Programa 2 para cada saida do
Programa 1.

Assim, a construcéo de cada extensB@CUI) del;, i € {1,2,3}, é obtida acrescentando
um novo elemente; o de maneira que(l Uejg) = 4. Para simplificar e reduzir o nimero de cél-
culos,eo foi gerado de modo a ndo pertencer ao fechG.d&s possiveis extensdes binarias de
L1, Lo eLz paraM|(CUI) estdo dispostas nas Tabelas A.1, A.2 e A.3, respectivanpreaee
encontram no Apéndice A. Denotamos as extensdes binarc@slde; obtidas acrescentando-
se o elementeyg, porL; x, ondei € {1,2,3} e X representa a sequiéncia dos rétulos na matriz
A; dos elementos da base que geragagn Na Tabela A.1 mostramos que as possiveis exten-
sbes binarias de; paraM|(CUI), a menos de isomorfismo, s&@ 146, L1246 € L1 1456 Na
Tabela A.2 mostramos que existem, a menos de isomorfismae@sdes binérias de para
M|(CUI), a saberi, 136 € L2 1346 € Semelhantemente na Tabela A.3 mostramos que a menos
de isomorfismo, existe somente uma extenséo binaria daideltgparaM |(CUI ), a matroide
denotada pok 3 13e.

Como saida do Programa 2, nds obtemos que a matride € isomorfa a matroides 136
com ¢(1234567891P=(1 32 4 56 7 10 8 9) e a matroide 1456 € isomorfa a matroide
L2136 COM ¢ (1234567891P=(123 456 7 8 10 9). Logo, temos que a menos de isomor-
fismo, existem apenas 4 matréides binarias p&li&C U 1) de posto e circunferéncia 6 tal que
rM(E(H)) =4, as matrc')idesl'_17146, L17246, |_1714566 |—2,1346-

Novamente executamos o Programa 1 e 2 para as matioidgse L1 246, agora acres-
centando apenas os elementos de seu fecho. Percebemosaguexemnsdes sao menores da
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matréideAZ,4 descrita abaixo.

SejaAZy4 a extenséo binaria da matrditlg;4¢ obtida acrescentando-se mais 14 elemen-
tos €11, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20, €21, €22, €23 € €24 QIS qUE{E2,€4,65,€11},
{e1,e,€3,€12}, {€1,€2,€4,€13}, {€1,6,65,€14}, {€1,€3,€4,€15}, {€1,€3,65,€16}, {€1,€4, 65,
€17}, {€2,€3,€4, €18}, {€2,€3, &5, €10}, {€2,€4,65, €20}, {€3,€4,65,€21}, {€2,€3, 65, €22}, {€3,€4,
€5, 23} € {e1, e, e3,6e4,65,€24} SA0 circuitos dd\Zy,. Uma representacdo binaria p#tz, €
dada pela matriz

€1 € €0 €11 €2 €3 €4 €5 € €7 €18 €19 €0 €1 €2 €3 €y
[ 10 1 1 1 1 1 1 0 O O O O 0 1
01 1 1 1 0 O O 1 1 1 0 1 0 1
A1 o 0 1.00 1 1 0 1 1 0 1 1 1 1
11 01 0 1 01 1 0 1 1 0 1 1
o 0o 0o 012 01 1 0 1 1 1 0 0 OO
I 1100 0000 O0O0O0TUO0O 1 1 1

Teorema 4.4. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciaBl|& Ul )
e isomorfa a matroide; 146 OU al 1 246, €NtAOM € isomorfa a qualquer restricdo da matroide
AZy4, que tenha uma das matroidgs 46125, L1,246125 OUL1 246135 COMO menor.

esl|es|ler elles|ler

Figura 4.5 Representa¢des geométricas da matrffide; 46/ (CU J)]*.

esl|es|ler €l/es e1l/es

eslle, Erlles  elles erlles

€ € €10 € € €10

Figura 4.6 Representacdes geométricas da matrffideyas| (CUJ)]*.

Demonstracdo: SejaJ um 3-subconjunto de As representacdes geomeétricas para matréide
dual[M|(CUJ)]* séo mostradas na figura 4.5 quamdigC U I) = L1 146 € na figura 4.6 quando
M|(CUI) = L1 246. Note queM|(CUI) nédo é isomorfa &, qualquer que sejaC |. Por outro
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lado, existel tal queM|(CUJ) € isomorfa &.1. Portanto, pelo Lema 4.3, todo circuito Ne
tem comprimento 4 ou 6. Em patrticular, pelo Lema 4.2(i) ¢ (ii)

|Ce| = 4, paratode € E(M) — (CUI),

ondeCe € um circuito fundamental pasa

Olhando as figuras 4.5 e 4.6, vemos que o conjyetpe;} é uma classe em série de
M|(CUI). Logo existe umC-arcoe € E(M) — (CUlI) tal que|CeN{es,e7}| = 1. Assim,M
€ isomorfa a qualquer extenséo binaria das matrdigless acrescentando o elemergp, tal
que {e14,€1,€,65} € um circuito deM, L1 46 acrecentando-se o elemerdg ou ali 246
acrescentado-se o elemeeig tal que{e;s, €1, €3,65} é circuito deM n

Quando executamos o Programa 1 e 2 para a mattqiggs acrescentando apenas 0s
elementos de seu fecho, notamos que as extensfes encsrsdiadaenores da matroitig,
abaixo.

SejaH1» a extensédo binaria obtida a partir da matrdigesse acrescentando-se os elemen-
tose e f de maneira quéey, e;7,e} e {es,e;7, f} sdo circuitos dedy,. E facil ver queHi, é
uma matréide 3-conexa de posto e circunferéncia iguais a Epresentacdo binaria para a
matréideH;, € dada por:

>

[l
rrRrroor?
OrRrORRELoO

CORRRRE —

Note que as matrdiddd;; = Hio\e e Hio\ f sdo isomorfas. Portanto, apenas a matrdide
H11 € um menor déd;» 3-conexo com posto e circunferéncia 6.

Teorema 4.5. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciaBl|& Ul )
e isomorfa a matroidey 1456 entdoM é isomorfa éHio ouHyy.

Demonstragéo: Observe que para cada 3-subconjuhtol, a matroide_q 1456/ (CUJ) € iso-
morfa aL1 ouL,. Portanto, pelo Lema 4.4 ndo possui circuitos longos. A representacdo
geométrica de cada matroiflg 1456/(CUJ)]* € mostrada na figura 4.7, onde os elementos da
base de cada triangulo comp&em o conjuhto

Uma rapida observacéo na figura 4.7 nos mostraWjméo possui-arcos, pelo Lema 4.5.
Logo todoe € E(M) — (CUI) € umC-arco conCe, seu circuitaC-fundamental, curto. Sepd
um 3-subconjunto detal queM|(CU X) = L,. Nés mostraremos que

|ICeNS| =1, paratodo € {1,2}, 4.9)

ondeS; e S, sdo classes em séries néo triviaisi¢C U X). ( Lembre-se qué; possui duas
classes em séries de tamanho 2 e duas classes em sériesdomtalas ent. )
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Figura 4.7 Representagdes geométricas da matrfliglesse/(CU J)|*.

Argumentaremos por contradicdo. Primeiro, observeajuees sdo elementos em série
de Ly 1456 Portanto,|CeN{e4,65}| = 1, pois caso contraricfes,es} € um cocircuito deM
de comprimento 2, a qual é 3-conexa. Se (4.9) ndo vale, €rtadercepta uma classe em
série trivial S. Neste caso, existe um circui# C de comprimento 6 contendg U S, tal
queCeND =CeN{e4,65}. Como todo circuito dé 1 1456 CONtEM OU evitg ey, &5}, temos que
CeAD é um circuito de comprimento 7. Uma contradicao, temos (4.9)

Observe também que o elemempfcesta presente em alguma classe em série nao trivial de
M|(CUJ), para todal C |. Logo, por (4.9) é facil ver que as possibilidades fasado os
circuitos{es, e7,e} e {es,e7, f}, ondeee f € cly(C) —C. ComoLj 1456 Né0 € 3-conexa, pois
possui{es, es} como cocircuito de comprimento 2, a matrole isomorfa & matréidel;; ou
aHqo. [ |

Considere as matroidé3B;;1 e DV obtidas a partir da matroide 1346 acrescentando-
se os elemento$ e g respectivamente, de forma qyes,es, f} € um circuito deDBs1; e
{e1,e,e3,65,9} € circuito deDVy;. Observe que as matroided,1, DB1g = B11\f e DVq1
sdo 3-conexas de posto e circunferéncia iguais a 6. As mpegdes binarias para as ma-
troidesDB;1 e DVy1 s@o dadas respectivamente por:

e - € e f & - & o 9
[ 1 0] [ 1 1]
0 O 0 1
Ao 1 1 e Ao 1 1
1 0 1 0
0 1 0 1
i 1 0] i 1 0]

Teorema 4.6.SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciaBl|& Ul )
€ isomorfa a matroide; 1346, €ntdoM € isomorfa @B11, DB1g ouDV1;.

Demonstracdo: Primeiro mostraremos que
|[E(M) — (CUH)| <1 (4.10)

Antes, observe quil|(CUJ) é isomorfa &, para todo 3-subconjuntbC |. As represen-
tacOes geomeétricas de cada matrgdeCuU J)|*, para cada C |, estdo ilustradas na figura
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4.8. Em cada matroide representddas {e;, e, €3, €4, 65,67} €J é composto pelos elementos
da base de cada triangulo.

Figura 4.8 Representagdes geométricas da matrfliglesae (CU J)|*.

SejaCe um circuito fundamental pamc E(M) — (CUI), Lema 4.2(i). Pelos Lemas 4.4 e
4.5,e € umC-arco curto. Para cada 3-subconjudta I, M|(CUJ) contém 2 classes em série
de tamanho 25, € S, e duas classes em séries trividse S contidas enC. Nos afirmamos
que

|CeNS|=0o0ul, paratodoe {1,2}. (4.11)

Argumentaremos por contradigdo. Se para algum 3-subdonjunl, |CcNS| = 2 para algum

i € {1,2}, entdo existem dois circuitos diferent&, e D, em M|(CuUJ), ambos de com-
primento 5 e contend§ tal que (CcAD1)A D> é um circuito contendo 7 elementos, pois
|(D1ND2) — S| = 1. Uma contradi¢céo. S€.NS| =0e|CeNSj| =1 parai, j € {1,2}, entédo
CeA D € um circuito de comprimento 7, onBeé um circuito de comprimento 6 que intercepta
Ce apenas enj. Novamente uma contradicéo, logo (4.11) segue.

Por (4.11), a menos de simetria, os Unicos candidatGs 80 0s circuitose;, e, e},
{es,es, f} ou {e4,€e7,9}, ondee, f eg € cly(C) — C.(observe a figura 4.8.) Como a extensao
binaria del; 1346 Obtida acrescentando-se o elemesgoisomorfa a extenséo binaria obtida de
L2 1346 acrescentando-se o elemeritoom isomorfismap 1234567891011 = (3514210798
6 11), temos que a menos de isomorfithp(C) —C = {f, g}, portanto (4.10) segue.

Por (4.10) M é isomorfa éDB11, quanddM € a extenséo binaria da matroidg; 346 obtida
acrescentando-se o elemerfittal que{es, es, f } € um circuito deM, aDV;1 quandoM € a ex-
tenséo binaria da matroidie ;346 0btida acrescentando-se o elemegtial que{ey, e, €3, 5,9}
€ um circuito deM e aDB;g quandadMl = L 1346, POiSL> 1346 € 3-conexa e tem posto e circunfe-
réncia iguais a 6. n

4.3 Matréides em queH tem posto 5.

Nesta secdo caracterizaremos as matroides binarias asote posto e circunferéncia 6 com
r(E(H)) =5. De forma analoga a constru¢do das matréides iq@&@fH)) = 4, executamos

o Programa 1: construimos as matroidégC U 1) comry(E(H)) = 5, acrescentando um
novo elementa;; as matréides 1 146, L1246, L1,1456 € L2,1346 de forma que o elementa ;
seja linearmente independente com os elementds deemelhantemente, denotamos cada
matréide assim construida pary v, ondei € {1,2}, X € {146,246,1456 1346} eY representa
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a sequéncia dos rétulos dos elementos da base que gexarado Apéndice A encontramos
como saida da execucdo do Programa 2, as Tabela A.4, A.5, A.B que mostram que
a menos de isomorfismo, as matréides de posto e circunfaréncomr(E(H)) = 5 para
M[(CUI) s@0:L1 146156, L1.146256: L1,1462346: L1,246356 € L1,14562346

Executando-se novamente o Programa 2, temos que a mdtQigess € isomorfa a ma-
tréide |—1,246,156 com ¢(123456789101)1:(1 2354678911 10), a matréida_71462346
€ isomorfa a matroide; 145623456 COM §(123456789101)1= (12374658911 10) e a
matréideL1714562346 é isomorfa a_27134§246 com ¢(123456789101)1:(1 2437856119
10). Conforme mostraremos no proximo resultado, a matiidgs 2316 N0 POSSUi extensao
binaria 3-conexa. Como, pelo Lema 4.2, procuramos por sfndessas matréides, obtidas
acrescentando-se os fechosGle del, que sejam 3-conexas, temos que a menos de isomor-
fismo existem 4 matréides paM|(CU ) cuja extensdo € 3-conexa, a saber: as matroides

L1146156, L1.146256, L1,246356, L1,14562346 € SUAS extensoes.

€s||es|/€7 esfles||e el es||er el es||er es|ler
& e & € € €o & €& epo € €& €o & € e
es||e7 es|ler es|ler es|ler es|ler
% A méifezea egfé éfela EAié %Eeles EAfé %Eelez
€10 €11 €8 €11 €8 €10 €11 © €10

Figura 4.9 Representacdes geomeétricas da matrfliglese 2346/ (CUJ)]*.

Teorema 4.7.SeM é uma extens&o binaria da matrolideg 462346 de posto e circunferéncia 6,
entaoM ndo é 3-conexa.

Demonstracao: Observe a figura 4.9. Ela mostra as representacfes geasétaanatroide
[L11462346 (CU J)]*, para cada 3-subconjuntoC I. E facil ver que o conjuntdes,e;} é
uma classe em série da matroldg; 42346 Portantolq 1462346 N@0 € 3-conexa. Agora va-
mos mostrar que ndo existe circuito &nque interceptd es,e;} em apenas um elemento e
com isso mostrar quil ndo é 3-conexa. Suponha que exista um circDite ¥’ (M) tal que
IDN{es,e7}| = 1. Pelos Lemas 4.4 e 4.B] ndo possui circuitos longos defundamentais.
Logo D é um circuito curto da form® = {e, f,g}, ondee & E(L11462346), T € {€5,67} €
ge C—{es,e;}. Note que para cadae C — {es, e/}, existe um circuitd’ de comprimento
6 emLy 1462346 que interceptd em f. (Veja a figura 4.9.) AssimDAD’ é um circuito de
comprimento 7. Chegamos um absurdo e ao nosso resultado. [
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Considere a matr6id&Ts, cuja representacdo binaria é dada pela matabaixo,

>

A=Y
roroopr?
rroocoopr?
roorrod
FOrRrOROYR
P
RPRRrOOROKR
P
RPORRPROOW
PR RPROOO-
PRPRFRPRFRPOPR®°
RPRPRRPRORER®°

PR ORRR
RPORRRR

ondeCip € a matriz

€3 €4 €x €5 €37 €38 €9 €3 €31 €32

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0
1110001 1 10
1001 10 1 10 1
0101 01 1 0 1 1
001 01 1 0 1 1 1

|0 000 0O0O0GOTO 0 O

Observe quéTs, € uma extenséo binaria da matréidee tem como menores as matréides
3-conexad.q 146156, L1,146256 € L1.246356. Mais explicitamenteATzy|{ey, - - - , €9, €10,€11} =

L1146156 ATz2|{€1, - ,€0,€10,€14} = L1 146256 € AT3o|{€1, - ,€9,€13,€16} = L1 246356 OD-
serve também que todas as entradas da nmfap@ssui um nameros impar de 1, logo a matréide

ATz, € seus menores nao possuem circuitos de comprimento impar.

Teorema 4.8. SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferéncie Bl|& Ul)
e isomorfa a uma das matroides 46156, L1,146256 OU L1 246356, €Nt4OM € isomorfa a todo
menor deATz, que contenha uma das matroidleg e 156, L1.146256 OU L1 246356 COMO menor.

Demonstracéo: Note que as matroideds; 146156, L1.146256 € L1 246356 NGO possuem circuito
de comprimento impar. Portantb| € {4,6}, para todo circuitd € € (M), tendo em vista
queM é 3-conexa e possuairc(M) = 6. Mais ainda,M néo é isomorfa d,. Logo, pe-
los Lemas 4.2 e 4.3, temos gl admite todos o€-arcos cujos circuitos fundamentais sao
longos com|cly(C) —C| < 10 e admite todos olsarcos comicly (1) — || < 11. Desde que
L1146156, L1.146256 € L1 246356 SA0 3-conexas, o resultado segue. n

SejaDNy, a extenséo binaria da matroitle 4562346 Obtida acrescentando-se o elemento
e tal que{ey,e7,e12} é um circuito deDNjo. A representagdo binaria pdbdN;» € dada pela
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matriz abaixo.

Sl € €0 €11 €
[ 1 0 1]
0O 1 1
A1 0O 1 1
1 1 O
1 0 1
I 1 1 0]

A matréideDN;, e sua menobN;; = DNjo\ej» séo 3-conexas de posto e circunferéncia 6.

e4]|es||&7 eslles es/€s &4/ es||e7

& e € € € €eop & € eo e & €eop €& € e
es||e7 eles es|ler es|ler esles
€11 €0 €11 €11 €8 €10 €11 €0 €1

Figura 4.10 Representacdes geomeétricas da matrfigdessg2za6/(CUJ)]*.

Teorema 4.9.SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciaBl|& Ul )
€ isomorfa & 1 14562346 €NtAOM € isomorfa &Ny 0UDNy;.

Demonstracdo: ComoM € a extensao binaria dg 14562346 Obtida acrescentando-se apenas
um elemento e 1 14562346/ (CUJ) € isomorfa al, para todo 3-subconjuntd # {es,€s, €9}
contido eml = {eg, eg,€9,€10,€11}, (Veja figura 4.10) temos que pelos Lemas 4.4 eM.Bao
possui circuitos longos oltarcos. Seja € cly (C) — C e Ce um circuito fundamental curto
parae. N6s afirmamos que para cada 3-subconjunto{eg, g, 9},

|CenS| =0o0u 1, paratodoe {1,2}, (4.12)

ondeS e S sdo as classes em série de tamanho M€ UJ). Suponha que (4.12) nédo
é verdade. Entdo, para alguhC |, [CcNS| =0 e|CcnNS| =1. SejaD um circuito de
comprimento 6 deé.1 14562346 CONtendo as class& e S,. Note quelCeND| = 1, logoCeAD
contem 7 elementos. Como os circuitos de comprimentd4 gleg2346 N80 contém elementos
das classes néo triviaiSe/AD é um circuito deM. Um absurdo, logo 4.12 segue. Observando
a figura 4.10, notamos que o Unico par de elementos candidgiegencerem & € 0 par
{e4,e7}. Assim,M e isomorfa DNy ou aDNyg = L 14562346 n



4.4 MATROIDES EM QUEH TEM POSTO 6. 47

4.4 Matréides em queH tem posto 6.

Acrescentando a cada matroile= L1 146156, L1,146256, L1,1462346 L1,246356 OU L1 14562346

um novo element®,,, executando-se do Programa 1, de forma que a extensaoabiffari

assim obtida tenhgy (E(H)) = 6, posto e circunferéncia iguais a 6, encontramos a matréide

3-conexal1 145623462356 €Xtensdo binaria da matroidle 14562346 Obtida acrescentando-se o

elementce;» gerado pelos elementes, e3, e5 e gs. ( Veja Tabela A.8 do Apéndice A.)
Denotaremod 1 145623462356 POr JL. Uma representacgéo binaria para matraile dada

pela matriz abaixo,

>

[y
Prrroopr?
Rrorkrro?
rFrorro®

Teorema 4.10.SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto e circunferénciacbpata
alguma componente conedadeM /C, ry(E(H)) = 6, ondeC é um circuito de comprimento
maximo, entad é isomorfa aL.

Demonstracdo: Pelo Lema 4.2M é uma extensao binaria de alguma matrditietal que
rw (E(H)) =5, obtida acrescentando-se um novo eleméntdE (M’) que aumente o posto de
H e pelos elementos dos fechos@e |. A Tabela A.8 do Apéndice A, nos mostra gué é
uma matrdide isomorfalay 14562346 Assim, olhando para a figura 4.10, € facil ver dli@&o
possui circuitos longos duarcos, Lemas 4.4 e 4.5. Agora mostraremos que

M também néo possui circuitos curtos.

Pelo Teorema 4.9, é suficiente mostrar §egey, e}, ec cly (C), ndo é circuito d&. Suponha
por absurdo qu€e = {e4,€e7,€} € um circuito deMl. Sem perda de generalidade podemos as-
sumir queM’ = L1 14562346 € que f é gerado pelos elementes, e3, &5 e e5. (Veja Tabela
A.8.) Entdo,D; AC, ondeD¢ = { f,e5,e7,e10}, € um circuito de comprimento 6 dé. Assim,

D AC intercepta o circuitdCe em apenas um elemento, d&l; AC)ACe € um circuito de
comprimento 7. Portanto M ndo possui circuitos curtos, e issmé isomorfa dL. [

Lema 4.10. A matroideM; |, coml > 1, possuke-circunferéncia 5 para alguns de seus ele-
mentos.

Demonstragéo: SejaM isomorfo aM, |, N > 4. Sem= 0 entdoM ¢é isomorfo a matréide
M(Kg%). Seja{U,V} uma particdo do grafb(é'}] tal queU = {ug,uz,uz} eV = {viq,...,vn}.
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Como os ciclos do grafbig% correspondem aos circuitos da matrdldeé suficiente mostrar-
mos que dado qualquer elemeste E(Ké'?,), existe um ciclo de comprimento 5 dﬁé'% con-
tendoe. Mais ainda, este comprimento € maximo. Note ixel, pois do contrério, todo ele-
mento deKs , esta num ciclo de tamanho 6. Sejam aresta unindo dois vértices de Note
que todo elementd < M(Kg%) é uma aresta dég% unindo os vertices dé ou os vértices de

U aos vértices d¥, logo esta num ciclo dKé!% de comprimento 5 contend® ou seja, para
{i,j,1} ={1,2,3}, {r,s} um 2-subconjunto dé1, ..., n} ee= ujuj, 0 maior ciclo contendd &
formado pelas arestas/, vy Uy, U Vs, VsUj € UjU; que possui comprimento 5. Logoce(M) = 5.
Param +# 0, sejaf um elemento da matréide tal gdieJ st(v) € um 4-circuito-cocircuito d.
SendoM a matrdide obtida d&1(K} ) completando os 3-co-circuita(vy), .. .,St(vn) para
4-circuito-co-circuito € suficiente mostrar gfieesta num circuito de tamanho 5. Considere
0 circuitoC = UiV, Vr Uy, U Vs, VsUj, Uiuj entdo( f Ust(vy)) AC € um circuito de tamanho 5 pois
|(fUst(vw))NC|=2. "

Neste capitulo classificamos as matréides 3-conexas de @astcunferéncia 6. Observe
que destas matroides, as Unicas que posstemunferéncia 5, sdo aquelas isomorfédgy |,
coml > 1, conforme Lema 4.10 acima. De fato, Meuma matréide 3-conexa de posto e
circunferéncia 6, pela Proposicédo 4M,é uma extensdo binaria da matroide para algum
i €{1,2,3}. Logo, pelo Lema 4.3/l € isomorfo a algum menor dg,, Hi2, DB11, DVi1, ATz,
DN12 ouJLio. Dessas matroides, note que todas as colunas da matrizrdeaefacao d&Ts,
possui numero impar de entrada, portalifg, ndo possui circuitos de comprimento impar; o
restante possui numero pequeno de elementos, no maximoélfacémente verificavel que
possuene-circunferéncia 6 para todos os seus elementos. Portadenpis enunciar:

Proposicao 4.2.SejaM uma matroide 3-conexa de posto e circunferéncia 6. Se pguanal
elementa € E(M), circe(M) =5, entdoM = My 1, comn >4 el > 1. =



CAPITULO 5

Matroides binarias com circunferéncia 6

Neste capitulo descreveremos as matroides binarias conmf@réncia 6 que nao sédo 3-conexa.

Combinando os resultados do Teorema 5.3 de Seymour [15] ema b.2 de Maia Junior [6],

podemos decompor cada uma das matrdides com circunfe@oorao a 2-soma de matréides

menores possuindscircunferéncia 3, 4 ou 5. Maia Junior [6] descreveu as n@ggXonexas

com e-circunferéncia 3 e as 3-conexas camircunferéncia 4. Neste capitulo nés também

construiremos as matroides conexas @arcunferéncia 4 e 5, completando assim a lista.
Comecaremos construindo as matroides 3-conexasaorounferéncia 5.

5.1 Matroides binarias 3-conexas tende-circunferéncia 5

DefinimosAL;7 como matréide bindria cuja representacdo s@bré dada pela matriz:

e - & €5 €5 €

P RrRrRPR®
PrRrRRO®
corRrRrRL®
ororr?é
=N
I—‘HHOO-'?
P OROR®
PR ORO®*
PPRPOORY
RPORRLRO?
oOrRrRkrRro™

Note que a matroiddL;7 € 3-conexa de posto 5 e circunferéncia 6. Também sdo 3-conexa

de posto 5 e circunferéncia 6 as restricde¢s = AL;7\{€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€17} €
ALjo = AL17\{€9, €10, €12, €13, €14, €15,€17}.

Proposicao 5.1.SejaM uma matroide binaria 3-conexa de posto 5 e circunferénd$e existe
e c E(M) tal quecirce(M) =5, entdoM € isomorfa a3 coml > 1 ou a qualquer restricdo
deAL;7 que tenha uma restricdo isomorfalay ou AL;.

Um lista detalhada de todas as restricoesAtle; que sédo 3-conexas, de posto ®-e
circunferéncia 5 e suas respectivas classes de equivakstéi descrita no Apéndice C.

Demonstracdo: Suponha que existec E(M) tal quecirce(M) = 5. SejaC um circuito de
comprimento maximo d¥. Para cad&-arcoe € cl(C) —C, sejaCe seu circuito fundamen-
tal, . = {e€ cl(C) —C:Ceécurto} e £ = {ec cl(C) - C : Ce élongo}. E facil ver que
cl(C)—C=YUZ equesec.”, entaccirce(M) > 5. A partir de agora dividiremos a prova

49
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em alguns passos:

Passo 1Se paree, f € .7,

CeNCs| =1, entdccirce(M) = circs (M) = 6.

De fato, sejanC = {c1,...,Cs}, Ce = {€,C1,C2} €Cs = {f,c1,C3}. Note que

CA(CfAC) = {ecy,c}A({f,c1,c3}AC)
= {e.Cy,C}A{f,Cp,C4,C5,C6}
= {e7 f7C17C47C57C6}7

€ circuito de comprimento 6, visto quM é 3-conexa e os triangulos que contéra f sdo
anicos.

Passo Zara tode, f € £ come# f, circe(M) = circs (M) = 6.

E suficiente mostrar que existe um circuito de comprimentorendoe e f. Observe que
para cad@ € .Z, Cq e Cy = CgAC interceptanC em trés elementos. Mais ainda,fsgs g €
umC-arco em, entao{|CgNCy|,|CgNCy|} = {1,2}. Assim, podemos escolh€g e Cs tal
que|CeNCs| = 1. Dessa formaC.ACs € um circuito de comprimento 6 contenee f.

Passo 3% # 0.

Suponha queZ = 0. Como.¥ U.Z = cl(C) —C, temos que¥ =cl(C) —C. Seec .
e circe(M) = 5, pelo Passo 1{C.NC,E(M) — (CcNC)} é uma 2-separagdo paké, pois
|CeNCs| # 1 para todof € . —e e daiCcNC; = 0. Se” =0, entdoM = C e qualquer
2-subconjunto d&(M) € uma 2-separacdo pavh Em ambos os cas®] ndo & 3-conexa.
Absurdo, logg.Z| > 1.

Passo 4Sejame, f € .7 tais queC.NCt =0 ege .. Se|CyNCe| =|CygNCs| =1, entéo
circe(M) = circ¢(M) = circg(M) = 6.

Podemos supor sem perda de generalidad€guécy, . ..,cs}, Ce={e,c1,C2},Cs = {f,C3,C4}
eCqy = {0,C1,C3,Gi} comi € {5,6}. Note que
D = CeA(CyACH)
= {ec1,C2}A({g,C1,C3, Gt A{f,C3,Ca})
= {ec1,c2}A{g, f,c1,C4,Ci}
= {eg,f,co,Cs,C},

€ um circuito deM de comprimento 6 contendo os elemeatb e g.

Claramente¥” # 0, portanto podemos definir o conjuntd:= {e € .7 : circe(M) = 5}.
Logo,
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Passo 51 < |&] <3.

Seec .Z, entdo|Ce| = 4 e daicirce(M) € {4,6}. Portanto, s& = 0, circe(M) € {4,6} para
todoe € E(M), contrariando as hipoteses. Loggpossui pelo menos um elemento. Por outro
lado, desde qui! é 3-conexa, pelo Passod,NCs = 0 para quaisquer dois elemen&$ € &
Como|C| = 6, temos qués’| < 3.

Passo 65e|&| > 1 e|.| > 2, entdoM € isomorfa Mz |4|-

Sejamec & e f € .¥—e. Pelo Passo L.NCs = 0, portanto?? = (C.NC,C; NC, X), onde

X =C—[(CenC)U(CtNC)], &€ uma particdo de C. Observe que se exgste.” — {e, f},
entdoX = (CgNC). Para cada elemen®c &, existeh € .Z tal queC, interceptaP em
apenas um elemento, caso contrafi@ uma classe em série pavlae conseqlientemente uma
2-separagdo, Teorema 3.1. Agora vamos mostrar que

Cy corta apenas um elemento gé (5.2)

Suponha por absurdo q@g corta mais de um elemento d€. EntdoC;, corta todos os ele-
mentos deZ?. Em particularC,;, interceptaCe e C; em apenas um elemento. Assim, pelo Passo
4, circe(M) = 6, 0 que € um absurdo. Portanto, (5.1) segue.
Por (5.1), podemos afirmar que
3<|Z| <6,

e que par& = {cy,...,Cs}, Ce = {C1,C2,€}, Ct = {c3,C4, f} €Cy = {C5,C6,0} Caso exista, a
menos de simetria, temos q(&,NC) € L = {{cy, ¢y, 3}, {C1,C2,C4}, {C1,C2,C5}, {C1,C0,Co},
{c1,c3,cat, {C1,C5,C6} }-

Sejami, | el elementos distintos d&” tal queC;, Cj e G cortam diferentes elementos de
2. No6s afirmamos que

M{(CU& U{i, |,1}) e isomorfa Mz - (5.2)

De fato, uma possibilidade paty, Cj e C;, a menos de simetria,{&,C,C3,i}, {C1,C2,Cs, j }

e {cy,cs,Ce,1}. E facil ver que qualquer outra possibilidade p&r&Cj e C; é isomorfa a esta.
PortantoM|(Cu & U{i, j,l}) é isomorfa &V (Kgf‘)), conforme ilustra a figura 5.1(a) abaixo.
Logo a afirmacao (5.2) segue.

Agora observe que paa, Cj eC fixados, os elementos dg {C; NC,CjnNC,C; NC} cor-
respondem as estrelas dos vértieess e vg do grafngf'), mostrado na figura 5.1(a). Logo,
completando as triades$(v,), st(vs) e st(vg) para circuitos-cocircuito com 4 elementos (veja
figura 5.1(b)), obtemos o resultado desejado.

Passo 7Se|.”| = |&| = 1, entdadM é isomorfa a alguma restricdo Ae;7 que possua restricdo
isomorfa aALg ou AL

Sejaec &. ComoM ¢é 3-conexa, existe um elemeriie £ tal que|C,N (CeNC)| =1, do
contrario,CeNC € uma 2-separacgao pavh Note também quéCy, —Ce,C — (CcUC;) } € uma
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Figura 5.1

particdo par& — C.. ComoM é 3-conexa, para cate & comi € {1,2}, existe umj € .¥
tal queC; interceptaP, em apenas um elemento e neste ddsé isomorfa 8ALg ou existem
l eqge 2 tal que|C NP =1 e|CqNP>| =1 e neste casbl € isomorfa aAL;o. Desde que
< ={e}, temos quel (C) —C = £ Ue, logo qualquer extensdo binaria#lkey ou AL; obtida
acrescentando-se os elementosld€) — C satisfaz as hipoteses. n

Teorema 5.1(Wu 2001, [20]) SejaM uma matroide conexa@ um circuito de comprimento
maximo com no minimo quatro elementos. Rara{2,3}, seM ék-conexa, entédo todo ele-

mento deM esta contido em um circuito de comprimento no minrﬁ%} +k—1.

Teorema 5.2. SejaM uma matroide binaria 3-conexa. Entiae(M) = 5 se e somente se
(i) M tem posto4 & 2% AG(3,2) eM 2% F;; ou

(i) M tem posto 5 & € isomorfa dg, Jio, M3 m| coml > 1 ou a qualquer menor d¥l17 que
possua menor isomorfofd g ouAlLyg; ou

(i) M éisomorfa &\ m|, coml > 1 en> 4, quanda (M) > 6.

Demonstracéo: Pelo Teorema 5.1 de Wu,
ICl .
5 | T2=circe(M) <[C, (5.3)

ondeC é uma circuito de cardinalidade maximale Portanto,
5 <circ(M) <6.

Primeiro, suponha quearc(M) = 5, entéo, por (5.3%irce(M) = 5. Assim, pelo Teorema 2.4,
temos (i) quando(M) = 4. Quanda (M) =5, M € isomorfa a matroidédy ou Jio, Proposicéo
3.13 de [3]. Agora sejairc(M) = 6. Ser(M) = 5, entéo pela Proposi¢céo 5M,é isomorfo a
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Mz m| ou a qualquer menor d&lL;7 que seja extensao binaria Aeg ou AL1g. Temos (ii). Se
r(M) > 6, pelo Corolario 3.1 e Proposigéo 4.2, temos que

M=Mymicomn>40<m<nel >1 (5.4)

Reciprocamente, é uma rotina, verificar que as matréidesitlesnos itens (i) e (ii) pos-
sueme-circunferéncia 5. O item (iii) segue do Lema 4.10. [

5.2 Matroides binarias com circunferéncia 6

Nesta secdo descreveremos todas as matroides binariamsaoene-circunferéncia 4 e 5 e
as matroides com circunferéncia 6 que ndo sao 3-conexa®s Aptdo necessarias algumas
defini¢des.

SejamMq, My, ..., My, comn > 2, matréides tais que:

(i) ee E(Mj) ery,(e) =1paratoda € {1,2,...,n}; e
(i) E(M1) —e E(M2) —e,...E(Mp) —eséo dois a dois disjuntos
e considere o conjunts = €(M1) U%' (M2) U---U% (M) U% onde

¢ = {GAC;:i# jeecCie € (M), parake {i,j}}.

A matréide sobrée = E(M1) UE(M2) U ---UE(M;,) tendo% como conjunto de circuitos é
chamada @onex&o em paraleldeM1,Ma, ..., My e é denotada pd?(M1, Mo, ..., M;). O dual
dessa operagdo é chamadacdaeexdo em série é denotada pds(M1,My,...,Mp). SeMz

e M2 séo matréides com pelo menos trés elementes & (M;) NE(M2) n&o € um lago ou
colaco deM; ou My, entdo definimos a-somadeM; comM, como

P(M1,M2)\e=SM1,My)/e

e denotamos o seu resultado prdo M.
Note que, sl = My G2 Mo, entdo{E(M;) — e, E(M2) — e} € uma 2-separacao exatalde
Mais precisamente,

Lema 5.1. SejamM; e My matrdides cone € E(M1) NE(Mz). See ndo é um colago e
min{|E(M1)|,|E(M2)|} > 3, entdo o conjunt§E(M1) — e E(M,) — e} é uma 2-separacéo exata
deM1 &2 My.

A reciproca deste resultado foi provado independentenpemtBixby [1] no ano de 1972
e por Cunningham [4] um ano depois, em 1973. A prova mais tedendada por Seymour
[15] em 1980.

Teorema 5.3. (Seymour 1980, [15]) Uma matroide conéMando é 3-conexa se e somente se
M = M; ®» My, ondeM; e M, sdo matrdides conexas, cada uma isomorfa a um menor proprio
deM.
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Agora enunciaremos alguns resultados que nos auxiliar&arseterizacdo dessas ma-
troides. Muitos desses resultados sao devidos a Braulia Maiior, Manoel Lemos e Raul
Cordovil.

Teorema 5.4(Maia Junior 2002, [6]) SejaM uma matroide simples e conexa tendo um um
elementeae tal queM /e ndo é conexa. Entdo existem matroides simplgsVl,, ..., M;, com
ec E(M)), paratoda € {1,...,1}, tal que:

() M=P(My,...,M,), coml > 2.

(i) Mi/e, é conexa para todae {1,2,...,1}.
(i) maxcirce(M;) : 1 <i <I} =circe(M).
(iv) min{circe(M;) : 1<i<I} >3.

O préximo Teorema é devido a Lemos e tem papel importantemanigracao do principal
resultado deste capitulo.

Teorema 5.5(Lemos 2008, [8]) SejaM uma matrdide conexa tal quéM) > 3. Para um
elementae deM, as seguintes afirmag¢des sdo equivalentes.

(i) circe(M) = (&z(“ﬂ +1
(i) Existem matroides conex&s,, Mo, ..., M,, para algumm > 2, tais que

(a) E(Mi) NE(Mj) = {e}, para todo 2-subconjunia, j} de{1,2,...,n}.
(b) M;/e é conexa, para todce {1,2,...,n}.

(c) M=P(My,...,My).

(d) circ(M;) < circ(M), para toda € {1,2,...,n}.

(e) circe(M1) = circe(M).

(f) circe(My) = {%(M)J +1 > circe(M;), para toda > 3.

Como consequéncia destes resultados, temos:

Corolario 5.1. Sejae um elemento de uma matroide conédiaal quer(M) > 3. SeM/e é
conexa, entdo
, circ(M
circe(M) > [ 2( Y‘ +2

Teorema 5.6. (Maia Junior 2002, [6]) Sej®l uma matroide simples e conexa cofW) > 2.
Seec E(M), entdo as seguintes afirmagbes sdo equivalentes:

(i) M/e é conexa eirce(M) = 3;

(ii) circ(M) =3;
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(i) r(M) =2;
(iv) M =U3 Em))-

Teorema 5.7. (Maia Junior 2002, [6]) Sej! uma matroide 3-conexa corfM) = 3. Entéo,
para todo elementec E(M), circ(M) = circe(M) = 4.

Como as Unicas matroides binérias 3-conexas de posto 3/1¢6Bg) e F;, temos que
circ(F7) = circ(M(Ky)) = 4 ecirce(F7) = circe(M(Ky4)) = 4, para todo elemen®@® Note tam-
bém que séM € 3-conexa contirce(M) = 4, entdo, pelo Corolario 5.Ljrc(M) < 4. Em
particular, 3-conexagirce(M) = 4 implicacirc(M) = 4 se e somente s§M) = 3 ouF; ou
AG(3,2).

Teorema 5.8. (Maia Junior 2002, [6]) Sejdd uma matréide 3-conexa tal quéM) > 4 e
circ(M) < 5. Se existe um elemento= E(M) tal quecirce(M) = 4, entdoM € isomorfa &5
ou aAG(3,2).

Corolario 5.2. (Maia Junior 2002, [6]) Sej®l uma matrdide 3-conexa tal g% AG(3,2) e
M 2 F;. Ser(M) = 4, entdacirc(M) = 5.

Teorema 5.9. (Maia Junior e Lemos 2001, [7]) Suponha gdee uma matroide 3-conexa. Se
r(M) = circ(M) =5, entddM é isomorfo alg ouJyp.

O proximo Teorema classifica todas as matroides simplesexasmtontirc(M) = 4 e que
nao sao 3-conexas. E facil ver que para todo elemegi@, ondee é o ponto base da conexao
em paralelogircs (M) = 4 e quecirce(M) = 3.

Teorema 5.10.(Maia Junior 2002, [6]) Sejdl uma matroide simples e conexa.cde(M) =4
eM ndo é 3-conexa, entdo existem matroides condxasy, ..., H,, coml > 2 tal que

M = P(Hy,Ha,...,H)\X, ondeX =0 ouX = {e}
come € E(Hi) eHi 2 Uy g, paratoda € {1,2,...,1}.

Teorema 5.11.(Maia Junior 2002, [6]) Sejil uma matroides simples e conexa.Nb@ossui
circunferéncia 5 e ndo é 3-conexa, entao:

(i) Existem matroide$iy,Hi,Ho, ... H tal queM = P(M1,H1,H>, ..., H)\X, paral > 1 e
X C {e}, ondee € o ponto base da conexdo em paraleitte(M;) = 4 eHi = Uy g 1)
paratoda € {1,2,...,1}; e

(i) SeM;y ndo é 3-conexa, entao existem matroides conéxas,, ..., K;, para > 2, tal que
M1 =P(K1,Ka,..., Ki)\Y, ondef # e é o ponto base da conexdo em paralélg, { f}
eKj = Uy gk, paratodg € {1,2,...,t}.

O proximo Lema traz um resultado que é devido a Junior [6]fumtmJunior ndo fez a
demonstracao no referido artigo, o que faremos agora.
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Figura 5.2 Matréide com circunferéncia 4

(b) M; é 3-conexa comirce(M;) =4

Figura 5.3 Matréides com circunferéncia 5

Lema 5.2. SejaM uma matroide simples e conexa.Nde= M1 G2 M, come € E(M1) NE(My),
entao

circe(My) +circe(M2) < circ(M) + 2 ecirce(M;) > 3, para toda € {1,2}.

Demonstracdo: SejaD; um circuito deM; tal quee € D; e |D;| = circe(M;). Por definicao
(D1UD2)\{e} € um circuito deM, logo

ID1\{e}| + |D2\{e}| < circ(M).
Dai,
circe(M1) + circe(My) < circ(M) + 2.

Secirce(Mj) = 2, entdo € facil ver qukli = Uy gy, Um absurdo, pois comi@&(M)| > 3, M
néo é simples. Logairce(M;) > 3 e chegamos ao nosso resultado. n

Proposicéo 5.2.SejaM uma matrdide simples e conexa. SuponhaNju&o é 3-conexa e que
existe um elementec E(M) tal quecirce(M) = 4. Entéo,

(i) Secirc(M) =4, entdoM = P(M1,My,...,M|)\X comX C {f}, ondef # e é o ponto
base da conexdo em paralé¥h,~= U, 3 para toda € {1,2,...,1} el > 2.

(i) Secirc(M) € {5,6}, entdoM = P(M1,Ma,...,M;), ondee € E(M;) é o ponto base da
conexdo em paraleloM; /e é conexo para todoc {1,2,...,n}. Além disso, temos que
circe(My1) = circ(M1) = 4 e, quandairc(M) = 5, circe(M>) = 3, quandccirc(M) = 6,
circe(M2) = circ(My) = 4 e para todo > 3, 3 < circe(M;) < circe(Ma).
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Demonstracédo: Pelo Teorema 5.1 de Wu,
4 <circ(M) <6.
(i) Secirc(M) = 4, entéo pelo Teorema 5.10,
M = P(H1,Hp,...,H)\X, comX C {f},

ondee# f e paratodo € {1,2,...,1}, f € Hi eH; = U, 3, poisM € binaria.
(if) Agora suponha queirc(M) € {5,6}. Pelo Teorema 5.5, itens (a), (b) e (c),

M =P(M1,My,...,Mp) comn > 2,

ondee é o ponto base da conexdo em paraleld;¢e é conexo para todoe {1,2,...,n}.
Pelo item (e)circe(M1) = 4; pelo item (d) e o Corolario 5.Ljrc(M1) = 4; pelo item (f),
circe(M2) = 4 quandocirc(M) = 6, e neste caso, pelo Corolario 5crc(M2) = 4; quando
circ(M) =5, circe(M2) = 3. Finalmente, ainda pelo item (f) e o fato Meser simples, temos
que 3< circe(M;) < circe(My) para todd > 3. =

Coroléario 5.3. SejaM uma matroide simples e conexa. Suponha usdo é 3-conexa e
sejame e f elementos d&(M) tal quecirce(M) < 4 ecirce (M) = 3. SeM /e é conexa, entdo
M = P(H1,Hz,...,H), ondeh # e € o ponto base da conexdo em paralety & U, ) para
todoi € {1,2,...,1}, e seM/eeM/f sdo conexas, entdd = U; gv)|-

Demonstracdo: Segue diretamente da Proposi¢éo 5.2, quairdg(M) = 4 e do Teorema 5.6,
quandccirce(M) = 3. =

Até agora ja conhecemos todas as matrdidesesoimtunferéncia 5 que sao 3-conexas com
circunferéncia no maximo 6 ou ndo 3-conexa com circunféaébc A préxima Proposicdo
completa essa lista caracterizando as matréides nédo ade circunferéncia 6.

Lema 5.3. SejaM uma matroide simples e conexa cairt(M) = 6. SeM néo é 3-conexa e
existe um elementec E(M) tal quecirce(M) = 5, entdo existem matroides conexX&se Mz
tal queM = M1 @, My com f £ e ponto base da 2-soma, onde

(i) e€ E(My), circs(M1) < 4 ecircs(M2) <4, er(M1) < 3 quandaV; é 3-conexa. Ou
(i) circet(M1) =4, circ¢(My) <5 ecircs(Mz) <3.
Em ambos os casds,\ X, ondeX C {f} é simples.

Demonstracdo: ComoM nao é 3-conexa, pelo Teorema 5.3, existem matroides coxas
e My tais queM = M &2 M, com f € E(M1) NE(M2). Sem perda de generalidade, podemos
supor quee € E(M;) e queM; é simples. Vamos mostrar que

Circe f (M) = 3,circ¢(M1) < 4 ecircs(Mp) < 4; (5.5)
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ou
Circe f(M1) = 4,circ¢(M1) <5 ecircs(Mz) < 3. (5.6)

Para cadac {1,2}, sejaC; um circuito deM; tal que|C;| = circ(M;). Pelo Lema 5.2,
C1| +C2 <8, |Gy >3 e|Co| = 3. (5.7)

Note que comd; € conexa, existe um circuit@. s deM; contendofe, f} tal queCe 1 AC; €
um circuito deM contendce. Mais ainda,

ICet ACo =[Ce\{f}|+|Co\{f}| <circe(M)=5. (5.8)

Se|C\{f}| >4, entddCe s \{f}| <1, 0que €um absurdo, pois coiig € simples temos que
|Ce | >3. Logo,|Co\{ f}| <3epor(5.8) e (5.7), temos (5.5) ou (5.6). Agora suponhaujue
3-conexa. Seirct(M1) =4 er(Mz) > 4, entéo, pelo Teorema 518; = F; ouM; = AG(3, 2),
0S quais ndo possuem circuitos de comprimento 3. Portaaste masa(M;) < 3. SeMay
néo é simples, entdo conlb é simples, existe um elemerticce E(M) paralelo af emM, de
maneira quéM,\ X, comX C {f} é simples. =

Lema 5.4. SejaM uma matroide simples e conexa coirt(M) < 6. Sejane, f eg elementos
deE(M). Se pardx,y,z} = {e, f,g}, circy(M) =5 ey & Cx, ondeCy um circuito devl contendo
X tal que|Cy| = circy(M), entdoM é 3-conexa.

Demonstracdo: Suponha que nédo e escolhatal que |E(M)| seja minimo. Pelo Teorema
5.3, existem matréides conexdse N, tais queMg = N1 2 N2 comh € E(N1) NE(Ng) ponto
base da 2-soma. Sem perda de generalidade, podemos supdr gumples. Para o con-
junto{x,y,z} = {e, f,g}, temos duas opc¢des a verificar: {R y} C E(N1) ez E(Ny) ou (ii)
{x,y,z} C E(N;), digamos = 1.

(i) SejamCy y um circuito deN; contendo{x, h} e C,;, um circuito deN, contendo{z, h}.
Observe quégC, ,UC, ) — {h} é um circuito deMg contendax e z. Por hipotese,

[(CunUCzn) — {h}| = [Cen\{h} + [Czn\{h}| < 4.

Portanto,|Cy | < 3 e|C,p| < 3. Desde qud\; € simples, temos qu€, | = 3. SejaC, um
circuito deN contendd tendo cardinalidade maxima. Note @, UCy) — {h} € um circuito
deM contendax e por hipotese

[(CxhUCh) — {h} = [Cxn| +[Ch| =2 < 5.

Logo,|Cy| < 4. SeN, e simples, entéb, /zeN,/h séo conexas e pelo Corolario 5N, Uy 3.
Dessa forma todo circuito eig contendox também contény. Um absurdo. Sé&l, ndo é
simples, entadl; = Uy g(n,), © que € um absurdo, visto qivee simples.

(i) Sem perda de generalidade podemos supor|g¢i;)| € minimo sujeito a condi¢do
de {e f,g} € E(N;). Logo, por (i)N; é 3-conexa e pela minimalidade ¢f(M)|, temos
quecircy(N;y) < 4 para algunx € {e, f,g}. Pelo Teorema 5.10; = F; ou N; = AG(3,2)
quandacirck(N1) = 4 e pelo Teorema 5.6J; = U, 3 quandacircy(N1) = 3. Em qualquer caso,
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{x,y} C Cx para todo subconjuntfx,y} C {e, f,g}, ondeC, & um circuito deN; contendax.
Portanto, enM, y esta contido num circuito de comprimento maximo que cora&nb que é
um absurdo por hipétese. n

Proposigéo 5.3.SejaM uma matroide simples binaria e conexa. SuponhaciqoéM) =6 e
M néo é 3-conexa. Se existe um elemextoE (M) tal quecirce(M) = 5, ento:

(i) Existem matroides conexbb, ..., M, tais queM =P(M, ..., M), ondee é o ponto base
da conex8o em paraleldyce(M1) =5 ecirce(M;j) = 3 para toda € {2,...,1},; e

(i) SeM1 ndo é 3-conexa eirc(M;) = 6, entdo existem matrdides conadae N, tais que
M1 = N1 @2 N, comf # e ponto base da 2-soméyct (Ny) < 4, circs(N2) < 4 e quando
N; é 3-conexa(N1) < 3, oucircs(N1) <5 ecircs(N2) < 3. Em qualquer cashp\ X,
ondeX C {f} é simples; e

(iii) Se N1 nédo é 3-conexairce(N;) = circs(N1) =5 ecirc(N;) = 6, entdoN; = N3 @2 Ny
comg ¢ {e, f} ponto base da 2-somayct(Nz) < 4, circs(Ng) <4 er(N3) < 3 quando
N3 é 3-conexa, ou aindaircs(N3) < 5 ecirci(Ng) < 3. Também, em ambos casos,
N4\Y, ondeY C {g} é simples. Além disso,

(iv) Se N3 satisfazcircy(N3) = 5 para todox € {e, f,g}, entdoNs = Mpm3, paran > 3 e
m<n.

Demonstracdo: Suponha quél /e ndo é conexa, entdo pelo Teorema 5.4 existem matroides
conexaMy,..., M, tal queM = P(My, ..., M) comM; /e é conexa. Sem perda de generalidade
podemos assumir quees E(M;) e quecircs (M) > ... > circs (M), ondef # e é o ponto base

da conexd@o em paralelo. Pelo item (iii) do mesmo Teoreira(M1) =5. Logo,circs (M) =3

para todd > 2, visto quecirc(M) = 6. SeM; ndo é 3-conexairc(M;) = 6 ecirce(M1) =5,
entdo, pelo Lema 5.3, existem matréides con&kasN, tais queMi = N; &2 Np ondef £eé

0 ponto base da 2-soma tais que

circs(N1) <4, circi(N2) < 4 e quandd\; € 3-conexa(N;) < 3,
ou
Circe f(My) =4, circ¢(Ng) <5 ecircs(Nz) <3,

onde, par&X C {f}, N>\ X é simples em ambos os casos.Ngedo é 3-conexaircy(N;) =5
para todax € {e, f} ecirc(N;) = 6, entdo aplicando novamente o Lema 5.3 geed, temos
gueN; = N3 P2 Ng, ondeNs e Ny sdo matréides conexas tais que

circg(N3) <4, circg(Ng) < 4 e quanddNs € 3-conexar(Nz) < 3;

ou
para{x,y} C {e, f,g},circyy(M3z) =4, circg(N3) <5 ecircg(Ns) < 3,

comN4\Y simples em ambos os casos, para {f}.
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Agora vamos mostrar que s&cy(N3) =5 para todx € {e, f,g}, entéo
M3 = Mpm3 comn> 3.
SejaDy um circuito de comprimento maximo &g contendak. Vamos mostrar que

y & Dx, paratodoy € {e, f,g} — {x}. (5.9)

Suponha que (5.9) néo é verdade. Entéo, para alguf2,4}, existe um circuit®y € ¢'(N;)
de comprimento 3 e contengdal que(DxUCy) — {y} € um circuito deNz de comprimento 6
contendax. Absurdo por hipétese, logo (5.9) segue. Pelo Lema 5.4,2&meN; é 3-conexa.
Dai, segue do Teorema 5.2 e de (5.9) jze= Mpm3 comn> 3 em<n. SeM/eé conexa,
entdol = 1 e o resultado segue. n

Teorema 5.12.SejaM uma matroide binaria simples e conexa. cBe(M) =6 eM néo é
3-conexa, entao:

(i) Existem matroides simples e conexXds,My,..., M, tais queM = P(M1,Ma,...,M)),
come € E(M;) para todd € {1,2,...,1}, ondecirce(M1) = circe(M2) = 4 e para todo
i >3, 3< circe(M;) <4, oucircg(M1) = 5, circe(M2) = 3 ecirce(M;) = 3 para todo
i>3.Ou

(i) Existem matroides conexaé; e M, tais queM = M1 @2 M, com f € E(M1) NE(My),
circe(M1) < 4, circe(M2) < 4 oucirce(M1) <5, circe(M2) = 3 eM1\X é simples, onde
X C{e}.

Demonstracdo: Primeiro vamos supor que existe um elementoE(M) tal queM /e néo é
conexa. Pelo Teorema 5.4, existem matréides coridxado, ..., M, coml > 2 ee€ M, tal que

M =P(M1,Mp,...,M,) e M; /e é conexa para todce {1,2,...,l1}. Sem perda de generalidade,
podemos supor quarce(M1) > circe(M2) > ... > circe(M;). Vamos mostrar que

circe(M1) + circe(M2) = 8. (5.10)
SejaC um circuito de comprimento maximo d&. Como
EM)=¢(M)UEC(Mp)U...UEM)UE' (M),
onde?’ (M) = {GAC;:i# jeeecCce ¥ (M), parak € {i, j}} eC ndo conténe, temos que
circe(My) +circe(M) < |C|+2=8.

Secirce(M1) +circe(M>) < 8, entéo pelo Corolario 5.1 e Teorema 5.6, temosajjaeM; ) < 4
paratodd € {1,2,...,1}. Neste casairc(M) < 6, 0 que € um absurdo. Logo (5.10) é verdade.
Por (5.10) temos:

circe(M1) = circe(M2) = 4 ecirce(M;) < 4 para toda > 3;
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ou
circe(M1) = 5, circe(My) = 3 ecirce(M;j) = 3 para toda > 3.

Agora, suponha quil /e é conexa para todec E(M). ComoM néo é 3-conexa, pelo
Teorema 5.3, existem matréides conekése M, tal queM = M &>, My com f € E(M1) N
E(M2). Pelo Lema 5.2, temos:

circe(M;) < 4 para toda € {1,2};
ou
circe(M1) <5 ecirce(Mz) = 3.
SeM; ndo € simples para algune {1, 2}, digamos = 1, entdo comd/ € simples, existe um
elementch € E(M) paralelo & emMj. Neste casdyl;\e é simples. =



Nesta tese conseguimos construir todas as matréidesdsrg&donexas com circunferéncia 6
e posto pequeno. Com estas matréides completamos o estuduttaides binaria 3-conexas
com circunferéncia 6 iniciado por Cordovil, Maia Junior erias em [2]. O conhecimento
dessas matroides nos permite construir as matréidesdmsr@rim circunferéncia 6 que néo séo
3-conexas.

Abaixo segue um resumo de todas as matroides binarias 3aooem circunferéncia 6

CAPITULO 6

Conclusdes

construidas nesta tese.

Posto Matréides Resultado
r(M) = Z11, Y12, Z10 €713 Proposicao 3.1.
Msmcom0<| <3e0<m<5. Teorema 3.2.

Ang onde n e g séo inteiros positivos taisTeorema 4.1.
que 0< g <k e (nk) € {(11,2), (126),

(13,12), (14,14), (1511), (16,9), (17,5),

(18,3), (19,2), (20,0)}.

L12, L11, N1z €Lgg Teorema 4.2.
Mam| €Namg Teorema 4.3.
menores da matroidéZ,4 que tenham umas dasTeorema 4.4.
matroided 1 146125, L1,2461250U L1 246135 COMO

menor

Hi1eHi Teorema 4.5.
DB11, DB1gpeDVy1 Teorema 4.6.
menores da matroid&Ts, que contenha uma dasTeorema 4.8.

matroided.; 146156, L1,146256 0U L1 246356 COMO
menor.
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DNi2 e DNyq Teorema 4.9.

JL Teorema 4.10.

Também nesta tese conseguimos descrever matroides bioanee-circunferéncia 4 e 5.
Descrevemos:

i) as matroides core-circunferéncia 4 que ndo sdo 3-conexas, Proposic¢ao 5.2,
i) as matréides 3-conexas cantircunferéncia 5, Proposicdo 5.1 e Teorema 5.2 e
iii) as matroides binarias coercircunferéncia 5 que ndo séo 3-conexas, Proposicdo 5.3.

Estas matroides ndo eram conhecidas na literatura, MaierJ6}i7], em seus dois artigos que
tratam do assunto apenas descreveu as matroides 3-conexesiccunferéncia 3 e 4.
Conhecendo todas as matréides binarias 3-conexas conmfeiréncia 6 e todas as ma-
troides binéarias coma-circunferéncia 3,4 e 5, descrevemos as matroides bingsrascircun-
feréncia 6, Teorema 5.12. Nosso proximo objetivo é o de descas matréides binarias com
circunferéncia 7 e entdo generalizar o resultado para idargue nao sao 3-conexas.



APENDICE A

Extensdes binarias de; comr(E(H)) € {4,5,6}

A.1l Extensdes binarias de&-;, comr(E(H)) =4

Tabela A.1: Extensdes Binarias da Matroéide

€10 LiUeo
< e,6 > possui circuito{e;, e, €4, €5, €7,€9,€10} de tamanho 7.
< &,65 > pOSsuUi circuito{er, e3, ey, &5, €5, €7,€10} de tamanho 7.
< €3,65 > pOSSuUi circuito{er, e, ey, &5, €5, €7,€10} de tamanho 7.
< 4,65 > pOSsuUi circuito{er, e, €3, 65, €5, €7,€10} de tamanho 7.
< 65,65 > possui circuito{e;, e, €3, €4, €5, €7,€10} de tamanho 7.
< e,6,65> possui circuito{eg, e10} de tamanho 2.
< e,63,6 > pOSsui circuito{ey, €10} de tamanho 2.
< €1,64,65 > L1146
< e,6s5,65> = L1146 COM@(1234567891P=(123 546789 10)
< €2,63,66 > rv(l Uelo) = rv({es, es, €,€10}) = 3
< €,64,65 > L1246
< ©,65,65 > = L1 246 COM@(1234567891P=(1235467 8 9 10)
< €3,84,65 > = L1246 COM@(1234567891P=(1324567 9 8 10)
< e3,65,65 > = L1246 COM@(1234567891P=(1325467 9 8 10)
< €4,65,65 > = L1246 COM@(1234567891P=(23 1748596 10)

< e, e,e3,65> possui circuito{e;, e, &4, €5, €7,€g,€10} de tamanho 7.
< e,6,64,65 > possui circuito{e;, e, €3, €5, €7,€g,€10} de tamanho 7.
< €,€,65,6 > possui circuito{e;, e, €3, €4, €7, €g8,€10} de tamanho 7.
< €y,€3,€4,65 > possui circuito{er, ey, e3,e5,€7,e9, €10} de tamanho 7.
< ep,63,65,65 > possui circuito{e;, e, €3, €4, €7,€9,€10} de tamanho 7.
< €1,6€4,65,65 > L1 1456
< €,€3,64,65 > = 11456 COM P (1234567891P=(12357 648 9 10)
< €63,63,65,65 > = L171456 com¢(1234567891§):(1 2347658910)
< €2,€4,65,65 > possui circuito{e;, e, €3, €4, €5, €9, €10} de tamanho 7.
< €3,6€4,65,65 > possui circuito{e;, e, €3, €4, €5, €3, €10} de tamanho 7.
< €,6,€3,64,65 > = L1 246 COM@(1234567891P=(2314587 9 6 10)
Continua na préxima pagina .. .
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< €,€2,€3,65,6 >
< €1,62,€4,685,6 >
< €1,€3,64,685,6 >
< €2,€3,64,685,6 >

= L1246 COM @ (1234567891P=(2315487 9 6 10)
= L1 246 COM@(1234567891P=(1327 46598 10)
= L1246 COM@(1234567891P=(123746589 10)
= L1146 COM@(1234567891P=(123746589 10)

< e1,6,€3,64,65,65 >  POSSUI circuito{ey, e, €3, €4, €5, €5, €10} de tamanho 7.

Tabela A.2: Extensdes Binarias da Matroéige

€10

LoUero

< €,66 >

< €2,65 >

< €3,65 >

< €4,66 >

< 65,66 >

< €1,82,6 >

< €1,63,66 >

< €1,64,66 >

<€,85,6 >

< €2,€3,66 >

< €2,€1,65 >

< €2,65,65 >

< €3,64,65 >

< €3,685,6 >

< €4,65,66 >
< €1,62,63,6 >
< €1,62,64,65 >
< €,62,65,6 >
< €1,63,64,6 >
< €,63,65,6 >
< €1,€4,65,65 >
< €2,€3,64,65 >
< €2,€3,65,6 >
< €2,64,65,6 >
< €3,64,65,6 >
< €,€2,€3,64,66 >
< €1,62,€3,85,6 >
< €1,62,64,85,6 >
< €1,€3,€4,65,65 >

pOSSsuUi circuito{er, e, ey, €5, €7, €g,€10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, es, 4, €5, €5, €7,€10} de tamanho 7.
possui circuito{ey, e, €4, €5, €5,€7,€10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €3, €5, €5, €7, €10} de tamanho 7.
pOSSsuUi circuito{er, e, €3, €4, €5, €7,€10} de tamanho 7.
possui circuito{eg, €10} de tamanho 2.
L2136
possui circuito{e;, e, €3, €4, €7,€9,€10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €3, €5, €7, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e, €3, €4, €5, €9, €10} de tamanho 7.
=~ 5136 COM$(1234567891P=(124378569 10)
= 5136 COM$(1234567891P=(125378469 10)
possui circuito{ ey, e4, €5, €7, €8, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, es, eg, €7, €8, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSUi circuito{ ey, €3, €4, €5, €5, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e, ey, €5, €7, €g,€10} de tamanho 7.
pOSSsuUi circuito{er, e, €3, 65, €7, €g,€10} de tamanho 7.
possui circuito{ey, e, €3, €4, €7,€g,€10} de tamanho 7.

L2 1346
= Lo 1346COM $(1234567891D=(1235467 89 10)

pOSssui circuito{ey, €10} de tamanho 2.
= L5 1346COM P (1234567891P=(12437 8569 10)
= Ly 1346CcOMP(1234567891P=(1253 7846 9 10)
rm(l Uero) = rm({es, €, &9, €10}) = 3
possui circuito{e;, e, €3, €4, €5, €g,€10} de tamanho 7.
pOSsuUi circuito{es, e3, es, e, €g, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e3, ey, €, €g, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e3, ey, €5, €7, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €4, €5, €7,€9,€10} de tamanho 7.

Continua na préxima pagina .. .
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< €2,€3,64,85,6 >
< €1,€2,€3,64,65,6 >

= L5136 COM@$(1234567891P=(127456 389 10)
possui circuito{ey, e, €3, €4, €5, €5,€10} de tamanho 7.

Tabela A.3: Extensdes Binarias da Matréige

€10

LsUero

< €,6 >
< €2,65 >
< €3,65 >
< €4,65 >
< 65,66 >
< €1,62,6 >
< €1,€3,6 >
< €1,64,6 >
< €1,65,6 >
< €2,€3,6 >
< €2,€4,65 >
< €2,65,65 >
< €3,64,65 >
< €3,65,6 >
< €4,65,6 >
< €1,62,63,6 >
< €1,62,64,6 >
< €,€2,65,6 >
< €1,63,61,8 >
< €,63,65,6 >
< €1,64,65,65 >
< €2,€3,64,6 >
< €2,63,65,65 >
< €2,64,65,6 >
< €3,64,65,6 >
< €,€2,€3,64,65 >
< €1,62,€3,685,6 >
< €1,€2,64,85,6 >
< €1,63,64,685,6 >
< €2,€3,€4,685,6 >
< €1,€2,€3,64,65,6 >

pOSSuUi circuito{er, e3, €4, €5, €7, €g,€10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, e3, €4, €5, €5, €7,€10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €3, €5, €7, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €3, €5, €5, €7, €10} de tamanho 7.
pOSSsuUi circuito{er, e, €3, €4, €5, €7,€10} de tamanho 7.
possui circuito{eg, €10} de tamanho 2.
L3136
= L3136 COM@$(1234567891P=(1243567 89 10)
= L3136 COM@$(1234567891P=(21573 8469 10)
= L3136 COM@$(1234567891P=(2134567 89 10)
=~ L3136 COM$(1234567891P=(2143567 89 10)
= L3136 COM$(1234567891P=(125738469 10)
possui circuito{ ey, e1p} de tamanho 2.
= L3136 COM@$(1234567891P=(4357 1926 8 10)
= L3136 COM@$(1234567891P=(3457 1926 8 10)
pOSSsuUi circuito{er, e, ey, €5, €7, €g,€10} de tamanho 7.
pOSsuUi circuito{er, e, €3, 65, €7, €g,€10} de tamanho 7.
possui circuito{ey, e, €3, €4, 65, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, e3, €4, €5, €7, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, es, eg, €7, €, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e, €, €7, €g, €9, €10} de tamanho 7.
pOSSuUi circuito{er, e3, ey, 65, €7, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, e4, 5, €5, €8, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{ ey, es, s, 5, €g, €9, €10} de tamanho 7.
possui circuito{e;, e, €3, €4, €5, €8,€10} de tamanho 7.

rm(l Ueio) = rm({es, s, e, €10}) =3
2 L3136 cOM¢(1234567891P=(34751 9 2 6 8 10)
= 3136 COM¢(1234567891P=(4 37519 2 6 8 10)
> 3136 COM¢(1234567891P=(1 2753846 9 10)
2 3136 COM¢(1234567891P=(2 175384 6 9 10)

possui circuito{es, €2, €3, €4, €5, €, €10} de tamanho 7.
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A.2 ExtensOes binarias de.j, comr(E(H)) =5

Tabela A.4: ExtensOes Binarias da Matrolge 346

€11 L2 1346U €11

< €e1,€3,6 > {e1,e,6e3,65,€7,€10,€11} € Circuito.

< €2,64,8 > L2 1346246

< €2,65,66 > {e1,en,€3,€4,65,€10,€11} € Circuito.
< eq,63,64,66 > {e10,€11} € circuito.
<€1,63,65,6 > = Lp1346246 COMP123456789101F (3415211798610
< €,€3,€4,65 > {€5,€8,€0,€10,€11} € LD
< €,63,65,65> = Lp1346246 COM@P123456780101= (35172941068 1)1
< €,64,65,65 > 0 conjunto{eg, €g, €9, €10,€11} € LD

< €2,€3,€4,65,66 >

= L2 1346246 COM ¢ 123456789101 (1237584610911

Tabela A.5: ExtensOes Binarias da Matrolde 46

e11 L1 146U €11

< €1,64,65 > {e10,€11} € circuito deL 1 146U €11.

< €1,6s5,65 > L1146156

< €,€4,66 > {es, 8,69, €10,€11} € LD

< &,65,65 > L1 146256

< €3,6€4,65 > {es, €8, €9,€10,€11} € LD

< €3,65,66 > = L1.146256 COM ¢123456789101= (132456798101)1

< €4,65,65 > = L1,146256 COM P123456789101F (1423567108911
< €1,€4,65,65 > {€1,€,€3,€4,€7,€10,€11} € Circuito dely 146U 1.
< €2,€3,64,65 > L1,1462346
< €,63,65,686 > {e1,€2,€3,€4,65,€10,€11} € Circuito del1 146U €11.

< €1,62,63,64,6 >
< €1,€2,€3,85,6 >
< €1,€2,64,85,6 >

{es,€8,€9,€10,€11} € LD
2 L1,146256 COM P123456789101F (1423765108911
= L1,146256 COM P123456789101F (1324765981011

Continua na préxima pagina.. . .
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< €1,€3,64,85,6 >
< €2,€3,64,85,6 >

2 L1,146256 COM P123456789101= (1234765891011
= 1146156 COM P123456789101= (1234765891011

Tabela A.6: Extensdes Binarias da Matrolde s

e Li246U€11

< €1,€4,65 > {€s,€8,€9,€10,€11} € LD

< €y,65,65 > L1 246156

< €,€4,65 > {e10, €11} € circuito.

< €,65,66 > = L1.246156 COM ¢123456789101= (12435876109 1)1

< €3,€4,66 > {es,€8,€9,€10,€11} € LD

< €3,65,65 > L1,.246356

< €4,65,65 > 2 L1 246356 COM P123456789101= (2134785691011
< €1,64,65,65 > {e1,€3,65,€g,€9,€10,€11} € Circuito
< €,€3,€4,65 > {e1,e2,e4,65,€7,€10,€11} € Circuito
< €,€3,65,65 > {e1,es,€7,63,€,€10,€11} € Circuito

< €1,€2,€3,64,6 >
< €1,€2,€3,65,6 >
< €1,62,64,85,6 >
< €1,€3,64,685,65 >
< €2,€3,64,685,6 >

{€s,€8,60,€10,€11} € LD
= L1 246356 COM P1234567891017= (2134587691011

(
2 L1 246356 COM P123456789101= (1234765891011
= L1,246156 COM P123456789101F (1243785610911
= L1,246156 COM P123456789101F (1234765891011

Tabela A.7: ExtensOes Binarias da Matrolde 456

e11 L1 1456U€11
< €1,64,65 > {e1,e,e3,6e4,€7,€10,€11} € Circuito.
< ey, 65,65 > {e1,e2,e3,65,€7,€10,€11} € circuito.
< €,€4,6 > {ey,e3,65,6€8,69,€10,€11} € Circuito.
< €,65,65 > {e1,e3,€e4,€8,€9,€10,€11} € Circuito.
< €3,684,65 > {e1,e2,6e5,6e5,69,€10,€11} € Circuito.
< €3,65,65 > {e1,e2,€es,€5,€9,€10,€11} € Circuito.
< €4,65,65 > {e2,€3,€4,65,€7,€10,€11} € Circuito.

Continua na préxima péagina.. ..
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< €1,64,65,6 >
< €2,63,64,6 >
< €2,€3,65,65 >
< €1,62,€3,64,6 >
< €1,€2,€3,685,6 >
< €1,62,€4,65,6 >
< €1,€3,€4,65,65 >
< €2,€3,€4,65,65 >

{e10, €11} € circuito.
L1 14562346
2 |1 14562346 COM 1234567891011 2354678910 111

{e1, &, 65,65, 69,610, €11} € Circuito.
{e1,e2,e4,65,69,€10,€11} € Circuito.
{e1,e3,64,65,€7,€10,€11} € Circuito.
{e1,e,e4,65,67,€10,€11} € Circuito.

L1,145623456

A.3 Extensdes binarias de-j, comr(E(H)) =6

Tabela A.8: Extensdes Binarias das Matroides com o posto

deH igual a 6.
L e LUers
< €1,65,6 > {e11,e12} é circuito.
< €,65,65 > {es,€8,€0,€10,€11,€12} € LD.
< €3,65,65 > {es, €8, €9,€10,€11,€12} € LD.
< €4,65,65 > {es,€8,€9,€10, €11, 912}'é LD.
L1146156 ~ < €2,€3,€4,86>  {€1,€2,€3,6€4,65,€11,€12} € Circuito.

< €1,€2,€3,85,6 >
< €1,62,61,85,6 >
< €1,€3,64,685,6 >
< €2,€3,64,65,65 >

{es,e5,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es,e5,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es, €3,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es,€5,€9,€10,€11,€10} € LD.

L1 146256

< €1,65,6 >
< €2,65,6 >
< €3,65,6 >
< €4,65,66 >
< €2,€3,64,65 >
< €1,€2,€3,65,6 >
< €1,62,64,85,6 >
< €1,€3,64,85,6 >
< €2,€3,64,65,65 >

{es, €5,€9,€10,€11,€12} € LD.
{e11,€e12} é circuito.
{es,€3,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es, e5,€9,€10,€11,€12} € LD.
{e1,e,€3,€7,69,€11,€12} € Circuito.
{es, €,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es,€3,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es,€3,€9,€10,€11,€12} € LD.
{es,€8,€9,€10,€11,€10} € LD.

Continua na préxima pagina.. ..

< €1,65,6 >
< €2,65,65 >
< €3,65,66 >

{€1,€2, €3, €4,65,€11, €10} € circuito
{€1,€3,65,65,€10,€11, €12} € Circuito
{e1,e2,65,€5,€10,€11,€12} € Circuito



A.3 EXTENSOES BINARIAS DHEj, i € {1,2,3}, COMr(E(H)) =6

< €4,€5,65 > {e1, e, 5,65, 9,011,012} € Circuito
L11462346 < €,€3,€4,65 > {e11,e12} € circuito.
< ep,6,6e3,65,65 > {€1,6,65,6g,€10,€11,€12} € Circuito
< e1,6,64,65,65 > {€1,6,65,€8,€9,€11,€12} € Circuito
< €1,€3,64,65,65 > {€1,€3,65,6g,6,€11,€12} € Circuito
< €,63,€4,65,65 > {€1,6,63,€4,€7,€11,€12} € Circuito

< ey,6s5,65 > {es,€8,€0,€10,€11,€12} € LD.
< €,65,65 > {es,€8,€9,€10,€11,€10} € LD.
< €3,65,65 > {es,€8,€9,€10,€11,€10} € LD.
L1 246356 < €4,65,65 > {es,€5,€9,€10,€11,€12} € LD.

< e1,e,€3,65,65 > {es,e5,€9,€10,€11,€12} € LD.
< e1,€,6e4,65,65 > {es, €5,€9,€10,€11,€12} € LD.
< ey,€3,€4,65,65 > {es,e8,€9,€10,€11,€12} € LD.
< €,€3,6€4,65,65 > {es,e8,€9,€10,€11,€12} € LD.

< €2,€3,64,66 > {e11,€e12} é circuito.
L114562346 < €2,€3,65,65 > L1145623462356
< €,€3,64,65,65 > {€1,6€2,€3,€4,€7,€11,€12} € Circuito.




APENDICE B

Extensdes Binarias 3-conexas de posto e
circunferéncia 6 da matréideL;

Tabela B.1: Extensfes Binarias da MatroMéL1) obtida
acrescentando-se 2 elemento<gde

X X/ $(1234567891011)

{e10, €11} {e10, €12} (1,2,3,54,6,7,8,9,10,11)
{e1o, €13} (1,3,2,4,5,6,7,9,8,10, 11)
{e10,€14} (1,3,2,5,4,6,7,9, 8,10, 11)
{e10, €15} (2,3,1,7,4,8,5,9, 6, 10, 11)
{e10, €16} (2,3,1,4,5,8,7,9,6,10, 11)
{e1o, €17} (2,3,1,5,4,8,7,9,6,10, 11)
{e1o, €18} (1,3,2,7,4,6,5,9, 8,10, 11)
{e10, €10} (1,2,3,7,4,6,5,8,9, 10, 11)

{e10, €0}

{ew1, €10} {eq1, €10} (1,2,3,4,7,6,5,8,9,10, 11)
{e12, €10} (1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 11)
{e13,e14} (1,3,2,4,5,6,7,9, 8,10, 11)
{e13,e18} (1,3,2,4,7,6,5,9, 8,10, 11)
{€14, €18} (1,3,2,5,7,6,4,9,8,10, 11)
{e15, €16} (2,3,1,4,7,8,5,9, 6,11, 10)
{es, €17} (2,3,1,5,7,8,4,9, 6,11, 10)
{eiq,€17} (2,3,1,4,5,8,7,9, 6, 10, 11)

{e11,e13} {e11,e16} (2,1,3,4,5,8,7,6,9, 10, 11)
{e12,e14} (1,2,3,5,4,6,7,8,9, 10, 11)
{e1r,e17} (2,1,3,5,4,8,7,6,9, 10, 11)
{e13, €16} (3,1,2,4,5,9,7,6,8,10, 11)
{eis, €17} (3,1,2,5,4,9,7,6,8,10, 11)
{e1s, €18} (3,1,2,7,4,9,5,6,8,11, 10)
{e1s, €10} (2,1,3,7,4,8,5,6,9, 11, 10)
{eig, €10} (1,2,3,7,4,6,5,8,9, 11, 10)

{e11, €14} {e11, €15} (2,1,3,4,7,8,5,6,9,10, 11)

Continua na préxima pagina.. . .
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{e11, €12, €14}
{e11,€10, €16}
{e11,€12,€17}
{e11, €13, €14}
{e11, €13, €18}
{e11,€13, €19}
{e11,€15,€16}
{e11, €15, €10}
{e11,e16,€17}
{€11,€16, €10}
{e11, €18, €19}
{e12, €13, €14}
{e12, €14, €18}
{e12, €14, €10}
{e12, €15, €17}
{e12, €15, €10}
{e12, €16, €17}
{e1o, €17, €10}
{e12,e18,€19}
{€e13,€14, €16}
{e13,€14,€17}
{€e13, €15, €16}
{e13, €15,€18}
{e13, €16,€17}
{e13, €16, €18}
{€e13, €18, €19}
{ews, €15, €17}
{€14,€15,€18}
{€14,€16,€17}
{e14, €17, €18}
{€14,€18, €10}
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APENDICE B MENORES DA MATROIDEA,

{e1s. 14,00} (4,10,2,1,6,11,12,5,7,3,9, 8)
{e1s. €180} (4,10,2,1,6,11,12,7,5,3,9, 8)
{ews, 18,020}  (5,10,2,1,6,11,12,7,4,3,9, 8)
{ews,e6,017}  (2,3,1,4,5,8,7,9,6, 11, 12, 10)
{eis,e16.€20}  (4,11,1,2,6,10,9,7,5,3, 12, 8)
{eis,e17,80}  (5,11,1,2,6,10,9,7,4,3, 12, 8)
{ew6.€17,€0} (4,10,1,2,6,11,9,5,7,3, 12, 8)
{e1,€13,€20}  {e@1,@16,€20t (2,1,3,4,5,6,7,8,12,10,11,9)
{er,e14,00} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10, 11, 12)
{ewz,@17,80}  (2,1,3,5,4,6,7,8,12,10,11,9)
{ews,e16,020F  (3,1,2,4,5,6,7,9,12,10, 11, 8)
{ew.€17,€20} (3,1,2,5,4,6,7,9,12, 10, 11, 8)
{eis,€18.00}  (3,1,2,7,4,6,5,9,12, 11, 10, 8)
{eis,€10,000}  (2,1,3,7,4,6,5,8,12,11, 10, 9)
{ew, er0,020} (1,2,3,7,4,6,5,8,9, 11, 10, 12)
{e1,€14,€15}  {eu,@7.€8t (1,2,3,4,7,6,5,8,9,10,12, 11)
{ews, @135}  (1,2,3,5,4,6,7,8,9, 10, 11, 12)
{ews, 16,018} (1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 12, 11)
{ems.e17,€0}  (1,2,3,7,4,6,5,8,9,12, 10, 11)
{ew €600} (1,2,3,7,5,6,4,8,9,12, 10, 11)

Tabela B.3: Extensfes Binarias da MatroMéL1) obtida
acrescentando-se 4 elementode

X X

$(12345678910111213)

{e10,€11,€12,€13}  {€10,€11, €12, €14}
{e10,€11,€12, €16}
{e10,€11,€12,€17}
{el0, 11, €13, €14}
{el0, €11, €13, €15}
{ei0,€11,€13,€17}
{e10,€11, €13, €18}
{€e10,€11, €13, €10}
{e10, €11, €14, €16}
{€10, €11,€14,€17}
{€10, €11, €15, €16}
{e10,€11,€15, €18}

{6107 €11, €15, elg}
Continua na préxima pagina.. . .

(1,2,3,5,4,6,7,8,9, 10,12, 11, 13)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9,10, 4,5, 13)
(1,2,3,12,11,6,7,8,09, 10,5, 4, 13)
(1,3,2,4,5,6,7,9,8, 10,12, 13, 11)
(1,10,2,11,7,8,5,9,6,3,12, 13, 4)
(1,10,2,11,5,8,7,9,6,3,12, 13, 4)
(1,3,2,4,7,6,5,9,8, 10, 12, 13, 11)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 11, 13, 12)
(2,10,1,11,5,6,7,9,8, 3,13, 12, 4)
(3,10,1,12,4,6,7,8,9,2, 13, 11, 5)
(2,3,1,4,7,8,5,9,6, 10, 13, 12, 11)
(3,10,1,13,4,6,5,8,9, 2, 12,11, 7)
(1,2,3,13,11,6,5,8,09,10, 7, 4, 12)
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{e10,€11,€12,€14,€10} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,12, 11, 13, 14)
{e10,€11,€12,€14,€20} (5,12,3,1,6,11,14,4,7,10, 2,8, 13,9)
{e10,€11,€10,€15,€18} (3,10,1,14,4,6,5,8,9,2,13,11,7, 12)
{e10,€11,€12,€15,€19} (1,2,3,14,4,6,12,8,9, 10, 7,11, 13, 5)
{e10,€11,€12,€16,€10} (1,2,3,11,5,6,14,8,9, 10,4,12,13,7)
{e10,€11,€12,€16, €20} (4,11,3,2,6,12,9,5,7,10, 1, 8, 13, 14)
{e10,€11,€12,€17,€10} (1,2,3,12,4,6,14,8,9, 10,5, 11, 13,7)
{e10,€11,€12,€17,820} (5,12,3,2,6,11,9,4,7,10, 1, 8,13, 14)
{elo, €11, €12, €18, 819} (1,2,3,7,4,6,5,8,9,10, 14, 11, 13, 12)
{e10,€11,€13,€14,€018} (1,3,2,4,5,6,7,9,8,10,12,13, 11, 14)
{e10,€11,€13,€14,€20} (4,12,2,1,6,13,14,5,7,10, 3,9, 11, 8)
{e10,€11,€13,€15.€17} (1,10,2,11,5,8,7,9,6, 3,12, 14, 4, 13)
{e10,€11,€13,€15. €20} (11,12,2,1,6,13,9,7,5, 3,10, 14, 4, 8)
{e10,€11,€13,€17,€820} (11,12,2,1,6,13,9,5,7,3, 10, 14, 4, 8)
{e10,€11,€13,€18, €0} (4,12,2,1,6,13,14,7,5,10, 3,9, 11, 8)
{e10,€11,€13,€10,€20} (4,11,3,1,6,13,14,7,5, 10, 2,8, 12,9)
{e10,€11,€14,€16,€18} (2,10,1,11,5,6,7,9, 8, 3,13,12, 4, 14)
{e10,€11,€14,€16,€20} (11,13,1,2,6,12,14,5,7,3,10,9, 4, 8)
{e10,€11,€14,€17,€10} (3,10,1,12,4,6,7,8,9,2,13,11,5, 14)
{e10,€11,€14,€17,€820} (12,13,1,3,6,11,14,4,7,2,10,8,5,9)
{e10,€11,€15,€16,€17} (2,3,1,4,5,8,7,9,6, 10, 13, 14, 11, 12)
{e10,€11,€15,€16, €20} (4,13,1,2,6,12,9,7,5, 10, 3, 14, 11, 8)
{e10,€11,€15,€18, €20} (12,13,1,10,6,4,9,11,5, 2,3,8,7, 14)
{e10,e11,€15,€19,820} (7,13,3,2,6,11,9,4,5,10, 1, 8,12, 14)
{e10,€11,€16,€17,€20} (4,12,1,2,6,13,9,5,7,10, 3,14, 11, 8)
{e10,€11,€16,€18, €20} (11,12,1,2,6,13,14,7,5, 3, 10,9, 4,8)
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{e10,€11, €16, €10, €20}
{€10,€11, €18, €19, €20}
{€e10, €10, €13, €14, €18}
{e10, €12, €13, €14, €20}
{e10, €10, €13, €16, €10}
{€10,€12, €13, €16, €20}
{€10,€12, €13, €17, €18}
{e10,€12,€13, €17, €20}
{€e10, €12, €14, €15, €16}
{€e10, €12, €14, €15, €20}
{e10,€12, €14, €16, €20}
{€10,€12, €14, €18, €20}
{e10, €12, €14, €19, €20}
{e10, €12, €15, €16, €17}
{e10, €12, €15, €17, €20}
{€10,€12, €15, €18, €20}
{€10,€12, €15, €19, €20}
{e10,€12, €16, €17, €20}
{€e10, €12, €17, €18, €20}
{e10, €12, €17, €19, €20}
{e10, €10, €18, €19, €20}
{e10,€13, €14, €15, €18}
{e10,€13, €14, €15, €10}
{€10, €13, €14, €16, €18}
{e10, €13, €14, €16, €20}
{e10, €13, €14, €17, €18}
{e10,€13, €14, €17, €20}
{€10,€13, €14, €18, €19}
{e10,€13,€15,€16,€17}
{e10, €13, €15, €16, €20}
{€10,€13,€15,€18, €20}
{€10,€13, €15, €19, €20}
{e10,€13, €16, €17, €20}
{e10, €13, €16, €18, €20}
{e10, €13, €16, €19, €20}
{e10, €13, €18, €19, €20}
{€10, €14, €15, €16, €17}
{e10, €14, €15, €17, €20}
{e10,€14, €15, €18, €20}
{e10, €14, €15, €19, €20}
{e10, €14, €16, €17, €20}
{e10, €14, €17, €18, €20}

{€10, €14, €17, €19, €20}
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{e10,€14,€18,€10,€20} (7,12,2,1,6,11,14,5, 4,10, 3,9, 13, 8)
{e10,€15,€16,€17,€18} (2,3,1,11,4,8,13,9,6, 10, 7, 12, 14, 5)
{e10,e15,€16,€17,€10} (2,3,1,7,4,8,5,9,6, 10,11, 12, 14, 13)
{e10,e15,€16,€18,€20} (7,11,1,3,6,12,8,4,5,10, 2,14,13,9)
{e10,€15,€16,€10,€20} (7,11,1,2,6,12,9,4,5, 10, 3, 14, 13, 8)
{e10,€15,€17,€18, €20} (7,11,1,3,6,12,8,5, 4,10, 2, 14, 13,9)
{e10,€15,€17,€10,€20} (7,11,1,2,6,12,9,5, 4,10, 3, 14, 13, 8)
{e10,€16,€17,€18,€19} (1,10,2,14,4,8,5,9,6, 3, 13,11, 7, 12)
{e10,e16,€18,€10,820} (12, 13,2,10,6,4,8,11,5,3,1,14,7,9)
{e10,€17,€18,€10,820} (12, 13,2,10,6,5,8,11,4,3,1,14,7,9)
{e11,€e12,€13,€16,€10} (4,10,12,1,5,6,7,8,9,13, 2,11, 3, 14)
{e11,€12,€13,€18,€20} (1,2,12,4,6,11,14,5,7,13,10,8, 3,9)
{e11,€12,€14,€17,€10} (5,11,12,1,4,6,7,8,9, 13, 2, 10, 3, 14)
{e11,€12,€14,€17,820} (1,2,12,5,6, 10, 14,4,7,13,11,8, 3,9)
{e11,€e12,€15,€18,€10} (7,14,12,2,4,8,5,6, 9,13, 1, 10, 3, 11)
{e11,€e13,€14,€16, €18} (4,11,10,1,5,6,7,9, 8,13, 3,12, 2, 14)
{e11,€13,€14,€16,€20} (1,3,10,4,6,12,14,5,7,13,11,9, 2, 8)
{e11,€13,€15,e16,€17} (4,13,10,2,5,8,7,9,6,11, 3,14,1, 12)
{e11,€13,€15,€16,820} (2,3,10,4,6,12,9,7,5,11, 13,14, 1, 8)
{e11,€13,€16,€17,€20} (2,3,10,4,6,13,9,5,7,11,12,14,1, 8)
{e11,€13,€16,€18, €0} (1,3,10,4,6,13,14,7,5,12,11,9, 2, 8)
{e11,€13,€16,€10,€20} (1,2,11,4,6,13,14,7,5,12,10,8, 3,9)
{e11,€e15,€18,€10,€20}  (1,2,11,13,6,4,14,10,5,12,7,8, 3,9)
{e1s,€13,€14,€17,€18} (5,12,10,1,4,6,7,9, 8,13, 3,11, 2, 14)
{e1z,€e13,€14,€17,820} (1,3,10,5,6,11,14,4,7,13,12,9, 2, 8)
{e12,e14,€15,€16,€17} (5, 14,10,2,4,8,7,9,6, 11, 3,13, 1, 12)
{e1r, e14,€15,€17,€0} (2,3,10,5,6,12,9,7,4, 11,13, 14,1, 8)
{e1,e14,€16,€17,€20} (2,3,10,5,6,12,9,4,7,11, 13, 14,1, 8)
{e1p,€14,€17,€18,820} (1,3,10,5,6,13,14,7,4,12,11,9, 2, 8)
{e1z,€14,€17,€10,820} (1,2,11,5,6,13,14,7,4,12,10,8, 3,9)
{e12,€15,€18,€19,€20} (1,2,11,13,6,5,14,10,4,12,7,8, 3,9)
{e13,€14,€15,€18,€10} (7,13,12,3,4,9,5,6, 8, 14, 1, 10, 2, 11)
{e13,€15,€18,€10,€20} (1,3,11,12,6,4,14,10,5,13,7,9, 2, 8)
{e1s,€15,€18,€10,€20} (1,3,11,12,6,5,14,10,4,13,7,9, 2, 8)
{e1s,e16,€17,€18,€10} (7,10,13,3,4,9,5,8,6,14,2,11,1, 12)
{e1s,e16,€18,€10,820} (2, 3,12,10,6,4,9,11,5,13,7,14,1, 8)
{e1s,€17,€18,€10,€20} (2, 3,12,10,6,5,9,11,4,13,7,14,1, 8)
{e10,€11,€12,€15,€20}  {€10,€11,€12,€18,€20} (1,2,10,4,12,6,7,8,14,3,11,5, 13,9)
{e10,€11,€14,€18, €0} (1,3,10,5,13,6,4,9,14,2,12,7,11, 8)
{e10,€11,€14,€10,€20} (1,2,10,4,13,6,5,8,14,3,11,7,12,9)
{e10,€11,€15,€17,e20} (1,10,3,5,12,6, 11, 14,9, 2, 13,7, 4, 8)
{e10,€11,€17,€10,820} (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10,11, 13,12, 14)
{e10,€12,€13,€18, €0} (1,3,10,4,13,6,5,9,14,2,12,7,11, 8)
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{e10,€12,€13,€10,€20} (1,2,10,5,13,6,4,8,14,3,11,7,12,9)
{e10,€12,€15,€16,€20} (1,10, 3,4,12,6,11,14,9,2,13,7,5, 8)
{e10,e12,€16,€10,820} (1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10,11, 13,12, 14)
{e10,e13,€14,€15,€0} (1,3,2,4,5,6,7,9,8,10,11,12,13, 14)
{e10,€13,€14,€10,€20} (1,3,10,4,12,6,7,9, 14,2,11,5, 13, 8)
{e10,€13,€15,€17,€0} (1,10,2,5,12,6,11,14,8, 3,13,7,4,9)
{e10,€13,€17,€18, €20} (1,3,2,4,7,6,5,9,8,10,11, 13,12, 14)
{e10,€14,€15,€16,820} (1,10, 2,4,12,6,11, 14,8, 3,13,7,5,9)
{e10,€14,€16,€18,€20} (1,3,2,5,7,6,4,9,8, 10,11, 13,12, 14)
{e10,€16,€17,€18,€20} (1,10,2,4,12,6,13,14,8,3,11,5,7,9)
{e10,€16,€17,€10,€20} (1, 10,3,4,12,6,13,14,9,2,11,5,7, 8)
{e11,€10,€15,€18,€0} (1,2,12,6,9,4,7,10,5,13, 8, 14, 3, 11)
{e11,e13,e15,€17,&0} (2,3,11,6,8,5,4,13,7,10, 14,9, 1, 12)
{e11,€14,€16,€18, €20} (1,3,12,6,8,5,4,11,7,10,9, 14, 2, 13)
{e11,€14,€17,€109,820} (1,2,12,6,9,4,5,10,7,11, 8, 14, 3, 13)
{e12,€13,€16,€10,€20} (1,2,12,6,9,5,4,10,7,11, 8, 14, 3, 13)
{e1n,€13,€17,€18, €20} (1,3,12,6,8,4,5,11,7,10,9, 14, 2, 13)
{e1p,€14,€15,€16,€20} (2,3,11,6,8,4,5,13,7,10, 14,9, 1, 12)
{e13,€14,€15,€109,€20} (1,3,12,6,8,4,7,10,5, 13,9, 14, 2, 11)
{e1s,€17,€18,€109,820} (2,3,12,6,8,4,7,10,5,13,14,9,1, 11)
{€10,€11,€12,€10,820} {€10,€13 €14,€18,€20} (1,3,2,4,5,6,7,9,8,10,11,12, 13, 14)
{e10,e15,€16,€17,€20} (2,3,1,4,5,6,7,14,8, 10,12, 13,11, 9)
{€10,€11,€13,€16,€20} {€10,€12, 614,617,820} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,11,12, 13, 14)
{e10,e15,€18,€109,820} (1,2,3,7,4,6,5,8,9, 10, 13,12, 11, 14)
{€10,€11,€14,€15,€20} {€10,€11,€17,€18,€20} (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10,11, 13,12, 14)
{e10,€12,€13,€15,€20} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,11, 12, 13, 14)
{e10,€12,€16,€18, €0} (1,2,3,5,7,6,4,8,9,10,11, 13,12, 14)
{e10,€13,€17,€10,€20} (1,2,3,7,4,6,5,8,9,10, 13,11, 12, 14)
{e10,€14,€16,€19,820} (1,2,3,7,5,6,4,8,9, 10, 13,11, 12, 14)
{e11,€12,€13,€14,€15)  {€11,€12,€13, 614,618} (2,1,3,10,11,8,7,6,9,4,5,12, 13, 14)
{e11,€12,€13,€14,€10} (3,1,2,12,13,9,7,6,8,4,5,10, 11, 14)
{e11,€12,€13,€15.€10}  (3,1,2,12,13,9,11,6, 8, 4, 14,10, 7,5)
{e11,€12,€13,€17,€10} (3,1,2,12,13,9, 14,6, 8,4, 11, 10,5, 7)
{e11,€12,€13,€18, €10} (3,1,2,12,13,9,5,6, 8,4,7,10, 14, 11)
{e11,€12,€14,€15.€10} (3,1,2,12,13,9,10,6,8,5, 14,11, 7, 4)
{e11,e10,€14,€16,€10} (3,1,2,12,13,9, 14,6, 8,5, 10, 11,4, 7)
{e11,€12,€14,€18,€10} (3,1,2,12,13,9,4,6,8,5,7,11, 14, 10)
{e11,€12,€15,€16,€17} (1,2,3,10,11,6,7,8,9,4,5,13,14, 12)
{e11,€12,€15,€16,€10} (3,1,2,12,13,9,5,6, 8, 14, 10, 7, 4, 11)
{e11,€10,€15,€17,€10}  (3,1,2,12,13,9,4,6, 8, 14,11, 7,5, 10)
{e11,e10,€16,€17,€18} (2,1,3,4,5,8,7,6,9, 10,11, 12,13, 14)
{e11,€12,€16,€17,€10} (3,1,2,12,13,9,7,6,8, 10, 11, 4,5, 14)
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{e11,€10,€14,€16,€18} (2, 1,3,4,5,8,7,6,9,10,11, 13, 14, 12)
{e11,€10,e15, 16,018 (3,1,2,7,10,9,11,6, 8, 14, 13,12, 5, 4)
{e11,€12,€15,€17,€18} (3,1,2,7,11,9, 10, 6, 8, 14, 13,12, 4, 5)
{e11,€13,€14,€15,€17} (1,2,3,4,14,6, 13,8, 9, 10, 12,11, 7, 5)
{e11,€13,€14,€15.€10} (2,1,3,7,4,8,5,6,9, 14,10, 13, 12, 11)
{e11,€13,€14,€17,€10} (3,1,2,5,4,9,7,6,8,12,11, 13, 14, 10)
{e11,e13,€15€17,e18}  (1,2,3,4,12,6,13,8,9, 10, 14, 11,5, 7)
{e11,e13,e15,€17,€19} (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 14,11, 13, 12)
{e11,€e14,€15,€16,€18} (2,1, 3,4,14,8,11,6,9, 10, 12, 13,5, 7)
{e11,€14,€15,€17,€10} (3,1, 2,5,14,9, 10, 6, 8, 11, 12, 13,4, 7)
{e11,€14,€16,€17,€18} (2,1,3,4,11,8,14,6,9, 10, 13,12,7,5)
{e11,€14,€16,€17,€10} (3,1,2,5,10,9, 14,6, 8,11, 12,13, 7, 4)
{e11,e14,€16,€18,€10} (2,1,3,4,7,8,5,6,9, 10, 14,12, 11, 13)
{611, €14, €17, €18, 819} (3,1,2,5,7,9,4,6,8,11,13, 12, 10, 14)
{611, €16, €17, €18, 819} (1,2,3,7,4,6,5,8,9,14,10, 13, 12, 11)
{e1r,e13,€14,€15.€16} (1,2,3,5,14,6,13,8,9,10, 11,12, 7, 4)
{e1r,e13,€14,€15€10} (2,1,3,7,5,8,4,6,9, 14,10, 13, 11, 12)
{e1p,€e13,€14,€16,€10} (3,1,2,4,5,9,7,6, 8, 11,12, 13, 14, 10)
{e1z,€13,€15,€16,€10} (3,1, 2,4,14,9, 10,6, 8, 11, 12, 13,5, 7)
{e1z,€13,€15,€17,€18} (2,1, 3,5,14,8,11,6,9, 10, 12, 13,4, 7)
{e12,€13,€16,€17,€18} (2,1,3,5,11,8,14,6,9, 10, 12,13, 7, 4)
{e1r,€13,€16,€17,€10} (3,1,2,4,10,9, 14,6, 8,11, 13,12,7,5)
{e1r,e13,€16,€18, €10} (3,1,2,4,7,9,5,6, 8,11, 13,12, 10, 14)
{612, €13,€17, €18, 819} (2,1,3,5,7,8,4,6,9,10,14, 12,11, 13)
{e1z,€14,€15,€16,€18} (1,2,3,5,12,6,13,8,9, 10, 14,11,4,7)
{e12,€14,€15,€16,€10} (1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 14, 11, 13, 12)
{e12,e16,€17,€18, €10} (1,2,3,7,5,6,4,8,9,14,10, 13, 11, 12)
{e13,€14,€15,€16,€10} (2,1,3,7,10,8,11,6,9, 14, 13,12, 5, 4)
{e13,e14,€15,€17,€19} (2,1,3,7,11, 8, 10,6, 9, 14, 13,12, 4, 5)
{e13,e16,€17,€18,€10} (1,2,3,7,11,6, 12,8, 9, 14, 10, 13,5, 4)
{e1s,€16,€17,€18,€10} (1,2,3,7,12,6,11, 8,9, 14, 10, 13,4, 5)
{e11,€12,€13 €15, €20}  {€11,€12,€13, €18, €20 (2,1,3,10,11,6,7,8,14,4,5,12,13,9)
{e11,€12,€14,€15,€20} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,11,10, 12, 13, 14)
{e11,€12,€14,€18, €0} (2,1,3,11,10,6,7,8,14,5,4,12,13,9)
{e11,€10,€15,€16,€20} (1,2,3,10,11,6,7,8,9,4,5, 13,12, 14)
{e11,e10,€15,€17,&0} (1,2,3,11,10,6,7,8,9,5,4,13,12, 14)
{611, €12, €16, €18, ezo} (2,1,3,4,5,6,7,8,14,10,11, 12, 13,9)
{e11,€12,€17,€18,€20} (2,1,3,5,4,6,7,8,14,11, 10, 12, 13,9)
{e11,€13,€14,€15,€0} (1,3,2,4,5,6,7,9,8,11,12, 10, 13, 14)
{e11,€13,€14,€10,€20} (2,1,3,10,13,6,5,8,14,4,7,11,12,9)
{e11,e13,€17,€18,€0} (1,3,2,4,7,6,5,9, 8, 11, 13,10, 12, 14)
{e11,€13,€17,€10,80} (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 13,11, 12, 14)
{e11,€14,€15,€16,€20} (1,3,2,10,11,6,12,9,8,13,5,4,7, 14)
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0, 12,13, 14)
2,10, 13, 14)
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{e11, €13, €15, €18, €20}
{e11, €13, €15, €19, €20}
{e11,€14,€16,€17, €20}
{e11, €15, €16, €18, €20}
{e11,€16,€18,€19, €20}
{e12, e13, €14, €16, €20}
{e12, e13, €16, €17, €20}
{e12,€14,€15,€18, €0}
{e12,e14,€15,€19,€20}
{e1o, €15, €17, €18, €20}
{e12, €17, €18, €19, €20}
{e13, 15, €16, €19, €20}
{e13,€e16,€18, €19, €20}
{e14, €15, €17, €19, €20}
{€e14,€17,€18,€19, €20}

{e11,€12,€13,€19, €20}

{e11, €10, €14, €19, €20}
{€11, €12, €15, €19, €20}
{e11, €12, €16, €10, €20}
{e11, €12, €17, €10, €20}
{e11, €12, €18, €10, €20}
{e11, €13, €14, €18, €20}
{e11, €15, €16, €17, €20}
{e1o, €13, €14, €18, €20}
{e12, €15, €16, €17, €20}
{e13, €14, €15, €18, €20}
{e13, €14, €16, €18, €20}
{e13,€14,€17, €18, €20}
{e13, €14, €18, €19, €20}
{e13, e15,€16, €17, €20}
{€14, €15,€16,€17, €20}
{e1s, €16, €17, €18, €20}
{e1s, €16, €17, €19, €20}

(1,3,2,4,7,6,5,9,8, 11, 13, 10, 12, 14)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 13, 11, 12, 14)
(2,3,1,4,5,6,7,14, 8,12, 13, 10, 11, 9)
(2,3,1,4,7,6,5,14, 8,12, 11, 10, 13, 9)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9, 13, 10, 12, 11, 14)
(1,3,2,5,4,6,7,9,8,12, 11, 10, 13, 14)
(2,3,1,5,4,6,7,14, 8,13, 12, 10, 11, 9)
(1,3,2,5,7,6,4,9,8, 11, 13, 10, 12, 14)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 13, 11, 12, 14)
(2,3,1,5,7,6,4,14,8,12, 11, 10, 13, 9)
(1,2,3,7,5,6,4,8,9, 13, 10, 12, 11, 14)
(2,3,1,7,4,6,5,14, 8,11, 12, 13, 10, 9)
(1,3,2,7,4,6,5,9,8, 12, 10, 13, 11, 14)
(2,3,1,7,5,6,4,14, 8,11, 12, 13, 10, 9)
(1,3,2,7,5,6,4,9,8,12, 10, 13, 11, 14)
(1,2,3,5,4,6,7,8,9, 11, 10, 12, 13, 14)
(1,2,3,13,4,6,11,8,9,7,10, 12,5, 14)
(1,2,3,10,5,6,13,8,9,4,11, 12, 7, 14)
(1,2,3,11,4,6,13,8,9,5,10, 12, 7, 14)
(1,2,3,7,4,5,6,14,9, 13, 10, 12, 11, 8)
(1,3,2,4,5,6,7,9,8, 11, 12, 10, 13, 14)
(2,3,1,4,5,6,7,14, 8,12, 13, 10, 11, 9)
(1,3,2,5,4,6,7,9,8,12, 11, 10, 13, 14)
(2,3,1,5,4,6,7,14, 8,13, 12, 10, 11, 9)
(1,3,2,13,4,6,11,9, 8,7, 10, 12, 5, 14)
(1,3,2, 10,5,6,13,9, 8,4, 11, 12, 7, 14)
(1,3,2,11,4,6,13,9, 8,5, 10, 12, 7, 14)
(1,3,2,7,4,5,6,14, 8,12, 10, 13, 11, 9)
(2,3,1,12,5,6, 11, 14, 8, 4, 13, 10, 7, 9)
(2,3,1,13,4,6,11, 14, 8,5, 12, 10, 7, 9)
(2,3,1,10,4,6,12, 14, 8,7, 11, 13,5, 9)
(2,3,1,7,4,5,6,9,8, 10, 11, 13, 12, 14)




Tabela B.5: Extensdes Binarias da MatroMéL,) obtida
acrescentando-se 6 elementoLgde

X/

$(123456789101112131415)

{€e10,€11,€12,€13,€14,€15} {€10,€11,€12,€13,€14,€18}

{e10, €11, €12, €13, €14, €10}
{eio, €11,€12,€13, €15, €17}
{eio, €11,€12,€13, €15, €18}
{e10,€11, €12, €13, €15, €10}
{€e10, €11, €12, €13, €17, €18}
{€e10, €11, €12, €13, €17, €19}
{e1o, €11,€12,€13, €18, €19}
{€10, €11, €12, €14, €15, €16}
{e10,€11, €12, €14, €15, €18}
{€e10, €11, €12, €14, €15, €10}
{e10, €11, €12, €14, €16, €18}
{e1o, €11, €12, €14, €16, €19}
{e10, €11,€12,€14, €18, €19}
{€10,€11, €12, €15, €16, €17}
{€e10, €11, €12, €15, €16, €18}
{€e10, €11, €12, €15, €16, €10}
{€10,€11, €12, €15,€17, €18}
{e10, €11,€12,€15,€17, €19}
{ero, €11,€12,€16,€17, €18}
{€e10, €11, €12, €16, €17, €10}
{€e10, €11, €12, €16, €18, €19}
{e10, €11, €12, €17, €18, €10}
{€10, €11, €13, €14, €15, €17}
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(2,1,3,11,12,8,7,6,9, 10, 4, 5, 13, 14, 15)
(3,1,2,13,14,9,7,6, 8, 10, 4, 5, 11, 12, 15)
(2,1,10,4,12,6,7,8,9, 3,11, 5, 13, 15, 14)
(1,3,10,7,13,9,5,6,8, 2,15, 4, 14, 11, 12)
(3,1,2,13,14,9,12,6, 8, 10, 4, 15, 11, 7, 5)
(1,2,10,5,11,8,7,6,9, 3,12, 4, 14, 13, 15)
(3,1,2,13,14,9,15,6,8, 10,4, 12, 11,5, 7)
(3,1,2,13,14,9,5,6, 8, 10, 4, 7, 11, 15, 12)
(2,1,10,5,11,6,7,8,9, 3,12, 4, 13, 15, 14)
(1,3,10,7,13,9,4,6,8,2,15,5, 14, 12, 11)
(3,1,2,13,14,9,11,6, 8, 10, 5, 15, 12, 7, 4)
(1,2,10,4,12,8,7,6,9, 3,11, 5, 14, 13, 15)
(3,1,2,13,14,9,15,6,8, 10,5, 11, 12, 4, 7)
(3,1,2,13,14,9, 4,6, 8,10, 5, 7, 12, 15, 11)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9, 10, 4, 5, 14, 15, 13)
(1,3,10,7,14,9,12,6,8, 2,15, 11, 13, 4, 5)
(3,1,2,13,14,9,5,6, 8, 10, 15, 11, 7, 4, 12)
(1,3,10,7,14,9,11,6,8, 2,15, 12, 13,5, 4)
(3,1,2,13,14,9, 4,6, 8, 10, 15, 12, 7, 5, 11)
(2,1,3,4,5,8,7,6,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15)
(3,1,2,13,14,9,7,6, 8,10, 11, 12, 4, 5, 15)
(3,1,2,13,14,9,12,6, 8, 10, 11, 7, 4, 15, 5)
(3,1,2,13,14,9,11,6, 8, 10, 12, 7, 5, 15, 4)
(2,1,10,4,13,6,14,8,9,3,11,15,12,5,7)

02y3AI0Y1VIN YA STHYONIN 9 IOIANTAY

G6



{e10, €11, €13,€14,€15.€18} (2,1,3,11,14,8,13,6,9, 10, 4, 15,12, 7,5)
{e10,€11,€13,€14,€15,€10} (1,2,10,7,11,8,5,6,9, 3,15, 4, 14,12, 13)
{e10,€11,€13,€14,€17,€18} (2,1, 3,11, 14,8,15,6,9, 10,4, 13,12,5,7)
{e10,€11,€13,€14,€17,€10} (1,3,10,5,12,9,7,6,8, 2,13, 4, 14, 11, 15)
{e10, €11, €13,€14,€18, €10} (2,1,3,11,15,8,5,6,9, 10,4, 7, 12, 14, 13)
{e10, €11, €13,€15,€17,€18} (2,1, 10,4,15,6,14,8,9, 3,11, 13,12,7,5)
{e10,€11,€13,€15,€17,€10} (2,1, 10, 4,15,6,5,8,9, 3,11, 7, 12, 13, 14)
{e10,€11,€13,€17,€18,€10} (1,2,3,4,7,6,5, 8,9, 10, 11, 15, 12, 14, 13)
{e10,€11,€14,€15,€16,€17} (1,2,3,11,12,6,13,8,9, 10, 4, 15,14,5,7)
{e10, €11, €14,€15,€16,€18F (1,2,10,4,13,8,12,6,9, 3,11, 15,14, 7,5)
{e10, €11, €14,€15,€16,€10} (2,1,3,4,7,8,5,6,9,10, 11, 15, 14, 13, 12)
{e10,€11,€14,€15,€17,€18} (3,1,2,5,7,9,4,6,8, 10,12, 15, 14, 13, 11)
{e10,€11,€14,€15,€17,€10} (1,3,10,5,13,9, 11,6, 8, 2,12, 15,14, 7, 4)
{e10,€11,€14,€16,€17,€18} (1, 2,10,4,14,8,15,6,9, 3,11,12,13,5,7)
{e10, €11, €14,€16,€17,€10} (1,3,10,5,13,9,15,6,8,2,12,11,14,4,7)
{e10, €11, €14,€16,€18, €10} (1,2,10,4,15,8,5,6,9, 3,11, 7, 13, 14, 12)
{e10,€11,€14,€17,€18,€10} (1,3,10,5,14,9,4,6,8,2,12,7, 13, 15, 11)
{e10,€11,€15,€16,€17,€18} (1, 2,3,11,15,6, 14,8, 9, 10, 4,12,13,7,5)
{e10,€11,€15,€16,€17,€10} (1,2,3,11,15,6,5,8,9, 10,4, 7, 13,12, 14)
{e10,€11,€16,€17,€18, €10} (2,1,10,7,11,6,5,8,9, 3,15, 4, 14,12, 13)
{e10, €12, €13,€14,€15.€16} (2,1,10,5,12,6,14,8,9, 3,11, 15,13,4,7)
{e10,€12,€13,€14,€15. €18} (2,1,3,11,14,8,12,6,9, 10,5, 15,13, 7, 4)
{e10,€12,€13,€14,€15,€10} (1,2,10,7,11,8,4,6,9, 3,15,5, 14, 13,12)
{e10,€12,€13,€14,€16,€18} (2,1, 3,11, 14,8,15,6,9, 10,5, 12,13,4,7)
{e10, €12, €13,€14,€16,€10} (1,3,10,4,13,9,7,6,8,2,12,5, 14, 11, 15)
{e10, €12, €13,€14,€18, €10} (2,1,3,11,15,8,4,6,9, 10,5, 7, 13, 14, 12)
{e10, €12, €13,€15,€16,€17} (1,2,3,11,12,6,13,8,9, 10,5, 14,15,4,7)
{e10,€12,€13,€15,€16,€18} (3,1,2,4,7,9,5,6, 8, 10,12, 15, 14, 13, 11)
{e10,€12,€13,€15,€16,€10} (1, 3,10,4,13,9,11,6,8, 2,12, 15,14,7,5)
{e10,€12,€13,€15,€17,€18}  (1,2,10,5,13,8,12,6,9, 3,11, 15,14, 7, 4)

Continua na préxima pagina.. . .
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(5,10,13,2,7,6,4,8,15,12,1, 14, 3, 11, 9)
(7,13,12,3,4,6,5,9, 15, 14, 1, 11, 2, 10, 8)
(5,11, 10,1, 7,6, 4,9, 8,13, 3, 14, 2, 12, 15)
(5,10,11,1,7,6,4,8,9 13,2, 14, 3, 12, 15)
(7,11,13,3,4,6,5, 15,9, 14, 2, 12, 1, 10, 8)
(7,11,14,2,5,6, 4, 15, 8, 13, 3, 12, 1, 10, 9)
(7,11, 14,2, 4,6, 5, 15, 8, 13, 3, 12, 1, 10, 9)
(1,2,13,4,6,12,15,5,7, 14, 11, 8, 3, 10, 9)
(1,2,3,5,4,6,7,8,9, 10, 12, 11, 13, 14, 15)
(1,2,13,5,6,11, 15,4, 7, 14, 12, 8, 3, 10, 9)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9, 10, 15, 11, 14, 13, 12)
(1,3,2,4,5,6,7,9,8,10,12, 13, 11, 14, 15)
(1,3,11,4,6,13,15,5,7,14,12,9, 2, 10, 8)
(1,10,2,11,5,8,7,9, 6, 3,12, 15, 4, 14, 13)
(1,10, 4,11,6,13,9,7,5, 14,12, 15,2, 3, 8)
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{e10,€11,€13, €16, €17, €20}
{€e10, €11, €13, €16, €18, €20}
{€e10, €11, €13, €16, €19, €20}
{€10,€11, €15, €18, €19, €20}
{er0,€12,€13,€14,€17, €18}
{e10,€12,€13,€14, €17, €20}
{e10,€12,€14, €15, €16,€17}
{€e10, €12, €14, €15, €17, €20}
{€e10, €12, €14, €16, €17, €20}
{e10,€12,€14,€17, €18, €20}
{e10,€12,€14,€17, €19, €20}
{e10, €12, €15, €18, €19, €20}
{€10, €13, €14, €15, €18, €19}
{€10,€13, €15, €18, €19, €20}
{e10, €14, €15, €18, €19, €20}
{e10, €15, €16,€17, €18, €19}
{e10, €15, €16, €18, €19, €20}
{€10, €15, €17, €18, €19, €20}

o

2,15, 2, 3, 8)
2,9,2, 10, 8)
1,8, 3, 10, 9)
,14, 8, 10, 3, 15)
3,12, 11, 14, 15)
4,13, 9,2, 10, 8)
12, 14, 5, 15, 13)
4,12, 15, 2, 3, 8)
4
3
3

NN PR A

A e

co0o-

PR NR PP

.12, 15,2, 3, 8)
.12, 9,2, 10, 8)
, 13,11, 8, 3, 10, 9)
13, 14, 8, 10, 3, 15)
4,11, 15, 13, 12)
,13, 9, 10, 2, 15)
,13, 9, 10, 2, 15)

15,12, 11, 7, 5)

NN OUINP-
~NUIURr R RO

.14, 15, 3,2, 9)

{€e10,€11, €12, €13, €19,€20}

{e10,€11, €12, €14, €19, €20}
{€e10, €11, €12, €15, €18, €20}
{€e10, €11, €12, €15, €19, €20}
{e10,€11,€12, €16, €19, €20}
{e10,€11,€12,€17, €19, €20}
{e10,€11, €12, €18, €19, €20}
{€e10, €11, €13, €14, €18, €20}
{€e10, €11, €13, €15, €17, €20}
{€10,€11, €14, €16, €18, €20}
{e10,€11,€14,€17, €19, €20}
{€10,€11,€15,€16, €17, €20}
{€e10, €12, €13, €14, €18, €20}
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{e10,€12,€13, €16, €19, €20}
{€e10, €12, €13, €17, €18, €20}
{€e10, €12, €14, €15, €16, €20}
{€10, €12, €15,€16, €17, €20}
{e10, €13, €14, €15, €18, €20}
{e10, €13, €14, €15, €19, €20}
{e10, €13, €14, €16, €18, €20}
{€e10, €13, €14, €17, €18, €20}
{€e10, €13, €14, €18, €19, €20}
{e10, €13, €15, €16, €17, €20}
{€10, €14, €15, €16, €17, €20}
{e10, €15, €16, €17, €18, €20}
{€10, €15, €16, €17, €19, €20}
{€10, €16, €17, €18, €19, €20}
{e11,e12,€13, €16, €19, €20}
{e11,€12,€14,€17, €19, €20}
{e11,e12, 15, €18, €19, €20}
{e11, €13, €14, €16, €18, €20}
{e11,€13,€15, €16, €17,€20}
{e12, €13, €14, €17, €18, €20}
{€12, €14, €15,€16, €17, €20}
{e13,e14, €15, €18, €19, €20}
{€15, €16, €17, €18, €19, €20}

{e11,€12,€13, €14, €15, €18}

{e11,e12, €13, €14, €15, €10}
{e11, €12, €13, €14, €18, €10}
{e11, €12, €13, €15, €17, €10}
{e11, €12, €13, €17, €18, €10}
{€11,€12,€14,€15, €16, €10}
{e11,€12, €14, €16, €18, €10}
{e11,€12,€15, €16, €17, €18}
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(3,10,1,12,5,6,7,8,9, 2,13, 11, 4, 14, 15)
(2,10,1,11,4,6,7,9,8, 3,13, 12, 5, 14, 15)
(1, 10,2, 11, 4,6,7, 15,8, 3,12, 14,5, 13, 9)
(2,3,1,5,4,6,7, 15,8, 10, 14, 13, 11, 12, 9)
(1,3,2,14,4,6,12,9, 8,10, 7, 11, 13, 5, 15)
(2,10,1,14,4,5,6,15,8,3,13,11, 7,12, 9)
(1,3,2,11,5,6, 14,9, 8, 10, 4, 12, 13, 7, 15)
(1,3,2,12,4,6,14,9, 8,10, 5, 11, 13, 7, 15)
(1,3,2,7,4,5,6,15,8,10,13, 11, 14, 12, 9)
(2,3,1,13,5,6,12, 15, 8, 10, 4, 14, 11, 7, 9)
(2,3,1,14,4,6,12, 15, 8, 10, 5, 13, 11, 7, 9)
(2,3,1,11,4,6,13, 15, 8, 10, 7, 12, 14, 5, 9)
(2,3,1,7,4,5,6,9,8, 10, 11, 12, 14, 13, 15)
(1, 10,2, 14,4,5,6,9,8, 3,13, 11, 7, 12, 15)
(1,2,12,4,6,5,15, 11, 14, 13, 10, 8, 3, 9, 7)
(1,2,12,5,6, 4,15, 10, 14,13, 11, 8,3, 9, 7)
(1,2, 12, 14, 6, 4, 15, 10, 5,13, 7, 8, 3, 9, 11)
(1,3,10,4,6,5,15,12, 14,13, 11,9, 2, 8, 7)
(2,3,10,4,6,5,9, 14,12, 11,13, 15,1, 8, 7)
(1,3,10,5,6,4,15,11, 14,13, 12,9, 2, 8, 7)
(2,3,10,5,6,4,9, 13,12, 11, 14, 15,1, 8, 7)
(1,3, 12,13, 6,4, 15,10,5, 14, 7,9, 2, 8, 11)
(2,3,13,10,6,4,9,11,5, 14,7, 15,1, 8, 12)
(1,3,2,4,5,6,7,9,8, 12, 13, 10, 11, 14, 15)
(2,3,1,10,11,8,7,9, 6,12, 13, 4, 5, 14, 15)
(2,3,1,5,7,8,4,9,6, 14, 13, 11, 15, 12, 10)
(1,3,2,4,7,6,5,9,8, 12, 14, 10, 15, 13, 11)
(2,3,1,4,7,8,5,9,6, 14, 13, 10, 15, 12, 11)
(1,3,2,5,7,6,4,9,8,12, 14, 11, 15, 13, 10)
(1,2,3,10,11,6,7,8,9,4,5,13, 14, 12, 15)
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{e11, €13, €14, €18, €19, €20}
{€11,€13,€17, €18, €19, €20}
{e11, €14, €15, €16, €17, €20}
{€e11,€14,€15,€16, €19, €20}
{€11,€14,€15,€17, €18, €20}
{€11, €15, €16,€17, €18, €20}
{e11, €15, €16, €17, €19, €20}
{e12, €13, €14, €15, €18, €20}
{e12, €13, €14, €16, €18, €20}
{e12,€13,€14, €18, €19, €20}
{e12, €13, €15, €16, €17, €20}
{e12,e13, €15, €16, €18, €20}
{€12,€13,€15,€17, €19, €20}
{€e12, €14, €16, €18, €19, €20}
{e12,e15,€16,€17, €18, €20}
{e12, e15,€16,€17, €19, €20}
{€e13,€14,€15,€16, €17, €20}
{e13, €14, €15, €16, €18, €20}
{€13,€14,€15,€17, €18, €20}
{€e13,€14,€16,€17, €18, €20}
{e13,€14,€16,€17, €19, €20}
{e13, €14, €16, €18, €19, €20}
{€13,€14,€17, €18, €19, €20}
{e13, €15, €16, €17, €18, €20}
{€e13, €15, €16, €17, €19, €20}
{€14,€15,€16,€17, €18, €20}
{€14, €15, €16, €17, €19, €20}

,1,3,10, 14,6,5, 8,15, 4,7,11,13,12,9)
,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 14,11, 13, 12, 15)
,2,3,10,11,6,12,8,9, 4, 14, 13,5, 7, 15)
,1,3,4,7,6,5, 8,15, 10, 14, 13, 12,11, 9)
,1,2,5,7,6,4,9,15,11, 14, 13, 12, 10, 8)
,2,3,10, 14,6,13,8,9,4,11, 12,7, 5, 15)
,2,3,10, 14,6,5,8,9,4,7,12,11, 13, 15)
, 1, 3,10, 13,6, 11, 8, 15, 5,14, 12,7, 4, 9)
, 1, 3,10, 13,6, 14, 8, 15, 5,11, 12,4, 7, 9)
,1,3,10, 14,6, 4, 8,15,5,7,12,13, 11, 9)
,2,3,10,11,6,12,8,9,5,13, 14,4, 7, 15)
,1,2,4,7,6,5,9, 15,11, 14,13, 12, 10, 8)
,1,3,5,7,6,4,8,15,10, 14, 13,12, 11, 9)
,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 14,11, 13, 12, 15)

: , 2,8,9,5,11, 13,7, 4,15)

, 7,13,11,12, 15)
, 13,14, 4,5, 12, 15)
5,14,10,7,4,11,9)
5,14,11,7,5, 10, 9)
5,10, 11, 4,5, 14,9)
1
1
1

= o1

= 00 00 00 00 00 *
PP ©Oo-

MNNNOOO-
e e

{e11,€12,€13, €15, €17, €18}

{e11,€12, €14, €15, €16, €18}
{e11,€13,€14,€15,€17,€10}
{€11,€14,€16,€17,€18, €10}
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POXRPAPRPUPRPRPONRNMNIONRAPOOORANRRLUOREO®RE®O

,1,2,4,5,6,7,9,15,10, 11, 12, 13, 14, 8)
,1,3,12,14,6,11, 8, 15,10, 7,4, 13,5, 9)
,1,3,12, 14,6, 10, 8, 15,11, 7,5, 13, 4, 9)
,2,3,10, 14,6,5,8,9,12,11, 4,7, 13, 15)
,2,3,10, 14,6,13,8,9,12,7,4,11, 5, 15)
,2,3,10, 14,6,4,8,9,13,11,5,7, 12, 15)
,2,3,10, 14,6,12,8,9,13,7, 5,11, 4, 15)
,2,3,5,4,6,7,8,9,11, 10, 12, 13, 14, 15)
,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 15, 11, 14, 13, 12)
,2,3,7,4,6,5,8,9, 15, 10, 14, 13, 12, 11)

02y3AI0Y1VIN YA STHYONIN 9 IOIANTAY

80T



{e12, €13, €14, €15, €16, €19}
{e12,e13,€16,€17, €18, €10}

,8,9,10, 15,12, 14, 13, 11)
15, 10, 14, 12, 13, 11)

{e11,€12,€13,€15,€17,€20}

{e11,e12, €13, €15, €18, €0}
{€11,€12,€13,€17, €18, €20}
{e11, €12, €14, €15, €16, €20}
{e11,€12, €14, €15, €18, €20}
{e11,€12,€14, €16, €18, €20}
{e11,€12,e15,€16, €18, €20}
{€11,€12,€15,€17, €18, €20}
{e11, €13, €14, €15, €17, €20}
{€e11,€13, €14, €15, €19, €20}
{e11,e13,€14,€17, €19, €20}
{e11,€e13,€15,€17, €18, €20}
{e11, €13, €15, €17, €19, €20}
{e11, €14, €15, €16, €18, €20}
{€e11,€14,€15,€17, €19, €20}
{€11,€14,€16,€17, €18, €20}
{€11, €14, €16,€17, €19, €20}
{e11,€e14, €16, €18, €19, €20}
{€11,€14,€17, €18, €19, €20}
{e11, €16, €17, €18, €19, €20}
{e12, €13, €14, €15, €16, €20}
{e12,e13,€14,€15, €19, €20}
{e12,e13, €14, €16, €19, €20}
{e12, e13, €15, €16, €19, €20}
{€12,€13,€15,€17, €18, €20}
{€e12,€13,€16,€17, €18, €20}
{e12,e13,€16,€17, €19, €20}
{e12,e13, €16, €18, €19, €20}
{€12,€13,€17, €18, €19, €20}
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,9,15,14,12,13, 11, 10, 8)
5,11, 10, 13,14,12,9)

, 11,10, 12, 13, 14, 15)
, 9,15, 14, 12, 13, 10, 11, 8)
5,10, 11, 13, 14,12, 9)

15, 14, 13,12,5, 4, 8)
,15,14,13,12,4,5, 8)
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, 8,15, 14, 10, 13,12, 11, 9)
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5,10, 14, 12, 11, 13, 9)
5,11, 13, 12, 10, 14, 8)
4,10, 13,12, 11, 15)
,9,10, 11, 12, 7, 4, 15)
5,14, 10, 13, 11, 12, 9)
5,11, 12, 13, 14, 10, 8)
5,11, 12, 13, 5, 7, 8)
5,10, 12, 13, 4,7, 9)
5,10, 12, 13,7, 4, 9)
,15, 11, 13, 12, 7, 5, 8)
5,11, 13, 12, 10, 14, 8)
5,10, 14, 12, 11, 13, 9)
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{e12,e14, €15, €16, €18, €20}
{€12,€14,€15,€16, €19, €20}
{€12,€16,€17, €18, €19, €20}
{€13, €14, €15, €16, €19, €20}
{e13, €14, €15, €17, €19, €20}
{e13, €16, €17, €18, €19, €20}
{e14,€16,€17, €18, €19,€20}

,10, 14, 11, 4, 7, 15)
0, 14,11, 13, 12, 15)
4,10, 13, 11, 12, 15)
5,14, 13, 12, 5, 4, 9)
5,14, 13, 12, 4, 5, 9)
4,10, 13, 5, 4, 15)
4,10, 13, 4, 5, 15)
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Tabela B.6: Extensdes Binarias da MatroMéL,) obtida
acrescentando-se 7 elemento£gde

X X/ $(12345678910111213141516)
{€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16}  {€10,€11,€12,€13,€14,€15,€17} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,12, 11, 14, 13, 15, 16)
{e10,€11,€12,€13,€14,€16,€18} (1, 2,10,4,12,8,7,6,9, 3,11, 5, 15, 14, 16, 13)
{e10,€11,€12,€13,€14,€16,€10} (1,3,10,4,14,9,7,6,8, 2,13,5, 15, 12, 16, 11)
{e10,€11,€12,€13,€14,€17,€18} (1, 2,10,5,11,8,7,6,9, 3,12, 4, 15, 13, 16, 14)
{e10,€11,€12,€13,€14,€17,€10} (1, 3,10,5,13,9,7,6,8, 2,14, 4, 15, 11, 16, 12)
{elo, €11,€12,€13, €15, €16, 817} (1,2,3,11,12,6,7,8,9,10,4,5, 15, 16, 14, 13)
{elo, €11,€12,€13,€15, €16, 818} (1,3,10,13,7,9,5,6,8,2,4,16, 11, 14, 12, 15)
{e10,€11,€12,€13,€15, €16, €10} (1, 3,10, 4, 14,9, 12,6, 8, 2,13, 16, 15, 7, 5, 11)
{e10,€11,€12,€13, €15, €18,€10}  (1,3,10,7,13,9,5,6,8, 2,15, 4, 14,11, 12, 16)
{e10,€11,€12,€13,€16,€17,€18} (1,2,10,11,5,8,7,6,9, 3,4,12, 13, 15, 16, 14)
{elo, €11,€12,€13,€16,€17, 819} (1,3,10,4,15,9,16,6,8, 2,13, 12, 14,5, 7, 11)
{e10,€11,€12,€13,€16,€18,€10} (1,3,10,4,15,9,5,6,8, 2,13,7, 14, 16, 12, 11)
{e10,€11,€12,€14, €15, €16, €17}  (1,2,3,12,11,6,7,8,9, 10,5, 4, 16, 15, 14, 13)
{e10,€11,€12,€14, €15, €17,€18}  (1,3,10,13,7,9,4,6,8, 2,5, 16, 12, 14, 11, 15)
{e10,€11,€12,€14,€15,€17,€10} (1,3,10,5,14,9,11,6, 8, 2,13, 16, 15,7, 4, 12)
{e10,€11,€12,€14,€15,€18,€10}  (1,3,10,7,13,9,4,6,8, 2,15,5, 14,12, 11, 16)
{elo, €11,€12,€14,€16,€17, 818} (1,2,10,12,4,8,7,6,9, 3,5,11, 13, 14, 16, 15)
{e10,€11,€12,€14,€16,€17,€10} (1,3, 10,5, 14,9, 16, 6, 8, 2,13, 11, 15, 4,7, 12)
{e10,€11,€12,€14,€17,€18,€10} (1, 3,10,5,15,9,4,6,8, 2,13,7, 14, 16, 11, 12)
{e10,€11,€12,€15,€16, €18, €10} (1, 3,10,7,14,9,12,6,8, 2,15,11, 13, 4,5, 16)
{e10,€11,€12,€15,€17,€18,€10} (1,3,10,7,14,9,11,6,8, 2,15,12,13,5, 4, 16)
{e10,€11,€13,€14,€15,€16,€17} (1,2, 3,11, 13,6, 14, 8,9, 10, 4, 16, 15,5, 7, 12)
{e10,€11,€13,€14, €15, €16,€18} (1,2, 10, 4, 14, 8, 13,6, 9, 3,11, 16, 15, 7, 5, 12)
{e10,€11,€13,€14, €15, €16,€10}  (1,2,10,11,7,8,5,6,9, 3,4, 16, 12, 14, 13, 15)

Continua na préxima pagina.. ..
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{ero, €11, €13, €14, €15, €18, €10}
{€10,€11, €13, €14, €16, €17, €18}
{€10,€11, €13, €14, €16, €17, €10}
{e10,€11, €13, €14, €16, €18, €19}
{ero, €11, €13, €15, €16, €17, €18}
{ero, €11, €13, €15, €16, €17, €10}
{e10,€11, €13, €15, €17, €18, €19}
{€e10,€11, €13, €16, €17, €18, €19}
{€e10, €11, €14, €15, €16, €18, €19}
{ero, €11, €14, €15, €17, €18, €10}
{ero, €11, €15, €16, €17, €18, €10}
{e10,€12,€13,€14, €15, €16, €17}
{€e10,€12, €13, €14, €15,€17, €18}
{€10,€12,€13,€14,€15,€17, €19}
{ero, €12, €13, €14, €15, €18, €10}
{ero, €12, €13, €14, €16, €17, €18}
{e10,€12,€13,€14, €16, €17, €10}
{€e10,€12,€13,€14,€17,€18, €19}
{e10, €12, €13, €15, €16, €18, €10}
{€e10, €12, €13, €15, €17, €18, €19}
{er0, €12, €14, €15, €16, €17, €18}
{e10,€12,€14,€15, €16, €17, €10}
{€e10, €12, €14, €15, €16, €18, €10}
{€e10,€12, €14, €16, €17, €18, €19}
{€e10, €12, €15, €16, €17, €18, €19}
{ero, €13, €14, €15, €16, €18, €10}
{ero, €13, €14, €15, €17, €18, €10}
{€e10, €13, €15, €16, €17, €18, €19}
{€10, €14, €15, €16, €17, €18, €19}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €17}
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(1,2,10,7,11,8,5,6,9, 3,16, 4, 14, 12, 13, 15)
(1,2, 10,4,15,8,16,6,9,3,11,13,14, 5, 7, 12)
(1,3,10,12,5,9,7,6,8, 2, 4,13, 11, 15, 16, 14)
(1,2, 10,4, 16,8,5,6,9, 3,11, 7, 14, 15, 13, 12)
(1,2,3,11,16,6,15,8,9, 10, 4, 13, 14, 7, 5, 12)
(1,2,3,11,16,6,5,8,9,10, 4, 7, 14, 13, 15, 12)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9, 10, 16, 11, 15, 12, 14, 13)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 11, 16, 12, 15, 14, 13)
(1,2, 10,13, 4,8,12,6,9, 3,15, 11, 7, 14, 5, 16)
(1,3,10,13,5,9,11,6,8, 2,16, 12, 7, 14, 4, 15)
(1,2,3,15,11,6,14,8,9, 10, 12, 4, 7, 13, 5, 16)
(1,2,3,11,12,6,14,8,9, 10, 5, 15, 16, 4, 7, 13)
(1,2,10,5,14,8,12,6,9, 3,11, 16, 15, 7, 4, 13)
(1,2,10,11,7,8,4,6,9, 3,5, 16, 13, 14, 12, 15)
(1,2,10,7,11,8,4,6,9, 3,16, 5, 14, 13, 12, 15)
(1,2,10,5,14,8,16,6,9, 3,11, 12, 15, 4, 7, 13)
(1,3,10,13,4,9,7,6,8,2,5,12, 11, 14, 16, 15)
(1,2,10,5,16,8,4,6,9, 3,11, 7, 14, 15, 12, 13)
(1,3,10,13,4,9,11,6,8, 2,16, 12, 7, 14, 5, 15)
(1,2,10,13,5,8,12,6,9, 3,15, 11, 7, 14, 4, 16)
(1,2,3,11,16,6,14,8,9, 10,5, 13, 15, 7, 4, 12)
(1,2,3,11,16,6,4,8,9 10,5, 7, 15, 13, 14, 12)
(1,2,3,7,5,6,4,8,9, 10, 16, 11, 15, 12, 14, 13)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 11, 16, 12, 15, 13, 14)
(1,2,3,15,11,6,13,8,9, 10, 12, 5, 7, 14, 4, 16)
(1,2,10,7,14,8,12,6,9, 3,16, 11, 13, 4, 5, 15)
(1,2,10,7,14,8,11,6,9, 3,16, 12, 13, 5, 4, 15)
(1,2,3,15,11,6,5,8,9,10, 12, 13, 7, 4, 14, 16)
(1,2,3,15,11,6,4,8,9, 10,12, 14, 7, 5, 13, 16)
(4,10,12,5,1,6,7,8,9,15,11, 2, 13, 3, 14, 16)
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{e11,e12, €13, €14, €16, €17, €18}
{€e11,€12, €13, €14, €16, €17, €10}
{e11, €12, €13, €15, €16, €18, €10}
{e11, €12, €14, €15, €17, €18, €10}
{e11,e13, €14, €15, €16, €18, €10}
{e11,e13, €15, €16, €17, €18, €10}
{e12,e13,€14,€15,€17, €18, €19}
{€e12, €14, €15, €16, €17, €18, €19}

NP NRRPRPRP

OO0OO0OONNMNNO
PR RPRRRERRRER
PR RRRERRER
PR RRRRRER

{€e10,€11, €12, €13, €14,€15,€18}

{€e10,€11,€12,€13,€14,€15,€19}
{€e10,€11,€12,€13,€14,€18, €19}
{€e10, €11, €12, €13, €15, €17, €18}
{ero, €11, €12, €13, €15, €17, €10}
{ero, €11, €12, €13, €17, €18, €10}
{e10,€11,€12,€14, €15, €16, €18}
{€e10,€11, €12, €14, €15,€16, €10}
{e10,€11,€12,€14, €16,€18, €19}
{ero, €11, €12, €15, €16, €17, €18}
{ero, €11, €12, €15, €16, €17, €10}
{e10,€11,€12,€16, €17, €18, €10}
{€e10,€11, €13, €14, €15,€17, €18}
{€e10,€11, €13, €14, €15,€17, €19}
{ero, €11, €13, €14, €17, €18, €10}
{€10,€11,€14, €15, €16, €17, €18}
{€e10, €11, €14, €15, €16, €17, €19}
{€e10,€11, €14, €16, €17, €18, €19}
{€e10,€12, €13, €14, €15, €16, €18}
{€e10, €12, €13, €14, €15, €16, €19}
{ero, €12, €13, €14, €16, €18, €10}
{e10,€12,€13, €15, €16, €17, €18}
{e10, €12, €13, €15, €16, €17, €10}
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5, 16)
6, 14)
,13,11)
.14, 12)
.16, 14)
.13, 12)
, 14, 11)
, 13, 16)
. 4.5,13, 16)
1,12, 15, 16)
.4, 16, 5, 15)
.13, 15)
, 14, 13)

, 16)
, 16)
, 16)

, 15)
, 15)
,12)
, 16)
, 16)
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{ero, €12, €13, €16, €17, €18, €10}
{€e10, €13, €14, €15, €16, €17, €18}
{e10, €13, €14, €15, €16, €17, €10}
{e10,€13, €14, €16, €17, €18, €19}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €18}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €10}
{e11,e12, €13, €14, €15, €17, €18}
{e11,€12,€13,€14,€15,€17, €19}
{e11, €12, €13, €14, €15, €18, €10}
{e11,e12, €13, €14, €16, €18, €10}
{er1,e12, €13, €14, €17, €18, €10}
{e11,€12,€13, €15, €16, €17, €18}
{e11, €12, €13, €15, €16, €17, €10}
{e11,€12,€13,€15,€17, €18, €10}
{e11,e12, €13, €16, €17, €18, €10}
{e11, €12, €14, €15, €16, €17, €18}
{e11, €12, €14, €15, €16, €17, €19}
{e11, €12, €14, €15, €16, €18, €10}
{e11,€12,€14,€16,€17,€18, €19}
{e11, €12, €15, €16, €17, €18, €19}
{€e11, €13, €14, €15, €16, €17, €18}
{e11, €13, €14, €15, €16, €17, €19}
{e11,€13,€14,€15,€17, €18, €10}
{e11,€13,€14,€16,€17, €18, €19}
{e11, €14, €15, €16, €17, €18, €19}
{e12, €13, €14, €15, €16, €17, €18}
{er2, €13, €14, €15, €16, €17, €10}
{e12, €13, €14, €15, €16, €18, €10}
{e12,€13,€14,€16,€17,€18, €19}
{e12, €13, €15, €16, €17, €18, €19}

Continua na préxima pagina. ..

(1,2,10,5,13,8,15,6,9,3,11, 12, 14, 4, 7, 16)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9, 10, 14, 15, 4, 5, 13, 16)
(1,3,2, 11,12,6,7,9,8, 10, 4, 5, 14, 15, 13, 16)
(2,3,1,13,14,8,7,9,6,10, 4,5, 11, 12, 15, 16)
(4,10,12,1,5,6,7,8,9, 15, 2, 11, 3, 13, 14, 16)
(4,12,10,1,5,6,7,9, 8, 15, 3, 13, 2, 11, 14, 16)
(5,11,13,1,4,6,7,8,9, 15, 2, 10, 3, 12, 14, 16)
(5,13,11,1,4,6,7,9, 8, 15, 3, 12, 2, 10, 14, 16)
(14,15,7,2,10,8,13,6,9,16, 1,4, 3,12, 5, 11)
(10,12, 4,2,11,8,7,9, 6, 14, 3,13, 1, 5, 15, 16)
(11,13,5,2,10,8,7,9, 6, 14, 3,12, 1, 4, 15, 16)
(4,10,14,2,5,8,7,6,9, 12, 1, 11, 3, 15, 16, 13)
(10,12, 4,2,5,8, 16,9, 6, 14, 3,15, 1, 11, 13, 7)
(7,13,16,2,5,8, 4,9, 6, 15, 3, 14, 1, 11, 12, 10)
(4,12,10,1,7,6,5,9, 8, 13, 3, 15, 2, 16, 14, 11)
(5,11,15,2,4,8,7,6,9, 12, 1, 10, 3, 14, 16, 13)
(11,12,5,2, 4,8, 16,9, 6, 15, 3, 14, 1, 10, 13, 7)
(7,13,16,2,4,8,5,9, 6, 15, 3, 14, 1, 10, 12, 11)
(5,12,11,1,7,6, 4,9, 8, 14, 3, 15, 2, 16, 13, 10)
(12,15,7,2,4,8,14,6,9, 16, 1, 10, 3, 13, 11, 5)
(10,11, 4,2,13,8,12,9, 6,14, 3,7, 1, 16, 5, 15)
(4,10,14,2,7,8,5,6,9, 11, 1, 16, 3, 13, 12, 15)
(7,13,15,3,5,9, 4, 8, 6, 16, 2, 14, 1, 12, 10, 11)
(4,10,11,1,7,6,5,8,9, 13, 2, 16, 3, 15, 14, 12)
(7,15,12,3,5,9, 4, 6,8, 16, 1, 11, 2, 14, 10, 13)
(10,12, 5,2,13,8,11,9,6,15,3,7, 1, 16, 4, 14)
(5,10,15,2,7,8,4,6,9, 12, 1, 16, 3, 13, 11, 14)
(7,13,15,3,4,9,5,8, 6, 16, 2, 14, 1, 11, 10, 12)
(5,10,12,1,7,6,4,8,9, 14, 2, 16, 3, 15, 13, 11)
(7,15,12,3,4,9,5,6,8, 16, 1, 11, 2, 13, 10, 14)
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{€e13,€14,€15,€16,€17, €18, €10}

{€e10,€11,€12, €13, €14, €15, €20}

{ero, e11, €12, €13, €14, €18, €20}
{e10,€11,€12,€13, €14, €19, €20}
{€e10,€11,€12,€13,€15,€17, €20}
{€e10,€11, €12, €13, €15,€18, €20}
{€e10, €11, €12, €13, €15, €10, €20}
{ero, e11, €12, €13, €17, €18, €20}
{ero, e11, €12, €13, €17, €19, €20}
{€e10,€11, €12, €13, €18,€19, €20}
{€e10,€11, €12, €14, €15,€16, €20}
{€e10, €11, €12, €14, €15, €18, €20}
{ero, €11, €12, €14, €15, €19, €20}
{ero, €11, €12, €14, €16, €18, €20}
{e10, €11, €12, €14, €16, €19, €20}
{€e10,€11, €12, €14, €18,€19, €20}
{€e10, €11, €12, €15, €16, €17, €20}
{ero, €11, €12, €15, €16, €18, €20}
{ero, €11, €12, €15, €16, €19, €20}
{e10,€11,€12,€15,€17, €18, €20}
{€e10, €11, €12, €15, €17, €10, €20}
{€e10,€11, €12, €16, €17, €18, €20}
{ero, e11, €12, €16, €17, €19, €20}
{ero, e11, €12, €16, €18, €19, €20}
{e10,€11,€12,€17, €18, €19, €20}
{€e10,€11, €13, €14, €15,€17, €20}
{€e10,€11, €13, €14, €15,€18, €20}
{€e10, €11, €13, €14, €15, €10, €20}
{ero, €11, €13, €14, €17, €18, €20}
{e10,€11,€13,€14, €17, €19, €20}
{€e10,€11, €13, €14, €18, €19, €20}
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2,15,7,2,13,8,5,6,9,16, 1, 10, 3, 4, 11, 14)
1,3, 11, .8, 16, 10, 4, 5, 13, 14, 15, 9)
'1.2.13.14.6.7.9,16. 10,4, 5,11, 12, 15, 8)
,1,10,4,12,6,7,8,9,3,11, 5, 13, 15, 14, 16)
,3,10,7,13,6,5,9, 16, 2, 15, 4, 14, 11, 12, 8)
,1,2,13, 14,6, 12,9, 16, 10, 4, 15, 11, 7, 5, 8)
,2,10,5,11, 6,7, 8,16, 3, 12, 4, 14, 13, 15, 9)
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16, 10, 4,12,11,5,7, 8)
6,10, 4, 7,11, 15, 12, 8)
, 3,12, 4,13, 15, 14, 16)
6, 2,15,5,14,12, 11, 8)
, 16, 10, 5, 15,12, 7, 4, 8)
16, 3,11, 5, 14, 13, 15, 9)
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4,6
2,6
4,6
4,6
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3,6
4,6
1,6
4,6
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,1,2,13,14,6, 15,9, 16, 10, 5, 11, 12,4, 7, 8)
,2,13,14,6,4,9, 16, 10,5, 7, 12, 15, 11, 8)
, 11, ,8,9,10, 4,5, 14, 15, 13, 16)
,3,10,7,14,6,12,9, 16, 2, 15, 11, 13,4, 5, 8)
,1,2,13,14,6,5, 9, 16, 10, 15, 11, 7, 4, 12, 8)
,3,10,7,14,6,11,9, 16, 2, 15, 12, 13,5, 4, 8)
,1,2,13,14,6, 4,9, 16, 10, 15, 12, 7, 5, 11, 8)
,1,3,4,5,6,7,8, 16,10, 11, 12,13, 14, 15, 9)
,1,2,13,14,6,7,9, 16, 10, 11, 12, 4, 5, 15, 8)
,1,2,13,14,6, 12,9, 16, 10, 11, 7, 4, 15, 5, 8)
,1,2,13,14,6,11, 9, 16, 10, 12,7, 5, 15, 4, 8)
, 1,10, 4, 13,6, 14, 8,9, 3, 11, 15,12, 5, 7, 16)
,1,3,11, 14,6, 13, 8, 16, 10, 4, 15,12, 7,5, 9)
,2,10,7,11,6,5, 8,16, 3,15, 4,14, 12, 13, 9)
,1,3,11, 14, 6, 15, 8, 16, 10, 4, 13, 12,5, 7, 9)

51 6,

11,1 6

® © -
B

2,13, 4,14, 11, 15, 8)
10,4,7,12, 14,13, 9)
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(1,2,3,11,15,6,5,8,9,10, 4, 7, 13, 12, 14, 16)
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(2,1,3,11,15,6, 4,8, 16, 10,5, 7, 13, 14, 12, 9)
(1,2,3,11,12,6,13,8,9, 10, 5, 14, 15, 4, 7, 16)
(3,1,2,4,7,6,5,9, 16, 10, 12, 15, 14, 13, 11, 8)
(1,3,10,4,13,6,11,9, 16, 2, 12, 15, 14, 7, 5, 8)
(1,2,10,5,13,6,12,8, 16, 3, 11, 15, 14, 7, 4, 9)
(2,1,3,5,7,6,4,8,16, 10, 11, 15, 14, 13, 12, 9)
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{e12, €13, €14, €15, €16, €18, €20}
{er2, €13, €14, €16, €18, €19, €20}
{e12, e13, €15, €16, €17, €18, €20}
{e12,e13,€15,€16, €17, €19, €20}
{e13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{e13, €14, €15, €16, €17, €10, €20}
{er3, e14, €16, €17, €18, €19, €20}

{e11,€12,€13, €15, €17, €18, €20}

{e11, €12, €14, €15, €16, €18, €20}
{er1,e13, €14, €15, €17, €19, €20}
{e11, e14, €16, €17, €18, €19, €20}
{e12,€13,€14,€15, €16, €19, €20}
{e12,e13,€16,€17, €18, €19, €20}

(1,3,2,7,4,5,6,16, 8, 10, 14, 11, 15, 13, 12, 9)
(1, 10,2, 14, 4,6, 13, 16, 8, 3, 15, 12, 11, 7, 5, 9)
(1,3,2,4,5,6,7,9,8, 12, 13, 10, 11, 14, 15, 16)
(2,3,1,10,11, 6,7, 16, 8, 12, 13, 4, 5, 14, 15, 9)
(2,3,1,5,7, 6,4, 16, 8, 14, 13, 11, 15, 12, 10, 9)
(1,3,2,4,7,6,5,9,8, 12, 14, 10, 15, 13, 11, 16)
(2,3,1,4,7,6,5, 16, 8, 14, 13, 10, 15, 12, 11, 9)
(1,3,2,5,7,6,4,9,8, 12, 14, 11, 15, 13, 10, 16)
(1,2,3,10,11,6,7,8,9, 4,5, 13, 14, 12, 15, 16)
(1,3,2,10,11,6,7,9, 8,13, 14, 4, 5, 12, 15, 16)
(2,3,1,4,5,6,7, 16, 8,12, 13, 10, 11, 14, 15, 9)
(2,3,1,10,13,6,12, 16, 8, 11, 7, 4, 15, 5, 14, 9)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 15, 11, 14, 13, 12, 16)
(1,3,2,10,11,6,12,9, 8, 13,5, 4, 14, 7, 15, 16)
(1,2,3,10,11,6,12,8,9, 4,14, 13,5, 7, 15, 16)
(2,3,1,10,13, 6,11, 16, 8, 12, 7, 5, 15, 4, 14, 9)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 15, 12, 14, 13, 11, 16)
(1,3,2,10,11,6,12,9, 8, 14, 4,5, 13, 7, 15, 16)
(1,2,3,10,11,6,12,8,9, 5,13, 14, 4, 7, 15, 16)
(1,2,3,10,11,6,7,8,9,13, 14, 4,5, 12, 15, 16)
(1,3,2,10,11,6,7,9, 8, 4,5, 13, 14, 12, 15, 16)
(2,3,1,12,13,6,7, 16, 8, 4, 5, 10, 11, 14, 15, 9)
(1,2,3,5,4,6,7, 8,9, 11, 10, 12, 13, 14, 15, 16)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 15, 11, 14, 13, 12, 16)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9, 15, 10, 14, 13, 12, 11, 16)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 15, 12, 14, 13, 11, 16)
(1,2,3,7,5,6,4,8,09,15, 10, 14, 12, 13, 11, 16)
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Tabela B.7: Extensdes Binarias da MatroMéL,) obtida

acrescentando-se 8 elementoLgde

X/

$(1234567891011121314151617)

{€e10, €11, €12, €13, €14, €15, €16,€17}

{e10,€11,€12, €13, €14, €16, €17, €18}
{e10, €11, €12, €13, €14, €16, €17, €19}
{e10, €11, €12, €13, €15, €16, €18, €10}
{e10, €11, €12, €14, €15, €17, €18, €10}
{e10,€11,€13,€14, €15, €16, €18, €19}
{€e10, €11, €13, €15, €16, €17, €18, €10}
{€e10, €12, €13, €14, €15, €17, €18, €10}
{e10, €12, €14, €15, €16, €17, €18, €10}

{e10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €18}

Continua na préxima pagina .. .

{e10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €10}
{e10, €11, €12, €13, €14, €15, €17, €18}
{e10, €11, €12, €13, €14, €15, €17, €10}
{e10,€11,€12,€13,€14, €15, €18, €19}
{e10,€11,€12, €13, €14, €16, €18, €19}
{€e10,€11,€12,€13,€14,€17, €18, €10}
{e10, €11, €12, €13, €15, €16, €17, €18}
{e10, €11, €12, €13, €15, €16, €17, €10}
{e10,€11,€12,€13,€15,€17, €18, €19}
{€e10, €11, €12, €13, €16,€17, €18, €19}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €17, €18}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €17, €10}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €18, €10}
{e10,€11,€12,€14, €16, €17, €18, €19}
{€e10, €11, €12, €15, €16, €17, €18, €19}
{e10, €11, €13, €14, €15, €16, €17, €18}

(1,2,10,4,12,8,7,6,9, 3,11, 5, 15, 14, 17, 13, 16)
(1,3,10,4,14,9,7,6,8, 2,13,5, 15, 12,17, 11, 16)
(1,3,10,4,14,9,12,6,8, 2,13,17,15, 7,5, 11, 16)
(1,3,10,5,14,9,11,6,8, 2,13,17,15,7,4,12, 16)
(1,2,10,4,14,8,13,6,9, 3,11, 16,15,7, 5,12, 17)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9,10, 11, 17, 12, 16, 15, 14, 13)
(1,2,10,5,14,8,12,6,9, 3,11, 16,15, 7,4, 13, 17)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 11,17, 12, 16, 14, 15, 13)
(1,2,3,16,5,6, 15, 8,9, 10, 13,12, 11, 14, 7, 4, 17)
(1,2,3,5,4,6,7,8,9,10,12, 11, 14, 13, 15, 16, 17)
(1,2,3,16,4,6,15,8,9, 10, 14,11,12,13,7,5, 17)
(1,2,3,16,4,6, 14, 8,9, 10, 15, 11, 7, 13, 12, 17, 5)
(1,2,3,13,5,6, 16, 8,9, 10, 15, 12, 4, 14, 17,11, 7)
(1,2,3,14,4,6, 16, 8,9, 10, 15, 11, 5, 13, 17,12, 7)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9, 10,4, 5, 15, 16, 14, 13, 17)
(1,2,3,13,12,6, 14, 8,9, 10, 15, 5, 4, 16, 7, 11, 17)
(1,2,3,14,4,6, 15, 8,9, 10, 16, 11,17, 13,5, 7, 12)
(1,2,3,14,7,6, 15, 8,9, 10, 13, 17,11, 16, 5, 4, 12)
(1,2,3,12,11,6,7,8,9, 10,5, 4, 16, 15, 14,13, 17)
(1,2,3,13,11,6, 14, 8,9, 10, 16, 4,5, 15, 7,12, 17)
(1,2,3,14,5,6, 15, 8,9, 10, 16, 12,17, 13, 4, 7, 11)
(1,2,3,15,7,6, 14, 8,9, 10, 13,17,12, 16, 4, 5, 11)
(1,2,3,16,11,6, 15, 8,9, 10, 13,4,7, 14,5,17, 12)
(1,2,3,12,13,6,7,8,9, 10, 15, 16, 4, 5, 14, 11, 17)
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{e10,€11,€13, €14, €15, €16, €17, €19}
{€e10, €11, €13, €14, €15, €17, €18, €10}
{€e10,€11, €13, €14, €16, €17, €18, €10}
{e10, €11, €14, €15, €16, €17, €18, €10}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €18}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €10}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €18, €19}
{€e10, €12, €13, €14, €16, €17, €18, €10}
{e10, €12, €13, €15, €16, €17, €18, €10}
{e10, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €10}
{€e11,€12,€13,€14,€15,€16, €17, €18}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €19}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €18, €10}
{e11,€10,€13,€14,€15,€17, €18, €10}
{e11, €12, €13, €14, €16, €17, €18, €10}
{e11, €12, €13, €15, €16, €17, €18, €10}
{e11, €12, €14, €15, €16, €17, €18, €19}
{e11, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €10}
{e1o, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €10}

{€e10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €20}

Continua na proxima pagina.. ..

{€e10, €11, €12, €13, €14, €15,€17,€20}
{e10,€11,€12, €13, €14, €16, €18, €20}
{e10, €11, €12, €13, €14, €16, €19, €20}
{e10, €11, €12, €13, €14, €17, €18, €20}
{e10,€11,€12,€13, €14, €17, €19, €20}
{e10,€11, €12, €13, €15, €16, €17, €20}
{e10,€11, €12, €13, €15, €16, €18, €20}
{e10, €11, €12, €13, €15, €16, €19, 20}
{e10, €11, €12, €13, €15, €18, €19, €20}
{e10,€11,€12,€13, €16, €17, €18, €20}
{€e10, €11, €12, €13, €16, €17, €19, €20}

(1,2,3,11,13,6, 14, 8,9, 10, 4, 16, 15,5, 7,12, 17)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9,10, 17, 11, 16, 12, 15, 14, 13)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9,10, 11, 17, 12, 16, 15, 14, 13)
(1,2,3,17,11,6,5, 8,9, 10, 7, 4, 13, 14, 15, 16, 12)
(1,2,3,13,12,6,7,8,9, 10, 16, 15, 5, 4, 14,11, 17)
(1,2,3,11,12,6, 14, 8,9, 10, 5, 15, 16, 4, 7,13, 17)
(1,2,3,7,5,6,4,8,9,10, 17, 11, 16, 13, 15, 14, 12)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 11, 17, 13, 16, 14, 15, 12)
(1,2,3,17,11,6,4,8,9, 10, 7,5, 13, 15, 14, 16, 12)
(1,2,3,16,11,6,5, 8,9, 10, 13,14, 7, 4, 15,17, 12)
(4,10,12,5,1,6,7,8,9, 15,11, 2,13, 3, 14,16, 17)
(4,10,12,16, 1,6, 14,8,9,15,13,2,11,3,7,5,17)
(4,10,12,16,1,6,13,8,9,15,14,2,7,3,11,17,5)
(5,11,13,16,1,6,12,8,9,15,14, 2,7, 3,10, 17, 4)
(4,10,12,13,1,6,16,8,9,14,15,2,5,3,17,11,7)
(4,10,12,13,1,6,15,8,9, 14,16, 2,17, 3,5, 7, 11)
(5,11,12,13,1,6, 14,8, 9,15, 16, 2,17, 3,4, 7, 10)
(4,10,11,7,1,6,5,8,9, 14,17, 2,16, 3, 15,13, 12)
(5,10,12,7,1,6,4,8,9, 15,17, 2,16, 3, 14,13, 11)
(1,2,3,54,6,7,8,9,10, 12,11, 14, 13, 15, 16, 17)
(1,2,10,4,12,6,7,8,17,3,11, 5,15, 14, 16, 13, 9)
(1,3,10,4,14,6,7,9,17, 2,13, 5,15, 12, 16, 11, 8)
(1,2,10,5,11,6,7,8,17, 3,12, 4, 15, 13, 16, 14, 9)
(1,3,10,5,13,6,7,9,17, 2,14, 4,15, 11, 16, 12, 8)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9, 10,4, 5, 15, 16, 14, 13, 17)
(1,3,10,13,7,6,5,9,17, 2,4, 16, 11, 14, 12, 15, 8)
(1,3,10,4,14,6,12,9,17, 2,13, 16, 15,7, 5, 11, 8)
(1,3,10,7,13,6,5,9,17, 2,15, 4, 14, 11, 12, 16, 8)
(1,2,10,11,5,6,7,8,17,3,4,12,13, 15, 16, 14, 9)
(1,3,10,4,15,6,16,9,17,2,13,12,14,5,7, 11, 8)
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{e10, €11, €12, €13, €16, €18, €19, €20}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €17, €20}
{€e10, €11, €12, €14, €15, €17, €18, €20}
{e10, €11, €12, €14, €15, €17, €19, €20}
{e10, €11, €12, €14, €15, €18, €19, €20}
{e10, 11, €12, €14, €16, €17, €18, €20}
{e10, €11, €12, €14, €16, €17, €19, €20}
{€e10, €11, €12, €14, €17, €18, €19, €20}
{e10, €11, €12, €15, €16, €18, €19, €20}
{e10, €11, €12, €15, €17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€13,€14,€15,€16,€17, €20}
{e10,€11,€13, €14, €15, €16, €18, €20}
{e10, €11, €13, €14, €15, €16, €19, €20}
{€e10, €11, €13, €14, €15, €18, €19, €20}
{e10, €11, €13, €14, €16, €17, €18, €20}
{e10, €11, €13, €14, €16, €17, €19, €20}
{e10, €11, €13, €14, €16, €18, €19, €20}
{€e10, €11, €13, €15, €16, €17, €18, €20}
{€e10, €11, €13, €15, €16, €17, €19, €20}
{e10, €11, €13, €15, €17, €18, €19, €20}
{e10, €11, €13, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10,€11,€14,€15,€16, €18, €19, €20}
{€e10, €11, €14, €15, €17, €18, €10, €20}
{€10, €11, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €20}
{e10, €12, €13, €14, €15, €17, €18, €20}
{e10, €12, €13, €14, €15, €17, €19, €20}
{€10, €12, €13, €14, €15, €18, €19, €20}
{€e10, €12, €13, €14, €16, €17, €18, €20}
{e10, €12, €13, €14, €16, €17, €19, €20}

(1,3,10,4,15,6,5,9,17,2,13,7, 14, 16, 12, 11, 8)
(1,2,3,12,11,6,7,8,9, 10,5, 4, 16, 15, 14, 13, 17)
(1,3,10,13,7,6,4,9,17, 2,5, 16, 12, 14, 11, 15, 8)
(1,3,10,5,14,6,11,9,17, 2,13, 16,15,7,4,12, 8)
(1,3,10,7,13,6,4,9,17,2,15,5, 14, 12,11, 16, 8)
(1,2,10,12,4,6,7,8,17, 3,5, 11, 13, 14, 16, 15, 9)
(1,3,10,5, 14,6, 16,9,17, 2,13, 11,15,4,7,12, 8)
(1,3,10,5,15,6,4,9,17,2,13,7, 14, 16, 11, 12, 8)
(1,3,10,7,14,6,12,9,17, 2,15, 11, 13,4, 5, 16, 8)
(1,3,10,7,14,6,11,9,17, 2,15, 12,13, 5, 4, 16, 8)
(1,2,3,11,13,6, 14, 8,9, 10, 4, 16, 15,5, 7,12, 17)
(1,2,10,4,14,6,13,8,17, 3, 11, 16,15,7,5,12,9)
(1,2,10,11,7,6,5,8,17, 3,4, 16,12, 14, 13,15, 9)
(1,2,10,7,11,6,5, 8,17, 3,16, 4, 14, 12, 13, 15, 9)
(1,2,10,4,15,6,16,8,17, 3,11, 13,14,5,7,12,9)
(1,3,10,12,5,6,7,9,17, 2, 4,13, 11, 15, 16, 14, 8)
(1,2,10,4,16,6,5,8,17,3,11, 7,14, 15, 13,12, 9)
(1,2,3,11,16,6,15,8,9,10,4,13,14,7,5,12,17)
(1,2,3,11,16,6,5,8,9, 10,4, 7, 14, 13, 15,12, 17)
(1,2,3,7,4,6,5, 8,9, 10, 16, 11, 15, 12, 14,13, 17)
(1,2,3,4,7,6,5, 8,9, 10, 11, 16, 12, 15, 14,13, 17)
(1,2,10,13,4,6,12,8,17,3, 15,11, 7, 14,5, 16, 9)
(1,3,10,13,5,6,11,9,17, 2,16, 12,7, 14, 4, 15, 8)
(1,2,3,15,11,6, 14, 8,9, 10, 12, 4,7, 13, 5, 16, 17)
(1,2,3,11,12,6, 14, 8,9, 10, 5, 15, 16, 4, 7,13, 17)
(1,2,10,5,14,6,12,8,17, 3, 11, 16, 15,7, 4,13, 9)
(1,2,10,11,7,6,4,8,17,3,5, 16, 13, 14, 12, 15, 9)
(1,2,10,7,11,6,4,8,17, 3,16, 5, 14, 13,12, 15, 9)
(1,2,10,5, 14,6, 16, 8,17, 3, 11, 12,15,4,7,13,9)
(1,3,10,13,4,6,7,9,17,2,5,12, 11, 14, 16, 15, 8)
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{e10, €12, €13, €14, €17, €18, €19, €20}
{€e10, €12, €13, €15, €16, €18, €19, €20}
{€e10, €12, €13, €15, €17, €18, €19, €20}
{e10, €12, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{e10, €12, €14, €15, €16, €17, €19, €20}
{e10, €12, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{e10, €12, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€e10, €12, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10, €13, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{e10, €13, €14, €15, €17, €18, €19, €20}
{e10, €13, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10,€14,€15,€16,€17, €18, €19, €20}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €20}
{e11,€12, €13, €14, €16, €17, €18, €20}
{e11, €12, €13, €14, €16, €17, €19, €20}
{e11, €12, €13, €15, €16, €18, €19, €20}
{e11,€12,€14,€15,€17, €18, €19, €20}
{e11, €13, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{e11, €13, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e12, €13, €14, €15, €17, €18, €19, €20}
{e12, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20}

{€e10,€11, €12, €13, €14, €15, €18, €20}
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{e10, €11, €12, €13, €14, €15, €19, €20}
{e10, 11, €12, €13, €14, €18, €19, €20}
{e10,€11,€12,€13, €15, €17, €18, €20}
{€e10, €11, €12, €13, €15, €17, €19, €20}
{€e10, €11, €12, €13, €17, €18, €19, €20}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €18, €20}
{e10, €11, €12, €14, €15, €16, €19, €20}
{e10,€11,€12,€14, €16, €18, €19, €20}
{€e10, €11, €12, €15, €16, €17, €18, €20}

(1,2,10,5,16,6,4,8,17,3,11, 7,14, 15,12, 13, 9)
(1,3,10,13,4,6,11,9,17, 2,16, 12,7, 14,5, 15, 8)
(1,2,10,13,5,6,12,8,17,3,15,11,7, 14,4, 16, 9)
(1,2,3,11, 16,6, 14, 8,9, 10, 5, 13,15, 7, 4,12, 17)
(1,2,3,11,16,6,4,8,9, 10,5, 7, 15, 13, 14,12, 17)
(1,2,3,7,5,6,4,8,9,10, 16, 11, 15, 12, 14,13, 17)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 11, 16, 12, 15, 13, 14, 17)
(1,2,3,15,11,6,13,8,9,10, 12,5, 7, 14, 4, 16, 17)
(1,2,10,7,14,6,12,8,17, 3, 16, 11, 13, 4,5, 15, 9)
(1,2,10,7,14,6,11, 8,17, 3, 16, 12,13, 5, 4,15, 9)
(1,2,3,15,11,6,5, 8,9, 10, 12,13, 7, 4, 14, 16, 17)
(1,2,3,15,11,6,4,8,9, 10, 12,14,7, 5, 13, 16, 17)
(4,10,12,5,1,6,7,8,9, 15,11, 2,13, 3, 14,16, 17)
(4,10,14,5,2,6,7,8,17,12,11, 1,15, 3,16, 13, 9)
(4,12,14,5,3,6,7,9,17, 10, 13, 1, 15, 2, 16, 11, 8)
(4,12,14,7,3,6,5,9,17, 10, 15, 1,13, 2, 11, 16, 8)
(5,12,14,7,3,6,4,9,17,11, 15, 1,13, 2, 10, 16, 8)
(4,10,14,7,2,6,5,8,17,11, 16, 1,13, 3,12, 15, 9)
(4,10,11,7,1,6,5, 8,9, 13, 16, 2,15, 3, 14,12, 17)
(5,10,14,7,2,6,4,8,17,12, 16, 1,13, 3,11, 15, 9)
(5,10,11,7,1,6,4,8,9, 14, 16, 2, 15, 3,13,12,17)
(1,3,2,4,5,6,7,9, 8,10, 13, 14, 11, 12, 15, 16, 17)
(2,3,1,11,12,6,7,17,8, 10, 13, 14, 4,5, 15, 16, 9)
(1,2,10,5,11,6,7,8,17, 3,12, 4,15, 13, 16, 14, 9)
(2,3,1,5,7,6,4,17, 8, 10, 15, 14, 12, 16, 13,11, 9)
(1,3,2,4,7,6,5,9, 8,10, 13, 15, 11, 16, 14,12, 17)
(1,2,10,4,12,6,7,8,17, 3,11, 5, 15, 13, 16, 14, 9)
(2,3,1,4,7,6,5,17, 8,10, 15, 14, 11, 16, 13,12, 9)
(1,3,2,5,7,6,4,9, 8,10, 13,15, 12, 16, 14, 11, 17)
(1,2,3,11,12,6,7,8,9, 10,4, 5, 14, 15, 13, 16, 17)
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Continua na préxima pagina .. .

{e10, 11, €12, €15, €16, €17, €19, €20}
{€e10, €11, €12, €16, €17, €18, €19, €20}
{€e10, €11, €13, €14, €15, €17, €18, €20}
{e10, €11, €13, €14, €15, €17, €19, €20}
{e10, €11, €13, €14, €17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€14, €15, €16,€17, €18, €20}
{e10, €11, €14, €15, €16, €17, €19, €20}
{€e10, €11, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €18, €20}
{e10, €12, €13, €14, €15, €16, €19, €20}
{e10, €12, €13, €14, €16, €18, €19, €20}
{e10, €12, €13, €15, €16, €17, €18, €20}
{€10, €12, €13, €15, €16, €17, €19, €20}
{€e10, €12, €13, €16, €17, €18, €19, €20}
{e10, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{e10, €13, €14, €15, €16, €17, €19, €20}
{e10,€13,€14,€16,€17, €18, €19, €20}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €18, €20}
{e11, €12, €13, €14, €15, €16, €19, €20}
{e11, €10, €13, €14, €15, €17, €18, €20}
{e11, €12, €13, €14, €15, €17, €19, €20}
{e11,€12,€13,€14,€15, €18, €19, €20}
{e11, €12, €13, €14, €16, €18, €19, €20}
{€e11, €12, €13, €14, €17, €18, €19, €20}
{e11, €10, €13, €15, €16, €17, €18, €20}
{e11, €12, €13, €15, €16, €17, €19, €20}
{e11, €12, €13, €15, €17, €18, €19, €20}
{e11, €12, €13, €16, €17, €18, €19, €20}
{e11, €10, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{e11, €10, €14, €15, €16, €17, €19, €20}

9,8, 10, 14, 15, 4,5, 13, 16, 17)
, 8,10, 13, 14, 11, 12, 15, 16, 9)
17,8,10,12,7,4, 16,5, 15, 9)

Y
m—

3,16
11,16
10, 14,
10,4
3,1
1

,4,14,12,13, 15, 9)
12, 15, 14,13, 17)
5,4,15,7,16,17)
5,14,5
1

N

, 15, .7, 16, 17)
5,7, 16, 9)
16, 4, 15, 9)
6,5, 14, 13, 12, 15, 9)
, 16,13, 15, 14, 12, 17)
.15, 4,5, 14,7, 16, 17)
5,14, 15, 4,7, 16, 17)
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4,15

1
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15, 13, 16, 17)
1, 12, 15, 16, 9)
.14, 16, 17)
4,16,17)
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, 8, ,1,11,12, 10, 9)
8,13, 3, 15, 2, 16, 14, 11, 17)
17,12, 1, 10, 3, 14, 16, 13, 9)
7,8,15,3,14,1, 10, 13,7, 9)
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{e11, €12, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{€e11, €12, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{e11, €10, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e11, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{€11,€13,€14, €15, €16,€17, €19, €20}
{e11, €13, €14, €15, €17, €18, €19, €20}
{e11,e13, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{e11, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{e12, €13, €14, €15, €16, €17, €19, €20}
{e12, €13, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{e12,€13,€14,€16,€17, €18, €19, €20}
{e1o, €13, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{e13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20}

{€e10, €11, €12, €13, €14, €16, €17, €20}

{€e10, €11, €13, €15, €16, €18, €19, €20}
{e10, €12, €14, €15, €17, €18, €19, €20}

5,3, 14,1, 10, 12, 11, 9)
3, 10, 17)
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3,15, 14, 12, 17)
1,2, 14, 10, 13, 8)
,7,1,16, 4, 14, 9)
.13, 11, 14, 9)
.11, 10, 12, 8)
3,15, 13, 11, 17)
,2,13, 10, 14, 8)
. 4,11, 14, 9)
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Tabela B.8:
acrescentando-se 9 elementode

Extensdes Binarias da Matroitig(L;) obtida

X X! $(1234567891011121314151617 18)
{€e10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€17,€18}  {€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€17,€10} (1, 2,3,4,17,6,15,8,9,10, 11, 14, 13,12, 7, 16, 5, 18)
{e10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€18,€10} (1,2, 3,4,17,6,14,8,9, 10, 11, 15,13, 7, 12, 16, 18, 5)
{ew0,€11,€12,€13,€14,€15,€17,€18,€19} (1, 2,3,5,17,6, 13, 8,9, 10, 12, 15, 14, 7, 11, 16, 18, 4)
{e10,€11,€12,€13,€14,€16,€17,€18,€10} (1,2, 3,4, 14,6,17,8,9, 10, 11, 16, 13, 5, 18, 15, 12, 7)
{ew0,€11,€12, €13, €15, €16, €17, €18,€19} (1, 2, 3,4, 14, 6, 16, 8, 9, 10, 11, 17, 13, 18, 5, 15, 7, 12)
{e10,€11,€12, €14, €15,€16,€17,€18,€10} (1,2, 3,5, 14,6, 15, 8,9, 10, 12, 17, 13, 18, 4, 16, 7, 11)
{emo, €11,€13,€14,€15,€16,€17,€18,€19}  (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 11, 18, 12, 17, 16, 15, 14, 13)
{e10,€12,€13,€14,€15,€16,€17,€18,€10}  (1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 11, 18, 13, 17, 15, 16, 14, 12)
{e11,€e12,€13,€14,€15,€16,€17,€18,€19} (4, 10,12, 5,17,6, 3, 8,9, 15, 11, 14, 13,7, 2, 16, 18, 1)
{€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€17,€20}  {€10,€11,€12,€13,€14,€16,€17,€18,€20} (1,2, 10,4,12,6,7,8,18, 3,11,5,15, 14,17, 13, 16, 9)
{e10,€11,€12,€13,€14,€16,€17,€19,€20} (1,3, 10,4,14,6,7,9, 18, 2,13, 5, 15, 12, 17, 11, 16, 8)
{em0,€11,€12, €13, €15, €16, €18, €10, €20} (1, 3, 10, 4, 14, 6, 12,9, 18, 2, 13, 17, 15, 7, 5, 11, 16, 8)
{e10,€11,€12,€14,€15,€17,€18,€19,€20} (1,3, 10,5,14,6, 11,9, 18, 2,13,17,15,7, 4, 12, 16, 8)
{e10,€11, €13, €14, €15, €16, €18, €19,€20} (1,2, 10, 4,14, 6, 13, 8, 18, 3, 11, 16, 15, 7, 5, 12, 17, 9)
{em0,€11,€13, €15, €16, €17, €18, €10, €20} (1,2,3,4,7,6,5,8,9, 10, 11, 17, 12, 16, 15, 14, 13, 18)
{e10,€12,€13,€14,€15,€17,€18,€19,€20} (1,2, 10,5, 14,6, 12, 8,18, 3, 11, 16, 15, 7, 4, 13, 17, 9)
{e10,€12,€14, €15, €16, €17, €18, €10, €20} (1,2,3,5,7,6,4,8,9, 10, 11, 17, 12, 16, 14, 15, 13, 18)
{€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€18, €20}  {€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16,€10,€0} (1,2,3,16,5,6,15,8,9,10,13,12,11, 14,7, 4, 17, 18)
{e10,€11,€12,€13,€14,€15,€17,€18,€20} (1,2,3,5,4,6,7,8,9,10, 12, 11, 14, 13, 15, 16, 17, 18)
{e0, €11,€12,€13,€14, €15, €17, €10, €0} (1,2, 3, 16, 4, 6, 15, 8,9, 10, 14, 11, 12, 13,7, 5, 17, 18)
{e10,€11,€12,€13,€14,€15,€18,€19,€20} (1,2, 3,16, 4, 6,14, 8,9, 10, 15, 11, 7, 13, 12, 17, 5, 18)
{em0, €11,€12, €13, €14, €16, €18, €10, €20} (1,2, 3, 13,5, 6, 16, 8, 9, 10, 15, 12, 4, 14, 17, 11, 7, 18)
{e10,€11,€12,€13,€14,€17,€18,€19,€20} (1,2, 3, 14, 4,6, 16, 8,9, 10, 15, 11, 5, 13, 17, 12, 7, 18)
{ewo, €11,€12, €13, €15, €16, €17, €18, €0} (1, 2,3,11,12,6,7,8,9, 10, 4,5, 15, 16, 14, 13, 17, 18)
{e10,€11,€12,€13,€15,€16,€17, €19, €20} (1, 2,3, 13,12, 6, 14, 8,9, 10, 15, 5, 4, 16, 7, 11, 17, 18)
{ew0,€11,€12,€13,€15,€17,€18,€10, €20} (1, 2, 3, 14, 4, 6, 15, 8, 9, 10, 16, 11, 17, 13,5, 7, 12, 18)

Continua na préxima pagina .. .
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{€10, €11, €12, €13, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12, €14, €15,€16,€17, €18, €20}
{€10, €11, €12, €14, €15, €16, €17, €19, €20}
{€10,€11,€12, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{€10, €11, €12, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10, €11, €13,€14,€15,€16, €17, €18, €20}
{€10, €11, €13, €14, €15, €16, €17, €10, €20}
{€10, €11, €13,€14,€15,€17, €18, €19, €20}
{€10, €11, €13, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10, €11, €14, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€10, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}
{€10, €12, €13, €14, €15, €16, €17, €10, €20}
{€10, €12, €13, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{€10, €12, €13, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10, €12, €13, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€10, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{€11, €12, €13,€14,€15,€16, €17, €18, €20}
{€e11,€12,€13,€14,€15,€16,€17, €10, €20}
{€11, €12, €13,€14, €15, €16, €18, €19, €20}
{€e11,€12,€13,€14,€15,€17,€18,€10,E20}
{€11, €12, €13, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€e11, €12, €13, €15, €16, €17, €18, €19, €20}
{€e11,€12, €14, €15, €16, €17, €18, €10, €20}
{€11, €13, €14,€15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€e12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €19, €20}

(1,2,3,14,7,6, 15, 8,9, 10, 13,17, 11, 16, 5, 4, 12, 18)
(1,2,3,12,11,6,7,8,9, 10, 5, 4, 16, 15, 14, 13, 17, 18)
(1,2,3,13,11, 6, 14, 8,9, 10, 16, 4,5, 15, 7, 12, 17, 18)
(1,2,3,14,5,6, 15, 8,9, 10, 16, 12,17, 13, 4, 7, 11, 18)
(1,2,3,15,7,6, 14, 8,9, 10, 13,17,12, 16, 4, 5, 11, 18)
(1,2,3,16,11,6, 15, 8,9, 10, 13,4, 7, 14, 5,17, 12, 18)
(1,2,3,12,13,6,7,8,9, 10, 15, 16, 4, 5, 14, 11, 17, 18)
(1,2,3,11,13,6, 14, 8,9, 10, 4, 16, 15,5, 7, 12, 17, 18)
(1,2,3,7,4,6,5,8,9,10, 17, 11, 16, 12, 15, 14, 13, 18)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9,10, 11, 17, 12, 16, 15, 14, 13, 18)
(1,2,3,17,11,6,5, 8,9, 10, 7, 4, 13, 14, 15, 16, 12, 18)
(1,2,3,13,12,6,7,8,9, 10, 16, 15, 5, 4, 14, 11, 17, 18)
(1,2,3,11,12, 6, 14, 8,9, 10, 5, 15, 16, 4, 7, 13, 17, 18)
(1,2,3,7,5,6,4,8,9,10, 17, 11, 16, 13, 15, 14, 12, 18)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9,10, 11, 17, 13, 16, 14, 15, 12, 18)
(1,2,3,17,11,6,4,8,9, 10, 7, 5, 13, 15, 14, 16, 12, 18)
(1,2,3,16,11,6,5,8,9, 10, 13,14, 7, 4, 15, 17, 12, 18)
(4,10,12,5,1,6,7,8,9, 15,11, 2, 13, 3, 14, 16, 17, 18)
(4,10,12,16,1,6, 14, 8,9, 15, 13, 2,11, 3,7, 5, 17, 18)
(4,10,12,16,1,6,13,8,9,15,14, 2,7, 3,11, 17, 5, 18)
(5,11,13,16,1,6,12,8,9,15, 14, 2,7, 3,10, 17, 4, 18)
(4,10,12,13,1,6,16,8,9, 14, 15, 2,5, 3,17, 11, 7, 18)
(4,10,12,13,1,6,15,8,9, 14, 16, 2,17,3,5, 7, 11, 18)
(5,11,12,13,1,6, 14, 8,9, 15, 16, 2,17, 3,4, 7, 10, 18)
(4,10,11,7,1,6,5,8,9, 14,17, 2, 16, 3, 15, 13, 12, 18)
(5,10,12,7,1,6,4,8,9, 15, 17, 2, 16, 3, 14, 13, 11, 18)
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Tabela B.9:

acrescentando-se 10 elemento€gde

Extensdes Binarias da Matroidd (L)

obtida

XI

$(1234567891011121314151617 18 19 20)

{€10,€11,€12,€13,€14, €15,€16, €17, €18, €10}

{€e10,€11,€12, €13, €14, €15, €16, €17, €18, €20}

{€10,€11,€12, €13, €14, €15,€16, €17, €19, €20}
{€10,€11,€12, €13, €14, €15, €16, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12,€13,€14,€15,€17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12, €13, €14, €16, €17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12, €13, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€12, €14, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€10,€11,€13, €14, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{€10,€12,€13,€14, €15,€16,€17, €18, €19, €20}
{e11,€12,€13,€14,€15,€16,€17, €18, €19, €20}

(1,2,3,4,17,6,15,8,9,10, 11, 14,13, 12,7, 16, 5, 18, 19)
(1,2,3,4,17,6, 14,8, 9, 10, 11, 15, 13,7, 12, 16, 18, 5, 19)
(1,2,3,5,17,6,13,8,9, 10, 12, 15, 14, 7, 11, 16, 18, 4, 19)
(1,2,3,4,14,6,17,8,9,10, 11, 16, 13, 5, 18, 15, 12, 7, 19)
(1,2,3,4,14,6,16,8,9,10, 11, 17,13, 18, 5, 15, 7, 12, 19)
(1,2,3,5,14,6,15,8,9,10, 12,17, 13, 18, 4, 16, 7, 11, 19)
(1,2,3,4,7,6,5,8,9,10,11, 18,12, 17, 16, 15, 14, 13, 19)
(1,2,3,5,7,6,4,8,9,10,11, 18, 13,17, 15, 16, 14, 12, 19)
(4,10,12,5,17,6, 3,8,9, 15,11, 14,13, 7, 2,16, 18, 1, 19)
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APENDICE C

Menores deAL,7 3-conexos com posto 5 e
e-circunferéncia 5

Considere o graf@ abaixo:

Figura C.1 GrafoB

Uma representacdo paviB) é dada pela matriz binarhdg abaixo,

PRrRPRRPR®
PrrRrRPRPRPOPD

Note queM(B) = ALy7\{es, ey, €10,€11,€12, €13, €14, €15, €16,€17}. Denotaremos poM(B) U X, a extensdo
binaria obtida d&1(B) acrescentando os elementos de um subconkigidZ = {eg, €9, €10, €11, €12, €13, €14, €15, €16, €17} -
Observe queM(B) UX = AL17\(-Z — X). Logo, podemos exibir todos os menoresAlg; 3-conexos cone-
circunferéncia 5 como extensdes binarias da matii(i®). Para cadx C .Z, representamdsl(B) U X acres-
centando a matridMg as colunas que representam os elementoX,d®tulando cada nova coluna a partir do
numero 8 até o nimero+|X|.

SejamX # X’ subconjuntos deZ tal que|X| = |X’|. Para cada valor dgX|, construimos uma tabela de
extensodes binarias dé(B), onde na primeira coluna representa a classe de equivaléncia p&fB) U X, na
segunda colun&’ representa os elementg{B) UX’ dessa classe e na terceira coluna temos o isomorfismo entre
M(B)UX eM(B)UX', para cad’.

Observe que as extensdes binakgB) U{eg,e11}, M(B)U{eg, €15}, M(B)U{e11,€14}, M(B)U{eg, €11, €14},

M(B) U {e11. €14, €16}, M(B) U{es, €11, €14, €15} @ M(B) U{er, €1a, €16, 17} Nd0 S&0 3-conexas. Observe também

queM(B) U {eg,e9} ouM(B) U {eg,e11, €16} S40 menores de todos 0os menores 3-conexoseatnunferéncia 5
deAL17.
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Tabela C.1: Extensdes Binarias da MatrdiigB) obtida acrescentando-

se 2 elementos d¢’.
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Tabela C.2: Extensdes Binarias da MatrdiigB) obtida acrescentando-

se 3 elementos d¢’.
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Tabela C.3: Extensdes Binéarias da MatrdiigB) obtida acrescentando-

se 4 elementos d&’.
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Tabela C.4: Extensdes Binarias da MatrdiigB) obtida acrescentando-

se 5 elementos d¢’.
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{e10,€12,€14, €16, €17}
{e11,€12,€14, €16, €17}
{e11,€13,€14, €16, €17}
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{es, €10, €11, €15,€16,€17}
{es, €10, €12,€14,€15,€16}
{es, €10, €12,€14,€15,€17}
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{es,e11,€12,€14,€15,€16}
{es,e11,€12,€14,€15,€17}
{es,e11,€12,€14,€16,€17}
{es,e11,€12,€15,€16,€17}
{es,€11,€13,€14,€15,€16}
{es,e11,€13,€14,€15,€17}
{es,e11,€13,€14,€16,€17}
{es,e11,€13,€15,€16,€17}
{es,€12,€14,€15,€16,€17}
{es,€13,€14,€15,€16,€17}
{€9,€10,€11,€12,€13, €14}
{€9,€10,€11,€12,€13, €16}
{€9,€10,€11,€12,€13, €17}
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(1,3,11,8,5,6,7, 4,2, 12, 10, 9, 13)
(1,2,9,8,4,6,7,5,3,10, 12, 11, 13)
(2,8,11,3,5,10,7,4,1,12, 6,9, 13)
(1,2,5,3,4,6,7,9,8, 10, 12, 13, 11)
(1,5,11,8,3,6,7, 10,12, 13,4, 9, 2)
(1,3,12,9,5,6,7, 10, 13, 11, 4, 8, 2)
(1,2,8,9,4,6,7,3,5,10,13, 12, 11)
(2,3,13,8,9,10,7,4,1,11, 6,5, 12)
(1,5,11,9,3,6,7, 4, 2, 13, 10, 8, 12)
(1,3,4,2,5,6,7,10,8, 11, 12, 13, 9)
(3,8,9,2,4,11,7,5,1, 12, 6, 10, 13)
(1,4,9,8,2,6,7,11, 13,12, 5, 10, 3)
(1,4,5,3,2,6,7,11, 10,12, 9, 13, 8)
(1,4,8,9,286, 7,13, 10,12, 3, 11, 5)
(1,3,8,10,5,6,7,2, 4,11, 13, 12, 9)
(1,2, 12,10, 4,6,7,11,13,9,5, 8, 3)
(2,3,5,8,10,9,7,12,1, 11, 6, 13, 4)
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(1,4,11,9,2,6,7,5,3, 12, 10, 8, 13)
(1,5,11,9,2,6,7, 4, 3,13, 10, 8, 12)
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(1,2,9,8,3,6,7,5,4,10,12, 11, 13)
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(1,2,8,9,3,6,7,4,5,10,13, 11, 12)
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Tabela C.6: Extensdes Binéarias da MatrduigB) obtida acrescentando-
se 7 elementos d&’.

X/

$(1234567891011121314)

{€g,€9,€10,€11,€12,€13,€14}

{es, €9, €10,€11, €12, €13,€15}
{es, €, €10,€11,€12,€13,€16}
{€s, €, €10,€11,€12,€13,€17}
{es, €0, €10,€11,€12,€14,€15}
{es, €9, €10,€11, €12, €14,€16}
{es, €9, €10,€11, €12, €14,€17}
{es, €, €10,€11,€12,€15,€16}
{es, €, €10,€11,€12,€15,€17}
{es, €, €10,€11,€12,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€13,€14,€15}
{es, €9, €10,€11,€13,€14,€16}
{es, €9, €10,€11, €13, €14,€17}
{es, €, €10,€11,€13,€15,€16}
{es, &, €10,€11,€13,€15,€17}
{es, €9, €10,€11, €13, €16,€17}
{es, €9, €10,€11, €14, €15,€16}
{es, €9, €10,€11, €14, €15,€17}
{es, €, €10,€11,€14,€16,€17}
{es, €, €10, €11, €15,€16,€17}
{€s, €, €10,€12,€13,€14,€15}
{es, €9, €10,€12, €13, €14,€16}
{es, €9, €10,€12, €13, €14,€17}
{es, €, €10,€12,€13,€15,€16}
{€s, €, €10,€12,€13,€15,€17}
{€s, &, €10,€12,€13,€16,€17}
{es, €9, €10,€12, €14, €15,€16}
{es, €9, €10,€12, €14, €15,€17}
{es, €9, €10,€12, €14, €16,€17}
{es, €, €10,€12,€15,€16,€17}
{€s, €9, €10, €13,€14,€15,€16}
{es, €9, €10,€13, €14, €15,€17}

Continua na préxima pagina. ..

(2,1,8,4,5,11,7,3,9, 10, 6, 12, 13, 14)
(12,1, 4,5,8,10,7,3,11,9, 6,13, 2, 14)
(13,1,5,4,8,9,7, 3,11, 10, 6, 12, 2, 14)
(12,1,3,5,9,10,7, 4,11, 8, 6, 14, 2, 13)
(2,1,3,5,9,11, 7,8, 10, 4, 6, 14, 12, 13)
(13,1,5,4,8,3,7,9, 10, 11, 6, 2, 12, 14)
(1,2,4,3,5,6,7,9,8, 10, 11, 12, 13, 14)
(13,1,5,3,9,8,7, 4,11, 10, 6, 12, 2, 14)
(13,1,5,3,9,4,7,8, 10,11, 6, 2, 12, 14)
(12,1,3,4,10,9,7,5,11, 8, 6, 14, 2, 13)
(13,1, 4,5,8,3,7,10,9, 11, 6, 2, 12, 14)
(2,1,3,4,10,11,7,8,9,5, 6, 14, 12, 13)
(13,1, 4,3, 5,11,9, 6, 12, 2, 14)
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,9,12,11, 8, 14)
4,11,6,9,5, 12)
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Tabela C.7: Extensdes Binéarias da MatrduigB) obtida acrescentando-
se 8 elementos d&’.

XI

$(1234567891011121314)

{es, €9, €10,€11,€12,€13,€14,€15}

Continua na préxima péagina.. ..

{es, €9, €10,€11,€12,€13,€14, €16}
{es, €0,€10,€11,€12,€13,€14,€17}
{es, €0,€10,€11,€12,€13,€15,€16}
{es, €9, €10,€11,€12,€13,€15,€17}
{es, €9, €10,€11,€12,€13,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€12,€14,€15,€16}
{es, €9, €10,€11,€12,€14,€15,€17}
{es, €9, €10,€11,€12,€14,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€12,€15,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€13,€14,€15,€16}
{es, €9, €10,€11,€13,€14,€15,€17}
{es, €9, €10,€11,€13,€14,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€13,€15,€16,€17}
{es, €9, €10,€11,€14,€15,€16,€17}
{es, €9, €10,€12,€13,€14,€15,€16}
{es, €9, €10,€12,€13,€14,€15,€17}
{es, €9, €10,€12,€13,€14,€16,€17}
{es, €9, €10,€12,€13,€15,€16,€17}
{es, 9, €10,€12,€14,€15,€16,€17}
{es, 9, €10, €13, €14, €15, €16, €17}
{es,€9,€11,€12,€13,€14,€15,€16}
{es, €9, €11,€12,€13,€14,€15,€17}
{es, €0,€11,€12,€13,€14,€16,€17}
{es, €0,€11,€12,€13,€15,€16,€17}
{es, €9,€11,€12,€14,€15,€16,€17}
{es, €9, €12,€13,€14,€15,€16,€17}
{es,e10,€11,€12,€13,€14,€15,€16}
{es,e10,€11,€12,€13, €14, €15,€17}
{es, €10, €11,€12,€13,€14,€16,€17}
{es, €10, €11,€12,€13,€15,€16,€17}
{es,€10,€11, €13, €14, €15, €16, €17}

(1,2,9,5,8,6,7,4,10, 3,11, 14,12, 13, 15)
(1,2,10,4,8,6,7,5,9, 3,11, 14,13, 12, 15)
(1,2,4,3,5,6,7,9,8,10,11, 12, 14, 15, 13)
(1,2,5,3,4,6,7,10,8,9, 11, 13, 14, 15, 12)
(1,4,13,3,8,6,7,11,12,15, 14,5, 10, 9, 2)
(1,2,8,5,9,6,7,3,10,4,11, 15,12, 14, 13)
(1,3,14,4,9,6,7,11,12,15, 13,5, 10, 8, 2)
(1,2,5,8,9,6,7,10,3, 4,11, 14,13, 15, 12)
(1,2,10,3,9,6,7,5,8, 4,11, 14,13, 12, 15)
(1,3,14,5,10,6,7,11,12,15,13,4,9, 8, 2)
(1,2,8,4,10,6,7,3,9,5,11, 15,12, 14, 13)
(1,2,4,8,10,6,7,9,3,5,11, 15,13, 14, 12)
(1,2,9,3,10,6,7,4,8,5,11, 15,13, 12, 14)
(1,2,3,9,10,6,7,8,4,5,11, 15,14, 12, 13)
(1,3,4,2,5,6,7,11, 8,12, 13,9, 14, 15, 10)
(1,3,5,2,4,6,7,12,8,11, 13,10, 14,15, 9)
(1,4,10,2,8,6,7,13,9,15,14,5,12,11, 3)
(1,4,5,2,3,6,7,13,9, 11, 14,10, 12, 15, 8)
(1,3,10,2,9,6,7,14,8,15,12,5, 13,11, 4)
(1,3,9,2,10,6,7,15,8,14,12, 4, 13,11, 5)
(1,3,8,5,11,6,7,2,12,4,13,15, 9, 14, 10)
(1,2,14,4,11,6,7,13,9,15,10,5, 12,8, 3)
(1,2,14,8,11,6,7,12, 3,15, 10, 5, 13,4, 9)
(1,2,12,3,11,6,7,14,8, 15,10, 5, 13,9, 4)
(1,2,12,9,11,6,7,13,4,15, 10, 5, 14, 3, 8)
(1,3,11,2,10,6,7,5,8,4,12,14,13,9, 15)
(1,2,14,5,12,6,7,13,9, 15,10, 4,11, 8, 3)
(1,3,8,4,12,6,7,2,11,5, 13,15, 9, 14, 10)
(1,2,15,8,12,6,7,11, 3,14, 10, 4, 13,5, 9)
(1,2,11,3,12,6, 7,15, 8, 14, 10, 4,13, 9, 5)
(1,2,12,9,11,6,7,13,5, 14,10, 4, 15, 3, 8)
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2,15, 13,9, 14)
9,4,5,12, 13)
10, 3, 11, 8, 4)
3,10, 3, 12,9, 5)
14,15, 9, 12, 10)
2,10, 3, 14,5, 9)
10, 3, 15, 4, 8)
15,11, 9, 12)
,3,5,14, 11)
3, 4, 15, 10)
[ 13,15, 14)
,12, 15, 13)

{es, €10, €12,€13,€14,€15,€16,€17}
{es,e11,€12,€13,€14,€15,€16,€17}
{€9,€10,€11,€12,€13, €14, €15, €16}
{ey,€10,€11,€12,€13, €14, €15,€17}
{ey,e10,€11, €12, €13, €15, €16, €17}
{ey,e10,€11, €12, €14, €15, €16, €17}
{€9,€10,€11,€13,€14, €15, €16,€17}
{€9,€10,€12,€13,€14,€15,€16,€17}
{9, €11,€12,€13,€14,€15,€16,€17}
{€10,€11,€12,€13, €14, €15,€16,€17}
{es, €10, €11,€12,€14, €15, €16,€17}
{€9,€10,€11,€12,€13,€14,€16,€17}
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Tabela C.8: Extensdes Binéarias da MatrduigB) obtida acrescentando-

se 9 elementos d&’.

x/

$(123456789101112 13 14)

{eg,€9,€10,€11,€12,€13,€14,€15,€16}  {€8,€9,€10,€11,€12,€13,€14,€15,€17}

{es, €0, €10,€11,€12,€13,€14, €16, €17}
{es, €0, €10,€11, €12, €13,€15,€16, €17}
{es, €0, €10,€11, €12, €14,€15,€16, €17}
{€s, €9, €10, €11, €13, €14, €15, €16, €17}
{€s, €9, €10, €12, €13, €14, €15, €16,€17}
{es, €9, €11,€12,€13,€14,€15,€16, €17}
{es, €10, €11,€12,€13, €14, €15, €16, €17}
{eg,€10,€11,€12,€13, €14, €15, €16, €17}

(1,2,3,5,4,6,7,8,10,9, 11, 13, 12, 14, 15, 16)
(1,2,4,10,8,6,7,9,5, 3,11, 14,16, 15, 13, 12)
(1,2,4,5,3,6,7,9,10,8, 11, 14,12, 15, 13, 16)
(1,2,3,10,9,6,7,8,5,4,11, 15,16, 13, 14, 12)
(1,2,3,9,10,6,7,8,4,5,11, 16, 15, 13, 14, 12)
(1,3,4,5,2,6,7,11,12,8,13, 14, 9, 15, 10, 16)
(1,2,3,12,11,6,7,8, 15,16, 10,5, 4, 13,14, 9)
(1,2,3,11,12,6,7,8, 16, 15, 10,4, 5, 13,14, 9)
(1,2,4,11,14,6,7,8, 16,13, 10, 3,5, 15,12, 9)
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