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Resumo

Neste trabalho de dissertação, estudaremos uma modelagem de uma equação difer-
encial parcial com retardo em um aberto de Rn com condição de fronteira de Dirichlet,
dando origem a uma equação diferencial funcional com retardo abstrata, onde a parte
linear gera um C0-semigrupo de contrações em um espaço de Banach e a parte não lin-
ear satisfaz uma condição Lipschitz com respeito a uma norma apropriada. Para isto,
estudamos teoria de distribuições, semigrupos, espaços de Sobolev, operador Laplaciano
em um aberto de Rn. Estudamos também existência e unicidade de solução fraca do
problema de valor inicial com condição inicial em um espaço de fase.

Palavras-chave: Distribuições, Espaços de Sobolev, Semigrupos, Solução fraca.



Abstract

In this dissertation, we study a model of a partial di�erential equation with delay in
an open subset of Rn with Dirichlet boundary condition, leading to an abstract functional
di�erential equation with delay, where the linear part generates a C0-semigroup of con-
tractions in a Banach space and the non-linear part satis�es a Lipschitz condition with
regard to an appropriate norm. For this, we study the theory of distributions, semigroups,
Sobolev spaces, Laplacian operator in an open subset of Rn. We also study the existence
and uniqueness of weak solution for the initial value problem with initial condition in a
phase space.

Keywords: Distributions, Sobolev Spaces, Semigroups, Weak solution.
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Capítulo 1

Espaços de Sobolev e Operadores

Lineares

1.1 Espaços de Sobolev

Seja Ω ⊂ Rn aberto e ϕ : Ω→ R. O conjunto suppϕ de�nido por

supp ϕ = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0},

é chamado o suporte da função ϕ.
Seja D(Ω) o conjunto das funções C∞(Ω) em R com suporte compacto contido em Ω.
Seja α ∈ Nn um multi-índice, α = (α1, ..., αn) e ϕ ∈ D(Ω). De�nimos

Dαϕ =
∂α1+...+αnϕ

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Pode-se facilmente ver que D(Ω) é um espaço vetorial sobre R. Dotamos este espaço com
uma estrutura de convergência como segue.

De�nição 1.1.1 Dizemos que a sequência (ϕn)n∈N é convergente em D(Ω) para ϕ e es-

crevemos ϕn
D(Ω)−→ ϕ, se

(i) existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω tal que, para cada n ∈ N, supp ϕn ⊂ K;

1



2

(ii) para cada multi-índice α temos lim
n→∞

Dαϕn = Dαϕ uniformemente em Ω, ou equiva-

lentemente em K

De�nição 1.1.2 Um funcional linear contínuo u : D(Ω) → R é dito uma distribuição
em Ω. Denotamos o espaço das distribuições em Ω por D′(Ω), e u(ϕ) = 〈u, ϕ〉

De�nição 1.1.3 Seja α ∈ N um multi-índice e u : Ω → R uma função localmente
integrável. A derivada de ordem α da função u no sentido de distribuições sobre D(Ω) é
a distribuição Dαu de�nida por

〈Dαu, ϕ〉 = (−1)|α|
∫

Ω

uDαϕdω (1.1)

para cada ϕ ∈ D(Ω), onde |α| = α1 + ...+ αn é o comprimento do multi-índice α.

Observemos que, se a função u é diferenciável de ordem α q.t.p. em Ω no sentido clássico
e Dαu é localmente integrável, então Dαu pode ser indenti�cado com Dαu por meio da
igualdade

〈Dαu, ϕ〉 =

∫
Ω

(Dαu)ϕdω

para cada ϕ ∈ D(Ω), igualdade obtida pela integração |α| vezes (1.1) por partes. Seja
m ∈ N, 1 ≤ p ≤ +∞ e de�namos

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω) para 0 ≤ |α| ≤ m}

.

Teorema 1.1.1 A aplicação ‖ · ‖m,p : Wm,p(Ω)→ R+, de�nida por

‖u‖m,p =



 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, se 1 ≤ p < +∞

max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω), se p =∞.

para cada u ∈ Wm,p(Ω), é uma noma em relação a qual Wm,p(Ω) é um espaço de Banach
real.
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O espaço Wm,p é chamado espaço de Sobolev de ordem m e expoente p. Seja Hm,p(Ω) a
completação do espaço {u ∈ Cm(Ω); ‖u‖m,p < +∞} com respeito a ‖ · ‖m,p

Teorema 1.1.2 (Meyers, Serrin) Para cada subconjunto aberto Ω ⊂ Rn, cada m ∈ N e
1 ≤ p < +∞, temos

Wm,p(Ω) = Hm,p(Ω).

Vamos de�nir agora o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p. Também

denotamos este espaço por Hm,p
0 (Ω). É fácil ver que

Wm,p
0 (Ω) ⊂ Wm,p(Ω) ⊂ Lp(Ω),

ambas imersões sendo contínuas. Além disso, observemos que, para cada 1 ≤ p < +∞,
temos W 0,p

0 (Ω) = Lp(Ω), a última igualdade sendo uma simples consequência do fato de
que D(Ω) é denso em Lp(Ω) se e somente se p < +∞.
Suponha 1 ≤ p < ∞ e < q ≤ ∞ tal que 1

p
+ 1

q
= 1. Representa-se por W−m,q(Ω) o dual

topológico de Wm,p
0 (Ω).

Seja f ∈ W−m,q(Ω) e (ϕn) uma sucessão de funções testes em Ω tal que ϕn → 0 em D(Ω).
Resulta que ϕn → 0 em Wm,p

0 (Ω), portanto, 〈f, ϕn〉 → 0, o que permite concluir que a
restrição de f a D(Ω) é uma distribuição. Considere a aplicação linear

σ : W−m,q(Ω)→ D′(Ω),

tal que σ(f) = f |D(Ω) para todo f emW−m,q(Ω). Por ser D(Ω) denso emWm,p
0 (Ω) resulta

que σ é injetiva. Também se (fn) é uma sucessão de vetores de W−m,q(Ω) tal que fn → 0
em W−m,q(Ω) então σ(fn) → 0 em D′(Ω), isto é, σ é contínua. A aplicação σ permite
identi�car W−m,q(Ω) a um subespaço vetorial de D′(Ω) e com esta identi�cação tem-se:

W−m,q(Ω) ↪→ D′(Ω).

Quando se diz que uma distribuição T pertence a W−m,q(Ω), signi�ca dizer que T ,
de�nida em D′(Ω), pode ser estendida como um funcional linear contínuo ao espaço
Wm,p

0 (Ω). Esta extenção contínua é representada po T . O resultado que segue carateriza
as distribuições de W−m,q(Ω).

Teorema 1.1.3 Seja T uma distribuição sobre Ω, então T ∈ W−m,q(Ω) se e somente se
existem funções gα ∈ Lq(Ω), |α| ≤ m, tai que

T =
∑
|α|≤m

Dαgα.
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Em tudo que se segue, denotaremos os espaços Wm,2(Ω) = Hm,2(Ω) e Wm,2
0 (Ω) =

Hm,2
0 (Ω) por Hm(Ω) e Hm

0 (Ω), respectivamente. Claremente estes são espaçoes de Hilbert
com respeito ao produto interno

〈u, v〉m =
∑
|α|≤m

∫
Ω

DαuDαvdω.

1.2 Os espaços Hm(Ω) e H−m(Ω)

Se L =
∑
|α|≤m

(−1)|α|D2α, resulta que para u ∈ Hm(Ω), Lu é uma distribuição não

necessáriamente de�nida por uma função localmente integrável. Além disso, se u ∈ Hm(Ω)

e |α| ≤ m, gα = Dαu pertence a L2(Ω) e Lu =
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dαgα pertence a H−m(Ω) pela

de�nição . Portanto, podemos considerar a realização de L como um operador linear de
Hm(Ω) em H−m(Ω). A seguir caracteriza-se a imagem de Hm

0 (Ω) por L

Proposição 1.2.1 O Complemento ortogonal de Hm
0 (Ω) em Hm(Ω) é o núcleo do oper-

ador diferencial linear L.

Demonstração: Para todo u ∈ Hm(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) tem-se:

〈Lu, ϕ〉 = 〈u, ϕ〉m.

Se u pertence ao complemento ortogonal de Hm
0 (Ω) então 〈u, v〉m = 0 para todo v ∈

Hm
0 (Ω), em particular, 〈u, ϕ〉m = 0 para toda função teste ϕ ∈ Ω, portanto, 〈Lu, ϕ〉 = 0

para toda função teste, isto é, Lu = 0.

Suponha agora u ∈ Hm(Ω) e Lu = 0. Então 〈u, v〉m = 〈Lu, ϕ〉 = 0 para toda
ϕ ∈ D(Ω). Sendo D(Ω) denso em Hm

0 (Ω), tem-se 〈u, v〉m = 0 para todo v ∈ Hm
0 (Ω), isto

é, u é ortogonal a Hm
0 (Ω).

�

Proposição 1.2.2 O operador L transforma Hm
0 (Ω) sobre H−m(Ω), de maneira isométrica.
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Demonstração: Seja u ∈ Hm
0 (Ω) tal que Lu = 0. Pela Proposição 1.2.1 tem-se u ∈

Hm
0 (Ω) ∩ (Hm

0 (Ω))⊥, portanto, u = 0. se f ∈ H−m(Ω), pelo teorema de Riesz existe
u ∈ Hm

0 (Ω) tal que
〈f, v〉 = 〈v, u〉m para todo v ∈ Hm

0 (Ω),

e ‖f‖−m = ‖u‖m.segue-se que

〈f, ϕ〉 = 〈ϕ, u〉m = 〈Lu, ϕ〉 para todo ϕ ∈ D(Ω),

portanto, tem-se f = Lu com u ∈ Hm
0 (Ω) e ‖Lu‖−m = ‖f‖−m = ‖u‖m.

Proposição 1.2.3 D(Ω) é denso em H−m(Ω).

Demonstração: Dado f ∈ H−m(Ω), seja u ∈ Hm
0 (Ω) tal que Lu = f . Se (ϕn) é

uma sequência em D(Ω), convergente para u ∈ Hm
0 (Ω), a sequência (Lϕn) converge para

Lu = f ∈ H−m(Ω), porque L é uma isometria. Isto prova a proposição, visto que Lϕn é
uma função teste. �

Corolário 1.2.1 D(Ω) é denso em D′(Ω)

Para concluir está seção vamos mostrar a Desigualdade de Poincaré da qual obtém-se
signi�cantes propriedades para os espaços Hm

0 (Ω). Vamos iniciar introdizindo a seguinte
de�nição. Dizemos que o aberto Ω do Rn é limitado na direção xi se existe um intervalo
aberto limitado (a,b) da reta tal que

πi(Ω) ⊂ (a, b)

onde πi é a projeção de Rn sobre o eixo xi.

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um aberto do Rn limitado em
alguma direção xi. Então∫

Ω

|u|2dx ≤ (b− a)2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2 dx para todo u ∈ H1

0 (Ω) (1.2)

onde πi(Ω) ⊂ (a, b).
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Demonstração: Vamos mostrar a desigualdade 1.2 para ϕ ∈ D(Ω). O resultado geral
seguirá por densidade. Consideremos ϕ ∈ D((a, b)). Tem-se

ϕ(t) =

∫ t

a

ϕ′(s)ds, a ≤ t ≤ b,

que acarreta, pela desigualdade de Schwarz, |ϕ(t)|2 ≤ (b−a)

∫ b

a

|ϕ′(s)|2ds, o que implica∫ b

a

|ϕ(t)|2dt ≤ (b− a)2

∫ b

a

|ϕ′(t)|2dt (1.3)

Sem perda de generalidade podemos supor que Ω é limitado na direção x1. Consideremos
a notação x = (t, x′) onde x′ = (x2, x3, ..., xn) e seja ϕ ∈ D(Ω), então:∫

Ω

|ϕ(x)|2dx =

∫
Rn−1

(∫ b

a

|ϕ(t, x′)|2dt
)
dx′. (1.4)

Observemos que ψx′(t) = ϕ(t, x′) pertence a D((a, b)) para cada x′ ∈ Rn−1. Logo a
desigualdade 1.3 com ψx′ implica∫ b

a

|ϕ(t, x′)|2dt ≤ (b− a)2

∫ b

a

∣∣∣∣∂ϕ∂t (t, x′)

∣∣∣∣2 dt.
Considerando esta desigualdade em 1.4 resulta:∫

Ω

|ϕ(x)|2dx ≤ (b− a)2

∫
Rn−1

(∫ b

a

∣∣∣∣∂ϕ∂t (t, x′)

∣∣∣∣2 dt
)
dx′ = (b− a)2

∫
Ω

∣∣∣∣∂ϕ∂t (x)

∣∣∣∣2 dx,
que é precisamente a desigualdade (1.2). A prova está completa.

�

Observação 1.2.1 Consideremos em H1
0 (Ω), Ω limitado em alguma direção xi de Rn, a

expressão

‖u‖ =

(
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣2 dx

) 1
2

.

Então a desigualdade de Poincaré diz que ‖u‖ é uma norma em H1
0 (Ω) e que em H1

0 (Ω)
as normas ‖u‖ e ‖u‖1 = ‖u‖H1(Ω) são equivalentes. Com base neste resultado, em H1

0 (Ω),
Ω limitado em alguma direção xi de Rn, consideremos o produto escalar

((u, v)) =
n∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx.
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Corolário 1.2.2 Em Hm
0 (Ω), Ω aberto limitado em alguma direção xi de Rn, as normas

‖u‖ =

∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu|2dx

 1
2

.

e ‖u‖1 são equivalentes.

Demonstração: Mostra-se que

‖u‖2
1 =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|2dx ≤ C‖u‖2 (1.5)

onde C > 0 é uma constante independente de u ∈ Hm
0 (Ω). A outra desigualdade é

imediata. Seja u ∈ Hm
0 (Ω) para todo |α| ≤ m− 1. Da observação 1.2.1 resulta então∫

Ω

|Dαu|2dx ≤ C
n∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂∂xiDαu

∣∣∣∣2 dx.
Isto acarreta, ∫

Ω

|Dαu|2dx ≤ C
∑
|β|=m

∫
Ω

|Dβu|2dx para todo |α| ≤ m− 1.

Esta desigualdade implica (1.5) e a demonstração está concluída.

�

Corolário 1.2.3 Em Wm,p
0 (Ω), Ω aberto limitado em alguma direçãoxi, de Rn e 1 ≤ p <

∞, as normas

‖u‖ =

∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu|pdx

1/p

e ‖u‖m,p são equivalentes.

Demonstração: Aplicando raciocínio análogo ao usado para obter 1.4, resulta∫ b

a

|ϕ(t)|pdt ≤ (b− a)
p+ q

q

∫ b

a

|ϕ′(t)|dt,
(

1 < p <∞, 1

p
+

1

q
= 1

)



8

e ∫ b

a

|ϕ(t)|dt ≤ (b− a)

∫ b

a

|ϕ′(t)|dt, para todo ϕ ∈ D((a, b)).

e com argumentos semelhantes aos usados na demontração do Corolário 1.2.2, segue o
resultado.

�

Observação 1.2.2 Consideremos em Hm
0 (Ω), Ω aberto limitado em alguma direção xi

de Rn, a nomra introduzida na Observação 1.2.1. Então pelos argumentos usados na
demontração do Teorema 1.2.1, obtemos que

L : Hm
0 (Ω)→ H−m(Ω), L =

∑
|α|=m

(−1)|α|D2α

é uma isometria linear. Em particular

−∆ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω), ∆ =

n∑
i=1

∂2

∂x2
i

é uma isometria linear.

1.3 Operadores lineares

Seja X um espaço de Banach sobre K ∈ {R,C} cuja norma é denotada por ‖ · ‖.

De�nição 1.3.1 Um operador linear em X é um par ordenado (D,A) onde D é um
subespaço de X e A : D → X é uma aplicação linear, isto é:

A(αx+ βy) = αAx+ βAy

para cada x, y ∈ D e cada α, β ∈ K. O operador é chamado limitado se sup{‖Ax‖; x ∈
D, ‖x‖ ≤ 1} < +∞. Caso contrário, o operador (D,A) é dito ilimitado.

De�nição 1.3.2 Seja (D,A) um operador linear. Os conjuntos D = D(A), A(D) =
R(A), {(x, y) ∈ X ×X; x ∈ D, y = Ax} = gr(A) e {x ∈ D; Ax = 0} = ker(A) são
chamados: domínio, imagem, grá�co, e respectivamente núcleo do operador (D,A).
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No que segue, por razões tradicionais, denotaremos um operador (D,A) por A : D(A) ⊆
X → X e diremos que D(A) é seu domínio, ou que A é de�nido sobre D(A), R(A) é
sua imagem e gr(A) é seu grá�co, em vez de domínio de (D,A), imagem de (D,A) e
respectivamente grá�co de (D,A). também, vamos escrever A = B em vez de gr(A) =
gr(B). Vamos denotar por L(X) o conjunto de todos os operadores lineares limitados de
X em X. Sobre este espaço de�nimos ‖ · ‖L(X) : X → R+ por

‖T‖L(X) = sup{‖Tx‖; x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}

para cada T ∈ L(X). É fácil ver que ‖ · ‖L(X) é uma norma em L(X), chamada norma
do operador, em relação a qual este é um espaço de Banach e que, para T ∈ L(X),

‖T‖L(X) = sup{‖Tx‖; x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

A topologia da norma em L(X) é chamada topologia uniforme.

Observação 1.3.1 Seja λ ∈ K. Pode-se facilmente veri�car que (λI−A)−1 ∈ L(X) se e
somente se, para cada f ∈ X, a equação λu−Au = f tem uma única solução u = u(λ, f)
e a aplicação f → u(λ, f) é contínua.

Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊆ X → X um operador linear (limitado ou
não) e seja X(A) o subespaço linear fechado gerado por D(A). Obviamente X(A) = X
se e somente se D(A) é denso em X. Recordamos que o adjunto do operador linear
A : D(A) ⊆ X → X é o operador A∗ : D(A∗) ⊆ X∗ → X(A)∗ de�nido por

D(A∗) = {x∗ ∈ X∗; ∃C > 0,∀y ∈ D(A), |(x∗, Ay)| ≤ C‖y‖}

e, para cada x∗ ∈ D(A∗), A∗x∗ é a única extensão contínua para X(A) da aplicação linear
contínua y 7→ (x∗, Ay) de D(A) para K.

De�nição 1.3.3 Seja H um espaço de Hilbert real identi�cado com seu proprio dual
topológico. O operador A : D(A) ⊆ H → H é chamado:

(i) auto-adjunto se A = A∗;

(ii) anti-adjunto se A = −A∗;

(iii) simétrico se 〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉 para cada x, y inD(A);

(iv) anti-simétrico se 〈Ax, y〉 = −〈x,Ay〉 para cada x, y ∈ D(A).
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Lema 1.3.1 Seja H um espaço de Hilbert e A : D(A) ⊆ H → H um operador densamente
de�nido. Temos

(i) se (I − A)−1 ∈ L(H), então A é auto-adjunto se e somente se A é simétrico;

(ii) se (I+A)−1 ∈ L(H), então A é anti-adjunto se e somente se é anti-simétrico.

Demonstração: (i) Vamos assumir que A é simétrico. Pela observação 1.6.2, o grá�co
de A está contido no grá�co de A∗. Para completar a demonstração é su�ciente mostrar
que D(A∗) ⊆ D(A). Como D(A) é denso em H, segue que, para cada y ∈ D(A∗), existe
z ∈ H tal que 〈Ax, y〉 = 〈x, z〉 para todo x ∈ D(A). Como I − A é sobrejetivo, existe
w ∈ D(A) tal quey − z = w − Aw. Por outro lado, para cada x ∈ D(A), temos

〈Ax− x, y − w〉 = 〈Ax, y〉 − 〈Ax,w〉 − 〈x, y〉+ 〈x,w〉

= 〈x, z〉 − 〈Ax,w〉 − 〈x, y〉+ 〈x,w〉

= 〈x, y − w + Aw〉 − 〈Ax,w〉 − 〈x, y〉+ 〈x,w〉 = 0.

Mas I−A é sobrejetivo e portanto, a igualdade acima prova que y = w, o que implica que
y ∈ D(A) e Ay = A∗y. Provando assim (i). Como (ii) segue por argumentos análogos, a
prova está completa.

�

Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊆ X → X um operador linear fechado.
Recordamos que o conjunto resolvente de A é o conjunto dos λ ∈ C para os quais a
imagem de λI −A é densa em X e (λI −A)−1 : R(λI −A)→ X é contínuo. Denotamos
este conjunto por ρ(A) e chamamos os elementos de valores regulares do operador A.
Para λ ∈ ρ(A), denote por R(λ;A) = (λI−A)−1. Também recordamos que o espectro do
operador A, denotado por, σ(A), é de�nido por C \ ρ(A). No próximo teorema assumimos
que X é um espaço de Banach complexo.

Teorema 1.3.1 Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear fechado. Então, para cada
λ ∈ ρ(A), R(λ;A) ∈ L(X)

Demonstração: Se λ ∈ ρ(A) então Im(λI −A) = D((λI −A)−1) é denso em X e existe
uma constante c > 0 tal que

‖(λI − A)x‖ ≥ c‖x‖, (1.6)
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para cada x ∈ D(A). A �m de mostrar que R(λI − A) = X, seja y ∈ X e seja (xn)n∈N
tal que limn→∞(λI − A)xn = y. De 1.6 segue que existe limn→∞ xn = x. Como A é
fechado, conluimos que λI − A também é fechado e consequentemente x ∈ D(λI − A) e
(λI −A)x = y. Mas R(λI − A) = X e portanto R(λI −A) = X. A prova está completa.

�



Capítulo 2

Semigrupos de Operadores Lineares

2.1 Semigrupos Uniformemente Contínuos

Seja X um espaço de Banach e L(X) o conjunto de todos operadores lineares limitados
de X para X. Dotado com a norma ‖ · ‖L(X), de�nida por

‖U‖L(X) = sup
‖x‖≤1

‖Ux‖

para cada U ∈ L(X), L(X) é um espaço de Banach.

De�nição 2.1.1 Uma família {S(t); t ≥ 0} ⊂ L(X) é um semigrupo de operadores
lineares sobre X, ou simplesmente semigrupo, se:

(i) S(0) = I

(ii) S(t+ s) = S(t)S(s) para cada t,s ≥ 0.

Se, além disso, ela satisfaz a condição de continuidade para t = 0

lim
t↓0

S(t) = I,

na topologia da norma em L(X), o semigrupo é chamado uniformemente contínuo.

12
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Exemplo 2.1.1 Um primeiro exemplo signi�cante de semigrupo uniformemente contínuo
é dado por t 7→ etA, onde etA é o exponencial da matriz tA. Isto é, seja A ∈Mn×n(R), e
seja S(t) = etA para cada t ≥ 0, onde

etA =
∞∑
n=0

tn

n!
An.

Podemos facilmente ver que {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contínuo de
operadores lineares. Mais que isto, cálculos simples mostram que t → etA é de classe C1

de [0,+∞) para X, e satisfaz a equação diferencial de primeira ordem

d

dt
(S(t)) = AS(t) = S(t)A, (2.1)

para cada t ≥ 0.

O próximo exemplo mostra que existem semigrupos que não são uniformemente contínuos.

Exemplo 2.1.2 Seja X = Cub(R+) o espaço de todas as funções f : R+ → R limitadas
e uniformemente contínuas, dotado com a norma do supremo ‖ · ‖∞, e seja o semigrupo
{S(t); t ≥ 0} ⊆ L(X) de�nido por

[S(t)f ](s) = f(t+ s)

para cada f ∈ X e cada t, s ∈ R+. Pode-se facilmente veri�car que {S(t); t ≥ 0}
satisfaz (i) e (ii) na De�nição 2.1.1, e portanto é um semigrupo de operadores lineares.
Como neste caso especí�co, a continuidade uniforme do semigrupo é equivalente à equicon-
tinuidade da bola unitaria em X, propriedade que obviamente não é satisfeita, o semigrupo
não é uniformemente contínuo.

De�nição 2.1.2 O gerador in�nitesimal, ou gerador do semigrupo de operadores lineares
{S(t); t ≥ 0} é o operador A : D(A) ⊆ X → X, de�nido por

D(A) =

{
x ∈ X; ∃ lim

t↓0

1

t
(S(t)x− x)

}
.
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e

Ax = lim
t↓0

1

t
(S(t)x− x).

Equivalentemente, dizemos que A gera {S(t); t ≥ 0}.

Observação 2.1.1 Se A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de um semigrupo de operadores
lineares então D(A) é um subespaço vetorial de X e A é possivelmente um operador linear
ilimitado.

Observação 2.1.2 É facil ver que o gerador do semigrupo de operadores lineares no
Exemplo 2.1.1 é A ∈ L(Rn), de�nido por Ax = Ax. Esta observação esclarece a relação
entre semigrupos de operadores lineares e equações diferenciais lineares de 1a ordem.

Exemplo 2.1.3 O gerador do semigrupo no Exemplo 2.1.2 é dado por

D(A) =

{
f ∈ X; ∃ lim

t↓0

(f(t+ ·)− f)

t
= f ′ forte em X

}
,

e

Af = f ′.

Observemos que, se f ∈ D(A), então u(t, s) = [S(t)f ](s) = f(t + s) satisfaz a equação
diferencial parcial de 1a ordem

{
ut = us
u(0, s) = f(s).

Portando, neste caso, temos a seguinte variante pontual de (2.1)

d

dt
(S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax

para cada x ∈ D(A) e cada t ≥ 0.
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Proposição 2.1.1 Se {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contínuo de oper-
adores lineares então, para cada t ≥ 0, S(t) é invertível.

Demonstração: Visto que

lim
t↓0

S(t)− I = 0,

na topologia da norma de L(X), existe δ > 0 tal que

‖S(t)− I‖L(X) < 1

para cada t ∈ (0, δ]. Portanto para cada t ∈ (0, δ], S(t) é invertível. Seja t > δ. Então
existe n ∈ N∗ e η ∈ [0, δ) tal que t = nδ + η. Portanto S(t) = S(δ)nS(η), e então S(t) é
invertivel. A prova está completa.

�

2.2 Geradores de semigrupos uniformemente contínuos

Teorema 2.2.1 Um operador linear A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de um semigrupo
uniformemente contínuo se, e somente se D(A) = X e A ∈ L(X).

Demonstração: ⇒. Seja {S(t); t ≥ 0} uniformemente contínuo. Como

lim
t↓0

S(t) = I

na topologia da norma de L(X), existe ρ > 0 tal que∥∥∥∥1

ρ

∫ ρ

0

S(t)dt− I
∥∥∥∥
L(X)

< 1.

Note que a integral aqui é a integral de Riemann da função contínua S : [0, ρ]→ L(X), que
é de�nida por uma simples analogia com o caso escalar. Consequentemente, o operador
1
ρ

∫ ρ
0
S(t)dt é invertível e, portanto,

∫ ρ
0
S(t)dt tem a mesma propriedade. Seja h > 0.

Observemos que
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1

h
(S(h)− I)

∫ ρ

0

S(t)dt =
1

h

∫ ρ

0

S(t+ h)dt− 1

h

∫ ρ

0

S(t)dt.

A mudança de variável t+ h = s na primeira integral do lado direito acarreta

1

h
(S(h)− I)

∫ ρ

0

S(t)dt =
1

h

∫ ρ+h

h

S(s)ds− 1

h

∫ ρ

0

S(s)ds

=
1

h

∫ ρ+h

ρ

S(s)ds− 1

h

∫ h

0

S(s)ds.

Então

1

h
(S(h)− I) =

(
1

h

∫ ρ+h

ρ

S(s)ds− 1

h

∫ h

0

S(s)ds

)(∫ ρ

0

S(t)dt

)−1

.

Mas o lado direito da equação converge para h → 0 por valores positivos, e portanto, o
lado esquerdo goza da mesma propriedade. Como a convergência na topologia uniforme
de L(X) implica a convergência pontual, fazendo h→ 0 por valores positivos, deduzimos

A = (S(ρ)− I)

(∫ ρ

0

S(t)dt

)−1

.

Portanto A ∈ L(X), qua prova a necessidade.
⇐ . Seja A ∈ L(X), t ≥ 0 e seja

S(t) =
∞∑
n=0

tn

n!
An,

onde An = A · A · ... · A n vezes eA0 = I.
Podemos facilmente ver que {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo de operadores lineares. A �m
de provar que este semigrupo é uniformemente contínuo, observemos que

‖S(t)− I‖L(X) =

∥∥∥∥∥
∞∑
n=0

tn

n!
An − I

∥∥∥∥∥
L(X)



17

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

tn

n!
An

∥∥∥∥∥
L(X)

≤ t
∞∑
n=1

tn−1

n!
‖A‖nL(X).

Como

∞∑
n=1

tn−1

n!
‖A‖nL(X) ≤ ‖A‖et‖A‖,

concluímos que

lim
t↓0

S(t) = I,

na topologia da norma, e portanto {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contínuo.
Para concluir a demonstração devemos mostrar que A é o gerador deste semigrupo. Para
isto, é su�ciente veri�car que

lim
t↓0

∥∥∥∥1

t
(S(t)− I)− A

∥∥∥∥
L(X)

= 0.

Mas isto segue da desigualdade obvia

∥∥∥∥1

t
(S(t)− I)− A

∥∥∥∥
L(X)

= t

∥∥∥∥∥
∞∑
n=2

tn−2

n!
An

∥∥∥∥∥
L(X)

≤ t‖A‖2et‖A‖,

completando assim a prova. �
Consideremos agora o problema de Cauchy{

u′ = Au+ f
u(a) = ξ, (PC)

onde A ∈ L(X) e f ∈ C([0, T ];X).

Teorema 2.2.2 Para qualquer (a, ξ, f) ∈ [0, T ) × X × C([0, I];X), temos uma única
solução u ∈ C1([a, T ];X) dada pela chamada fórmula da variação de constantes, ou
fórmula de Duhamel
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u(t, a, ξ, f) = S(t− a)ξ +

∫ t

a

S(t− s)f(s)ds

para cada t ∈ [a, T ], onde {S(t); t ≥ 0}, é o semigrupo uniformemente contínuo gerado
por A.

Demonstração: Ver Corduneanu [39],(4,36),p.65.

2.3 C0-Semigrupos. Propriedades Gerais

Nesta sessão vamos introduzir uma classe de semigrupos de operadores lineares, estri-
tamente maior que os semigrupos uniformemente contínuos, classe que se mostra muito
útil no estudo de várias equações diferenciais parciais parabólicas e hiperbólicas.

De�nição 2.3.1 Um semigrupo de operadores lineares {S(t); t ≥ 0} é chamado um
semigrupo de classe C0, ou C0-semigrupo, se para cada x ∈ X temos

lim
t↓0

S(t)x = x.

Observação 2.3.1 Cada semigrupo uniformemente contínuo é de classe C0 mas não o
contrário, como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.1 Seja X = Cub(R+) o espaço de todas as funções que são unifomemente
contínuas e limitadas de R+ para R+, dotado com a norma do supremo ‖ · ‖∞, e seja
{S(t); t ≥ 0} de�nido por

[S(t)f ](s) = f(t+ s)

para cada f ∈ X e cada t, s ∈ R+. Sabemos do Exemplo 2.1.2 que {S(t); t ≥ 0} é um
semigrupo. Além disso, é de classe C0. Por outro lado, como mencionamos no Exemplo
2.1.2, ele não é uniformemente contínuo porque a bola unitária em X não é equicontínua.

Teorema 2.3.1 Se {S(t); t ≥ 0} é um C0-semigrupo, então existe M ≥ 1, e ω ∈ R tais
que

‖S(t)‖L(X) ≤Metω (2.2)

para cada t ≥ 0.
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Demonstração: Primeiro, iremos mostrar que existe η > 0 e M ≥ 1 tal que

‖S(t)‖L(X) ≤M (2.3)

para cada t ∈ [0, η]. Para isto, vamos supor por contradição que este não é o caso. Então
existe pelo menos um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0} com a propriedade que, para cada
η > 0 e cada M ≥ 1, exista tη,M ∈ [0, η], tal que

‖S(tη,M)‖L(X) > M .

Tomando η = 1/n, M = n e denotando tη,M = tn para n ∈ N∗, deduzimos

‖S(tn)‖L(X) > n, (2.4)

onde tn ∈ [0, 1/n] para cada n ∈ N∗. Recordando que, para cada x ∈ X, limt↓0 S(tn)x = x,
segue que a família {S(tn); n ∈ N∗} de operadores lineares limitados é pontualmente
limitada, isto é, para cada x ∈ X, o conjunto {S(tn)x; n ∈ N∗} é limitado. Pelo "princípio
da limitação uniforme"(veja Dunford and Schwartz [49], corolário 21, p.66), segue que esta
família é limitada na norma dos operadores uniformes ‖ · ‖L(X) que contradiz (2.4). Esta
contradição pode ser eliminada somente se (2.3) acontecer.
Agora, seja t > 0. Então existe n ∈ N∗ e δ ∈ [0, η], tal que t = nη + δ. Temos

‖S(t)‖L(X) = ‖Sn(η)S(δ)‖L(X) ≤ ‖S(η)‖nL(X)‖S(δ)‖ ≤MMn.

Mas n = t−δ
η
≤ t

η
e portanto ‖S(t)‖L(X) ≤MM

t
η = Metω, onde ω = 1

η
lnM . A prova está

completa.

�

Observação 2.3.2 Se {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo uniformemente contínuo cujo ger-
ador é A, então (2.2) vale com M = 1 e w = ‖A‖L(X).

De�nição 2.3.2 Um C0-semigrupo, {S(t); t ≥ 0} é dito do tipo (M,ω) com M ≥ 1 e
ω ∈ R, se para cada t ≥ 0, temos

‖S(t)‖L(X) ≤Meωt.
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Um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0} é chamado um C0-semigrupo de contração, se é do tipo
(1, 0), isto é, se para cada t ≥ 0 temos

‖S(t)‖L(X) ≤ 1.

Corolário 2.3.1 Se {S(t); t ≥ 0} é um C0-semigrupo, então a aplicação (t, x) 7→ S(t)x
é contínua de [0,+∞)×X para X.

Demonstração: Sejam x, y ∈ X, t ≥ 0 e h ∈ R∗ com t+ h ≥ 0. Vamos separar em dois
casos: h > 0, ou h < 0. Se h > 0, temos

‖S(t+ h)y − S(t)x‖

≤ ‖S(t+ h)y − S(t+ h)x‖+ ‖S(t+ h)x− S(t)x‖

≤ ‖S(t+ h)‖L(X)‖y − x‖+ ‖S(t+ h)x− S(t)x‖

≤Me(t+h)w‖x− y‖+ ‖S(t)‖L(X)‖S(h)x− x‖,

que mostra que

lim
(τ,y)→(t,x)

S(τ)y = S(t)x.

Se h < 0, pelo Teorema 2.3.1, deduzimos

‖S(t+ h)y − S(t)x‖ = ‖S(t+ h)y − S(t+ h)S(−h)x‖

≤ ‖S(t+ h)‖L(X)‖y − S(−h)x‖

≤Me(t+h)w(‖y − x‖+ ‖S(−h)x− x‖),

o que implica que



21

lim
(τ,y)→(t,x)

S(τ)y = S(t)x.

A prova está completa.

�

Algumas propriedades básicas dos C0-semigrupos estão listadas abaixo.

Teorema 2.3.2 Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador do C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0}.
Então

(i) para cada x ∈ X e cada t ≥ 0, temos

lim
t↓0

1

h

∫ t+h

t

S(τ)xdτ = S(t)x;

(ii) para cada x ∈ X e cada t ≥ 0, temos∫ t

0

S(τ)xdτ ∈ D(A) e A

(∫ t

0

S(τ)xdτ

)
= S(t)x− x;

(iii) para cada x ∈ D(A) e cada t ≥ 0, temos S(t)x ∈ D(A). Além disso, a aplicação
t 7→ S(t)x é de classe C1 em [0,+∞), e satisfaz

d

dt
(S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax;

(iv) para cada X ∈ D(A) e cada 0 ≤ s ≤ t < +∞, temos∫ t

s

AS(τ)xdτ =

∫ t

s

S(τ)Axdτ = S(t)x− S(s)x.

Demonstração: A �m de provar (i), observemos que

∥∥∥∥1

h

∫ t+h

t

S(τ)xdτ − S(t)x

∥∥∥∥ ≤ 1

h

∫ t+h

t

‖S(τ)x− S(t)x‖dτ .
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A conclusão segue do Corolário 2.3.1.
Seja x ∈ X, t > 0 e h > 0. Observamos que

1

h
(S(h)− I)

∫ t

0

S(τ)xdτ =
1

h

∫ t

0

S(τ + h)− 1

h

∫ t

0

S(τ)xdτ .

A mudança de variável τ + h = s na primeira integral do lado direito acarreta

1

h
(S(h)− I)

∫ t

0

S(τ)xdτ =
1

h

∫ t+h

h

S(s)xds− 1

h

∫ t

0

S(s)xds

= −1

h

∫ h

0

S(s)xds+
1

h

∫ t+h

t

S(s)xds.

Desta igualdade e de (i), deduzimos que existe

lim
h↓0

1

h
(S(h)− I)

∫ t

0

S(τ)xdτ = S(t)x− x,

o que prova (ii).
A seguir, seja x ∈ D(A), t ≥ 0 e h ≥ 0. Temos

∥∥∥∥1

h
(S(t+ h)x− S(t)x)− S(t)Ax

∥∥∥∥ ≤ ‖S(t)‖L(X)

∥∥∥∥1

h
(S(h)x− x)− Ax

∥∥∥∥,
desigualdade que prova que S(t)x ∈ D(A), t 7→ S(t)x é diferenciável pela direita, e que

d+

dt
(S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax. (2.5)

Por outro lado, para cada t > 0 e h < 0 com t+ h ≥ 0, temos∥∥∥∥1

h
(S(t+ h)x− S(t)x)− S(t)Ax

∥∥∥∥
≤ ‖S(t+ h)‖L(X)

∥∥∥∥1

h
(x− S(−h)x)− S(−h)Ax

∥∥∥∥
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≤ ‖S(t+ h)‖L(X)

(∥∥∥∥−1

h
(S(−h)x− x)− Ax

∥∥∥∥+ ‖S(−h)Ax− Ax‖
)
.

Esta desigualdade mostra que t 7→ S(t)x é diferenciável pela esquerda também. De (2.5)
e da continuidade da função t 7→ S(t)Ax sobre [0,+∞), deduzimos que t 7→ S(t)x é de
classe C1 sobre [0,+∞), o que completa a prova de (iii).
Como (iv) segue de (iii) integrando de s a t dos dois lados em (2.5), a prova esta completa.

�

2.4 O Gerador In�nitesimal

Nesta sessão vamos provar duas propriedades básicas do gerador de um C0-semigrupo:
a densidade do domínio e o fechamento do grá�co.
Primeiro, vamos recordar o seguinte:

De�nição 2.4.1 Um operador A : D(A) ⊆ X → X é dito fechado, se seu grá�co é
fechado em X ×X.

Teorema 2.4.1 Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0}.
Então D(A) é denso em X, e A é um operador fechado.

Demonstração: Seja x ∈ X e ε > 0. Então, por virtude de (ii) e (i) no Teorema 2.3.2,
temos

1

ε

∫ ε

o

S(τ)xdτ ∈ D(A)

e

lim
ε↓0

1

ε

∫ ε

o

S(τ)xdτ = x.

Consequentemente D(A) é denso em X.
Agora, seja (xn)n∈N∗ uma sequência em D(A) tal que
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lim
n→∞

xn = x e lim
n→∞

Axn = y.

De (iv) no Teorema 2.3.2, segue que

S(h)xn − xn =

∫ h

0

S(τ)Axndτ

para cada n ∈ N∗ e cada h > 0. Passando para o limite nesta equação, obtemos

S(h)x− x =

∫ h

0

S(τ)ydτ .

Por virtude de (i) no Teorema 2.3.2, segue que existe

lim
h↓0

1

h

∫ h

o

S(τ)ydτ = y.

Desta relação, e do procedimento anterior, deduzimos que x ∈ D(A) e Ax = y. A prova
está completa. �

Continuamos com a unicidade.

Teorema 2.4.2 Se A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de dois C0-semigrupos {S(t); t ≥ 0},
e {T (t); t ≥ 0}, então S(t) = T (t) para cada t ≥ 0.

Demonstração: Seja x ∈ D(A), t > 0 e seja f : [0, t]→ X dada por

f(s) = S(t− s)T (s)x

para cada s ∈ [0, t]. Por (iii) no Teorema 2.3.2, segue que f é diferenciável sobre [0, t], e
que

f ′(s) = −AS(t− s)T (s)x+ S(t− s)AT (s)x

= −AS(t− s)T (s)x+ AS(t− s)T (s)x = 0
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para cada s ∈ [o, t]. Portanto f é constante. Então temos f(0) = f(t), ou equivalente-
mente S(t)x = T (t)x para cada x ∈ D(A). Como D(A) é denso em X, e S(t), T (t) são
operadores lineares limitados, podemos facilmente concluir que S(t)x = T (t)x para cada
x ∈ X, o que completa a prova. �

Observação 2.4.1 O Teorema 2.3.2 (iii), e o Teorema 2.4.2, asseguram que, para cada
ξ ∈ D(A), a função u : [0,+∞) → X, de�nida por u(t) = S(t)ξ para cada t ≥ 0, é a
única solução clássica do problema de Cauchy{

u′ = Au
u(0) = ξ

(2.6)

O exemplo abaixo mostra que, se ξ ∈ X, mas ξ 6∈ D(A), a função u, de�nida acima, não
é necessáriamente diferenciável em [0,+∞).

Exemplo 2.4.1 Seja X = Cub(R+) o espaço de todas as funções f : R+ → R limitadas e
uniformemente contínuas, dotado com a norma do supremo ‖·‖∞, e de�namos o operador
A : D(A) ⊆ X → X por D(A) = {u ∈ X; u′ ∈ X}, e Au = u′ para cada u ∈ D(A).
tomando qualquer função não diferenciável ξ ∈ Cub(R+), podemos facilmente observar que
(2.6) não tem solução clássica. De fato, neste caso (PC) pode ser reescrito como

{
ut = us
u(0, s) = ξ(s)

Cuja única solução clássica (se existir alguma) é dada por u(t, s) = ξ(t + s) para cada
t ≥ 0 e s ∈ R

Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear e n ∈ N. De�namos a n-ésima potência de
A por:

{
D(A0) = X
A0 = I

,

{
D(A1) = D(A)
A1 = A

e {
D(An) = {x ∈ D(An−1); An−1x ∈ D(A)}
An = AAn−1
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para n ≥ 2.

Teorema 2.4.3 Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador de um C0-semigrupo. Então
∩n≥0D(An) é denso em X.

Demonstração: Observemos que, para cada n ∈ N, D(An) é um subespaço vetorial
em X. Portanto, ∩n≥0(Dn) também é um subespaço vetorial em X. Seja x ∈ X, e seja
ϕ : R → R+ uma função C∞ para o qual existe um intervalo [a, b] ⊂ (0,+∞) tal que
ϕ(t) = 0 para cada t 6∈ [a, b]. De�nimos

x(ϕ) =

∫ ∞
0

ϕ(t)S(t)xdt,

e observamos que

lim
t↓0

1

h
(S(h)− I)x(ϕ)

= lim
t↓0

1

h

(∫ ∞
0

ϕ(t)S(t+ h)xdt−
∫ ∞

0

ϕ(t)S(t)xdt

)

= lim
t↓0

1

h

(∫ ∞
0

ϕ(t− h)S(t)xdt−
∫ ∞

0

ϕ(t)S(t)xdt

)

Para s ∈ (−∞, a), temos ϕ(s) = 0, e consequentemente

lim
t↓0

1

h
(S(h)− I)x(ϕ)

= lim
t↓0

1

h

(∫ ∞
0

ϕ(t− h)S(t)xdt−
∫ ∞

0

ϕ(t)S(t)xdt

)

=

∫ ∞
0

lim
t↓0

ϕ(t− h)− ϕ(t)

h
S(t)xdt = −x(ϕ′).
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Portanto,X(ϕ) ∈ D(A) e Ax(ϕ) = −x(ϕ′). Repetindo o argumento acima, pode-se provar
por indução que, para cada n ∈ N, x(ϕ) ∈ D(An) e, além disso, Anx(ϕ) = (−1)nx(ϕ(n)).
Consequentemente, x(ϕ) ∈ ∩n≥0D(An). Agora, seja ϕ uma função como acima, tal que

∫ +∞

0

ϕ(t)dt = 1.

Seja ε ≥ 0, e de�namos ϕε : R→ (0,+∞) por

ϕε(t) =
1

ε
ϕ

(
t

ε

)
.

Obviamente, ϕε é de classe C∞, ϕε(t) = 0 para t 6∈ [εa, εb], e

∫ +∞

0

ϕε(t)dt = 1.

Observemos que

‖x(ϕε)− x‖ =

∥∥∥∥1

ε

∫ +∞

0

ϕ

(
t

ε

)
(S(t)x− x)dt

∥∥∥∥
≤ 1

ε

∫ εb

εa

ϕ

(
t

ε

)
‖S(t)x− x‖dt ≤ sup

t∈[εa,εb]

‖S(t)x− x‖.

Esta desigualdade mostra que

lim
ε↓0

x(ϕε) = x

e consequentemente temos x ∈ ∩n≥0D(An). A prova esta completa.

�

Corolário 2.4.1 Seja n ∈ N∗. Então, para cada ξ ∈ D(An) e cada t ≥ 0, temos S(t)ξ ∈
D(An), a função u : [0,+∞) → X, u(t) = S(t)ξ é de classe Cn e é uma solução do
problema de Cauchy
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{
u(n)(t) = Anu(t) , t ≥ 0
u(k)(0) = Akξ , k = 0, 1, ..., n− 1.

Demonstração: Observemos que para n = 1 a conclusão segue de (iii) no Teorema
2.3.2. Assumindo que a propriedade é verdadeira para n ∈ N∗ e seja ξ ∈ D(An+1). Como
D(An+1) ⊆ D(An), a hipótese indutiva acarreta u(n)(t) = Anu(t) para cada t ≥ 0. Seja
t ≥ 0 e h ∈ R com t+ h ≥ 0. Temos

1

h

(
u(n)(t+ h)− u(n)(t)

)
=

1

h
(AnS(t+ h)ξ − AnS(t)ξ)

=
1

h
(S(t+ h)Anξ − S(t)Anξ)

pois ξ ∈ D(An), enquanto, para cada τ ≥ 0, An e S(τ) comutam em D(An). Mas
Anξ ∈ D(A), e consequentemente existe

lim
t↓0

1

h
(S(t+ h)Anξ − S(t)Anξ) = AS(t)Anξ.

Passando para o limite quando h → 0 na equação anterior, e tendo em conta que Anξ ∈
D(A), deduzimos

u(n+1)(t) = AS(t)Anξ = A(n+1)S(t)ξ.

Claramente uk(0) = Akξ para k = 0, 1, 2, ...n e isto completa a prova.

�

2.5 Teorema de Hille-Yosida.

O objetivo desta seção é provar um dos resultados mais importantes na teoria de
C0-semigrupos: o Teorema de Hille-Yosida. Mais precisamente, vamos apresenter uma
condição necessária e su�ciente para que um operador linear A gere um C0-semigrupo de
contrações.
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Teorema 2.5.1 (Hille-Yosida) Um operador linear A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de
um C0-semigrupo de contrações se e somente se:

(i) A é densamente de�nido e fechado e

(ii) (0,+∞) ⊆ ρ(A) e para cada λ > 0

‖R(λ;A)‖L(X) ≤
1

λ
.

Observação 2.5.1 Como (λI − A)−1 = λ−1(I − λ−1A)−1 sempre que um dos lados da
igualdade é bem de�nido, segue que (ii) é equivalente a:
(ii') para cada λ > 0 temos (λI − A)−1 ∈ L(X) e

‖(I − λ−1A)−1‖L(X) ≤ 1.

Além disso, observemos que se A é densamente de�nido e satisfaz
(jj) para cada λ > 0, λI − A é invertível com inversa contínua e

‖(λI − A)−1‖L(X) ≤
1

λ
,

então satisfaz (i) e (ii). De fato, por (jj), deduzimos facilmente que (I −A)−1 é fechado.
Então I −A é fechado e portanto A tem a mesma propriedade, que prova (i). Como (jj)
claramente implica (ii) a prova está completa.

Vamos agora à prova do Teorema.
Demonstração: Começando com a necessidade.
Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador de um C0-semigrupo de contrações {S(t); t ≤ 0}.
Pelo Teorema 2.4.1, A é densamente de�nido e fechado. Assim (i) vale. A �m de provar
(ii), seja λ > 0, x ∈ X, e de�namos

R(λ)x =

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt.

Note que a integral do lado direito da igualdade acima é convergente. De fato, para cada
a, b ≥ 0, a ≤ b, temos ∥∥∥∥∫ b

a

e−λtS(t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ b

a

e−λt‖S(t)‖L(X)‖x‖dt
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≤
∫ b

a

e−λt‖x‖dt =
e−λa − e−λb

λ
‖x‖.

Portanto, estamos nas hipóteses do teste de Cauchy, e assim a integral é convergente.
Claramente R(λ) ∈ L(X) e

‖R(λ)x‖ ≤
∥∥∥∥∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt

∥∥∥∥ ≤ ∫ +∞

0

e−λt‖S(t)‖L(X)‖x‖dt ≤
1

λ
‖x‖.

Por isso

‖R(λ)‖L(X) ≤
1

λ
.

Provaremos a seguir que R(λ) coincide comR(λ;A). Para isso, mostraremos que R(λ) é
o inverso do operador λI − A. Seja x ∈ X, λ > 0 e h > 0. Temos

1

h
(S(h)− I)R(λ)x

=
1

h

∫ +∞

0

e−λtS(t+ h)xdt− 1

h

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt

=
eλh − 1

h

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt− eλh

h

∫ h

0

e−λtS(t)xdt

Como o lado direito da igualdade acima converge para λR(λ)x − x, segue que R(λ)x ∈
D(A), e

AR(λ) = λR(λ)− I,

o que prova que
(λI − A)R(λ) = I.

Então, R(λ) é a inversa a direita de λI − A. Agora, seja x ∈ D(A). Observemos que

R(λ)Ax =

∫ +∞

0

e−λtS(t)Axdt =

∫ +∞

0

e−λt
d

dt
(S(t)x)dt

= lim
t→∞

e−λtS(t)x− x+ λ

∫ +∞

0

e−λtS(t)xdt = λR(λ)x− x.

Esta igualdade pode ser reescrita como

R(λ)(λI − A) = I,

o que mostra que R(λ) é a inversa a esquerda de λI −A, e isto completa a demonstração
da necessidade.
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Observação 2.5.2 Usando argumentos análogos pode-se provar que, se A gera um C0-
semigrupo de contrações, então {λ ∈ C;Reλ > 0} ⊆ ρ(A) e para cada λ ∈ C com
Reλ > 0, temos

‖R(λ;A)‖L(X) ≤
1

Reλ
.

Para provar a su�ciência, precisaremas de alguns lemas preliminares. Primeiro, ob-
servemos que, por (i) e Teorema 1.3.1, segue que, para cada λ > 0, R(λ;A) ∈ L(X).

De�nição 2.5.1 Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear que satisfazendo (i) e (ii)
no Teorema 2.5.1, e seja λ > 0. O operador Aλ : X → X, de�nido por Aλ = λAR(λ;A),
é chamado aproximação de Yosida de A.

Lema 2.5.1 Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador linear que satisfaz (i) e (ii) no
Teorema 2.5.1. Então:

lim
λ→∞

λR(λ;A)x = x (2.7)

para cada x ∈ X,
Aλx = λ2R(λ;A)x− λx (2.8)

para cada x ∈ X, e
lim
λ→∞

Aλx = Ax (2.9)

para cada x ∈ D(A).

Demonstração: Seja x ∈ D(A) e λ > 0. Temos

‖λR(λ;A)x− x‖ = ‖AR(λ;A)x‖ = ‖R(λ;A)Ax‖ ≤ 1

λ
‖Ax‖,

e consequentemente
lim
λ→∞

λR(λ;A)x = x

para cada x ∈ D(A). Como D(A) é denso em X e ‖λR(λ;A)‖L(X) ≤ 1, pela desigualdade,
deduzimos (2.7). Para veri�car (2.8), observemos que

λ2R(λ;A)− λI = λ2R(λ;A)− λ(λI − A)R(λ;A) = λAR(λ;A) = Aλ.

Finalmente, se x ∈ D(A), por (2.7), temos

lim
λ→∞

Aλx = lim
λ→∞

λAR(λ;A)x = lim
λ→∞

λR(λ;A)Ax = Ax,

o que conclui a demonstração.
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�

Lema 2.5.2 Seja A : D(A) ⊆ X → X um operador que satisfaz (i) e (ii) no Teorema
2.5.1. Então, para cada λ > 0, Aλ é o gerador de um semigrupo uniformemente contínuo
{etAλ ; t ≥ 0} satisfazendo

‖etAλ‖L(X) ≤ 1 (2.10)

para cada t ≥ 0. Além disso, para cada x ∈ X e cada λ, µ > 0, temos

‖etAλx− etAµx‖ ≤ t‖Aλx− Aµx‖. (2.11)

Demonstração: Como Aλ ∈ L(X), pelo Teorema 2.2.1, segue que A gera um semigrupo
uniformemente contínuo {etAλ ; t ≥ 0}. A �m de veri�car 2.10, observemos que, por virtude
de 2.8 e (ii), temos

‖etAλ‖L(X) = ‖etλ2R(λ;A)−tλI‖L(X) ≤ ‖etλ
2R(λ;A)‖L(X)‖e−tλI‖L(X)

≤ etλ
2‖R(λ;A)‖L(X)e−tλ ≤ etλe−tλ = 1.

Como Aλ, Aµ e etAµ comutam, temos

‖etAλx− etAµx‖ =

∥∥∥∥∫ 1

0

d

ds

(
estAλe(1−s)tAµx

)
ds

∥∥∥∥
≤
∫ 1

0

t
∥∥estAλe(1−s)tAµ(Aλx− Aµx)

∥∥ ds ≤ t‖Aλx− Aµx‖,

o que completa a prova.

�

Vamos agora à prova da su�ciência do Teorema 2.5.1.
De (2.9) e (2.11), segue que, para cada t ≥ 0, existe um operador linear S(t) : D(A) ⊆
X → X tal que, para cada x ∈ D(A),

lim
λ→∞

etAλx = S(t)x

uniformemente em subconjuntos compactos de R+. Por (2.10) deduzimos que

‖S(t)x‖ ≤ ‖x‖
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para cada t ≥ 0 e x ∈ D(A). Como D(A) é denso em X, segue que S(t) pode ser
extendido por continuidade para todo o espaço X. É fácil ver que a família de operadores
lineares limitados assim obtida é um semigrupo, denotado por simplicidade {S(t); t ≥ 0}.
Claramente ele satisfaz

‖S(t)‖L(X) ≤ 1.

Além disso, para cada t > 0 e x, y ∈ X, temos

‖S(t)x− x‖

≤ ‖S(t)x− S(t)y‖+ ‖S(t)y − etAλy‖+ ‖etAλy − y‖+ ‖y − x‖

≤ ‖S(t)y − etAλy‖+ ‖etAλy − y‖+ 2‖y − x‖.

Seja T > 0 e ε > 0. Fixe y = xε ∈ D(A), com ‖x − xε‖ ≤ ε, e um λ su�cientemente
grande, tal que

‖S(t)xε − etAλxε‖ ≤ ε

para cada t ∈ [0, T ]. Por esta desigualdade deduzimos que

‖S(t)x− x‖ ≤ 3ε+ ‖etAλxε − xε‖. (2.12)

Já que {etAλ ; t ≥ 0} é um semigrupo unifomemente contínuo, para o mesmo ε > 0, existe
δ(ε) > 0, tal que ‖etAλ − I‖L(X) ≤ ε para cada t ∈ (0, δ(ε)). Consequentemente

‖etAλxε − xε‖ ≤ ‖etAλ − I‖L(X)‖xε‖ ≤ ε‖xε‖

para cada t ∈ (0, δ(ε)). Como {xε; ε > 0} é limitado, esta desigualdade, juntamente
com (2.12), mostra que {S(t); t ≥ 0} é um semigrupo de classe C0. Para concluir a
demonstração, temos que mostrar que o gerador, B : D(B) ⊆ X → X, deste semigrupo
coincide com A : D(A) ⊆ X → X. Para isto, seja x ∈ D(A) e h > 0. Temos

lim
λ→∞

etAλAλx = S(t)Ax

uniformemente em subconjuntos compactos de R+. De fato,

‖etAλAλx− S(t)Ax‖ ≤ ‖etAλAλx− etAλAx‖+ ‖etAλAx− S(t)Ax‖

≤ ‖etAλ‖L(X)‖Aλx− Ax‖+ ‖etAλAx− S(t)Ax‖.

Mas esta relação, juntamente com (2.9) e com a conclusão parcial acima, mostram que

S(h)x− x = lim
λ→∞

(
ehAλx− x

)
= lim

λ→∞

∫ h

0

etAλAλxdt =

∫ h

0

S(t)Axdt.
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Dividindo os dois lados da equação por h e fazendo h→ 0 por valores positivos, deduzimos
que x ∈ D(B) e Bx = Ax. Finalmente, mostraremos que D(A) = D(B). Como B
é o gerador de um C0-semigrupo de contrações, segue que 1 ∈ ρ(B). Portanto I − B
é invertível e (I − B)−1X = D(B). Como (I − B)D(A) = (I − A)D(A) e, por (ii),
(I−A)D(A) = X, segue que (I−B)D(A) = X, ou equivalentemente (I−B)−1X = D(A).
Consequentemente D(A) = D(B), o que completa a prova do Teorema 2.5.1.

�



Capítulo 3

Existencia e Unicidade de Solução

Branda para Equações Diferencias

Funcionais com Retardo Finito

3.1 O Operador de Laplace com Condição de Dirichlet

na Fronteira

Consideremos a equação do calor em um domínio Ω ∈ R3
∂tu = ∆u (t, x) ∈ R+ × Ω
u = 0 (t, x) ∈ R+ × Γ
u(0, x) = u0(x) x ∈ Ω,

onde ∆ é o Laplaciano. Esta equação diferencial parcial pode ser reescrita como uma
equação diferencial ordinária da forma{

u′ = Au
u(0) = u0

em um espaço de Banach de dimensão in�nita X convenientemente escolhido, a �m de
que o operador linear ilimitado A : D(A) ⊆ X → X gere um C0-semigrupo de contrações.
Apresentamos a seguir algumas possíveis escolhas clássicas do espaço X.

Exemplo 3.1.1 O conjunto H−1(Ω). Seja Ω ⊂ Rn aberto. Seja X = H−1(Ω), e de�-

35
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namos A : D(A) ⊆ X → X por {
D(A) = H1

0 (Ω)
Au = ∆u

para cada u ∈ D(A). No que segue H1
0 (Ω) é dotado com a norma usual de H1(Ω), de�nida

por

‖u‖H1(Ω) =
(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖∇u‖2
L2(Ω)

) 1
2
.

Teorema 3.1.1 O operador A, de�nido acima, é o gerador de um C0-semigrupo de con-
trações. Além disso, A é auto-adjunto e ‖ · ‖D(A) é equivalente com a norma do espaço
H1(Ω), onde ‖x‖D(A) = ‖x‖+ ‖Ax‖

Demonstração: Por virtude da Proposição 1.2.2, sabemos que I − ∆ é o isomor�smo
canônico entre H1

0 (Ω) e H−1(Ω). Denotemos F = (I − ∆)−1 que é uma isometria entre
H−1(Ω) e H1

0 (Ω). Consequentemente

〈u, v〉H−1(Ω) = 〈Fu, Fv〉H1
0 (Ω) (3.1)

para cada u, v ∈ H−1(Ω). Seja u, v ∈ H1
0 (Ω). Temos

〈u, Fv〉H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u∇(Fv)dω +

∫
Ω

uFvdω

=

∫
Ω

u(−∆(Fv))dω +

∫
Ω

uFvdω

=

∫
Ω

u(I −∆)F (v)dω = 〈u, v〉L2(Ω) (3.2)

De (3.1), tendo em conta que F (I − A) = I, deduzimos que

〈−∆u, v〉H−1(Ω) = 〈u−∆u, v〉H−1(Ω) − 〈u, v〉H−1(Ω)

= 〈F (u−∆u), Fv〉H1
0 (Ω) − 〈u, v〉H−1(Ω) = 〈u, Fv〉H1

0 (Ω) − 〈u, v〉H−1(Ω).

De (3.2), temos
〈−∆u, v〉H−1(Ω) = 〈u, v〉L2(Ω) − 〈u, v〉H−1(Ω)

Portanto A é simétrico. Mas (I − A)−1 ∈ L(H−1(Ω)), e portanto, do Lema 1.3.1, segue
que A é auto-adjunto. Tomando u = v na igualdade acima, obtemos

〈−Au, u〉H−1(Ω) = ‖u‖2
L2(Ω) − ‖u‖2

H−1(Ω) ≥ 0. (3.3)
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A observação 1.2.2 mostra que, para λ > 0, temos (λI − A)−1 ∈ L(H−1(Ω)), enquanto
(3.3) implica que, para λ > 0, 〈λu − Au, u〉H−1(Ω) ≥ λ‖u‖2

H−1(Ω). Consequentemente
‖R(λ;A)‖L(H−1(Ω)) ≤ 1

λ
. Como H1

0 (Ω) é denso em H−1(Ω), estamos nas hipóteses do
Teorema 2.5.1, de onde segue que A gera um C0-semigurpo de contrações sobre H−1(Ω).
Finalmente, por (iv) no Corolário 3.5.1 (tenho q ver este corolário) e (3.3), segue que
‖ · ‖D(A) é equivalente com a norma do espaço H1(Ω). A prova está completa.

�

Exemplo 3.1.2 O conjunto L2(Ω). Seja Ω ⊂ Rn aberto, seja X = L2(Ω), e consideremos
o operador A sobre X, de�nido por:{

D(A) = {u ∈ H1
0 (Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}

Au = ∆u

para cada u ∈ D(A).

Teorema 3.1.2 O operador linear A, de�nido acima, é o gerador de um C0-semigrupo
de contrações. Além disso, A é auto-adjunto, e (D(A), ‖ · ‖D(A)) é continuamente contido
em H1

0 (Ω). Se Ω é limitado com fronteira C1, então (D(A), ‖ · ‖D(A)) compactamente
imerso em L2(Ω).

Demonstração: Como C∞0 (Ω) é denso em L2(Ω), e C∞0 (Ω) ⊆ D(A), segue que A é
densamente de�nido. Seja λ > 0 e f ∈ L2(Ω). Como L2(Ω) é continuamente imerso em
H−1(Ω), e −∆ : H1

0 (Ω)→ H−1(Ω) é a aplicação dual com respeito a norma do gradiente
em H1

0 (Ω), temos:

〈u, v〉L2(Ω) = −〈∇u,∇v〉L2(Ω) = 〈v,∆u〉H1
0 (Ω),H−1(Ω). (3.4)

Pelo Teorema 3.1.1, sabemos que, para todo λ > 0 e todo f ∈ L2(Ω) (note que L2(Ω) ⊂
H−1(Ω)) a equação

λu−∆u = f

tem uma única solução uλ ∈ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω). Então, ∆uλ = λuλ − f em L2(Ω), o que

mostra que uλ ∈ D(A), e λuλ−Auλ = f . Tomando o produto interno de L2(Ω) em ambos
os lados da igualdade acima po uλ, e tendo em conta que, por (3.4), temos 〈Au, u〉L2(Ω) ≤ 0
para cada u ∈ D(A), deduzimos que

λ‖uλ‖2
L2(Ω) ≤ 〈f, uλ〉L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖uλ‖L2(Ω),
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desigualdade que mostra que ‖R(λ;A)‖L(X) ≤ 1
λ
. Finalmente, de (3.4) e Lema 1.3.1,

segue que A é auto-adjunto. Visto que ambas inclusões D(A) ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) são

contínuas, e a última é compacta sempre que Ω é limitado (ver teorema ??), isto conclui
a demonstração.

�

3.2 O Problema de Cauchy Não Homogêneo

Nesta seção vamos considerar o problema não homogêneo{
u′ = Au+ f
u(a) = ξ

(3.5)

onde A é como antes, ξ ∈ X, e f ∈ L1((a, b);X).

De�nição 3.2.1 A função u : [a, b] → X é dita solução clássica, ou solução C1, do
problema (3.5), se u é contínua em [a, b], continuamente diferenciável em (a, b], u(t) ∈
D(A) para cada t ∈ (a, b] e satisfaz u′ = Au+ f para cada t ∈ (a, b] e u(a) = ξ.

De�nição 3.2.2 A função u : [a, b]→ X é dita solução forte, ou solução absolutamente
contínua, do problema (3.5), se u é absolutamente contínua em [a, b], u′ ∈ L1(a, b;X), u(t) ∈
D(A) q.t.p. para t ∈ (a, b), e satisfaz u′ = Au+ f q.t.p. para t ∈ (a, b) e u(a) = ξ.

Observação 3.2.1 Cada solução clássica de (3.5) é uma solução forte do mesmo prob-
lema, mas a recíproca não é verdadeira.

Observação 3.2.2 Como já vimos, se A gera um semigrupo uniformemente contínuo e
f é contínua de [a, b] em Rn, então uma função u : [a, b]→ X é uma solução clássica do
problema não homogêneo (3.5) se e somente se é dada pela chamada fómula da variação
de constantes

u(t) = S(t− a)ξ +

∫ t

a

S(t− s)f(s)ds (3.6)

para cada t ∈ [a, b]. Exemplos simples mostram que, no caso em que X é de dimensão
in�nita e A é ilimitado, isto é, gera apenas um C0-semigrupo, o problema (3.5) pode não
ter solução clássica, e isto independentemente do quão regular é a f dada.
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Teorema 3.2.1 (Duhamel Principle) Cada solução forte de (3.5)é dada por (3.6). Em
particular, cada solução clássica do problema (3.5) e dada por (3.6).

Demonstração: Seja u uma solução forte de (3.5), t ∈ (a, b] e de�namos g : [a, t] → X
por g(s)S(t − s)u(s) para cada s ∈ [a, t]. Então g é diferenciável q.t.p. em (a, t), sua
derivada pertence a L1((a, t);X), e

g′(s) = −AS(t− s)u(s) + S(t− s)u′(s) =

−AS(t− s)u(s) + S(t− s)Au(s) + S(t− s)f(s) = S(t− s)f(s)

q.t.p. para s ∈ (a, t). Como f ∈ L1(a, b;X), s 7→ S(t − s)f(s) é integrável sobre [a, t].
Integrando a equação acima de a até t, obtemos (3.6).

�

Do Teorema 3.2.1 deduzimos o seguinte resultado de unicidade.

Corolário 3.2.1 Para cada ξ ∈ X e cada f ∈ L1(a, b;X), o problema (3.5) pode ter no
máximo uma solução clássica (forte).

As considerações anteriores justi�cam o porquê, no caso de espaços X de dimensão in-
�nita, a fórmula da variação de constantes é "promovida"à de�nição. Mais precisamente,
introduzimos:

De�nição 3.2.3 A função u : [a, b] → X, de�nida por (3.6) é dita solução branda, ou
solução C0, do problema (3.5).

A partir de agora, focamos nossa atenção em algumas condições su�cientes a �m de
que uma solução C0 de (3.5) seja uma solução C1, ou solução forte do mesmo problema.
Começamos com um exemplo que mostra que a continuidade de f por si só nãe é su�ciente
para que a solução C0, dada por (3.6), seja uma solução forte e, menos ainda, uma solução
C1.

Exemplo 3.2.1 Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0},
para o qual existe η ∈ X tal que S(t)η 6∈ D(A) para cada t ≥ 0. De�namos f(s) = S(s)η
para cada s ∈ [0, T ] e observemos que f é contínua. Por outro lado, o problema (3.5)
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com ξ = 0 não tem solução forte, e então não tem solução clássica. De fato, se u é uma
solução forte do problema (3.5), por virtude da Observação 3.2.2, u é dado por

u(t) =

∫ t

0

S(t− s)S(s)ηds = tS(t)η

para cada ∈ [0, T ], Função que claramente não é diferenciável q.t.p. em [0, T ].

Teorema 3.2.2 Seja A : D(A) ⊆ X → X o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0},
Seja f ∈ L1((a, b);X) contínua em (a, b), e seja

v(t) =

∫ t

a

S(t− s)f(s)ds

para t ∈ [a, b]. Se pelo menos uma das condições abaixo é satisfeita

(i) v é continuamente diferenciável em (a, b);

(ii) v(t) ∈ D(A) para cada t ∈ (a, b), e t→ Av(t) é contínua em (a, b)

então, para cada ξ ∈ D(A), (3.5) tem uma única soluções clássica. Se existe ξ ∈ D(A)
tal que, (3.5) tem uma solução clássica, então v satisfaz (i) e (ii).

Demonstração: Observemos que, para cada t ∈ (a, b) e h > 0, temos

1

h
(S(h)− I)v(t) =

v(t+ h)− v(t)

h
− 1

h

∫ t+h

t

S(t+ h− s)f(s)ds. (3.7)

Vamos supor que (i) vale. Como f é contínua, e v é continuamente diferenciável em (a, b),
segue que o lado direito da igualdade converge para h tendendo a 0. Portanto, o lado
esquerdo converge também, e consequentemente v(t) ∈ D(A), e

v′(t) = Av(t) + f(t) (3.8)

para cada t ∈ (a, b). Se (ii) vale, então v é diferenciável a direita em (a, b), e sua derivada
direita é contínua em (a, b). Como v claramente é contínua, segue que v é continua-
mente diferenciável em (a, b), e satisfaz (3.8). Como v(a) = 0, segue que, para cada
ξ ∈ D(A), t 7→ u(t) = S(t − s)ξ + v(t) para t ∈ [a, b] é uma solução clássica de (3.5).
Suponhamos agora que existe ξ ∈ D(A) tal que (3.5) tem uma solução clássica u que, por
virtude da Observação 3.2.2, e dada por (3.6). Então, a função t 7→ v(t) = u(t)−S(t−a)Aξ
é diferenciável em (a, b). Assim, v satisfaz (i). Se ξ ∈ D(A), temos S(t− a) ∈ D(A) para
cada t ∈ [a, b ], e portanto segue que v(t) = u(t)− S(t− a)ξ ∈ D(A) para cada t ∈ (a, b),
e t 7→ Av(t) = Au(t)−AS(t−a)ξ = u′(t)−f(t)−S(t−a)Aξ é contínua em (a, b). Então,
v satisfaz (ii), e isto conclui a demonstração.
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�

Corolário 3.2.2 Se A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0},
e f é de classe C1 em [a, b], então, para cada ξ ∈ D(A), o problema (3.5) tem uma única
solução clássica.

Demonstração: Observemos que

t 7→ v(t) =

∫ t

a

S(t− s)(s)ds =

∫ t−a

0

S(s)f(t− s)ds

é continuamente diferenciável em (a, b). De fato,

v′(t) = S(t− s)f(a) +

∫ t−a

0

S(s)f(t− s)ds

S(t− a)f(a) +

∫ t

a

S(t− s)f ′(s)ds

para cada t ∈ (a, b). A conclusão segue de (i) no Teorema 3.2.2. �

Corolário 3.2.3 Se A : D(A) ⊆ X → X é o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥
0}, f ∈ L1(a, b;X) é contínua em (a, b), f(s) ∈ D(A) para cada s ∈ (a, b), e Af(·) ∈
L1(a, b;X), então, para cada ξ ∈ D(A), o problema (3.5) tem uma única solução clássica.

Demonstração: Para cada t ∈ (a, b) e s ∈ (a, t], temos S(t − s)f(s) ∈ D(A). Além
disso, a função t 7→ AS(t− s)f(s) = S(t− s)Af(s) é integrável, e assim v, de�nido como
no Teorema 3.2.2, satisfaz v(t) ∈ D(A) para cada t ∈ (a, b). Além disso, a função

t 7→ Av(t) = A

∫ t

a

S(t− s)f(s)ds =

∫ t

a

S(t− s)Af(s)ds

é contínua em [a, b]. Concluinos a demonstração com a ajuda de (ii) no Teorema 3.2.2.

3.3 O Problema de Cauchy com Retardo

Nesta seção estudaremos o seguinte problema de Cauhy com retardo:

{
u′(t) = Au(t) + f(t, ut)
u0 = ϕ , ϕ ∈ B (3.9)
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onde A gera um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0}, em um espaço de BanachX e f : [0, T ]×B →
X é contínua em t e satisfaz uma condição Lipschitz em u. O problema de Cauchy (3.9)
não necessariamente tem uma solução de qualquer tipo. No entanto, se tem uma solução
clássica ou forte, então o argumento dado no inicio da seção anterior mostra que esta
solução satisfaz a equação integral

 u(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, us)ds 0 ≤ t ≤ T

u0(θ) = ϕ(θ) −r ≤ θ < 0
(3.10)

O espaço de fase B para equações com retardo �nito é um espaço vetorial, com uma
seminorma ‖ · ‖B, consistindo de funções de [−r, 0] em X. Os axiomas fundamentais
assumidos em B são os seguintes:

(A) Se u é uma função de [−r, T ) em X, T > 0, tal que u ∈ B e u é contínua em [0, T ),
as seguintes condições valem:

(i) ut ∈ B.
(ii) ‖u(t)‖X ≤ H‖ut‖B .

(iii) ‖ut‖B ≤ K(t) sup{‖u(s)‖X : 0 ≤ s ≤ t}+M(t)‖uo‖B, ondeH é uma constante,
K, M : [0,∞) → [0,∞), K é contínua, M é localmente limitada, e ambas
independem de u.

(A1) Para cada função u ∈ (A), xt é uma

De�nição 3.3.1 Uma solução contínua da equação integral (3.10) será chamada solução
branda do problema de Cauchy (3.9).

Teorema 3.3.1 Seja f ; [0, T ]×B → X contínua em t ∈ [0, T ) e uniformemente Lipschitz
(com constante L) em X. Se A é o gerador de um C0-semigrupo {S(t); t ≥ 0} em X,
então para cada ϕ(0) ∈ X o problema de Cauchy (3.9) tem uma única solução branda
u ∈ C([−r, T ];X).

Demonstração: Para uma dada ϕ ∈ B de�nimos a aplicação

F : C([−r, T ];X)→ C([−r, T ];X)
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por  (Fu)(t) = S(t)ϕ(0) +

∫ t

0

S(t− s)f(s, us)ds, 0 ≤ t ≤ T

(Fu)0 = ϕ
(3.11)

Denotando por ‖u‖∞ a norma de u como elemento de C([−r, T ];X) segue da de�nição
de F que

‖(Fu)(t)− (Fv)(t)‖ ≤MLt‖u− v‖∞ (3.12)

onde M é uma cota superior de ‖S(t)‖ em [0, T ]. Vemos também que

‖(Fu)s − (Fv)s‖ ≤MLs‖u− v‖∞. (3.13)

Com efeito,
‖(Fu)s − (Fv)s‖ = sup

σ∈[−r.0]

‖(Fu)(s+ σ)− (Fv)(s+ σ)‖

≤ sup
σ∈[−r.0]

ML(s+ σ‖u− v‖∞dτ ≤MLs‖u− v‖∞dτ

Usando 3.11, 3.13 e indução em n segue facilmente que

‖(F nu)(t)− (F nv)(t)‖ ≤ (MLt)n

n!
‖u− v‖∞

daí

‖F nu− F nv‖ ≤ (MLT )n

n!
‖u− v‖∞. (3.14)

Para n su�cientemente grande (MLT )n/n! < 1 e por uma extensão bem conhecida do
princípio de contração F tem um único ponto �xo u ∈ C([−r, T ];X). Este ponto �xo é a
solução desejada da equação integral 3.10.

3.3.1 Aplicação

Consideremos a equação abaixo em um dominio Ω ∈ Rn


∂u

∂t
(t, x) = ∆u(t, x) + f(t, u(t+ θ, x)) (t, x) ∈ [0, T ]× Ω

u(t, x) = 0, (t, x) ∈ [0, T ]× Γ
u(t, x) = ϕ(t, x), −r ≤ t ≤ 0

(3.15)

onde ∆ é o operador de Laplace.
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Teorema 3.3.2 Seja X = H−1(Ω), f : [0, T ] × B → X contínua na primeira variável e
uniformemente Lipschitz na segunda. Então (3.15) possui uma única solução branda em
X.

Demonstração: De�na A : D(A) ⊆ X → X por{
D(A) = H1

0 (Ω)
Au = ∆u

o problema (3.15) pode ser reescrito na forma abstrata{
u′(t) = Au(t) + f(t, ut), 0 < t ≤ T
u0(θ) = ϕ(θ), −r ≤ θ ≤ 0

.

Pelo Teorema 3.1.1 A gera um C0-semigrupo de contrações e pelo Teorema 3.3.1 existe
uma única solução branda em X.
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