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Resumo

Neste trabalho de dissertacao, estudaremos uma modelagem de uma equacao difer-
encial parcial com retardo em um aberto de R™ com condicao de fronteira de Dirichlet,
dando origem a uma equagao diferencial funcional com retardo abstrata, onde a parte
linear gera um Cy-semigrupo de contragoes em um espaco de Banach e a parte nao lin-
ear satisfaz uma condicao Lipschitz com respeito a uma norma apropriada. Para isto,
estudamos teoria de distribuicoes, semigrupos, espacos de Sobolev, operador Laplaciano
em um aberto de R". Estudamos também existéncia e unicidade de solucao fraca do
problema de valor inicial com condigdo inicial em um espaco de fase.

Palavras-chave: Distribuicoes, Espacos de Sobolev, Semigrupos, Solucao fraca.



Abstract

In this dissertation, we study a model of a partial differential equation with delay in
an open subset of R™ with Dirichlet boundary condition, leading to an abstract functional
differential equation with delay, where the linear part generates a Cy-semigroup of con-
tractions in a Banach space and the non-linear part satisfies a Lipschitz condition with
regard to an appropriate norm. For this, we study the theory of distributions, semigroups,
Sobolev spaces, Laplacian operator in an open subset of R™. We also study the existence
and uniqueness of weak solution for the initial value problem with initial condition in a
phase space.

Keywords: Distributions, Sobolev Spaces, Semigroups, Weak solution.
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Capitulo 1

Espacos de Sobolev e Operadores
Lineares

1.1 Espacgos de Sobolev

Seja Q) C R™ aberto e ¢ : 0 — R. O conjunto suppy definido por

supp ¢ = {x € Q;p(z) # 0},

¢ chamado o suporte da fungao .
Seja D(2) o conjunto das funcoes C*°(2) em R com suporte compacto contido em (2.
Seja a € N” um multi-indice, o = (ay, ..., ) € € D(Q2). Definimos

aa1+---+a7L (p

JpL I P —
7 Ox*...0xon

Pode-se facilmente ver que D(£2) é um espago vetorial sobre R. Dotamos este espago com
uma estrutura de convergéncia como segue.

Defini¢ao 1.1.1 Dizemos que a sequéncia (¢n)nen € convergente em D(Q)) para ¢ e es-

D(Q)
CTEVEemMOS Y, — P, Se

(i) existe um subconjunto compacto K C § tal que, para cada n € N, supp ¢, C K;



(ii) para cada multi-indice o temos lim D%p,, = D%p uniformemente em Q, ou equiva-
n—oo

lentemente em K

Definig¢ao 1.1.2 Um funcional linear continuo u : D(2) — R € dito uma distribuicdo
em €. Denotamos o espago das distribuicoes em Q por D'(QQ), e u(p) = (u, @)

Definicao 1.1.3 Sejo a € N um multi-indice e v : Q — R uma funcdo localmente
integravel. A derivada de ordem o da fungdo u no sentido de distribui¢ées sobre D(§2) €
a distribuicao Du definida por

(D, ) = (—1) /Q WD pdus (1.1)

para cada ¢ € D(Q), onde |a] = ay + ... + a,, € 0 comprimento do multi-indice «.

Observemos que, se a funcao u é diferenciavel de ordem a q.t.p. em €2 no sentido classico
e D% é localmente integravel, entdo D%u pode ser indentificado com D%*u por meio da
igualdade

(D%, ) = /Q(Do‘u)gpdw

para cada ¢ € D(1), igualdade obtida pela integragao |«| vezes (1.1) por partes. Seja
m €N, 1 <p < +o0 e definamos

WmP(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q) para 0 < |a| < m}

Teorema 1.1.1 A aplicagdo || - ||;my : W™P(Q) — R, definida por

/ 1

p
Z HD&UHZ?(Q) , Se 1< p < +00
”uHm,,p = 0<|a|<m
max [[D%/ 1= (q), se p = 00.
\ 0<[al<m

para cada u € W™P(Q), é uma noma em relacao a qual W™P(Q) € um espago de Banach
real.



O espago W™P & chamado espaco de Sobolev de ordem m e expoente p. Seja H"™P(2) a
completagao do espaco {u € C™(Q); ||ul|mp < +00} com respeito a || - ||,

Teorema 1.1.2 (Meyers, Serrin) Para cada subconjunto aberto Q C R™, cada m € N e
1 <p<+oo, temos
WmP(Q) = H™P(Q).

Vamos definir agora o espago Wy (€2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P. Também
denotamos este espaco por Hy"P(€). E facil ver que

WP(Q) C WTR(Q) © LM(Q),

ambas imersoes sendo continuas. Além disso, observemos que, para cada 1 < p < +o0,
temos WP (Q) = L?(Q), a ultima igualdade sendo uma simples consequéncia do fato de
que D(Q) é denso em LP(2) se e somente se p < 400.

Suponha 1 < p < oo e < ¢ < o tal que é + %1 = 1. Representa-se por W~"-4(Q) o dual
topologico de Wi ().

Seja f € W™™49(Q) e (p,) uma sucessao de fungdes testes em Q tal que ¢, — 0 em D().
Resulta que ¢, — 0 em W;"?(Q2), portanto, (f,¢,) — 0, o que permite concluir que a
restrigao de f a D(2) é uma distribui¢do. Considere a aplica¢ao linear

o: W™™(Q) = D'(Q),

tal que o(f) = f |p) para todo f em W~"-4(Q). Por ser D(12) denso em W""(Q) resulta
que o ¢ injetiva. Também se (f,,) ¢ uma sucessao de vetores de W~"™14(Q) tal que f,, — 0
em W~™9(Q) entdo o(f,) — 0 em D'(R), isto é, o é continua. A aplicagdo o permite
identificar W~"4(€Q2) a um subespago vetorial de D’(2) e com esta identificagdo tem-se:

Wma(Q) <5 D(Q).

Quando se diz que uma distribuigdo T pertence a W~"-4(Q)), significa dizer que T,
definida em D'(2), pode ser estendida como um funcional linear continuo ao espaco

Wi'(€2). Esta extenc¢do continua é representada po 7. O resultado que segue carateriza
as distribui¢oes de W~=™4((Q2).

Teorema 1.1.3 Seja T uma distribuicao sobre Q, entao T € W~™1(Q) se e somente se
existem fungoes g, € L1(QY), |a| < m, tai que

T= ) D%..

laf<m



Em tudo que se segue, denotaremos os espacos W2(Q) = H™2(Q) e W*(Q) =
H{V*(Q) por H™(Q) e H*(2), respectivamente. Claremente estes sao espacoes de Hilbert
com respeito ao produto interno

Uy V) = D*uD“vdw.
o= [

laj<m

1.2 Os espagos H™(Q2) e H ()

Se L = Z (=1) D% resulta que para u € H™(Q), Lu é uma distribuicio nio
la|<m
necessariamente definida por uma fun¢ao localmente integravel. Além disso, se u € H™ ()
e |a| <m, g, = D% pertence a L?(Q) e Lu = Z (=1)“ Dg, pertence a H=™(Q) pela
laj<m
definicao . Portanto, podemos considerar a realizacao de L como um operador linear de
H™(2) em H™™(Q). A seguir caracteriza-se a imagem de H{"(2) por L

Proposigao 1.2.1 O Complemento ortogonal de HJ*(2) em H™ () é o nicleo do oper-
ador diferencial linear L.

Demonstragao: Para todo u € H™(Q2) e ¢ € D(2) tem-se:

(Lu, ) = (U, ©)m-

Se u pertence ao complemento ortogonal de H{'(Q2) entdo (u,v),, = 0 para todo v €
H{" (), em particular, (u,¢),, = 0 para toda funcao teste ¢ € 0, portanto, (Lu, ) = 0
para toda funcao teste, isto ¢, Lu = 0.

Suponha agora v € H™(2) e Lu = 0. Entao (u,v),, = (Lu,p) = 0 para toda
© € D(2). Sendo D(Q2) denso em H{*(Q2), tem-se (u,v),, = 0 para todo v € HJ*(R), isto
é, u é ortogonal a H{"(12).

g

Proposicao 1.2.2 O operador L transforma H'(2) sobre H™™(Q2), de maneira isométrica.



Demonstracao: Seja v € HJ*(Q2) tal que Lu = 0. Pela Proposigao 1.2.1 tem-se u €
H(Q) N (HE(Q))*, portanto, u = 0. se f € H ™(Q), pelo teorema de Riesz existe
u € HJ'(Q) tal que

(f,v) = (v,u),, paratodo v e HJ'(Q),

e || fll=m = [[u||m-segue-se que
(f.¢) = (@, u)m = (Lu,p) para todo ¢ € D(Q),

portanto, tem-se f = Lu com u € HJ*(Q) e || Lul|—pm = || fll=m = [|1||m-
Proposicao 1.2.3 D(Q) é denso em H ().

Demonstragao: Dado f € H ™(Q), seja u € HJ'(Q) tal que Lu = f. Se (¢,) é
uma sequéncia em D(2), convergente para u € HJ'(§2), a sequéncia (Lyp,) converge para
Lu = f € H™(Q), porque L é uma isometria. Isto prova a proposi¢ao, visto que Ly, é
uma funcao teste. [J

Corolario 1.2.1 D(Q) é denso em D'(Q)

Para concluir esta segao vamos mostrar a Desigualdade de Poincaré da qual obtém-se
significantes propriedades para os espacos H{*(€2). Vamos iniciar introdizindo a seguinte
definicao. Dizemos que o aberto €2 do R™ é limitado na direcao x; se existe um intervalo
aberto limitado (a,b) da reta tal que

m:(2) C (a,b)

onde 7; é a projecao de R™ sobre o eixo x;.

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q um aberto do R™ limitado em
alguma direcao x;. Entao

ufdz < (b— a)?
J J

onde m;(Q2) C (a,b).

ou

2
5 dz para todo u € H}(Q) (1.2)
Li




Demonstragao: Vamos mostrar a desigualdade 1.2 para ¢ € D(Q2). O resultado geral
seguira por densidade. Consideremos ¢ € D((a,b)). Tem-se

t
o(t) = / '(s)ds, a<t<b,

que acarreta, pela desigualdade de Schwarz, [p(t)]* < (b—a / |¢'(s)|*ds, o que implica

/|g0 J2dt < (b— a) /|¢ 0Pt (1.3)

Sem perda de generalidade podemos supor que Q) é limitado na direcao x;. Consideremos
a notacao = = (t,2') onde 2’ = (x9, z3, ... e seja p € D(1), entdo:

/Q|g0(:£)|2dx :/ (/ lo(t, ") dt) dx’. (1.4)

Observemos que 1, (t) = @(t, ') pertence a D((a,b)) para cada ' € R""!. Togo a
desigualdade 1.3 com 1,, implica

/ ot )Pt < (b ay / |2

Considerando esta desigualdade em 1.4 resulta:
dt) dr' = (b— a)z/ —
Q

b
0
|le@ra<o—ar [ ([ |500)
Q Rn—1
que é precisamente a desigualdade (1.2). A prova esta completa.

ot

Observagido 1.2.1 Consideremos em H}(Q), Q limitado em alguma direcio x; de R", a

erpressao
[Jull = ( )

Entao a desigualdade de Poincaré diz que |uH ¢ uma norma em H}(Q) e que em H}(Q)
as normas ||u|| e |uly = ||ullmr) sdo equivalentes. Com base neste resultado, em Hy(S2),
Q limitado em alguma diregao xi de R™, consideremos o produto escalar

ou 81}
((w,v) Z / ox; 8961

8u




Corolario 1.2.2 Em HJ'(Q2), Q2 aberto limitado em alguma direcio x; de R™, as normas

Jull = / |D*u[*dx
|ae|l=m

e ||u|ly sdo equivalentes.

Demonstracao: Mostra-se que
fullf = 3 [ 1D"ude < Clal? (15)
la|<m

onde C' > 0 é uma constante independente de u € HJ'(2). A outra desigualdade é
imediata. Seja v € HJ"(2) para todo |a] < m — 1. Da observa¢ao 1.2.1 resulta entao

D%ul?dx < C /
AL >

D%y

8:1:1-

Isto acarreta,
/|Dau| de < C Z / |DPul?dz para todo |a| <m — 1.
|B]l=m

Esta desigualdade implica (1.5) e a demonstragao esta concluida.

g

Corolario 1.2.3 Em W (Q), Q aberto limitado em alguma diregaox;, de R™ e 1 < p <

00, as normas
1/p

b= / D*ufPda

laj=m

e ||u|lm,p sao equivalentes.

Demonstracao: Aplicando raciocinio andlogo ao usado para obter 1.4, resulta

1 1
/lap JPdt < (b /] t)|dt, <1<p<oo,1—?—|—a:1)



/ lo(t)|dt < (b— a)/ |’ (t)|dt, para todo ¢ € D((a,b)).

e com argumentos semelhantes aos usados na demontracao do Corolario 1.2.2, segue o
resultado.

g

Observacao 1.2.2 Consideremos em H'(Q2), Q aberto limitado em alguma direcio x;
de R™, a nomra introduzida na Observagao 1.2.1. Entao pelos argumentos usados na
demontracao do Teorema 1.2.1, obtemos que

L:HQ) —H™Q), L=)Y (-1kp>

|a|=m

€ uma isometria linear. Em particular
~A:H)(Q) = HYQ), A=

é uma 1sometria linear.

1.3 Operadores lineares
Seja X um espago de Banach sobre K € {R,C} cuja norma é denotada por || - ||.

Definicao 1.3.1 Um operador linear em X € um par ordenado (D, A) onde D é um
subespaco de X e A: D — X € uma aplicacao linear, isto é:

Alax + By) = aAx + fAy

para cada x,y € D e cada o, 5 € K. O operador é chamado limitado se sup{||Azx||; x €
D, ||z|| <1} < +o0. Caso contrdrio, o operador (D, A) € dito ilimitado.

Definigao 1.3.2 Seja (D, A) um operador linear. Os conjuntos D = D(A), A(D) =
R(A), {(z,y) e X x X; x € D, y= Az} = gr(A) e {x € D; Ax =0} = ker(A) sao

chamados: dominio, imagem, grdfico, e respectivamente nicleo do operador (D, A).



Ne}

No que segue, por razoes tradicionais, denotaremos um operador (D, A) por A : D(A) C
X — X e diremos que D(A) ¢é seu dominio, ou que A ¢é definido sobre D(A), R(A) ¢é
sua imagem e gr(A) é seu grafico, em vez de dominio de (D, A), imagem de (D, A) e
respectivamente grafico de (D, A). também, vamos escrever A = B em vez de gr(A) =
gr(B). Vamos denotar por £(X) o conjunto de todos os operadores lineares limitados de
X em X. Sobre este espaco definimos || - || zx) : X — Ry por

1T\l cxy = sup{||Tx||; = € X, |[zf| <1}

para cada T € L(X). E facil ver que | - ||z(x) ¢ uma norma em £(X), chamada norma
do operador, em relacdo a qual este é um espago de Banach e que, para T € L(X),

1T cxy = sup{l|Tz[l; = € X, [l«] = 1}.

A topologia da norma em L£(X) é chamada topologia uniforme.

Observacgio 1.3.1 Seja A € K. Pode-se facilmente verificar que (A —A)™! € L(X) se e
somente se, para cada [ € X, a equagdo A\u— Au = f tem uma unica solu¢io u = u(\, f)
e a aplicagao f — u(\, f) € continua.

Seja X um espago de Banach e A: D(A) C X — X um operador linear (limitado ou
nao) e seja X (A) o subespago linear fechado gerado por D(A). Obviamente X (A4) = X
se e somente se D(A) é denso em X. Recordamos que o adjunto do operador linear
A:D(A) C X — X éo operador A*: D(A*) C X* — X(A)* definido por

D(A*) ={2" € X*; 3C > 0,Vy € D(A), |(z*, Ay)| < C|ly||}
e, para cada z* € D(A*), A*z* é a iinica extensdo continua para X (A) da aplicacdo linear

continua y — (2*, Ay) de D(A) para K.

Definicao 1.3.3 Seja H um espaco de Hilbert real identificado com seu proprio dual
topoldgico. O operador A : D(A) C H — H ¢é chamado:

(i) auto-adjunto se A = A*;

(ii) anti-adjunto se A = —A*;

(iii) simétrico se (Az,y) = (x, Ay) para cada x,y inD(A);

(iv) anti-simétrico se (Ax,y) = —(x, Ay) para cada x,y € D(A).
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Lema 1.3.1 Seja H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador densamente
definido. Temos

(i) se (I — A)™' € L(H), entdo A é auto-adjunto se e somente se A é simétrico;

(i) se (I+A)"' € L(H), entao A € anti-adjunto se e somente se é anti-simétrico.

Demonstragao: (i) Vamos assumir que A é simétrico. Pela observagdo 1.6.2, o grafico
de A esta contido no grafico de A*. Para completar a demonstracao é suficiente mostrar
que D(A*) € D(A). Como D(A) é denso em H, segue que, para cada y € D(A*), existe
z € H tal que (Az,y) = (z,2) para todo v € D(A). Como I — A é sobrejetivo, existe
w € D(A) tal quey — z = w — Aw. Por outro lado, para cada x € D(A), temos

(Ar — 2,y —w) = (Az,y) — (Az, w) — (2,y) + (z, w)

- <IL‘,Z> - (Ax,w} - <ZL‘,y> + <I7w>
= (x,y —w+ Aw) — (Az,w) — (z,y) + (x,w) = 0.

Mas I — A é sobrejetivo e portanto, a igualdade acima prova que y = w, o que implica que
y € D(A) e Ay = A*y. Provando assim (i). Como (ii) segue por argumentos anilogos, a
prova esta completa.

i

Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear fechado.
Recordamos que o conjunto resolvente de A é o conjunto dos A € C para os quais a
imagem de \] — A é densa em X e (\[ — A)~': R(A[ — A) — X é continuo. Denotamos
este conjunto por p(A) e chamamos os elementos de valores regulares do operador A.
Para \ € p(A), denote por R(\; A) = (A — A)~!. Também recordamos que o espectro do
operador A, denotado por, o(A), é definido por C \ p(A). No proximo teorema assumimos
que X é um espaco de Banach complexo.

Teorema 1.3.1 Seja A: D(A) C X — X um operador linear fechado. Entdo, para cada
A€ p(A), RN A) € LX)

Demonstragio: Se \ € p(A) entdao Im(AN — A) = D((M — A)™!) é denso em X e existe
uma constante ¢ > 0 tal que
(AL = A)z]| = cl], (1.6)
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para cada x € D(A). A fim de mostrar que R(A] — A) = X, seja y € X e seja (z,)nen
tal que lim, , (A — A)x,, = y. De 1.6 segue que existe lim, ,,, x, = x. Como A é
fechado, conluimos que Al — A também ¢ fechado e consequentemente x € D(A — A) e
(M — A)z =y. Mas R(A] — A) = X e portanto R(A] — A) = X. A prova esta completa.

g



Capitulo 2

Semigrupos de Operadores Lineares

2.1 Semigrupos Uniformemente Continuos

Seja X um espago de Banach e £(X) o conjunto de todos operadores lineares limitados
de X para X. Dotado com a norma || - ||z(x), definida por

Ullocxy = sup U]

llzlI<

para cada U € L(X), L£(X) é um espaco de Banach.

Defini¢ao 2.1.1 Uma familia {S(t); t > 0} C L(X) € um semigrupo de operadores
lineares sobre X, ou simplesmente semigrupo, se:

(i) S(0)=1
(i) S(t+s) = S(t)S(s) para cada t,s > 0.

Se, além disso, ela satisfaz a condicao de continuidade para t =0

lim S(t) =1,

£10
na topologia da norma em £(X), o semigrupo ¢ chamado uniformemente continuo.

12



13

Exemplo 2.1.1 Um primeiro ezemplo significante de semigrupo uniformemente continuo
¢ dado por t — e, onde e € o exponencial da matriz tA. Isto €, seja A € Muun(R), e
seja S(t) = e para cada t > 0, onde

)
GtA = —' An .
n:
n=0

Podemos facilmente ver que {S(t); t > 0} € um semigrupo uniformemente continuo de
operadores lineares. Mais que isto, cdlculos simples mostram que t — et é de classe C*
de [0, +00) para X, e satisfaz a equagdo diferencial de primeira ordem

%(s@)) = AS(t) = S(1)A, (2.1)

para cada t > 0.

O proximo exemplo mostra que existem semigrupos que nao sao uniformemente continuos.

Exemplo 2.1.2 Seja X = Cy(Ry) o espago de todas as fungoes f: Ry — R limitadas
e uniformemente continuas, dotado com a norma do supremo || - ||so, € seja o semigrupo

{S(t); t >0} C L(X) definido por

[S()f1(s) = f(t + )

para cada f € X e cada t,s € R,. Pode-se facilmente verificar que {S(t); t > 0}
satisfaz (1) e (ii) na Definicao 2.1.1, e portanto é um semigrupo de operadores lineares.
Como neste caso especifico, a continuidade uniforme do semigrupo € equivalente a equicon-
tinutdade da bola unitaria em X, propriedade que obviamente nao € satisfeita, o semigrupo
nao € uniformemente continuo.

Definicao 2.1.2 O gerador infinitesimal, ou gerador do semigrupo de operadores lineares
{S(t); t >0} é o operador A: D(A) C X — X, definido por

D(A) = {x €X: 3 13{61%(5“)“’ _ x)}.
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o1
Az = 1t1¢r(? ;(S(t)x —x).

FEquivalentemente, dizemos que A gera {S(t); t > 0}.

Observagao 2.1.1 Se A: D(A) C X — X € o gerador de um semigrupo de operadores
lineares entao D(A) é um subespago vetorial de X e A € possivelmente um operador linear
ilimitado.

Observacio 2.1.2 E facil ver que o gerador do semigrupo de operadores lineares no
FEzemplo 2.1.1 ¢ A € L(R"), definido por Ax = Ax. Esta observacdo esclarece a relagdo
entre semigrupos de operadores lineares e equacoes diferenciais lineares de 1* ordem.

Exemplo 2.1.3 O gerador do semigrupo no Exemplo 2.1.2 ¢ dado por

D(A) = {feX; = ltifgw_f/ forte em X},

Af = f.
Observemos que, se f € D(A), entdo u(t,s) = [S(t)f](s) = f(t + s) satisfaz a equagio
diferencial parcial de 1* ordem
{ Ut = Ug
u(0,s) = f(s).
Portando, neste caso, temos a seguinte variante pontual de (2.1)

d

(8()2) = AS(t)a = S(H)Ax

para cada z € D(A) e cada t > 0.
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Proposicao 2.1.1 Se {S(t); t > 0} é um semigrupo uniformemente continuo de oper-
adores lineares entao, para cada t >0, S(t) € invertivel.

Demonstracao: Visto que

lim S(t) — I =0,
0

na topologia da norma de £(X), existe 6 > 0 tal que
[15(t) = Iz <1
para cada t € (0,60]. Portanto para cada t € (0,6], S(¢) ¢ invertivel. Seja t > 0. Entao

existe n € N* e n € [0,0) tal que t = nd +n. Portanto S(t) = S(0)"S(n), e entdo S(t) é
invertivel. A prova esta completa.

2.2 Geradores de semigrupos uniformemente continuos

Teorema 2.2.1 Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador de um semigrupo
uniformemente continuo se, e somente se D(A) =X e A € L(X).

Demonstragao: =-. Seja {S(t); t > 0} uniformemente continuo. Como

lgfgl S(t)y=1

na topologia da norma de £(X), existe p > 0 tal que

2 fson
— t t_
P Jo

Note que a integral aqui é a integral de Riemann da fungao continua S : [0, p] — L£(X), que
é definida por uma simples analogia com o caso escalar. Consequentemente, o operador
%fop S(t)dt é invertivel e, portanto, fop S(t)dt tem a mesma propriedade. Seja h > 0.
Observemos que

< 1.

L£(X)
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(s~ 1) /OPS(t)dt - %/Opsos Tyt %/OPS(t)dt

A mudanca de variavel ¢t + h = s na primeira integral do lado direito acarreta

p pt+h p
%(S(h)—])/o S(t)dt = %/h S(s)ds—%/o S(s)ds

1 p+h 1 h
= E/p S(s)ds — E/o S(s)ds

Entao

ssm-n= (G [ swas— g [sew) ([ st

Mas o lado direito da equacao converge para h — 0 por valores positivos, e portanto, o
lado esquerdo goza da mesma propriedade. Como a convergéncia na topologia uniforme
de £(X) implica a convergéncia pontual, fazendo h — 0 por valores positivos, deduzimos

A= (S(p)— 1) (/Op S(t)dt) B

Portanto A € L(X), qua prova a necessidade.
<. Seja Ae L(X),t>0 e seja

=>" %A",
n=0

onde A" =A-A-...- An vezes eA’ = I.
Podemos facilmente ver que {S(¢); ¢ > 0} é um semigrupo de operadores lineares. A fim
de provar que este semigrupo é uniformemente continuo, observemos que

1S() = Il ecx)

L£(X)
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X un . > tn—l N
EA Stz o [ANZx)-
n=1 L(X) n=1
Como
e tn_l flA
S A < Al
n=1 ’
concluimos que
limS(t) =1,

tl0

na topologia da norma, e portanto {S(t); ¢ > 0} é um semigrupo uniformemente continuo.
Para concluir a demonstragao devemos mostrar que A é o gerador deste semigrupo. Para
isto, é suficiente verificar que

1
lim ||=(S(t)—1)— A =0.
ol £(x)
Mas isto segue da desigualdade obvia
1 A 2,414
~(St)-1)—A =Y —-A" < t]| A2
t L(X) ——— L£(X)
completando assim a prova. []
Consideremos agora o problema de Cauchy
{ W =Au+f
u(a) =, (PC)

onde A€ L(X)e feC([0,T]; X).

Teorema 2.2.2 Para qualquer (a,&, f) € [0,T) x X x C([0,I]; X), temos uma tinica
solugio u € C'([a,T]; X) dada pela chamada férmula da variagio de constantes, ou
formula de Duhamel
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u(t,a,&, f) = S(t—a)§+/ S(t—s)f(s)ds

para cada t € [a,T], onde {S(t); t > 0}, € o semigrupo uniformemente continuo gerado
por A.

Demonstragao: Ver Corduneanu [39],(4,36),p.65.

2.3 (Cy-Semigrupos. Propriedades Gerais

Nesta sessao vamos introduzir uma classe de semigrupos de operadores lineares, estri-
tamente maior que os semigrupos uniformemente continuos, classe que se mostra muito
util no estudo de varias equacoes diferenciais parciais parabolicas e hiperbolicas.

Definicao 2.3.1 Um semigrupo de operadores lineares {S(t); t > 0} é chamado um
semigrupo de classe Cy, ou Cy-semigrupo, se para cada x € X temos

ltlir(I)l S(t)x = x.

Observacao 2.3.1 Cada semigrupo uniformemente continuo é de classe Cy mas nao o
contrdrio, como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.1 Seja X = Cyp(Ry) o0 espago de todas as fungoes que sao unifomemente
continuas e limitadas de Ry para Ry, dotado com a norma do supremo || - ||, € seja

{S(t); t > 0} definido por

[S(@)f1(s) = f(t+s)

para cada [ € X e cada t,s € Ry. Sabemos do Exemplo 2.1.2 que {S(t); t > 0} € um
semigrupo. Além disso, é de classe Cy. Por outro lado, como mencionamos no Exemplo
2.1.2, ele nao € uniformemente continuo porque a bola unitdria em X nao € equicontinua.

Teorema 2.3.1 Se {S(t); t > 0} é um Cy-semigrupo, entio existe M > 1, e w € R tais
que
ISl ex) < Me™ (2.2)

para cada t > 0.
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Demonstracao: Primeiro, iremos mostrar que existe n > 0 e M > 1 tal que
1S@)l(X) <M (2.3)

para cada t € [0,n]. Para isto, vamos supor por contradi¢do que este nio é o caso. Entao
existe pelo menos um Cy-semigrupo {S(¢); ¢ > 0} com a propriedade que, para cada
n>0ecada M > 1, exista t, s € [0, 7], tal que

1S an)llecx) > M.

Tomando n = 1/n, M = n e denotando ¢,y = t, para n € N*, deduzimos

1Sl ecx) > n, (2.4)

onde t,, € [0, 1/n] para cada n € N*. Recordando que, para cada x € X, limy o S(t,)z = =,
segue que a familia {S(¢,); n € N*} de operadores lineares limitados é pontualmente
limitada, isto é, para cada x € X, o conjunto {S(t,)z; n € N*} é limitado. Pelo "principio
da limitacao uniforme" (veja Dunford and Schwartz [49], corolario 21, p.66), segue que esta
familia ¢ limitada na norma dos operadores uniformes || - ||z(x) que contradiz (2.4). Esta
contradigdo pode ser eliminada somente se (2.3) acontecer.

Agora, seja t > 0. Entdo existe n € N* e § € [0, 7], tal que t = nn + §. Temos

1S@ ey = 15" )S0) ey < 1SNz SO < MM™.

Mas n = % <
completa.

e portanto ||S(t)||zx) < MM?n = Me, onde w = %ln M. A prova esta

t
n
U

Observacao 2.3.2 Se {S(t); t > 0} € um semigrupo uniformemente continuo cujo ger-
ador é A, entio (2.2) vale com M =1 e w = || A|| z(x)-

Definigao 2.3.2 Um Cy-semigrupo, {S(t); t > 0} € dito do tipo (M,w) com M > 1 e
w € R, se para cada t > 0, temos

IS@l ey < Me.
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Um Cy-semigrupo {S(t); t > 0} é chamado um Cy-semigrupo de contracao, se € do tipo
(1,0), isto €, se para cada t > 0 temos

1S@eex <1,

Corolario 2.3.1 Se {S(t); t > 0} € um Cy-semigrupo, entio a aplicacio (t,z) — S(t)x
é continua de [0,4+00) x X para X.

Demonstracao: Sejam z,y € X, t>0e h € R* com t+ h > 0. Vamos separar em dois
casos: h >0, ou h <0. Se h > 0, temos

1S(t+ h)y — S(t)|
<||S(t+ h)y — S+ h)x|| + ||S(t + h)x — S(t)z||
< IS+ Mlceolly — 2l + [[1S(E + h)z = S(t)z||
< M|z —y|| + 1Sl cco 1S (h)a — |,

que mostra que

lim S(7)y = S(t)z.

(Ty) = (t,2)
Se h < 0, pelo Teorema 2.3.1, deduzimos
1S+ h)y = St)x]| =[S+ h)y = S+ h)S(=h)z|
< IS+ M)llecolly — S(=h)x||

< Met([ly — x| + [S(=h)a — =),

o que implica que
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(Ty)= ()

A prova esta completa.

Algumas propriedades basicas dos Cy-semigrupos estao listadas abaixo.

Teorema 2.3.2 Seja A : D(A) C X — X o gerador do Cy-semigrupo {S(t); t > 0}.
Entao

(i) para cada x € X e cada t > 0, temos

1 t+h

11:151 nl S(T)xdr = S(t)x;

(ii) para cada x € X e cada t > 0, temos

/0 ' S(r)adr € D(A) ¢ A ( /0 t S(T)m) — () — 1

(iii) para cada x € D(A) e cada t > 0, temos S(t)x € D(A). Além disso, a aplicagdo
t — S(t)x € de classe C' em [0, +00), e satisfaz

d

E(S(t)gg) = AS(t)x = S(t)Ax;

(iv) para cada X € D(A) e cada 0 < s <t < +o0, temos
t t
/ AS(7T)xdr = / S(r)Axdr = S(t)x — S(s)z.

Demonstragao: A fim de provar (i), observemos que

[

t+h t+h
3 [ smadr=sa| <5 [ I8 - Stalar,
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A conclusao segue do Corolario 2.3.1.
Sejax e X, t>0eh>0. Observamos que

(s~ 1) /0 S(r)adr - - /O S+ -+ /0 ' (r)adr

A mudanca de varidvel 7 + h = s na primeira integral do lado direito acarreta

t t+h t
%(S(h) - ])/0 S(r)zdr = %/h S(s)xds — %/0 S(s)zds

1t 1 [th
= _E/o S(s)xds—i—ﬁ/t S(s)xds.

Desta igualdade e de (i), deduzimos que existe

1 !
l}gg E(S(h) - [)/0 S(r)xdr = S(t)x — =,

o que prova (ii).
A seguir, seja x € D(A), t > 0e h > 0. Temos

l(S(h)x —1z)— Az

—(S(t+h)x—S(t)x) — S(t)Ax :

< t
) <180 lecx

3

[

desigualdade que prova que S(t)xr € D(A), t — S(t)x é diferenciavel pela direita, e que
d+
7

Por outro lado, para cadat >0e h <0 com t+ h > 0, temos

S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax. (2.5)

H%(S(t )z — S(t)x) — S(t) Az

< 1S+ Rl e

1
‘%(:c — S(=h)x) — S(—h)Azx
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< 118Gt + W) leoxy (H—%(S(—h)x o) s

+||S(—=h)Ax — AIL‘H)

Esta desigualdade mostra que ¢t — S(t)x é diferenciavel pela esquerda também. De (2.5)
e da continuidade da fungao t — S(t) Az sobre [0, +00), deduzimos que ¢t — S(t)z é de
classe C' sobre [0, +00), 0 que completa a prova de (iii).

Como (iv) segue de (iii) integrando de s a t dos dois lados em (2.5), a prova esta completa.

g

2.4 O Gerador Infinitesimal

Nesta sessao vamos provar duas propriedades basicas do gerador de um Cy-semigrupo:
a densidade do dominio e o fechamento do grafico.
Primeiro, vamos recordar o seguinte:

Definicao 2.4.1 Um operador A : D(A) C X — X ¢ dito fechado, se seu grifico é
fechado em X x X.

Teorema 2.4.1 Seja A: D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0}.
Entao D(A) é denso em X, e A é um operador fechado.

Demonstracao: Seja z € X e ¢ > 0. Entdo, por virtude de (ii) e (i) no Teorema 2.3.2,
temos

l/6 S(t)xdr € D(A)

€

€

lim- [ S(7)zdr = z.
el0 € °

Consequentemente D(A) é denso em X.
Agora, seja (z,)nen+ uma sequéncia em D(A) tal que
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lim z, =z e lim Az, =y.
n—oo n—oo

De (iv) no Teorema 2.3.2, segue que

h
S(h)x, — x, = / S(1)Az,dr
0

para cada n € N* e cada h > 0. Passando para o limite nesta equagao, obtemos

h
S(h)x —x = /0 S(T)ydr.

Por virtude de (i) no Teorema 2.3.2, segue que existe

h

1
l}gg ) S(T)ydr =y.

Desta relagdo, e do procedimento anterior, deduzimos que x € D(A) e Ax = y. A prova
estd completa. [J

Continuamos com a unicidade.

Teorema 2.4.2 Se A: D(A) C X — X ¢ o gerador de dois Cy-semigrupos {S(t); t > 0},
e{T(t); t > 0}, entao S(t) =T(t) para cada t > 0.

Demonstragao: Seja x € D(A), t > 0 e seja f:[0,¢f] - X dada por
f(s) =St —s)T(s)x

para cada s € [0,¢]. Por (iii) no Teorema 2.3.2, segue que f é diferenciavel sobre [0,], e
que

fl(s)=—=AS(t—s)T(s)x+ S(t — s)AT(s)x

=—AS(t—s)T(s)x+ AS(t — s)T(s)x =0
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para cada s € [o,t]. Portanto f é constante. Entdo temos f(0) = f(¢), ou equivalente-
mente S(t)z = T(t)x para cada z € D(A). Como D(A) é denso em X, e S(t), T(t) sao
operadores lineares limitados, podemos facilmente concluir que S(t)x = T'(t)x para cada
x € X, o que completa a prova. [J

Observacao 2.4.1 O Teorema 2.3.2 (iii), e o Teorema 2.4.2, assequram que, para cada
¢ € D(A), a funcao u : [0,4+00) — X, definida por u(t) = S(t)§ para cada t > 0, € a
unica solucao classica do problema de Cauchy

u = Au
{M®=§ (2:6)

O exemplo abaixo mostra que, se £ € X, mas £ € D(A), a func¢do u, definida acima, nao
é necessariamente diferenciavel em [0, +00).

Exemplo 2.4.1 Seja X = Cy(Ry) o espaco de todas as fungoes f: Ry — R limitadas e
uniformemente continuas, dotado com a norma do supremo || ||, € definamos o operador
A:DA) C X — X por DIA) ={u € X; v € X}, e Au = v para cada u € D(A).
tomando qualquer fun¢ao nao diferencidvel & € Cyp(Ry), podemos facilmente observar que
(2.6) nao tem solugao classica. De fato, neste caso (PC) pode ser reescrito como

{35525@

Cuja inica solucdo cldssica (se existir alguma) € dada por u(t,s) = &(t + s) para cada
t>0esecR

Seja A : D(A) € X — X um operador linear e n € N. Definamos a n-ésima poténcia de
A por:

{ D(A™) = {z € D(A™); A"z € D(A)}
An = AAP



26
para n > 2.

Teorema 2.4.3 Seja A : D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo. Entao
Nn>oD(A™) € denso em X.

Demonstragao: Observemos que, para cada n € N, D(A") é um subespago vetorial
em X. Portanto, N,>o(D") também é um subespago vetorial em X. Seja x € X, e seja
¢ : R — R, uma fungdo C'* para o qual existe um intervalo [a,b] C (0,+00) tal que
©(t) = 0 para cada t ¢ [a,b]. Definimos

e observamos que

Para s € (—o0,a), temos ¢(s) = 0, e consequentemente

1
lim (S (h) — Iz(¢)

- lim% ( /0 ot — Szt — /0 h go(t)S(t)xdt)

t10

= /OO lim U hli — Qp(t)S(t)xdt = —z(¢).

t10
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Portanto, X () € D(A) e Az(p) = —z(¢’). Repetindo o argumento acima, pode-se provar
por indugdo que, para cada n € N, 2(¢) € D(A") e, além disso, A"z(p) = (=1)"z(p™).
Consequentemente, x(¢) € N,>0D(A™). Agora, seja ¢ uma funcdo como acima, tal que

/0+00 p(t)dt = 1.

Seja € > 0, e definamos ¢, : R — (0, +00) por

p=(t) = éso (é)

Obviamente, ¢, é de classe C®, p.(t) = 0 para t & [ea,eb], e

+o0o
/ we(t)dt = 1.
0

Observemos que

lotod—all= | [0 (1) (5102 — a1

1 eb ¢
= —/ ¥ (g) IS(t)z — z|ldt < sup [S(t)x — x]|.

€ Jea t€[ea,eb]
Esta desigualdade mostra que

li —
;igw(soa) T

e consequentemente temos = € N,>oD(A"). A prova esta completa.

g

Corolario 2.4.1 Seja n € N*. Entao, para cada § € D(A™) e cada t > 0, temos S(t)§ €
D(A™), a fungio u : [0,4+00) — X, u(t) = S(t)¢ é de classe C™ e é uma solugdo do
problema de Cauchy
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u™(t) = A™u(t) ,t>0
u®(0) = AR¢ k=0,1,...,n—1.

Demonstragao: Observemos que para n = 1 a conclusao segue de (iii) no Teorema
2.3.2. Assumindo que a propriedade ¢ verdadeira para n € N* e seja £ € D(A"™!). Como
D(A™1) C D(A™), a hipotese indutiva acarreta u™ (t) = A™u(t) para cada t > 0. Seja
t>0eheRcomt+h>0. Temos

(™ (¢ + h) —u™ (1)) = %(A"S(t + h)§ — A"S(t)€)

SRS

(S(t+h)A"E = S(t)A™S)

| =

pois £ € D(A"), enquanto, para cada 7 > 0, A" e S(7) comutam em D(A"). Mas
A™¢ € D(A), e consequentemente existe

ln %(S(t +R)ATE — S(£)ATE) = AS(H)A"E.

Passando para o limite quando h — 0 na equacao anterior, e tendo em conta que A"§ €
D(A), deduzimos

uMD(t) = AS(t) A" = AV S(1)E.

Claramente u*(0) = A*¢ para k = 0,1,2,...n e isto completa a prova.

2.5 Teorema de Hille-Yosida.

O objetivo desta secao é provar um dos resultados mais importantes na teoria de
Co-semigrupos: o Teorema de Hille-Yosida. Mais precisamente, vamos apresenter uma
condicao necessaria e suficiente para que um operador linear A gere um Cy-semigrupo de
contracoes.
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Teorema 2.5.1 (Hille-Yosida) Um operador linear A : D(A) C X — X € o gerador de
um Co-semigrupo de contragoes se e somente se:
(i) A € densamente definido e fechado e

(ii) (0,400) C p(A) e para cada X > 0

1
IR0 Al < 5

Observagao 2.5.1 Como (M — A)™! = XY — XYA)~L sempre que um dos lados da
igualdade € bem definido, seque que (ii) € equivalente a:
(ii’) para cada X\ > 0 temos (\[ — A)™' € L(X) e

I =27 A) e < 1.

Além disso, observemos que se A € densamente definido e satisfaz
(1) para cada X > 0, \I — A ¢é invertivel com inversa continua e

entao satisfaz (i) e (ii). De fato, por (), deduzimos facilmente que (I — A)™1 é fechado.
Entao I — A € fechado e portanto A tem a mesma propriedade, que prova (i). Como (jj)
claramente implica (it) a prova estd completa.

Vamos agora a prova do Teorema.

Demonstracao: Comecando com a necessidade.

Seja A : D(A) C X — X o gerador de um Cp-semigrupo de contragoes {S(¢);t < 0}.
Pelo Teorema 2.4.1, A é densamente definido e fechado. Assim (i) vale. A fim de provar
(i), seja A > 0, x € X, e definamos

ROz = /0 T NS ()t

Note que a integral do lado direito da igualdade acima é convergente. De fato, para cada
a,b> 0, a<b, temos

b b
[ estreat] < [ @lecn el
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b “Xa _ ,—\b
< / eMalldt = ).
a A

Portanto, estamos nas hipoteses do teste de Cauchy, e assim a integral é convergente.
Claramente R(\) € L(X) e

+o0 +oo 1
Ryl < | [ e st < [ e s oo el < S
Por isso
RN lex) <

Provaremos a seguir que R(\) coincide comR(\; A). Para isso, mostraremos que R(\) é
o inverso do operador A\I — A. Sejax € X, A >0e h > 0. Temos

— >

(S(h) = I)R(A)z
1 —+00 1 —+o00
:7i/ e_MSUfkhhdt—ii/ e MS(t)xdt
0 0
Mo [t Mo rh
_ ¢ - / e MS () xdt — % e MS(t)xdt
0 0

Como o lado direito da igualdade acima converge para AR(\)x — x, segue que R(\)x €
D(A), e

AR(\) = AR(\) — I,
0 que prova que
(AT — A)R(\) = 1.
Entao, R(A) é a inversa a direita de A\I — A. Agora, seja x € D(A). Observemos que

a4

~(S(t))dt

+oo +oo
R(\)Ax :/ e MS(t) Axdt :/ e
0 0

“+oo
= lim e MS(t)x — x + )\/ e MS(t)xdt = AR(N)x — .
0

t—00

Esta igualdade pode ser reescrita como
RN(M —A) =1,

o que mostra que R(\) ¢ a inversa a esquerda de A\l — A, e isto completa a demonstragao
da necessidade.
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Observacao 2.5.2 Usando argumentos andlogos pode-se provar que, se A gera um Cy-
semigrupo de contragoes, entdo {\ € C;Re\ > 0} C p(A) e para cada A € C com

ReX > 0, temos

1
A A < —.
RN Al zx) < Ten

Para provar a suficiéncia, precisaremas de alguns lemas preliminares. Primeiro, ob-
servemos que, por (i) e Teorema 1.3.1, segue que, para cada A > 0, R(\; A) € L(X).

Definicao 2.5.1 Seja A: D(A) C X — X um operador linear que satisfazendo (i) e (ii)
no Teorema 2.5.1, e seja A > 0. O operador Ay : X — X, definido por Ay = NAR(\; A),
€ chamado aprorimacao de Yosida de A.

Lema 2.5.1 Seja A : D(A) C X — X um operador linear que satisfaz (i) e (ii) no
Teorema 2.5.1. Entao:

lim AR(N\; A)z =« (2.7)
A—00
para cada x € X,
Ay = MR\ A)r — Mo (2.8)
para cada x € X, e
)\11_}1210 Ayx = Ax (2.9)

para cada x € D(A).

Demonstragao: Seja z € D(A) e A > 0. Temos
1
IAR(A; A)z — zf| = [AR(A; A)z]| = [B(A; A)Az]| < S| Azl

e consequentemente

lim AR(\; A)z =x

A—00

para cada x € D(A). Como D(A) é denso em X e ||AR(\; A)||z(x) < 1, pela desigualdade,
deduzimos (2.7). Para verificar (2.8), observemos que

AZR(A: A) — AT = A2R(M; A) — MM — AYR(N; A) = AMR(N; A) = A,
Finalmente, se x € D(A), por (2.7), temos
lim Ayz = lim AMAR(X\; A)x = lim AR(\; A) Az = Az,
A—00 A—ro0

A—00

o que conclui a demonstracao.
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Lema 2.5.2 Seja A : D(A) C X — X um operador que satisfaz (i) e (ii) no Teorema
2.5.1. Entao, para cada X > 0, Ay € o gerador de um semigrupo uniformemente continuo
{e!™;t > 0} satisfazendo

le e <1 (2.10)

para cada t > 0. Além disso, para cada x € X e cada X\, ;> 0, temos

et a — etrz|| < t]|Ave — Azl (2.11)

Demonstragao: Como A, € L(X), pelo Teorema 2.2.1, segue que A gera um semigrupo
uniformemente continuo {e'4*;¢ > 0}. A fim de verificar 2.10, observemos que, por virtude
de 2.8 e (ii), temos

) _ 2 . —
IAZR(A;A) tMHL(X) < HetA R(/\,A)HL(X)HG t)‘IHE(X)

e leex) = lle
S etAQHR(AaA)HE(X) e*t)\ S et)\eft)\ — 1

Como Ay, A, e e comutam, temos

1
”6tA’\x . €tA“$H _ ‘ / i (estA,\e(lfs)tAux) ds
0

ds

1
< / t HeStA*e(l’s)tA“(AAx — Auz)| ds < t]|Aye — Az,
0

0 que completa a prova.

Vamos agora a prova da suficiéncia do Teorema 2.5.1.
De (2.9) e (2.11), segue que, para cada t > 0, existe um operador linear S(t) : D(A) C
X — X tal que, para cada x € D(A),

lim ez = S(t)x
A—00

uniformemente em subconjuntos compactos de R,. Por (2.10) deduzimos que

1S@)x|| < |z
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para cada t > 0 e x € D(A). Como D(A) é denso em X, segue que S(t) pode ser
extendido por continuidade para todo o espaco X. E facil ver que a familia de operadores
lineares limitados assim obtida é um semigrupo, denotado por simplicidade {S(t); ¢t > 0}.
Claramente ele satisfaz

ISl < 1.
Além disso, para cadat > 0e z,y € X, temos

IS(t)e — ]

< ISz — SOyl + |1S(t)y — eyl + |y — || + ||y — z||
< |8ty — eyl + [l y — yll +2[ly — 2.

Seja T >0ee > 0. Fixey =z, € D(A), com ||z —z.|| < e, e um A suficientemente
grande, tal que
1S(t)ze — e || < e

para cada t € [0, T]. Por esta desigualdade deduzimos que
1S(t)x — z| < 3e + ||z — x| (2.12)

Ja que {e";t > 0} é um semigrupo unifomemente continuo, para o mesmo ¢ > 0, existe
d(e) > 0, tal que ||’ — I||zx) < e para cada t € (0,0(¢)). Consequentemente

le" B ae — @l < fle = Il ezl < elle]

para cada t € (0,6(¢)). Como {z.; ¢ > 0} é limitado, esta desigualdade, juntamente
com (2.12), mostra que {S(t); ¢ > 0} & um semigrupo de classe Cy. Para concluir a
demonstragao, temos que mostrar que o gerador, B : D(B) C X — X, deste semigrupo
coincide com A : D(A) C X — X. Para isto, seja x € D(A) e h > 0. Temos

lim e Ayz = S(t) Az

A—00
uniformemente em subconjuntos compactos de R,. De fato,
e Az — S(t)Az|| < || Ay — e Ax|| + || Az — S(t) Az ||
< [le"Mlzoo |l Az — Az + [|e> Az — S(¢) Az
Mas esta relagao, juntamente com (2.9) e com a conclusao parcial acima, mostram que
h

h
S(h)x —z = lim ("2 —z) = lim e Ay wdt = / S(t)Axdt.
0

A—00 A—00 0
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Dividindo os dois lados da equacao por h e fazendo h — 0 por valores positivos, deduzimos
que z € D(B) e Bx = Axz. Finalmente, mostraremos que D(A) = D(B). Como B
¢ o gerador de um Cy-semigrupo de contracoes, segue que 1 € p(B). Portanto I — B
¢ invertivel ¢ (I — B)™'X = D(B). Como (I — B)D(A) = (I — A)D(A) e, por (ii),
(I—A)D(A) = X, segue que (I—B)D(A) = X, ou equivalentemente (I —B)™'X = D(A).
Consequentemente D(A) = D(B), o que completa a prova do Teorema 2.5.1.



Capitulo 3

Existencia e Unicidade de Solucao
Branda para Equacoes Diferencias
Funcionais com Retardo Finito

3.1 O Operador de Laplace com Condicao de Dirichlet
na Fronteira

Consideremos a equacdo do calor em um dominio €2 € R3

Ou = Au (t,z) e Ry x
U= (t,x) e Ry x I
u(0,z) = up(x) x € Q,

onde A é o Laplaciano. Esta equacao diferencial parcial pode ser reescrita como uma
equacao diferencial ordinéaria da forma

{ra,

em um espaco de Banach de dimensao infinita X convenientemente escolhido, a fim de
que o operador linear ilimitado A : D(A) C X — X gere um Cy-semigrupo de contragoes.
Apresentamos a seguir algumas possiveis escolhas classicas do espaco X.

Exemplo 3.1.1 O conjunto H'(Q2). Seja Q C R™ aberto. Seja X = H1(Q), e defi-

35
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namos A : D(A) C X — X por

{ D(A) = HY(®)
Au = Au

para cada v € D(A). No que seque H} () é dotado com a norma usual de H'(QY), definida
por

1
2
il = (ulley + IVl )

Teorema 3.1.1 O operador A, definido acima, € o gerador de um Cy-semigrupo de con-

tragoes. Além disso, A ¢ auto-adjunto e || - ||pay € equivalente com a norma do espago
HY(), onde ||z| peay = ||z]| + || Az||

Demonstracao: Por virtude da Proposicao 1.2.2, sabemos que I — A é o isomorfismo
canonico entre Hg(Q) e H (). Denotemos F' = (I — A)~! que é uma isometria entre
H7Y(Q) e H}(Q). Consequentemente

<U,U>H—1(Q) = <FU, FU>H&(Q) (31)

para cada u,v € H (). Seja u,v € Hj(Q2). Temos

(u, Fv) g :/VUV(FU)dw—i-/qudw
Q 0

:/Qu(—A(Fv))dw—l—/qudw

Q

= / u(l — A)F(v)dw = (u,v) 20 (3.2)
Q
De (3.1), tendo em conta que F(I — A) = I, deduzimos que
(—Au,v)g-10) = (U — Au,v) g-1(Q) — (U, V) -1

= (F(u— Au), FU>H§(Q) — (u, ) g-1(9) = (U, FU>H§(Q) — (u, V) r-1(0)-
De (3.2), temos
(—Au, v)g-10) = (U, V) r200) — (U, V) g-1(0)
Portanto A é simétrico. Mas (I — A)~! € L(H1(2)), e portanto, do Lema 1.3.1, segue
que A é auto-adjunto. Tomando v = v na igualdade acima, obtemos

<—AU7U>H*1(Q) = HUH%Q(Q) - ||UH%I—1(Q) > 0. (3.3)
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A observagao 1.2.2 mostra que, para A > 0, temos (Al — A)~' € L(H1(Q)), enquanto
(3.3) implica que, para A > 0, (A\u — Au,u)g-10) > /\HuH?{,l(Q). Consequentemente
RN A) | -1y < 3. Como HY(Q) é denso em H'(€2), estamos nas hipoteses do
Teorema 2.5.1, de onde segue que A gera um Cp-semigurpo de contragoes sobre H1(Q).
Finalmente, por (iv) no Corolario 3.5.1 (tenho q ver este corolario) e (3.3), segue que

| - Ipcay € equivalente com a norma do espago H*(Q). A prova esta completa.

U

Exemplo 3.1.2 O conjunto L*(Q2). Seja Q2 C R™ aberto, seja X = L*(), e consideremos
o operador A sobre X, definido por:

{ D(A) ={u € H}(Q); Au e L*(Q)}
Au = Au

para cada v € D(A).

Teorema 3.1.2 O operador linear A, definido acima, € o gerador de um Cy-semigrupo
de contragoes. Além disso, A € auto-adjunto, e (D(A), || ||pa)) € continuamente contido
em Hg(Q). Se Q € limitado com fronteira C*, entio (D(A),|| - ||pcay) compactamente
imerso em L*(Q).

Demonstragido: Como C§°(2) é denso em L*(2), e C°(2) C D(A), segue que A é
densamente definido. Seja A > 0 e f € L*(Q2). Como L*(Q) é continuamente imerso em
H71(Q), e —A: HY(Q) — H () ¢ a aplicagdo dual com respeito a norma do gradiente
em Hg(Q), temos:

<U, U>L2(Q) = —<Vu, VU>L2(Q) = <U, Au)Hé(Q%Hq(Q). (34)

Pelo Teorema 3.1.1, sabemos que, para todo A > 0 e todo f € L*(Q) (note que L*(Q) C
H71()) a equagao

A — Au=f
tem uma tnica solu¢ao uy € Hy(Q) C L*(). Entao, Auy = Auy — f em L*(Q), o que
mostra que uy € D(A), e Auy — Auy = f. Tomando o produto interno de L?(£2) em ambos

os lados da igualdade acima po uy, e tendo em conta que, por (3.4), temos (Au, u)r2(q) < 0
para cada u € D(A), deduzimos que

MuallZe) < (frun)zz@) < I l2@luallz@),
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desigualdade que mostra que ||R(A; A)||zx) < 5. Finalmente, de (3.4) e Lema 1.3.1,
segue que A é auto-adjunto. Visto que ambas inclusdes D(A) C HL(Q) C L*(Q) sao
continuas, e a tltima é compacta sempre que € é limitado (ver teorema ?7), isto conclui

a demonstracgao.

O
3.2 O Problema de Cauchy Nao Homogéneo
Nesta secao vamos considerar o problema nao homogéneo
u=Au+f
3.5
o (35)

onde A é como antes, £ € X, e f € L'((a,b); X).

Definigao 3.2.1 A funcio u : [a,b] — X € dita solugao cldssica, ou solugio C*, do
problema (3.5), se u € continua em |a,b], continuamente diferencidvel em (a,b], u(t) €
D(A) para cada t € (a,b] e satisfaz v’ = Au+ f para cada t € (a,b] e u(a) =¢&.

Definigao 3.2.2 A funcdo u : [a,b] — X € dita solugao forte, ou solu¢io absolutamente
continua, do problema (3.5), se u € absolutamente continua em [a,b], v’ € L (a,b; X), u(t) €
D(A) q.t.p. para t € (a,b), e satisfaz ' = Au+ f q.t.p. parat € (a,b) e u(a) =¢.

Observacao 3.2.1 Cada solugdo cldssica de (3.5) é uma solugdo forte do mesmo prob-
lema, mas a reciproca nao € verdadeira.

Observagao 3.2.2 Como jd vimos, se A gera um semigrupo uniformemente continuo e
f € continua de [a,b] em R™, entao uma funcao u : [a,b] = X é uma solucao cldssica do
problema nao homogéneo (3.5) se e somente se é dada pela chamada fomula da variagdo
de constantes

u(t) = S(t—a)f + /t S(t—s)f(s)ds (3.6)

para cada t € [a,b]. Exemplos simples mostram que, no caso em que X ¢é de dimensdo
infinita e A € ilimitado, isto €, gera apenas um Cy-semigrupo, o problema (3.5) pode nao
ter solucao cldssica, e isto independentemente do quao reqular € o f dada.
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Teorema 3.2.1 (Duhamel Principle) Cada solugao forte de (3.5)é dada por (3.6). Em
particular, cada solugao classica do problema (3.5) e dada por (3.6).

Demonstragao: Seja u uma solucao forte de (3.5), t € (a, b] e definamos g : [a,t] — X
por g(s)S(t — s)u(s) para cada s € [a,t]. Entdo g é diferenciavel q.t.p. em (a,t), sua
derivada pertence a L'((a,t); X), e

g'(s) = —AS(t — s)u(s) + S(t — s)u'(s) =

—AS(t — s)u(s) + S(t — s)Au(s) + S(t — s)f(s) = S(t — s)f(s)

q.t.p. para s € (a,t). Como f € L'(a,b;X), s — S(t —s)f(s) é integravel sobre [a,].
Integrando a equagao acima de a até ¢, obtemos (3.6).

Do Teorema 3.2.1 deduzimos o seguinte resultado de unicidade.

Corolario 3.2.1 Para cada £ € X e cada f € L'(a,b; X), o problema (3.5) pode ter no
mdzimo uma solugao cldssica (forte).

As consideracoes anteriores justificam o porqué, no caso de espacos X de dimensao in-
finita, a formula da variacao de constantes é "promovida'"a definicao. Mais precisamente,
introduzimos:

Definigao 3.2.3 A funcao u : [a,b] — X, definida por (3.6) é dita solu¢ao branda, ou
solugao C°, do problema (3.5).

A partir de agora, focamos nossa atencao em algumas condicoes suficientes a fim de
que uma solugao C° de (3.5) seja uma solugao C', ou solugao forte do mesmo problema.
Comecamos com um exemplo que mostra que a continuidade de f por si s6 nae é suficiente

para que a solugao C°, dada por (3.6), seja uma solugao forte e, menos ainda, uma solugio
oL,

Exemplo 3.2.1 Seja A: D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0},
para o qual existe n € X tal que S(t)n & D(A) para cada t > 0. Definamos f(s) = S(s)n
para cada s € [0,T] e observemos que f é continua. Por outro lado, o problema (3.5)
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com & = 0 nao tem solucao forte, e entao nao tem solugao cldssica. De fato, se u é uma
solugao forte do problema (3.5), por virtude da Observagao 3.2.2, u € dado por

u(t) = /0 S(t—s)S(s)nds =tS(t)n

para cada € [0,T), Fun¢ao que claramente nao é diferencidvel q.t.p. em [0,T).

Teorema 3.2.2 Seja A: D(A) C X — X o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0},
Seja f € L'((a,b); X) continua em (a,b), e seja

a,b)
v(t):/ S(t— 8)f(s)ds

para t € [a,b]. Se pelo menos uma das condigoes abaizo é satisfeita

(i) v € continuamente diferencidvel em (a,b);

(ii) v(t) € D(A) para cada t € (a,b), et — Av(t) é continua em (a,b)

entdo, para cada § € D(A), (3.5) tem uma unica solugdes cldssica. Se existe & € D(A)
tal que, (3.5) tem uma solucao cldssica, entdo v satisfaz (i) e (ii).

Demonstragao: Observemos que, para cada t € (a,b) e h > 0, temos

%(S(h) D) = LU h]z —vlt) _ % /t TS+ h— s f(s)ds. (3.7)

Vamos supor que (i) vale. Como f é continua, e v é continuamente diferenciével em (a, b),
segue que o lado direito da igualdade converge para h tendendo a 0. Portanto, o lado
esquerdo converge também, e consequentemente v(t) € D(A), e

V(1) = Av(t) + £(¢) (3.8)

para cada t € (a,b). Se (ii) vale, entdo v é diferenciével a direita em (a,b), e sua derivada
direita é continua em (a,b). Como v claramente é continua, segue que v é continua-
mente diferenciavel em (a,b), e satisfaz (3.8). Como v(a) = 0, segue que, para cada
£ € D(A), t — u(t) =St —s)+v(t) para t € [a,b] é uma solucao classica de (3.5).
Suponhamos agora que existe £ € D(A) tal que (3.5) tem uma solucao classica u que, por
virtude da Observacao 3.2.2, e dada por (3.6). Entao, a fun¢ao t — v(t) = u(t)—S(t—a)AE
é diferenciavel em (a,b). Assim, v satisfaz (i). Se £ € D(A), temos S(t —a) € D(A) para
cada t € [a,b ], e portanto segue que v(t) = u(t) — S(t — a)¢ € D(A) para cada t € (a,b),
et Av(t) = Au(t) — AS(t—a) = u'(t) — f(t) — S(t — a) AE & continua em (a,b). Entao,

v satisfaz (ii), e isto conclui a demonstragao.
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0

Corolario 3.2.2 Se A: D(A) C X — X € o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0},
e f € de classe C* em [a,b], entdo, para cada & € D(A), o problema (3.5) tem uma tinica
solucao cldssica.

Demonstracao: Observemos que

tr—>v(t):/ S(t—s)(s)ds:/o_aS(s)f(t—s)ds

é continuamente diferenciavel em (a,b). De fato,

V'(t) = S(t —s) / S(s)f(t —s)ds
S(t—a)f(a)+ S(t—s)f(s)ds
para cada t € (a,b). A conclusao segue de (i) no Teorema 3.2.2. [

Corolario 3.2.3 Se A: D(A) C X — X € o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t >
0}, f € L'a,b; X) é continua em (a,b), f(s) € D(A) para cada s € (a,b), e Af(:) €
L'(a,b; X), entao, para cada & € D(A), o problema (3.5) tem uma tnica solugao cldssica.

Demonstraciao: Para cada t € (a,b) e s € (a,t], temos S(t — s)f(s) € D(A). Além

disso, a funcao t — AS(t — s)f(s) = S(t — s)Af(s) é integravel, e assim v, definido como
no Teorema 3.2.2, satisfaz v(t) € D(A) para cada t € (a,b). Além disso, a funcao

t— Av(t /St—s s)ds:/atS(t—s)Af(s)ds

¢ continua em [a,b]. Concluinos a demonstra¢ao com a ajuda de (ii) no Teorema 3.2.2.

3.3 O Problema de Cauchy com Retardo

Nesta secao estudaremos o seguinte problema de Cauhy com retardo:

{ u'(t) = Au(t) + f(t, ur) (3.9)

Uy = @ 79066
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onde A gera um Cy-semigrupo {S(t); ¢t > 0}, em um espaco de Banach X e f : [0, 7| xB —
X ¢é continua em ¢t e satisfaz uma condigao Lipschitz em u. O problema de Cauchy (3.9)
nao necessariamente tem uma solucao de qualquer tipo. No entanto, se tem uma solucao
classica ou forte, entao o argumento dado no inicio da se¢ao anterior mostra que esta
solucao satisfaz a equacao integral

u(t) = S(t)p(0) —i—/o S(t—s)f(s,us)ds 0<t<T (3.10)
w(#) = o(6) —r<0<0

O espaco de fase B para equacoes com retardo finito é um espago vetorial, com uma
seminorma || - ||z, consistindo de fun¢ées de [—r,0] em X. Os axiomas fundamentais
assumidos em B sao os seguintes:

(A) Se u é uma fungao de [—r,T) em X, T > 0, tal que u € B e u é continua em [0,7),
as seguintes condigoes valem:
(i) fu@)llx < Hjulls -

(iil) [|uells < K(t)sup{||u(s)||x : 0 <s <t}+M(t)||uo| 5, onde H é uma constante,
K, M :[0,00) — [0,00), K é continua, M é localmente limitada, e ambas
independem de u.

(A1) Para cada funcao u € (A4), z; ¢ uma

Defini¢ao 3.3.1 Uma solugao continua da equagao integral (3.10) serd chamada solugao
branda do problema de Cauchy (3.9).

Teorema 3.3.1 Seja f;[0,T]xB — X continua em t € [0,T) e uniformemente Lipschitz
(com constante L) em X. Se A é o gerador de um Cy-semigrupo {S(t); t > 0} em X,
entao para cada p(0) € X o problema de Cauchy (3.9) tem uma tnica solugdo branda

ue C([-r,T]; X).

Demonstracao: Para uma dada ¢ € B definimos a aplicagao

F:C(-r,T;X)— C(-r,T; X)
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por
(Fu)(t) = S(t)p(0) +/0 S(t— s)f(s,ug)ds, 0<t<T a.11)
(FU)O =

Denotando por ||u|l« a norma de u como elemento de C([—r,T]; X) segue da defini¢ao
de F' que
[(Fu)(t) — (Fo) ()] < MLt|u = v][o (3.12)

onde M é uma cota superior de ||S(¢)|| em [0,T]. Vemos também que

|(Fu)s — (Fv)s|| < M Ls|ju — v]|so- (3.13)
Com efeito,
[(Fu)s = (Fv)s|l = s [(Fu)(s +0) = (Fv)(s + o)
oe|—r.
< sup ML(s+ o||u — v|jeodr < MLS||u— v||odT

o€[—r.0]

Usando 3.11, 3.13 e inducao em n segue facilmente que

jEw) - Enl < EE
dai LT
17— ol < S (3.14)

Para n suficientemente grande (M LT)"/n! < 1 e por uma extensdo bem conhecida do
principio de contragdo F' tem um tnico ponto fixo u € C([—r,T]; X). Este ponto fixo é a
solucao desejada da equacao integral 3.10.

3.3.1 Aplicacao

Consideremos a equagao abaixo em um dominio €2 € R"

%(t,x) = Au(t,z) + f(t,u(t+6,2)) (t,z) €[0,T] x
u(t,r) =0, (t,z) € [0,T] x T (3.15)
u(t,z) = p(t, z), —r<t<0

onde A é o operador de Laplace.
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Teorema 3.3.2 Seja X = H Y(Q), f:[0,T] x B— X continua na primeira varidvel e
uniformemente Lipschitz na sequnda. Entao (3.15) possui uma tnica solugao branda em

X.

Demonstragao: Defina A: D(A) C X — X por

{ D(A) = Hy(®)
Au = Au

o problema (3.15) pode ser reescrito na forma abstrata

u(t) = Au(t) + f(t,w), 0<t<T
= ¢(0), —r<f9<0

Pelo Teorema 3.1.1 A gera um Cy-semigrupo de contracoes e pelo Teorema 3.3.1 existe
uma unica solucao branda em X.
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