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Introducao

Uma variedade lisa nao-degenerada r-dimensional X c PN (N > 2r + 1) pode ser
projetada isomorficamente sobre uma variedade X C P* ! Assim, se X é uma curva,
seu ”lugar natural” é P?, para superficie é P° e assim por diante. Deste modo, se X puder
ser projetada em um espaco projetivo de dimensdo < 2r + 1 entdo X é de algum modo
especial. Tal peculiaridade, no caso em que r = 2, foi estudada por Severi no inicio do
século XX. Em, 1901, Francesco Severi provou que a tnica superficie em P° que pode ser
projetada isomorficamente em P* é a superficie de Veronese, ver epilogo. Este resultado

é hoje conhecido como o teorema de Severi sobre a superficie de Veronese.

Seja X C PV uma variedade projetiva lisa r-dimensional sobre um corpo algebrica-
mente fechado de caracteristica zero. A projecao centrada em um ponto p é um isomor-
fismo de X sobre sua imagem se e somente se p nao esta em nenhuma reta secante ou
tangente a X. A variedade secante de X, S(X), que é a uniao de todas as retas secantes
ou tangentes a X, tem dimensao no maximo 2r+ 1. Deste modo, uma condi¢gao necessaria
e suficiente para que uma superficie em P possa ser projetada isomorficamente em P* é

que sua variedade secante tenha dimensao < 4.

Nao é de se surpreender, entao, que o principal objeto estudado por Severi para a ca-
racterizacao da superficie de Veronese acima mencionada foi a variedade secante. Mas, o
queé de tao especial tem a variedade de Veronese apenas pelo simples fato de sua variedade
secante ser deficiente, isto é, ter dimensao menor que a esperada? Quais as proprieda-

des geométricas intrinsecas da superficie de Veronese que Severi usou para caracteriza-la



através da andlise de sua variedade secante?

Severi concluiu a caracterizacao mostrando que uma superficie X C P? irredutivel nao
degenerada com variedade secante deficiente admite uma familia 2-dimensional de conicas
lisas. Era um resultado conhecido na época que uma superficie X C P° nas condicoes
acima com uma familia 2-dimensional de conicas lisas é projetivamente equivalente a
superficie de Veronese. Sobre corpos de caracteristica zero a condicao dim SX = 4 é
equivalente a condicao de que quaisquer par de espacos tangentes se intersectam. Nesta
forma o teorema foi conhecido por del Pezzo em 1887. O objetivo deste trabalho é
estabelecer as trés caracterizagoes acima da superficie de Veronese. Obteremos isto em 4

etapas que correspondem aos 4 capitulos deste trabalho.

No primeiro capitulo, enunciaremos os resultados que serao essenciais para uma boa
compreensao do texto. A saber, o lema de Sard, o teorema da dimensao das fibras, o
teorema principal de eliminacao, o teorema da reflexividade para variedades duais e o

teorema principal de Zariski.

No segundo, a superficie de Veronese é dissecada. Caracterizamos explicitamente suas
secoes hiperplanas, sua variedade secante bem como o lugar secante em um ponto geral
de sua variedade secante. Mostraremos que, em um tal ponto geral, o cone secante é um

plano e o lugar secante ¢ uma conica irredutivel neste plano.

Embora no segundo capitulo ja se tenha estabelecido contato com a variedade secante,
é no terceiro que a estudaremos com maior detalhe. Obteremos aqui a estimativa dimen-
sional acima mencionada além de sua caracterizagao geométrica como a uniao das retas
secantes honestas e tangentes a variedade. Demonstraremos o lema de Terracini que é
uma importante ferramenta no estudo da geometria das retas secantes e tangentes a uma
variedade algébrica. Outro resultado nao menos importante exposto neste capitulo é o

lema da trissecante.

No capitulo 4, obteremos as caracterizacoes acima mencionada. Mostraremos inici-
almente que uma superficie X C P° irredutivel nao degenerada, nao cone, com varieda-
de secante deficiente admite uma familia 2-dimensional de conicas lisas. Analisando a

projecao de X com centro o plano tangente T, X em um ponto geral de X concluiremos



que tais conicas sao divisores de Cartier linearmente equivalentes. Tal sistema linear é
livre de ponto base e a aplicacao regular associada a tal sistema linear realiza X como

uma superficie projetivamente equivalente a superficie de Veronese.



Capitulo 1

Preliminares

Para dar maior comodidade ao leitor enunciaremos neste capitulo os resultados que
serao essenciais para uma boa compreensao do texto. Sao resultados centrais de um

primeiro curso de Geometria Algébrica.
Lema 1 . O grafico de um morfismo f: X — Y é fechado em X x Y.
Demonstragao: [11], pag. 57. O

Teorema 1 . Seja X uma variedade projetiva e Y um variedade arbitraria. Entao, a

segunda projecao py : X XY — Y é um morfismo fechado.
Demonstracao: [11], pag. 58. [
Teorema 2 . A imagem de uma variedade projetiva sob um morfismo é fechada.

Demonstracao: [11], pag. 57-58. O



Teorema 3 . Seja X uma variedade e g € I'(U) com U C X aberto. Se g # 0 e nao é

uma unidade em I'(U) entao Z(g) tem dimensao pura dim X — 1.
Demonstracao: [8], pag 57. O

Teorema 4 . Sejam X C P" uma variedade projetiva irredutivel e F(Xo,...,X,) €

k[Xo, ..., Xn] um polinénio homogéneo. Se F' é nao constante e F' ¢ I(X) entao
Z(f)=XNZ(F)#0

e tem codimensao pura 1 em X, a menos que dim X = 0.
Demonstracao: [8], pag. 65. OJ

Teorema 5 . Se f: X — Y é um morfismo finito entre variedades arbitrarias, entao:

(i) f é um mapa fechado.
(ii) Para todoy €Y, f~*(y) = 0 ou f~'(y) consiste em um conjunto finito de pontos.
(iii) Se Z C X é um subconjunto fechado irredutivel de X entao dim f(Z) = dim Z.

(iv) f é sobrejetiva < o co-homomorfismo f* é injetivo < f é dominante.
Demonstracao: [8], pag. 58. [

Teorema 6 . Seja f : X — Y um morfismo dominante entre variedades arbitrarias e

sejar =dim X - dimY. Seja W C Y um subconjunto irredutivel . Entao:

(i) Se Z é uma componente irredutivel de f~'(W') que domina W entao,
dim Z > dim W +r

ou, equivalentemente
codimx Z < codimy W
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(ii) Existe um conjunto aberto nao vazio U C Y tal que U C f(X) onde vale a igualdade
em (i) sempre que W NU e Z N f~1(U) sejam nao vazio.

Demonstragao: [8], pag. 68-69. [J

Teorema 7 (Dimensdao das fibras). Seja f : X — Y como no teorema anterior. Entao:
(i) Toda fibra tem dimensao pura > dim X - dim Y.

(ii) Uma fibra geral tem dimensao pura dim X - dim Y.

Demonstracao: [11], pag. 76. O

Teorema 8 . Seja f : X — Y um morfismo sobrejetivo entre variedades arbitrarias.
Suponha que Y é irredutivel e que todas as fibras sao irredutiveis e de mesma dimensao.
Entao X é irredutivel e dim X = dim f~'(y) + dim Y.

Demonstracao: [11], pag. 77. O

Se X c PV ¢ uma variedade projetiva entéo a variedade dual X ¢ PV é definida como
o fecho do conjunto de pontos u € P tal que H, D T,X, onde estabelecemos as seguintes
notacoes :

H, - é o hiperplano em PV correspondendo a u € P

S, (X) - Conjunto aberto dos pontos nao-singulares de X. Onde p € X é nao-singular se
dim T, X = dim X.

T,X - Espaco tangente mergulhado em PV.

Teorema 9 (Reflexividade)

(a) Para qualquer variedade irredutivel X C PV, tem-se X** = X.
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(b) Mais precisamente, se z é um ponto liso de X e H é um ponto liso de X, entdo H

é tangente a X em z se e somente se z, visto como um hiperplano em PV, é tangente a
X em H.

Demonstracgao: [13], pag. 4. O

Lema 2 (Sard). Seja f : X — Y um morfismo dominante entre variedades definidas
sobre um corpo de caracteristica zero. Entao, existe um aberto nao-vazio U C Y tal que
para todo ponto nao-singular p € f~Y(U) N (X — Sing(X)) na imagem inversa de U a

diferencial df, é sobrejetiva.
Demonstracao: [5], pag. 176. O

Definicao 1 . Uma curva C C P" se diz estranha se existe um ponto p € P" tal que

pe (] T

qeC—Sing(C)

Pelo lema de Sard podemos concluir que nao existem curvas lisas irredutiveis nao-
degeneradas estranhas definidas sobre corpos de caracteristica zero. De fato, se C' C P" é

uma tal curva seja m, : C' — H a projecao com centro em p € (), _-T,C sobre um hiper-

qeC
plano H Z p. Desde que m, é linear entao d,m, : T,C — T, (o)(m,(C)) é tal que dym, =

Ty, - Como m,(C) C H ¢ irredutivel e C' nao é uma reta entao (C') ¢ uma curva (pos-
sivelmente singular). Logo, para todo q € C, dgm,(T,C) = { ponto } & Tr () (m,C) pois

dim T (g (m,C) > 1. Isto contradiz o Lema de Sard.

Definicao 2 - Uma variedade X C P" é dita fatorial se para todo x € X o anel local
0.(X) é UFD.

Teorema 10 (Principal de Zariski) - Seja X uma variedade fatorial n-dimensional e
seja [ X' — X um morfismo birracional. Entao existe um aberto nao vazio U C X

tal que

12



1) fioi, Y U) — U é um isomorfismo,
2) se Ey, ..., E}, sao as componentes de X'\ f~}(U), entao dim E; = n — 1, para todo

i, enquanto que dim f(E;) <mn — 2.

Em particular, se v € X \ U, todas as componentes de f~(x) tém dimensao ao menos 1.

Demonstragao: [8], pag. 290-291. [

Obs: Ao longo de todo este trabalho estaremos sempre supondo as variedades definidas
sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero. Entretanto, o teorema
de Severi sobre a superficie de Veronese também é valido sobre corpos de caracteristica

positiva. Para uma demonstracio mais geral do Teorema de Severi ver [2] ou [3] .
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Capitulo 2

A Superficie de Veronese

2.1 Definicao

Denotemos por k[Xy,..., X,]s o espaco vetorial N-dimensional dos polinémios ho-

mogéneos de grau d em k[Xo, ..., X,], onde N = =+ . Deste modo,
PY = P(k[ Xy, ..., X,]a)
Em particular, P? = P(k[Xg,X;,X3];) e P° = P(k[Xy, Xy, Xs]2). Daqui por diante
veremos um ponto [ag, ai, as] € P? como a reta
C:agXo+ a1 X1 +asXe =0
e [ago, ao1, Aoz, 11, a1z, ags] € P5 como a conica

Z CL”AXVZ2 + Z QCLZ']‘XZ‘XJ‘ = 0.

i<j
utra maneir representar um pon =3 ayX; iz 20, X, X; = 0 em P° ¢
Outra maneira de representa onto F XZ+ 2a;; X;X; = 0 em P°
i<j
na seguinte forma matricial:

Qoo Ao1 Qo2
Sp = Gp1 a1 Q12
Qo2 A12 22
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a menos de um fator escalar nao nulo.

Lembramos que a acao de PGL(3,k) em P° determina trés érbitas, segundo o posto
da matriz. Tais orbitas sao representadas respectivamente pelos seguintes conjuntos de
pontos em P?:

V={F:F=¢ paraalgumareta (}

A\V = {F : F consiste de um par de retas distintas}
PP\A={F:Félisa}

onde A é a hipersuperficie ctibica de equacao
2 2 2
detSr = agoai1agz + 2a01002012 — Agea11 — Geoaiy — Ay Az = 0

e V = Z(det(a;;)) onde (a;);) sao os menores 2x2 da matriz em que se suprime a i-ésima

linha e a j-ésima coluna da matriz

Qoo Ap1 Qo2
Qo1 Aai1 Q12
Qo2 A1z Q22

representando as coordenadas homogéneas de P°. Ver [14]

Definamos a aplicacao:
v: P2 — P
0 —s (2

que em coordenadas homogéneas significa:

[ag : a1 : ag] — [ag : apay : agay : a2 : ajay : a3

Claramente v esta bem definida e é injetiva. A superficie de Veronese é definida como
sendo a imagem da aplicagao v. Pela defini¢io de v segue que v(P?) = V, isto é, a

superficie de Veronese é dada, conjuntistamente, pela seguinte interse¢ao de quadricas:

( 2 __
AppQ11 — Ay = 0

apoa12 — Aordoz = 0
appQ22 — CL82 = 0
apraiz — ayjage =0
ap1a2z — agaaiz = 0
a11Q929 — a%z =0
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Através do célculo da matriz jacobiana de A pode-se concluir que V = Sing(A). O

fato de v ser um isomorfismo sera fundamental na compreensao da geometria de V.
Proposicao 1 - O morfismo v definido acima é um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstracao: Sejam U; (0 < ¢ < 2)eU; (0 <i<2e0 < j < 2) os abertos
bésicos de P? e P° respectivamente. Note que p € V = p € Uy U Uy; U Upy. Logo,
V=VNUyuUVNU;UYNUy. Além disso, v~ (V NU;) = U;. Assim, basta mostrar
que as restrigoes v; = vy, : Uy — V;(0 < i < 2) onde V;; = V N Uj; sdo isomorfismos.

Para isto, basta definir os morfismos:
vy : Voo — Uy tal que  [ago : o1 : o2 @ @11 @ @ra © Gge] — [ago : ao1 © aos)

2 Vll — U1 tal que [aoo L Qpp - Qo2 - A11 - A12 - agz] [ a— [a01 c Q. 0,12]
Vy @ VQQ — U2 tal que [(100 . QAp1 - Qo2 - A1 - A2 - GQQ] — [a02 L a19 a22]

pois tem-se v; = vy, e para todo p € V;; N V5, 1;(p) = v;(p) visto que a matriz

Qoo Qo1 Aop2
Qp1 A1l Q12
Qo2 A12 A2

tem posto 1 ja que pe V. U

Mais geralmente, dados n,d > 0, sejam Xg,...,Xy, N = =+« — 1 todos os monomios

de grau d em n + 1 varidveis xq,. . .,X,. A aplicacao
Vdn - P" — PN y P= [a(b cee 7an] — Vd,n<p) = [X()(p), R 7XN(p)]

é chamada mergulho Veronese de grau d. Se n = 1 e d = 2, por exemplo, a imagem de

Vo1 € uma conica lisa em P2,
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2.2 Anatomia da Superficie de Veronese

2.2.1 Secoes Hiperplanas

Se H : Ya;;a;; = 0 é um hiperplano de P° entao
v HNY)={peP*:v(p) € H} = {[ap : a1 : az) € P*: Yayja;a; = 0}

é uma conica de P2. Assim, ¥V C H < P? C (Zayaa; = 0) < a5 = 0 0 que é uma
contradi¢ao pois H é um hiperplano. Logo, V é nao degenerada. Desde que v~1(H NV)
¢ uma conica e conicas em P? sdo retas duplas, pares de retas ou conicas lisas entdo para
conhecermos todas as secoes hiperplanas de V basta conhecermos a imagem por v de uma

reta e de uma conica lisa em P2,

Proposigao 2 - (i) Se £ C P? é uma reta entao v({) C P® é uma conica de posto trés em
IPS.

(ii) Se C C P? é uma conica lisa entao v(C) C P5 é projetivamente

equivalente a uma curva normal racional de grau 4 em IP.

Demonstragao. (i) Seja £ = {[0 : X : u] | [N : u] € P} C P? a reta de equagio
cartesiana ap = 0. Entdo, v(€) = {[0:0:0: X2 : A p?] | [N : ) € P2} C Q N7 onde
Q ¢é a quadrica de posto trés definida por ajjaz — al, = 0 e m é o plano de equagoes
ago = ap1 = apz = 0. Note que @ é um cone de vértice N(Q) = (a;1 = a12 = ag = 0)
sobre a conica plana lisa Q N7 definida por a;;as — a3, = 0. Por outro lado, para todo
ponto [0:0:0: @ : dpp @ o] € TNQ, isto é, satisfazendo a equagao a1z — dry = 0
existe \, u € k tal que A\? = @y e p? = Gge. Entdo q = [0: X\ : p] € £ ¢é tal que v(q)=
0:0:0: A2 : Ap:p?]=[0:0:0:ay : Qe : agl. Logo, v(f) = 7N Q. Agora, para toda
reta /' C P? existe uma projetividade w : P2 — P? tal que w({) =l evow : P> — V é

uma isomorfismo. Isto conclui a demonstragao do item (i).
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(ii) Pelo raciocinio final do item anterior basta calcularmos v(C) com C' C P? a conica
lisa a? — apag = 0. A aplicacio ¥ : P! — C C P?; [N : pu] — [A? : A p?] é um

isomorfismo (primeiro mergulho Veronese de grau 2) e portanto
v(C) =voW(PY) = {]\*: Nu: Np? i pf] [N o) € P
Note que v(C) C H C P° onde H ¢ o hiperplano de equagao agy — a;; = 0. Seja

/

C =v '(HNYV) a conica dada pela matriz

0 0 1
0 -2 0
1 0 0

Entao C' C P? é uma conica irredutivel. Mas, v(C) C HNY = C C ' donde
C = C". Logo,
v(C) = {[aij] | ago = >\47 apr = )\3/% Qo2 = )\2M27 apyp = )\2M27 a2 = )\M3, Qg = M4}

que é projetivamente equivalente a uma curva normal racional de grau 4 em P°. Basta

. !l ! : :
fazer a mudanga de coordenadas: ap, = age — a1 € a;; = a;; para i #0ej#2 0O

Corolério 1 - (i) Se C CV é uma conica lisa entao v~ (C') é uma reta em P=.

(ii) Por dois pontos distintos de V passa uma tinica conica lisa C C V.

Demonstragao. (i) Seja H C P® um hiperplano tal que C C H. Entao C C HNV
ev (C) c ¢ =v'(HNYV) onde C' é uma conica. Assim, C' C v(C') = HNV e
portanto v(C") nao pode ser uma curva normal racional de grau 4. Logo C’ é redutivel e

tem v~!(C') como componente. Portanto, v~!(C') é uma reta em P

(ii) Se p,q € P° sdo os pontos dados com p # ¢ entao p' = v=1(p) # v(q) = ¢.
Seja £y o a tnica reta em P? que passa por p' e ¢’. Pelo item(i) da proposi¢ao anterior
C = v(ly 4) é uma conica passando por p e g. Pelo item anterior v~(C") = £ é uma reta
em P? passando por p’ e ¢’ donde ¢ = £,y , donde C" = v({') = v({y ») = C. O

18



2.2.2 A Variedade Secante da Superficie de Veronese

Seja X C P" uma variedade projetiva irredutivel lisa e nao-degenerada. Uma reta
¢ C P é dita tangente a X se existir p € X tal que p € £ C T, X. Uma secante honesta
a X é uma reta £ C P" com ao menos dois pontos distintos em comum com X, isto é,
{=1"{,,comp,q€ X ep+# q. Denotaremos S"(X) = conjunto das secantes honestas a X
e Tan(X) = conjunto das tangentes a X (como conjunto de pontos de P™). A variedade
secante de X é o fechado S(X) = S"(X) U Tan(X). No préximo capitulo estudaremos

com maior detalhe estes novos objetos. Mais precisamente, mostraremos, na segao 3.1.3,

que S"(X) U Tan(X) = S"(X). Nesta secdo estamos interessados somente em determinar
S(V). Desejamos provar que S(V) é a hipersuperficie ctibica A C P° das conicas de posto

< 2. Lembramos que

(i) Toda matriz de posto 2 é uma combinagao linear de duas matrizes de posto 1.
(ii)) O posto de uma matriz que é combinagao linear de duas matrizes de posto 1 nao

excede 2.
E isto se traduz na geometria de P° do seguinte modo:

(i) Para todo ¢ € A\ V existem py,ps € V tais que g € £y, p,.
(ii) Se p,q € V e p # q entdo £,, C A.

Isto mostra que A C S(V) e S"(V) C A. Resta entdao mostrar que Tan(V) C A. Das

equagoes que definem )V obtemos sua matriz jacobiana:

ayn —2an 0 ago 0 0

a1z —Qg2  —ao1 0 oo 0
a9 0 —2@02 0 0 apo

j(V) n 0 Q12 —a11  —Aap2 Qo1 0
0 22 —Q12 0 —Qp2 Qo1
0 0 0 a2 —2a15 any
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Em particular parap=[1:0:0:0:0:0] € V temos:

3

<

N—

—

s

SN~—

I
coocoocoo
coocoocoo
coocoocoo
cooco o~
coocoro
coor oo

donde

OO oo o
S OO oo o
S OO O oo
S OO OO
o OO o= O
OO o= OO

=

-

que é o plano de equagdo a;; = aja = az = 0 (Note que este plano é o lugar das conicas
redutiveis tendo ¢ como componente). Seja ¢ C T,()) uma reta que passa por p. Entao,

um ponto ¢q € ¢ é da forma:

qg=Aao :ap :ap2:0:0:0]4+p[1:0:0:0:0:0] = [Nago + £ : Aagr : Aagz : 0:0: 0]

(ap; # 0 ou agy # 0) que é uma conica de posto < 2 (= 1 se e s se A = 0, isto é,
T,Y NV = p). Logo, ¢ € A, isto é, { C A donde T,V C A. Se ¢ € V é um ponto
qualquer de V existe uma projetividade w : P> — P5, decorrente da acao induzida de
PGL(3,k) em P°, que leva p em ¢ e preserva as trés érbitas de 5. Além disso, w é um
isomorfismo linear e portanto dyw = wy, .+ Tp(V) — Ty(V) € um isomorfismo. Logo,
T,(V) = w(T,(V)) C A (w preserva érbitas e T,(V) C A). Isto prova que Tan(V) C A

como desejavamos.
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2.2.3 O lugar secante em um ponto de S(V)\V

Dado p € A\ V sabemos que existe uma secante honesta a V passando por p, isto é,
existem p1,pe € V com p; # po tais que p € £, ,,,. Sabemos também que para quaisquer
dois pontos distintos p,q € V existe uma tnica conica plana lisa C,, C V passando por
eles. Sejap € A\V e p1,ps € V distintos tais que p € £, ,,. Se m, é o plano contendo
Cp, p, €0td0 p € m, pois p € £y, p, C . assim, para todo ponto p € A\ V existe um
plano m, contendo p tal que 7, NV = conica. Logo, por p passam infinitas secantes a V.
Queremos mostrar que estas secantes geram um plano, isto é, que qualquer outra secante

de V passando por p estd em m,.

Proposicao 3 . A uniao das retas secantes a V passando por p € A\ 'V é um plano m,

e mp, NV é uma conica lisa.

Demonstracao: Suponhamos que exista uma reta secante £ passando por p nao contida
em 7,. Podemos supor ¢ uma secante honesta, isto é, { = ¢, 4, com q1,q2 € V e ¢1 # ¢o.
Seja Cg, 4, a Unica conica contida em V passando por ¢; e gz e 7, o plano contendo p e
Caq1.02- Sabemos que C,, ,, € Cy, 4, se intersectam em um tnico ponto ou coincidem. Por
construcao Cq, g, N Cp,py = ¢. Logo, £y C @, N, e portanto < m,,m, >= P3. Como
YV ¢ P3, exister € Vtal que r € P> C H. Entao, H =P* =< r,P3 > étal quer € H
er ¢ P® c H. Como v~ '(HNYV) é uma conica em P? e v71(C) = reta se C C V é uma

coOnica temos:

v I HNY) = v (PPN Y)U(H\P)NY))
= V_1<Cp1,p2)UV_I(Cquz)UV_I((H\P?))OV)
= LHULUUr Y(H\P)NY)

Mas, ¢1 U/, é uma conica em P2. Logo, v ((H\P?)NV) C £, Ul donde v=1(r) € €1 Ul

donde r € Cp, ,, UC,, 4 C P? 0 que é uma contradigao. O
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Dado p € A\ V, a conica C = 7, NV ¢é chamada o lugar secante de V em p. Na secao

3.1.4 abordaremos o conceito de lugar secante para uma variedade qualquer.
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Capitulo 3

Superficies em P° com variedade
secante deficiente

3.1 A Variedade Secante
3.1.1 Definicao
Seja X C PV uma variedade projetiva. A variedade secante de X, denotada por S(X)

¢é o fecho da uniao de todas as retas com ao menos dois pontos distintos em comum com

X. Em simbolos:

S(X) = U lpg

p,q€X
p#q

3.1.2 Estimativa Dimensional
A seguir daremos uma estimativa para dim S(X') usando o teorema da dimensao das fibras.

Daqui por diante X denotarda uma variedade projetiva, nao-degenerada e irredutivel em
PV,
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Proposicao 4 - S(X) é irredutivel e dim S(X ) < min{2dim X + 1, N}.

Demonstracao. A demonstragao é uma consequéncia da seguinte maneira de se construir
S(X).

Considere a diagonal Apn = {(x,y) € P* x P* : x = y}. O conjunto Apn C P" x P
¢ o fechado definido pelas relagoes polinomiais x;y; — x;v;. Estas decorrem da carac-
terizacao da condicdo de dependéncia linear entre dois vetores de K¥*!1. Deste modo,
Ax = X x X N Apn é fechado em X x X. Assim, X x X \ Ax é um subconjunto
aberto da variedade irredutivel X x X. Logo, X x X \Ax é irredutivel e denso (exceto

se X = {ponto}). Considere as projegoes

(X x X\ Ax) x PV
(XxX\A)/ \]P)N

Segue do teorema 1 (pag.9) que p; é um morfismo fechado. Seja

So(X) = {(x,y;2) : (x,y) e Xx X\ Ax e z €/} C (X x X\ Ax) x PN,

Este ¢ um subconjunto fechado de (X xX \ Ax) x PY. Com efeito, as equacoes ex-
pressando a condigao de trés vetores x = (Xg, -+, Xx), ¥ = (Yo, **,yN) € 2 = (Zo, "+, ZN)
serem linearmente dependentes sao dadas pelos polindmios tri-homogéneos determinados

pelos menores 3x3 da matriz

Ty -+ TN
Yo -+ YN
20 -t ZN

Estes menores 3 x 3 definem um fechado W C P¥ x PV x PV tal que
WN (X x X\ Ax) x PY) = Sy(X).

A restrigao py 0 So(X) — X x X \ Ax é um morfismo fechado e sobrejetivo. Como
0

)
para qualquer par (z,y) € X x X \ Ax a fibra pil (z,y) = Ly, = P! é irredutivel e
So(X)

unidimensional segue do teorema 8 (pag.11) que SO(B( ) é irredutivel e
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dim So(X) = 2dim X + 1

Entao, Sp(X) C (X x X) x PV ¢ irredutivel, fechado em (X x X) x PV e

Pela terceira projecao az : X x X x PV — PN, temos que a3(So(X)) = U, ge x prq o
donde a3(Sp(X)) = S(X). Pela continuidade de as,

a3(Se(X)) C as(Se(X)) = S(X).

Além disso, S(X) é irredutivel visto que a3(So(X)) ¢é irredutivel. Deste modo, a3 é um

morfismo dominante de So(X) em S(X). Entao, existe um aberto U C S(X) tal que

U C a3(Se(X)). Pela irredutibilidade de S(X) obtemos

S(X) = T C as(So(X)) = as(Se(X)).

Assim, S(X) = a3(So(X)) e portanto a restrigao o, : Sp(X) — S(X) é um morfismo
0(X)

sobrejetivo. Logo, dim S(X) < dim So(X) = 2dim X + 1. O

Obs: A variedade secante pode também ser construida do seguinte modo. Considere a

aplicagao das retas secantes de X

s: X xX\Ax — Gr(2,N+1), (p,q) +— 4l

Denotaremos Im s = Sec”X como sendo conjunto das secantes honestas. O fechado
Sech X é chamado a variedade das retas secantes de X e denotado por Sec X. Conside-

rando a relagao de incidéncia
I={(z,0) ePY xGr(2,N +1) | z € (}
segue pelas projecoes
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7

PN Gr(2,N +1)

que SX = pi(p;'(Sec"X)). Com esta construgdo, uma secante a X é simplesmente um

ponto no fecho da imagem de s.

Definicao 3 (Variedade Bandeira) - Para toda sequéncia crescente de inteiros a; < ag <

... < ag < n podemos formar a variedade bandeira
F(ai,ag,...,ax;n) = {(A1,...,Ax) : Ay C ... C Ay} C Gr(a1+1,n+1)x. .. Gr(ag+1,n+1)

onde Gr(a; + 1,n + 1) é a grassmanniana dos a;-subespagos lineares de P™.

Obs: F(ay,as,...,ax;n) é um fechado de P™ (ver [5] pag. 95).

Definiremos a seguir uma outra variedade construida a partir de uma variedade

irredutivel X dada, a saber a envoltéria tangente de X denotada por Tan X.

Seja X C PV uma variedade n-dimensional, lisa e irredutivel. Lembramos que uma
reta ¢ é tangente a X se existir p € X tal que p € £ e £ C T,X. A imagem de uma
variedade projetiva por uma transformacao regular é um fechado. Assim, pelo fato de X

ser lisa, considerando a transformagao de Gauss
G: X —Grn+1,N+1) , z+—T,X

temos que sua imagem G(X) é fechado em Gr(n+1, N+1). Considere, agora, a variedade
bandeira
F(1,2,n+1;N+1)={(z,(,A} | x € £ C A}

e a projecao p13 : F(1,2,n+1; N +1) — P¥ x Gr(n + 1, N + 1). Desde que o gréfico
grG é fechado em PV x Gr(n + 1, N + 1) segue que o conjunto

i3 (erG) ={(x,0,A) € X x Gr(2, N +1) x Gr(G) |z € ¢ C A =G(z)}
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é fechado em PV x Gr(2, N + 1) x Gr(n + 1, N + 1). Portanto, ps(pz (Gr(G)) = T°X ¢é
fechado em Gr(2, N + 1). A variedade

T°X ={¢ € Gr(2,N +1) |exister € X tal quez € £ C T, X}
¢é chamada variedade das retas tangentes a X.

Das projecoes

PY x Gr(2, N+ 1) x Gr(n + 1, N + 1)
/ K
N

temos que o conjunto Tan X = p;(p;'(T°X)) c PN ¢ fechado em PN. E chamado

P Gr(2, N +1)

envoltoria tangente de X.

3.1.3 Caracterizacao Geométrica

Na secao 1.3 definimos S(X) = S"(X) U Tan(X). Por outro lado, em 2.1.1 definimos

S(X) = S"(X). Nesta secdo queremos mostrar a compatibilidade destas definicdes. Para

isto, basta mostrarmos a seguinte proposicao.

Proposigao 5 - (i) S"(X)U Tan(X) é fechado em PV.

(ii) Tan(X) C S"(X).

Demonstragao: (i) Seja G = Gr(2,N + 1) a Grassmanniana de retas em PV e seja
Q = {(z,0)|z € £} C PN x G. Considere as projegoes p; : Q — PN e py : Q — G.
Em relagao a primeira projecio p; : Q — PV, a fibra py(¢) é mapeada isomorficamente
na reta ¢ C PV. Seja J(X) o conjunto das retas secantes honestas ou tangentes a X.

Suponha provado que J(X) é fechado em G. Entdo a pré-imagem p,*(J(X)) é fechada e
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assim também serd pi(p;*(J(X))) = S"(X)U Tan(X). Logo, basta provarmos que J(X)

¢ fechado em G.

Seja I(X) = < Fy,..., Fy >C k[Xo, ..., Xy]. Podemos supor todos os F;’s de mesmo
grau d (ver [5] pag. 24). As retas ¢ C PY no aberto bdsico Uj; C G dos elementos
cuja primeira coordenada de Pliicker é nao-nula sao representadas de maneira tnica pelas

matrizes da forma

1 0 as az ... Aan
0 1 by b3 ... by
e parametricamente na forma
[S:T)+——[S:T:a8+bT:...:anS + byT]|
Restringindo um polinémio homogéneo F, € k[Xy, ..., Xy] de grau d a reta {,; ou seja,

substituindo S, T e a;S + biT em Xy, X; e X;, respectivamente, obtemos
Fo, = DPadla, ) S+ paa_1(a,b)STIT + ..+ paola, b)T?
a,b

onde os coeficientes p,,; sao polinomios em a e b. Entao, para qualquer m > d podemos

considerar a transformacao linear

¢a,b,m : k[XOa cee 7XN]7]?n_d — k’[T, S]m ; (Gb ey Gk) — (Z GzE)
1 |

As entradas da matriz de ¢g,, s@o polinomios nas coordenadas a e b em Uy; C G. Além
disso, para uma reta ¢, € J(X) os polinémios F;’s tém ao menos dois pontos distintos em
comum com ¢ ou tém uma raiz multipla em um ponto de /N X. Assim, a imagem de ¢y,
para uma reta ¢ € J(X) estd contida no subespago de k[T,S],,(Vm > d) dos polinomios

homogéneos de grau m com ao menos duas raizes fixas contadas com multiplicidades.
Logo, codim Im¢y,, > 2 para toda reta £ C J(X).
Para cada inteiro m > d definamos o seguinte subconjunto de Uj;:
L, ={0 €Uy | codim Imgy,, >2,}

Tais subconjuntos de Uy; sao todos fechados pois a matriz de ¢y, sao polinomios nas
coordenadas a e b em Uj; e £,, sao os zeros dos determinantes de ordem m x m desta

matriz.
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Desde que codim Im ®;,, > 2 para toda ¢ € J(X) temos que J(X) C [ L,, := L. Seja
ly € L. Temos codim Im @y, > 2, para todo m > d. Se {; é tangente a X (incluindo
¢ C X) entao ¢y, € J(X). Caso contrério, ¢, N X é um conjunto finito de pontos. Neste
caso, desde que codim Im ®;,, é o valor do polinémio de Hilbert hynx(m) da variedade
Z(NX) C £ =P segue que hynx(m) > 2. Assim, h yx(m) é constante e > 2. Agora, se
Y C P! é um conjunto finito de d pontos entdo hy (m) = d, para todo m >> 0. Portanto,
#Z(X NL) > 2, isto é, £y intersecta X em dois ou mais pontos. Logo, ¢, é secante a
X donde ¢y € J(X). Assim, J(X) = L =) L,, com L, fechado em Uy;. Dai, J(X) é
fechado em Up;. Desde que a condicao de ser fechado é local e este raciocinio pode ser
repetido para qualquer aberto basico U;; de Gr(2, N 4 1) concluimos que J(X) é fechado
em Gr(2,N + 1).

(ii) A explosao de A™ no ponto 0 = (0,...,0) € A" consiste na subvariedade fechada
BlyA™ C A" x P! definida como o fecho do gréfico da aplicacao

s: A"\ {0} — P" !z [1]

Nossa variedade secante é definida como o fecho da imagem de X x X pela aplicacao
racional
¢ X xX---— Gr(2n+1) ;5 (z,y) — lyy

Queremos mostrar que retas tangentes sao limites de retas secantes, isto é, uma tan-
gente £, a X no ponto x é limite de retas secantes a X que passam por x. Podemos
supor x = (1:0:...:0) € X. Seja {,, uma secante honesta de X passando pelo ponto
x. Desde que queremos saber a posigao limite de ¢,, quando y tende para x podemos
supor y € Ay = Uy = P\ {zo = 0}. Além disso, o espago tangente projetivo T, X C P"
é o fecho do espaco tangente afim de X N U; qualquer que seja ¢ = 0,...,n. Assim, é
equivalente provarmos que retas tangentes a variedade afim Xy, = Uy C Aj sao limites de

secantes honestas afins £y, C Aj. Faz sentido entao o seguinte diagrama:
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0x Xg -2 Gr(2,n+1)

(07 y) — gw,y
! T
XycAr L Pt
Yy — ly] = Oy

onde s’ é a restricao de s a X C A". Deste modo, podemos focalizar nossa atencao no

diagrama

BloXo C XU x Pt

Note que Im ¢’ é o fecho das secantes a Xy que passam por 0. Além disso, sendo
1

E=5"(0)=(0xP" 1) NBlyXy podemos fazer a identificacao BloXy \ E = X \ {0}
Vamos mostrar que para todo ponto 0 # v € Ty X, [v] = £y, estd no fecho da imagem
de s'. Isto conclui a demonstracao. Lembramos que o espaco tangente em um ponto p
de uma variedade analitica Y é caracterizado pelo conjunto de vetores tangentes em p a
arcos de curvas analiticas contidas em Y que passam por p. Assim, dado 0 # v € ToX
existe um arco analitico a(t) = (ay(t),. .., a,(t)) tal que a(0) =0, a(t) # 0 para t #0 e

' (0) = v. Deste modo, podemos supor a(t) = t3(t) com 3(t) # 0 e considerar a aplicacao

definida pela composta soa. Deste modo, para ¢t # 0 temos a(t) € Bl X\ £ = X\ 0. Pela
continuidade de a(t) e 3(t) obtemos que &(0) = (0, [v]) € E donde ¥(&(0)) = [v] € Im s'.
U
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3.1.4 O Lugar Secante e a Deficiéncia da Variedade Secante

Para p € S(X) \ X vamos considerar o seguinte subconjunto de S(X):

Y (X)={reX :existe ye X, y#uz, com p€l,,}

Tal conjunto é chamado o lugar secante de X em p. Para um ponto geral p € S(X) a

seguinte proposi¢ao mostra que a dimensao de ¥,(X) ndo depende de p.

Proposicao 6 - Se p € S(X) é um ponto geral entao:

dim ¥,(X) = 2dim X + 1 - dim S(X).

Demonstracao: Na demonstracao da proposigao 4 foi definido o conjunto

So(X) ={(x,y,2) : (x,y) e X x X\ Ax ez € ly,}

bem como seu fecho Sp(X) C X x X x PN. Consideremos as projegoes :

So(X)
RN
X x X PN
/ \
X X

Fazendo uso da hipotese de generalidade do ponto p podemos supor que o mesmo esta
no aberto U C S(X) do teorema (1;7). Assim,

dim a;*(p) = dim Sp(X) — dim S(X)

Entretanto, cada fibra do morfismo

oy copt(p) — X x X

ay ~(p)
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é finita ja que p ¢ X. O mesmo vale para a fibra da aplicagao

Pi0Qq a;l(p)—>piooz1(a;1(p))

para um ponto p € S(X) \ X onde p; : X x X — X s@o as i-ésimas projegoes
i = 1,2). Para p € S(X) \X tem-se 3,(X) = p; o ay(a;'(p)). Logo, pelo
teorema(1;5 (iii)), dim X,(X) = dim a5 ' (p). O

Definigao 4 - O inteiro nao negativo 6(X) = dim X,(X) é chamado deficiéncia da va-
é

riedade secante de X. No caso em que 6(X) é positivo dizemos que X tem variedade

secante deficiente.

3.2 O Lema de Terracini

Uma importante ferramenta no estudo da geometria das retas secantes e tangentes a

uma variedade algébrica é o seguinte resultado conhecido como Lema de Terracini.
Lema 3 (Terracini) - Seja X C PV uma variedade projetiva irredutivel sobre um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao:

(i) Se z € S(X) estd em uma secante honesta (., de X com z # x,y entao

<T, X, T,X > C T,5X).

(ii) Existe um aberto U C S(X) nao vazio tal que para qualquer z € U e qualquer

(z,y) € X x X \ Ax para o qual z € {,, tem-se:

< T,X,T,X >= T.9(X)

Demonstracao: Considere o conjunto
So(X) = {(x,y,2) : (x,y) EXx X\ Ax ez €/} C (X xX\Ax) x P
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Vimos que So(X) ¢é irredutivel e dim So(X) = 2dim X + 1. Além disso, a projegao

pg PV x PN x PY — PV induz um morfismo dominante:

]_93:p3| 1 Sp(X) — S(X) c PV

So(X)

que por sua vez induz uma transformacao linear

dq]_??, = p3| : TqSO(X) -— Tpg(q)S(X) Vq € So(X)
TqS0(X)
donde p3(TqSe(X)) C Tpy(g)S(X). Seja q = (x,y;2) € S(X) qualquer ponto com z # X,y.

Vamos provar que
P3(TqSo(X)) =< TouX, Ty X > (%)

Isto conclui a demonstragao do item (i). Desde que car k = 0 segue, pelo lema de
Sard, que existe um subconjunto aberto U C S(X) \X tal que a diferencial d,p;, para
todo ¢ € p3'(U), é sobrejetiva sobre U. Contudo, se (z,7,2z) € (X x X \ Ax)xU é
tal que z € /., entdo (z,y,2) € P3 ' (U). Deste modo, (*) demonstra também o item
(ii). Para provar (x) fixemos um ponto q = (a,b,c) € So(X) com ¢ # a,b. Desde que

isomorfismo entre variedades acarreta um isomorfismo entre espagos tangentes em pontos

correspondentes podemos escolher um sistema de coordenadas homogéneas xg, - - -, zx em
P tal que a,b,c € Ug = P\ (xo = 0) e a; # by onde temos denotado x; = 2, xj(a) = aj,
xj(b) = b; e x4(c) = ¢; parai = 1, ...,N. Com isto, podemos trocar nossas variedades

e espacos tangentes projetivos por suas restricoes ao aberto afim Uy = AY. Podemos,
entdao, assumir que X C AV e So(X) C (AN)3. As fungoes coordenadas induzidas em

(AN)? denotaremos por xj, y; e z; onde i = 1,...,N. Agora considere o morfismo
T X x X x Al — Sy (X) c (AN)?

induzido pelo morfismo x; = x;, y; = vi, zs = Tx; + (1 — T)y; = (AV)?2 x Al — A?
onde i = 1,...,N. ¥ é dominante pois contém o aberto V. C Sg(X) dado por V =
{(a,b,c) € So(X) : a; # b;}. Entdo ¥ induz um isomorfismo ¥ : ¥~1(V) — V com in-
versa ¥ dada porx; = x;, v; = yi, T = @2 .y 5 gL(V).

X1—Y1
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Considere a composicio & = p3 o ¥ : U 1(V) — AN, Sep € U l(q) =
(a,bt) € X x X x Al para algum t # 0,1, temos d,0 = d,(p3 o ¥) = d,) P30 d, ¥
onde d, W : T,U~1(V) — TqU (V) e dyps = p3 : T4V — Tp,()S(X). Desde que d,¥

¢ um isomorfismo entao (x) é equivalente a:
im d,o =< T, X, T, X >
pois
im dyo = ps (dpﬁ(Tp\P_l(V)) = p3(TqV) = p3(T4S(X))

Agora, 7 é induzida pelo morfismo
o (AN)?2x A' — AN, 7 =Tx+ (1 -T)y

parai=1,... N, cuja matriz jacobiana J, é a Nx (2N + 1) matriz formada pelos blocos:

19) 0 0
a_i:TE 3 8_;:(1_T>E > 8—;:(X—Y):(X1—Y177XN—YN)

onde E é a matriz identidade NxN. Denotaremos por ( )o a translaciao a origem em A,
Entéao, desde que (T,U1(V))y = (TaX)o x (TpX)o x A! obtemos através de J,(p) que:

(Imdz,)o = {Jo(@)(a,B,\) € (T,X)o, B€(TrX)y, MeEA'}
= {Ta+(1-T)B+Xa—-0):a€e(T,X)y, P (T,X), MeA'}

= <T,X,T,X > O

Obs: Existe uma generalizacao quando temos duas variedades X,Y C PV e consideramos
o fechado formado pelo fecho da uniao das retas geradas por dois pontos distintos p € X
e g € Y. Esta variedade é chamada juncao de X e Y e é denotada por S(X,Y’). Tanto a
estimativa dimensional quanto o lema de Terracini obtidos neste capitulo para a variedade
secante sao validos para S(X,Y’). Basta trocar nas respectivas demonstragoes X x X por
X x Y. Deste modo, S(X,Y) é irredutivel e dim S(X,Y) < dim X +dimY +1. A
versao lema de Terracini para S(X,Y") é que existe um aberto U C S(X,Y) tal que se p €
Ucompel,, ep#uaz,yentdo T,5(X,Y) = <T, X, T,V >.
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3.3 O Lema da Trissecante

Nesta se¢ao demonstraremos que a propriedade geométrica de uma subvariedade pro-
jetiva em P™ nao degenerada irredutivel ter uma secante geral trissecante é inerente a uma
hipersuperficie. Tal fato é universalmente conhecido como lema da trissecante e sera de

muita ultilidade no préximo capitulo.

Proposicao 7 - Seja X C PV uma variedade irredutivel nao-degenerada. Entao,

dim S(X) = dim X + 1 se e s6 se X é uma hipersuperficie.

Demonstracao: Seja z € Sm(X) = X\ Sing(X). Considere o seguinte diagrama:

F(0,1; N) PN

.

Gr(2, N +1)<— X\ {z}

onde F(0,1;N) denota a variedade bandeira
{(w,0) e PY x Gr(2, N +1) | we ¢} cPY x Gr(2,N +1)
e ¢ leva um ponto y € X \ {z} na reta ¢, ,,.

Se {,, C X para todo ¢ € X \ {z} entdo X C T,X. Pela nao-singularidade de X
em z tem-se dim X = dim T, X donde X = T /X e isto ¢ uma contradi¢ao visto que X
¢ nao degenerada. Assim, existe uma reta ¢,, com ¢ € X \ {z} nao contida em X. Isto
implica que a fibra geral de ¢ é finita. Como X ¢é irredutivel, ambos X \ {z} e Im ¢
sao irredutiveis. Assim, dim Im ¢ = dim X. Agora, cada fibra de py é uma reta. Logo,
py '(Im @) é irredutivel e dim p,*(Im ¢) = dim X + 1. Deste modo p;(p; ' (Im ¢)) =
C,(X) é irredutivel. Como py ¢ finita segue que dim C,(X) = dim X + 1. Assim,

Py (Img)

para todo x € Sm(X), o cone C,(X) C SX é irredutivel e
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dim C,(X) = dim X + 1 = dim S(X).

Logo, C,(X) = S(X) para todo x € Sm(X). Assim, Sm(X) estd contido no vértice do
cone S(X) donde S(X) D< X >= PV donde S(X) =PV isto ¢, N =n+1edim X = n.
U

Corolério 2 - Seja X C P5 uma superficie nao-degenerada e irredutivel. Se S(X) é
deficiente entao dim S(X) = 4.

Demonstracao: E uma consequéncia direta da proposi¢ao anterior. [J

Corolario 3 (Lema da Trissecante) - Seja X C PV uma variedade projetiva
n-dimensional irredutivel, nao-degenerada e nao linear. Se a secante genérica é

multissecante entao N = dim (X) + 1, isto é, X é uma hipersuperficie em PV

Demonstragao: Seja z € S(X) geral, isto 6, 2 € lyy, C S"(X) e z € U onde
U C S(X) é o aberto do lema de Terracini. Por hipétese, existe x5 € fx, x, N X com
x3 # x5, 1 = 1,2. Seja O, (X) o cone de vértice x; e base X. Como x5 e x3 sd0 pon-
tos gerais de X podemos supé-los em Sm(Cy,). Pela colineariedade de xs e x3 com o
vértice do cone Cy, (X) temos Ty, (Cx, (X)) = Ty, (Cyy (X)) = P! Assim, como X néo ¢
linear, Ty, (X) C Ty, (Cy, (X)) = P**! sao hiperplanos distintos (j = 1,2) em P"*! donde
dim (Ty, XN Ty, X) =n — 1. Pelo lema de Terracini,

T.S(X)) =< Ty, X, T, X >=< T, X, T, X >=P""

E o lema segue da proposicao 7. [
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Capitulo 4

A Superficie de Veronese, bis

Seja X ¢ PV, N > 2dimX + 1, uma variedade projetiva ndo degenerada e irredutivel.
A projecao de X centrada em um ponto p € PV sobre um hiperplano H ¥ p é um
isomorfsmo se e 86 se p ¢ S(X) (ver [11] , capitulo II, pag 136). Com isto, a superficie de
Veronese V = v,y(P?) pode ser mapeada isomorficamente em P visto que S(V) C P5 é uma
hipersuperficie. Nosso objetivo neste capitulo é provar que, a menos de projetividade, V
¢ o unico exemplo bidimensional (excluindo cones) deste fenomeno. Equivalentemente,
V é a tnica superficie nao degenerada (nao cone) em P° cuja variedade secante ¢ uma
subvariedade prépria de de P5. Este resultado foi provado por Severi em 1901 (ver epilogo).
Seguiremos aqui o mesmo roteiro usado por Severi. Inicialmente, mostraremos que toda
superficie nao degenerada irredutivel X C P°, nao cone, admite uma familia 2-dimensional
de conicas lisas. Em seguida, mostraremos que tais conicas sao divisores de Cartier que
fazem parte de um mesmo sistema linearmente equivalente sem ponto base. Finalmente,
concluiremos que a aplicacao regular X — P? associada a este sistema linear realiza X

como uma superficie projetivamente equivalente a superficie de Veronese. !

!Para um tratamento detalhado de mergulhos a espacos projetivos associados a fibrados lineares ver
[4], pag. 176. Lembramos aqui somente o seguinte resultado geral: o morfismo @5 : X — PN
associado ao sistema linear |E| = {(s)}sep C Div(X) - FE C H°(X,O(L)) é um subespago vetorial
das secoes globais do fibrado linear L — X - determina ambos o fibrado linear L e o subespago
E C H°(X,0O(L)). Tem-se entao o seguinte diciondrio

37



Exemplo - Considere o fibrado linear universal O(—1) 2, pr, O(-1) c C" x P -

cuja fibra ¢~1(z) é simplismente a reta {\x} C C""'. O fibrado hiperplano H — P" ¢
o dual de O(—1), isto é, é o fibrado cuja fibra sobre z € P" corresponde ao espago dos
funcionais lineares na reta {Azx}. O importante aqui é o fato das se¢oes globais de H
serem dadas pelas segoes oy, de H induzidas pela restricao Lyy,) de qualquer funcional
linear L em C"!. Mais geralmente, pode-se mostrar que as secoes globais do fibrado
linear dH — P" - cuja fibra sobre x € P" corresponde ao espaco dos funcionais d-
lineares na reta {\z} - sao dadas pelas se¢oes o de dH induzidas pela restricao F| (e 408
polinomios homogéneos de grau d em n + 1 indeterminadas. Assim, h°(P", O(dH)) = N
onde N = =+ . Nesta linguagem o n-ésimo mergulho Veronese de grau d é o morfismo
(isomorfismo!) associado ao fibrado linear dH. Mais precisamente, considera-se uma base
Fy,...,Fx_1, F; homogéneo de grau d em n + 1 indeterminadas, de H°(P", O(dH)) e
constréi-se o isomorfismo v, 4 : P* — v, 4(P") C PY71. Em particular, a superficie de
Veronese ¢ a imagem do isomorfismo vy : P2 — V C IP° associado ao fibrado linear
2H — P? cuja base para H(P?2, O(2H)) é dada por qualquer base Fy, ..., F5 do espaco
dos polinomios homogéneos de grau 2 em 3 indeterminadas. (Para ver detalhes do que

foi afirmado aqui ver [4] pag. 176).

Definicao 5 - Uma variedade X C P" é dita ser um cone se existe uma subvariedade
Y C X, chamada vértice e denotada por Vert(X), tal que para quaisquer t € X ey € Y
com x # y tem-se {;, C X.

Proposigao 8 - p € Vert(X) < p € (\,cx ToX
Demonstracao: A condi¢ao necessaria é imediata desde que para todo x € X, x # p,

por definicao de cone temos ¢,, C X, isto é, ¢, , ¢ tangente a X em x. Basta entao

mostrarmos que para termos p € Vert(X) ¢ suficiente que p € (), o ToX.

f I.nf);vﬁsmog ﬁegﬁzﬁilo fibrados lineares L — X
' - - com E C H(X,0(L))
transformagoes -
- tal que |E| nao tem ponto base
projetivas
onde a escolha das coordenadas homogéneas em PV corresponde a escolha da base sq, ..., sy para E.
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Seja I(X) = (Fl,...,Fr) C k[Xo,

, Xn)-

Podemos supor p = [0 : ... : 1]. Dado

q € X considere a reta (, , = sq + tp. Queremos mostrar que para todo F' € I(X) temos

F to = 0 sabendo que

(@) e g@ (o

J(X)(x) = : : =0

(@) o g )\ 1
isto é, g)’?; () = 0 para todo z € X (1 < i < r). Mais precisamente, usando a regra
da cadeia queremos mostrar que para todo F € I(X) temos F|qu = 0 sabendo que
aaTFn(x) = 0, para todo x € X. Por série de Taylor obtemos

/ 1 " 2 1 (k) k
F(sq+tp) = F(sq) + F'(sq)tp + §F (sq).(tp)* + ...+ HF (sq).(tp)" + ...

onde

n k
F®(sq).(tp)* = 35— —imo o o, (50)-(tP)is - - (D),
_ oFF ( )tk — stk ok F ( )
= 9X,..0X, \94)-t" = St 5%, Tax, \d
em que denotamos (£p);; a i;-ésima coordenada do ponto tp. Como F(sq) = s** F(q) =0
e %(q) = 0 desde que 6‘97F‘ =0entao F(sq+tp) =0V [s:t] € P!, Vge X\ {p}
Tovee n n X

Sl C X Vge X\ {p}. O

Lema 4 - Seja X C PN, N > dim X + 3, uma variedade n-dimensional irredutivel e nao

degenerada com dim S(X) =n+ 2. Se X ¢é regrada entao X é um cone.

Demonstracao: Seja L C X uma reta geral. A variedade irredutivel S(L, X) é um
cone com vértice contendo L. Temos S(L, X) D X. Podemos supor tal inclusao prépria
pois a igualdade nos leva trivialmente & tese (Entretanto, leitor, pode-se verificar que a
igualdade nao acontece!). Assim, temos X G S(L, X) C S(X). Dai,

n+1<dim S(L,X) <n+2
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Se dim S(L, X) = n + 2 entao S(L,X) = S(X). Deste modo, L estaria contida no
vértice de S(X), Vert S(X). Pela generalidade de L, X C Vert S(X) donde X seria
degenerada. Deste modo, para uma reta geral L temos dim S(L, X) = n + 1. Pelo lema
de Terracini aplicado a jungao S(T, X, L), dado um ponto geral x € X temos n+1 = dim
<T,X,L >, isto ¢, T, X N L = p,. Vamos mostrar que variando = o ponto p, nao varia.

Disto seguird que p = p, € [\,ex T2X, isto é, X é cone.

xeX

Consideremos o cone de vértice L, com L uma reta geral, S(L,SX) D S(X). Sejam
x € L ep € S(X) gerais. Temos p € {,, ., com x1,z5 € X gerais. Por Terracini,
T,5X =<T,,X,T,,X >. Contudo, pelo pardgrafo anterior LN T, X # 0 e LN T,, X # 0.
Dai, LN T,S(X) # 0. Segue entao por Terracini aplicado a junc¢ao S(L,SX) que

dim S(L,S(X)) < dim L + dim S(X) + 1 =n + 4
Desde que S(X) C S(L,SX) e dim S(X) = n + 2 temos
n+ 2 < dim S(L,S(X)) <n+3

Se dim S(L,S(X)) = n+2 entao S(L,S(X)) = S(X) edai L C Vert S(X). Assim, dado
x € X geral existe uma reta geral L C X. Pelo que foi visto anteriormente z € L C Vert
S(X) e, portanto, X C Vert S(X). Logo, X seria degenerada e isto contradiz a hipdtese.

Por Terracini, concluimos entao que para z,y € X gerais temos
<< T, X,T,X > L >=P""
donde a intersecao LN <T, X, T, X > consiste em um ponto p,,. Por outro lado, temos
pr = LN Ty X ep, = LN T,X. Logo, p;, = pzy = py. Isto conclui a demonstragao. [
Definicao 6 - Seja X C PV uma variedade. Para todo hiperplano H C PV o conjunto
Xy ={xeSm(X) | T.X C H}
é chamado o lugar de contato de H com respeito a X.
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Para p € S(X) geral considere o fecho do lugar de contato do hiperplano H = T,S(X)

com respeito a S(X). Por definigdo temos o conjunto:

CuS(X) = {q € Sm(5(X)) | T4S(X) = H}
Note que CxS(X) =G 1(G(p)) onde G : S(X) --- — P5 é 0o mapa de Gauss.
Lema 5 - CyS(X) = (Tgu)(S(X))*)*, isto é, CyS(X) é um subespago linear.

Demonstragao: Pelo teorema da reflexividade (T.R.), dados z € Sm(S(X)) e H €
Sm(S(X))* temos
H=T,S(X)<q¢ D>Tu(S(X))

Assim,

q € CyS(X) <= T,S(X) = T,S(X) = H <= H = G(p) é tangente a S(X) em ¢
EL 47 5 Tg (S(X))" = g € (T (S(X))7)r O

Daqui por diante estaremos supondo sempre que X é uma superficie em P? irredutivel,

nao degenerada e com dim S(X) = 4.

Proposicao 9 - Seja H = T,S(X) com p € S(X) um ponto geral. Se X nao é um cone

entao

i) CyS(X) = P?

ii) A parte unidimensional de CyS(X) N X, a qual denotaremos por D, é uma coénica

irredutivel.

Demonstracao: Seja /,, uma secante geral que passa por p. Pelo lema de Terracini

temos T,3(X) = <T,X,T, X >. Portanto, para um ponto geral ¢ € {,, temos
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T,S(X) = <T,X,T,X > = T,S(X)

donde ¢,, C CyS(X). Lembramos que para p € S(X) geral o lugar secante ,(X) tem
dimensao pura 1, isto é, por um ponto geral de S(X) passam infinitas secantes (pro-
posigao6). Como z € X,(X) entao esta em alguma componente irredutivel de X,(X).
Dai, por um ponto geral 2’ nesta componente apdia-se uma secante honesta ¢,/ pas-
sando por p. Pelo argumento acima ¢, ,, C CyS(X) donde 2’ € D. Dai, D contém tal
componente. Como tal componente é unidimensional entao dim D > 1. Desde que D C X
entao dim D = 1 ou 2. Se dim D = 2, pela irredutibilidade de X, teriamos D = X donde
X C CyS(X). Disto seguiria que X é degenerada o que é uma contradi¢do. Seja q €
CuS(X) geral. Podemos supd-lo no aberto do lema de Terracini. Como anteriormente,
usando Terracini podemos concluir que a secante ¢, , > ¢ esta contida em CyS(X).
Logo, z4,y, € D. Assim, por um ponto geral de CyS(X) passa uma reta secante a D
donde CyS(X) C S(D). Por outro lado, D C CyS(X) e CxS(X) é linear donde SD =
CyS(X). Para ¢ € CyS(X) geral passam infinitas retas secantes honestas (basta supor
q no aberto da proposi¢ao 6 ). Como podemos supor também ¢ no aberto do lema de
Terracini tais secantes estariam todas contidas em CyS(X) e, portanto, sdo secantes a
D. Deste modo D é plana e consequentemente CyS(X) é um plano. Se D = Dy U...U
D). C P? entao a secante geral £, , S p seria trissecante o que é uma contradigao. Assim,
D tem uma tnica componente irredutivel. Se tal componente 1-dimensional de D tivesse
grau > 3 sendo D plana uma secante geral £, , > p seria trissecante. Pelo corolario 3, X
seria uma hipersuperficie o que é uma contradi¢ao. Se a mesma tivesse grau 1 teriamos
p € Ly, C X. Logo, D é uma coénica. Suponhamos que para p € S(X) geral D fosse
redutivel. Dado x € X geral, consideremos um ponto geral p da secante geral ¢, ,. Entao,
x estaria em D e, pela redutibilidade de D, por x passaria uma reta contida em X. Logo,

X seria regrada e pelo lema anterior seria um cone. [J

Proposicao 10 - Seja X C PV uma variedade n-dimensional irredutivel nao degenerada
e z € X um ponto geral. Sejam, : X --»Y = m,(X) C PN=""! a projecao de X com

centro o espaco tangente T, X. Tem-se

dimY = dimS(X) —n —1
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Demonstragao: Desde que X C m; (V) = S(Y, T, X) e S(Y,T,X) é um cone de vértice
T,X temos S(X,T,X) < S(Y,T,X). Por outro lado, pela definicao de m,,
S(X,T,X)NP¥"1 =¥ donde S(Y,T,X) C S(X,T,X). Dai, S(Y,T,X) = S(X,T,X).
Sendo Y C P! temos Y e T,X disjuntos. Aplicando o lema de Terracini para as
jungoes S(Y,T,X) e S(X,T,X) obtemos

1+ dimY + dim T, X = dim S(Y,T,X) = dim S(X,T,X)

= dim<T,X T, X >
= dim S(X)

onde na ultima igualdade foi aplicado o lema de Terracini para S(X). OJ

Corolario 4 - O fecho da imagem da projecao m, : X --+ P? com centro um plano

tangente em um ponto geral x € X é uma conica lisa.

Demonstracao: Pela proposicao anterior, dim Y =4 —-2—-1=1. Se Y = L fosse uma
reta entao X C< L, T,X >= H seria degenerada. Deste modo, uma conica nao contida
em uma fibra se projeta isomorficamente em Y que nao sendo uma reta nem um ponto é

uma conica lisa. [

Obs: Note que no corolario anterior o plano da conica nao contida na fibra é disjunto de
T,X.

Lema 6 - (T, XNX), ,==.

Demonstracao: Suponhamos que por um ponto geral x € X temos ¢, € T, X N X com
¢ # r. Entdo, tomando um outro ponto geral 2’ € X e considerando a projecao m, de

X com centro T,»X obtemos que
To (Ly) C T (To X NX) C Ty Y NY' =7y (2)

onde L, = {,,, eY’ éa conica imagem de m,,. Assim L,N T, X = p,s pois m, (L,) é uma
reta ou um ponto conforme L,N Ty X seja vazia ou um ponto. Desde que [, oy T X =0
(X néo é um cone) podemos tomar z’ € X tal que ¢, ¢ T,» XN T, X. Dai, podemos supor
. definida em ¢, isto é, ¢, # py. Desde que X nao é um cone o ponto p,s varia com

x’ € X geral. Entao, considerando o cone S(L,,S(X)) obtemos
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dim S(L,,S(X)) = dim < L,, <T,, x,Ts,x >>

com x1,ry € X gerais. Pela observagao anterior, L,N T, X = p,, e L,N T, X = p,,
com Py, # pa,. Dal, L, =<T,, X, T,,X > NL,. Portanto, dim S(L,,S(X)) = n + 2.
Assim, S(L,,S(X)) = S(X) e desde que S(L,,S(X)) contém L, entdo contém o ponto
geral z € X. Logo, X C Vert S(L,,S(X)) e isto contradiz a nao degenerecéncia de X. O

Lema 7 - O fecho da fibra geral da projecao m, para x € X geral é uma conica lisa.

Demonstracao: Considere o morfismo dominante 7, : U, — Y, onde Y = Imm, e U, =
X\ T,X N X. Pelo lema de Sard, existe um aberto V' C Y tal que para todo ponto nao
singular y € 7' (V) N (X Sing(X)) a diferencial

dy’/Tx == 7TX‘TyX : TyX e Tm(y)Y =/

¢ sobrejetiva. Dai, T, X C<T,X,¢ >= H. Fazendo a intersecao do aberto do lema de
Terracini e o aberto 7, ' (V)N (X Sing (X)) obtemos que H, , =<T,X,T,X >=T,S(X)
para p € {,, geral. Pela proposi¢ao 9, Cp, S(X) = P? é tal que Cp, (S(X)) NX = D
tem como parte unidimensional uma conica lisa C, ,. Para y € X geral o hiperplano H,,
é tangente ao longo da fibra (7, (y)). De fato, o espago tangente T, X (projetivo) em
qualquer ponto ' da fibra 7w '(7,(y)) se mapeia no espago tangente (projetivo) ¢ de Y’
em 7,(y). Deste modo, T,X C < ¢, T,X >= H,,. Em outras palavras, 7, (7.(y)) C
Sing(H,, N X). Temos C,, \ {z} C 7, (m.(y)) pois o plano suporte Cp, S(X) de C,,
intersecta T, X na reta tangente de C,, em z. Pelo lema de Sard, 7, '(m.(y)) é uma
curva lisa (ndo necessariamente conexa) em U,. Seja 7, '(m.(y))= C., \ {z} UU;~,D;
onde D; sdo curvas lisas em U,. Pela condigao de 7, '(7,(y)) ser lisa temos que D; N
D; =0 e DN (Cpy \ {z}) = 0. Seja D, o fecho de D; em X. Temos 7,(D;) = m,(y).
Assim, D; passa por x desde que D;N T, X # () (se D;N T, X = 0 entdo D; seria mapeada
isomorficamente por m,), D; C X e XN T, X = {z}. Deste modo cada D; é componente
conexa de Sing(H,, N X). Vamos mostrar que C,, é a tnica componente irredutivel
de Sing(H,, N X) passando por z. Desde que para um ponto geral p € (,, vale o

lema de Terracini entdo o mesmo vale para um ponto x’ numa vizinhanca de z, isto é,
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TyS(X) = <TyX,T,X > para p’ € {,s, geral. Entao, sendo 2’ € X numa vizinhanca de
x um ponto no qual H,, é tangente a X em 2’ temos T,S(X) = <T,X,T, X >C H,,,
pois T, X C H,,. Dai, T,SX = H,, donde p’ € Cp, ,S(X). Usando Terracini ao longo
de um aberto da reta £, ,, obtemos que {,»,, C Cp, S(X) donde 2’ € Cy, SXNX =D
e, portanto, 2’ € C,,. Logo, C,, = 7, (m:(y)). O

Lema 8 - Se uma superficie X C P" contém uma dupla infinidade de retas entao ela é

um plano.

Demonstracao: Considere a projecao 7, : X --- — P"~! com centro um ponto geral de
X. Se y # x é um ponto geral, existe uma reta Ty C X. Esta é contraida por m,. Logo a
imagem de 7, é no maximo de dimensao um. Tomando outra reta geral yy’ C X, vemos

que a imagem ¢é uma reta £. Dai, segue que X estd contido na jungao S(z, () = P20

Lema 9 - Nenhuma superficie X C P" (nao-degenerada) contém uma familia tri-dimensional
de conicas lisas.

Demonstracao: Por hipétese, por um ponto geral passam 0o?

coOnicas. Assim, a imagem
da projegao m, : X\ {x} — P* é uma superficie com oo? retas (a projecao de uma conica
lisa por um de seus pontos é uma reta). Dai, pelo lema anterior, 7,(X) é um plano donde

X cP?=nm!(m,(X)) e X seria degenerada. [J

Teorema 11 - Seja X C P5 uma superficie nao degenerada que nao é um cone e suponha
que dim S(X) = 4. Entao, X contém uma familia 2-dimensional de cénicas lisas que sao
linearmente equivalentes e formam um sistema linear completo de divisores de Cartier de
dimensao 2. Se C' é uma tal conica entao C? = 1. O sistema linear associado |C| define
um isomorfismo de X com P? cuja inversa realiza X como uma superficie projetivamente

equivalente a superficie de Veronese vy(P?) C P°.

Demonstragao: Pela proposigao 9, CyS(X) = (Ty(SX)*)" = P? e, portanto,
dim S(X)* = 2. Logo, a familia de conicas lisas construida na proposigao 9 é pelo menos

de dimensao 2. Entretanto, pelo lema anterior, é exatamente 2-dimensional.
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Pelo corolario 4 e lema 7, a aplicagao 7, : X \ {x} — Y é uma aplicagao regular
sobre a conica lisa Y ~ P! tal que o fecho de uma fibra geral é uma conica da familia.
Portanto, as conicas sao divisores de Cartier em X que fazem parte de um mesmo sistema

linearmente equivalente.

Seja C' uma tal conica que passa por um ponto geral de x € X. Vamos mostrar
que a auto-intersecdo C? = 1. Sendo C; uma outra conica que passa por = temos, pela
equivaléncia linear de C' e C, que C? = C.C; > 1. Considere um hiperplano H contendo
CeCy. Entao HNX = H = C+C, + E com FE um divisor efetivo. Desde que uma se¢io
hiperplana a X é conexa segue que se E # 0 entao E.C' = E.C; > 1. Como equivaléncia
linear preserva intersecao de ciclos podemos supor H em posicao geral com relacao a C.
Daf, 2 = HC = C? + C.C; + E.C; > 3, o que é uma contradicio. Logo, H = C + C},
donde C2 = C.C; =1e H?2 = 4. Se |C'| tivesse um ponto base, projetando X do ponto
base obterfamos uma superficie contendo infinito a 2 retas donde esta seria um plano e

X seria degenerada em PP,

Pelo dicionério

morfismos regulares fibrados lineares L — X

: X — PN, médulo —
/ ot = com E C HY(X,O(L))
transformacoes _
- tal que |E| nao tem ponto base
projetivas

podemos considerar o morfismo regular
Pioj: X — P?

associado ao sistema linear de conicas |C| em X. Mostremos que tal morfismo é, na
verdade, um isomorfismo. Mostramos acima que para uma segao hiperplana H de X
temos H = C1+C5 e dai H = 2C'. Disto deduzimos que se F' C X é uma curva irredutivel
qualquer entao 0 < H.F' = 2C".F, isto é, para uma curva irredutivel F' contida em X temos
C.F > 0. Mostremos que toda fibra tem dimensao zero. Suponhamos que para algum
y € P2, a fibra ®!(y) contenha uma curva irredutivel F. Seja ¢ uma reta geral do plano
que nao passa por y. Entao, por definicao de ®, ®~1(¢) = C’ é um divisor linearmente

equivalente a C' que nao tem intersecao com a curva F e, portanto, 0 = C'.F = C.F que
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temos visto ser impossivel. Logo, as fibras sao todas finitas. Mostremos que as mesmas
consistem de um s6 ponto. Sejam ¢ e " duas retas que passam por um ponto qualquer
d(x) =y € P2 Entao, {z} C & H(P(z)) C O ()NO (") ede d 1) - O~ L") =1
segue que a fibra coincide como esquema com z. Desde que estamos considerando char (k)
= () isto mostra também que ® ¢ birracional. Como P? ¢ fatorial segue do teorema 10 que
existe um aberto nao vazio U C P? tal que @/, _, = = ®7(U) — U ¢é um isomorfismo.
Além disso, se z € P?\ U entao dim ®~(x) > 1. Pelo que foi mostrado acima segue entao
que U = P2, Assim, X 2 P2 com &' dada por polinémios Fj, 1 < 4 < 6, homogéneos
de grau d. Como ®~! leva reta em conica entdao d = 2. Pela nao degenerecéncia de X
concluimos que Fy, ..., Fy constituem 6 conicas de P? linearmente independentes, isto é,
d~! ¢ o isomorfismo associado ao fibrado linear 2H em P?. Logo, X ¢é projetivamente

equivalente a superficie de Veronese. [J

Corolario 5 - Seja X C PV, N > 5, uma superficie, que nao é um cone, nao degene-
rada e irredutivel. Se X contém uma familia 2-dimensional de conicas lisas entao X ¢é

projetivamente equivalente a superficie de Veronese.

Demonstracao: Por dois pontos gerais x,y € X passa ao menos uma conica lisa C, .
Seja m O Cy, o plano suporte de C,,. Entao, 7N T, X 2 ¢, e 7N T, X 2 ¢,. Dali,
T,X N T,X # 0. Nao sendo X uma hipersuperficie segue que

dim $(X) = dim <T,X,T,X >=4

e o coroléario segue do teorema anterior. [

Estamos finalmente prontos para enunciar as varias caracterizacoes da superficie de
Veronese como a tnica superficie em P°, nao cone, tendo alguma propriedade geométrica
notavel. Lembramos que, pelo lema de Terracini e pelo corolario 2, para uma superficie
irredutivel ndo degenerada X C PV, N > 5, dizer que dim SX = 4 ¢ equivalente dizer que
dados dois pontos z,y € X tem-se T, X N T, X # (). Claramente um cone com vértice um
ponto goza da ultima propriedade e tem sempre variedade secante 4-dimensional. Temos

entao demonstrado o seguinte teorema classico.
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Teorema 12 - Seja X C PY, N > 5, uma superficie nao degenerada que nao é um cone.
Entao, X é projetivamente equivalente & superficie de Veronese, v,(IP?), se e somente se

uma das seguintes condigoes € satisfeita:

i) dados dois pontos gerais x,y € X, T,X N T,X # 0 [del Pezzo 1887];
ii) dim S(X) = 4 [Severi 1901];

iii) X contém uma familia 2-dimensional de conicas irredutiveis. [J
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Epilogo

Francesco Severi (1879-1961) nasceu em Arezzo, Itélia, no dia 13 de abril. Estudou na
universidade de Turim. Periodo em que teve de dar aulas particulares para sobreviver.
Suas idéias de tornar-se um engenheiro foram deixadas de lado assim que estudou com
Corrado Segre em Turim. Severi ficou fascinado pela geometria e sob a supervisao de Segre
obteve seu doutorado em 1900. Sua tese de doutorado foi em geometria enumerativa. Apds
seu doutorado foi assistente de D’Ovidio, ainda em Turim; de Enriques, em Bolonha e de
Bertini em Pisa. Trabalhou ainda em Parma (1904) e em Padua (1905).

A 1% Guerra Mundial interrompeu seus trabalhos em Padua e durante a mesma ele

serviu com distin¢cao na artilharia.

Em 1922 Severi trabalhou na universidade de Roma. Suas contribui¢oes mais im-
portantes foram em geometria algébrica. Severi atacou somente questoes importantes de
carater geral e de grande dificuldade. Apds trabalhar em geometria enumerativa, Severi
voltou sua atencao para a geometria birracioanal de superficies. Introduziu muitos con-
ceitos em geometria, como por exemplo a nogao de equivaléncia algébrica. Deu condigoes
necessarias e suficientes para a equivaléncia linear de duas curvas em uma superficie em
1905. Alguns consideram a descoberta de Severi de uma base de curvas algebricamente
independentes em qualquer superficie como sua mais importante contribuicao. Este traba-
lho foi publicado em 1906 e Max Noether escreveu para Severi referindo-se a este resultado

dezendo: "vocé tem sido uma grande luz na geometria”.
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Abaixo segue a transcricao da demonstracao de Severi da caracterizacao da superficie
de Veronese em P° ([12]).

”Se la superficie F' e projezione di una superficie ¢ dello stesso ordine, appartenente
allo S5, si puo dire che il numero d dei punti doppi impropri de F esprime il numero dei

punti doppt apparenti di .

Nello S; esiste qualche superficie & che ¢ priva di punti doppi apparenti: p. e. la
superficie del Veronese. Per um punto dello spazio non passa nessuna sua corda, perche
le corde di essa superficie sono distribuite sopra gli oo? piani delle sue coniche. Questo
fatto non ha riscontro con un fatto analogo per le curve dello S3, giacche ivi non puo
immaginarsi un sistema oo? di rette, che non stiano tutte in un piano, senza che i punti

di quelle rette riempiano lo spazio.

Oltre alla superficie del Veronese, nello S5, esistono altre superficie che siano prive di

punti doppi apparenti?

Sia ® una tal superficie: denotiamo con V la varietd delle sue oo* corde, la quale,
come luogo di punti, sara almeno una Mj, e se vogliamo che per un punto generico dello
S5 non passi nessuna corda di ® occorrera e bastera che la V sia, come luogo di punti, al

pit una My.

Se la V & una M3, siccome per un punto di V giacere sopra una corda data di ¢ e in
tal caso condizione doppia, sara pure condizione doppia per una corda di ¢ passare per
un punto dato di V, dimodoche per un tal punto passeranno oco? corda di ®. Sia ¢ la
curva sezione di ® con un S, generico: per un punto di una corda di ¢ passeranno ool
altre corde della ¢ stessa, e quindi ¢ sara una curva piana. Cio e assurdo, giacche si e

supposto la @ immersa nello S5. Onde la V non puo essere una Ms.

Se la V & una My, per un ponto di V giacere sopra una corda data di ® ¢ condizione
tripla, e quindi e anche condizione tripla per una corda di ¢ passare per un punto dato
di V. Dunque per un punto di V passano oco! corde della ®, e costituiscono un cono I'.
Seghiamo questo cono e ® con un S; passante per una generatrice di I'; la sezione ¢ di

® dovendo essere immersa in quello S; (perche altrimenti la ® medesima non sarebbe
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immersa nello S5), ad una sua corda generica, in un punto dato, non si potranno appog-
giare altre corde. Quindi quello S, con cui si € secato non conterra altre generatrici del
cono I'; il quale sara percio un fascio di raggi. E allora evidente che il piano di I' conterra
tutta una curva di @, la quale curva sara almeno del 2° ordine; e dunque ogni retta del
piano di I' sara corda de ®. La V si ottiene percio facendo variare un piano rigato in
una certa oo?. Ma risulta di pitt che le curve comuni ai piani di questa co? e alla ®, non

potranno essere che coniche, poiche altrimenti ogni corda di ® sarebbe plurisecante.

E di pitt per una corda di ® non potra passare che un piano della co?, perche se cosi non
fosse per un punto generico di quella corda, che € un punto generico di V, passerebbero

almeno due fasci di corde della @, il che abbiamo veduto non puo accadere.

Dunque la ® contiene un sistema doppiamente infinito di coniche e per due punti della
superficie passa una sola conica del sistema: cio basta per farci conchiudere che la ® ¢ la

superficie del 4° ordine del Veronese, normale nello Ss.

La sola superficie immersa nello spazio a cinque dimensioni, priva di punti doppi

apparenti, € la superficie del Veronese.”
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