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Resumo

Nesta tese, estudamos dois modelos de mecanica dos fluidos em espagos de Morrey, os
quais contém fungdes fortemente singulares. O primeiro modelo € o sistema de Boussinesq
(SB) em R", e 0 segundo, as equacdes de Navier-Stokes (ENS) no semi-espago R’} . Provamos
novos resultados de existéncia global de solucdes, de simetria auto-similar, de regularidade e
de comportamento assintético das solugdes. Nossos resultados nos permitem considerar novas

condig¢des iniciais e campos gravitacionais singulares.

Palavras-chave: Sistema de Boussinesq; Equa¢des de Navier-Stokes; Existéncia e auto-similaridade;

Comportamento assintético; Espacos de Morrey.
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Abstract

In this thesis, we study two models of fluid mechanics in Morrey spaces, which contain
very singular functions. The first model is the Boussinesq system in R" and the second one are
the Navier-Stokes equations in the half-space R’}. We prove new results about global existence
of solutions, self-similar symmetry, regularity and asymptotic behavior of solutions. Our results

allow us to consider new singular initial conditions and gravitational fields.

Keywords: Boussinesq system; Navier-Stokes equations; Existence and self-similarity; Asymp-

totic behavior; Morrey spaces.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Em mecanica dos fluidos o estudo de problemas envolvendo a existéncia de solugdes globais
e regularidade global ainda estd longe de ter uma resposta completa. O mais famoso deles,
considera a questdo se solucdes suaves das equagdes de Navier-Stokes (ENS) em R"™ (quando
n = 3) formam uma singularidade em tempo finito. Apenas para fixar idéias, vamos escrever

estas equacdes sem condi¢des de fronteira e inicial; elas sdo dadas por

%—yAu—i—(sz)u—l—Vp:O edivu =0, (1.0.1)

onde u : R" x (0,7) — R"™ é o campo de velocidades do fluido e p : R" x (0,7) — R ¢
a pressdo do fluido. A mencionada questdo ainda estd em aberto e foi oficialmente posta pelo
instituto Clay de matematica (veja [19]) como um dos sete problemas do milénio. Por outro lado,
este mesmo problema foi resolvido em dimensao dois por Ladyzhenskaya em 1969 (veja [35]).
Em [37], [45] e [6] o leitor encontrard algums resultados de regularidade parcial para as equacoes
de Navier-Stokes no caso n = 3.

De um ponto de vista qualitativo, uma diferenca estrutural entre o caso bi-dimensional (2D,
n = 2) e o tri-dimensional (3D, n = 3) é que a energia cinética maxima, a qual é uma quantidade

globalmente conservada e dada por

1 2
M) = sup 5 [ul )z

0<t<oo

€ invariante pelo scaling de (1.0.1) em dimensdo dois, enquanto tal propriedade nao se verifica

no caso 3D. De fato, neste dltimo caso a energia cinética maxima é super-critica em relacdo
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ao scaling (veja [49]), o que mostra um pior comportamento da concentracdo de energia em
pequenas escalas. Mais precisamente, relembre que o scaling das equacdes de Navier-Stokes é
dado por

u(z,t) — up(x,t) = Mu(Az, \’t), A >0, (1.0.2)

e que u) € uma solucao de (1.0.1) quando u € uma solucdo de (1.0.1). Uma conta simples mostra
que M (uy) = \> "M (u), e tomando n = 3, observe que M (uy) — oo quando A\ — 0.

Obviamente as consideragdes feitas no tltimo pardgrafo sdo de uma natureza heuristica, con-
tudo nos motiva a usar técnicas de scaling, e espagos invariantes por tal transformacdo, para
estudar as equagdes (1.0.1) e outros modelos de mecanica dos fluidos relacionados. De particu-
lar interesse seria encontrar solucdes que carregassem as informagdes em pequena e em grande
escala simultaneamente; isto €, que fossem invariantes pelo scaling caracteristico do modelo
estudado. Estas solucdes sdo chamadas de solugdes auto-similares.

Estas solugdes também sdo importantes porque sdo candidatas naturais para descrever o
comportamento assintdtico da equac@o. Para ilustrar estas idéias, assuma que v(z,t) descreve
o comportamento assintético das solucdes de um certo modelo no espaco de Banach Z =
BC((0,00);Y); em outras palavras lim; , ||u(-,t) —v(-,t)||y, = 0. Assuma também que a
norma deste espago ¢é invariante pelo scaling da equagdo, i.e. sup,. ||ully = sup, |lurlly -
Parat >> 1 temos que ©v = v em Z, e pela invariancia da norma, u) = v, em Z. Desde que
u) também € uma solucdo, u) = v e entdo obtemos que v = v,. Isto sugere que, em um espago
invariante pelo scaling, os assintdticos para as solu¢des do modelo devem ser auto-similares.

Nesta tese estamos interessados em dois modelos de mecanica dos fluidos, os quais serdo es-
tudados via técnicas de scaling e em espagos de Morrey (veja Defini¢do 2.1.1, pg. 9). O primeiro
modelo € o sistema de Boussinesq, que descreve o comportamento de um fluido viscoso in-
compressivel sob o efeito da temperatura, e o segundo trata das equacdes de Navier-Stokes no
semi-espa¢o R”.. O problema de formagao de singularidades de solucOes esta ainda em aberto
para ambos os modelos, e em conexdo com isto, uma motivacdo natural aparece para estuda-los
em espacgos que contenham funcdes singulares, tais como os de Morrey. Para os dois modelos,
estudaremos questdes como existéncia de solucdes globais (com dado inicial pequeno), auto-

similaridade e comportamento assintético.
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1.1 O sistema de Boussinesq

O sistema de Boussinesq consiste das seguintes equacoes:

%—ym+(u-v>u+%vp=n9f +F, z€R" t>0, (1.1.1)
div u = 0, z€R" t>0, (1.1.2)
%—XAM(U.V)GZFQ, zeR™, t>0, (1.1.3)
u(x,0) = ug, 0(z,0) =6gedivuy =0, ze€R" (1.1.4)

onde p : R* x (0,00) = R, u : R" x (0,00) - R"e 6 : R" x (0,00) — R representam,
respectivamente, a pressdo, o campo de velocidades e a temperatura de um fluido viscoso em R",
n > 2. Otermo I, é a temperatura de referéncia, F} € a forca externae f é o campo gravitacional.
As constantes v e p sdo a viscosidade e a densidade do fluido, respectivamente. O coeficiente de
expansdo do volume do fluido e a conduténcia térmica sdo denotados, respectivamente, por x € .
Para nossos propdsitos, assumiremos que x > 0 e, por simplicidade tomaremos v = p = y = 1
e =F,=0.

As equagdes (1.1.1)-(1.1.3) sdo conhecidas como o sistema de Boussinesq (SB) e modela
o transporte do calor via conveccdao natural em um fluido viscoso incompressivel (veja [14]).
A estrutura matemdtica deste modelo consiste em um sistema acoplado entre as equagdes de
Navier-Stokes e a equacdo de advecgao-difusao do calor, sendo o acoplamento feito via o termo
gravitacional « 6 f (forca de empuxo). Este tltimo termo vem da aproximacdo de Boussinesq,
a qual assume que a variacdo da densidade no termo gravitacional € proporcional a varia¢do da
temperatura do fluido (isto € x ), e desconsidera qualquer outro tipo de variagdo de densidade
no modelo.

Os topicos de existéncia e comportamento assintético de solu¢des para o problema (1.1.1)-
(1.1.3) tém sido estudo por muitos autores, especialmente nos ultimos 15 anos. Por exemplo,
mencionamos os trabalhos [2, 10, 13, 15, 16, 20, 21, 22, 24, 28, 5, 32, 42], os quais discutimos
na sequéncia. Os artigos [15, 24] mostraram a estabilidade de solucdes fracas em um espago
que assume energia finita. Considerando campos gravitacionais f ndo-limitados, a existéncia de
solucdes na classe LP(0,7’; LY(R™)) foi provada em [10]. O autor de [28] provou a estabilidade
de solucdes estaciondrias pequenas em um dominio exterior. Ele considerou o espago LP-fraco

(isto é L)) e o campo gravitacional limitado, e sua abordagem foi baseada na anilise do
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semigrupo gerado pelo operador linearizado em torno da solugdo estaciondria. Veja também [22],
onde uma classe maior de solugdes estaciondrias estdveis foi obtida em um dominio exterior. No
dominio R"™ e ainda nos espagos LP-fraco, mas assumindo f um campo ndo limitado, auto-
similaridade e resultados de comportamento assintético foram obtidos em [20]. Neste trabalho
foi usada uma abordagem diferente de [28] e os autores nao usaram o operador linearizado.
Em [21] e [32], o problema (1.1.1)-(1.1.4) foi estudado nos espacos de pseudo-medida PM?,
considerando o campo gravitacional f ndo-constante e constante, respectivamente. Tomando
f =const e dado inicial em L?, o artigo [5] construiu solugdes fortes em R* com |lu(¢)]| .,
crescendo para infinito, quando ¢ — oo, para 1 < p < 3. De forma complementar, gostariamos
de mencionar os trabalhos [2, 13, 16], onde resultados de existéncia e regularidade de solucdes
fracas ou fortes para (1.1.1)-(1.1.4) com n = 2, dado inicial em L2 f =const e viscosidade
parcial, podem ser encontrados.

Como dito mais acima, nesta tese estamos interessados em estudar (1.1.1)-(1.1.4) em espacos
de Morrey ,pr . Utilizando este espacgo, construimos novas solucdes (globais no tempo) e anal-
isamos o seu comportamento assintético. Nossos resultados assumem condicdes de pequenez no
dado inicial [ug, 0y]. Estes espagos contém fungdes interessantes, as quais sdo fortemente singu-
lares e ndo decaem quando |x| — oo (veja Observagdo 2.1.5, pg. 16-17). Para efeito de compara-
¢do com os trabalhos anteriores, relembramos as inclusdes préprias L' & (LP'-fraco) & L"p% A
com A = n(p; — p2)/p1 > 0; veja mais detalhes na Observagdo 2.1.5 (i). Também temos que
E'p, A & PM®. De fato, na Observagdo 2.1.5 (ii), damos um exemplo de uma fungéo h € /jp, a tal
que h ¢ PM?, paratodo 0 < A\ < nea > 0. Assim, estaremos considerando uma nova classe
de dados iniciais e de campos f.

Empregamos o método de Kato-Fujita (veja [29, 31]) e provamos a boa-colocacao de solugdes
em espagos de Morrey com os indices escolhidos para que suas normas sejam invariantes pelo
scaling de (1.1.1)-(1.1.4) (veja (3.1.5), pg.32). Como consequéncia, obtemos a existéncia de
solugdes auto-similares (veja Corolério 3.2.4, pg. 35). Este tipo de simetria para as solucdes é
obtida quando o dado inicial [ug, 6] € E'gmfp X Ly, é homogéneo de grau —1 e o campo
f apresenta uma certa propriedade de homogeneidade (veja (3.1.1), pg.31). Assim, o fato dos
espagos de Morrey conterem fungdes homogéneas € de fundamental importancia (veja Lema
2.1.3@v), pg. 12).

Nossos resultados cobrem o caso do campo gravitacional Newtoniano, isto é f = —Gx \x]_g €
(ﬁp/g,n_p)”. De um ponto de vista fisico, o sistema (1.1.1)-(1.1.4) pode ser interpretado como

uma versao matematica em R" do famoso problema de Bénard (veja [28]). No Teorema 3.2.1(i1)
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(pg- 35) mostramos que as solugdes obtidas sdo estdveis para pequenas pertubagdes do campo f.
Além disto, provamos alguns resultados em certos espacos com peso € em um subespaco de L",p, As
nos quais o semigrupo do calor € fortemente continuo. Sob certas condicdes de regularidade no
campo gravitacional f, provamos que as solucdes sdo suaves para t > 0 (veja Teorema 3.2.5,
pg. 36).

Aqui comentamos sobre algumas dificuldades técnicas que tivemos que contornar. Um as-
pecto interessante no tratamento do termo de acoplamento # (z, ¢) f () com f(x) € (L,/2.n—p)"
¢ a necessidade de trabalhar com a velocidade u(x,t) e a temperatura 6(z, t) em diferentes es-
pacos funcionais (veja Defini¢do 3.1.1, pg. 31-32). Caso nao fizéssemos isto, terfamos o = 3 e,
estimando o operador ((3.1.10), pg. 34), obteriamos um fator singular /(t) = fot (t —s)"ts 2ds
nas desigualdades (3.3.10) e (3.3.11). O problema de Cauchy para as equagdes de Navier-Stokes
em R" em espacos de Morrey foi estudado em [25, 30, 50] e, desde que ndo existe o termo de
acoplamento x 0 f, todas as incognitas do sistema, isto € (uq, ua, ..., u, ), foram tratadas em um
mesmo espago funcional. Nossos resultados de existéncia estdo mais proximos do espirito de
[30, 50] do que o de [25]. Mais precisamente, neste dltimo artigo os autores trabalharam com a
3D-NS com a formulag¢do vorticidade-velocidade em certos espacos de Morrey, os quais contém
anéis de vortice e sao diferentes dos considerados aqui e em [30, 50]. De fato, usando a lei de
Biot-Savart e um resultado de operadores potenciais em espagos de Morrey, também podemos
considerar dados iniciais com vorticidade singular wyg = V X ug sendo um anel de vértice, ou
mesmo uma medida concentrada em uma curva suave ndao-compacta (veja Observacao 3.2.2,
pg. 35).

Em geral, solucdes obtidas através do Teorema 3.2.1 (pg. 34-35) ndo convergem a zero nos
espagos Eg’nfp X E'p,n,p, quando ¢ — oo. Por exemplo, as solugdes auto-similares, pois estas
possuem norma invariante pelo scaling. De fato, neste caso, a norma da solug@o [u(x,t), 0(z,t)]
em ﬁgm_p X L.pm_p, para cada fixado ¢ > 0, é sempre igual ao valor obtido no instante ¢t =
1. Provamos um resultado de estabilidade assintética (veja Teorema 3.2.6, pg.36-37), o qual
aplicado a uma solugdo auto-similar produz uma bacia atratora em ﬁgmfp X L,,_p €m torno

de cada solu¢do auto-similar (veja Corolario 3.2.7, pg. 37). Por outro lado, solu¢gdes com dados

Foo Hlpn—p Ao b ook e 4
iniciais no subespago Cg%." "7 x Cg°" """ vdo a zero quando t — o0, isto &, elas apresentam

. s, . 'CT 5 .
um comportamento assint6tico simples na norma dos espagos L7, X L, (veja (3.2.7),
pg. 37). Estes resultados mostram um cendrio complexo em espagos de Morrey no que tange ao
comportamento assintético, com a existéncia de diferentes possiveis estados assintéticos para as

solugdes.
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Finalmente, tomando 6y = § = f = 0, o sistema (1.1.1)-(1.1.3) transforma-se nas equacdes
de Navier-Stokes; quando aplicado a este caso, o Teorema 3.2.6 é um resultado novo para tais
equagdes. Sua prova usa argumentos relacionados aos de [12], onde a estabilidade assint6tica foi
estudada nos espacos PM® para as equacOes de Navier-Stokes.

Os principais resultados do Capitulo 3 foram publicados por de Almeiada e Ferreira em [1].

1.2 As equacoes de Navier-Stokes no semi-espaco R’

O segundo modelo que estudaremos sdo as equacgdes de Navier-Stokes (ENS) no semi-espaco

R :
ou 1 "
E—I/Au—i—(u-V)u—i——Vp:O, em R’ x (0,00) (1.2.1)
P
divu =0, em R" x (0, 00) (1.2.2)
U|3R7+z =0, te (0, OO) (1.2.3)
uli—o = up, em R”, (1.2.4)

onde u : R x (0,00) — R"™ é o campo de velocidades do fluido e p : R} x (0,00) — R ¢
a pressdo do fluido. As constantes v e p sdo a viscosidade e a densidade do fluido, respectiva-
mente. As equacdes (1.2.1)-(1.2.4) descrevem o movimento de um fluido viscoso, homogéneo
e incompressivel no semi-espaco, isto € no dominio {2 = R’ . A incompressibilidade do flu-
ido € expressada pela condi¢do de divergente nulo (1.2.2). Por simplicidade, assumiremos que
p=v=1

O problema do milénio, descrito mais acima para (ENS) no R", € igualmente formulado
para o caso do semi-espago R}, e também € um problema em aberto. De fato, (ENS) em R’} é
mais “dificil” de tratar que em R", devido ao dominio ser ndo compacto com uma fronteira nao
vazia; mais precisamente, aqui a fronteira também € ndo compacta. Esta diferen¢a de dificuldade
apresenta-se em diferentes abordagens, particularmente em técnicas de semigrupo (ou equagdes
integrais) em espacos singulares tais como L?, L">) Besov homogéneo B; . €tC.

Existem indmeros resultados de existéncia de solug¢do global para (ENS) no R" em varios
espagos singulares; referimos os artigos [12, 25, 26, 33, 30, 31, 29, 53, 50], e especialmente ao
livro [36] onde o leitor poderd encontrar uma boa descri¢ao do estado da arte. Por outro lado,

no caso do R}, o cendrio € mais complicado e resultados de existéncia foram obtidos apenas em
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L*(R7), Lm(R7) e B3 (R%) (com s = 1 —n/pen < q < 00), veja [38, 44, 52, 55, 17],
[53] e [11], respectivamente. De fato, em [11], os autores assumem que o dado vy € L" (]R’fr),
mas consideram as hipdteses de pequenez (no dado inicial) na norma do espago de Besov B; S

Antes de prosseguir, observe que o semi-espaco R} € invariante por z — Az (para A > 0), e
assim o scaling (1.0.2) faz sentido neste dominio.

Nesta tese, estudamos (1.2.1)-(1.2.4) no espaco de Morrey E'pm_p(R’fr) e com dado inicial
pequeno. Aqui também consideramos espagos de fungdes invariantes por (1.0.2) (veja (4.3.4),
pg. 81), e desde que E'p,n_p (R ) contém fungdes homogéneas, obtemos a existéncia de solucdes
auto-similares. Analogamente ao sistema de Boussinesq, analisamos o comportamento assin-
tético das solugdes, provando a existéncia de uma bacia atratora em torno de cada solugdo auto-
similar. Enfatizamos que nossos resultados, de fato, fornecem novas solucgdes, pois podemos

considerar novos dados iniciais. Para ver isto, relembramos as inclusdes proprias

LMRY) G LO(RY) & Lyn-p(RY),
e que nao ha relacdo de inclusdo alguma entre os espagos B; (/) ¢ E'p’n_p, quando 1 < p <
n < q < oo (veja [36]).

Como nogdo de solugdo, utilizamos uma formulacao integral (veja (4.2.34), pg. 80) derivada
via a fomula de Ukai [52], a qual estd demonstrada em detalhes em [11]. Nesta formulacdo
aparecem essencialmente dois tipos de operadores lineares, a saber, operadores singulares de
Calderon-Zygmund e o semi-grupo do calor E(t) no semi-espaco. Operadores de Calderon-
Zygmund sdo continuous em espagos de Morrey. Assim, como um dos pontos chaves para aplicar
um argumento de ponto fixo em espacos de funcdes a la Kato (veja (4.3.1), pg. 81), precisamos
provar estimativas do tipo £,, x, — £,,., para E(t) e seu gradiente V,F(t). Este é o contetido
do Lemma 4.5.1, e em sua prova, adaptamos alguns argumentos de [30, Lema 2.1] (feitos no

dominio R™) para o caso mais dificil do dominio R}. A principal dificuldade reside no fato que

o semigrupo do calor em R’} ndo € um operador do tipo convolug@o, como o € no caso do R".

1.3 Organizacao da tese

A tese estd organizada em trés capitulos com suas respectivas sec¢des. No capitulo 2, relem-
bramos alguns resultados contendo algumas defini¢des e resultados bésicos que serdo usados no

presente trabalho. Em particular, incluimos neste capitulo as defini¢des, e algumas propriedades,
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dos espacos de Morrey e alguns de seus subspacos. No capitulo 3 estdo enunciados e demonstra-
dos nossos resultados para as equacdes de Boussinesq (1.1.1)-(1.1.3). Finalmente, osresultados
para as equacdes de Navier-Stokes (1.2.1)-(1.2.4) estdo enunciados e demonstrados no capitulo
4.

No inicio dos capitulos 3 e 4, que sdo os maiores capitulos, explicamos com mais detalhes a

organizacdo e a distribuicdo em secdes (e subse¢des) do conteddo de cada um deles.



Capitulo 2
Preliminares

O objetivo deste capitulo € relembrar algumas propriedades sobre os espacos de Morrey, os
quais serdo usados nos capitulos subsequentes para estudar os dois modelos mencionados na
introducdo. Também relembramos algumas definicdes e resultados bdsicos sobre a equacao do
calor, operadores integrais singulares e a funcao beta.

Nesta tese, por uma questdo de simplicidade, usaremos as notacdes de Hardy e Vinogradov,
as quais relembramos a seguir. Na notacdo de Hardy, a letra C' denota vdrias constantes positivas
em estimativas da forma X < C'Y, onde X, Y sao certas quantidades estudadas. J4 a convencao
de Vinogradov X < Y (ler-se X menor que ou compardvel com Y') usaremos como sindnimo

para a notagdo | X| < CY.

2.1 Espacos de Morrey homogéneo

Na sequéncia apresentamos a definicdo de espacos de Morrey homogéneo E'p, A(€2), onde
denota um subconjunto aberto de R". O termo “homogéneo” € justificado por uma propriedade
relembrada abaixo em (2.1.10). Na linha de equacdes diferenciais parciais um dos primeiros
trabalhos usando estes espagos foi o trabalho de Morrey (veja [39]), introduzido em conexdo
com equacgdes elipticas. Nos anos subsequentes outros resultados foram obtidos para outras
equagoes, veja os artigos de Giga [25, 26], Kato [30], Taylor [50], Biler [3], Ruiz e Vega [43].

Na sequéncia, apresentamos a definicao de espacos de Morrey.

Defini¢io 2.1.1 (Espagos de Morrey homogéneo). Sejam 2 C R™ aberto, p € [1,00) e 0 < )\ <
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n. Assuma que f € L (Q), dizemos que f € £, (), se

loc

/ |f(z)[Pda <, (2.1.1)
Q- (z0)

onde Q,(xg) = {x € Q; |z — x| <1}

Por simplicidade, quando ndo houver confusdo, usaremos E'p7 A para denotar L.',p7 A(€2). Algu-
mas generalizagdes destes espacos, podem ser encontradas em [34, 9, 40].

Note que os espacos de Morrey sdo espacos vetoriais normados com a norma dada por

1fllpx = sup 72| fll oo woy- (2.1.2)

zo€EN,r>0

Além disso, LP(Q) sdo casos particulares de £, (), basta tomar A = 0 e observar que £,,¢(€) =

LP(2) para p > 1. Na préxima proposi¢do mostraremos que ﬁp, A € um espaco de Banach.

Proposicao 2.1.2. Sejam 0 < A <nel < p < oco. O espaco ﬁp7 A(2) é um espago de Banach.
Demonstracao:

Seja { f,}3>, uma sequéncia de Cauchy em £, (). Em particular, { f,}3°, é uma sequéncia de

Cauchy em LP(Q,(x)). Assumindo p > 1, a completude de L*(2,.(x)) assegura que existe

f e LP(Q(x0)) tal que || fx — fll @, (w0)) = 0. (2.1.3)

Mostraremos que f € £,(Q) e ||f — fill £, (@ — 0. Com efeito, primeiramente escreva

f@)P = [f(x) = fe(z) + fulz)]’
< 2{|f(x) — fr(@)[" + | fe(2)|"}.

Logo,

1
7’)‘ Qn(

1 1
fPde <2t / (@) — fule)Pde + — / fo@)Pde. (214)
T JQ(x0) T JQ. (x0)

z0)

Desde que a sequéncia { f; }5, é de Cauchy em £, (), entdo existe ¢ > 0 tal que | fx 2, @) <

¢, para todo k£ € N. Este fato, junto com a convergéncia (2.1.3) e a desigualdade (2.1.4), implica
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que
1
)

|f(z)[Pdz < c,
Qr(z0)

e consequentemente f € E'p, A(€2). Falta mostrar que

sup 1 |f(z) = fe(x)|Pdx i) (2.1.5)

>0 T J Q. (xo)

Para isto escreva,

1

A
T Q (

) = e <2 {5 [ e = ppae [ @) - pps

xo)

1
< 2P {Hﬁ — fille, ) + r_A/Q ( )If(a:) - fl(l‘)|pd:£}.
(2.1.6)

Desde que { f;}3°, é de Cauchy em £, (Q), entdo existe ny € N tal que
\fi — fk“ﬁ'p,x(ﬂ) <&, paratodo k,l > ny. (2.1.7)

Assim, pelas desigualdades (2.1.6) e (2.1.7), obtemos

1 op
Y / |f(z) = fu(x)|Pdr < 2P + 7/ |f(z) = fi(z)|Pd, (2.1.8)
T JQ(0) T JQ. (w0)

< 2P+ (Ce, paratodo k,l > ny. (2.1.9)

Agora a convergéncia f;, — f em E'p7 A(€2), segue por (2.1.9) e pelo fato de € > 0 ser arbitrrio.

Em [50, 25, 36], [30] e [40, 4] usa-se as notagdes ME(§2), M(A)(Q2) e Eq,(€2), LP*(Q) para
n=A) o g = n=A

denotaroespagoﬁva(Q)com)\:n(l—g)ep§q,A:(%, S)ea ="

, respectivamente.

2.1.1 Propriedades

Nesta se¢do relembraremos algumas propriedades, as quais serdo usadas ao longo dos capi-

tulos subsequentes. Comecamos relembrando uma propriedade de homogeneidade dos espacos

L, x, que serd util para estudar EDPs via técnicas de scaling em espacos de Morrey. Sejam
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Q C R"ee > 0. Supondo €2 C 2, temos a seguinte relacdo de escala:

_n=A
16:Fllz,, =€ 7 ISl 0 (2.1.10)

onde ¢, denota a dilatagdo J.f(x) = f(ex), € > 0. De fato, defina sup := sup,~o. Sey €
Q,/:(0) , entdo,

041, = s/ [ ey

= sup 0 [y
Q. (0)
= A=m)pp
O
Outras propriedades dos espagos de Morrey estdo resumidas no lema abaixo. Antes vamos

relembrar as defini¢des dos espagos L?>°(2) e dos espagos PM*(R"™), a > 0. Seja 1 < ¢ < 0.
Dizemos que f € L9°(), se

sup t'm({z € Q : |f(z)] > t}) < C, (2.1.11)

t>0

onde m({-}) denota a medida de Lebesgue em (2. Definimos o espago PM* como:

loc

PM*={geS :gelj.e S 1€115(€)| < oo}, (2.1.12)
e n

onde &’ denota o espaco das distribui¢des temperadas e §(&) denota a transformada de Fourier
de g:
96 = [ e gla)dn

Lema 2.1.3 ([30]).

(1) (Inclusao continua) Sejam 1 < p < g < ooel < A\, v < n. Se % = ”Tj’\, entdo a
seguinte inclusdo é continua:
L,0(Q) C LA (Q). (2.1.13)
(i) (Desigualdade de Holder) Sejam I,p,q € [1,00) e 0 < A\v,u < n. Se =+ e
£ = }—’: + o entdo

Hfg”&,#(ﬂ) < ||f||£p7A(Q)||9H£Q,U(Q)- (2.1.14)
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(iii) (Imersdo em espacos L”({2) com peso) Sejam p € (1,00) e A € [0,n). Se k > )\, entdo

as seguintes inclusoes sdo continuas:

L) C I?, () CS'(9), (2.1.15)

onde L?()) (s € R) denota o espago de Banach de fun¢oes mensurdveis f com a norma

If

) = 11+ 12)2 fllor ). (2.1.16)

(iv) (Fungdes homogéneas) Seja S"~' C R" uma esfera unitdria e h € L>®°(S" ' N Q). Se
0<d<mnel<p<n/d, entdo h(x/|z|)|z|~? € Lyn_ap().

Demonstracao:

A prova dos itens (i), (ii), (iii) e (iv) com {2 = R" pode ser encontrada em [30], e a do caso
) # R" segue exatamente os mesmos argumentos de [30]. Incluimos as provas dos itens (i), (ii),
(i11) e (iv) para a conveniéncia do leitor.

Prova de (i): Se p < ¢, podemos usar a desigualdade de Holder em LP(£2,(z)) e obter

[ iere < e ([ i)
Q»,-(:L‘()) Qr(l’o)
= wi*p/qrn(lfp/q)wp/q (l/ |f(x)|qu) q. (2.1.17)
Qr(20)

TU

P

q

Usando a condi¢ao % = "}.%A, podemos escrever

A:n(1—13> +ol, (2.1.18)
q q

Substituindo (2.1.18) em (2.1.17), segue que

1 % 1_1 1 %
(_A/ ‘f(x)|pd:r> <wp 1 (_U/ |f(x)|qu) 7 (2.1.19)
r Q- (z0) r Q0 (20)

onde w, denota a drea da esfera unitdria S™. Assim, tomando sup,. ,,cq €m (2.1.19), obtemos

1o < Cllfllgo-
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Prova de (ii): Se } = % + é entio
1f9ll o)) < 1 o @on 191 Lo, o))

.o, A
Usando a hipétese & = 5+ 15’, obtemos que

_A _v
r= U fgll i@y < 7 Il Er@n oy 19l Lo (eo)- (2.1.20)

Tomando sup,... ,,eq em (2.1.20), segue a desigualdade (2.1.14).
Prova de (iii):

Seja
p(r) = / |f(x)[Pdz. (2.1.21)

{zeQ;|z|<r}

Se ¢ € uma funcdo continua em RT, entdo

/ o)) f ()P = / " o(r)dp(r). (2.1.22)
Q 0

Assuma que ¢ € C(Q) e p(r) = o(r~*) para r suficientemente grande. Usando integracio por

partes, obtemos

/0 " o(r)dp(r) = / T r))pr)dr. (2.123)

Portanto, por (2.1.21) e a Defini¢do 2.1.1, se f € ﬁ‘w\ entao
p(r) < 1P . (2.1.24)
Substituindo (2.1.23) em (2.1.22) e usando (2.1.24) obtemos

/ oz f@)Pdz < | FI7 / (). (2.1.25)
Q 0

Seja (-) o colchete japonés (z) = (1 + |z/?)2. Tomando o(r) = (r)* com k > X em (2.1.25),
segue que f € L’ik/p(Q) e
1fllze,, < Clifllz, @)

Prova de (iv): Vamos fazer a demonstrag@o para o caso {2 = R", deixando o outro caso a cargo
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do leitor. Neste caso, S"' N Q) = S"!. Desde que h € L>(S"™1), é suficiente mostrar que
|z|% € L,_4p(R"). Considere, a mudanca de coordenadas polares = = ry, onde 7 = |z| e
y=1€ S"=1. Temos que

dx = r"drdo(y),

onde o denota a medida superficial em S"~!. Assim,

R

/(|x|_d)pd$:/ / =Pt drdo(y)
|z|<R S0
R

:/ / r”’dp*ldrda(y)
sn—1 Jo

R
= / r*drdo(y),
0

Sn—1

onde A = n — dp > 0. Logo,

/ 2|~ Pdx = w,_ R/ ).

|z|<R

Observe que neste caso, o supremo na definicdo da norma (2.1.2) dos espacos de Morrey &

assumido quando xy = 0; isto €, em bolas centradas na origem. Portanto,

el 5y = sp [ [ el | i/ <0
x| <

Observacdo 2.1.4. Sejal < py < p; < o0 e A =n(p; — p2)/p1. Entéo,
P C Lo, ». (2.1.26)
De fato, usando a desigualdade de Holder em LP"*° (veja [20]) e (2.1.2) obtemos
1£llp2r < CUFllmsoer supr™ 20" 51752 = € f oo

onde || - || w1, denota a norma em LP>°.

Abaixo daremos um exemplo de uma fun¢do i que pertence aos espacos de Morrey, mas nao
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estd em L7 e PM®; ou seja, L% G L,y e L, ¢ PMe.

Observacio 2.1.5. Seja ¢ € C° tal que ¢(z) = 0 quando |z| > 1,¢ >0, ¢(0) =1e [ ¢ = 1.
Considere {x;} C R™ uma sequéncia satisfazendo |z;| = 47. Defina

h(x) = Y2105, ¢ = ei(xj'x)qb@ — ;). (2.1.27)

Afirmamos que h € ﬁp,A mas h ¢ L9 e h ¢ PM® paratodo1 < p,g < 00,0 < A <mne
a> 0.

Primeira parte: 1 € £, , e h ¢ L.

Seja N, o nimero de ¢, tais que €2, (x¢)N supp(¢;) # & com zy € R" e r > 0. Observe que
supp(¢;, )N supp(¢j,) = @ (j1 # Ja), h € L=, e

_A _A n

supr thHLp(QT(IO)) S supr P+P||h||Loo S ||h||L°° (2128)

r<l r<l
Além disso,

12070 0, o)) = Z521 1183200 (o)) < Noorl| Bl orny < (1 + logy )Gl 70 @ny»
€ entao
_A
Sup |l o) < 2l vian (2.129)

Logo, (2.1.28) e (2.1.29) implicam que h € L"m. Agora vamos mostrar que h ¢ L%, Seja
0<e<leA. ={zeR":|p(x) > e} Denote por m a medida de Lebesgue e Ny o nimero

de ¢; satisfazendo
(Qr(0))” N supp(¢;) # @

Como m(A,) > 0, temos que

m({|z| > R: |h(z)| > e}) =) m({Jz| > R: [¢;(x)] > })

J
> ) m(A.) = oo, paratodo R > 2, (2.1.30)

jENR—l

0 que mostra que h ¢ L%,



CAPITULO 2. PRELIMINARES 17
Segunda parte: h ¢ PM°.
Seja 0 < & < 1. Pela defini¢do de /& dada em (2.1.27) temos que h(€) = E;?‘;le"(xjf)gzg(f —xj),e

assim,

()] = e 3(0) + 5 me @ o) B, — ;)]
>p(0)—e=1—¢>0,

para m suficientemente grande, pois ¢ € S(R™). Portanto

sup 1€1°1R(€)] > sup |Zm|* |2 ()] = sup 47| h(zm)| = oo, (2.1.31)
c n m m

e, desta forma, h ¢ PM*® para qualquer a > 0.

2.2 Equacao do calor

Nesta sec@o, vamos relembrar alguns fatos sobre a equacao do calor. Considere a equagao,

u—Au =0, se(x,t)€Qx(0,00)
2.2.1)
u(z,0) = ug, sex € Q,

onde u : Q x [0,00) — R, uy é uma condigdo inicial e 2 é um aberto do R”. O problema
(2.2.1) é conhecido como o problema de valor inicial (PVI) para a equacdo do calor em ().
Complementaremos o (PVI) (2.2.1) com uma condi¢do de fronteira do tipo Dirichlet de acordo

com o dominio considerado.

2.2.1 Equacao do calor em R"

Como podemos ver em [18, 23], a solu¢do fundamental para a equacdo do calor em R" ¢

dada por:

g(x,t) = ’ (2.2.2)
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A func¢do em (2.2.2) € conhecida como o nucleo do calor em R”. Adicionando ao (PVI) (2.2.1)
a condicao
u(z,0) =ug € C(R™) N L™, (2.2.3)

obtemos que
u(z,t) = g(- 1) * uo(x)

¢ a solugdo para o problema (2.2.1). Tal solug¢@o define um semigrupo {S(t)}+>0, dado explici-
tamente por:
1) xug, set>0
S(t)ug = ePuy = g,8) * uo (2.2.4)
U, set =0.

Chamaremos {S(t)}+>o de o semigrupo do calor.
Estimativas em £, ,(R"):

Estimativas para o semigrupo do calor sdo conhecidas em diversos espacos funcionais. Na

sequéncia relembraremos uma estimativa nos espagos £, y encontrada em [30, Lema 2.1]. Sejam

1< g1, <o0e0 < g, e < ntais que =22 < =L e 11y = gy quando ¢; < ¢o. Para cada

q2 q
multi-indice k, existe uma constante C' > 0 tal que

Bl (o o

||8’;etAg0H <otz Ca T a) [ollgy s VE>0ep € Lo - (2.2.5)

q2,12 T

Um fato interessante € que o semigrupo do calor ndo é fortemente continuo quando ¢ — 0
nos espagos L"p7 A; 0 motivo é que ndo temos um resultado de aproximacgao da identidade em /;’n A
coml <p<ooel< A< n. Desde que e'“p é uma funcio continua parat > 0e p € ﬁpA
(veja [30]), a ndo continuidade do semigrupo para ¢ > 0 € uma consequéncia do fato que existem
funcdes f € E'p, A que ndo podem ser aproximadas por fun¢des continuas em E'p7 A- O exemplo a
seguir pode ser encontrado em [56].

Fixe zy € R" e defina
flz) =z — x0|_n%, para todo x € R".

Entdo, dada qualquer fungdo h continua em R", temos que

—p—1

A

2
1f = hllz | = Wn—1, (2.2.6)
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onde w,_; denota a drea da esfera unitdria S"~*. Denotando M = sup,cg~ |h(z)[P e usando

coordenadas polares, obtemos

1
Y |f(x) = h(z)[Pde > 2777 {/ !”dx—/ Ih(xﬂ”dﬂs}
T JQ,(w0) Qr(z0) Qr(z0)

/ |z — 2|M " dw — Wy M }
Qr(z0)
=2 P {/ ly| " dy — wnlMT"}

ly|<r
- L / /r " dsdo () — wp_ 1 Mr™
N QPT‘A sr—1 Jo nl

=2 PpA (—wn)\_lr’\ — wn_lMT”)

1
— wn_12_p (X — M’I“n_A> .

Agora, escolhendo 7 tal que (3 — M7"™*) > 5 e relembrando (2.1.2), segue (2.2.6).

> 97 PpA

Observe que o semigrupo {S(t)};>o é continuo em ¢ > 0 e fracamente continuo em ¢ = 0"
(veja [30]). Uma maneira de contornar a falta de continuidade forte de {S(t)};>o em ¢ = 0* é
considerar um conveniente subespaco, onde a transla¢do é continua. Seja 7,¢(z) = p(x —y) a

translacdo por y € R™ e defina o seguinte subespaco de E.p7 A

Lox={p€Lyr; Iy —@llpr — 0,y — 0}, 2.2.7)

Veremos na préxima proposicao que o subespago ﬁp, A € 0 subespaco miximal no qual o semi-
grupo {S(t)}1>o € fortemente continuo (veja mais detalhes em [56, Proposi¢do 3] e [30, Lema

3.1]). De fato, basta tomar ) (z) = g(z, 1), ¢ = ¢ e notar que g(z,t) = t_%g(%, 1).

Proposigio 2.2.1 ([56, 30]). Assuma que 0 < A <nep > 1. Sejayp € L,re € S(R) com
0< <1, [¥=1,ed.(x) = ™)(c  @). Entdo p * . € L, », paratodoec > 0; e p € Ep,/\
se, e somente se,

o * . — @|lpn = 0, quando ¢ — 0. (2.2.8)

Além disso, C} (R")H-HP’A C L, onde C¥(R™) denota o conjunto das fungées de suporte com-

pacto em R™ e com derivadas continuas de ordem k.
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2.2.2 Equacao do calor em R’

Comecamos fixando algumas notagdes e definindo alguns operadores tteis. Denote ' =

(r1, -+ ,2,_1) € R"! e defina o operador v no semi-espago como

v:S(R") = S(ORY),  ~yu=a(z',t) =u((2',0),1). (2.2.9)

O operador «y pode ser estendido unicamente, via andlise de Fourier, para um mapa continuo
(veja [51]):
1
v H(R") — HV2(0RY), se s > 3 (2.2.10)

onde H*(R") denota o espago de Sobolev ndo-homogéneo; mais precisamente
H*(R") = {u € S'(R"); (§)*u(¢) € L*(R")}.

O problema de valor inicial e de fronteira do calor no semi-espaco R} € o seguinte:

n—Az = 0, em R x{t>0} (2.2.11)
vz = a, em OR" x {t>0} (2.2.12)
Z’tzo = Zp €m R:b_, (2213)

onde a e zy sdo as condicdes de fronteira e inicial, respectivamente. A solucdo do problema
(2.2.11)-(2.2.13) € dada por:

z = [E(t)z](x) + [Fa](z, 1), (2.2.14)

onde E(t) e F' sdo os seguintes operadores definidos explicitamente:

EO)@) = [ (o= 5.0 - 9o = 5" D)0()d 2215

+
Onde y* — (yl; oy Un—1, _yn)

t
[Fa](x,t) = / / Ong(z' =y xn,t — s)a(y', s)dsdy'. (2.2.16)
o Jorn

Uma questdo que aparece naturalmente € a seguinte: sobre quais hipoteses um resultado sim-
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ilar ao da Proposi¢do 2.2.1 pode ser verificado no semi-espago R’} Temos o seguinte corolario:

Corolario 2.2.2. Assuma que 1 < p < ocoe < A < n. Entdo ¢ € ,C.p7 A(R%) se, e somente se,
||E(t)<P - SOHQA(Ri) — 0, quando t — 0.

Demonstracao:

Considere o operador restri¢do de R" para R’} definido por

Tf = f‘Ri = f(x', 0), (2217)
€0 operador extensao impar €

ef(a!,xn) = & @)y >0 (2.2.18)

—f(2,—x,), =, <O0.

Uma simples manipulagao destes operadores mostra que E(t)p = rS(t)ép. Desde que o niicleo

do calor pode ser escrito como

gla,t) =t 5g(t 2z, 1) = e "P(= ') = ¢, onde ¥(x) = g(x, 1)

e 1 satisfaz as hipdteses da Proposicao 2.2.1, obtemos que

t—0t

S(t)ép = épem L, se, e somente se, ép € /:‘p,A(R”). (2.2.19)
Agora escreva
E(t)p — o =1rS(t)ep —rép,, (2.2.20)

e note que € : ﬁp,A(Ri) — LR er: L,,(R?) — ﬁp,,\(R’jr) sdo continuos. Usando (2.2.20)
e (2.2.19), segue que
IB()¢ = llz, ) — 0. quando t — 0°,

se, e somente se, ¢ € L, \(R%).
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2.3 Operadores integrais singulares

A proposta desta secdo € relembrar algumas propriedades de operadores integrais singulares,
os quais serdo abreviadamente referidos como operadores (ISO), para mais detalhes referimos o
leitor a [27, pg.267] (veja também [8, 46, 47, 48]). Exemplos de tais operadores sdo, as trans-
formadas Hilbert e Riesz, e o projetor de Leray. Os dois tltimos serdo vistos na préxima se¢ao.
Comecamos definindo o tipo de niicleo destes operadores integrais.

Sejam n > 2 e O uma funcio tal que,

O(z)dx = 0. (2.3.1)
Snfl

Chamamos de nicleo singular de Calderon-Zygmund uma fun¢do K : R"\{0} — R continua e

homogénea de grau —n dada por:

Note que K ¢ L'(R") e, portanto, introduzimos a distribui¢do W € S'(R") como segue:

(Wo, @) = lim K(z)p(x)dr = lim K (z)p(x)dx, paratodo p € S(R").
70 Jjal 2 =0 Jesol<e
(2.3.2)
Observe que a distribuicdo Wy coincide com a fungdo K em R™\{0}, veja detalhes em [27].

Denote por M o espacos das fun¢des mensuraveis f : R — C.

Definicao 2.3.1 (Operadores integrais singulares). Seja O uma fungio satisfazendo (2.3.1). Para
0<e<NefeL,.(R"),seja

loc

TN = [ g— 2,
e<|y|<N ‘y|n
Assuma que
Tf(x)= lim TEVf(a), (2.3.3)

e—0,N—o0

exista ¢.t.p x € R™. O operador T': L} = — M tal que f — T'f, onde T'f é dado por (2.3.3), é

loc

chamado de um operador integral singular (ISO).
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Quando f € S(R™) o operador 1" pode ser escrito como

Tf=(f*xWo)(x)=Ilim (x — y)Mdy. (2.3.4)

e—0 ly|>e ’y|n

Exemplo 2.3.2 (Transformada de Hilbert). Um exemplo de operador (ISO) € a transformada de
Hilbert H (f) a qual corresponde a O(z) = £. Note que £ tem integral nula em S = {—1,1}.
Em vista de (2.3.4),

_ o [ Sy
H(f) = -p-/_oo m dy
(z —y)

€20 Jiy|>e Y]
paratodo f € S(R").

Exemplo 2.3.3 (Transformada de Riesz). Outro exemplo sdo as transformadas de Riesz R;(f),

j =1,---,n, as quais correspondem a,
O;(x) = —carj e K;(x) =
onde ¢, = F("T“)/WHTH Observe que [, , O;(x)dz =0 e, para f € S(R") temos que

Byf(o) = (< Wo o) = ~liny [ PR gty = e, [ L0

=0 |y|™ wo |z =yl

(2.3.5)

Um resultado importante sobre operadores da classe (ISO), garante que eles sdo do tipo forte
(p,p) paratodo 1 < p < oc.
Um teorema mostrado por Peetre [40] e por Kato [30], afirma que operadores integrais sin-

gulares sdo continuos também em espacgos de Morrey.

Teorema 2.3.4 ([40, 30]). Sejam 0 < A <nel <p < oo. Se K :R"\{0} — R é um niicleo
singular de Calderon-Zygmund, entdo o operador (ISO) T definido em (2.3.3) é continuo de
L':p,,\(]R”) para E.p,,\(R”).
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Seja e o operador extensdo de R’} para R" dado por:

>0
D RN (2.3.6)

0, =z, <0.
Uma consequéncia do Teorema 2.3.4 € a seguinte:

Proposicao 2.3.5. Assuma que 1 < p < 0o, 0 < A\ < ne K é um niicleo singular de Calderon-

Zygmund. Entdo o operador T = rTef é continuo em E'p, A(RY).
Demonstracao:

A continuidade de T em E'p, A (Ri) segue diretamente da continuidade de e, T" e r; de fato, temos

que

||Tf||cp,A(R1) = ||7"T@f‘|z'p,k(m) < HTefHL'p,A(Rn) < ||€f||£p,A(Rn) = ‘|f||£p7A(R1)- (2.3.7)

Desde que R2; € um operador (ISO) o Teorema 2.3.4 resulta na seguinte proposi¢ao.

Proposicao 2.3.6. Se 1 < p < oo e 0 < \ < n, entdo os operadores integrais singulares R; sdo

continuos em L, \(R™).

2.3.1 Operadores multiplicadores de Fourier e transformada de Riesz

Nesta parte relembramos alguns fatos importantes sobre as transformadas de Riesz R;, j =
1, ..., n, e sua conexao com operadores multiplicadores de Fourier, os quais definimos na sequén-

cia.

Definicao 2.3.7 (Multiplicador de Fourier). Seja m : R” — C uma distribui¢do temperada. Um

multiplicador de Fourier € um operador continuo D : S(R") — S’(R") tal que

Df(€) =m(&)f(€) em S, (23.8)

onde m(D) = m(&y, - -+ ,&,) é chamada de o simbolo do multiplicador de Fourier D.
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Note que se f € S, entdo f € §. Assim, Df estd bem definido como uma distribui¢do

temperada, pois * é um isomorfismo em S’. Mais precisamente,

-~ ~

(Df,¢) = (Df,¢") = (m(&)F(€),9") = (m(€), f(§)#"), paratodo g € S.

Exemplo 2.3.8. O operador derivada parcial D = % pode ser visto formalmente como um
multiplicador de Fourier. Com efeito, o simbolo m (D) de D é dado por i&;. A transformada de

Hilbert, é outro exemplo de multiplicador de Fourier; neste caso m(§) = —isgn(&) e ﬁ?(f ) =

A

—isgn(€) f(€) (veja [27, pg.252)).

Outro exemplo de multiplicadores de Fourier sdo as transformadas de Riesz I2;. Neste caso

temos que m(R;) = % e formalmente escreve-se

e
0; :
Bp=gp d=tbm (2.3.9)
onde |V| é um operador com simbolo m(|V|]) = |£|. De fato, (2.3.9) segue da seguinte pro-

priedade (veja [27, pg.260]):
Wo,e) = [ vla)

Nt

dx,

onde Wo, € S'(R") é dada por

T2 &0 ly|"

n+1 (1
(Wo,, ) = —F(nil) lim/|> Mw(y)dy-

Portanto, juntando os fatos listados acima, obtemos

Rif(a) = (7 Wo ) = (7€) (1) = —— ot top. [ = Bs)iy. @310

N T |z —y[**!

Uma das utilidades da transformada de Riesz, é que ela conecta derivadas de segunda ordem com

o operador laplaciano A em R”. De fato, considere a equagdo de Poisson

Au = f, em R". (2.3.11)
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Seja £ € R™ tal que £ # 0. aplicando a transformada de Fourier em (2.3.11), obtemos

Bou(e) = (i€)(i€;)a(e)

~

g /
= (Zﬁ.i)(%fj)w
_%%‘f@_ (2.3.12)

Assim, tomando a transformada inversa de Fourier em (2.3.12), segue que
0,0,f = —R;R;Af, (2.3.13)

paratodo 1 <i,j7 <ne f € SR").

Em particular, usando a Proposi¢do 2.3.6 e (2.3.13), obtemos a estimativa

10:0;fllz, @y S I1ASlz, \@m)- (2.3.14)

Gostariamos de definir um operador singular S; em R (j = 1,---,n — 1) com pro-
priedades similares a das transformadas de Riesz, o qual serd util para estudar as equacdes de

Navier-Stokes no semi-espaco R’ . Definimos o operador S; como o operador com simbolo

_ &

%) = jay

(2.3.15)
Em R""!, S; é um operador integral singular e portanto continuo em ﬁp, AR, EmR” e R™,

S; é entendido como:

SiF(€ 2y) = %f(f’,xn), (2.3.16)
1

onde " denota a transformada de Fourier em R, isto é, na varidvel 2’ sendo (2, z,,) € R” ou

(', x,) € R", conforme o caso.

O operador dado em (2.3.16) ndo define um operador integral singular. De fato (2.3.16) é
um pouco mais “regular” que um operador (ISO), no sentido que seus niicleos sdo mais “reg-
ulares” na varidvel x,,. Usando resultados de [41, 50] (veja também [33]) obtem-se a seguinte

proposic¢ao:

Proposicao 2.3.9 ([41, 50]). Sejam S; os operadores definidos em (2.3.16), j = 1,--- ,n — 1.

Entdo S; é um operador continuo em L, (R"}) e em L, \(R"), conforme consideremos o dominio
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R? e R™, respectivamente.

Observacao 2.3.10. Operadores do tipo multiplicadores de Fourier e operadores singulares do
tipo Calderon-Zygmund sdo continuos nos espacos L? paral < p < oo e s € R (veja [7], [48]).
Portanto, as Proposi¢des 2.3.5, 2.3.6 € 2.3.9 continuam validas se trocarmos ﬁp, A por L? em seus

enunciados.

2.3.2 Projetor de Leray-Hopf

O objetivo desta secao é definir o projetor de Leray (ou Leray-Hopf para alguns autores).
Sejau = (uq, -+ ,u,) e M(n X n) o espago das matrizes cuja entrada sdo fun¢des. Definimos o

projetor de Leray como o operador P tal que,

—

(Pu) ;. (§) = myi(§)a(E), (2.3.17)

§ik
HEN

onde (mj;) € M(n x n) denota o simbolo de P; m;(P) = &, —

Escrevendo

(Pu);(&) = [mu(€) mya(&) -+ myn()][ 41(€) w2(8) -+ wn(€)]",

obtemos que

Portanto,
Z f §k i
_ é} X
= 4;(§) + W Z i,
_ + % g
Usando (2.3.18) ¢ facil ver que P(Vp) = 0e V- (Pv) = 0,onde p : R" — Rewv =
(v1,- -+ ,v,) é um campo vetorial. Além disso, P(v) = v quando V - v = 0 e entdo P*u = Pu.

Logo, P define uma projecdo sobre o espaco dos campos com divergéncia nula. Desde que P
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€ essencialmente uma combinacdo da identidade e transformadas de Riesz, a Proposicdo 2.3.6

produz o seguinte resultado:
Proposicao 2.3.11. Se 1 <p <ooe 0 < A\ <n, entdo P é um operador continuo em ﬁp,,\(R”).

Observacao 2.3.12. Note que por (2.3.18) podemos definir a projecao de Leray como,
Pu = u — VA (div,u). (2.3.19)

De fato, relembre dos simbolos dos operadores 9; e A~! dados respectivamente por m(9;) =
—i&em(A™h) = @, entdo 9; A" tem simbolo m(9;A~1) = i&;/|¢|*. E, portanto, passando a

inversa de Fourier em (2.3.18) obtemos a j-ésima expressao de (2.3.19),

(]P)U)] =U; — ajA_l(diVxU).

2.4 A funcao Beta

Nos capitulos 3 e 4 a fun¢do Beta surge em muitas estimativas. Para evitar repeticdes em
nossos argumentos, nesta secdo listamos algumas notagdes e relembramos alguns fatos sobre a

funcio Beta.

Definicio 2.4.1. Sejam z,y > 0. A func¢do Beta 5(z, y) é a integral

1
B(x,y):/ (1 — )t (2.4.1)
0

Observe que a integral acima € finita, se x,y > 0. Com efeito,

1 1
Blz,y) — / t“<1—t)y1dt+/ (1= ) Ldt
0 1
Lo 1
< max{l,?l_y}/ tx_ldt—i-max{l,Zl_’:}/ t L dt
0 3
-1 1 —x 11—z 1 —
< maz{1,2Y7"}=27" + max{1,27"}-27Y < 0.
z Y

Nas demonstracdes de nossos teoremas de boa-colocacdo, veja os Teoremas 3.2.1 e 4.4.1, a

funcao

t
I(t) = / (t —s) s (2.4.2)
0
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serd usada com frequéncia. Esta funcdo pode ser rescrita em termos da fun¢do Beta. De fato,

tomando s = tz temos que
t 1
](t) = / (t _ S>d1—18—d2d8 — 2fd1—d2 / (1 _ Z)d1—1z—d2dz — Ctdl_dQ, (243)
0 0

onde .
C=p(1—dydy) = / (1—2)"7 2%y < 400, (2.4.4)
0

quando d; > 0edy < 1.



Capitulo 3

O sistema de Boussinesq em espacos de

Morrey

Neste capitulo estudaremos a existéncia e o comportamento assintotico de solucdes globais
no tempo para o (PVI) (1.1.1)-(1.1.4) em espacos de Morrey.

Este capitulo esta dividido em 3 se¢Oes. Na primeira se¢do 3.1, fixamos algumas notagdes e
definimos os espacgos funcionais adequados para abordar o sistema de Boussinesq (1.1.1)-(1.1.4).
Nesta secao, apresentamos também a nocao de solugao branda (formulagao integral), com a qual
trataremos (veja Definicdo 3.1.3, pg.33-33) e a defini¢do precisa de solucdo auto-similar. Na
secdo 3.2, enunciamos nossos resultados de boa-colocacdo, regularidade e comportamento ass-
intético para (1.1.1)-(1.1.4). A secdo subsequente, a se¢do 3.3, estd reservada para as respectivas
provas dos resultados. Esta ultima secd@o estd dividida em trés subsecdes. A primeira reserva-
mos para as estimativas dos operadores lineares, a segunda para as estimativas dos operadores
nao-lineares (bilineares), e finalmente na dltima subsecdo, encontram-se as demonstracdes dos

teoremas e corolarios.

3.1 Espacos funcionais e formulacao integral

Nesta se¢do, damos algumas defini¢des e notagdes que serdo utilizadas no decorrer deste
capitulo. Definimos C{;U e C; ., como o conjunto dos campos de vetores u : R" — R" tal que

V-u = 0 e u; pertence a Cf e L, ,,, respectivamente, para todo i = 1, ..., n. Também escrevemos

[u, 0] ou

u Al -
0] para representar 0 mesmo vetor, de acordo com nossa conveniéncia.

30
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Assuma que o campo gravitacional f satisfaz a seguinte propriedade de homogeneidade:
f(z,t) = X2 f(\x, \*t) (A >0). (3.1.1)

Entao
[ux(z,t), 0x(z,1)] = AMu(Az, \*t), 0( Az, \*t)],

¢ uma solugdo do sistema (1.1.1)-(1.1.3), sempre que [u(x,t),0(x,t)] for uma solugdo. Assim

(1.1.1)-(1.1.3) tem o seguinte scaling:
[u(z,t),0(x,t)] = [ur(z,t),0x(z,1)]. (3.1.2)

Um de nossos objetivos € obter a existéncia de solugdes auto-similares para o sistema (1.1.1)-
(1.1.3) nos espacos de Morrey, ou seja, solugdes que sdo invariantes por (3.1.2) (veja Defini¢do
3.1.2). Para isto, € importante estudar as equagdes de Boussinesq (1.1.1)-(1.1.3) em espagos
funcionais cujas normas sao invariantes por (3.1.2). Antes de passarmos as defini¢des destes

espagos funcionais, denote ||u||,, = max;_;

-----

n ||uillq,. € considere a seguinte nota¢do para a
norma no espago produto £7 X L,

: el

Na préxima definicdo, BC (I, X ) representa a classe de func¢des limitadas e continuas de um

= lullgu + 110l € (3.1.3)

Q1,7 v

951,951 9,1

dado intervalo [ para um espago de Banach X.

n—

Definicao 3.1.1. Sejam 1 < p,q,r < oo,u=n—p,ea=1—"£ 5 =1— "=£ Definimos

q T
os espacos funcionais

H, = BC((0, o0); L’Zu X E.p,u)
Hyp = {[u,0] € Hy: [t3u,t70] € BC((0,00); £, X L,.,)},
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o0s quais sdo espagos de Banach com as respectivas normas

)L,
N, -1l

Defini¢io 3.1.2 (Solug@o auto-similar). Seja [u, #] uma solugdo para o PVI (1.1.1)-(1.1.4). Dize-

= sup

+ sup (3.1.4)

t2u(-,t)
0 || [£56(-,1)

HP q5 1T

Hqﬁ'

mos que [u, ] é uma solugdo auto-similar, se [u, 0] = [uy, 0,], VA > 0.

Note que os espacos funcionais f,, sdo invariantes pelo scaling (3.1.2) do sistema (1.1.1)-
(1.1.3), isto é

e, 61, = N, 03] . (3.1.5)
De fato, por (2.1.10), temos que
U -U)\ t%U)\
= sup -+ sup 3
[9,\] >0 || | Oy >0 [taé’,\]
Hg,r - P QT
u(-, N%t) Xtz u(-, A2)
= sup + sup 3
>0 || [0(-, \*t) >0 ||| Mt20(-, \2t)
L Qo7
Logo,
Uy u(-, N2t N)2u(-, A2t)
= sup ) + sup g\ B )
0 H,. a2t>0 || | (-, A°t) o A2t>0 A°t)20(-, \°t) o

g

Neste pardgrafo fixamos mais algumas notacdes. Sejam 6 : R” — R, u,v : R* — R" e

A = (aij)nxn com a;; : R™ — R. Seja g(x,t) o nicleo do calor em R” (veja (2.2.2)) e denote
por * o produto de convolugdo entre duas fungdes na varidvel . Também usamos as convegoes

gxu=(g*u, g*ug,...gxuy) e (Vog)* A=0= (b1,by,...,b,),onde b; = X (D,.9) * aj;.

dop e}

Considere os operadores
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oL ul _ ettuy _ g(-,t) xu R

0 Y g(-, 1) %0 ’
g

Dado um multi-indice k¥ = (ky, ko, ..., k) relembre a notagio V¥ = (8—561)’“1...(%)’“". Adotare-

A

[

(Vag) x A

(3.1.6)
E;‘1:1 (aﬁvzg * Ui)

mos a convegao

Vie’m Y
0

VieSul  [(Vig)(t) *u
VEet20 B (VEG)(-,t) % 0 '

3.1.1 Formulacao integral

Na sequéncia introduzimos a no¢@o de solucdo para o sistema (1.1.1)-(1.1.3) que usaremos
nesta tese. Esta € obtida usando o principio de Duhamel, depois de aplicar o projetor de Leray P
na equacao (1.1.1) e eliminar a pressao p.

Desde que o div,u = 0, podemos escrever .- Vu = V - (u® u), onde (u ® u) é o tensor cuja
ij—ésima componente é dada por w;u; e V - F' denota o divergente do tensor F' = (F};) definido

por

"0

j=1 ~*i

Assim, ap0s aplicar o projetor de Leray [P na equacdo (1.1.1), transformamos o resultado na

seguinte equagdo integral

u(t) _ L [Yo) tef(tfs)L
o) = 1)1

relembrando que os operadores V, e'2 e P sio comutativos, temos a defini¢o.

PV - (u ® u)
uf

(s)ds + /Ote(ts)L [HPE)GJC)] (s)ds,

Definicao 3.1.3. Uma solug@o branda para o problema de valor inicial (1.1.1)-(1.1.4) é um vetor

[u, 8] € H, satisfazendo

u(t) — ot Uof ' e~ (t=9)L
[9@)] - H /va

e [u(t),0(t)] — [uo, bp] no sentido de distribui¢do (D'(R™)), quando ¢t — 0.

Plu® u)

uf

0

$)ds tef(tfs)L kP(0f) $)ds
()ds + / [ ]()d,
(3.1.7)

Usando a condi¢do div,u = 0 e aplicando o divergente na equacao (1.1.1), obtemos a equagdo

Ap = —div,((u - Vu) — kOf).
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Portanto, usando (2.3.19), a pressao p pode ser recuperada no sentido de distribui¢cdes como
Vp=VA''Ap=-VA div,((u-Vu) — kff) = (P—I)((u-Vu) — k0f).  (3.1.8)

O operador bilinear e o operador linear de acoplamento em (3.1.7) serdo denotados, respec-

tivamente, por

Plu® v)

B([u, 6], [v, ¢])(t) = _/0 v, e (o)L .

(s)ds (3.1.9)

Tr(0)(t) = /O t e~ (t=9)L [P(gf )] (s)ds. (3.1.10)

3.2 Resultados

Nesta parte, enunciamos nossos resultados para as equacdes de Boussinesq (1.1.1)-(1.1.3)

em espacos de Morrey. Relembre que a notagdo p’ denota o expoente conjugado de p.

Teorema 3.2.1. Assuma que 1 < p < r,q < oo, p < min{n,2b}, p’ < ¢, < b < %,
r<qg<oo,u=mn-—peluyb € L",;'W x L, . Suponha que t° f € BC((0,00); (Ly,)") com
U =1— "5F edenote

1F 110,y = SUp L I1F (- )l
>0

(i) (Boa-colocaciio) Se || f ||y, € suficientemente pequeno, entdo existe 0 < ¢ <1,e >0e
Hp,u < 0, o PVI (1.1.1)-(1.1.4) tem uma solucdo branda
global no tempo [u, 0] € H,, com dado inicial [ug, 0y]. Além disso, a solugdo [u, 8] é vinica

na bola fechada B(0, 12—_2) C H,, e o mapa dado-solugdo [ug, 0] — [u(x,t),0(z,t)] de

d = d(e) > 0 tal que, se ||[uo, O]

[I;M X £p7 p para Hy, é localmente Lipschitz.

(ii) (Dependéncia continua no campo [) Assuma que {[u,, O] bmen € [u, 0] sd@o solugbes do
PVI (1.1.1)-(1.1.4), obtidas no item (i), correspondentes ao mesmo dado inicial [ug, 0] e

aos respectivos campos { fo Ymen € f. Se fr, — f nanorma || - |9, entdo

[,y O] — [u, 0] em H,,.
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(iii) (Problema de Bénard) Sejam n > 3 e p > 2. Assuma que o coeficiente de expansdo do
volume k é suficientemente pequeno. Entdo, podemos considerar no item (i) o caso fisico

em que f(x) = —G#, isto é, f é o campo gravitacional newtoniano.

(iv) (Espacos com peso) Se~[u0, 90]~€ Zg}u X ép,#, entdo a solugdo [u, 0] do item (i) pertence

ao espago BC([0,00); E'g# x L,,). Além disso, se 1 <1< pek >n — I, entdo

[u7 0] < BO([Ov OO); (Ll—k/l)n+1)‘

Observacao 3.2.2 (Vorticidade inicial sendo medida). Seja n = 3. Relembre que a vorticidade
do fluido é dada por w = V x u. Em virtude da lei de Biot-Savart e [30, Lema 4.1], podemos
tomar v, com vorticidade inicial wy = V X uy sendo um certo tipo de medida. De fato, pela lei

de Bio-Savart um campo g com div uy = 0 pode ser recuperado pela férmula vy = 1 * wy =

Jgs ¥(z — y)w(y)dy, onde
T X h
h=C—F, helR’
vk =
C' € uma constante e 1) denota o niicleo de Bio-Savart. Note também que ) € homogéneo de grau
—2 =1 — n e satisfaz

[¥(x)| < Cla|™* = Cla|' ™.

Se wy € Cl,l = L"Ln,Q, entdo usando [30, Lema 4.1] com § = 1 segue que ugy € L’pm,p, para
p < n/(n — 1). Observe que L, ,,_, contém medidas concentradas em superficies . C R" de
dimensdo n — 2, isto é, medidas com suporte na superficie >.. Assim, quando n = 3, podemos
considerar dados iniciais com vorticidades concentradas em curvas, tais como anéis de “vortex”
(veja [25, Observacdo (2)]).

Observacao 3.2.3 (Solugdes locais). Pode-se obter uma versao local no tempo do Teorema 3.2.1,
assumindo que [ug, 6] € L",; u X E'W e usando as versdes locais no tempo do espaco funcional
H,,. Neste caso assume-se condi¢des de pequenez no intervalo de existéncia (0,7") em lugar

das hipéteses de pequenez no dado inicial.
A seguir enuciamos um corolério do Teorema 3.2.1.

Corolario 3.2.4. Assuma as hipéteses do Teorema 3.2.1. Se [uy, 0] € L’g X ﬁp,u é uma fungdo

vetorial homogénea de grau —1 e o campo gravitacional f satisfaz

f(z,t) = N2 f(Ax, \*t), para todo A > 0, t > 0ex € R",
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entdo a solugdo [u, 0] do Teorema 3.2.1 é uma solucdo auto-similar para o PVI (1.1.1)-(1.1.4).

Com algumas hipdteses adicionais no campo gravitacional f, o préximo teorema garante que

a solucdo do Teorema 3.2.1 € suave para todo ¢t > 0.

Teorema 3.2.5. Seja [u, 0] a iinica solucdo do Teorema 3.2.1. Se ViVif € BC((0,00); Ly ),
Vi=0,1,---,|klej=0,1,---,|m

, entdo
ViVIu,0] € BC((0,00); £, % Lr,.), (3.2.1)

onde k e m sdo multi-indices.

No préximo teorema obtemos um resultado de comportamento assintético para as solucoes
brandas do sistema (1.1.1)-(1.1.4). Este resultado melhora o decaimento no tempo das solucdes
dado no Teorema 3.2.1, e mostra a existéncia de uma bacia atratora em torno de cada solucdo

auto-similar.

Teorema 3.2.6. Assuma as hipdteses do Teorema 3.2.1. Sejam [u,0] e [v, ] duas solugées
brandas globais de (1.1.1)-(1.1.4) com respectivos dados iniciais [ug, 0y] e [vo, po], € respectivos

campos de vetores [ e w. Assuma que

lim £ (- ) —w (-, )|l = O. (32.2)
Entdo, i
) — vt
lim [;L< J=vOlE (3.2.3)
— 00 . — .
() = O]
se, e somente se
N
lim lem (ZO ”0)] —0; (3.2.4)
—00 —
€ ( 0 900) -
e -
t2 t) —v(-t
lim ||| 72 (005 =00 ))] —0 (3.2.5)
to0 _t2 (9( ,t) - 90(7 t)) Py
se, e somente se
t% [7AN _
fim || |£2€ (40 = ) ~0. (3.2.6)
t=oo || | t2e! (0 — o)
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Em particular, os limites (3.2.4) e (3.2.6) sdo verificados, se [ug — vg, 0y — po] € ngg, P
t2u(-,t)
£26(-,t)

O préximo coroldrio segue imediatamente do teorema anterior.

ool
Cg°" 7" consequentemente obtemos que

u(-,t)
0(-,t)

Faollll
23y X C’(C))O pﬁﬂ.

=0, (3.2.7)

=0e lim
t—o0

lim
t—o00

b1 91T 1

quando [ug, 6] € CG5,

Corolario 3.2.7 (Bacia de atragdo). Assuma as hipoteses do Teorema 3.2.1. Sejam b = & (i.e.
¥ = 0), [ug, O] um vetor homogéneo de grau —1 e [p,7)] € Cg5, x Cg°. Se [u, 0] e [v, @] sdo
solugdes brandas com respectivos dados iniciais [ug, O] e [ug + ¢, 00 + 1| e campos de vetores
flz,t) = —G# e w(z,t), tal que

X

lim [10(-8) = Grog o =0 (eg- w= 1), (3.2.8)

t—o00

entdo a solucdo pertubada [v, | é atraida pela solucdo auto-similar |u, 0] no sentido dado por

(3.2.3) e (3.2.5).

3.3 Prova dos resultados

Nesta se¢io obtemos algumas estimativas para os termos lineares e~*" [ug, B0 € (3.1.10), e 0

termo nao linear (3.1.9) da formulacao integral (3.1.7).

3.3.1 Estimativas lineares

Iniciamos esta parte da secdo com um lema para o operador V¥e* agindo em espacos de
X

Morrey.

Lema 3.3.1. Sejam 1 < ¢ < ¢ < 00,1 <1y <1y <o00el < py,v; < ntal que p1g = o e

t—(n+lkD/2,,
2tk /29

v1 = V9. Para cada multi-indice k, tem-se

Vie’w Y
0

, parat >0, 3.3.1)

q1,M1,71,V1

q2,K2,72,02 |
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n—pi
q1

e0<p=vi=p=n—p<n. Se[ug, 0] Eﬁ‘gvuxﬁ'pvu, entdo

U1

onde vy, = ;—2“2 ey = ";—1 — ”;—2“2 Além disso, assuma que q =11 =p < @2,73 < 00

t3u U U,
lim |l |, " —0e lim |[e | ] = | 7° — 0. (3.3.2)
t—0+ t26, t—0+ 0o 0
q2,1,T2, 1 P, spyp
Demonstracao:

A demonstracdo da estimativa (3.3.1) segue aplicando a estimativa (2.2.5) de uma forma ade-

VEetBy
VEet20
q2,142,72,02 q2,[2,72,02

= wax [[(VE) (1) # il + | (VEG) (1) % 0]

S x|l g, pu; + A 17/ P
PRGN
vtk /29

Agora tratamos com (3.3.2). Desde que

quada. De fato,

Vﬁe‘tL ¢
0

(por (3.1.3)).

q1,41,71,V1

g(z,t) =t gzt * 1) e g(-, 1) € S(R™),

se o dado inicial [ug, 6] é tal que [ug, O] € £g X L, . entio a Proposicio 2.2.1 implica que

—tL[

e Uy, 90] — [Uo,eo] cm ﬁ.gﬂu X tp,;u

quando ¢ — 0. Falta mostrar a primeira igualdade em (3.3.2). Note que (2.2.8) (veja ProPomgao
2.2.1, pg. 19) junto com (3.3.1) no caso k = 0 e u = 0, garante que Epu C ETQ un Lpu . De
fato, considere ¥ (z) = g(z,1) e e = ¢ na Proposicdo 2.2.1. Dado ¢ € [,p,u, por (2.2.8) segue
que ¢ * Y. — p em E.p,u, quando € — 0. Desde que a desigualdade (3.3.1)comk =0,u=0¢
© = 6 implica que ¢ * 1. € E'TM N E',w, Ve > 0; entdo ¢ pertence ao fecho de ﬁr% N ﬁp# na

norma || - ||, .. Analogamente, ¢ pertence ao fecho de £, , N £, ,, nanorma || - ||, .. Portanto,
e g e BP9 Y (1 PO
Lo, X Ly CLY  NLy, XLg DLy, .
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Assim existe uma sequéncia

{[t0.ms Oo,m] Ymen C £, OV Ly X L2, OV Ly,

T2,

m—oo

tal que, [to m, 0o.m] — [to,6p] em E;,u X ﬁfpvu. Agora, para cada m € N fixado, usamos (3.3.1)

com |k| = 0 para obter

tu m t3u m
et 5 0 < lim 5 0
tieo,m m—roo ﬁeo,m
q2,1,T2, 1 q2, 1,72, 1
« u m
< max{t, 12} ||| " (3.3.3)
90,m
q2, 1,72, 1
Portanto, obtemos que
—tL 2 110,m +
e 5 — 0, quando ¢t — 0. (3.3.4)
tieo,m
q2, 14,72, [
Escrevendo
t3u t2 (u m— U tsu m
et |70 = — et B( o = o) | | otr s o (3.3.5)
t5¢90 t2 (Ho,m — 00) ﬁ@o,m
tomando a norma [|[-, e][|, . em (3.3.5) e usando a desigualdade (3.3.1), obtemos
t2u t2 (u m— U t2u m
et |, < et B( o — Uo) F et (3.3.6)
t20, t2 (6o.m — 6o) t260
q2,[14,72, [ q2, 14,72, q2, /4,72,
U — U t2u, m
< (o = to) I (3.3.7)
(Bo,m — o) t200,m
Dy Ps

q2 7,’1’77‘2 7”

Finalmente, a igualdade (3.3.2) € obtida computando o lim sup,_,,+ em (3.3.7) e depois fazendo

m — Q.

Na sequéncia derivamos estimativas para o termo linear 7’ () definido em (3.1.10).
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Lema 3.3.2. Com as hipoteses do Teorema 3.2.1, obtemos as estimativas

B
sup || 77 (0) () lpa S sup (L (£) o sup 2 [0(8) ] (3.3.8)
t>0 t>0 t>0

a 8
sup 3 [T (0)(Dllge S 521Dl 50D [0(8) 11 (3.39)
t>0 t>0 t>0

para todos os | e 0 Lebesgue mensurdveis.
Demonstracao:

Comecemos com a desigualdade (3.3.9). Denote £ = £ + 3 ey = =& — ”%q”. Pelas hipoteses

do Teorema 3.2.1, note que
1

I r—p 1

1
drm r p g

?

e entdo d < ¢. Aplicando o Lema 3.3.1 com |k| = 0 e depois a desigualdade de Holder (2.1.14),

obtemos
t o
IT50)(0) o < / (t = 5) B(18) () |ands
t
< / (t = 5) £ e 1005) 1 s
< 1) sup ]| £ (1) o sup 2 | 6(6) | (3.3.10)
t>0 t>0
onde

t 1
I(t) = / (t—s) 357" 2ds = thM/ (1—s) 35 5ds = C¢~GHat9-D_(33.11)
0 0

C= /01(1 — ) s 8 ds = 5(1 - §,1— %)

Observando que
v, B I n—p «
—t+=+d-1==— ==
2+2+ 2 2q 2’

e usando (3.3.11), podemos escrever a desigualdade (3.3.10) como

1T @)Dl S /0 (t = )2 |P(f0)() ]l auds

_a B
< 48 sup | £(0) . 5up £ 100 (3.3.12)
t>0 t>0
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A desigualdade (3.3.9) segue de (3.3.12). A demonstracdo de (3.3.8) pode ser obtida analoga-

mente a de (3.3.9), substituindo ¢ e « por p e 0, respectivamente.

3.3.2 Estimativas bilineares

No préximo lema provamos a bi-continuidade do operador bilinear (3.1.9) no espago fun-

cional H,.

Lema 3.3.3. Assuma as hipoteses do Teorema 3.2.1. Entdo existe uma constante K > 0 tal que

t ]P) ®
‘ / v e |[FU@l ol <k ‘ H H , (3.3.13)
0 ue Hy., 0 Hy., ¥ Hy,
para toda u, v, 0 e p Lebesgue mensurdveis.
Demonstracao:
Primeiramente escreva
B([u79]7 [U,QO]) = [Bl(u> U)aB2(ua 90)]7 (3314)
onde B; e By podem ser explicitados usando (3.1.9) e a notagao (3.1.6); de fato
t
By (u,v)(z,t) = —/ (Vaeg(-,t — ) « P(u®wv)(x,s)ds (3.3.15)
0
e .
Bo(u, ) (x,t) = —/ Z(@xig(-,t — 5) % pu;)(x, s)ds. (3.3.16)
0 =1
Assim,

1B([w, 0], [v; D) llg.or =

AT
Seja - = % +i<lem=np= = Aplicando o Lema 3.3.1 com |k| = 1 e a continuidade

do projetor [P em espagos de Morrey (veja Proposi¢do 2.3.11), obtemos
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t2 By (u,v) < /t t5(t—s) 2 2P(u®v) (5)ds
thg(u, ®) ~Jo t2(t—s)" % zup .
q5 14,75 §7M7d7u

t
< [ 150 o vl 1307 el s
0

=1+ Jo. (3.3.17)
Usando a desigualdade de Holder (2.1.14), J; e J5 podem ser estimados como segue:

t
<13 / (t = )2 Ju(s)ll, , [0(s)l], . ds

t
<15 / (t— ) F 25 dssupt? [u(t)]], , supt? [lo(D)]],,,
0 0 '

>0
= I,(t) supt? ||u(t)||qju supt? ||v(t)||q7u (3.3.18)
>0 £>0
e
B ¢ 21
Jo <tz [ (t—s)72 72 luls)ll,, o), ds
0
t
<t / (t—s) "% 2~ F dssupt? Ju(t)]],, swpt? Jo®)],,
0 >0 >0 ’
a B8
= I(t)supt? [lu(®)|,,supt? [[v(D)],,,, (3.3.19)
>0 >0
onde (veja (2.4.3))

71

t 1
Lit)=t: / (t—s) 2 25 %s = t‘it—%—?—aﬂ/ (1—s) 2 25 %ds=K (3.3.20)
0 0

(3.3.21)

: e
poisy; =72 =" Fte
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Note que
Q

[e3 (o7 1 (7
Li(t) =tzt"2 /0 (1—5)2"t'sds =p3 (1 —a, 5) :

1
tg/ (1—5)%’15’(¥J2r6ds:5 (1— _a—i—ﬂ,g).
; 2 2

Calculando sup,~, em (3.3.17) e usando (3.3.18)-(3.3.21), temos que
t2u t20
I e e
Procedendo de forma similar a demonstracao da estimativa (3.3.22) obtemos a seguinte estima-

By (u, v)]

L, el
BQ(“? 90) 6 tggp

Relembrando a defini¢ao da norma ||[-, e]||, . (veja (3.1.4)), a estimativa (3.3.13) segue direta-
mente de (3.3.22) e (3.3.23).

N1

< sup (3.3.22)

t>0

sup
>0

sup
>0
Q1T

t§B2<U, gp)

t2 B (u, v)]

q7u7T7H q7/“l‘77‘7l'l‘

< sup (3.3.23)

t>0

sup
>0

sup
>0

PP, 1 Pppy Q1T 1

n

Lema 3.3.4. Seja f como no Teorema 3.2.1, [ug, 0] € L, X L, e [u,0] € H,,. Entdo
e~ ug, Oo] — [uo, o], Tr(0(t)) — 0 em D'(R™), quando t — 0" (3.3.24)
B([u(t),0(t)], [u(t),0(t)]) — 0 em D' (R™), quando t — 0. (3.3.25)

Demonstracao:

Vamos provar apenas a convegéncia de B, pois as outras duas seguem por argumentos andlogos.

Dado [, ¢] € C§°(R™) x C3°(R™), precisamos mostrar que
(B([u(), 0(®)], [u(t), 6(t)]) [, ¢]) — 0. quando t — 07" (3.3.26)

De fato, escrevendo
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¢ suficiente mostrar que Bj(u,v)(t) — 0 e By(u,¥)(t) — 0 em D'(R"), quando ¢t — 0.
Na sequéncia demonstraremos a convergéncia fraca de By (u, v)(t); a convergéncia fraca de B,
segue de maneira analéga. Seja ¢ € C3°(R™) tal que supp(¢) C Q,(xg), onde €2,.(x) denota
uma bola de raio r e centro zo € R".

Usando o teorema de Fubini, temos

r*(Bi(u,v),9)| = /0 rt /n Ve Iy @ v)(z, s)p(x)dxds) .

Sejal = ;25 > 1lcom0 <np<ltel= T+ #. Usando que supp(p) C Q. (x) e a LP-

desigualdade de Holder, temos que

t
By, o) )| < / / Voo B (u ® v)p(z) | dads
0 Q- (z0)
t
< / Va6 P ® 0)l| (e ooy 120 o 85

t
< / IVae B o)l llellz, ds. (3.3.27)
0 :
Seja é = % + %. Como 7 < §, segue que

>+—1
]

Y

IS
= | =
=3

ou seja, 1 < d < [. Usando o Lema 3.3.1 e a desigualdade de Holder em espacos de Morrey
(veja Lema 2.1.3(i1), pg. 12), obtemos

—(+— n—p_n—p 1
IVoe = Pu @) < Ct— ) T 2 luls)llg, , lv(s)llg, ,
<Ot —s) 7 573575 sup |Ju(s)]lz  sup s%[|u(s) g .
PE0<cs<t D

0<s<t

(3.3.28)

Substituindo (3.3.28) em (3.3.27), segue que

r T [(Bi(u,v), )| < I(t)sup [u(t)] g, supt|lo@)llz, lellz,
t>0 >0 s
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onde

Relembrando que § =

1_ n-p
5 or , obtemos

_ n_p_n—p a
B (), @) < CET TR sup [t suptE (e, 9, (3329)
t>0 t>0 ’

Note que "5 — "2;1)“ = 2 > 0. Portanto, usando (3.3.29) segue que (B (u,v), p) — 0, quando

t — 0T, pois r > 0 estd fixado.

3.3.3 Prova do Teorema 3.2.1

Parte (i) (Boa-colocacao)

As desigualdades (3.3.8)-(3.3.9) mostram que o operador linear 7'y dado por (3.1.10) € con-
tinuo no espaco funcional H,,. Além disso, se || f||g,@,.) € suficientemente pequeno, entdo a
norma de T satisfaz

C =Tt by mr,, < Cllf Mo, < 1.

Sejal < e < (1 O e considere a bola fechada B 2 = {lu, 0] € Hyps ||[w, 0]||m,, < 12—_*2}

1 ~, ~.
munida da métrica completa Z(+,-) dada por Z([u, 0], [, 0]) = ||[u — u,0 — 0]

[P

Considere o operador
®([u, 0]) == e F[ug, 0] + B([u, 0], [u, 0]) + T(0).

Mostraremos que ¢ estd bem definida na bola B 2- , e além disso que ela é uma contracio no
¢

espago métrico (B 2= Z). De fato, primeiro note que o Lema 3.3.3 implica que
1B 1y xty st < K (3.3.30)

onde K € a constante que vem do Lema 3.3.3. Usando (3.3.30) e a continuidade de 7% podemos
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obter a contragdo desejada. De fato, dado [u, 0], [, 0] € B 2, temos que

| (1w, 61) - @(1a.0)

Hg,r

+[|T(0) = T4 (O)l., , -
Portanto,

|t on - e(@ | < K. Olln,, + 160,26 - 0,

Hgq,r

+¢lfu—a.6 —6lln,,

)

= & (O, + 1180, ) + €] 1w = 3.0~

4e K )
< (£ +¢) Mu=.0~la,..

onde % + ¢ < 1 (pela escolha de ¢ feita acima).

Agora, vamos mostrar que ¢ ¢ invariante na bola B 2 , isto é, &(B2: ) C B2
i-¢ 1—¢ 1—C

que ®([0,0]) = e [ug, O] e escreva

O([u,0]) = (@([u,0]) — ©([0,0])) + ([0, 0])
= (®([u, 0]) — ™" [uo, b)) + e~ [uo, ).

Tomando [z, é] = 0 em (3.3.31) e usando (3.3.33), segue que

12w, 0D, < lle™ [uo, o]l + D([w,0]) — ™ [uo, o]l m, ,

< le™*uo, 0] ||, + KN, 0117, , + Cll[u, O]l m,.
Pelo Lema 3.3.1, existe Cr, > 0e d = CLL tal que

||e_tL[u0a 90]||Hq,r < CLH[UOa 90]||p7u7p,u <Cpo=e.

46

(3.3.31)

0|l

(3.3.32)

. Relembre

(3.3.33)

(3.3.34)

(3.3.35)
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Entdo usando as desigualdades (3.3.34) e (3.3.35), obtemos que

q,r —

< <1—c+ Ak +2g) <

12w, 0D Iz, , < e+ K[u, 0, + Cllw. Ol ,

1-=¢ 1—=¢
de K € 2¢e
— 1 2¢e
( +C+1—C) ¢ < 1_<,paratodo[u,6]€[>’17<,

ou seja, (B 2 ) C B 2 Portanto, ¢ tem um tnico ponto fixo [u, §] em B 2,0 qual é uma
solu¢do da equacdo integral (3.1.7). Para mostrar que [u, 6] é uma solugdo branda no sentido
da Defini¢ao 3.1.3, falta mostrar a convergéncia para o dado inicial. A convergéncia fraca de
[u(t),0(t)] — [uo,bo) em D'(R™), segue de e~ [ug, O] — [uo, O], B([u,0)],[u,0])(t) — 0e
T¢(0)(t) — 0 em D'(R"), quando t — 0T (veja Lema 3.3.4, pg.43).

Na sequéncia demonstraremos a Lipschitz continuidade do mapa dado-solucdo. Sejam [u, 0]
e [, 6] duas solucdes em B 2 obtidas via o argumento de ponto fixo acima, onde [ug, 6] €

[@ig, O] s@o seus respectivos dados iniciais. Subtraindo as correspondentes equagdes integrais e

]

procedendo analogamente a prova de (3.3.32), obtemos que

u— U ug — Up 4e K
H@—él leo—éo] +(1—<+€)

L )
Hq,r DD Hq,r
— 4, —
6—0 Hy, 1T <1ET< + C) -0 Hyr
o que implica a Lipschitz continuidade desejada, porque % +(<1.

Parte (ii) (Dependéncia continua no campo f)

Denote por [uy, 0] e [uf, 0f] as solugdes brandas dadas pelo item (i) com o mesmo dado
inicial [ug, 6] e associadas aos respectivos campos gravitacionais h e f. Considere
(1—¢n)?

Ch’ = HThHHq7r—)Hq7T7 0 < gh < T
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e

(1—¢p)?

Cf = ”Tf”Hq,r_)Hq,r’ O < Ef < 4K )

como na demonstragdo do item (i) do teorema. Usando (3.3.31) temos que
Up — Uf SK Up Uy Up — Uy
Qh — Qf Hyo gh Qf Up — Uf

Notando que
Th(0n) — Ty(0f) = Thy(0n) + Ty(0n — 0y)

n T (0n) = Ty (09,

H(IJ'

HCIJ" | Hq,r

e tomando ¢ = max{ey,, 7} e ¢ = max{(,, (s}, obtemos

P 4eK | fun —u N

i < ¥ h =5 +Ch = flloow ||| " .

eh_ef Hy,» 1_< Hh_ef Hg,r eh Haor
Qh_ef Hy.»

Ap6s algumas simplificagdes na desigualdade (3.3.36) e relembrando que [uy, 0] € B2, C

1=Ch
B 2, segue que
¢

Up — Uf
0, — 0,

Finalizamos a demonstrac¢io observando que (3.3.37) implica a dependéncia continua desejada.

2 4e K -1
) < 01 _64 {1 - <1€_€+CH 1A= Fllo,b)- (3.3.37)

Parte (iii)(Problema de Bénard)

Desde que f(x) = —G# € (Lyn_2)", é suficiente assumir x > 0 tal que xG é suficiente-

mente pequeno e tomar b = 5% = £ (J = 0) no item (i).
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Parte (iv)

- Espacos com peso: Quando 1 < [ < pek > n — [, provaremos que
[u7 0] S BO([Ou OO)) (Ll—k/l)n+1)’

De fato,se 1 < [ < pe k > n — [, entdo os itens (i) e (iii) do Lema 2.1.3 implicam as
inclusdes continuas

£Wlﬂa - £l,nfl - Ll—kz/l'

Como [u, 0] € H,,, entdo (veja Defini¢do 3.1.1)
[u,0] € H, C BO((0,00); (LL,)"™).

Logo, falta apenas falta mostrar que

[u(t), 0(t)] = [uo, o] em (L', ;)" *", quando t — 07 (3.3.38)
Para isto, sejam 0 < n < 2, [ = ﬁ, % = % + }D e relembre que © = n — p. Note que r < [.

Aplicando primeiramente Lema 3.3.1 e depois o Lema 2.1.3 (ii), obtemos

/oe(t_s)A]P’(Q(S)f(S))ds 5/0(t_S)R”H_wHf(5)||b,u”9(5)||wds

INT

Z/O(t—S)g"'51’”Hf(S)Hb,uH@(S)Hp,ud&

pois

n—p nm—p - n—p
z a "
Desde que [u, 0] € H,et’f € BO((0,00); (£y,,)"), estimamos

/0 - IBP(g(s) f(5))ds

t
S [ (6=t 0] 50 1600) s
L 0 t>0

= I@)Hf“ﬁ,(b,u) Stgg 10(t)Ip,y.- (3.3.39)
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Relembrando que ¥ = 1 — “Z* e fazendo s = ¢z, temos que

_ 42 _ _hon—p
I(t)y=t2p (1 9,1 5 + 5% ) : (3.3.40)
Substituindo (3.3.40) em (3.3.39), obtemos
t
| R0 16| S o s0p 1900) (3:3.41)
Ly

Fazendo ¢t — 0" em (3.3.41), obtemos a convergéncia

Ty(0)(t) — 0em L7, x Ly, (3.3.42)
De forma similar a estimativa (3.3.41), temos que

/t \APRGDL u u
0 0 0
(3.3.43)

Pela inclusdo continua L",Z,H c Lt e (veja Lema 2.1.3(iii)) e as convergéncias (3.3.42) e (3.3.43),

P(u ® u)
uf

7

(SIS

(s)ds <t — 0, quando t — 07,

Hy

l7:u7l7u/ ‘ HP

obtemos que

B([u, 0], [u, 0])(t) = 0e Ty (A)(t) = 0em (L', )" x L', quando t — 07, (3.3.44)

tL

Agora como e~*" é um Co-semigrupo em (L', )" x L', e

[uo, 0] € ﬁZ,u X Lpu C P(Ll—k/z)n X Ll—k/h

temos a convergéncia forte e "*[ug, 0] — [ug, 6] em (L', /l)”“, quando ¢ — 0T. Isto junto

com (3.3.44), acarreta a convergéncia (3.3.38).

- Continuidade forte em ¢ = 0*: Assumindo que [ug, 6] € ﬁgj u X L, ,, provaremos que

p7l’L,

[u, 0] € BC([0, 00); ﬁ.;u X Lyy).

De fato, se [v, ¢| € /ifw X /jlw (1 < I; < p), entdo pela Proposicédo 2.2.1 e a estimativa (3.3.1)

segue que VFe~ L[, o] pertence a L",;M x L, ,, ¥t > 0. Desde que [u,d] € BC((0, c0); E';M X
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L, ), obtemos

[u, 0] € BC((0,00); L3, % Lyy,).

t—0F ; )
x L. Para isto,

Portanto, basta provar que [u(t),8(t)] — [uo, 0], quando [ug, 8] € E';‘W

primeiro usando (3.3.2) note que

7tL[

t—07F - ;
e Ug, 90] — [Uo, 90] em ‘Cp,,u X ‘Cp,,ua

5 o £y . .
quando [ug, 0] € L] , X L, ,. Assim, somente precisamos mostrar que

|| B([uw, 0], [u, 9])HW e HTf(Q)HW —0,quando t— 07. (3.3.45)
Para isto, € suficiente mostrar que
_ t2u(t)
lim s =0. (3.3.46)
t—0+ tz0(t)
q7/’1’7r7u

De fato, com uma pequena modificacdo na prova das estimativas (3.3.8) e (3.3.23), e tomando

Supg.;7 no lugar de sup,-,, temos que

8
sup [ T5(0)(0)]lpu S sup |0l sup t2]16(8)]|r,p (3.3.47)
o<t<T o<t<T o<t<T

e

By (u,v u tzv
sup 1w, v) < sup sup 5 (3.3.48)
0<t<T || | B2(u, 0) o<t<T || | 6 o<t<T || |t26
TN TN TR

Tomando 7' — 0" em (3.3.47) e (3.3.48), obtemos (3.3.45) a partir de (3.3.46).
Na sequéncia provaremos (3.3.46). Desde que [u, 0] é solucéo de (3.1.7), em vista da primeira

igualdade em (3.3.2) falta mostrar que

lim = lim 3| Ty(6(1))],, = 0. (3.3.49)

t—0t

£5 By (u(t), u(t))]
t2 By (ul(t), 0(t))

Q51T

Devido ao argumento de ponto fixo, a solucé@o [u, #] dada no item (i) pode ser aproximada pela
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sequéncia de Picard:
Uy — ot Uo
01 | 6o
i t
Uktt| _ |W _/ (Vxef(tfs)L
0k+1_ 01 0

A primeira igualdade em (3.3.2) garante que

w0y

0

s2uy(s t2u
lim sup 5 1(s) = lim |le** | , 0 =0.
=0T o<s<t || | s261(5) t=0+ t20
qs T q, 1,7
Além disso, da prova de (3.3.22) segue que
t2 Uy, U s2uy(s
0< zal(l ! < C sup 131()
tiBg(ul,Ql) 0<s<t 8591<S)
q, [T q,L,7 1L

Agora, tomando lim sup,_,,+ em (3.3.53) e usando (3.3.52), obtemos que

) t%Bl(ul(t),m(t))
lim 5 =0
t—0+t t2 By (Ul (t)u 91 (t)) PR
Anologamente, temos que
Jim t= [[T5(61(2))ll,,, = 0.

(s) [Mf 9’“)] (5))d5, ke N.

52

(3.3.50)

(3.3.51)

(3.3.52)

(3.3.53)

(3.3.54)

(3.3.55)

Por (3.3.51), podemos usar um argumento de induc@o e mostrar que [uy, 0| satisfaz (3.3.54) e

(3.3.55), para todo k. Finalmente, desde que [u, ] € o limite da sequéncia [uy, ;] em H,, e

B(-,-), T¢(-) sdo operadores continuos em H,, ., entdo [u, §] também verifica (3.3.49).

3.3.4 Prova do Corolario 3.2.4

Novamente usaremos um argumento de indu¢do. Como jid mencionado acima, a solucao
[u, 8] dada pelo Teorema 3.2.1 (i) € o limite em H,, da sequéncia de Picard (3.3.50)-(3.3.51).

Relembre que o niicleo do calor g satisfaz
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g(x,t) = \"g(\r, \*t) YA >0,t>0ex € R™. (3.3.56)

Usando (3.3.56) e que [ug, 6] é um vetor homogéneo de grau —1, temos que [u;, 0;] € invariante

pelo scaling (3.1.2), isto é,

[ul(x,t)] ) [ul()\w, A2t)

U0, A2

VA>0,t>0ex e R"
61(x7t>

Desde que B([uy, 6], [u1,6:1]) e T¢(61) sdo invariantes por (3.1.2), usando (3.3.51) segue que
[us(,t), 02(x,1)] = [Mua(Ax, A*t), Ao (Ax, A*t)].

Por indug@o, concluimos que [uy, 6] € invariante por (3.1.2), para todo k. Em outras palavras

[ug, O] = [(ur)r, (Ox)r] ¥ A > 0. Agora, escrevendo

[, 0] — [ux, O] = ([u, 0] — [ug, Ok]) + ([ur, O] — [ux, 0,])
= ([u, 0] = [ug, Ok]) + ([(ur)xr, (Ox)r] — [un, 04]),

segue que

Ml 0] = [ Ol < 1w, 6] = [k, Bl + 1), (Bi)A] = en, Ol
< 2||[u, 0] — [uk, 0|l a,.,

pois a norma |[[[-, e]|| ;¢ invariante pelo scaling (3.1.2) (veja (3.1.5)). Como [uy, 04] — [u, 0]

em H, ., obtemos que [u, 0] = [uy, 8], isto &, [u, ] é uma solugdo auto-similar.

3.3.5 Prova do Teorema 3.2.5

Provaremos este teorema usando um argumento de inducao, o qual detalharemos na sequén-
cia. Se k = m = 0, entdo pelo Teorema 3.2.1, segue que a equagao integral (3.1.7) tem uma
solugio. Suponha que V7 [u, 0] € BC((0,00), Ly, % L,,) paraj = 1,2,--- ,m — 1, entdo por
indugdo em m, provaremos que a solugdo [u(t), #(t)] da equagdo integral (3.1.7) possui derivadas

de ordem m em espagos de Morrey. Na demonstracdo somente esta envolvido ¢ > 0 e, portanto,
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tomaremos o > () e provaremos o resultado parat > o.

Defina ‘H como o espaco de fungdes [u, #] mensurdveis em R" x (o, 7)) tais que,

Vilu,0) € BC((0,T); L3, % L), j=1,2,-- ,m—1 (3.3.57)

(t—0)° V. [u,0] € BCO((0,T); L3, x Ly). (3.3.58)

Em H, consideramos a seguinte norma

m—1

1, O)ll2 = > sup [IV3[u-, ), 0C, )]l + sUD (£ = 0)2 [Vl 1), 60, )] g
=1 te(o,T) te(o,T)
(3.3.59)
Considere a aplicagao
O, ([u,0]) == e " ay, as] + Bo([u, 0], [u,0]) + T,(6),
onde o > 0, [ay, as] = [u(o), ()],
! —(t—s)L P(u® v)
By (u, 0], [0, &) (£) = —/ V. P (s (3.3.60)
o Uu
e
t
T, (0)(t) = K / e~ (=o)L [P(zf )] (s)ds. (3.3.61)

Mostraremos que ¢, tem um ponto fixo em #, quando 7" — o € suficientemente pequeno. Para

isto, comecemos com estimativas para os termos bilineares. Pela regra de Leibnitz,

V?Bg([u, 9]7 [U’ 90]) = BU([“? 9]7 V?[Uv 90]>+' ’ '+Bd(v;[u7 0]7 vgc [Ua 90])—’_' : '+B0(v;n[uv ‘9]7 [U’ @])7

(3.3.62)
onde ¢ + j = m. Similarmente a prova de (3.3.13), temos que
1Bio(u,)ll,, < Ct =0)% sup [fu(t)llop sup [[v(t)]lq (3.3.63)
te(o,T) te(o,T)
1Bao (1 )., < Ct =) sup [u(®)llgu sup o(t)]lr (3.3.64)

te(o,T) te(o,T)
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onde
BU([“? 9]’ [U> 90]) = [Bla(u’ 1}), ng(u, 90)]7

By, (u,v)(z,t) / Ve P (u @ v) (z, 5)ds,

Bio(u, @) (x,t) / Ve O (pu)(z, s)ds.

Assumindo que [u, 0], [v, ¢] € H, por (3.3.62), (3.3.71) e (3.3.64), segue que

ALIGL

paratodo 1 < 5 < m — 1. Na sequéncia queremos mostrar que
v
'

g

<C(t—o0)?

q7u7r7u

Vi Bi,(u,v)
Vg:B2a(u7 90)

H

(t — )2V By([u, 6], [0, @)l qur < C(t —0)%

H H
Se [u, 0], [v, | € H, entdo
| > BV 0L Vil gl)|  <cCt-o) H H
itj=m TR 0 .
1,J#m

Além disso, pelo Lema 3.3.1, a desigualdade de Holder (2.1.14) e usando que

1

(t—0)°V, [u,0] € BC((o,T); ﬁ‘;u X L),

obtemos

1

1B (V3! [u, 0], [0, @]

95T

55

(3.3.65)

(3.3.60)

(3.3.67)

(3.3.68)

a_1 lm
<C(t—o0)>72 sup [[(t =0)2V [, Olgurp sup ([0, @]llg .-
te(o,T) te(o,T)

(3.3.69)
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Em vista de (3.3.62), as desigualdades (3.3.68) e (3.3.69) produzem

Lom a1 a u v
1t = )2V B ([u, 0, [0, @Dl g < ClE = )22 +2(t = 0)2] H [ ]
I LP 1y
<CO(t—o)t [u H , (3.3.70)
0 w1 Py
para (t — o) suficientemente pequeno. Agora usando a defini¢do de H, obtemos
B o
Bas(v,90) ], 011, 1Ll L,
para (T — o) suficientemente pequeno, ou seja,
| By lgxrsn < C(T —0)2. (3.3.71)
Agora tratamos com as estimativas de 7,y em #H. Primeiro note que
< P(Vi0(s) Vi2 f(s))
ViT, (0t) = Y / (t=s) v ds.
k1+ko=j "7 0
Por hipétese, temos que sup;c(, 7y | V4 f(t)|[s, < C,V j =0,1,---,m. Logo, analogamente a

prova de (3.3.9), temos que

HViTaf(@(t))Hq,uSC/(t—S)‘gdS Y sup [[VEOO)]. sup, V22 () [l

ki +ho=j te(o,T) te(o,T
u
0
onde y = "= — "—;“. Além disso, escrevendo

V;"Taf(Q(t)) _ Z / JCet s)L [ V?e(‘g) VI;Qf(S))] ds,

k1+ko=m—1 O

v

<C(t—o) 2t cparaj=1,--- ,m—1, (3.3.72)

H
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também podemos obter a seguinte estimativa:
' 11 k k
IV Top(O)lg < 0/ (t—s)272ds > sup V5Ol sup [IVEF(E)]lo
o fey+ky—m—1 te(o,T) te(o,T)
<C(t—o)y 3| |"
0
H
Portanto,
1 Y u
sup (t — 0)2||[VP T (0)|lgp < C(T — o)~ 21! (3.3.73)
te(o,T) 0 2
Por (3.3.72) e (3.3.73), temos que
1Ty fll2sm < C(T — o) "2 (3.3.74)
Finalmente, tratamos com o termo e(t=)~ [a1,as] € H. Pelo Lema 3.3.1, temos que
< C|Vilar, a2)llg (3.3.75)
pois, pela hipétese de indugio, Vi [ay, as] = Vi[u(0),0(0)] € Ly X LV j=1,--- ,m—1.
Portanto, por (3.3.75) segue que
Vfce’(t’”)L[al, as] € BC((0,T); ﬁg,u X ﬁw).
Agora, novamente pela hipétese de indugdo e o Lema 3.3.1, temos que
1
< C(t—o) QHV?_l[al,ag]Hq,wﬁ. (3.3.76)

Assim,
1 . .
(t—o)* Ve " ay,a0) € BC((0,T); L], X Lyy).
Usando (3.3.75) e (3.3.76), obtemos

e [ay, ay)|ln < Cj:ln-l-a}n(@—l 1V (a1, as)|l g purp- (3.3.77)



CAPITULO 3. O SISTEMA DE BOUSSINESQ 58

Em vista de (3.3.71), (3.3.74) e (3.3.77), tomando 7' — o suficientemente pequeno, podemos
aplicar um argumento de ponto fixo andlogo ao do Teorema 3.2.1 e obter um ponto fixo [, é] eH

para ®,, o qual € uma solucdo da equagao
[, 0] = e~ (ay, as] + By([a, 0], [@, 0]) + T,z (6). (3.3.78)

Note que a solugio [u, 0] dada pelo Teorema 3.2.1 também satisfaz (3.3.78). Por unicidade de
solugdo, segue que [i, ] = [u, ] e entdo [u,d] € H, o que produz a desejada regularidade de

[u, 0], para k = 0. O caso k # 0 segue analogamente.

|
3.3.6 Prova do Teorema 3.2.6
Primeiramente provaremos a equivaléncia (3.2.5)-(3.2.6). Assuma (3.2.6) e relembre que
B([u, 0], [v,¢]) = [Bi(u,v), Bz (u, ¢)].
Subtraindo as equagdes integrais satisfeitas por [u, 6] € [v, o] e computando a norma ||[-, *]|, . ,»

obtemos a seguinte desigualdade:

‘ [tg(u - v)] |-tz t2 (ug — vo) t2 By (u — v, u)
8 = 8 8
tz(0 — ) - t2 (6o — o) | s tz By(u —v,0) s
t2 By (v,u — ) o o
1 [t TH(O — T [E2 Ty,
R 76 = Ol + 3T

q5 1,751



CAPITULO 3. O SISTEMA DE BOUSSINESQ

59

Aplicando o Lema 3.3.1, a desigualdade de Holder e fazendo a mudanca de varidvel s — st,

estimamos /1 e I, como

t
1(t) < Ot} / (t— )5 1555 [fu(s) — v(s) [y uds sup 3 (@)l
0 t>0
B t a_q B+a a B

+otf / (t— )55 55 uls) — v(s)llgpds sup 3 0(8)

0 t>0

1
<c / (1= )55~ (t5) 5 [[ults) — v(t)llgpds sup ¢ ()]l
0 t>0

1
+ C/ (1= 5)371s™ 5" (k) [u(ts) — v(ts) |y uds supt? 0],
0 t>0

¢
L(t) < Ct2 / (t— 3)%_15_a5%”u(3) - U(S>||q,ud3 SuPt%”U(t)Hq#
0 t>0

Bt+a B
2

t
B a_q _fBta a
+Ct / (t—s)27"s" 2 52[10(s) — @(s) lruds supt=|[v(t)]lq,
0 >0
1
< C/ (1= 5)5's7(ts)% |lults) — v(ts)llguds supt? (1) g,
0 >0
1
€ [ (1= 95 (1) 0(t5) = 9(29) s 50D [0(O)]
0 >0
Para os termos I3(t) e I4(t), temos que

t
L(0) < Ot [ (09880 8 0(5)  l5) s sup e 1)
0 t>

1
<C [ 1= (1) 0(05) — (65 s sup e 1) s
0 >

t
L(0) < Ot [ 0= 9" 48008 £(5) = () s supt? (1)1
0 t>0

1
<C [t s s (197 7(85) — w(ts) s sup e (0
0 t>0

(3.3.80)

(3.3.81)

(3.3.82)

(3.3.83)

Sejam (3,1 e (2,9 como na prova do Teorema 3.2.1 e correspondendo as solugdes [u, 0] e

[v, ], respectivamente. Escolha 1, 5 suficientemente pequeno de forma que % +(¢ < 1, onde
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e = max{ey 2}, ( = max{(y, (2} e K é como no Lema 3.3.3. Finalmente, relembremos que

2e1 2¢e 2e9 2e

3.3.84
.0l < = < g e ol < o < (3384

Defina Q(t) =t ||u(t) — v(t)||4, + t2 16(t) — ©(t)]],,. Precisamos mostrar que
lim Q(t) = 0. (3.3.85)

t—o0

Para isto, calcule o lim sup,_, ., nas desigualdades (3.3.80)-(3.3.83), use (3.3.84) e depois aplique

o teorema da convergéncia dominada para obter

K
lim sup () (3.3.86)

- t—o00

limsup /1 (t) + limsup Ir(t) <

t—o00 t—o00

lim sup I3(t) + lim sup I4(¢) < ¢ limsup Q(t)+

t—o00 t—o00 t—o00

2e K ! 9+B_a_1 _p9_ B . 9
+ 20 [ a0 st sup ) £0) — w(t)
_C 0 t—o0

(3.3.87)

Calculando o lim sup,_, ., em (3.3.79) e usando (3.3.86)-(3.3.87), obtemos

ek
g e

limsup Q(t) < limsup ||e

t—o0 t—o0

+Climsup Q) +C [ (1= )72 737775 ds Jim ¢7]1£(1) = ()
—00

t—o00 0
4eK

_ ( ° +¢) lim sup Q(¢), (3.3.88)
1 - C t—o0

onde na ultima desigualdade, usamos (3.2.2) e a hipdtese (3.2.6). Finalmente, a convergéncia
(3.3.85) segue por (3.3.88), pois =+ 4EK + (¢ < leentdo

0< [1 — (146_}2 —l—C)} lim sup () <0,

o que implica lim;_,, (¢) = lim sup,_, . (¢) = 0.
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Na sequéncia mostraremos a reciproca da afirmacgdo (3.2.6). Trabalhando como na prova de
(3.3.79) e (3.3.88), obtemos

gmr%m—mq
ﬁ(

de K
< limsup Q(t) + 2 Jim sup (t) + ¢ limsup Q(¢)+

t—o0 1 - C t—o0 t—o0

lim sup
t—0o0

1
n 0/ (1= 55757105 ds T 07 7(0) — w(t) s
0 (o0}

=0,

devido as hipéteses (3.2.6) e (3.2.2). A equivaléncia entre (3.2.3) e (3.2.4) pode ser obtida
analogamente a prova acima. Os detalhes sdo deixados a cargo do leitor.

Falta mostrar a dltima afirmagdo do teorema. Para isto, basta mostrar o caso [vg, ¢o] = 0.
Sejal <l <p m ="~ ’%“ e 12 = “7¥ — . Por hipétese, existe uma sequéncia
{[U[),m, 907m]}meN C £l7u N ’C;M X £l7/'[‘ N ‘vali tal que [U07m, 90,m] — [UQ, 90] em 'C;M X ’valﬁ'

Usando a estimativa (3.3.1) com |k| = 0, obtemos

@ fe Y1
t2 t2t" 2

et zuo,m < (C lim z 52 Hom

t260, m—00 t2t7 3 0y,

’ Q14,75 1 ’ |NTRAT
—(non 1y Uo,m
<Ct Ve — 0, quando t — o0, (3.3.89)
90,m Ll

pois p=n— u, I < pe [ugm,om € (E'W)”“. Usando (3.3.89) e (3.3.1), segue que

t2u [ U — U t2u m
lim sup etk g 0 <limsup | C etk ( 0 0) + |7t s 0
t—00 t20o t—00 (Bo,m — to) £200,m
q, 1,7 [ - Dy 1Ps [ q, 1,7
Ugm — U . t3u m
<C ( 0, O) + lim sup etk s 0
(6o.m — o) t—o00 t260,m
- - Y2122y 27%% q, [T [
Ugm — U
—C ((907 90)) (3.3.90)
0,m — YO

- - Dy P51
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Fazendo m — oo em (3.3.90), obtemos

=0, (3.3.91)

lim sup
t—o00

t2u,
o tL ) 0
tz6,

o qual € (3.2.6) com [vg, o] = 0. Além disso, note que na prova de (3.3.89) e (3.3.90) podemos

q7M7T7H‘

tomar ¢ = r = pe o = 3 = 0. Neste caso, fazendo m — oo em (3.3.90), obtemos (3.2.4).



Capitulo 4

As equacoes de Navier-Stokes em R} em

espacos de Morrey

Neste capitulo estudaremos a existéncia e o comportamento assintotico de solucdes globais
no tempo para as equacOes de Navier-Stokes em R} (1.2.1)-(1.2.4) em espagos de Morrey.

Este capitulo esta dividido em 5 se¢des. Na primeira secio 4.1, relembramos e provamos (por
uma questdo de completude) a férmula de Ukai [52] para o problema de Stokes homogéneo em
R , e mostramos que ela fornece uma férmula explicita para o semigrupo de Stokes. Novamente
por completude, na secao 4.2, relembramos e provamos uma férmula integral obtida em [11]
para o problema de Stokes (linear) ndo-homogéneo em R’!. Ainda nesta se¢@o, apresentamos
a formulacao integral para as equacdes de Navier-Stokes (1.2.1)-(1.2.4). Na secdo 4.3, fixamos
algumas notacdes e definimos os espacos funcionais envolvendo as varidveis ¢ e x. Ainda nesta
mesma se¢do, apresentamos a nogdo de solug¢do branda e de solugdo auto-similar em R’}. Na
secdo 4.4 apresentamos nossos resultados de existéncia, auto-similaridade e comportamento ass-
intéticos para (1.2.1)-(1.2.4). Na dltima secao, secdo 4.5, encontram-se as provas dos teoremas
e coroldrios. Como fizemos no capitulo anterior, dividimos a secdo em trés partes, a saber, as
subsecoes 4.5.1, 4.5.2 e 4.5.3. Na subsecdo 4.5.1, provamos as estimativas dos operadores lin-
eares, e particularmente, as estimativas para o semigrupo do calor F(t) em R, em espagos de
Morrey. Na subsecdo 4.5.2, provamos as estimativas dos operadores ndo-lineares, e finalmente

na subsecdo 4.5.3, encontram-se as demonstracdes dos teoremas e coroldrios deste capitulo.

63
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4.1 O problema de Stokes homogéneo em R’

Nesta se¢do relembramos uma férmula devido a Ukai [52] para a solucdo do seguinte prob-

lema de valor inicial no semi-espago R’ :

O —Au+Vp = 0, em R’ x (0,00) 4.1.1)
V-u = 0, em R} x (0,00) 4.1.2)

yu = a(a,t), em IR} X (0,00) (4.1.3)

uli—o = uo(x), V-up=0, em R} 4.1.4)

onde u : R} x (0,00) — R"™ é um campo vetorial, v é o operador definido em (2.2.9) e yuo = 0.
Esta férmula serd util para obter uma expressao explicita para o semigrupo de Stokes no semi-
espaco (veja Corolério 4.1.4).

Antes de apresentarmos a formula de Ukai [52], considere os seguintes operadores Vi, V5 :
S(R%}) — S'(R7) definidos por:

— 72 / N N
Vlu:—%- "+, (4.1.5)
St
AT AL (4.1.6)

— Up.
&

Denote R’ = (Ry, - ,Rn,-1) e S = (S1,--+,5,-1), onde R; e S; sdo os operadores definidos
em (2.3.9) e (2.3.16), respectivamente. Para simplificar as notacdes, convencionaremos que o

simbolo de R’ e S sdo dados respectivamente por

&’ S

m(R) = —=em(S) = —. 4.1.7)
iq €]
Defina o operador
Uf=rR -S(R -S+R,ef, (4.1.8)
onde r e o operador definido em (2.2.17) e e € dado por
f, x,>0
ef = (4.1.9)

0, =x,<0.
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Note que, com as convencdes acima, podemos escrever

Viu = =S-u +u, (4.1.10)
Vou = u' + Su,. (4.1.11)
Por fim, seja D um operador com simbolo m(D) = e~ 1€'l*n ¢ N = _IV%’ onde |V'| é o operador

com simbolo m(|V’|) = |¢’|. Relembre os operadores F(t) e F' definidos em (2.2.15) e (2.2.16),

respectivamente.

Proposicao 4.1.1 (Ukai [52]). A solugcdo para o PVIF (4.1.1)-(4.1.4) pode ser expressada como
u, = Da, + U(E(t)Viug + FVia), u' = E(t)Vaug + FVaa — Su, (4.1.12)

p = —Dv0,E(t)Viug + |V'|DVia — DyFVia — N[(0a),)]. (4.1.13)

Demonstracao: Dividimos a demonstracao em trés passos. No primeiro, usando que u € p
satisfazem o sistema (4.1.1)-(4.1.4), obtemos uma férmula para a n-éssima coordenada do
campo u. No segundo passo obtemos uma férmula para «/, e no ultimo, determinamos a

pressao.
1° passo:

Tomando o divergente na equaccdo (4.1.1) e usando a condi¢do (4.1.2), obtemos a seguinte

equagao na variavel de Fourier £’
(02 — €'P)p(E' ) = 0, (4.1.14)

onde " denota a transformada de Fourier em &’. Usando a condi¢do b = ~yp, a solu¢io da equacio
(4.1.14) é dada por

7 —l¢'|zn

p=e Yp-

Portanto, 0,p = —|¢’|p, isto é,
(O + )P = 0. (4.1.15)

Usaremos a relagdo (4.1.15) para obter a equagdo (4.1.18). Para isto, defina

2= (0n + |V'])tn. (4.1.16)
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Aplicando o operador (0,, + |V'|) a n-ésima equagdo de (4.1.1), obtemos
2z — Az + (0, + |V'|)0np = 0. 4.1.17)

Usando a relagio (4.1.15) note que o operador 0,, + |V’| elimina a derivada normal da press@o p;

de fato

—_

m(0, + ]V’\)@np(ﬁ',xn) = 0n(0n + |£/‘)I§(flvxn) =0,

onde m(d, + |V']) é o simbolo do operador multiplicador de Fourier 9,, + |V’| (veja Defini¢do

2.3.7). Assim, a equagdo (4.1.17) é reduzida a
2z — Az =0. (4.1.18)

Na sequéncia, vamos mostrar que vz = |V’|Via. A demonstragdo de que z|,—g = |V'|Viug é
semelhante e deixamos a cargo do leitor.
Expressando a condi¢do (4.1.2) em varidveis de Fourier, temos que i§"-u' 40, 4,, = 0. Agora,

pela condicao (4.1.3) e a defini¢do do operador V; (ver (4.1.5)) segue que

% - (an+|€,|)dn

= [¢] [—%awn}

= [¢[Viyu = ¢ Via.

Adicionando a condigdo de fronteirayz = |V'|Via em OR’, e a condigdo inicial z|;—o = |V'|Viug
na equacao (4.1.18), obtemos o seguinte problema do calor no semi-espago:
z—Az=0 em R} x{t>0}
vz = |V'|Via (4.1.19)
Z‘t:() = |V,|‘/1UJ0.
Como vimos em (2.2.14),
z = E@)|V'|Viuo + F|V'|Via (4.1.20)

€ a solug@o do problema (4.1.19). Sendo conhecida a expressdo de z, usamos a condi¢do de
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fronteira na n-ésima coordenada de (4.1.3) para obter a equacgdo diferencial
2= (0, + |€|)tin, com Fu,, = a,. (4.1.21)
Pelo método da variagdo de pardmetros, temos que
G = m(D)éi, + / " e @) (¢ g 1) dy,. (4.1.22)
0
Observando que |V’| comuta com E(t) e F', e substituindo (4.1.20) em (4.1.22), obtemos
Uiy = m(D)ay, + |€| / " e @) (B(t)Viug + FVia) (€, yn, t)diyn. (4.1.23)
0
Relembre o operador U (ver (4.1.8)) e defina o operador U como
UF(E, ) = €] / T € (¢, )y, (4.1.24)
0

Note que para concluir o primeiro passo precisamos mostrar que U = U. De fato, substituindo
f(&,yn) por (E(t)Viug + F/Vl\a)(g’, Yn, ) em (4.1.24) e usando que U = U, por (4.1.23) segue
que

U = m(D)an + m(U)(E(t)Viue + FVia). (4.1.25)

Concluimos este passo com um lema, o qual mostra que U = U.

Lema 4.1.2. Os operadores U e U coincidem.

Prova: Seja h : R — R tal que h(s) = |€'|e”1€'1* para s > 0, e h(s) = 0 para s < 0. Observe

que

-~

Uf = T/Rh(xn - yn)ef(yn)dyna

e assim o simbolo de U é dado por m(U) = ﬁ(fn) Para mostrar que os operadores U e U

coincidem, provaremos que eles t€ém os mesmos simbolos. De fato, em vista de (4.1.7) e (4.1.8),
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o simbolo de U é dado por m(U) = || (&, + |€']) !, pois

mU) - = 5[25 ’5'#5"]

b1 Ligl et gl
&'l — i&n
1| L=
€]
= [¢|(i& + 1N~
Logo,
() = i) = [¢] [ et
— [€li+1EN™ [ etau
0
[€'1(i& +1€'D) 7
= m(U).
2° passo:
Para obter a expressdo para componente u' = (ug, -+ ,u,_1) do campo u, relembre o operador

Vo =4 + Su,, onde S =
usando (4.1.15), obtemos

\V’I (veja (4.1.7)) e seja w = Vhu. Aplicando V5 na equagdo (4.1.1) e

— Aw = —V,Vp
—(V'p + S0,p)
vl
= L, + V' p

= =S8, + [V'|)p = 0. (4.1.26)

Adicionando em (4.1.26) a condicdo de fronteira yw = Vsa e a condigdo inicial w|,—g = Vauo,

obtemos o seguinte o problema do calor no semi-espago:

—Aw=0
yw = Vaa (4.1.27)

w’t:O = Vauyp.
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Portanto, a solu¢do do problema (4.1.27) é dada por w = E(t)Vaug + F'Vaa. Desde que w =
v + Su,, obtemos
u' = E(t)Voug + FVaa — Su,.

3° passo

Falta apenas obter a expressdo para a pressao p. Considere a n-ésima equacdo de (4.1.1) e use a

expressao de u,, para escrever
Onp = —(0y — A)u, = —(0y — A)Day,, — (0; — A)U(E(t)Viug + FVia).
Note que ADa,, = 0, e assim
Onp = —D|[(0a),] — (0 — A)U(E(t)Viug + FVia). (4.1.28)
Na sequéncia, vamos mostrar que
(0, — A Uf =|V'{IV'|Dvf — DvO,f} + U0, — A) f. (4.1.29)
Para isto, primeiro note que

O el — _ 9

|§/\(90n—yn)
e )
0x,, Y

Usando o Lema 4.1.2 e integracdo por partes, obtemos

O.UF =I€10,, [ iy )y,
0
:‘5/’ / awneflfll(xnfyn)f(yn)dyn + |£/’ / e*l&/l(xnfyn)axnf(yn)dyn
0 0
= - |£/| / f(yn)ayne_lfl|(xn_yn)dyn + Uanf
0

=€’ {— [Flympetlenmm |0 f(m)} + U, f

=|¢|e" ey f 4 UB, f. (4.1.30)

Yn=2Tn

Yn=0
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Calculando 0,, em (4.1.30), segue que
OpU f =0,{|¢'|e” Py f + UB, [}
=[¢/|0ne 1oy f 1€ e 0, f + 0,U D, f
= |¢/Pem by f 4 | e7 0, f + UL f
— E{IE'| Dy f — Dyouf} + USLS. (4.1.31)

Como |V'|U = U|V'| e 0,U = U0, usando (4.1.31) temos que

0, —ANYUf+02Uf (4.1.32)
= [V'{IV|Dvf = Dyouf} + U0 — A, (4.1.33)

(0= A)Uf

onde A’ = Z;:ll d?. Substituindo f por E(t)Viug + FVia na equagdo (4.1.29) e depois substi-

)

tuindo o resultado em (4.1.28), obtemos que

D[(0a)n] — [V'{IV'|Dy — Dy0, }(E(t)Viug + F'Via)+

U(0; — A)(E(t)Viug + FVia)

D[(0a),] — |V'{IV'|Dy — Dy, HE(t)Viug + FVia) (4.1.34)
D[(0a),] — |V'{IV'|DyFVia — DO, FVia} + |V'|Dy0, E(t)Viug.  (4.1.35)

Relembrando que 0,p = —|V’|p (veja (4.1.15)), obtemos
p = —N|[(0a),] + |V'|DyFVia — D9, Via — Dy0, E(t)Viu,
0 que conclui a demonstragdo.
Observacio 4.1.3. Tomando em (4.1.12) yu = a = 0 e usando a continuidade de E(t) em

LP(R"), obtemos que
u(t) = up em LP(R"}), quando ¢t — 07. (4.1.36)

De fato, é facil ver que

u(t) — Pyup em LP(R"), quando t — 07, (4.1.37)
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onde F; € o operador definido por
(PQUO)/ = ‘/QUO — SUVle,[) € (POUO)n = U%UO (4138)

Assim, precisamos mostrar que

Poug = uy. (4.1.39)

Usando a condi¢do V - uy = 0, segue que m =& - uy’ 4+ 9, (o), = 0. Relembre a defini¢do
do operador V; e note que
el
Viug = —% “Ug + (to)n
= €171 (0n + [€') (@0)n. (4.1.40)

Como o simbolo do operador U é dado por m(U) = |'[(d, + |€'|)7", entdo por (4.1.40) e
(4.1.38), temos

(Pouo),, = m(U)[E]71 B0 + [€) (@)n = (@)n

e
(Pouo)/ = %—S(Pouo)n
. i i
= g’ + —=(Go)n — — (Uo)n
o Jep () ey ()
- ao,.

Na sequéncia, vamos provar que a féormula (4.1.12) define um Cy-semigrupo em LP(R? ),

onde 1 < p < o0.

Corolario 4.1.4. Assuma que 1 < p < 0o e ug € LP(R") satisfaz V - ug = 0 e yuy = 0. Entdo

o campo u dado pela formula (4.1.12) coincide com e~*4

et é o semigrupo de Stokes no semi-espaco R7.

ug, onde A € o operador de Stokes e

Demonstracao:

Sabemos que o operador de Stokes gera um Cy—semigrupo em LP(R?) (veja e.g. [17]). Se

mostrarmos que a formula (4.1.12) define um Cy—semigrupo em LP(R ) para o problema de
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Stokes

Ou —Au+Vp = 0, em R} x (0,00)
V-u = 0, em R} x (0,00)
yu = 0, em IR’ x (0,00)
Ulg—o = Uy, V-uo =0, em R}

yup = 0, em IR},

entdo por unicidade concluimos que eles coincidem, pois tém o mesmo gerador infinitesimal.

Para isto, defina a familia de operadores {S(¢) };>o por
S(t)ug := (E(t)Voug — Stuy, uy), onde u, = UE(t)Viuy. (4.1.41)

Queremos mostrar que &(t) é um semigrupo fortemente continuo em LP(RR"} ), isto &,
1) 6(t)6(s)ug = S(t + s)ug
(i) &(0) =TI
(iii) &(t)ug — uo em LP(R%), quando t — 0F.

Desde que F(0) = I, entdo &(0) = Pyuy = ug, pois V - ug = 0. O item (iii) segue direto
de (4.1.36). Para mostrar o item (i), primeiro consideramos a n-ésima coordenada de (4.1.41).

Usando (4.1.5), calculamos:

(S)S(s)uo)n = UE()V1S(s)uo
= UE(t)[-5- &' (s)ug + (&(s)ug)n)
= UE(t)[~S - &'(s)uo) + UE(£)(S(s)uo)n
= UE@)[-S &' (s)ug) + UE(t)UE(s)Viug
= UE@)[-S - &' (s)ug] + U*E(t + s)Vyug

= U[-S - (B(t+ s)Vaug — SUE(t + s)Viug)] + U?E(t + 5)Viug
= U[-S-(E(t+ s)Vaug — SUE(t + s)Viug) + UE(t + s)Viug]
= UViS(t+ s)ug (4.1.42)
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Escreva

S(1)&(s)uo = ((&(1)S(s)uo)’, (S(t)S(s)uo)n)-
Logo,
(S(H)&(s)ug) = E(t)VaB(s)ug — S(S(t)S(s)ug), (4.1.43)
Agora, observe (pela definicdo de V3, veja (4.1.6)) que o termo E(t) VoS (s)uy satisfaz

Et)V26(sjug = Et)[(S(s)uo)’ + S(S(s)uo)n]
= E(t)[E(s)Vauyg — SUE(s)Viug + SUE(s) Vi
= [E(t+ s)Voug — SUE(t + s)Viug + SUE(t + s)Viug]
= (S(t+ s)ug) + S(S(t + s)up)
= Vo6& (t + s)u (4.1.44)

e entdo, por (4.1.42) e (4.1.44), temos que

S(t)S(s)uy = (Voa—SUV,UV)S(t+ s)ug
= PoG(t+$)U0

Desde que V - &(t + s)ug = 0, segue que PyS(t + s)ug = S(t + s)up.

4.2 O problema de Stokes nao-homogéneo em R’

O problema de Stokes ndo-homogéneo em R’} € dado por

Ou—Au = f—Vp, em R} x (0,00) 4.2.1)
V-u = 0, em R} x (0,00) (4.2.2)

yu = 0, em JR? x (0,00) (4.2.3)

vf = 0, emOR} x [0,00) (4.2.4)

uli—o = uo(z), V-uo =0, em RY. (4.2.5)



CAPITULO 4. AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES NO SEMI-ESPACO 74

O objetivo desta secdo € apresentar uma férmulacio integral para o problema (4.2.1)-(4.2.5), a
qual € devida a Cannone, Planchon e Schonbek [11]. A demonstracdo faz uso de alguns argu-

mentos similares aos da prova da Proposi¢ao 4.1.1.

Proposicao 4.2.1 (Cannone, Planchon, Schonbek [11]). Assuma que n > 3 e f suave. Se u é

uma solucdo cldssica do problema (4.2.1)-(4.2.5), entdo
t ~
u, = UE(@{t)Viug+ U/ E(t—s)Nfds (4.2.6)
0
t
v = E(t)Vyug — / E(t — 5)SM(f)ds — Suy, (4.2.7)
0

onde N é o operador

V']

M

V]

Nf=—(R:+R,
M

)(S1E(f1) 4+ + Sp18(fu1)) + (—R2+ R,

)E(fn) + fr, (4.2.8)

eMéo operador
V',
VI

M(f)=(R2+R

Demonstracao: Aplicando o divergente na equagao (4.2.1) e usando a condi¢do (4.2.2),

obtemos
Ap=V - femR". 4.2.9)
Portanto, assumindo que yp = b(z’), obtemos
p= Db+ /Rn O(x—y)e(V - f)y)dy, (4.2.10)
t
onde ® ¢ a solugdo fundamental para equacdo de Laplace em R”. Definindo z = (0,, + |V'|)u,

e seguindo a mesma estratégia do 1° passo na demonstragdo da Proposi¢do 4.1.1, obtemos o

seguinte problema nao-homogéneo do calor no semi-espago:

z— Az = (0, + V)" = (0n +[V')0p emR] x (0,00)
vz =0 em OR" x (0, 00) 4.2.11)

Z|t:0 = |V/|‘/1UO cm R?_
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Denote
K(f;p) = (O + V" = (On + [V'])Onp. (4.2.12)

Na sequéncia, vamos mostrar que
K(f.p) = IV'IN(f). (4.2.13)

onde N é o operador (4.2.8). Para isto, primeiro relembre a equacdo (4.1.15) e o simbolo
m(D) = e~¥'1*n do operador D, e note que (9, + |¢'|)m(D) = 0. Portanto, escrevendo (4.2.10)
na varidvel de Fourier &', temos que

On +18') o3

p=m(D)b+ TG(V 1)

e entao

(On +1E1)0uD = 000 + |€)M(D)b+ D (0 + € NIEIE(V - )

— 9, O”EPK,‘ &V - /). 4.2.14)

Relembre o operador extensdo é (veja (2.2.18)) e note que 9,.¢é(f,,) = €(I, fn)- Logo,

(V- f) = 0;e(f;) + e fn). (4.2.15)
j=1

Substituindo (4.2.15) em (4.2.14) e usando (4.2.12), obtemos

I ) n—1 8n "o an ’ —
KUD) = @0+ €D~ 0, glf 552(y) - O ‘;jf‘anem). (42.16)
j=1

Note também que

O, + 1€ Outl€] EP IEP R +IEP  dule| - IEP
a?’L an —_— = n
GE €2 TTEE T ErE T e T e
0, — |&

€12
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Portanto,

a / !
KUp) = I€1f— Za glz'f ) — € W'f' .

Observe que

O+ ¢ { L0 |5’|} it
0, TS 155(F) =
e ) = W\t e S ey

_— {m<Rn>m<Rn> (R,

€] }S o)

— 1€,
€17

0,500 = 1€10, mf" )

o [ 9uOn  On ‘5"}
'f'{\sus\ T Je J E)
|

_— {mmn)m(m) - m(R’”E} .

g% <]

Substituindo (4.2.18) e (4.2.19) na equagdo (4.2.17), obtemos

o —
—

K(f,p) =I€IN(f),
o que implica (4.2.13). Assim, por (4.2.11), temos que

2z —Az=|V'|N(f) emR? x (0,00)
vz =10 em OR"} x (0, 00)
zli=0 = [V'[Viug em RY,

e entao

2= E(t)|V'|Viug + / E(t — s)|V'|Nf(s)ds
0

Relembrando que z = (0, + |V'|)u,,, obtemos a seguinte equagdo diferencial

zZ = (0n + &) n, com yu, = 0.

76

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

(4.2.20)

(4.2.21)
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Logo,

~

i = / @ 5y By (4.2.22)
0

Relembre que |V’| comuta com E/(t). Substituindo (4.2.21) em (4.2.22) e usando o Lema 4.1.2,
obtemos

up, = UE(t)Viug + U/OtE(t — 5)N f(s)ds.

Para obter a férmula para a componente u' do campo u defina w = Vou = v’ + Su,,. Aplicando
V5 em (4.2.1), obtemos

wy — Aw = =S(0, + |V'|)p

yw =0 (4.2.23)
wli=o = Vauo.
Note que —S(9, + |V'|)p = —SM(f), pois por (4.2.14) podemos escrever
(0 +1€Dp =2 g‘f/’ AV 1), (42.24)
0 que implica em /
O+ 1V = (B + RADEAT - )= M),
Portanto .
w = E(t)Vaug +/U E(t — 5)[—SM f](s)(s)ds,
€ entao,
o = B(t)Vau + /Ot Bt — 8)[—SN f](s)ds — Su.
S

4.2.1 Formul¢ao integral para as equacgoes de Navier-Stokes em R’}

Nesta parte, derivamos uma formulagdo integral para o problema (4.2.1)-(4.2.5) usando a
Proposicao 4.2.1. Primeiro, note que a condi¢do div . = 0 implica que

u-Vo=V- - (u®v) =

(i 0 (uv1), i Oi(uv2), - - - ,Z 8i(uivn)>

=1
(0 (wivr) i1
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com a convenc¢do da soma de Einstein em ¢. Assumindo u suave e tomando f = —u - Vu em

(4.2.6)-(4.2.7), obtemos

u = (E(t)Vguo — SUE(t)Viuy — /t(E(t — §)SM;(usuy,) — SUE(t — s)N9;(usuy))ds,

t
UE@VWW+/ZHKL—$N@me@) (4.2.25)
0
Note que parai = 1,--- ,n — 1 o operador J; comuta com os operadores S;, R;, N, M, ‘IVV/|| ee.
Além disso,
onde E(t) é o semigrupo do calor em R} (veja Capitulo 2):
EW)f= [ l9z—y.t)—glz =y )f(y)dy, (4.2.26)
RY
ey" = (y1,"* ,Yn-1, —Yn). Portanto,
Quando i = n, observe que a derivada normal 0,, ndo comuta com E/(t), ou seja,
Et)O.f = 0,H(t)f, (4.2.28)
onde
H(t)f = [ [9(x =y 1)+ gz —y" )] f(y)dy. (4.2.29)
RY
De fato, relembrando que 9;9(x,t) = —3Lg(x,t), temos que
5 a n - Jn
gﬁmw—%ﬂZ—&%Mx—%ﬂ=—vw@—yJ%T=£3fLﬂw—%ﬂe
0

* a *
5ﬁmw—yif—aaﬂx—yih
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onde 7 = (0,---,0,1) é um vetor normal a OR",. Um argumento de integragdo por partes produz
B00.S = [lo(o ~ 5.0) ~ gla ", 0)0.1 W)y
RY
= [ oo = .0~ gl " O WILS dy
= [ aulota = 0.0) = gl = " O Wiy (42:30)

Usando vf = 0 em (4.2.30), obtemos

E@@f:—/EHMx—%w—mf—ywwumwv@My

Tpn — Yn $n+ n / /
=/{— Qt‘y g(x —y,t) + Qty 9@ =y x4+ yn, t)| f(y)dy
R7
= /&:n l9(z —y,t) + g(z" =, 20 + yn, 1) f(y)dy
R7
=0,H(t)f,

o que implica (4.2.28). Agora, observe que 0, comuta com os operadores M, N, S (I =

L---n—=1),R;(j=1,---,n), %‘ e €. Assim, por (4.2.28), temos que

E(t)SMo, (uvy,) = 0. H(t)SM (uzvy,) € E(t)NO, (usvy) = 0, H(t)N (uzvy,). (4.2.31)
Por (4.2.27) e (4.2.31), obtemos
G (t)SMO;(uzvy,) = &;G(t)SM (usvr) e G(t)NOs(wvy)) = ;G ()N (usvp), (4.2.32)

onde

E(t), parai=1,--- . n—1
G(t) = (1), parai " (4.2.33)

H(t), parai =n.
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Usando (4.2.32) e a conven¢do da soma de Einstein em ¢, podemos escrever (4.2.25) como

u=A1E(t)Asug + B(u,u)(t), (4.2.34)
onde
A1 E(t)Aqug = (E(t)Vgug — SUE(t)Viuy, UE(t)Vluo) (4.2.35)
¢ t
B(u,v)(z,t) = / B,V - G(t — s)Ba(u ®@v)(s)ds, (4.2.36)
0
sendo A; operadores que dependem essencialmente de 7, e, S; (j = 1,--- ,n—1)e R, (1 =
1,---,n); e By,B, sdo matrizes de operadores que dependem dos operadores r, e, R;, S}, % e
e.

Conforme (4.2.33), enfatizamos que a a¢do de G(t—s) em (4.2.36) é a acdo em cada elemento
da matriz Bs(u ® v) dos semigrupos E(t — s) ou H(t — s), dependendo se a derivada envolvida

é 0,, ou ndo.

Observacao 4.2.2. Note que a condi¢c@o v f = 0 implica por (4.1.30) que

U f=U0,f. (4.2.37)

4.3 Espacos funcionais e solucao branda

Nesta secdo, daremos algumas definicdes e notacdes que serdo usadas nas se¢des subse-
quentes. Considere o campo u: R? x (0,00) — R” tal que u;(,t) € L,,(R") para todos

1=1,---,nedenote
luC- D)z, ,@ny = Jpax i (5 Bl 2, -
Dado um espaco de Banach Y C S'(R?" ), relembramos que
Y ={ueY;div,u =0}

Assim como no Capitulo 3, vamos utilizar técnicas de scaling para estudar o problema (1.2.1)-

(1.2.4). Neste caso, é facil ver que se (u,p) é uma solugdo para (1.2.1)-(1.2.2), entdo (uy, px)
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dado por
ux(r,t) = Au(dz, \°t) e pa(z,t) = Ap(Ax, \°t),

também € uma solucgao para (1.2.1)-(1.2.2). Logo as equacdes de Navier-Stokes t€m o seguinte

scaling

(u,p) = (ux, pa)- (4.3.1)

Uma solugdo (u,p) é chamada uma solug@o auto-similar quando ela é invariante pelo scaling
4.3.1)V X >0, isto é, (u,p) = (ur,px) VA > 0. Estudaremos (1.2.1)-(1.2.2) em espacos que

sdo invariantes por (4.3.1).
Definicao 4.3.1. Sejamn > 3,1 <¢g,p<oo,u=n—pea=1-— ’%“. Definimos os espacos
normados H, H, como

H = BO((O,OO),,C‘;’#(RT_:_)),
H, = {ueH; t%u(x,t) € BC((0, OO)7£q,u(Ri>>}7

com as respectivas normas dadas por

lullr = sup fluC Oz, , @ 4.3.2)
t>0

+

ullg, = \|u||H+sgg)t%||u(-,t)||ﬁ-q,u(m). (4.3.3)

Observacao 4.3.2. Os espacos funcionais /1 e H, sdo espagos de Banach.

A norma do espago H, € invariante pela relagdo (4.3.1). De fato, seja

n—

N
H5EQHZP,#(R1):5 i Hg”c'p,u(m)a

onde d.g(x) = g(ex). Temos que

lurllm, = Stgloo\luxllcp,# +St1>1§tfHuAch,u
= suplu(, A1) g, +supt?[lu-, A%t) g, A
t>0 t>0
= sup [lu(-, A, A sup (N)2 lul-, Az, |
A2t>0

A2t>0

= |ullm, (4.3.4)
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Na sequéncia introduzimos a no¢do de solucao branda para o problema (1.2.1)-(1.2.4), a qual

¢ motivada pela férmula integral (4.2.34).

Definicao 4.3.3 (Solucdo branda). Uma solucdo branda para o PVI (1.2.1)-(1.2.4) € um campo

vetorial © € H, satisfazendo a equag@o integral
t
u(t) = A E(t) Asug + / BV - Gt — ) Byl ® u)(s)ds. (43.5)
0

Agora definimos a no¢do de solug@o branda auto-similar.
Definicao 4.3.4 (Solugdo auto-similar). Seja v uma solu¢do branda para o PVI (1.2.1)-(1.2.4).

Dizemos que u € uma solucdo auto-similar quando w satisfaz a relagao

up(z,t) = du(Az, \°t),V A > 0.

4.4 Resultados

A seguir enunciaremos nossos resultados para o problema (1.2.1)-(1.2.4).

Teorema 4.4.1. Sejam 1 < p < n < g < oo, n >3, p < qgepu = n—p. Considere
ug € L3 ,(R™).

(i) (Boa-colocacgio). Existe ¢ > 0 e d = d(g) (0 = Ce), tal que, se ||uo|| fpn(ED) S Jd entdo
o PVIF (1.2.1)-(1.2.4) tem uma solugdo branda global em H,, a qual é a unica na bola
fechada B(0,2¢) = {u € Hy; ||u|lg, < 2e}.

(ii) (Continuidade forte em ¢ = 07) Se v, € ig .(R%), entdo a solugdo do item (i) pertence
a BO(0,50), £5,,(RY)).

(iii) (Espacos com peso) Se 1 < [ < pe k > n — [, entdo a solu¢do do item (i) pertence a
BC([0,00), (LY, )" (RL)).

Assumindo uma certa homogeneidade no dado inicial, obtemos o seguinte resultado de auto-

similaridade:

Corolario 4.4.2 (Solugio auto-similar). Assuma as hipoteses do Teorema 4.4.1. Se uy € um
vetor homogéneo de grau —1, entdo a solugdo u obtida no Teorema 4.4.1 é uma solugdo branda

auto-similar para o PVIF (1.2.1)-(1.2.4).
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Também provamos um teorema de estabilidade assintética, o qual mostra que certas per-

tubacdes do dado inicial dissipam-se quando ¢t — +-o00.

Teorema 4.4.3 (Estabilidade assintética). Assuma as hipoteses do Teorema 4.4.1. Sejam u e v
duas solugcoes brandas globais para o problema (1.2.1)-(1.2.4) obtidas através do Teorema 4.4.1,

com respectivos dados iniciais uy e vy. Temos que:

tlggo ||u(t) — U(t)||£p,u(R1) =0 (4.4.1)
se, e somente se
tlglolo | A1 E(t) Az (up — UO)Hﬁp,u(Ri) = 0. (4.4.2)
Além disto,
tlgcr)lo t2||u(t) — U(t)||5q,u(Ri) =0 (4.4.3)
se, e somente se
lim t2||ALE(t) As(uo — o) || foprn) = 0. (4.4.4)

Observacao 4.4.4 (Bacia de atracdo). Assuma as hipoteses do Teorema 4.4.1. Seja v uma
solugcdo branda auto-similar com dado inicial uy homogéneo de grau —1. Se v é uma solucao

branda com dado inicial vo = uy + ¢ tal que p € C°(RY}) e

tlgglo ||A1E(t)A2‘P||£p,u(R1) =0,
entdo a solugdo branda pertubada v € atraida pela solu¢do branda auto-similar v no sentido de
(4.4.1)e (4.4.3).

4.5 Prova dos resultados

Nesta sec@o provaremos os resultados da sec¢do anterior. Comecamos com algumas estimati-
vas para os operadores A1 E(t) Ay e B(u, v)(t), as quais serdo usadas para produzir um argumento

de contracao.

4.5.1 Estimativas lineares

Nesta parte, obtemos estimativas para os operadores E(t) e H(t) (veja Lema 4.5.1) e o oper-
ador A, E(t) A, (veja Lema 4.5.2).
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Lema4.5.1. Sejam 1 < ¢4 < o < o00el < A< n. Seug € £q17A(R1), entdo

N SO S L]
||vkE(t>U0||£qM(R1) < Ot ||u0||£'q17/\(R’}r) (4.5.1)
— Ly —p)— LB
HVkH(t)UOHCqM(R’}r) <Ot znm)—3 HUOHC%A(RKV 4.5.2)
onde vy, = ”q;l)‘, Yo = "q;;‘ e k € um multi-indice.

Demonstracao: Vamos adaptar algumas id€ias da prova de [30, Lema 2.1] e dividir a
demonstracdo em trés passos.

1° passo: Primeiro provamos (4.5.1) no caso £ = 0 e ¢; = ¢o. Para isto, primeiro provaremos a
estimativa pontual

[E(#)uol()|” < [E(H)[uol")(2). (4.5.3)

z|2

Relembre que g(z,t) = (47t)"2e~ 4 e note que g(z,t) = §(2',t)h(z,,t), onde z = (2, z,,),

n—1 _ |/ B

G2/ t) = (dnt)" "z e~ 1 e h(zn,t) = (drt)"2e dr .

Agora defina amedida dV;(y') = g(«'—v/, t)dy’ para cadat fixado. Assim, relembrando (4.2.26),

temos que

p

(o) ()] = / (9@ — y.t) — g(a' — ¢ 20 + o ))to(y)dy

P

_ / 3@ — o OB — s t) — B(@n + s )0 (y)dy

p

0

p

/0 0 = g t) — hn + o 8)to(s 9 )dgndVi(y)

Desde que

V(R = /é(x’—y’,t)dy’

Rn—1

= /Ei(y’,t)dy’z /ﬁ(y’,l)dy’zL

Rn—1 Rn—1
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e ¢(s) = |s|P é uma fungdo convexa em R, a desigualdade de Jensen implica

EOul@P < [ !

Rn—1

Agora note que h(z, — yn,t) > h(x, + y,,t) para todo x,,y, # 0, e defina a medida
dpe(yn) = (M0 — Yn, t) — h(T0 + Yn, t)|dyn.

Em vista de (4.5.4) e (4.5.5), temos que

p

dvi(y').

B ()P < /

Rn—1

/0 ) wo (Y, Yn ) dpts (Yn)

Afirmamos que /;[(0, 00)] < 1. De fato,

11[(0, 00)] = /OOO dp(yn) = /Ooo(h(xn = Yns 1) — M(Tp + Yn, 1)) dyn
= /000 h(xy — Yn, t)dyn — /000 hzn + Yn, t)dy,

= —/ h(ymt)dyn—/ R(Yn, t)dyn

—0o0

= / h(ynvt)dyn_/ h(ymt)dyn

Tn

_ / Ty, t)dyn < /OO h(yn, t) = /OO hyn, 1) =

—Zp —00 —0o0

Assim, aplicando a desigualdade de Jensen em (4.5.6), temos que

(EGur < [ [l m) Pl i)
= [ 9l ~ YO0 = st) = B + i)l

= [E®)[uol"](x).

/0 T b — s 0) — Bl + g o )y V().
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4.54)

4.5.5)

(4.5.6)



CAPITULO 4. AS EQUACOES DE NAVIER-STOKES NO SEMI-ESPACO

Relembre que €2, (z¢) = {z € R} ; |z — x| < 1},
q1 < A q1
[ @ < ol

e aextensdo é : £, ,(R") — L, ,(R") dada por

~ , uo(2', xy), Ty >0
eug(x', x,) =
—up(2', —x,), x, <O0.
Note que ||éuol| opa (@) S 2| uo| £,y 2(r7)- Usando a estimativa (4.5.3), obtemos

| IEu@rd < / (B[ (o)

QT(JJO) Qp (730

- // 9@ =y, t) = g(a’ — y", )] |uo(y)|" dydx

QT (:1:0 R"

// g(x —y,t)|eug(y)| " dydz.

Q- (zo) R™

IN

Tomando z = x — y, segue que

/|[E(t)u0](x)|Q1da: < //g(z,t)|éu0(x—z)|‘“dzdx

Q- (z0) Qr(zo) R

/g(z,t) / |eug(x — 2)| " dxdz

R™ Qr(xo)

< [ o ode el .,

Rn
TA||5U0||Q~1

IN

IN

A(R™)

A q
< Pl

Multiplicando (4.5.7) por ~* e tomando o supremo em r > 0 no resultado, obtemos

IE@)uollz, @) < 2lluollg,, \@n)-
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(4.5.7)

(4.5.8)
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2° passo:

Vamos provar a estimativa (4.5.1) para os casos q; < g = 00 e q; < g2 < 00, ambos com k = 0.

O primeiro caso segue das estimativas (4.5.3) e ((2.1.25), pg. 14). De fato, por (4.5.3), temos

[[E(t)uo](z)|" < /Jﬂx—%ﬂ—ﬂf—dﬂm+%JMW@W%y

%
< /’Mx—%ﬂdeW@L (4.5.9)
RY
Seja
= [ w)rd
{z €R" ; |2—z|<r}
e note que p(r) < 7|uo||% Fixando t > 0 e usando ((2.1.22), pg. 14) com ¢(r) =

‘C.ql,)\(Ri) )

(47rt)_%e_%, obtemos por (4.5.9) que

Eu)(@)" < / g(lz — yl, 1) uo(y)|® dy

_ / " g t)dp(r)
< / " 0rg(r, )l o(r)dr

< A q1
< [ gl .

r?

Observe que |0,.g(r,t)| < 3;|g(r,t)|. Portanto, tomando z = 7,

segue que

q1 1 >
Bl < 5 [

= lt’% ooe’%r’\ﬂdfrﬂu %
Zt 0 0 Elll)‘(Rﬁ)

1 _n=X o —z A q1
= —t =2 e *z2dz||ugl
0

A Q
7"|g(7", t)|7" dr||u0||ﬁq1,,\(Ri)

2 £QI7)‘(R1)
—n=-2 q1
< O wllz, | gy (4.5.10)
Portanto, (4.5.10) implica que
_1
\|E(t)u0||Loo(Ri) <Ct Q%HUOHQM(RK)' (4.5.11)
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Por outro lado, usando que ¢; < g2, estimamos
| BOurd < Boulz [ EGud.
Qr(z0) Qr(z0)

Por (4.5.11), obtemos

/ B (tyuo|=dz < Ot (e |y, | o / | B()uo| ™ da
Qr(z0) Qr(z0)

ql,A(Ri)

Logo,

A ( 1

1
A q _1 _ a1 1—= q
ra {/ ’E(t)uolqzdxl 2 < Ot Im( Zé)l!Ung ) {7"\/ \E(t)uo\qldx] 2
Qr (w0) A Qr (o)

4.5.12)
Tomando o supremo para r > (0 em (4.5.12) e usando a estimativa (4.5.8), obtemos
| E(t)uol| 2 < Ct—%%(l—(h/tn)”u ”1.—111/Q2||u ||q_1/q2
0 ‘CQQ»A — 0 qu,A 0 E(ﬂ»\
_ln-Ayln-aa
<(Ct 27a1 "2 a1 @ HUOHC'MA
- Ct*%(wlw>||uo||ﬁ.ql N (4.5.13)

como queriamos.

3° passo: Vamos demonstrar a estimativa (4.5.1) para o caso |k| = 1, pois o caso |k| > 1 segue
por argumentos analogos. Pela desigualdade |0;g(z,t)| < Ct=1/2|g(x, 2t)| e por (4.2.29), temos

que

|0 E(t)uo| < /(\@g(x—y,tﬂ+|f9¢g(1"—y’,xn+yn,t)|)!w)(y)\dy

R}

Ot /(g(a: —y.2t) + (2’ =y, xa + Y, 2t))|uo(y)|dy
R

= Ot 2H(2t)|ugl, (4.5.14)

IN

onde? =1,---,n. O préoximo passo € observar que (4.5.11) e (4.5.13) continuam validas se
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trocarmos F(t) por H(2t), pois

|H (t)uo| = ‘ /(g(ﬂf —y,t) + gz — y*jt))uO(y)dy‘ < 2/9(95 —y,0)|uo(y)ldy, (4.5.15)

n
+ RZ

e entdo podemos repetir os mesmos argumentos usados para F/(t), apenas com uma pequena

adaptacdo devido ao fator 2 em (4.5.15). Portanto, por (4.5.13) e (4.5.14), temos que

_1
10.E(tuollz,, , < Ct 2| HEDul |z,
< Ct—ét—%(vl—v2)||u()||£.ql A

= Ct 273 | (4.5.16)

ap )’
As estimativas para H (t) seguem analogamente.
]

Lema 4.5.2. Sejamn > 3, p=n—puel < u<n<q< oo Seug € £g7M(Rﬁ), entdo
AlE(t>A2uO S Hq e

||A1E(t)A2U0”Hq S Ol|u0||£1’,u(Ri)' (4517)
Demonstracao:
Os operadores R (j = 1,--- ,n) sdo continuos em CW(R”), pela Proposicdo 2.3.6, e os oper-
adores S; (i = 1,--- ,n — 1) sdo continuos em L'W, pela Proposi¢ao 2.3.9, quando 1 < r < oo.
Desde que

Uf =rR -S(R - S+ Ryef,

entdo U é continuo em £r,“(R7}r). Consequentemente, os operadores A; e A, sdo continuos em

L,,(R"). Usando o Lema 4.5.1 e a continuidade dos operadores A; em £, ,(R) e Ay em

L, ,.(R"), obtemos que

[ALE () Aguoll g, ,mny < I1E(E) Azuollg, ,mn)
S Ct_%(np%#_%)HA2U/0H£.ILN(R1)

< Ct*%uuouﬁwm) (4.5.18)
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(S

[ALE(t) Azuollz, ) < 1E () Azuollz, ,@n)

< Clluollz, =) (4.5.19)
|

Observacao 4.5.3. Se ug € £ (R, entdo
A1 E(t)Agug — ug em L3, (R'L), quando t — 0™ (4.5.20)

Para provar (4.5.20), primeiro relembre a definicdo dos operadores A; (veja (4.2.35)). Como os
operadores A; dependem essencialmente de operadores multiplicadores de Fourier, segue que A;
comuta com translagdes, isto &,

Ty[Aiue] = Ai[Tyuo], (4.5.21)

onde T,up(zr) = ELO(ZL‘ — y) denota a translacdo por y € R’. Isto nos permite concluir que

Az(ﬁ L(R?)) C £, ,(R™). De fato, primeiro note que

|7y [Asuo] — AinHc'p,#(Ri) = [[Airyuo — Aiuo”c’,,,u(m)
= || Ai[ryuo — uo) ||L'p7,‘(R1)

< C’HTyUO - uOHﬁ,;,,ARi)’ 4.5.22)

Em vista da definicdo de ETW(R’}F) (veja (2.2.7), pg. 19), se ugy € ig .(R%) entdo, fazendoy — 0
em (4.5.22), segue que

I7y[Aiuo] — Aiuollz, ,@ny = 0,

o que é equivalente a A;ug € ép,u(Ri).
Relembre que uy = Fyug, quando V - uy = 0 (veja (4.1.39)). Usando a definicdo dos

operadores A; e a do operador P, (veja (4.1.38)), note que uy = Pyug = Ay Asug; entdo

AL E(t) Azuo — uollz, ) = | ALE(E) Azuo — Asuo]l 2, , )
S CHE(t)AQUO - A2u0||‘c.p,u(Ri)' (4523)
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Desde que Asug € iw(Rﬁ), o Corolério 2.2.2 implica que
| B(t) Asug — Asuoll, , n) = 0. (4.5.24)

Fazendo ¢t — 0" em (4.5.23) e usando (4.5.24), obtemos a convergéncia (4.5.20).

4.5.2 Estimativas bilineares

Reservamos esta se¢do para mostrar a continuidade em H, do termo bilinear da equagdo
integral (4.3.5).

Lema4.54. Sejamn >3, p=n—pu, 0<u<n<qg<ooep <gq. Existe K > 0 tal que
|B(u,v)||a, < Kllullg,|v]=, (4.5.25)

para toda u e v fun¢des mensurdveis.

Demonstracao:

Relembre que

t
B(u,v)(t) = / B,V -G(t — s)Ba(u ®@v)(s)ds,
0
onde G(t) é dado por (4.2.33). Desde que o operador B, é continuo em £, ,(R" ), obtemos
t
B0 Oy < [ 17+ Gl = ) Bl 06, e (4.5.26)

Note que 0 < < ne 2 < q. Por (4.5.26) e 0 Lema 4.5.1, segue que

n—p _ n—p

Cre =372 || By(u @ U)(S)\|c%7M(R1> ds. (4.5.27)

(NI

t
B o) Ol < € [ (£= )"
Como ¢ > n > 3, entdo % > 1 e consequentemente o operador 53, é continuo em ﬁq /QM(R?}L), e
entao

n—up

¢ _1(nop_m—py_1
HB(u,v)(t)H[:q’u(Ri) gC/O (t—s) 2 Carz =757) 2H(U®U)(S)Hliq/2,ﬂ(R1)d5' (4.5.28)
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Portanto, pela desigualdade de Holder (2.1.14), obtemos
t o
1B, )z, ey < o / (t = ) u(s)ll g, @) 00z, s
t
< [ (=9t s e dssup (o), supt? o)z, (4529
0 t>0 TH 50 s

< I(t) |lull, vl a1,
onde
1) = cl/ (t— )3 ~lsods — t21a+l/ (1 )3 1s=ds = 1301 — a, S)-% = Kyt
0 0
onde /3(+, ) é a fungdo Beta (veja (2.4.1)). Assim,
Stugt%HB(u?U)(t)llzq,ﬂ(m) < Ki [ulla,llolla,- (4.5.30)
>

. a l — b pogp
Agora tratamos com a norma sup,. || - Hﬂp‘“(m). Seja = et = + 74, enote que

1 < r < p. Usando o Lema 4.5.1, temos que

t —_n—py 1
1B(w, 0)(O)ll¢, ey < C/O(t—s>‘2( TR Ba(w @) (9, g s

t
_lm—p n—py_ 1
0

Logo, pela desigualdade de Holder, segue que

t
_now 1
1B(u, v) ()£, ,@n) < 02/0 (t =) 2 “2fluls)llg, @ ()2, .@n)ds
t B ) N .
< C’z/ (t — 5)7#753_5&9 sup ||u(t)|| s supt2|v(t)]|;  (4.5.31)
0 >0 P50 e
< IO)|ulla, [0, (4.5.32)

onde

«

t 1
I(t) = 02/ (t — s)%_ls_%ds = 02/ (1 — 3)%_18_%d8 - 025(1 - E?a) = KQ‘
0 0
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Assim,

sup [ Bw, o)D), gr) < Kollull, o], (45.33)

t>0

Concluimos a prova observando que (4.5.30) e (4.5.33) produzem (4.5.25) com K = K; + K.

]
4.5.3 Prova do Teorema 4.4.1
Parte (i) (Boa-colocacao)
Pelo Lema 4.5.4, o operador bilinear B(u,v)(t) é limitado de H, x H, para H,, isto é,

1Bl r, >m, < K. (4.5.34)

Sejal <e < ﬁ. Pelo Lema 4.5.2 existe uma constante C' > 0 tal que
[ALE(#) Aguol|m, < Clluollg, ,@n) < CO.

Tomando 0 = §, segue que

| ALE(t) Asug|m, <&, (4.5.35)

quando HUOHBP,M(R’;) <.

Seja B(0,2¢) a bola fechada em H, de raio 2¢. Considere o espaco métrico (B(0,2¢),d)
munido da métrica d(x,y) = ||z — y||a,. Note que, (B(0, 2¢), d) é um espago métrico completo.

Defina o operador ¥ : H, — H, por
U(u) = A1 E(t)Aqug + B(u,u).
Vamos mostrar que W (B(0,2¢)) C B(0,2¢) e que ¥ é uma contragdo em (B(0, 2¢), d). De fato,

W (u) = V()| m, 1B(u, u) = B(v,v)|m,
1B(u = v, u)llm, + | B(v,u = v)|,
Kllu = vlla, (lullm, + [lv]la,)

AKe|lu —vl|g,. (4.5.36)

INCININ N
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Além disso, por (4.5.34) e (4.5.35), temos que

1V (u) |, < |ALE()Asuollm, + || Bu, )],
<&+ Kllulg,
<e+4Kee

< 2e.

Ou seja, U(B(0,2¢)) C B(0,2¢). Como 4Ke < 1, entdo a estimativa (4.5.36) implica que ¥ é
uma contragdo. Portanto, o operador ¥ tem um tdnico ponto fixo v em B(0, 2¢), o qual € a tinica

solugdo para a equagdo integral (4.3.5) em B(0, 2¢).

]
Parte (ii) (Continuidade forte em ¢t = 0™)
Assumindo vy € é; ,.(R%), mostraremos que
u € BC([0,00); £3,(R)). 4.5.37)

De fato, se v € E;’# (]R’}r) (1 <1 < p), entdo pela Proposi¢do 2.2.1 e a estimativa (4.5.1), € facil
ver que A; E(t)Ayv pertence a ﬁg .(R%) (relembre que A, € invariante por translagdes), para

todo ¢t > 0. Como u € H,, procedendo como na prova do Teorema 3.2.1(iv), temos que
u € BC((0,00), L7, (R7)).

Assim, falta apenas mostrar que u(-,t) — 1o em L’; ,(R%), quando ¢ — 0*. Pela Observagio
4.5.3, se uy € ﬁgyu(Rﬁ), entdo Ay F(t)Asug — ug em E';M(Ri), quando ¢ — 0. Portanto,

desde que u satisfaz a equagdo integral (4.3.5), € suficiente mostrar que
1B (u, u)()llg, ,@n) — 0. quando ¢ — 0*. (4.5.38)
Para isto, primeiro afirmamos que

a
t2

AL E(t) Asuol g, gy — 0, quando ¢ — 0t. (4.5.39)
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Com efeito, usando a Proposi¢do 2.2.1 e o Lema 4.5.1, temos que

io ron ; - ; — Il
‘Cp,u(R-i-) - ‘Cq,M(R+) N ‘Cg,u(R+) pua
pois 1 < p < g. Considere uma sequéncia

{tomtmen C Lgu(RE) N LY (RY)
tal que ug , — ug em ig H(Rﬁ). Para cada m fixado em N, usamos (4.5.1) para obter

t2 | AL E() Asuomllg, ,@n) S Tm 22 [[Astomllz, ,@n)

<t [womllz, , @n) — 0 quando t — 0t.
Agora,

t5 | A E(t) Asuollz, ey < 12 E(1) Aa(uo,m — UO)Hc L@ T IAE®) Asuomllz, )

Computando lim sup,_,,+ em (4.5.40), resulta que

limsup ¢% || A1 E(t) Aguoll, ey ) < Clluom = uollg, , ) + limsup t2 | A1 E(t) Aguomll, )

t—0t t—0t

< C“uo,m - u0’|£p7u(R1) +0

= Clluom — wollz,, @) (4.5.41)

Obtemos a convergéncia (4.5.39) fazendo m — oo em (4.5.41). Observe que para provar (4.5.38)

¢ suficiente verificar que
lim 2 ||uf(, )Hﬁ'q,u(Ri) = 0. (4.5.42)

t—0t

De fato, note que uma simples adaptacao na prova de (4.5.31) (ou (4.5.33)) produz
1B )0z, ) < Ko s F a0l S0 Ol 4549
0< 7 o<t<T +

paratodo 0 < ¢ < T'. Assim, tomando 7" — 01 em (4.5.43) e usando (4.5.42), obtemos (4.5.38).
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Para finalizar a prova, precisamos provar (4.5.42). Por (4.3.5) e (4.5.39) basta mostrar que

lim 2 ||B(u,u)(t)|| Loner) = 0. (4.5.44)

t—0+
Devido ao argumento de ponto fixo usado na prova do Teorema 4.4.1, sabemos que a solugdo

¢ o limite da sequéncia de Picard

Up1 = Uy + Bug, ug) (-, 1), (4.5.46)

onde
B(ug, ug) (-, t) = /0 BV - G(t — s)Ba(ug @ ug)(s)ds.

Por (4.5.39), segue que

lim sup s%Hul(s)Hﬁw(Ri) = tlirél+ t%HAlE(t)AguoHﬁ'qyu(Ri) = 0. (4.5.47)

t—=0F 0<s<t

Uma adaptacgdo da prova de (4.5.29) produz

2
up 5% [|ui (s)]| L.q,u(Ri)> . (4.5.48)

S
0<s<

B0y 5

Tomando o lim;_,q+ em (4.5.48) e usando (4.5.47), obtemos (4.5.44) com wu; no lugar de wu.

Assim, segue que uy satisfaz (4.5.42). Usando um argumento de inducdo, pode-se mostrar que

lim ¢2 || B(ug, uz) (@) fonen) =0, (4.5.49)

t—0t

para todo k. Finalmente, (4.5.44) é verificada, porque B(ug, uy) — B(u,u) em H, (pois uy, — u

em f,) e a convergéncia em H, preserva a propriedade (4.5.42).

Parte (iii) (Espacos com peso)

Comol <l <pek >n—1I,seguepelo Lema 2.1.3 (i) e (iii) que as inclusdes

ﬁp,u(RTJLr) - ﬁm(M) - Ll—k/l(Ri)
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sdo continuas, € entdo

u € Hy € BC((0,00); (LL, )" (RY)).

Falta apenas mostrar que
u(-,t) = ug em (L', )" (R"), quando ¢ — 0*. (4.5.50)

Sejal = 77%1 >1lcom0<n< g,eseja%l = %—l—%. Entdo 1 < d < l,eusandooLema4.5.1¢ca
desigualdade de Holder (2.1.14), temos

t
nop_n—p 1 a a
B Olle,m < O [ (09T F s dssup a0l 500 0 00y 0
n o
< Ctz sup [z, @) sgg)tz )z, .@n) (4.5.51)
< Ctoul3,. (4.5.52)

Desde que 7 > 0, segue por (4.5.52) que B(u,u)(t) — 0 em ﬁZM(R’j), quando t — 0.

Como a inclusio L'l#(Rﬁ) crLt, /Z(Rfﬁ) ¢ continua, concluimos que
B(u,u)(t) = 0em (L', ,)"(R"), quando t — 07 (4.5.53)
Portanto, para mostrar (4.5.50) falta apenas verificar que
A1 E(t)Ayug — ug em (L, )" (R"), quando t — 07, (4.5.54)

pois u(t) = A1 E(t)Asug + B(u,u)(t). Na sequéncia mostraremos (4.5.54). O semigrupo do
calor S(t) em R” é um Cj-semigrupo em (Lﬁk/l)"(R”) (veja [30, pg.135]). Relembrando que
E(t)ug = rS(t)éuy, obtemos

E(t)ug — up = rS(t)éuy — réuy.
Assim, pela 6bvia continuidade do operador restri¢cao r,
1B @0 — uollzr , gy < 1S(E)éuo — Euollpe  yngeny — 0, quando t — 0", (4.5.55)

pois éug € L', /I(R”). Desde que A; e A; sdo essencialmente composi¢do de operadores sin-
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gulares, segue que eles sdo continuos em L' , y (veja [48], [7]). Logo { E(t) }+>0 € continuo em
Lt % /l(Ri). Finalmente, (4.5.54) segue por (4.5.55) e a continuidade dos operadores A; e A; em

e

4.5.4 Prova do Corolario 4.4.2

Como j4 apontado na se¢do anterior, a solucdo do Teorema 4.4.1 pode ser obtida como o

limite em H, da sequéncia de Picard:

Ul(', t) = AlE(t)AQUO

(4.5.56)
U1 (5 8) = ua (- 1) + Blug, ue) (-, 7).
Usando a propriedade do nicleo do calor em R™
g(x,t) = N"g(A\x, \’t) para todo A > 0, (4.5.57)
e o fato que ug € homogénea de grau —1, segue que
G(t)uo(z) = AG(N*t)ug(\z). (4.5.58)
De fato, primeiro note que
E(Nt)ug(Ar) = [rS(\*t)éug)(\x). (4.5.59)

Logo, por (4.5.57) e (4.5.59), temos que
E()\zt)uo()\x) =T g(Ar —y, )\Qt)éuo(y)dy
gz — Ay, Nt)euo(Ay) A" dy

g(x —y, t)éug(\y)dy.

/
/

— /R Ag(x — y, t)euo(Ay) A\ dy
/
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Agora a homogeneidade do dado inicial implica em nossa afirmagao, pois

E\t)ug(\r) = 7’/” g(x —y,t)eX ug(y)dy
= M HrS(t)éug)(z)
= A 'E()ug(z). (4.5.60)

Analogamente, temos que
H(t)uo(x) = NH(N*t)ug(A\x). (4.5.61)

Portanto, (4.5.58) segue pela definicdo de G(t) (veja (4.2.33)). Usando (4.5.60), vamos mostrar
que \uj(Az, \*t) = uy(x,t). De fato, note que Viug(Az) = A Wug(z) (i = 1,2). Portanto,
substituindo V;ug(Ax) por ug(Ax) em (4.5.60), temos

Mup(Ax, Nt) = A[E(AX)Vaug(Ax) — SUE(Nt)Viue(Ax), UE(M*t)Viug(Ax)]
= ME®#)Vaug(z) — SUE(t)Viug(z), UE(t) Viug(z)]
= [E@t)Vaug(x) — SUE(t)Viug(x), UE(t)Viug(x)]
= wuy(z,t). (4.5.62)

Agora, observe que os operadores S}, R;, r, e, € sdo operadores de grau zero, isto €,
Siloafl(z) = S;[f](Ax) YA >0,

onde d) f(z) = f(Az); o mesmo acontece para R;, r, e, €. Desde que as matrizes de operadores
B, e B, dependem essencialmente destes operadores, entdo B; e By também sao de grau zero.
Logo, usando este ultimo fato, (4.5.62), a propriedade (4.5.58) e a definicdo de B(u,v) segue
que

g (Ax, N2t) = ug(m, t). (4.5.63)

Usando um argumento de inducdo, € facil ver que

ug(Ax, \’t) = uy(z,t), paratodo k > 0. (4.5.64)
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Agora, por (4.5.64) e a invaridncia da norma em H, (veja (4.3.4)), obtemos

u(z, t) — Au(Az, \*t)||m, u(z, t) — ug(, t) + up(z, t) — Au(Ax, \*t)||m,
u(z, t) — wp(, )| g, + [|Aue(Ax, A2t) — Au(Az, A*t)|| a,

2/u(x, t) — ug(z,t)|| g, — 0,

IN

quando k£ — oo. Portanto
u(z,t) = Au(Az, \*),¥Y A > 0,

e entdo u € uma solucdo auto-similar.

4.5.5 Prova do Teorema 4.4.3

Vamos demonstrar somente a segunda equivaléncia. A primeira segue por argumentos semel-
hantes, e a deixamos a cargo do leitor. Primeiramente, se u(t) e v(t) satisfazem a equac@o integral
(4.3.5), entao

[u@) =v(®)lg,, < [AE{)A2(uo —vo)llz,, + B, u)(t) = Blv,v)(B)llz,,.  (4.5.65)
Agora observe que
B(u,u)(t) — B(v,v)(t) = B(u —v,u)(t) + B(v,u — v)(t). (4.5.66)
Substituindo (4.5.66) em (4.5.65) e usando a desigualdade triangular, obtemos

[u(t) —v®)lg,, < [AE@)A2(uo —vo)llg, , + 1B(u—v,u)t)llz, ,+
+B@,u—v))lg,,

L T S (4.5.67)

Desde que
lim t2|| A E(t) Ag(ug — vo)|z = =0, (4.5.68)
— 00 9,1
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precisamos mostrar que
lim 2 (I, (t) + I(t)) = 0. (4.5.69)

t—o0

Usando o Lema 4.5.1, a desigualdade de Holder e depois fazendo a substituicdo s — st, segue

que

t
L(t) < 01/ (t = 5) s % luls) — v(s)llg, ,ds Stugt%HU(t)llzq,#
0 >

1
= Oyt 2 / (1-— s)%_ls_o‘(ts)%ﬂu(ts) —v(ts)|l; ds supt%||u(t)||ﬁ- )
O q; t>0 q,p

(4.5.70)

Similarmente,
(o] 1 @ @ (o]
L(t) = C’lt_2/ (1 —s)2" s (ts) 2 ||lu(ts) — v(ts)l g, ds suptzflo(t)|l, . (4.5.71)
0 t 0 o

Tomando I'(t) := ¢2 |ju(t) — v(t)l z,,.» note que o limsup,_, ., I'(¢) existe, pois u, v € Hy e por
definicao
limsup['(t) = lim {supI'(¢)}, k€ N.

t—o0 koo t>k
Pelo Teorema 4.4.1, as solugdes u, v pertencem a bola fechada B(0, 2¢) em H,,. Logo

supT'(t) = sup ¢ ||u(t) — )z, < 4e,
t>k t>k

e entdo sup,,;, I'(t) € L'(]0, 1[). Usando (4.5.70) e (4.5.71), e o teorema da convergéncia domi-
nada, temos que

limsup t5 (1,(t) + (1)) < Cip(l -, =) limsup T(#)(sup ¢ [[u(t) |z, +supt? o(t)]| )
27 500 >0 TE 50 s

t—o00

< Kdelimsup ['(t), (4.5.72)

t—o00

pois pela prova de (4.5.25) e (4.5.29) vemos que C13(1 —a,5) = K; < K1 + Ky = K.

Agora, multiplicando (4.5.67) por t 2, aplicando o lim sup,_, 4o DO resultado e usando (4.5.68) e
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(4.5.72), obtemos que

limsupIT'(t) < tlim 2| A E(t) Ay(ug — vo)|| ;. + 4KelimsupT(t)
— 00 a,

t—o00 t—o00

<0+ 4Kelimsup'(¢)

t—o00

= 4Kelimsup I'(¢). (4.5.73)

t—o00

Como 4Ke < 1eI'(t) > 0, a desigualdade (4.5.73) implica que

0<(1—-4Ke)limsupI'(t) <0,
t—00
e entao
lim I'(t) = limsup I'(¢) = 0,

t—0o0 t—o0
o que implica (4.5.69) e consequentemente

i ¢ Ju(t) = v(t)l|s, = 0.
Para mostrar que (4.4.3) implica (4.4.4), tome I'(t) = 2 |lu(t) — v(t)||z,, € suponha que
lim; o I'(£) = 0. Desde que u e v sdo solugdes do Teorema 4.4.1, entdo u e v satisfazem a

equacdo integral (4.3.5). Logo, podemos escrever
A1E(t)As(up — vo) = u(t) — v(t) — [B(u,u)(t) — B(v,v)(t)]. (4.5.74)
Usando a desigualdade triangular e a hipdtese lim;_,., I'(¢) = 0, resulta que

limsupt2 || A1 E(t) Ay (ug — v0)||£q,u < limsupt? ||u(t) — v(t)||£-w

t—o00 t—o00

+ limsupt2||[B(u, u)(t) — B(v, U)(t)Hﬁ'q,“

t—o00

<0+ limsup ¢ | [B(u, u)(t) — B(v,v)(1)]z,

t—o00

= limsupt? || B(u, u)(t) — B(v, v)(g,, (4575

t—o00

Pela definicdo de I3, 15 (veja (4.5.67)) e a igualdade (4.5.66), observe que

t3]| Bu,u)(t) = Bv,0) )z, , < 2 (L(1) + L(t). (4.5.76)
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Tomando o lim sup,_, ., em (4.5.76), segue pela desigualdade (4.5.72) que

limsup ¢ || B(u, u)(t) — B(v,v)()llg,, < 4Kelimsup t20(t) = 0.

t—o00 t—o00

Substituindo (4.5.77) em (4.5.75), obtemos a convergéncia desejada.
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(4.5.77)
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