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Resumo

A presente dissertacdo intitulada “Célculo Variacional e Aplicagoes & Mecanica Celeste”, tem como
objetivo fazer um estudo dos resultados basicos do Célculo Variacional para posteriormente aplicé-los
ao estudo de propriedades minimizantes das érbitas elipticas no problema de Kepler e na existéncia de
solugoes periddicas com restrigoes topoldgicas e condigoes de simetrias em problemas “tipo N-corpos”da

Mecanica Celeste.

A dissertagdo é conseqiiéncia de leituras de referéncias bdsicas como Calculus of variations (Gelfand
and Fomin, 1963) e de alguns artigos de pesquisa como: Symmetries and noncollision closed orbits for
planar N-body type problems (Bessi and Coti Zelati, 1991), Action minimizing periodic orbits in the
Newtonian N-body problem (Chenciner, 1999), A first encounter with variational methods in diferential
equations (Costa, 2002), Periodic solutions for N-body type problems (Coti Zelati, 1990), Dynamical
systems with Newtonian type potentials (Degiovanni, 1987), Consevative dynamical systems involving

strong force (Gordon, 19975), A minimizing property of keplerian orbits (Gordon, 1977).



Abstract

)

This dissertation entitled ”Variational Calculus and Applications to Celestial Mechanics ”, has as ob-
jective to study the basic results of variational calculus and applications to the minimizing properties
of elliptic orbits of the Kepler problem and the existence of periodic solutions with topological restric-
tions and symmetric conditions in problem type N-bodies of Celestial Mechanics. The dissertation is a
consequence of the lectures of basic references and some papers namely : Symmetries and noncollision
closed orbits for planar N-body type problems (Bessi and Coti Zelati, 1991) , Action minimizing periodic
orbits in the Newtonian N-body problem (Chenciner, 1999), Dynamical systems with Newtonian type

potentials (Degiovanni, 1987), Conservative dynamical systems involving strong force (Gordon, 1975), A

minimizing property of Keplerian orbits (Gordon, 1977).

Key Words : Variational calculus, periodic solution, symmetry, N-body problem.
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Introducao

O Célculo Variacional é estudado a mais de trés séculos. Mas apenas em meados do século XIX e
inicio do século XX com o surgimento do método direto, é que foi reconhecida sua grande importancia,
gragas a culminantes pesquisas de alguns matematicos famosos, entre eles: Hilbert, Lebesgue, Tonelli e

Weierstrass. Veja [8].

A Mecanica Celeste se situa no ambito das duas ciéncias mais antigas da histéria da humanidade, a
Matematica e a Astronomia. Mas apenas no século XVII com o tratado de Newton sobre Gravitacdo, é
que deu-se inicio ao estudo desta bela area de conhecimentos que estuda os movimentos dos corpos no

espago.

Nos tltimos anos o Célculo Variacional tem sido muito usado na Mecanica Celeste, para estudar
existéncia de solugdes periddicas em problemas planares "tipo N-corpos”. Veja por exemplo: [2], [9], [10]
e [13]. Mais recentemente Chenciner e Montgomery mostraram a existéncia de uma solucao periédica do
problema planar dos trés corpos com massas iguais, onde os trés corpos movem-se simetricamente sobre

uma ”figura oito”.

O objetivo desta Dissertagdo consiste em desenvolver as ferramentas basicas do Célculo Variacional
para aplicé-las ao estudo de solugoes periédicas em problemas da Mecanica Celeste, como por exemplo,

ao problema dos N-corpos.

As aplicagoes surgiram como conseqiiéncia da leitura de varios artigos de pesquisa, entre eles Symme-
tries and noncollision closed orbits for planar N-body type problems (Bessi and Coti Zelati, 1991), Action

minimizing periodic orbits in the Newtonian N-body problem (Chenciner, 1999), A first encounter with



variational methods in diferential equations (Costa, 2002), Periodic solutions for N-body type problems
(Coti Zelati, 1990), Consevative dynamical systems involving strong force (Gordon, 19975), A minimizing

property of keplerian orbits (Gordon, 1977) e outros.

A presente dissertagao estd dividida em quatro capitulos, e estd organizada da seguinte forma: No
primeiro capitulo apresentaremos os conceitos bésicos de Calculo Variacional, tais como, a diferencial de
um funcional, condigao necessaria para um extremo de um funcional, deducao das equagoes de Euler-

Lagrange e problemas variacionais com vinculo.

No segundo capitulo expomos o problema dos N-corpos com suas formulagoes Lagrangianas e Hamil-
tonianas, e a equivaléncia entre estas formulagoes. Também analisamos a relagao entre os pontos criticos
do funcional associado ao Lagrangeano do problema mecéanico e as solugoes das equagoes diferenciais

associadas.

O terceiro capitulo é dedicado & extensdo do funcional (ou aco integral), associado a um problema
mecanico, ao espaco de Sobolev H! (espaco das fungoes absolutamente continuas cujas derivadas sao
de quadrado integrével). A seguir introduzimos os conceitos de coercividade e seqiiéncias minimizantes,
ou seja, apresentamos o Método Direto em Célculo Variacional. Em seguida introduzimos os conceitos
de forga forte e forga fraca os quais sao importantes no estudo de existéncia de solugoes periddicas sem
colisdo. Também mostramos certos funcionais sobre H!, os quais séo coercivos, e fazemos uma andlise da
condicao necessaria para ter pontos criticos do funcional associado ao Lagrangeano do problema mecanico

sobre o espaco H'. Por 1ltimo analisamos a regularidade de um ponto critico.

No Capitulo 4, apresentamos algumas aplicagoes do Céalculo Variacional na Mecéanica Celeste. Primeira-
mente mostramos que a agao integral de Hamilton é constante sobre a familia de solugdes elipticas (no
sentido estendido) para o problema de Kepler (planar), e que estas minimizam a a¢ao de Hamilton. Outras
aplicagoes consistem em estudar a existéncia de solugbes periédicas sem colisdao em problemas mecanicos
planares e também em problemas do tipo N-corpos. Por ultimo aplicamos estes resultados para mostrar a
existéncia de uma nova solugao periédica (diferente das solugoes Eulerianas e Lagrangeanas) no problema

Newtoniano dos trés corpos.

Finalmente apresentamos no Apéndice alguns resultados bésicos que implicitamente estao envolvidos

na elaboracao desta dissertagao.



Capitulo 1

Calculo Variacional

O Calculo Variacional é a parte da Matematica que estuda extremos de fungoes cujo dominio de
definicao é um espaco de dimensao infinita, o espago das curvas com certas propriedades dependendo
do problema em estudo. Tais fung¢oes sdo denominadas funcionais. Como uma forma de motivar o uso
do Célculo Variacional no estudo de problemas da Mecéanica, neste capitulo nos preucuparemos apenas
em estudar funcionais que sao diferenciaveis, definidos sobre um espago vetorial &, de curvas, as quais
assumimos que sdo pelo menos de classe C2. Este estudo utiliza essencialmente a mesma abordagem
utilizada em ([1]) e ([12]), os quais ndo se preucupam com a regularidade do funcional, de fato sdo sempre
diferenciaveis e o espago das fungbes & é de fato um espago vetorial, nao necessariamente um espago
de Hilbert, constituido por curvas bastantes regulares, pelo menos C2, de tal forma que na anslise os
extremos do funcional sempre serdo assumidos de classe C2. No Capitulo 3, estudaremos com bastante
rigorosidade a questao da existéncia de extremais, sua regularidade, e o espaco de curvas que estamos

considerando.



1.1 Alguns problemas variacionais simples

Apresentaremos alguns exemplos simples que servirao como motivagao para o estudo do Célculo
Variacional. Para entender o Célculo Variacional, é de extrema importancia notar que ele esté relacionado

a problemas de Analise Cldssica, isto é, ao estudo de fungées de n-varidveis.

Exemplo 1.1.1 Considere o conjunto de todas as curvas retificdveis planas (isto €, todas as curvas planas
cujo comprimento pode ser aprozimado por uma poligonal). Associamos & cada curva seu comprimento.

Isto define um funcional sobre o conjunto de todas as curvas retificaveis.

Exemplo 1.1.2 Encontre a menor curva plana passando por dois pontos A e B, isto é, encontre a

curva y = y(x) para a qual o funcional,

b
I(y) = / V14 y2de,

sujeito as condigoes de contorno y(a) = A e y(b) = B, atinge sew minimo. Sabemos que a curva em

questao serd um segmento de reta.

Exemplo 1.1.3 (O Problema Isoperimétrico): Entre todas as curvas fechadas de um dado comprimento
I, encontre a curva que circunda a maior drea. Este problema foi resolvido por Euler veja ([12], pp. 3),

e a curva procurada € um circulo.

Observagao: Todos os problemas acima envolvem funcionais que podem ser escritos na forma

b
/ F(z,y,y)dx,
a

tais funcionais tem uma propriedade ”local” consistindo do fato que se dividirmos a curva y = y(x) em
partes e calculando o valor do funcional em cada parte, a soma dos valores do funcional das partes

separadas ¢é igual ao valor do funcional para toda a curva. Abordaremos este fato na Secao 1.4.



1.2 A variacao de um funcional. Uma condigao necessaria para
um extremo

Consideraremos um espago linear como sendo um espaco normado cujos elementos sao fungoes.

Definigao 1.2.1 Dizemos que um funcional I1(y) definido sobre um espago linear normado I é continuo

no ponto y* € § se para todo € > 0 existe um 6 > 0, t.q., |I(y)—I(y*)| < e, sempre que ||y — y*||s < 0.

Comentario: Para ndo sobrecarregar a notagao usaremos neste capitulo simplesmente || - ||, ao invés de

&

Observacao: Mudando a desigualdade |I(y) — I(y*)| < &, por I(y) — I(y*) > —e&, o funcional é dito ser
semi-continuo inferiormente, e mudando |I(y) — I(y*)] < e, por I(y) — I(y*) < &, o funcional é dito ser

semi-continuo superiormente.

Definicao 1.2.2 Seja & um espaco linear normado. Considere a aplicagdo
p:¥—R
h = ¢(h)

Dizemos que p(h) é um funcional linear continuo se:

(a) p(ah) = ap(h), para todo h de S e a € R;

(b) p(h1 + h2) = p(h1) + @(h2), para quaisquer hy, hy de ;

(c) p(h) € continuo para todo h.

Exemplo 1.2.3 A aplicacao

p(h) = /ab h(z)dx

define um funcional linear sobre C([a,b]) o espago das fungées continuas sobre [a,b].



Exemplo 1.2.4 A aplicacao

o(h) = / ' [h'(x) + B (z) + ... + ™ (x)} dz

define um funcional linear sobre C™([a,b]) o espago das fungoes diferencidveis com n-ésima derivada

continua no intervalo [a,b].

Lema 1.2.5 (Lema de Lagrange) Se a(x) € continua em [a,b], e se

/a b a(z)h(z)dz = 0

para toda h € C([a, b)) tal que h(a) = h(b) =0, entdo a(x) = 0 para todo = € |a, b].

Demonstragao: Suponha que a(x) > 0 para algum z € [a,b] entdo por continuidade existem x1,zo €
[a, b] distintos, tal que «(z) > 0 para todo x € [z1,22] C [a,b]. Defina h por h(z) = (z — x1)(z2 — x) se
x € [x1,22] e h(z) =0 se x € [a,b] — [x1,x2]. Claramente a funcao h satisfaz as condigdes do Lema 1.2.5,

e além disso

/ab a(z)h(x)dx = /;2 a(z)(x — x1)(xe — x)dx > 0,

1

0 que é uma contradi¢ao, o que conclui a demonstragao. |

Observagdo: O Lema acima é ainda vélido se mudarmos C([a,b]) por C"([a,b]). Para isto, basta

considerar h(z) = [(x — z1)(ze — x)]" ! se x € [z1,22] e h(z) =0 se x € [a,b] — [z1, 7]

Lema 1.2.6 Se a(z) € continua em [a,b], e se

/aba(x)h’(:v)dx =0

para toda funcio h € C*([a,b]), tal que h(a) = h(b) = 0, entdo a(z) = ¢ para todo x € [a,b], onde ¢ é

uma constante.

Demonstracao: Considere a fun¢ao h dada por

h(z) = /ﬂf [a(x) — c]ldx =0



onde ¢ ¢é dada pela equacao

b
/ [a(x) — c]dz = 0.
Por um lado, temos
b b
/ (@) — i (z)da = / la(z) — 2dz > 0,

Por outro lado, obtemos
b

b
/ [a(z) — c]h (z)dz = / a(z)h (x)dx — c[h(b) — h(a)] = 0.

a

Das duas tltimas equagoes acima e da continuidade de a(x) — ¢, temos que a(z) —c¢ =0, donde, a = c. B

Lema 1.2.7 Se a(z) € continua em [a,b], e se

/ab a(z)h (z)dz =0

para toda h € C?([a,b]), tal que h(a) = h(b) = 0 e h'(a) = h'(b) = 0, entdo o = ¢y + c1z, para todo

x € [a,b], onde ¢y e ¢y sdo constantes.

Demonstragao: Considere a funcao

h() :/: /; [a(t) — co — ert]dtde

onde ¢y e ¢; sao definidas pelas condigoes

/ab [a(t) — co — ert]dt = 0,
/: (/ [(€) = o - Cl&]d£> dz.

b b
/ [a(x) — co — crz|h” (x)dx = / [a(z) — co — erz)?dx > 0.

Por um lado, temos

Por outro lado, usando integragao por partes
b
/ [a(z) — co — cra]h (z)dz = —ci[zh! (z) — h(z)]|® = 0.
a

Assim, a(z) — ¢ — c;x =0, donde, a(z) = ¢p + c12. [ ]



Lema 1.2.8 Se a(z) e B(z) sdo fungdes continuas em [a,b], e se

/ la(2)h(x) + B(a)H (x))dz = 0 (1.2.1)

para toda h € C([a,b]), tal que h(a) = h(b) =0, entdo o = ['(x) para todo = € [a, b].

Demonstragao: Considere
resolvendo por partes a integral

podemos reescrever (1.2.1) como
b b b
/ a(2)h(z) + )b (2)]de = / a(z)h(z)dz + / Bx)W (z)dz
b
_ / [~ A(x) + B(x)]h (z)dz = 0.

Logo, usando o Lema 1.2.6, temos o resultado. |

Lema 1.2.9 (Generalizagdo do Lema 1.2.8) Se ag(x), ..., an(z) sao fungdes continuas em [a,b], e se

/b [aoh(z) + a1k’ (z) + ... + o h(™ (z)]dz =0

para toda h € C™([a,b]), tal que h(a) = h(b) = h'(a) = ' (b) = --- = K"V (a) = K"~V (b) = 0, entdo a;

tem derivada até a ordem j para todo x € [a,b] e

ap(x) —aj(z) + ... + (=1)"a,(z) = 0.

Demonstragao: Basta usar indugao e o Lema 1.2.8. [ ]



1.2.1 Variacao ou diferencial de um funcional

Seja I(y) um funcional definido sobre algum espaco linear normado, e seja
AI(h) =1I(y+h)—1(y)

o incremento correspondente ao acréscimo h = h(z) da ”varidvel independente”y = y(x). Se y é fixado,

AI(h) é um funcional de h, em geral nao linear, pois

AI(hy+ he) =1(y +hi+ he) = I(y) = I(y + h1) — I(y) + I(h2) = Al(h1) + I(h2).

Suponha que
AI(h) = ¢(h) + e[|

onde ¢(h) é linear e € — 0, com ||h|| — 0. Entdo o funcional I(y) é dito ser diferencidvel, e a parte linear
do incremento AI(h), isto é, o funcional linear p(h) que difere de AI(h) por um infinitésimo de ordem
superior a um relativo a ||h||, é chamado de primeira variagao ou (primeira diferencial) de I(h) e o
denotamos por §1(y) - h, ou I'(y) - h. Por comodidade daqui por diante, chamaremos apenas de variagao

(ou diferencial de I(y)).

Comentério: Neste caso, conforme Secao D.5 do Apéndice D, dizemos que o funcional I é diferencidavel

segundo Fréchet. Para um estudo mais detalhado sobre derivada de Fréchet, (veja [19]).

Exemplo 1.2.10 Seja
b
1) = [ oo

entdo, 1(y) € diferencidvel e §I(y) - h = f; h(z)dz.

De fato, ,
Iy +h) — I(y) = / h(z)dz + 0| h].

Observagao: Lembremo-nos que se F(x1,...,z,) é uma fungdo de n-varidveis, entdo F(z1,...,2,) tem

um extremo relativo no ponto (z7,...,x%) se

EEPR ey

AF = F(xq,...,xy) — F(a7, ..., 2})



tem o mesmo sinal em todos os pontos de alguma vizinhanga, suficientemente pequena, de (z1, ..., ),

onde o extremo F'(z7,...,z}) ¢ um minimo se AF' > 0 e um méximo se AF < 0.

Definicao 1.2.11 Um funcional I(y) tem um extremo relativo para y = y* se I(y) — I(y*) ndo muda de

sinal em alguma vizinhanga, suficientemente pequena, da curva y = y*(x).

As fungoes em C'([a,b]) sdo continuamente diferencidveis, entdo elas podem em particular serem
consideradas como elementos de C([a, b]). Correspondendo & estas duas possibilidades podemos definir

dois tipos de extremos:

(A) Dizemos que um funcional I(y) tem um extremo fraco para y = y* se existir ¢ > 0 tal que
I(y) — I(y*) tem o mesmo sinal para todo y no dominio de definigdo do funcional satisfazendo a condicao
ly — y*lwr. < e, onde
ly =y lwre = max {|y(x) —y* (@) + |y (2) -y ()]}
z€la,b]

*

(B) Dizemos que um funcional I(y) tem um extremo forte para y = y* se existir ¢ > 0 tal que

I(y) — I(y*) tem o mesmo sinal para todo y no dominio de defini¢ao do funcional satisfazendo a condicao

ly — y*||L < e, onde

ly =yl = max {|y(z) — y"(2)[}.
z€la,b]

Observagao: Todo extremo forte é um extremo fraco. Isto é uma conseqiiéncia da seguinte inclusao de

conjuntos:

{y e CH[at): ly =y llwie <e} S {y € C'([a,b]) ¢ lly = y*llz < e}

Porém, nem todo extremo fraco é um extremo forte.
Teorema 1.2.12 A diferencial (ou variagdo) de um funcional se existir é inica.

Demonstragao: Primeiro observe que se ¢(h) é um funcional linear e se % — 0, quando ||| — 0,

entdo p(h) = 0 para todo h. De fato, suponha que ¢(hy) # 0 para algum hg # 0 entdo, considerando a
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seqiiéncia h, = 22 e fazendo \ = ﬂ(hfﬁ‘), temos que ||hy,[ — 0, mas
b)) o pe(ho)  o(ho)
lim =1 < = =A#0,
n—0c ||kl n—oe Zlhol kol
o qual contradiz o fato, de que % — 0, quando ||h|| — 0. Suponha, agora, que a diferencial de I(y)

nao é unica, entao

I(h) = @1(h) + e Al

I(h) = @2(h) + &2 A
onde g1 ,69 — 0, com ||h]| — 0, isto implica que
p1(h) = p2(h) = ex[|h]| — e2flhl] = (e1 — e2) R

e logo, p1(h) —p2(h) é um infinitésimo de ordem superior a um relativo a ||h||. Mas ¢1(h) — p2(h) é linear

e

e1(h) — p2(h)

=(e1 —&2) — 0,
[|A]]

quando ||h|| — 0. Assim pela primeira parte da prova, temos que [¢1(h) — p2(h)] = 0. Portanto ¢ (h) =
QDQ(h) |

Comentario: De agora em diante trabalharemos apenas com extremos fracos e, por comodidade, os

chamaremos de extremos.

1.2.2 Uma condicao necessaria para um extremo

Teorema 1.2.13 Uma condi¢do necessdria para um funcional diferencidvel I(y) tenha um extremo em

y=1y* € € que sua diferencial se anule para y = y*, isto €, que
0I(y)-h=0
para y = y* e todo h € 3.

11



Demonstragao: Sem perda de generalidade podemos supor que I(h) tem um minimo em y = y*. De

acordo com a definicao de diferencial 61(y) - h, temos
AI(h) =0I(y) - h+e||h]], (1.2.2)
onde € — 0 quando ||h|| — 0. Daf para ||h|| suficientemente pequeno
sinal(AI(h)) = sinal(6I(y) - h).

Agora, suponha que 61(y)-(ho) # 0 para algum hg. Entdo para cada « > 0, ndo necessariamente pequeno,

temos

Al(=aho)) = —01(y) - (aho)), (1.2.3)

como ||h|| — 0, entdo || — ahg|| = ||aho]| — 0. Por (1.2.3) podemos expressar (1.2.2) de duas formas para

y = y* que sao

Al(ah) = 61(y) - (ah) +€||h]]

e
AI(—ah) = 61(y) - (—ah) +|h]|.
Dai
sinal(AI(ah)) = sinal(61(y) - (ah)) = —(sinal(dI(y) - (—ah))).
Mas isto é uma contradicao, pois, I(y) tem um minimo em y = y*. Portanto, 61(y) - h = 0. ]

1.3 Equacao de Euler-Lagrange para o problema variacional mais
simples

O problema variacional mais simples pode ser formulado como segue: Seja F(z,y, z) uma fungdo com
primeiras e segundas derivadas parciais continuas com respeito a todos os argumentos. Entao entre todas

as fungoes y = y(z) que sdo continuamente diferencidveis em [a, b] e satisfazem a condigdo de fronteira
y(a) = A, y(b) =B (1.34)
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o qual denotamos por C; = {y € C([a,b]) : y(a) = A e y(b) = B}, encontre a fungao para a qual o

funcional

tem um extremo fraco sobre Cj.

(1.3.5)

Em outras palavras o problema variacional mais simples consiste em encontrar um extremo fraco para

o funcional (1.3.5), onde a classe das curvas admissiveis consiste de todas as curvas suaves passando pelos

pontos A e B.

Para aplicar a condi¢ao necessaria para um extremo de um funcional ao problema formulado, pre-

cisamos encontrar a diferencial do funcional dado por (1.3.5).

Observagao: Suponha que seja dado a y(x) um acréscimo h(zx), de tal forma que y(z) + h(x) continue

satisfazendo a condigdo de fronteira (1.3.4), entdo
y(a) + h(a) = A e y(b) + h(b) = B,

assim

O incremente correspondente ao funcional em (1.3.5) é dado por

Al =1(y+h)—1I(y)

b b
/ F(z,y+h,y +h')dx — / F(z,y,y )dx

b
[ AF @y + b + 1)~ oy s
Mas usando a Férmula de Taylor para um espaco linear, obtemos

F(z,y+h,y +1') = F(z,y,y') = Fy(x,y,9 )h + Fy (x, 9,y )+

h? h')? hh'
Fyy(l', Y, y,)j + Fy’y’ (Ia Y, y/)% + 2Fyy’ (Iv Y, y/) Y

+ e
dai,

b
Al = / (Fy(z,y,y' )b+ Fy(z,y,y )0 )dz + - --
a
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onde as reticéncias denotam a parte nao linear em h. Logo, a variagao de I(y) é
b
8I(y)-h = / (Fyh+ Fyh')dz.

Mas de acordo com o Teorema 1.2.13, uma condigio necesséria para que I(y) tenha um extremo em
y =y(z) € que )
SI(y)-h = / (Fyh+ Fyh')dz = 0, (1.3.6)

para todo acréscimo possivel h. Mas de acordo com o Lema 1.2.8, a férmula (1.3.6) implica que F,/ é

diferenciavel e que
d

Z

A equagdo (1.3.7) é conhecida como equacao de Euler-Lagrange.

F,— —(F,)=0. (1.3.7)

Com esta ultima observacao, demonstramos o seguinte

Teorema 1.3.1 Seja I(y) um funcional da forma

b
/ F(z,y,y)dx,

definido sobre o conjunto das fungoes y = y(x) que tem primeiras e sequndas derivadas parciais continuas
em [a,b] satisfazendo a condigdo de fronteira, y(a) = A e y(b) = B. Entdao uma condi¢ao necessdria para

I(y) ter um extremo em uma dada funcao y(z) € que y(x) satisfaca a equagao de Fuler-Lagrange (1.3.7).

Observagao: A equagdo de Euler-Lagrange nos d4 uma condigdo necessdria para um extremo, mas
em geral esta condigdo ndo é suficiente. A suficiéncia serd garantida, usando a segunda variacdo de
um funcional, de maneira andloga & fungoes de vérias varidveis. Porém em muitos casos a equacao de

Euler-Lagrange é auto suficiente para encontrar uma solugao completa do problema.
Comentarios:

(A) Esta condigdo necessédria é para um extremo fraco. Mas todo extremo forte é, também, extremo

fraco, entao temos também uma condicao necessaria para extremo forte.

(B) A equacao de Euler-Lagrange é uma equagao diferencial de segunda ordem e sua solugdo depende

em geral de duas constantes arbitrdrias que sdo determinadas pelas condigdes de fronteira y(a) = A
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e y(b) = B. As curvas integrais (solugdo da equagdo de Euler-Lagrange) sdo chamadas extremais do

funcional I.

Observagao: Para um funcional da forma

b
/ F(z,y,y)dx,

a equacao de Euler-Lagrange é uma equacao diferencial de segunda ordem, mas é possivel encontrar a
curva para a qual o funcional tenha um extremo, mas que esta curva nio seja de classe C?([a,b]). Por

exemplo considere o funcional

I(y) =/ v (22 — y') da,

-1

onde, y(—1) =0, e y(1) = 1.

O minimo de I(y) é alcangado para a fungio y = y* =0sex € [-1,0l e y = y* =22 se x € [0,1], a
qual nao tem derivada segunda para x = 0. Todavia, y(x) satisfaz a equacdo de Euler-Lagrange em quase

toda parte. De fato, derivando o integrando, obtemos
d
Fy=2y(2z —y')% Fy = =202z —y); —Fy =—dyy' e —y') —20°2—y");
logo para —1 < & < 0 temos
. d
para 0 < x < 1 temos

d
TPy = —82%(2x — 27) — 22%(2 - 2) = 0.

Logo a equacao de Euler-Lagrange é satisfeita em quase toda parte.

Agora enunciaremos um resultado que garante quando as solucoes da equagao de Euler-Lagrange tem

derivada segunda.

Teorema 1.3.2 (Teorema de Regularidade) Suponha que y = y(x) tem primeira derivada continua

e satisfaz a equagao (1.3.7). Entdo se a funcdo F(x,y,y’) tem primeiras e sequndas derivadas parciais
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continuas com respeito a todo os argumentos, y(x) tem uma derivada sequnda continua em todo os pontos

(z,y) onde

Fyyla,y(@),y' ()] # 0.

Demonstragao: Considere a diferenca
AFy = Fy(z + Az,y+ Ay,y' + Ay') = Fla,y,y).
Usando o Teorema de Taylor podemos escrever a ultima expressao na forma
AFy, = Amfy/w + Ayfy/y + Ay'Fy/y/,

onde as barras acima indicam que as correspondentes derivadas sao avaliadas ao longo de certas curvas
intermediarias. Dividindo ambos os membros da tltima expressao por Az, obtemos

AFy/ Ay — Ay’ —

A vet Rt xg e
. Fy’ . .2 . ~ ~ ,
Como Ahm0 A existe, ja que Fys tem derivada com relacao a x e pela equacao de Euler Lagrange ¢
T— x
F,, entao

(L DAy Ay
b (F tag vyt Ay ey

existe. Além do mais, por hipdtese, temos

(a) A fungao F(z,y,y’) tem derivada de segunda ordem continua com respeito a todos os argumentos,

entao
N 0’F
i Fye = Fya =505
(b) Existe o seguinte limite
im 2 _
Az—0 Ax ’
e a continuidade da derivada segunda F,,, assegura que
Ay — 0*F
lim —2F,, =y
Avmo Az VY Y oy’ Oy
existe. Logo, de (a) e (b) temos que
Ay —
li —F .
Avso Az VY



existe. Mas quando Ax — 0, temos que Fy/y/ converge para Fy, # 0, e logo

/

y o
Az—0 Az =¥ (m)

existe. Finalmente, da equagao de Euler-Lagrange podemos encontrar a expressao para y” que claramente

é continua, j& que F(z,y,y’) tem segunda derivada continua com respeito a todos os argumentos. [ ]

Apresentaremos alguns casos especiais, onde a equacao de Euler-Lagrange (1.3.7) pode ser reduzida a
uma equacao diferencial de primeira ordem, ou onde sua solugao pode ser obtida totalmente em termos

de quadratura.
Caso 1: Suponha que o integrando independa de y, isto é, se o funcional é da forma
b
/ F(x,y")dz
a
onde F' ndo contém y explicitamente. Neste caso, a equagao (1.3.7) torna-se
Fy/ =c (138)

onde ¢ é uma constante. Isto é, uma equacao diferencial de primeira ordem que nao contém o termo y.

Se for possivel resolver (1.3.8) em relagdo a y’, obtemos

y/ = f(m,c)

Caso 2: Se o integrando néo depende de y’, a equagao (1.3.7) tem a forma

e logo ndo é uma equagao diferencial, mas uma equagdo ”finita,” (ou seja nao aparece derivadas na

expressao), cuja solugdo consiste de uma ou mais curvas y = y(z).

Caso 3: Se o integrando nao depende de x, isto é, se
b
I(y) = / F(y,y)dx
entdo a equacdo (1.3.7) é dada por

F, - Fy’yyl - Fy’y’y// =0 (1.3.9)
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multiplicando ambos os membros de (1.3.9) por ', obtemos

d
2
Fyy/ - Fy'yy/ - Fy/y/y/y” = iz

(F — y'Fy/) =0.

Neste caso a equacao de Euler-Lagrange tem a seguinte integral primeira
F—y'F, =c,

onde ¢ é uma constante.

Caso 4: Em varios problemas encontramos funcionais da forma

b
/“f@40v1+y%m

representando a integral de uma fungao f, continuamente diferencidvel, com respeito ao comprimento de
arco s (ds = /1 + y?dx). Neste caso, a equagao de Euler-Lagrange terd a forma

/

OF d OF Traz 4 y

y/ d y/ y/2
Vit —fo—reree—f— | — | - fi——= =0
Ty Y f 1+.° fda: ( 1+y,2> fy 11ty2

Mas,

d y/ y/I
dx 1/]_~|»y’2 B (1+y/2)%
assim, a equacao de Euler-Lagrange é da forma

fu— e~ 1L =0
y — J2Y T+y?

Exemplo 1.3.3 Considere o funcional
= [y =0 e =1
O integrando nao contém o termo emy (caso 1) e logo a equagdo de Euler-Lagrange tem a forma
Fy =c,
onde ¢ € uma constante. Assim, temos

11 2y y

x 2 /1+y/2:C<:>m/1+y/2:c

18
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donde obtemos que

sinal(y') = sinal(c),

resolvendo a sequnda equagao de (1.5.10) por substituicao simples, temos

1 1
y:—m+d<=>(y—d)2+$2:—2
C

C

onde d € uma constante, e a equagdo obtida € de um circulo.

1.4 A derivada variacional

Nesta secao apresentaremos um conceito andlogo ao de derivada parcial para fungoes de n varidveis.

Consideraremos um funcional do tipo

b
I(y) = / F(z,y,y")dz, y(a)=A, y(b)=DB (1.4.11)

correspondendo ao problema variacional mais simples. Aproximamos o problema variacional por um
problema n-dimensional e passamos o limite quando n — oo. Para isto, dividimos o intervalo [a,b] em

n + 1 sub-intervalos iguais introduzindo a particao
To = Ay L1,y Tpt1 = b
e substituimos a fungao suave y(x) pela linha poligonal com vértices

(anyO)a (mlayl)a Ty (xnvyn)y (xn+17 ynJrl)

onde y; = y;(z;), entdao (1.4.11) pode ser aproximada pela soma
n
Iy, yn) = ZF (mi,yn %) Az,
=0
que é uma fungdo de n—varidveis. Lembremo-nos que Ax = x;41 — x; €, yo = A, Ynt1 = B sdo fixos.

Logo, calculamos a derivada parcial

aI(yh tee 7yn)
o
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e observemos o que acontece com estas derivadas quando o nimero de pontos da subdivisao tende para
infinito. Observando que cada varidvel y; aparece em dois termos para i = k e ¢ = k — 1, encontramos

que

ol Yk+1 — Yk Y — Yk—1 Yk+1 — Yk
— =F T A F, _ 1, ———— | — F, —_— ).
ayk y (mkay}m Az T+ Y Tk—1,Yk—1, N Yy Tky Yk, N

Quando Az — 0, isto é o nimero de subdivisoes cresce muito, aplicando o limite na ltima expressao
temos que o lado direito vai para zero, desde que ele seja uma quantidade de ordem Az. Na forma de
obter um limite que em geral é ndo nulo com Az — 0, dividimos ambos os membros da iltima expressao

por Ax, obtendo

or _ o, g, YL~ U N ., YL~ U
Oy Az v\ IR T A Az |V \ "R TTAG

Y — Yk—1
— F, _ g, =" - .
Y (l‘k 1, Yk—1, Az ):l

Note que a expressao JyipAxr que aparece no denominador da ultima expressao tem um significado

geométrico direto, é a area da regiao compreendida entre as curvas sdlidas e tracejadas. Veja figura

abaixo.
A )
Vi tO Vi
- Ax L
Xg-1 Xy o
Figura 1.4.1: A &rea hachurada é dada por Oy, Az
Fazendo Az — 0 na tultima expressao temos a convergéncia para o limite
ol d
5 =Fy(z,y,9) — %Fy/(x,y,y’) (1.4.12)
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chamado derivada variacional do funcional (1.4.11). Notemos, a semelhanca de (1.4.12) com as equagdes
de Euler-Lagrange, e assim, a derivada variacional do funcional sob as consideragoes assumidas se anula

em todo ponto (ao longo de uma extremal), isto é andlogo ao que ocorre com funges de n varidveis.

Em geral a derivada variacional é definida como segue: seja I(y) o funcional dependendo da funcao
y(x), e suponha que seja dado a y(x) um acréscimo h(z) que é diferente de zero apenas numa vizinhanca
do ponto zg. Dividindo o correspondente incremento I(y 4+ h) do funcional pela drea Ao compreendida
entre a curva y = h(z) e o eixo z, obtemos a razao

I(y+h)—1I(y)

A (1.4.13)

se Ao — 0, (equivalentemente a m[&wé]{|h(a:)|} e o comprimento do intervalo onde h(x) é diferente de
xreE|a,
zero tenderem a zero). Entdo se a razao (1.4.13) converge para um limite com Ao — 0, este limite é

chamado a derivada variacional do funcional I(y) no ponto zy (para a curva y = y(x)) e é denotado por

ol

@ (y) |9€:I0'

Comentarios:

(A) E de facil verificagao que as regras familiares obedecidas pelas derivadas ordindrias no caso de funcoes

(como soma, produto, etc.) sdo, também verificadas no caso de derivadas variacionais para funcionais.

(B) E claro da defini¢ao de derivada variacional que se h(z) é diferente de zero em uma vizinhanca do

ponto xg, e se Ao é a drea compreendida entre a curva y = h(x) e o eixo z, entao

ol

A= 1+ = 1) = { 5 (imsy + 2} Ao

onde ¢ — 0, com ambos m[aﬁ]{|h(x)|} e o comprimento do intervalo onde h(x) # 0, tendendo a zero.
rE|a

)

Segue-se, entdo, que em termos de derivada variacional, que a diferencial de um funcional I(y) no ponto

xo para a curva y = y(x) é dada pela férmula

ol
ol = < m:ang )
(¥) 5 )| o
ou em termos mais explicitos,
§I(y) - h = Z—I(y) iV (1.4.14)
Y
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Observacao: Em particular se a curva acréscimo h for dada por h = ev, onde e € R e v : [a,b] — R? é

uma aplicacao suave, satisfazendo v(a) = v(b) = 0, temos vélida a seguinte relagao:

6I(y) - (v) = %I(y+€v)|520- (1.4.15)

De fato, neste caso, Ac = cA, onde A = fab v(x)dx. Além disso, ¢ — 0, implica Ao — 0. Assim,

@l — i O I Tt 1)
de e—0 € Ac—0 €
_ Ay LWt —I) o Lyt h) ()
Aoc—0 Ae Aoc—0 Ao
ol Ao 61 Ao 61
= A_— - (h r=x0 — T _ < - (h =0 — T _ < r=x
) (Blamry = S5 () ()lamry = =2 5 ()
oI
= Ao— . T=x0"
05 W) 0o,
Mas, por (1.4.14), temos
o1
AU@(y) (0)|o=ao = 61(y) - (v).

Logo, segue-se a expressao (1.4.15).

Observagao: Note que a expressao (1.4.15) é semelhante a “Regra da Cadeia”vélida para fungoes de n

variaveis.

1.5 Invariancia das equagoes de Euler-Lagrange

Suponha que em vez de coordenadas retangulares x e y, introduzimos novas coordenadas u e v, onde

Ty Ty

0 1.5.16
Yu Yo 7& ( )

x=x(u,v), y =ylu,v), J=

sendo (1.5.16) o Jacobiano da mudanga de coordenada. Entdo a curva dada pela equagdo y = y(x) no

plano xy corresponde a uma curva dada por alguma equagdo v = v(u) no plano wv.

Quando fizermos a mudanga de varidvel (1.5.16), o funcional

b
Hmszm%wm
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fica sob a forma

Il(v)

by ,
P (st 2 (o 4ty

Ty + TV
b
- / Fl(u,v,v/)du,
a
onde

Yu + yvvl
Ty + TV

Fi(u,v,0")=F <x(u,v),y(u, v), ) (T4 + z0").

Teorema 1.5.1 Se y = y(z) satisfaz a equagdo de Euler-Lagrange

oF d OF
Ty 0 (1.5.17)

correspondente ao funcional original 1(y), entao v = v(u) satisfaz a equagdo

0F  d oF;
ov du Ov’

=0 (1.5.18)

correspondendo ao funcional I (v). Isto significa que se (z,y(x),y'(z)) € um zero de (1.5.17) e se a

equacao de y = y(xz) no plano uwv é v =v(u), entdo (u,v(u),v'(u)) € um zero de (1.5.18).

Demonstragao: Para provar este resultado usaremos o conceito de derivada variacional, introduzido
na segao anterior. Se Ao denota a drea limitada pelas curvas y = y(z) e y = y(x) + h(z), e Aoy denota
a drea limitada pelas curvas correspondentes v = v(u) e v = v(u) + n(u) no plano wv. Pela formula
padrao de &rea, temos que quando Ao, Aoy, — 0, a razao AA—;’I aproxima-se do jacobiano (1.5.16), que

por hipétese é diferente de zero. Logo

Ao ~ Ao J.
Dali, se
T 10 151
entao
Jim L +2371_ L) g, (1.5.20)

Mas pela se¢do anterior a expressao (1.5.19) é equivalente a

51

d
(Sy = Fy(mvyay/) - 7Fyl (m,y,y/),

dx
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analogamente (1.5.20) é equivalente a

iFv/ (u,v,v").

oL _ Fy(u,v,0") — o

v
Portanto, se y = y(x) satisfaz a equagao (1.5.17) correspondente ao funcional I(y), entdo v = v(u) satisfaz

a equagao (1.5.18) correspondente ao funcional I (v). [ |

Com este teorema provamos, assim, que a Equagao de Euler-Lagrange nao depende do sistema de

coordenadas.

1.6 Problema do ponto final fixo para n-fungoes desconhecidas

Seja F(z,Y1, -, Yns Y1, -, Yl ) uma fungéo com primeiras e segundas derivadas parciais continuas com
respeito a todos os argumentos. Considere o problema de encontrar condigbes necessirias para um

extremo de um funcional da forma

b
I(yl,...,yn):/ F(2, Y1, ooy Yns Yoy ooy Yo )T (1.6.21)

que depende de n fungoes continuamente diferencidveis y1, ..., y, satisfazendo as condigoes de contorno

Em outras palavras, estamos considerando um extremo do funcional (1.6.21) definido sobre o conjunto

de todas as curvas suaves unindo dois pontos fixos no espaco Euclidiano (n+1) dimensional.

Comentario: O problema de encontrar geodésicas, isto é, curvas minimizantes unindo dois pontos de
alguma variedade, é um problema deste tipo. A mesma classe de problemas surge em geometria éptica,
em encontrar caminhos no qual o raio de luz propaga-se num meio nao homogéneo. De fato, de acordo
com o principio de Fermat a luz vai do ponto Py ao ponto P; ao longo do caminho que tem tempo de

transigao minimo.

Para encontrar condicoes necessarias para o funcional ter um extremo, primeiro calculamos sua

variagdo. Suponha que podemos mudar cada y;(x) por uma fungao y;(z) + h;(z). Para variacdo §I
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do funcional I(yi,...,¥Yn), pegamos a expressao que ¢ linear em h; e h (i = 1,...,n) que difere do incre-

mento

Al = I(yl + hla e Yn + hn) - I(yla 7yn))

por uma quantidade de ordem superior a um, relativo a h; e b} (i = 1,...,n). Desde que y;(z) e y;(z)+hi(z)

satisfacam a condigao de fronteira (1.6.22), para cada i, é claro que
hi(a) = hl(b) =0 (Z = 1, ,n)
Agora usando o Teorema de Taylor, obtemos

b
Al = /[F(:E,...yi+hi,...,y§—|—h;,...)—F(:E,...7yi,...,y§,...)]dﬂc

b n
/ > (Fyhi + Fyhl)da + ...,
a ;_

onde as reticéncias denotam termos de ordem superior a um, relativo a h; e b} (i = 1,..,n). A

ultima integral do lado direito representa a parte principal linear do incremento A, e logo a variacao de
I(yla sy yn) é
b n
Al = / > (Fy,hi + Fyhj)de,
@ =1

como todos os incrementos h;(x) sdo independentes, podemos escolher arbitrariamente um deles (satis-
fazendo a condigdo de fronteira) e todos os outros nulos. Entéo, a condigdo necessiria 61 = 0 para um

extremo implica
b
/ (Fyhi+ Fyhi)de =0 (i=1,---,n),

usando o Lema 2.2.8, obtemos o seguinte sistema de equagoes de Euler-Lagrange:

F,-%p, —o (i=1,--,n). (1.6.23)

Yi de Y;
O sistema (1.6.23) é um sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem, sua solugdo em geral de-
pende de 2n constantes arbitrarias, que sdo determinadas usando as condigoes de contorno (1.6.22). Isto

demonstra o seguinte

Teorema 1.6.1 Uma condi¢do necessdria para a curva
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ser um extremo do funcional (1.6.21) é que as fungoes y;(x) satisfacam o sistema de equagdes de Euler-

Lagrange (1.6.23).

Observagao: Vimos como encontrar um sistema de equagoes de Euler-Lagrange para todo funcional do

tipo (1.6.21), no entanto, dois integrandos diferentes F' podem conduzir ao mesmo sistema de equagoes

de Euler-Lagrange. De fato, seja

alguma funcdo de classe C?, e seja

w(x7y1a T

é de facil verificacao que

Logo, os funcionais

¢:¢(x7y17"'ayn)
0¢ N~ 0¢
/ / _ /
oY) = 5 +; L (1.6.24)
Oy, dxz \9dy,)
b
/ F(z,y1, - yn)d (1.6.25)
b

/ [F(m,yl’...7yn)+¢(m,y17...7yn)]da$, (1.6.26)

possuem o mesmo sistema de equacoes de Euler-Lagrange.

Dada alguma curva y; = y;(x), a fungao (1.6.24) é exatamente a derivada total de ¢ em relacao a z,

isto é,

[ (@) - un (@)

Portanto, a integral

b
Lo de = | 224
/a 1/}(377?/17 yYns Y1, ayn) x dx 4y

a

tem os mesmos valores ao longo de toda curva que satisfaz a condigdo de fronteira (1.6.22). Em outras

palavras os funcionais (1.6.25) e (1.6.26) definidos sobre a classe das funges que satisfazem (1.6.22)

diferem apenas por uma constante.
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Definicao 1.6.2 Dizemos que dois funcionais sdo equivalentes se eles tem as mesmas extremais (ou seja
eles tem o mesmo sistema de Equacoes de Euler-Lagrange).
Exemplo 1.6.3 Suponha que temos uma superficie o especificada pela equacao vetorial

r=r(u,v).

A menor curva sobre o unindo dois pontos de o é chamada geodésica. Claramente as equagoes para as
geodésicas de o sao equacoes de Euler-Lagrange de um problema variacional. De fato, uma curva sobre

a superficie o pode ser dada pela equagdo

O comprimento de arco que une os pontos correspondentes aos valores tg e t1 do parametro t € igual

ty
I(u,v) = / VEu? 4+ 2Fu'v' + gu'2dt,

to
onde E, F e G sdo os coeficientes da primeira forma fundamental da superficie o. Escrevendo as equagoes

de Euler-Lagrange para o funcional acima, obtemos

Eu? +2F,u'v + Gw?  d 2(Eu + Fv')
VEU? 4+ 2Fu/v' + Go'2 dt /Eu? + 2Fu'v' + Guv'?

b

Eu? +2Fu'v + Go'? d 2(Fu' + Gv')
VEu? +2Fu'v' + Gv?  dt \/Eu? + 2Fu'v' + Gv'?

Este exemplo serve de motivacao para o que vamos estudar na se¢ao seguinte.

1.7 Problema variacional na forma paramétrica

Motivados pelo Exemplo 1.6.3, apresentaremos agora funcionais de curvas que nao sao dadas por uma

equacdo da forma y = y(x).

Suponha que no funcional
1
/ F(x,y,y")dz (1.7.27)

Zo
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estamos considerando o argumento y como uma fungao que é dada na forma paramétrica, ao invés da

forma (1.7.27). Entdo podemos reescrever (1.7.27), como

g WO\ [ .
/| F (w0500, 23 ) at0ye = " ote v, (1.7.28)
g(t)

onde, ¢(x,y,z,y) = F (a:(t), y(t), W) (t) e (a= %). Neste caso temos que (1.7.28) é um funcional que

depende de duas fungoes desconhecidas x(t) e y(t). A fungdo ¢ que aparece na direita de (1.7.28) néo

envolve t explicitamente e é homogénea positiva de grau um em (t) e g(t), isto §é,

Oz, y, A\E, \Y) = Ap(w,y,T,9),

para todo A > 0.

Exemplo 1.7.1 A funcdo comprimento de arco

ty
o(z,y,%,7) =/ Va2 + gAdt
to

€ um exemplo de uma funcdo homogénea positiva de grau um.

Por outro lado se

t1
/ o(z,y, &, 9)dt
to

é um funcional cujo integrando ¢ nao envolve ¢ explicitamente e é homogénea positiva de grau um em
Z e y, mostraremos que os valores de tal funcional depende apenas da curva no plano xy definida pela
equagdo paramétrica xz = x(t), y = y(t), e ndo do pardmetro, isto é, se mudarmos o pardmetro ¢ por um

outro 7, fazendo
t=t(r),

onde % > 0 e [ty, t1] vai sobre [, 71], entdo
i dr dy t
—,— | dr = £, y)dt.
/TO ¢>(x,y, dT,dT> T \ (z,y,2,9)

Com efeito, sendo ¢ homogénea positiva de grau um em & e § segue-se que

m dr dy m dt . dt
—,— |dr = t—,y—— | d
/TO gb(x,y, dT’dT) 7 /TU ¢<x,y,xd77yd7> T

T1

= oz, y,&,7)

70

dt dr.

dr
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Usando o Teorema da Mudanca de Variaveis, temos

T d d t1
[ oo ) ar= [ oy
- dr’ dr to

]

0 que prova a afirmagao antes feita. Com isto, provamos o seguinte resultado:

Teorema 1.7.2 Uma condigdo necessdria e suficiente para um funcional

t1
/ ot 2y, &, §)dt
to

depender apenas da curva no plano-ry definida pelas equagoes x = x(t) e y = y(t) e nao da escolha da
parametrizacdo, € que o integrando ¢ nao envolva t explicitamente e seja uma funcdo homogénea positiva

de grau um em & e 7.

Observagao: Suponha que alguma parametrizagdo da curva y = y(z) reduz o funcional (1.7.27) para a

forma
t1 y' t1
/ F (m,y, T) Tdt = o(z,y, &, 9)dt. (1.7.29)
to €T tO
O problema variacional da direita de (1.7.29) conduz ao par de equagoes de Euler-Lagrange
d d
e — —0s =0, — —¢; =0, 1.7.30

que deve ser equivalente a tinica equacao de Euler-Lagrange

d
Fy~ —Fy =0, (1.7.31)

correspondente ao problema variacional original (1.7.27). Logo as equagoes (1.7.30) e (1.7.31) ndo podem

ser independente. E de fato, fazendo alguns calculos técnicos, mostra-se que elas estao relacionadas pela

d d

Observagao: Considerando um funcional na forma paramétrica

identidade.

ty

(w,y, &, 9)dt
to
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onde ¢ nao depende de t explicitamente e é homogénea positiva de grau um em z e §. O espago das
curvas x(t), y(t) claramente engloba as curvas que sdo graficos de uma funcao y = y(z), e do funcional
na forma paramétrica podemos passar para o funcional original, pois

ty1

t1 . tl .

d(x,y, &, 9)dt / Loz, y, @, 9)dt = / ip(z,y, 1, L)dt

to to L to €
T

= (;S(x,y,l,y/)dx.

Zo

1.8 O problema variacional com vinculo

Em muitos problemas variacionais as condicoes de contorno nao sao suficientes para a sua resolucao,
e sao impostas outros tipos de condigoes sobre as curvas admissiveis, conhecidas, como condigoes de

vinculo.

1.8.1 O problema isoperimétrico

O problema isoperimétrico pode ser formulado como segue: Encontre a curva y = y(z) para a qual o

funcional ,
I(y) = / F(z,y,y")dx (1.8.32)
a
tem um extremo, onde as curvas admissiveis satisfazem a condigao de fronteira

yla) = A, y(b) = B,

e s&0 tais que um outro funcional ,
K(y) = / G(z,y,y')dw (1.8.33)
a

tem um valor fixo [.

Para resolver este problema, assumimos que as fungées F' e G definindo os funcionais (1.8.32) e (1.8.33)
tem primeiras e segundas derivadas parciais continuas em [a, b] para valores arbitrarios de y e y’. Entao,

temos o seguinte resultado.
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Teorema 1.8.1 Dado o funcional ,
I(y) = / F(z,y,y)dz,
a
se as curvas admissiveis satisfazem as condi¢des

b
yla) = A, y(b) =B, K(y) = / G(x,y,y )dr =1 (1.8.34)

onde K(y) € outro funcional, e se I(y) tem um extremo para y = y(zx). Entdo se y = y(x) ndo é um
extremo para K(y), existe uma constante \, chamada multiplicador de Lagrange, tal que y = y(x) € um

extremo do funcional ,
/ (F + AG)dz,

isto €, y = y(x) satisfaz as equagoes diferenciais

d d
Fy— = Fy + A <Gy - dey/) =0

Demonstragdo: Veja ([12], pp. 43). [ |

Observagao: O Teorema 2.8.1 pode ser generalizado para o caso de funcionais dependendo de n fungoes
desconhecidas e sujeito a vérias condigoes de vinculos do tipo (1.8.33). De fato, suponha que estamos

procurando um extremo do funcional

b
I(y1?7yn):/ F(‘x?ylv"'7yn7ylla"'7y:1)dx
a

sujeito as condicoes

b
yz(a) :Aiv yz(b) :Bi7 / Gj(xaylv"'7yn7ylla"'7y;7,)dm:lj (1835)
com lj =1,...,k e k < n. Neste caso uma condicao necessaria para um extremo ¢é que
k k
0 d 0 .

As 2n constantes arbitrarias que aparecem na solugao do sistema acima, e os valores dos k parametros
A1, -+, Ak, chamados multiplicadores de Lagrange, sao determinados pelas condicoes de fronteira e pelas

condigoes de vinculo.
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Observagao: Para usar o Teorema 2.8.1 na resolucao de um problema isoperimétrico, escrevemos a
solugdo de (1.8.35), a qual contém duas constantes arbitrarias além do parametro A. Entdo determinamos

estes trés valores usando as condigoes (1.8.34).

Exemplo 1.8.2 FEntre todas as curvas de comprimento | no semi-plano superior passando pelos pontos

(—a,0) e (a,0), encontre a qual, com o segmento |a,b], circunda maior drea.

Solugdo: Estamos procurando por uma fungio y = y(z) para qual o funcional
a
1) = [ o
—a

tem um maximo sujeito as condigoes

y(—a) =yla) =0, K(y) = /_a V14 y2dr =1.

Assim, estamos lidando com um problema isoperimétrico. Usando o Teorema 2.8.1, formamos o funcional
a
/ (y+A\V1+y?)dz =1
—a
Escrevendo as equagoes de Euler-Lagrange para este funcional, obtemos

d /
D A A——

dr \/1+

integrando em x, obtemos

Yy Y
THA———==a e A\——==(a1—2z
/1 y/2 1 /1+y12 (1 )

mas isto é equivalente a

y/_ Cl1 — X
A2 — (¢ — x)?

integrando mais uma vez em x e resolvendo a integral do lado direito por substituigao, temos
(y—c2)’ + (& —c1)” = N2

onde ¢ e ¢ sdo as constantes obtidas nas integragoes. Temos, entao como solucao uma familia de circulos.

Usando as condigoes de contorno e de vinculo descobrimos os valores de c1, co e A.
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1.8.2 Condigoes de vinculos finitas

No problema isoperimétrico as condigoes de vinculo que devem ser satisfeitas pelas fungoes y1,- -+, yn
sao dadas em formas de funcionais. Agora consideraremos um problema de um tipo de funcional diferente

que pode ser formulado como segue: Encontre as fungoes y;(x) para as quais o funcional

I(y1-~~,yn)=/(le(x7y1----,yn,y’lw-wy;)dﬂf
tem um extremo, onde as fungdes admissiveis satisfazem as condi¢oes de contorno
vi(a) = A;, yi(b) =By, (i=1,---,n)
e k ”finitas” condig¢oes de vinculo (k < n)
gi(z,y1, -, yn) =0, (j=1,---,k). (1.8.36)
Em outras palavras, o funcional I(y; - - -, y,) nao estd sendo considerado para todas as curvas satis-

fazendo as condigoes de fronteira, mas apenas aqueles que estdao na variedade de dimensao n — k definida

por (1.8.36).

Apresentaremos, agora, um Teorema andlogo ao Teorema 2.8.1. Por simplicidade enunciaremos para

ocason=2ek=1.

Teorema 1.8.3 Dado o funcional
b
I(y,2) = / F(x,y,2,y,2")dz

a

se as curvas admissiveis estdo na superficie
9(z,y,2) =0 (1.8.37)
e satisfazem as condicoes
y(a) = A17 y(b) = B17 z(a) = A27 Z(b) = BZ

e além disso se I(y,z) tem um extremo para as curvas

y=y(x), z=z2(z). (1.8.38)



Entdo se g, e g. ndo sdo simultaneamente nulas em qualquer ponto da superficie (1.8.87), existe uma

fungdo continua A(x) tal que (1.8.38) é uma extremal do funcional

b
/ [F 4+ A\(x)g] dx.

Isto é, as curva (1.8.38) satisfaz as equagdes diferenciais

L o

d
Fy+Agy = —Fy =0, Fo+Ag. — —

dz

Demonstragao: Ver ([12], pp. 46). ]

Observacao: Conforme [12], o Teorema 2.8.3 permanece valido quando a classe das curvas admissiveis
consiste do espaco das curvas suaves satisfazendo a equacdo g(z,vy,z,y’,2’) = 0. Mas precisamente, se
o funcional I tem um extremo para uma curva 7, sujeito a condigdo (1.8.38), e se g,/ e g. nado sdo

simultaneamente nulas ao longo de v, entao existe uma fungéo A(x), tal que v é uma extremal do sistema

d d
(I)y - %q)y/ = O, (bz - E(I)z/ = 07

onde, & = F 4+ A\G.

1.9 A forma canédnica das equacgoes de Euler-Lagrange

As equagoes de Euler-Lagrange para o funcional

b
I(ylaayn):/ F(xvy177ynuyiv7y;7,)dx (1939)

formam um sistema de n equagoes diferenciais de segunda ordem

d
Fy — —Fy =0, (i=1-n). (1.9.40)

Este sistema pode ser reduzido de varias maneiras para um sistema de 2n equagoes diferenciais de primeira
ordem. Por exemplo, considerando y1,---,y,, como novas fungdes independentes de y1, - -, y,, podemos

reescrever (1.9.40) na forma

dy; d ;
= s F, — %Fy; =0, (i=1,---,n). (1.9.41)
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Em (1.9.41) y1,- -, Yn, ¥}, - -, ¥, sd0 2n fungdes desconhecidas, e x é a varidvel independente. No entanto

uma transformacao mais interessante serd a que apresentaremos agora. Seja
pi=Fy, (i=1,--,n), (1.9.42)

e suponha que o Jacobiano da mudanca de coordenada

a(pla"'7p’rL) _

onde, (Fy/_yé ) denota a matriz cujas entradas sao os elementos £/, . Entao podemos escrever na equagao
T k2

(1.9.40), yi,- - -, y., como fungdes das varigveis

TyYi, s Yns P15 5 Pn-

Em seguida expressamos a fungdo F(x,y1, ", Yn, Y1, *,Yy,) que aparece em (1.9.39) em termos de

uma nova funcdo H(x,y1 -, Yn, D1, ", Pn) relacionadas com F pela férmula

n n

H=-F+Y yiFy=-F+Y yp,

i=1 i=1

onde y} sao considerados como funcoes das varidveis (z,y1, -, Yn,P1, "+, Pn)- A funcdo H é chamada
Hamiltoniana correspondente ao funcional I(y; - -, y,). Neste caso, podemos fazer uma transformagao

local das " varidveis” @, y1, - -+, Yn, Y1 -+ » Yo, F' que aparecem em (1.9.39) para as novas variaveis &, y1, - -+, Yn, D1, < * ».

chamadas varidaveis canonicas.

Mostraremos, agora, como as equacoes de Euler-Lagrange se transformam quando introduzimos as
varidveis canonicas. Na condicao de fazer esta mudanca de varidveis temos que expressar as derivadas
parciais de F), isto é, as F,,, (avaliadas em z,y],---,y,) em termos das derivadas parciais H,, (avaliadas
em x,p1, - -,pn). O célculo direto destas derivadas s@o mais leves. Portanto para evitar longos célculos
escrevemos as expressoes para diferencial H. Entao, usando o fato de que a primeira diferencial de uma

funcao nao depende da escolha das varidveis, obteremos as formulas requeridas sem muito esforco.

Pela definicao de H, temos

dH = —dF + > _pidy; + > yidpi. (1.9.43)

i=1 i=1
Usualmente, antes de usar (1.9.43) para obter as expressoes das derivadas de H, teremos que expressar
as dy} em termos de x,y,, p;. No entanto por causa das relagoes

oF

a7 — Pi, i:17"'7n7
oy pi, ( )
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os termos contendo dy} em (1.9.43) cancelam-se, e obtemos

OF " OF -
dH = ——dz — Y —dy; 'dp;. 1.9.44

Dai, para obtermos as derivadas parciais de H, apenas escrevemos os coeficientes apropriados da difer-

encial na direita de (1.9.44), isto é,

OH __OF O0H _OoF O0H _ ,
or Oz’ Oyi Oy 8pi_yi'

Em outras palavras, as fungoes ng e y. sao conectadas com as derivadas parciais de H pelas férmulas
i

, OH OF  0H

= = — . 1.9.45
YT O Oy, 9y ( )
Usando (1.9.45), podemos escrever as equagoes de Euler-Lagrange (1.9.40) na forma
dy; OH dp; oH .
i _ Pi o 22 (=1, ,n). (1.9.46)

de  Op;’ dx 0ys
Estas 2n equagoes diferenciais formam um sistema que é equivalente ao sistema (1.9.40) e é chamado
sistema de equagGes de Euler-Lagrange canénico (ou simplesmente sistema canonico de Euler-

Lagrange) do funcional (1.9.39).

1.10 Integral primeira das equacgoes de Euler-Lagrange

Uma integral primeira de um sistema de equagoes diferenciais é uma funcao que tem valores constantes
ao longo de cada curva integral do sistema. Os sistemas (1.9.40) e (1.9.46) sdo equivalentes logo, tem
mesmas integrais primeiras. Primeiramente, consideremos o caso onde a funcdo F' definindo o funcional
(1.9.39) ndo depende de x explicitamente, isto é, é da forma F(y1,---,y,). Entdo a fungéo

n
H=-F+> ypi
i=1
também nao depende de = explicitamente, e logo

dH i (8H dy; OH dpi>

dr pt Oy; de  Op; dx

(1.10.47)

Usando as equagoes de Euler-Lagrange na forma canénica (1.9.46) encontramos que (1.10.47) torna-se

)

dH _Z": OH OH  OH 9H
de Oy; Opi  Op; Oy;

i=1

36



ao longo de cada extremal. Dai, se F' nao depende de x explicitamente, a funcao

H(y17"' 7yn7p17"'7pn)

é uma integral primeira da equagao de Euler-Lagrange.

Observagao: Se H depende de = explicitamente, a forma

aH _ oH
de Oz

pode ser deduzida usando o mesmo argumento.

Agora, consideremos uma funcdo arbitraria da forma

¢ = ¢(y17 7yn7p17"'7pn)

e examinemos as condigdes sob a qual ¢ é uma integral primeira do sistema (1.9.46). Esquecendo a
suposicao de que F' nao depende explicitamente de x, e em vez disto consideremos o caso geral. Ao longo

de cada curva integral do sistema (1.9.46), obtemos
: < H H
Z 0 dys | 06 dp\ 5~ (06 0H _ 06 OHY _ 1y
Oy; dx 3pi dx P Oy; Op;  Op; Oy;
que é chamado o colchete de Poisson das fungoes ¢ e H. Assim, provamos que

dp
= = [¢.H]. (1.10.48)

Segue-se de (1.10.48) que uma condigdo necesséria e suficiente para uma funcao

¢ = ¢(y17"';yn7p17"'»pn)

ser uma integral primeira do sistema de equagoes de Euler-Lagrange (1.9.46) é que o colchete de Poisson

[¢, H] seja identicamente nulo.

37



Capitulo 2

O problema dos N-Corpos e
Problemas Variacionais em Sistemas
Mecanicos

O problema dos N-corpos estuda a dinamica de IV particulas materiais no espago, com vetores posicao
q1,-"+,qN € massas my,---,my, m; > 0 para todo ¢ = 1,---, N, sujeitas unicamente a acao mutuas de

suas atracoes gravitacionais.

Em sistemas dinamicos os funcionais que consideraremos serao da forma

b
| rai

onde L é a Lagrangiana do sistema.

2.1 Formulacao do problema dos N-corpos

Considere N massas pontuais movendo-se num sistema referencial Newtoniano R3, (ou R?) sujeitas
apenas a agoes mutuas de suas atracoes gravitacionais. Se a i-ésima particula tem vetor posicao g; e

massa m; > 0; entdo aplicando a Segunda Lei de Newton e a Lei de Gravitagdo Universal, temos as
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seguintes equacoes diferenciais de movimento

ﬁiﬂﬂﬁiﬂﬂ—av (2.1.1)

1
—miq; = — 45
=2 TP " o

onde

v=- Y (2.1.2)

e |

onde V' é menos a energia potencial.

Seja
q= (qlv T qu) eR3Y (OUR2N)

e M = diag(mymimy,---,mymymy) (ou M = diag(mimy,---,mymy)) como a equagao (2.1.1) é da
forma

M 1" _ 87‘/ — 0

Oq ’
defina como acima p = (py,---,pn) e R3*N (0ouR?N) por
p=Md

deste modo p; = m;q, é o momento da i-ésima particula. Assim, as equagdes do movimento (2.1.1) s@o

equivalentes a

/ Di m’Lm] qi — ) o0H
q = = — = — (2.1.3)
Comy 8pz ; llg; — qJII?’ 9q;
ou seja, temos um sistema Hamiltoniano cuja funcao Hamiltoniana é dada por
||pz||2
H= 2.14
Z ome © (2:14)

Nos referimos a (2.1.4) como a formula¢do Hamiltoniana para o sistema (2.1.1) e H representa a energia

do sistema. Note que a energia cinética do sistema é dada por

= |lpi
Z_: 7

Introduzindo a fungao Lagrangiana L, associada a este problema a qual é dada por

||2

l\.')l»—t

L=T-V (2.1.5)
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dizemos que (2.1.5) é a Lagrangiana do sistema (2.1.1). Voltaremos a falar sobre este assunto mais adiante

na préxima segao e na Secao 3.4.
Se as N particulas estiverem num mesmo plano, temos o problema planar dos N- Corpos.

Observagao: Como as particulas em estudo estdo em R*® podemos considerar cada componente ¢; de g

dada por
a5 = (5,95, 25),
se ¢; € R?, entdo temos z; = 0.

Observagao: E de facil verificagdo que a funcdo Hamiltoniana H é uma integral primeira do sistema

(2.1.3), ou seja, H é constante ao longo das trajetdrias (curvas integrais) deste sistema.

Observagao: O problema de N-corpos é um sistema de 6N equagoes diferenciais de primeira ordem,
uma solucao completa exigird 6N — 1 integrais primeiras independentes do tempo e uma que depende do
tempo. Se N > 2 nao ha muitas integrais globais. No entanto, existem 10 integrais primeiras de facil
verificagdo para o problema dos N-corpos, a saber, o centro de massa, o momento linear, 0 momento

angular e a energia. Mais detalhes, veja [21].

2.2 Principio da acao minima

Agora aplicaremos os resultados obtidos no capitulo anterior em alguns problemas mecéanicos.

Suponha que seja dado um sistema de N particulas (massas pontuais), onde ndo hé influéncia de

forgas além de suas atragoes muituas. Se a i-ésima particula tem massa m; e coordenadas q; = (z;, ys, 2;),

(i=1,---,N). Entao a energia cinética do sistema é
1 N
T=3 > mi(a? + P+ 2P). (2.2.6)
i=1

Assumiremos que o sistema tem energia potencial V, isto é, existe uma fungao

V:V(tal’lathh"'733N>yN7ZN) (227)
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tal que a forga atuando sobre a i-ésima particula tem componentes

; ov ; av ov
FZ = —— FZ = — P’z - — .
1 axl ) 2 ayz ) 3 aZZ
Em seguida introduzimos a expressao
L=T-V (2.2.8)

chamada fungao Lagrangiana do sistema de particulas. Obviamente L é uma fungdo do tempo, das

posigoes (z;, Y, 2;) e das velocidades (2}, yj, z) do sistema de N particulas.

Suponha que no tempo ty o sistema estd em alguma posicao fixa. Entdo a evolucao subseqiiente do

sistema no tempo é descrita por uma curva

no espago 3N dimensional (ou 2N dimensional se for planar). Pode-se mostrar que entre todas as curvas
passando por um ponto correspondente a posicao inicial do sistema, a curva que de fato descreve o
movimento do sistema dado, sob a influencia de forgas agindo sobre ele, satisfaz a seguinte condigao

conhecida como Principio da Minima Acao de Hamilton:

Teorema 2.2.1 (Principio da minima acdo de Hamilton) O movimento de um sistema de N

particulas durante um intervalo de tempo [to,t1] € descrito pelas fungoes

xi(t), yi(t), zi(t)

com 1 <1i< N, para o qual o funcional
ty
/ L(x(t), 2 (t))dt (2.2.9)
to

tem um minimo. A expressao (2.2.9) é chamada minima agao de Hamilton.

Demonstragao: Para provarmos este resultado, mostraremos que o principio da minima acao implica
as usuais equagoes de movimentos de um sistema de N particulas. Se o funcional (2.2.9) tem um minimo,

entao as equacoes de Euler-Lagrange sao

oL d OL oL d 0L oL d OL
T A i T A i = A 2210
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deve ser satisfeita para i = 1,---, N. Lembrando que a energia potencial V' depende apenas de x;, y;, 2;, €
nao depende de z},y., z;, enquanto que a energia cinética T' é uma soma de quadrados das componentes

de velocidades @}, y}, 2/ (com coeficientes $m;), podemos escrever as equagdes (2.2.10) na forma

ov. d /
— — M

v _d OV d

oy, ar Vi 0z dt (2210

=0 m;z;

Mas como as derivadas
oV v oV,
al'i ’ ayz ’ 827, ’

sao as componentes de forga atuando na i-ésima particula, o sistema (2.2.11) reduz-se para
" i, "o i, [
m;xy = Fy; myy; = Fy; mizg = Fy,

que sao exatamente as equagoes Newtonianas do movimento para um sistema de N particulas sem estarem

sujeitas a vinculo (forgas externas), provando assim o Teorema. |

Observagao: Do Teorema 3.2.1 e da relagao
N
H=-F+> ypi
i=1

onde p; = Fy,, temos que as formulacoes Hamiltonianas e Lagrangianas para o problema de N-corpos sao

equivalentes. Veremos esta equivaléncia de maneira mais explicita na Segao 3.4.

Observagao: O principio da agdo minima permanece valido no caso onde o sistema de particulas esta
sujeita a vinculos (forgas externas atuando no sistema), restringindo entao as curvas em que o funcional
(2.2.9) é counsiderado para que satisfagam o vinculo. Em outras palavras, neste caso, a aplicacdo do
principio da agdo minima serd um problema variacional com vinculo, pois de acordo com a Secao 2.8.2,
trata-se de minimizar o funcional (2.2.9) restringindo seu dominio as fungdes que satisfazem o vinculo

(forga externa).

Observagao: O principio da minima agao pode ser usado nao apenas em Mecéanica, mas também em
outros ramos da Fisica, como por exemplo na Eletrodinamica, desde que consideremos intervalos su-
ficientemente pequenos [to, 1], € facamos uma adaptagdo para um sistema Mecéanico. Veja ([12], pp.

159).
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2.3 Lei de conservagao

Vimos que as equagoes de movimento de um sistema mecanico consistindo de N particulas, com
energia cinética (2.2.6), energia potencial (2.2.7) e Lagrangiana (2.2.8), pode ser obtido do principio da

acao minima, isto é, minimizando a integral

t1 t1
/ Ldt = / (T — V)dt. (2.3.12)
to to

As varidveis candnicas correspondente ao funcional (2.3.12) sao dadas por

oL , oL , oL ,

Piz = 55 = M4iZy, Piy = 57 = MilY; Diz = 75 = Mz
ox!, v By v 02! ’
que sao exatamente as componentes do momento da i-ésima particula. Em termos de

Dix, piya Diz,

obtemos

H =Y (¢piz +Ypiy + 2lpiz) —L=2T — (T = V) =T +V,

1

n

7

assim, H é a energia total do sistema.

Usando a forma do integrando em (2.3.12), podemos encontrar vérias fungoes, (como, a energia,
o momento linear e o momento angular), que assumem valores constantes ao longo das trajetérias do

sistema, obtendo assim as chamadas Leis de Conservagao.

2.4 Equivaléncia entre as formulacoes Hamiltonianas e Lagrangianas
em um sistema mecanico.

Seja
L(x,2)

a Lagrangiana de um sistema Mecanico. Suponha L regular, isto é, L,,» € uma matriz invertivel. Fagamos

a seguinte mudanga de varidveis
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r=2xz, y= Ly(z,2')

que é um difeomorfismo, ji que sua jacobiana

I 0
A Ly

z==z, 2’ =px,y),

¢ inversivel com inversa

para alguma aplicagao ¢ : R*™ — R”, e assim, D, p(z,y) : R" — R".

Para passarmos da formulagao Lagrangiana para a formulacao Hamiltoniana, defina a aplicagao H,
por

H(z,y) = (2',y) — L(z,2") (2.4.13)

onde, &' = ¢(x,y) e (,) denota o produto interno usual de R™. A expressdo (2.4.13) é chamada Trans-

formada de Legendre da fungao L.

Proposicao 2.4.1 Se
H(xvy) = <xl7y> - L(x,x/), x' = So(xay)a
Entao

H,=—L,; H,=1x

Demonstragao: Derivando H em relagao a x, temos

Dy H(z,y)6 = (Dap(x,y)€,y) — (Do Lz, 2")€ + Do Lz, ") Dyp (2, y)E)].

Escrevendo esta tltima equagao em termos de gradiente, obtemos

(He &) = (Dap(a,y)€y) — (Do L(w,2"),8) — (Do L(w,2"), Dop(, y)E)
_<DIL(:E7$I)7§> = _<Lma€>7

como isto é valido para todo &, temos que H, = —L,.
De maneira andloga, derivando H em relagao a gy, obtemos
DyH(x,y)n = (Dyp(a,y)n,y) + (&',n) — Do L(x,2") Dyp(x, y)n.
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Em termos de gradiente, obtemos

(Hy,n) = (Dyp(z,y)n,y)+ (@',n) — (Do L(z, "), Dyp(x,y)n)
= (2',m),
como isto é vélido para todo 7, resulta que H, = 2’. [ ]

Corolario 2.4.2 Se (z(t),z'(t)) € solugdo de

d
L, — %Lx’ =0,

entao (z(t),y(t)) € solugao de
¢ =H,, y =—H,.

Demonstracao: De fato, sendo H, = 2’ e H, = —L,, usando transformada de Legendre, temos

y =—H,. ]

Em outras palavras, se as varidveis posicao e velocidade, (x(t),z'(t)), é solugdo do sistema La-
grangeano, entao usando a transformada de Legendre temos que as novas varidveis posicao e momento,

(z(t),y(t)), é solugao do sistema Hamiltoniano.

Agora dado H(zx,y) a fun¢do Hamiltoniana de um sistema Hamiltoniano. Suponha H regular, isto é,

H,, uma matriz invertivel. Considere a seguinte mudanca de varidveis
/!
r=ua, ' =Hy(z,y)

que é um difeomorfismo, ja que a matriz jacobiana

¢ invertivel com inversa

para alguma 1) : R2* — R”™.
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Para passarmos da formulacao Hamiltoniana para a formulacao Lagrangiana, defina a aplicagao L,

dada por
L(x,x') = <x17y> - H(Z‘,y)

A expressao (2.4.14) é a Transformada de Legendre da fungio H.

Proposigao 2.4.3 Seja
L(Z’ :L'/) = <:L'/7 y> - H(Sﬂ, y)

onde, y = ¢ (x,x’). Entdo
L, = *Hxa L, = Y.

Demonstracao: Derivando L em relagao a x, temos
Dy L(w,2")€ = (2, Datp(x,2')§) — Do H(x,y)§ — DyH (x,y) Dptp(w, )¢S
Em termos de gradiente, obtemos

<an§> = <1‘/,D9¢’(/)(33‘,1‘/)§> - <D$H(a:,y),§> - <DyH(x,y),Dx¢(x,m’)§>

= —<D$H(Z‘,y),§> = _<H9:7§>'

Como isto é valido para todo &, segue-se que L, = —H,,.
Da mesma forma, derivando L em relacao a z’, temos

DI'L(xax/)n = <777y> + <$/>Dw'¢(907$/)77> - DyH(%y)DzW(xal‘/)??

Em termos de gradiente

<L$'a77> = <n?y> + <35/an'¢($,33/)77> - <DyH($ay)an'¢($a$/)77>
= ),

como isto vale para todo 7, resulta que L, = y.

Corolario 2.4.4 Se (z(t),y(t)) € solugio do sistema
o' =Hy Y =—H,
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entdao (x(t),z'(t)) € solugdo de

d
L,——L, =0.
dt
Demonstragao: De fato,
d d
L,——Ly=-H,— —y=—-H,—y =0.
dt at? Y

Em outras palavras, se as varidveis posi¢ao e momento, (x(¢),y(t)), é solu¢do do sistema Hamiltoniano,
entdo usando a transformada de Legendre temos que as novas varidveis posigao e velocidade, (z(t),z'(¢)),

¢é solucao do sistema Lagrangeano.
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Capitulo 3

O Método Direto em Calculo
Variacional e Sistemas Envolvendo
Forca Forte e Forca Fraca

Nosso objetivo neste Capitulo é introduzir os resultados béasicos importantes, para em seguida no
Capitulo 4 fazer as aplicagoes em problemas da Mecanica Celeste. Para este propdsito, comecamos
introduzindo o espaco de Sobolev H'! e os conceitos de coercividade e seqiiéncia minimizante, ou seja,
trabalharemos o método direto em Célculo Variacional. Posteriormente introduzimos os conceitos de
forga forte e forga fraca que serao muito uteis no préximo Capitulo para mostrar a existéncia de solugoes
sem singularidades. Por tltimo trabalharemos com a nocao de ponto critico de um funcional sobre H1!,

assim como a de gradiente deste funcional, e analisamos a regularidade destes pontos criticos.

3.1 Notacoes e Preliminares

Para aplicagoes T -periédica, t — z(t), = : R — R% a € C?([0,T];R?), temos os seguintes produtos

internos

T
(x,y)o = / (1), y()dt,

(:c,y>1 = <l‘,y>0 + <wlay/>0 = /0 <$(t),y(t)>dt + /0 <$/<t),y/(t)>dt,
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onde (,) é o produto interno canénico de R? e 2’ denota a derivada de x com respeito ao parametro t.
Lembrando, ainda, que C?([0, T]; R?) é o espago das fungdes definidas sobre [0, 7] com valores em R? que

tem segundas derivadas continuas.

Sejam ||z|o e ||x||1 as respectivas normas com respeito aos produtos internos acima, isto é,

1
2

mm=<éx@w0,

2

T T
wm=(4rwmm+é|ﬂmwﬁ = I3 + 1213

Lembramos que S' = [0,77]/{0,T}. Denotamos por
H° (SY;R*) e H' (SY;R**) (ou H' ([0, T];R?)

o espago de Hilbert obtido pelo completamento de (C2([0,71]); R**) com as normas ||.||o e |||z = ||-I|1,
respectivamente. Lembremo-nos que para todo espaco W com produto interno existe um espaco de
Hilbert H, (seu completamento), e um isomorfismo A de W sobre um subespago W de H , denso em H.

O espago H é 1dnico a menos de isomorfismo. (Veja [17], pp. 139).

Observacao: O espaco H° (SI;R%) é simplesmente o espaco de aplicagdes L?([0,T]) e H! (Sl;RQk) é
o espago de Sobolev das aplicagoes absolutamente continuas cujas derivadas sao de quadrado integréavel,
(veja [14]). Além disso, o completamento das funcdes de classe C%([0,7T]) coincide com o completa-
mento das fungdes de classe C*°([0,T7]), e temos ainda mais, para qualquer 1 < k < oo, verifica-se que

C* ([0,T];RY) ¢é denso em H' ([0,T];RY) com a norma || - || 1. (Veja [3]).

3.2 O Método direto em problemas variacionais

Nesta segao veremos importantes métodos que sao usados para resolver alguns problema variacionais

sem ter que resolver um sistema de EDO's.
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3.2.1 Coercividade de um funcional

Consideraremos nesta se¢ao & como um espago linear normado. Em particular, podemos considerar

3 como sendo um subespaco de H! = H! (Sl; R2k) .

Definicao 3.2.1 Considere um funcional I : & — R. Dizemos que I € coercivo sobre S, se I(y) — 400

quando ||y|| — +oo.
De maneira analoga para fungoes de IV varidveis, temos a seguinte definigao

Definicao 3.2.2 Seja F' : RY — R wma funcdo real de N varidveis reais. Dizemos que F € coerciva

sobre RY | se F(y) — +oo para todoy € RY com ||y|| — +oo.

Exemplo 3.2.3 Seja I : S — R dado por

/O (y(®) + |y (0)) dt

Entao claramente I € coercivo, pois se

1
2

T
Iyl = (/O [y (®)F + 1y’ ()] dt) — 400,

entao

I(y) = llyllz — +oo.

Proposigao 3.2.4 No caso do espaco de fungoes S ser de dimensao finita temos que uma fungdo coerciva
F : 3 — R e continua, admite um minimo global, isto €, existe xg € S, tal que F(x) > F(xo) para todo

r € Q.

Demonstragao: Da coercividade de F'(x), é suficiente procurar tal ¢y num conjunto compacto (fechado
e limitado) conveniente, digamos uma bola fechada de centro z = 0 e raio R, Br(0), para algum R > 0.
(A coercividade de F'(x) permite escolher R > 0 tal que F(z) > F(0) para todo x com ||z|| > R e isso
assegura que o ponto de minimo dever4 existir e necessariamente estara na bola B(0)). Mas do fato de

S = R"™ temos que:
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(a) A bola fechada Br(0) é um conjunto compacto, logo toda seqiiéncia de pontos possuem uma sub-

seqiiéncia convergindo para um ponto da bola;

(b) Uma fungéo continua F' : K — R definida num conjunto compacto tem um minimo, isto é existe
zo € K, tal que F(z) > F(x0) para todo z € K. Finalmente, usando (a) e (b) podemos prontamente
concluir o teorema. Os fatos cruciais da prova acima foram: (a) e o fato de F |§R(0) ser continua. (A

coercividade de F(x) no espaco S foi usado para reduzir o problema de 3 para Br(0) C Q). [ |

3.2.2 Seqiiéncia minimizante

H4 vérias técnicas diferentes relacionadas com o método direto principal, que servem para aproximar
um espago de fungoes de dimensao infinita por espacos de dimensao finita. No entanto nesta subsegao
consideraremos apenas os métodos baseados nas idéias seguintes: Considere o problema de encontrar o
minimo de um funcional I(y) definido sobre um espaco linear . Para o problema fazer sentido é
necessario assumirmos que ha fung¢ées em $ para quais I(y) < co, e além do mais que

inf I(y) = p > —o0. (3.2.1)
yey

Entao pela definigdo de pu, existe uma seqiiéncia de fungdes {y, }, chamada seqiiéncia minimizante,

tal que
lim I(y,) = p.

n—oo

Se a seqiiéncia {y,} tem uma funcao limite y*, e se ele é legitimo no sentido de podermos escrever

I(y*) = lim I(yn), (3.2.2)
n—oo
isto é,
I( lim y,) = lim I(yn),
n—oo n—oo
entao

I(y") = u,
e y* por ser uma fungao na qual o funcional I assume um extremo (minimo), é a solu¢do de um problema

variacional. Além disso, as funcoes da seqliéncia minimizante y, podem ser consideradas como solucoes

aproximadas do nosso problema variacional, pois a medida que y,, — y*, temos que I(y,) — I(y*) = p.
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Dali, para resolver um dado problema variacional pelo método direto, precisamos:
(1) Construir uma seqiiéncia minimizante y,,;
(2) Provar que y, tem uma fungao limite y*;
(3) Provar a legitimidade do limite dada pela expressao (3.2.2).
Comentarios:

(A) Dois métodos diretos, o de Ritz e o das Diferengas Finitas, cada um envolvendo a construcao de
uma seqiiéncia minimizante serdao discutidos nesta Subsegao. Complementamos que uma seqiiéncia min-

imizante pode sempre ser construida se (3.2.1) vale.

(B) Mesmo se uma seqiiéncia minimizante {y, } exista para um dado problema variacional, ela pode nao
ter uma funcio limite y*. Por exemplo, considere o funcional definido sobre C'*([—1,1]) por

1
I(y) = / %y dt,

-1

y(—1) =—1, y(1) = 1. (3.2.3)

Obviamente, I(y) assume apenas valores nao negativos e

inf I(y) = 0.
Y
Podemos escolher como seqiiéncia minimizante
tan~! (nt
palt) = 220 1 p (3.4
tan~'(n)

como

/1 n*t2dt _ 1 /1 at 2
_y [tan=t(n)]2[1 + n2t2)2 T [tan~'(n)]2 J_; 1+ 022 ntan~'(n)’
Logo, I(yn) — 0, quando n — oo. Mas quando n — oo a seqiiéncia (3.2.4) ndo tem limite na classe das

fungoes continuas satisfazendo as condigoes de fronteira (3.2.3). De fato,

Yn(t) = 0set =0, yo(t) > 1set>0 y,(t) = —1set<O.

Mesmo se a seqiiéncia minimizante {y,} tem um limite y* no sentido da norma de C([a,b]) (isto é

yn — y* sem qualquer exigéncia sobre a convergéncia das derivadas de y,) temos que (3.2.2) é ainda
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valido, porém é nao trivial a justificativa, pois em geral, as funcoes consideradas no cédlculo das variagoes
nao sao continuas na norma dada em C([a,b]). No entanto, (3.2.2) ainda vale se a continuidade de I(y)

for substituida pela condigdo de continuidade fraca, que sera definida adiante, (veja [12], pp. 194).

Teorema 3.2.5 Se {y,} € uma seqiéncia, em I, minimizante para o funcional I(y), com fungao limite

*

y*, e se I(y) € semi-continuo inferiormente em y*, entdo

I(y") = lim I(yn).

n—oo

Demonstragao: Por um lado,

I(y*) > lim I(y,) = inf I(y), (3.2.5)

n—oo ye

enquanto por outro lado, dado € > 0,
Iyn) = I(y") > —¢, (3.2.6)

se n é suficientemente grande. Fazendo n — oo em (3.2.5), obtemos

I(y*) < lim I(y,) +e¢

T n—oo
e fazendo ¢ — 0, temos

I(y*) < lim I(yn). (3.2.7)

n— oo

De (3.2.5) e (3.2.7) segue-se o resultado. [ |

Este Teorema simplesmente assegura que semi-continuidade do funcional I(y) em y*, implica legiti-

midade do limite de {y,}.

3.2.3 O método de Ritz e o método das diferencas finitas

Primeiro descreveremos o método de Ritz que é um dos mais usados em problemas variacionais diretos.
Suponha que estamos olhando para o minimo de um funcional I(y) definido sobre algum espaco de fungoes
&, que por simplicidade, suponhamos um espago linear normado. Se {y,} é uma seqiiéncia de fungdes

x Cx

em S, e se S, é o subespago n-dimensional de & gerado pelas n primeiras fungoes de {p,}, isto é, o

conjunto de todas as combinacéGes lineares da forma

a1p1 + -+ Qnpn, (3.2.8)
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onde, a1, -, a, € R. Entdo, sobre cada subespaco S, o funcional I(y) conduz & uma fungao
I(a1p1 + -+ + Qnipn) (3.2.9)
de n variaveis aq, - - -, Q.

Em seguida, escolhemos a1, - - -, &y, de tal modo que minimize (3.2.9). Denotemos o minimo por p,, e
o elemento de S, onde o minimo é atingido por y,. (Em principio, este é um problema mais simples do
que o de encontrar o minimo do funcional original I(y), pois estamos, agora, lidando com um subespagco

de dimensao finita). Claramente, u, nao pode aumentar com n, isto é, devemos ter

H1 2> po 2
pois se A C B, entao in£1 1> ing 1. Como toda combinacao linear de 1, - - -, , é automaticamente uma
ye ye
combinacgao linear de 1, - ¢y, Pn+1, cada subespago da seqiiéncia I, g, - - - esta contido no préximo.

Definicao 3.2.6 A seqiiéncia {¢,} € dita ser completa (em ) se dada qualquer y € I e qualquer € > 0,

existe uma combinagdo linear n, da forma (3.2.8) tal que

[ —yll < e

onde n depende de €.

Agora, no préximo Teorema, daremos condigoes que garantem quando a seqiiéncia {y,} é uma
seqiiéncia minimizante.
Teorema 3.2.7 Se o funcional I1(y) € continuo em 3, e se a seqiiéncia {v,} € completa, entio
lim p, =p
n—oo
onde p = inf I(y).
ye

Demonstragao: Dado qualquer € > 0, seja y* tal que

I(y*) < p+e,
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(um tal y* existe para todo € > 0, pela definigdo de u). Sendo I(y) continuo,
I(y) —I(y*)| <e (3.2.10)

contanto que ||y — y*|| < 6 = d(¢). Seja 1, uma combinagdo linear do tipo (3.2.8) tal que ||n, — y*|| <
0. (Uma tal seqiiéncia 7, sempre existe para n grande pois {¢,} é completa). Além disso, seja y,
uma combinacdo linear da forma (3.2.8) para qual (3.2.9) assume seu minimo. Entdo usando (3.2.10),
encontramos que

1< I(yn) < I(nn) < p+2e.

Como ¢ é arbitrério, segue-se que
lim I(y,) = lim p, =p
n—oo

n—oo

provando, assim, o Teorema. [ |

Comentarios:

(A) A idéia geométrica da prova é a seguinte: Se @, é completa, entdo todo elemento no espago de
dimenséo infinita S, pode ser aproximado arbitrariamente de perto (isto é, a aproximagao nao é grosseira),
por um elemento do espago de dimensao finita 3, (para n bastante grande). Se y* é um elemento de &
para o qual I(y*) = u e seja ¥, € S, uma seqiiéncia de fungdes convergindo para y*. Entdo y; é uma
seqiiéncia minimizante, pois I(y) é continuo. Embora esta seqiiéncia minimizante néo seja extruturada
sem os conhecimentos anteriores de y*, pode-se mostrar que a nossa construgao explicita da sequiéncia
Yn, € tal que, podemos pegar valores de I(y, ) arbitrariamente préximos de I(y.), e assim, esta seqiiéncia

é minimizante. (Veja [12], pp. 196).

(B) A velocidade da convergéncia do método de Ritz para um dado problema variacional obviamente
depende do problema e da escolha da seqiiéncia ¢,. No entanto, veja ([12], pp. 197), que em muitos
casos, combinagoes lineares envolvendo apenas um numero pequeno de fungoes ,, é suficiente para dar

totalmente uma aproximacao satisfatéria para a solucao exata.

Agora descreveremos outro método envolvendo uma seqiiéncia de aproximagdes de &, por aprox-
imagoes de espagos de dimensao finita. Este é o método das Diferencas Finitas que ja foi estudado na

Secao 2.4, onde fizemos uma conexao com as equagoes de Euler-Lagrange.
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O problema de encontrar um extremo para o funcional

b
I(y) = / F(x,y,y")dz, y(a)=A4, y(b)=DB (3.2.11)

pode ser aproximado pelo problema de encontrar o extremo de uma fungao de n varidveis, obtido como

segue: Dividamos o intervalo [a,b] em n + 1 sub-intervalos iguais introduzindo a parti¢ao
To = avmla"'axn-i-l = b
e substituimos a funcao suave y(x) pela linha poligonal com vértices

(anyO)v (xlvyl)a Ty (xnvyn)7 (xn+17yn+1)v

onde y; = y;(x;), entdo (3.2.11) pode ser aproximada pela soma

=0

(2

que é uma funcdo de n—varidveis. (Lembrando que yg = A e y,y1 = B sao fixos.) Se para cada n
encontrarmos a linha poligonal minimizante de (3.2.12), obtemos uma seqiiéncia de solugdes aproximadas

para o problema variacional original.

3.2.4 Minimizagao basica

Apresentaremos nesta Subsegao um resultado que resume o método direto usado em problemas varia-
cionais. De acordo com [8], este método surgiu por volta da segunda metade do século XIX e os primeiros

matematicos a estuda-lo foram: Hilbert, Lebesgue, Tonelli e Weierstrass.

Consideraremos & como um espaco de Hilbert.

Definicao 3.2.8 Uma seqiiéncia y, em S converge fracamente para uma func¢io y € < se (yn,h) —

(y,hY, para toda h € S, onde {,) denota um produto interno em 3.

Definicao 3.2.9 (a) Um funcional I : & — R € dito ser fracamente continuo se

I(y) = Tim I(yn),

n—oo
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sempre que Yy, — Yy, fracamente, quando n — oco.
(b) Um funcional I :  — R ¢é dito ser fracamente semi-continuo inferiormente se
I(y) < liminf I(y,),
n—oo

sempre que Yy, — Y, fracamente, quando n — 0.

(c) Um funcional I : § — R € dito ser fracamente semi-continuo superiormente se

I(y) > limsup I (y,),

n—oo

sempre que y, — vy, fracamente, quando n — oco.

Com estas defini¢oes como em [8], temos os seguintes Lemas:

Lema 3.2.10 A bola fechada Br(0) C S € fracamente compacta, isto é, dada uma segiiéncia y,, com

llynll < R, existem uma subseqiéncia yn, € y* com |y*|| < R, tal que yn, — y* fracamente.

Demonstragdo: Veja ([3], pp. 43). [ |
3

Lema 3.2.11 A norma N(y) = |ly|1 = {fOT |y(t)|2dt+f0T \y(t)|dt} sy € HY, é um funcional fraca-

mente semi-continuo inferiormente.

Demonstragao: Basta combinar o Teorema de Sobolev com o Lema de Fatou e, usar o fato que, toda

seqiiéncia {y,} de H', é continua e est4 definida num compacto. [ |

Lema 3.2.12 Dada uma funcdo continua f : R — R, e seja I : H* — R, dado por

I(y) = / Fy(t))t,

Entao, I € um funcional fracamente continuo.
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Demonstragao: Seja y,, uma seqiiéncia em  convergindo fracamente para y. Entao, sendo y,, definida

num compacto e f continua, temos que f oy, converge fracamente uniformemente para f oy. Assim,

T

T T
lim I(y) = lim | flya(t))dt = / lim f(ya(6))dt — / Fu(t)dt = 1(y).

n—oo n—oo 0 n—oo

Teorema 3.2.13 (Minimizag¢do Bdsica) Seja S um espago de Hilbert e assuma que um dado funcional

I1:3—>R ¢

(a) Coercivo;

(b) Fracamente semi-continuo inferiormente.

Entdo, 1(y) tem um minimo, isto é, existe yo € S, tal que I(y) > I(yo) para todo y € 3.
Demonstragao: Usando a coercividade do funcional I(y), escolhamos R > 0, tal que I(y) > I(0)

para todo y com ||y|| > R. Entdo podemos restringir nossa atengio para as bolas fechadas Br(0) C S.

Comegamos afirmando que o infimo

p = inf I(y)
yey
é finito. De fato, se lim I(z,) = —oco para alguma seqiiéncia z,, em Bgr(0) entdo pelo Lema 4.2.10, existe
n—oo
2* € Br(0) e uma subseqiiéncia z,,, tal que
Zny, — 2

fracamente. Pela semi-continuidade fraca de I(y), chegamos na conclusao absurda que

I(z*) < liminf I(z,, ) = —oo.

k—o0

Logo,
Ily) > p>—o0, Vyes (3.2.13)

Agora, seja y,, uma seqiiéncia minimizante para I em Br(0), entdo
lim I(y,) = p.

n—oo
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Novamente, usando a compacidade fraca da bola dada pelo Lema 4.2.10, existe yo € Br(0) e uma sub-
seqiiéncia yy,,, de y,, tal que y,, — yo fracamente. E pela semi-continuidade inferior de I(y), concluimos

que

logo, I(yo) = p e
I(y) > I(yo), Yy €S.

Em vista de (3.2.13), o Teorema estd demonstrado. [ |

3.3 Sistemas envolvendo forca forte e forca fraca

Considere o seguinte funcional
!
I(z) = / [§|aﬁ’(t)|2 V()| dt, (3.3.14)
0
onde V = V(x) é um "potencial” correspondente & um sistema dindmico conservativo
mz"” = -VV(z), (3.3.15)

comz € RV — S V:RN —§ = Réde classe C!, onde S é o conjunto das singularidades de V.
A seguir apresentaremos dois novos conceitos, o de forga forte e o de forca fraca, que foram introduzidos

por Gordon em [13].

Definicao 3.3.1 Dizemos que o potencial V, que tem S como conjunto das singularidades, satisfaz a
condicao de forga forte se, e somente se, existe uma funcdo U e uma vizinhanca N de S, tal que

(i) U(x) — —o0; (i) V(x) < —|VU(z)% (F.F.)

para todo x € N — S, com x — S.

Defini¢ao 3.3.2 Se o potencial V de (3.3.15) satisfaz a condi¢io (F.F.), dizemos que (3.3.15) € um
sistema envolvendo forga forte. Caso V ndo satisfaca a condigao (F.F.) dizemos que (3.8.15) é um

sistema envolvendo forga fraca.
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Exemplo 3.3.3 O potencial V : RY — {0} — R, dado por V(x) = *ﬁv com S = {0}, satisfaz a
condigdo (F.F.).
De fato, basta considerar a fungdo U dada por U(z) = log|z|. Logo, quando |z| — 0, temos que

U() = logla| — —o,

V() = # _ [VU(@)P

Exemplo 3.3.4 O potencial V : RN — {0} — R, dado por V(z) = —‘?ll, com S = {0}, nao satisfaz a

condi¢io (F.F.), (ou seja o sistema (3.3.15) correspondente é um sistema de for¢a fraca).

De fato, ja no caso unidimensional, x € R, nao existe fungao U satisfazendo as duas condicoes de (F.F.).

Com efeito, considere U satisfazendo a segunda condicao de (F.F.), entdo

1
VU ()] = [U"(2)* < Tl

supondo x > 0 e integrando ambos os membros da ultima desigualdade, obtemos

[N
S

22 <U(zx) <

DN | =
8

1
2
Logo, quando z — 0, temos que U(z) — 0, contradizendo a primeira condigdo de (F.F.). Para < 0,

chega-se a mesma contradigao.

Observagao: Os Exemplos 4.3.3 e 4.3.4, sao casos particulares do resultado geral que afirma que o
potencial gravitacional
1

Jaf

Viz) =

satisfaz a condigao de (F.F.) se, e somente se, a > 2, (veja, [10] e [13]).

Assumamos que o potencial V' tem a forma

Viz)=— > [f(ry),

1<i<j<N
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com 1;; = |x;—x;|, e onde a funcdo potencial de dois corpos f(r), sendo r = r;;, é uma fungao diferencidvel
nao positiva de r > 0, a qual explode quando 7;; tende a 0. O potencial é dito Newtoniano quando f = 7,

para alguma constante positiva c. Assim,
VRN -5 - R”

e S = (conjunto das singularidades de V'), ou seja, Q = U ;;, sendo
,J

Qij:{TGRQN : Ti:T‘j}.

Se colocarmos a hipétese adicional de que existem constantes positivas ¢ e § tais que

flr) =

slo

)

sempre que r < 0. Temos que V satisfaz a condigdo de forca forte e o sistema (3.3.15) é um sistema

envolvendo forga forte.

Assumindo as condigoes acima temos o seguinte resultado

Proposigao 3.3.5 Se V' é um potencial como acima, entdo qualquer caminho com colisdo, de (3.3.15),

tem agdo integral infinita (ou seja o funcional dado por (8.3.14) explode).

Demonstragao: Suponha que o caminho sofre uma colisdo com as massas m; e m; colidindo num
N

tempo t. € R. Escreva r por r;; = r; —r;, e chame M = g m;. Afirmamos que a energia cinética

i=1

N m
T=> <l
L 2

1=1

da acdo integral satisfaz
T> m;m; o mq;m;

L ‘/2_ /2: N2
> =) = LG = RGP

m;m;

AM

onde k =

De fato,

Ty — ’I‘j|2 = <Ti — T’j,TZ‘ — ’I‘j>,
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derivando ambos os membros da tltima expressao e usando a desigualdade de Hélder, temos

ri —rjl" < |ri — 15l

entao
mim;(ri —ri')* < mgmglr; = 7))
= mymy[|ri? + |75 ? = 2(r] = r))]
< mmy[|rif? + |rj1* = 217 |rj]
< mmylril? + mamy|r|?
N N
< Z mimj|7“£|2 + Z mimj|rg‘|2
i,j=1 1,5=1
N
= 2MZmi|T§\2
i=1
= 4MT.

0 que prova a afirmagao.

Desde que z é continua, temos que r(t) < § para algum intervalo |t — t.| < . Da condic¢ao de forga

forte, temos que —V > -5 sobre este intervalo. Assim a Lagrangiana satisfaz

_ 2 c
Usando o fato que a® + b2 > 2ab, temos que
,r,/
L >2Vke—
r

para t € (t. —¢,t. + €). Mas,
= |Inr(t2) — Inr(ty)|,

ta .1
/ Zat
t1 r

e r(t.) = 0. Disto concluimos que a agdo parcial

tete
/ Lat
t

diverge logaritmicamente quando t — t., e assim a acao da érbita de colisao € infinita. [ |

Observagao: Como vimos no Exemplo 4.3.4, a condicao (F.F.) exclui o caso gravitacional



Assim como neste caso, para sistemas gravitacionais envolvendo forca fraca nao se pode esperar uma
familia minimizante x,, que se acumule longe da singularidade S. Logo, passando o limite com n — oo,
podemos obter uma solucao T que possivelmente intercepta S. Chamaremos tais solugoes de solugoes
continuadas, para distinguir das solugoes regulares que estdo no dominio no qual V' é regular. (Esta

terminologia nao tem haver com regularizacao de varidveis).

3.4 Mais sobre coercividade e potenciais envolvendo forcga forte

Consideremos o seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordinérias de segunda ordem
—muzy (t) = Vi, V(zo(t), -+, xn(t)), (3.4.16)

onde assumimos que V : R?Y — {0} — R, V € C? (R* — {0};R), V() < 0 para todo = em R*" — {0}

e V(x) — —o0, quando |z| — 0.

Introduzindo a Lagrangiana

N
1 !
L(y.y') = §Zmz‘|y¢\2 —V(yo,--,yn)- (3.4.17)

1=0

Fagamos a seguinte mudanca de coordenadas
T =yi— Yo, (i=1,---,N)

e defina a nova Lagrangiana £ como

N

1 1 . -

Lla,a') = 5 Y milal = 5 :mj\?ﬂ (@, 2}y = V(zr, - zn), (3.4.18)
i=1 ij

onde V denota o potencial V na nova coordenada.

Comentéario: A mudanca de cooredenada feita acima bem como a mudanca de Lagrangeanas serao

justificadas na Segao 4.2.1 do Capitulo 4.
Definamos, agora, o seguinte conjunto:

A ={ae H'(SYR*—{0}) : grau(a) =k},
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onde para o : S — R? — {0} ~ S, o grau(a) = k € N significa que o é uma curva fechada que fecha

apés dar k voltas em torno da origem.
Seja, agora,

A(k1 _____ kn) :{1‘:(1'17~-~,$N) GAkl X ooe- XAk:N : xj(t);éxi(t) Vt6817 VZ#]}

Definamos o funcional f: A, . ry) — R por

f(ml,---,a:N):/O L(z1(t), -, zn(t))dt (3.4.19)

Entao temos o seguinte Lema

Lema 3.4.1 Seja f como em (3.4.19) e L dada por (3.4.18). Entdo f ¢ coercivo sobre Ay,

.....

Demonstragao: De fato, usando a relacao

1
(x},2}) = §{|x§|2 + |25 = |2 — 27,
temos
m;m.; m;m; 1
ZW poym ) = Zm,u 2= 37 TR (el = alf? o+ [P + 125 )
i,5=1 @,j=1
m;m; 1 N m;m;
= Zmz|$ *-5 Z #WHQ D) Z #VUHQ
1,j=1 5,j=1
+ 3 Z mim;|a; — a2
ij=1
Assim,

N
mM;m; m;m; 1 m;m;
DUEIED DRI WIS DL IR o

3,7=1 1,5=1 3,7=1

mez - *Z*I {12 (M —mo)

=1 i=1
1Nm
- g2yl m
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donde

Zmzlx -

= Zml\x \2—1—2
_ Z (W) mila)?,
=1

m;m
> A (@) >

1,j=1

N
0
WZ |$§|2~

Usando esta desigualdade e o fato de V' < 0, obtemos

f(xh...

7xN)

v

Y

>

onde m* =
1<i<

[/
78

N

(t))dt
m;m;
zmlw > ) -
1<i,j<N
Zmiwf > el ag) | de
i=1 1<i#j<N

T
ml/ || 2 dt
0

T
mo m*Z/ ‘l‘;lQ,
=170

min {mz} Segue-se, entao que

m*
flxe, - zNn) > m”ﬁclniz-

Mas, para todo x € Ay com k # 0 temos que

]l < sup

(1) — ()| < VT |||z

t,s€[0,T]

i [*(mo — M)

V(xl, -

,(L'N) dt

(3.4.20)

(3.4.21)

De fato, quanto a primeira desigualdade, note que sendo x um elemento de Ay, temos que para todo

t € [0,T)] existe um 7 € [0,1], tal que a reta em R? determinada por z(t) e 2(7) passa pela origem e deixa

x(t) e x(1) em ”lados opostos”com relagdo a origem. Assim,

[zl|lzoe = sup |z(t)] = |z(to)| < |x(to) — x(70)| < sup

t€[0,T]

t,s€[0,T]
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quanto a segunda desigualdade, temos que sup |x(t)—z(s)| = |z(to)—x(s0)|, sem perda de generalidade

t,s€[0,T]
podemos supor sy < tg, assim,

<

sup |x(t) — z(s)| = [z(to) — z(s0)| =
t,s€[0,T]

/OT 1.2/ (r)dr

to
/ 2/ (r)dr

usando a desigualdade de Holder, obtemos

sup |z(t) —z(s)| < \/THx’HLz.
t,s€[0,T]

Além disso,

lz]lze < VT||z] pox

Com efeito,
1 1
T 2 T 2 L
2 2 2 2
ez = / w()2dt | < / lel3mdt | = (Tlzl3e)? = VT
Logo,
Iz = /]2 + 2
< o'l + Tl
< Q4T P

Esta tltima desigualdade combinada com (3.4.20), implica que f é coercivo sobre Ay,

.....

k; # 0 para todo 1.

De fato,

||.73HH1 — 00 = HJI/”Lz — 0.

Portanto, (3.4.20) implica a coercividade de f.

ky) desde que

Observacao: E possivel provar que o Lema acima continua vélido, quando substituimos A, . xy) pelo

subespaco linear de H', A, onde

AO = {x— (.’ﬂl,"‘,xN) LT GHI(SI;RQ), e x; <t—|—:§) ——l'i(t)},
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pois, basta observar que se x € Ag, temos

[z(®)] =

IN
N | =
=
—
r\

+
wlS

B

—

w
~—
s

QU

V)
—

IA

entao

T
2|7 < 5= lla’llz2,

que é uma estimativa semelhante a (3.4.21).

Lema 3.4.2 Considere o conjunto
A={z=(z1,,zn) r 2, € H (SHR? — {0}) : zi(t) # x;(t)Vt, Vi # j}.
cuja fronteira € dada por
ON = {z = (z1, -, 2n) : x; € H' (SHR? —{0}) : 2;(f) = x;(T) para algumt € S*, ei # j}.

Entao se (F.F.) vale, tem-se que f : A — R, dado por

T[4 N
f(xl(t),--wxzv(t)):/o [2Zmi|x;|2_V(xl(t)a"'va(t)) dt

satisfaz

f(z1,-+,xn) — o0, quando (x1,---,xn) — OA.

Demonstragao: Como hi (F.F.) existe uma fungao U tal que, quando = — 9A
—V(z(t)) > |[VU(z(t)|* e U(z) — —oo.

Defina ¢ : [0,T] — R, por
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entao
g'(t) = (VU(x(t)), 2’ (t))-
O funcional f é dado por

T[4 N
f(xl(t),---,xzv(t))=/o l2meél2—V(xl(t),-~-,xzv(t))] dt.

Para facilitar os cdlculos vamos supor m; = 1 para todo i € {1,---, N}. Logo,

Faa(t). - an(t) = / 31O - Vet d

[ [aor v a,

onde t é algum valor de ¢ no qual ocorre colisao. Usando a hipdtese de forca forte, temos

Y

Far(thean) = [ SISO + [FUO)P)

como a? + b? > 2ab, temos

flaa(t),---an(t) = \@/0 12" (ONIVU (2())]dt,

usando a desigualdade de Cauchy - Schwartz, temos

Far(t)-an(t) > V2 / e 2(0)))dt
> ﬁ/0< 2 (), VU (z <>>>dt\.
Como (2/(¢t), VU (z(t))) = ¢'(t), temos
f@(t), - an@) > V2 /0 g’(t)dt‘
= V2 li_)rr%g( )’
= V2|l Ua(o)
lim U (2(1)) — —oc,
temos que
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3.5 Ponto critico de um funcional e propriedades

Considere o sistema mecanico de equagoes diferenciais
—mx} (t) = Vi, V(z1(t), -, an(t) = Vg, V(z(t), (i=1,---,N), (3.5.23)
onde, V : R?2N — § — R, é de classe C!, sendo S o conjunto das singularidades de V.

Seja
N m;
Ha),2/0) = X O~V @0, aw(©)
Consideramos H' = H' ([0, TY; RQN) , 0 completamento de C* ([07 TY; RQN) . Defina o funcional I : H' —
R, por
T
I(z) = / L(x(t),2'(t))dt. (3.5.24)
0
A diferencial de I em x, §I(x) : T,H* = H' — R é dada no sentido cldssico por

SI(xz)-h = /O<Lx(t),h(t)>dt+/o (L (t), B (t))dt
T T
= /0<(m1x’1(t)7--~,me9v(t)>,(h’1(t),---7h§v(t))>dt—/0 (VV(z(t)), h(t))dt,

onde h € H', T, H' denota o espaco tangente de H' no ”ponto”z e entende-se h como um campo vetorial

tangente ao longo da curva z(t), com t € [0, T].
Usando integracao por partes na segunda integral da tltima expressao, obtemos
t
= / Zml )b (t)dt +/ [/ Ve, V(zi(s),-- -,xN(s))ds} W (t)dt + C,
0 — LJo
ou equivalentemente
T N t
= / > [mix;(t) + / Vo, V(x1(s),- - ,xN(s))ds} Ri(t)dt + C, (3.5.25)
| — 0
onde C' é a constante obtida na integracao.

Comentario: O espaco H' pode ser visto como uma variedade de dimensdo infinita e como H' é um

espago vetorial, tem-se a seguinte identificagao
T,H' = H',
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para todo x € H'. Esta identificacdo também ocorre em todo € A, desde que A seja um aberto de H'.

Para mais detalhes sobre variedades de dimensao infinita (veja, [18], pp. 26).
Definicao 3.5.1 Dizemos que x € H' é um ponto critico de I em H', se
6I(z)-h =0, para todo h € T,H = H".
Seja r um ponto critico de I em H!. Escolhendo, de forma conveniente, as fungoes (h;)’'s em (3.5.25),

obtemos que

m;x}(t) + /0 Ve, V(zi(s), -+, zn(s))ds + C = 0. (3.5.26)

Teorema 3.5.2 (Regularidade do ponto critico:) Seja I : A C H' como em (3.5.24). Suponha que
o suporte de I estd no conjunto onde V € de classe C1. Entdo os pontos criticos de I|5 sio de classe C*

e, logo, satisfazem a equagdo (3.5.23).

Demonstragao: De (3.5.26), temos
t
miz;(t) = / —V,V(z1(s), -+, xn(s))ds — C.
0

O integrando acima tem sentido, j& que x estd em H', logo continua, e V é C!. Assim, deduzimos que
a}(t) tem como derivada —-1-Vz;V(2(t)) que é continua, pois V é de classe C''. Portanto x é de classe

C?, e conseqiientemente satisfaz (3.5.23). [ |

Comentdrio: Entende-se por suporte de um funcional I : A ¢ H' — R, o conjunto

{zr e : I(z)#£0}.

Observagao: Do Teorema de acima e de (3.5.26) segue-se que, todo ponto critico de I em H' deve

satisfazer as equacoes de Euler-Lagrange, isto é,

I (o) = [ 2 ate). o )it +C

i to Oz;

onde C' é uma constante.
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Comentario: Este Teorema poderd sempre ser aplicado a funcionais definidos por (3.5.24), que quando
restritos a subconjuntos A C H', tenham suportes fora do conjunto das singularidades (colisiao) do
potencial. Um exemplo tipico onde isto ocorre é quando I esté definido sobre o conjunto A, ... k), que

serd trabalhado no préximo capitulo. Para subespacos lineares de H', como AZN , veja [5].

Definicao 3.5.3 Definimos o gradiente do funcional I, V°I, da sequinte forma

(VI(x),h)o = 6I(x) - h, para todo h € H.

Observacgao: Se I : H' — R, é dado por

temos

(VI(z),h)o

T T
/ (! (8), 1 (1)) dt — / (VV ((t)), h(t))dt
0 0
(x’, h’)o —(VV(z),h)o.

Comentario: Por simplicidade denotaremos o gradiente de I, apenas por VI.

Proposigao 3.5.4 Seja A C H' um aberto. Entdo os pontos criticos de I|5 sdo os mesmos pontos
criticos de I sobre H'.
Demonstragao: Seja z um ponto critico de I|5. Entao

0I(x) : T,A — R

satisfaz

5I(z)-h =0, Vh € T,A.

Mas, T,A = H', ji4 que A é um aberto de H'. Logo, os pontos criticos de I|5 coincidem com os pontos

criticos de I sobre H!. ]
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Proposicao 3.5.5 Seja A C H' um subespaco linear de H', entdo x, ponto critico de I|, é ponto critico

de I em H' se
§I(z)-v=0, Vve At
Demonstragao: O espago tangente de A em x se identifica com A. Assim,
oI(z): A —R.

Por outro lado

H=A®AL

Sendo z ponto critico de I],, entdo para todo h € A, temos
0I(x)-h=(VI(z),h)o=0.
Assim, para x ser, também, ponto critico de I em H' é necessirio apenas que

§I(x)-v=0, VveAt

Corolario 3.5.6 Seja

2

Ao = {x: (z1, -, an) t 2 € H (SHR?) @ oy (t+ f) z—xi(t)}.

Coloquemos a sequinte hipdtese adicional sobre V

entdo se x € ponto critico de I|a,, (x € Ag), temos que x serd ponto critico de I sobre H*!.

Demonstragao: Primeiramente, notemos que de (3.5.27), temos que
VV(-z) = -VV(z).

Seja z um ponto critico de I sobre Ag, como x € Ay, temos

© (t + Z) = —a(t).
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Temos ainda, 6(z) : TyAo = Ag — R, e
T T
1) -h = [ (s (0 mya (), (0. Ky Ot~ [ (V) ho)
0 0
= (VI(z),h)o.
Tome y(t) =z (t+ L) = —=(t), isto ¢, y € Ao. Entdo,

(VI(=x),h)o = 6I(y)-h,

mas, por outro lado para toda h € Ay, temos

T T
51(y) - h = / (magy (£), - vy (6)), (R (1), - i (£))) dt — / (VV (1)), h(t))dt

- / (madh (1), mahy(£)), (R (1), By (6}t + / (VV (@ (), h(t))dt

0

T T
—{ [ omat @, omyaty 0), 00, 0t~ [ <vwx<t>>,h<t>>dt}
0 0
—<VI(J})7 h>0

Dali, obtemos

(VI(=z),h) = —(VI(z),h), ¥ h € Ao,

0 que implica

VI(-z) = —VI(z), em Ao.
Assim, se y(t) = VI(z(t)), entdo
y (t + %) = VI (a: (t + %)) = VI(—a(t)) = —VI(z(t)) = —y(t),

ou seja, VI(z) € Ag. Por outro lado,
H'= Ao @ A7

Logo, se h € H*, h = hg + h*, com hg € Ag e ht € Ag. Dai

(VI(z),h)o = (VI(x),ho)o~+ (VI(z),h")o =0

Portanto x é ponto critico de I sobre H'.
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Observagao: O Coroldrio acima pode ser estendido para funcionais I| AN onde

AN ={(z1, - an) ¢ x; €H' (SHR?), ai(t) # x;(t), Vt € SY, Vi # j,
T
x; (t+ 7) = Razay(t), Vit i=1,---,N}
onde Ry € SO(2). Para isto sdo extremamentes importantes os seguintes fatos: O conjunto A}¥ é aberto

em Asz e por sua vez Asz ¢é um subespaco linear de H', onde

T
AQT." :{(xl’...7,’L‘N) LT e H! (Sl;RQ),fL'Z‘ (t+ T) :Rz%mi(t),vti:l,...’]\]}.

Veja [5].
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Capitulo 4

Aplicacoes a Mecanica Celeste

Neste capitulo aplicaremos os conhecimentos adquiridos nos capitulos anteriores para mostrar que
as solugoes periddicas elipticas do problema de Kepler minimizam a acao integral de Hamilton e para
encontrar solugoes periddicas sem colisao em problemas planares do tipo N-corpos. Seguiremos os artigos
(Symmetries and noncollision closed orbits for planar N-body-type problems, de (Bessi and Coti Zelati,
1991), Periodic solutions for N-body type problems de (Coti Zelati, 1990), A minimizing property of
Keplerian orbits de (Gordon, 1975).

4.1 Uma propriedade minimizante das érbitas Keplerianas

Nesta Sec¢ao, mostraremos que as solugoes periddicas elipticas de periodo T do problema de Kepler na
verdade minimizam a acdo integral de Hamilton. Seguiremos o artigo A minimizing property of Keplerian

orbits de (Gordon, 1977).

4.1.1 Formulacao do resultado principal
Denotemos por %(T') o conjunto de todos os “ciclos” = z(t) no plano R? que sdo absolutamente

continuos, tem derivadas L? definidas quase sempre, e que circundam a origem mas nao a interceptam.

Entao, temos o seguinte Teorema, formulado por Gordon, (em [14]).
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Teorema 4.1.1 Seja T um mimero real positivo fixro mas arbitrdrio, e seja Seja I : H' (Sl;R2) —R,a

agao integral (o funcional), definida(o) por

I(z) = /OT B|w’(t)|2 + @] dt (4.1.1)

correspondendo ao potencial V(x) = —ﬁ. Entao a restrigio de I a X(T) tem seu valor minimo numa

solucao eliptica T-periddica da equacdao Kepleriana de movimento

1 T

para a qual T € o periodo minimo.

Antes de fazer a demonstracao deste resultado faremos alguns fatos preliminares muito importantes.

4.1.2 A acao integral para solugoes continuadas

E bem conhecido que uma solucdo de classe C? para (4.1.2) é periédica se, e somente se, ela tem

energia total negativa (H = 1|z

/|2 1
2

- m), e que a energia total H, o perfodo T e a acdo integral I (o
funcional dado em (4.1.1)), est@o relacionados. De fato, para solugdes com periodo minimo T, temos o

seguinte Lema

Lema 4.1.2 Para as solugoes T-periddicas circulares de (4.1.2) temos

T= (2*%) (H)" %, (4.1.3)

ol
ol

I = (3m)(2m) "3 T3, (4.1.4)

Demonstragao: Seja v uma solugao T-periédica circular de (4.1.2), da forma

onde a é oraioe T = %’r Derivando duas vezes a expressao de 7y, obtemos as expressoes
’yl(t) — iawezwt e "}/I(t) — 7aw2ezwt’

usando o fato de « ser solucdo de (4.1.2), temos

_aw267,wt _ _7€’Lwt
a2
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donde,

adw? = 1. (4.1.5)
A energia é dada por
H = 1c12 2_1
2 a’
entao
1 1
- =, (4.1.6)

ad 13
(—2m)°
assim, substituindo (4.1.5) na expressdo da energia, temos

1
H=——.
2a

Daf usando (4.1.5) e (4.1.6), obtemos
I=1I(yt) = /O Ba%ﬂ + 1] dt = % (§> T = g (—H)T = 3(1) ° (m)° (m)° .

3 (T)
@) ()

que resulta na expressao (4.1.4). Além disso, substituindo w = (25) em (4.1.5), obtemos

2 2_ 1
T T a3

Wl

e, usando (4.1.6), temos

ou equivalentemente

T =mi e
Logo, .
=) 3 T

0 que conclui a demonstracao do Lema.

Um resultado andlogo ao Lema anterior obtém-se quando analisamos solugoes periddicas retilineas do
problema de Kepler, as quais devem-se ser estentidas da seguinte forma: a solugéo sai da origem (colisao)
e move-se ao longo de um seguimento (determinado pela velocidade inicial) e logo retorna & origem num
tempo T que corresponde ao periodo. E claro que tais solugoes s6 podem ser obtidas regularizando o

problema de Kepler.
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Lema 4.1.3 Para solugoes T-periddicas no caso retilineo as expressoes (4.1.3) e (4.1.4) sao vdlidas.

Demonstragao: Considere o sistema de equacoes diferenciais

1

= 5 z € R, (4.1.7)

onde o’ = %. Note que (4.1.7) é o caso unidimensional de (4.1.2). Fazendo a mudanga de coordenada
(que permite a regularizacdo da colis@o)

dt

x 1
— = — k= (—2H)2 4.1.
= =2 k= (-20) (1.18)

e usando o fato que em (4.1.7) a energia é conservada, podemos transformar (4.1.7) no sistema

T4+z= 72 (4.1.9)
no qual assumimos as seguintes condicoes iniciais
z(0) =0, ©(0) =0, (4.1.10)
onde b = %. A equagdo homogénea correspondente & (4.1.9) é
T+x=0 (4.1.11)

cuja solugao geral é dada por

x(1) = Acos(r) + Bsin(7),
considerando

A B
=A%+ B2 cosfly = ———, sinfg = ———
P 0T VAt B2 T VA B

podemos reescrever z(7) na forma
x(1) = pcos(fp) cos(T) + psin(y) sin(7).

Além disso, é de fécil verificacao que

x(1) = cos(T) + ¢

é uma solugdo particular de (4.1.9), desde que ¢ = 1%2 Logo, a solugéo geral para (4.1.9) é dada por
x(1) = pcos(t — Op) + cos(7) + =k
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Usando as condigoes iniciais (4.1.10), obtemos

1
p:1+ﬁa 990:71',

Portanto, a solu¢ao de (4.1.9) é dada por

x(r) = % [1 — cos(T)].

Fagamos F = E(7(t)) = 7(t), E assim definida, é a anomalia excéntrica. Escrevendo x na nova varidvel

FE, temos

z(E) = 5[l — cos(E)]. (4.1.12)

De (4.1.8), resulta

donde
t= %(E —sin(E)) = %(E(T) —sin(E(7)))
derivando implicitamente em relacao a t, obtemos
E = 7163 .
1 —cos(E)

Note que a solugao z tal que

2
N2
= 4+2H
(CL‘) x

satisfaz (4.1.7). Mas,

b1 , . sin(E)
2'(t) = e sin(E)E' = 1= cos(E)
entao,
22 g2 sin?(E) _ sin?(E)
(@) =k (1 —cos(E))? (1 —cos(E))2’

De (4.1.12), temos que x é uma solugao 2w-periddica na varidvel E. Mas, quando E = 7, sendo m metade

do periodo em E, temos que

¢ = T T
k327
onde % é a metade do periodo na varidvel ¢. Logo, sendo k = —2H > 0, temos
por_ 2 2m :l(_H)—%



Comentario: As dedugoes de (4.1.3) e (4.1.4) no caso de solugdes elipticas no caso geral sdo mais

complicadas, mas podem ser feitas usando o conceito de anomalia excéntrica, veja [4]. [ ]

Observagao: Seja x uma 6rbita periédica com periodo minimo T' e seja y uma Orbita periddica cujo
perfodo é £ (n um nimero natural). Entdo a érbita T-periédica obtida por repetir y n-vezes (z(t) = ny (1))

tem sua acao integral nl(y) e como conseqiiéncia de (4.1.4) ela tem a forma
nl(y) = n%I(x)

De fato,

nly) = n(3ﬂ')(27")7% <:)3 = n%(37r)(27r)7%T%

Conseqlientemente, a acao integral é minimizante em apenas tais solugoes T-periédicas para a qual T é

o periodo minimo.

Desejamos, agora, descrever as solugoes continuadas de (4.1.2) e calcular suas agOes integrais. A mais
simples solugédo continuada é um segmento de reta. A particula inicialmente em repouso no ponto @ # 0
desloca-se em dire¢ao a origem, alcangando-a em tempo t = % A particula entdo, inverte o percurso do
movimento, sobre a reta que contém OQ) até alcancar o ponto (), onde tera velocidade zero. Chamaremos

tais solugoes de um suporte de perfodo T. Note que a energia total neste caso é dada por H = —|0Q| .

Uma solugao continuada consistindo de dois suporte de periodos T e T cujo periodo total da trajetéria
inteira é dado por T' = T} 4 T3, pode ser descrita como segue: comegando em repouso, num ponto @1, a
particula desloca-se para a origem, onde emerge a um angulo arbitrario movendo-se para um ponto o,

onde tem velocidade zero. Em Q2 o percurso ¢ invertido e a trajetéria termina em Q1.

Mais, geralmente, uma solucado continuada T-peridédica pode consistir de um ntumero finito, ou enu-

meravel, de suportes de periodos T;, exigindo apenas que
o0
T = ZTl < 0.
i=1

Observagao: Note que podem existir solugoes x e ¥y, sendo x uma solugao que tenha um sé suporte

cujo periodo seja T e y seja uma solucao de varios suportes de periodo T3, tal que o periodo total de sua
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trajetéria seja Z T ="T.
i

Lema 4.1.4 Considere o funcional I definido em (4.1.1). Entre todas as solug¢oes continuadas de periodo

T, o funcional I tem sua minima ag¢do numa solucdo que consiste de um s suporte.

Demonstragao: Numa trajetoria T-periédica de suportes com periodos T;, cada suporte de periodo T;
1

tem, pelo Lema 4.1.3, uma agao integral igual a ¢(7;)3 , onde ¢ é a mesma constante dada em (4.1.4).

Denotemos por I, a acao definida numa solucao de varios suportes, e por I; a acao definida numa solugao

de um s6 suporte. Logo, sendo T = Z T;, temos

(2

1
3

L=eR i =o' S (7) ze@ X (F) =em? =1

%

o que conclui a demonstracao do Lema. [ ]

Observagao: Como a agao I e o periodo T sao relacionados do mesmo modo para érbitas regulares e

para oOrbitas continuadas consistindo de um s6 suporte, o Lema 4.1.4, tem a seguinte conseqiiéncia:

Lema 4.1.5 Para provar o Teorema 4.1.1 € suficiente mostrar que existe uma soluc¢ao xo T-periddica
possivelmente continuada satisfazendo

para todo x em X(T).

Demonstragao: E conseqiiéncia direta do fato que a expressao (4.1.4) se verifica tanto para dérbitas

regulares como para orbitas continuadas. [ |

4.1.3 Preliminares para a demonstragao do resultado principal

Para todo funcional I sobre H! e para todo niimero real c, seja
I‘={xeH": I(z) <c}.
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Lembramos que I é semi-continuo inferiormente em uma topologia se I¢ é fechado nesta topologia para
todo ¢ (veja [20], pp. 37). Neste caso I é limitado inferiormente e atinge seu infimo sobre qualquer
subconjunto que é compacto com respeito a esta topologia. Isto é conseqiiéncia do Teorema 3.2.5, e do

fato que toda seqiiéncia definida num compacto possui uma subseqiiéncia uniformemente convergente.

Lema 4.1.6 Seja I um funcional que é definido sobre um subespaco W de H', e suponha que para todo
niimero real ¢, o conjunto I° N W é compacto em H'. Entdo, I € limitado inferiormente e assume seu

infimo sobre W.

Demonstracdo: Como a topologia fraca de H' é Hausdorff, conforme Proposicio B.0.12, e como todo
compacto num espaco de Hausdorff é fechado, conforme Teorema A.2.1, temos que I¢ N W é fechado na
topologia fraca de H'. Logo, I¢ N W ¢é fechado na topologia fraca (relativa) de W, assim, I restrito &
W é semi-continuo inferiormente sobre W. Fixe um numero real ¢ tal que I¢ N W = (). Entao I assume
seu infimo sobre I° N W, ja que 1 N W é fechado na topologia fraca relativa de W. Em conseqtiéncia da

topologia relativa de W, o infimo de I sobre I° N W é o infimo de I sobre W. [ ]

Comentdrio: O Lema acima nos diz que para encontrar o infimo de I sobre H' é bastante estudar I

sobre W.

4.1.4 Demonstracao do resultado principal

Seja ¥* = X*(T') o espago de todos os ciclos T-periédicos = = x(t) de H! que circundam ou interceptam

a origem, e para o qual I(z) existe como integral de Lebesgue. Mostraremos que I|x~ assume seu infimo.

De acordo com o Lema 4.1.6, é suficiente mostrar que 1°NX* é um subconjunto fracamente compacto de

H' para todo ntimero real ¢, isto é, temos que mostrar que para todo ntimero real c,
(i) O conjunto I¢N X* ¢ limitado na norma H!,
(ii) O conjunto I¢ N ¥* é fechado na topologia fraca de H?!.

Demonstragao:
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(i) Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

=

T
I(z) = / o/ ()] dt <

T
T/o /(1)) dt] ,

onde [(x) denota o comprimento de arco da curva x entre ¢t = 0 e ¢ = T. Logo, referindo-se a (4.1.1),

temos que os elementos de ¢ sao uniformemente limitados no comprimento de arco.

De fato, para z € I = {x € H' : I(z) < ¢}, temos
I(x)/T [1|x'(t)2+ ! }dt<c
o L2 [z~

T
/ |2’ (t)|2dt < 2c.
0

entao,

Assim,

1
2

T 1
T /O ' (0)| dt] < [r2q%.

||| 2 < const||x’|| 12,

T
(z) = / &/ ()] dt <

Além disso, de (3.4.21) temos que

€ como

7 = llzlZz + 121172

segue-se que I¢N X* é limitado na norma H*'.

(ii) Seja {z,} uma seqiiéncia em I N T*que converge fracamente para algum = em H'. Entdo, z = x(t)
circunda ou intercepta a origem, pois convergéncia fraca em H' implica convergéncia em C°, (veja [13]).

Mostraremos, agora, que I(x) existe e que I(x) < ¢, ou seja, que x € I€.

Para cada n seja f,(t) = m e seja f(t) = ﬁ, cada f, pertence a L', pois I(x,) < oo. Isto

implica que o conjunto dos t para o qual z,(t) = 0 tem medida zero. Logo, f,(t) — f(t) quase sempre.

T T 1
f’rzdt:/ ——dt < I(z,) <c,
/ o T =10

ja que z, estd em I¢. Logo, pelo Lema de Fatou, segue-se que f pertence a L' e que

Também,

T T
/0 Ft)dt = /0 {liminf fn() dt<hm1nf / Fult) (4.1.13)

n—00 n—oo
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Agora, a convergéncia fraca de x,, para z no espaco de Hilbert H! implica que
|z]| g2 < limsup ||zp] g,
n—oo

conforme Proposi¢ao B.0.13. Logo,

IN

ll1Z2 + ll2'[1Z timsup {flen |72 + [l2/]172}
n—oo

lim sup {||a:n||2L2} + lim sup {||a:;l||2L2} .
n—oo n—oo
Mas, pelo Teorema de Sobolev x,, converge em C?, ou seja
172 = limsup {||zn |72} -
n—oo
Conseqiientemente,

['[[72 < limsup { [l [|72} - (4.1.14)

n—oo

) = T:c' 2 TL
I(z) = /0 |2/ (t)| dt+/0 o

T
|22 + / f(tydt,

Sendo,

por (4.1.13), temos
T
I(z) < ||2/||32 + lim inf {/ fn(t)dt}.
n—oo 0

Assim, usando (4.1.14), obtemos

I(x)

IN

T
limsup {||z’[|72} + lim inf {/ fn(t)dt}
n—00 n— 00 0

IN

T
limsup {||z’||72} + lim sup {/ fn(t)dt}
n— oo n—oo 0

T
- limsup{Hw'%z—F/ fn(t)dt}
n—oo 0

= limsupI(z,) <c.

n—oo

Logo, I assume seu infimo sobre I° N X*, o que completa a prova de (ii).

Seja z* um elemento de ¥* no qual I|s« assume seu {nfimo. Suponha que x* pertence a 3 = X(T).
Entao, * = x*(t) ndo intercepta a origem, assim, o mesmo argumento simples, dado na Segao 3.5, mostra

que z* é uma solugéo de (4.1.2), e que satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange para o funcional I.
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Suponha, agora, que x* = z*(t) intercepta a origem em certo tempo ¢. De acordo com o Lema 4.1.5,
para completar a prova, neste caso, é suficiente mostrar que z* = z*(¢) é uma solugao continuada de

(4.1.2).

O conjunto dos t para os quais z*(t) # 0 é aberto. Seja [a, b] algum intervalo fechado neste conjunto
aberto, [este intervalo fechado pode ser escolhido tal que x*(a) # 0 e x*(b) # 0]. Seja t — v(t) uma
aplicacdo suave definida sobre [a, b] e tomando valores em R? com v(a) = v(b) = 0. Agora, da propriedade

minimizante de x* segue-se que o arco
yi={a" =a'(t), a <t <b)

obriga minimizar a acao de I sobre o espaco dos caminhos y = y(¢) de H' que unem z*(a) & z*(b) com
tempo de transicao T' = b — a, e que podem ser deformado continuamente sobre o arco v sem interceptar

a origem. Logo em conseqiiéncia de (1.4.15) da Secao 1.4, temos

d o .
d—g[(l‘ +€v)|t:t0 =0

para todo tg em (a,b), e logo, x* = x*(t) satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange sobre o intervalo aberto
(a,b). Como isto é vélido para todo intervalo (a,b), nas condigoes descritas acima, segue-se que * é uma

solugdo continuada de (4.1.2), o que conclui a prova do Teorema 4.2.1. [ |

Observacao: Geralmente por operar na categoria dos espacos H' ndo introduzimos certas complicacdes
sobre este argumento classico. Normalmente, deve-se mostrar que o caminho minimizante é suficiente-

mente regular antes de poder estabelecer que ela satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange. (Veja [12] e

[13]).

4.2 Existéncia de solucoes periodicas sem colisao em problemas
planares do tipo N-corpos

Nesta segao, usaremos métodos variacionais para encontrar solugoes periddicas sem colisao em proble-
mas planares do tipo N-corpos (isto é, em problemas cuja funcao potencial satisfaz as condigoes (V1)-(V4)
abaixo). Seguiremos os artigos Symetries and noncolision closed orbits for planar N-body type problems,

de (Bessi and Coti Zelati, 1991) e Periodic solutions for N-body type problems de (Coti Zelati, 1990).

85



4.2.1 Preliminares

Consideremos o seguinte sistema de equacgoes diferenciais ordinérias de segunda ordem
—mgy; (t) = VyV(yo(t), -+, yn (1)) (4.2.15)

Onde assumimos as seguintes hipéteses sobre V : R2NV+D L R,

0<iZj<N

(Vz) ‘/ij € 02(R2 - {O}’R)a para todo ia ] € {17 o 7N}7 ( # j7
(V3) V;;(§) — —o0, quando |¢| — 0, para todo ¢, j € {1,--- N}, i # j, £ € R2 — {0},

(V4) V(yo---,yn) <0, para todo (yo,---,yn) € RZNFL,

N

Assumiremos, também que m; > 0, para todo i, e faremos M = E ms.
i=0

Observagao: A funcdo potencial do problema dos (N + 1)-corpos é dada por
yoo Yy
0<i<j<N [Yi = v

e claramente satisfaz as propriedades (V1)-(V4). De fato,

mim; __ m;my m;m; - 1 mgm;
(V,l) Como lyi—yil — lyi—y;1° temos — Z |y _ y| - 75 Z ‘y _ y.|’
0<i<j<N '7* J 0<i£j<N '7* J
(V2) V;;(§) = —mfg” € C*°(R? — {0};R), para todo 0 < i # j < N,
(V’3) V;5 (&) = _ml’ig” — —o0, quando [§] — 0.
(V4) V(yo---,yn) = — Z iy 0, para todo (yo, - -,yn) € RZV*Y pois m; > 0 para todo

0<i<j<N 1y — il
1=0,---,N.
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Definicao 4.2.1 Dizemos que uma funcdao

y(t) = (yo(t), -, yn(t))

¢ uma solucao sem colisao de (4.2.15) se y(t) € solugao de (4.2.15) e se y;(t) # y;(t) sempre que i # j,
para todo t € [0,T).

Definicao 4.2.2 Dizemos que
y(t) = (wot), -,y () € H' (S5 RAVHY)
¢ uma solugao generalizada de (4.2.15) se, y(t) é solugdo de (4.2.15) e se, denotando por C o conjunto

C={t€[0.7] : yi(t) = y;(t) para algum i # j)
tivermos satisfeitas as trés condigdes sequintes:

(a) med(C) = 0; onde, med indica a medida de Lebesgue;

(b) y(t) = (yo(t),---,yn(t)) € C*([0,T] - C; (R?)NVHD);
N

(c) H= Z %|y;|2 + V(yo(t), -, yn(t)) € constante sobre [0,T] —C.
0=1

Observagao: Como

VVy, =— Z VVik(y; —yk) + Z VVi i (Yk — y5)-
0<j#k<N 0<j#k<N

Segue-se de (4.2.15) que

N N N
Domyl ==YV V=3 | > VWVikly—w) 4+ Y Vil —yy)| =0,
k=0 k=0

k=0 [0<j#k<N 0<j#h<N

onde por integragao direta
N
Z myyy(t) = A
k=0

e logo

N
> miye(t) = At + B,
k=0
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sendo A e B constantes dependendo das condigoes iniciais. Assim, temos que o momento linear é conser-

vado e o centro de massa esta sobre a reta
r(t) = At + B.

Além disso, se existir algum ntmero real P > 0 tal que, yx(t + P) = yr(t) para todo t e para todo

ke€{0,---,N}, temos

N
kayk(t) =At+ B
k=0

€
N
> mpyr(t+ P) = A(t+ P) + B = At + B + PA.
k=0
Mas,
N N
> muyi(t) =Y maye(t + P),
k=0 k=0
entao

At + B = At + B + PA,

assim PA = 0, o que implica A = 0. Logo concluimos que em tal situagdo o momento linear deve ser

nulo.

Usando a conservagdo do momento linear o sistema (4.2.15) pode ser transformado em um outro

equivalente. Introduzindo a Lagrangiana

N
1
Liy.y) = 3 > “milyi* = V(yo, - yn), (4.2.16)
1=0

o sistema (4.2.15) corresponde as equagoes de Euler-Lagrange correspondente ao funcional cujo integrando

é a Lagrangiana L.

De fato, as equagoes de Euler-Lagrange para tal funcional sao dadas por

d .
Ly = Sy =0, (=00, N),
mas,
Ly, ==V, V, Ly =my;.
Logo,
d
L, — %Lyg =0&-V,,V-myy/ =0
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que resulta na equagao (4.2.15).

Fagamos, agora, a seguinte mudanga de coordenadas

e defina a nova Lagrangiana £ como
1 1 m;m
_ 2 iy Ny
L(z,z") = 3 z-g:l mi|x})? — 3 ;j (},x%) = V(z1, -, 2N) (4.2.18)

onde V denota o potencial V' na nova coordenada x, ou seja,

N
V:V(xl,---,mN)Z%Z[Vio(%)-FVOi(—fﬂi)]‘F% Z Vij(z; — x5).

i=1 1<i#j<N
Com efeito,
1 1 1
3 > [(Vio(@:)) + Voi(—3)] = 3 > Violyi — o) + 3 > Vailyo — vi)
i=1 i=1 i=1
e
1 1 & -
3 > Vijlwi—ay) = 3 > Wil = vo) = (w; — wo))] = 3 > Vi — )
1<i#j<N i#j,i=1 i#j,i=1
somando as duas tltimas equagdes, obtemos V(yo,---,yn). Provando que V é dado por V nas novas
coordenadas.

Se (4.2.15) representa as equagoes de movimento de um problema de (N + 1)-corpos no plano com

centro de massa na origem, isto é,
N
E m;y; =0,
i=0

ao efetivar a mudanca de coordenadas (4.2.17), reduzimos & um problema de N-corpos com centro de

massa em —Myg, ou seja

N

> mia; = —My.

i=1

Ainda temos o seguinte Lema.
Lema 4.2.3 Se (yo, -, yn) € uma solugdo de (4.2.15) tal que
N
R(t) =Y miyi(t) =0, (4.2.19)

i=0
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entdo (x1(t), -+, zn(t)) € uma solugdo de

0 , d 0 Fia
%ﬁ(x(t)’x (t) — ﬁgﬁ(x(t%x (t)=0
Reciprocamente, se (x1,---,xn(t)) € uma solugao de (4.2.20), entio y(t) dado por

1 1
Yo(t) = v Zmimi(t)v yi(t) = x;(t) — i Zmixi(t)

é uma solugdo de (4.2.15) satisfazendo R(t) = 0.

(4.2.20)

(4.2.21)

N
Demonstragao: Suponhamos que (yo(t),- -+, yn(¢)) é uma solugao de (4.2.15), tal que R(t) = Z my;(t) =
=0

0. Entao, para todo ¢ = 0,..., N, temos

L(y,y) — —=—L(y,y) =
0 (vy) -5 By, (y,9') =0,
e como moyo + - -+ + myyn = 0 implica yo = — = (miy1 + - - + muyn), donde %"j’ =
lado,
1 Oy} m;
Yy = —m—o(mlyi + -+ myyl), donde 8;5 i
usando estas hipoteses, temos
8L_Z OL Oz  OL Oyo| _ 0L m; OL
dyi = L9z Oyi ~ dyo Dy ~ Oz mo dyo’
@_i OL Oz; | OL dyp| _ 0L mi 0L
Oy; 4= |0} 0y, Oyo dy; | Ox moIyp
e
doL_dor midoL
dt oy, dt 0z}, mgdtdy,’
Dai
_ oL doL  midoL 0L
© Oz dtOz,  mg |dtOy) Oyo
€omo
doL oL _
dt oy  Oyo

j& que y é solugao de (4.2.15), resulta que (x1, -, zn) é solucdo de (4.2.20).
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Reciprocamente, suponha que (x1,---,zxn) é uma solugdo de (4.2.20), o que implica

oL d oL .
%7%%70, parai=1,---,N.
Mas
ZBL 0y; = -7 oL
< Jy; Oz M1 oy’
Z oL Oy; [ @] oL
« Oy; O M1 oy,
e

doL dIL m;ddL

Gox] " doy Moy

Assim, usando estas trés iltimas equagoes, temos

OL m; 0L doJL m;dJL

0= 22 o2 9% %Y
Oy; M Oy, dtdy] + M dt Oy,
ou seja,
_|9L _doL) mifoL doL|_ [1_@} OL _ 4 0L
- oy dt Oy dy; dtdy,| Jy;  dt 0y}
; > 0 e 5F =1 se, e somente se, m; = 0 para todo j # i. Entao, temos que
(Yo, -+~ ,yN) ¢ uma solugao de
oL _doL
Logo é uma solugao de (4.2.15). Além disso, como yg e y; sdo dados por (4.2.21)
N e N NN
0 i
moyo(t) + Zlmzyz(t) = T - m;z;(t) + Zm it Zl M] Zlmzxz(t)
N
mo + Z Mi| N N
= — ]\2:1 Z mlml(t) =+ Z m;x; (t)
1=1 i=1
N N

Logo, R(t Zmzyl =0. [ ]
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Lema 4.2.4 Nas condigées do Lema anterior, se x(t) é uma solugdo T-periddica de (4.2.20), entao y(t)

serd, também, uma solug¢do T-periddica de (4.2.15).

Demonstragao: Suponha z(t) periddica de periodo T, isto é, z(t + T) = z(t), entdo x;(t +T) =
x;(t) para, i = 1,- -+, N. Logo,

yo(t+7T) = ——mezt—i-T ——mez = yo(t),
i=1
N
(t—i—T)—xz(t—FT——Zmlzzt—i—T)—xz Z t) = y;(t).
i=1 i=1
Portanto, y(t) = (yo(t),- -+, yn(t)) é também periddica. [ |

4.2.2 Existéncia de solugoes com restrigoes topoldgicas

Definamos os seguintes conjuntos:

A={a(t) = (@1(t), -, an(t) € (R* —{0}) x - x (R* = {0}) : ay(t) # z;(t) Vt € S, Vi #j}.
Ay ={z e H" (S R* - {0}) : grau(z) =k},
onde o : St — R? — {0} ~ S! (onde ~ denota um difeomorfismo), e grau(a) = k significa que o é uma
curva periédica que fecha apds dar k voltas em torno da origem (note que sendo o uma curva plana

o grau(a) coincide com o indice de «). Dai, @ é uma curva periédica de periodo % Note que pela

continuidade da funcdo grau, o conjunto A é um aberto em H' (Sl; R? — {0}) .

Seja, agora,

A(kl,--~7kN) = {.’E = (x1,~~,xN) S Akl X - X AkN : Ij(t) 7& .’Ez(t) Vite Sl, Y 1 7&]}

Note que se * € A, ky), entdo x é uma curva periédica de periodo T. Em particular se = €

A(ky,... ky) € 2(t) ¢ uma solugao de (4.2.20), teremos que ela é periédica de periodo 7.

N

Para conseguir solugoes periddicas de (4.2.20), e logo de (4.2.15), usando Célculo Variacional, defi-

namos o funcional f: Aq, ky) — R por

N)

T
f(ml,---,xN)z/O L(z(t), -, xn, @ (t), -, @y (t))dt. (4.2.22)
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Primeiramente, observemos que A, . ry) € aberto em H' = H! (SI;RQ — {0}) , logo conforme Secao

3.5, os pontos criticos de f|A(k1 sdo também pontos criticos de f sobre H!. (Note que da segunda

----- kN)

Observagao da Segao 1.3, do Capitulo 1, tais pontos criticos correspondem a pontos de minimo desde que

L >0).

Claramente os pontos criticos de f em A, . ) sdo solugdes sem colisdo de (4.2.20), pois z;(t) # x;(t)

se i # j e as equagoes de Euler-Lagrange do funcional f sdo dadas por (4.2.20).

Suponha, agora, que as condigoes (V1)-(V4) valem. Entao pelo Lema 3.4.1, temos que f é coercivo

sobre A(x, ... ky), conforme foi definido na Segao 3.2.1.

Teorema 4.2.5 Suponha (V1)-(V4) vdlidas e que (F.F) vale. Entdo (4.2.15) tem uwma solugdo T -

periddica sem colisao.

Demonstragao: Precisamos mostrar que existe (T1,---,Tn) € A, ... ky), tal que
f@1,--,Ty) = min f
Ak, o)
e que (Z1,---,Ty) é uma solugdo sem colisdo de (4.2.20). Para isto, considere

po=1nf{f(z) : € A, ... k) >
e seja {2} uma seqiiéncia minimizante de A, ... k), (conforme a Segao 3.2.2), assim
f (:v(")) - L.

Entao dado € > 0, para n suficientemente grande,

N o (T , T
25 / ™ ()Pt - / V(@™ (t), - 2l (0)dt < o e
i=1

Como V (mgn), e ,xg\?)) < 0, temos que para todo ¢

T
/ 2™ () 2dt < Ante)
; ,

Mas, de (3.4.21)
lzlZ < VTla||e
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temos que para a seqiiéncia minimizante z(") = (xgn), e ,xg\?))
o™ s <
i |l < const.

para i € {1,---, N} e para todo n suficientemente grande, pois

n n 2
1 2 < (14 T2 < (14 72288

(3
Pela compacidade fraca da bola fechada centrada na origem e raio R, conforme Lema 3.2.10, temos que
para i€ {1,---,N},

(n) _ =
€, — X

fracamente em H'(S';R?), e logo, pelo Teorema de Sobolev, converge em C°([0,7T]). (Veja [13]). Mas
{x,} estd definida num compacto, entdo temos convergéncia uniforme em C°([0,7T]). Assim, usando o

Lema de Fatou, obtemos

N T ) , T
f@ = fliminfz™)=3" / hminf%mg”) (t)|2dt — / liminf V(2 (¢), - -, 2 (1)) dt
N T , T
< hminf{Z/ LEAPI (t)|2dt7/ V(x§”>(t),.--,z§$)(t))dt}
n— oo =1 0 2 0
= it s (o).

Logo, f é fracamente semi-continuo inferiormente.

Como hé (F.F.) pelo Lema 3.4.2, segue-se que f (x(")) — 400, para toda seqiiéncia {:1:(")} tal que
(™) — T fracamente em H', com T € OM(iy,... k). Logo T estd no interior de A, ... y). Como f ¢é
fracamente semi-continuo inferiormente e {z,} é uma seqiiéncia minimizante segue-se, do Teorema da
Minimizacao Bésica, que T € A, ... xy) ¢ um minimo para f em A, ... xy). Tal minimo é uma solugao
sem colisao de (4.2.20), ja que x;(t) # x;(t) se i # j e as equacoes de Euler-Lagrange do funcional f sao
dadas por (4.2.20). Logo, o § correspondente obtido por (4.2.17) é uma soluc¢do sem colisao de (4.2.15).
|

Teorema 4.2.6 Suponha que as mesmas hipdteses do Teorema 4.2.5 sao vdlidas mas (F.F.) ndo neces-
sariamente € valida. Entao podemos concluir, ainda que, (4.2.15) tem ao menos uma solugcdo T-periddica

generalizada.
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Demonstragao: Neste caso onde (F.F.) nao vale, a coisa é mais delicada, e dividiremos a demonstracao

em trés etapas:

Etapa 1 (Pertubagao no Potencial V): Podemos modificar V;; em B;(0) de tal modo que o potencial

modificado, denotado por, Vg satisfaz (F.F.) e tende para Vj; em quase toda parte.

Isto pode ser feito, por exemplo considerando

Vita) = Vi) - 20,

onde, ps € C?(RT;RT U{0}), ps(x) =0,V > g, ps(z) =1, V< g. Entao
s 1 2 g
Vij@) £ ——5 = ~[Vlog|z|]", ¥ |z < 5,

ER

Note que

Etapa 2 (Existéncia de Minimo): Fazendo

1
Vs(z1, -, on) = 3 Z Vf;(ﬂci - ;)

1<i#j<N
o funcional f5 para a Lagrangiana modificada
1 & 1 < mym; ~
Ls(z,2') = 3 ;mlkm2 —3 ; ;\4 Ly, al) = Vs(xy, - 2N)

tem um minimo no interior de A, ... ky)-

De fato, seja
s = inf{fg(x) S A(kh'“,kN)}'

Considere uma seqiiéneia minimizante {z(™} € Ak, ... kn)> conforme Segao 3.2.2, assim

fs(@™) — ps.

Entao para n suficientemente grande,

A , T (
Zi/o o™ (1) dt — / Vs(@{ (1), -, 2 (0)dt < ps + .
=1
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Como V(:EYL), e ,;vg\?)) < 0, temos que para todo i

T
/ 128" () 2dt < 2(ps +¢)
o omy
como de (3.4.21)
|22 < VT|2'| 12

temos que para a seqiiéncia minimizante z(") = (:c(ln), o (n))

12 |1 < comst.

para todo 7 € {1,---, N} e para todo n suficientemente grande, pois

2(ps)

%

{12 < (14 T2 )2 < (1+T?)

Pela compacidade fraca da bola centrada na origem e raio R, conforme Lema 3.2.10, temos que para

ie{1,---,N},

(n) . =6
T, -

fracamente em H!(S';R?), e logo, pelo Teorema de Sobolev, uniformemente em C°([0,77]). Assim, usando

o Lema de Fatou, temos

. / T
%W) (t)[2dt — / lim inf Vs (2™ (¢), -, 20 (¢))dt
0

n—oo

N T
f5@°) = f(iminfz™) =" /0 lim inf
=1

n—oo n—oo

IN

n—oo

N T , T
lim inf { Z/ %Iwﬁn) )|?dt — / Vs(z{(t), - 7955\’;) (t))dt}
=170 0

= liminf fs (sc(")> .

n—oo

Logo, fs é fracamente semi-continuo inferiormente.

Como h4 (F.F.) segue-se do Lema 3.4.2, que f(z(™) — +o0, para toda seqiiéncia {z(™} tal que
2" — 7° fracamente em H' com Z° € OA(y, .. ry). Logo Z° estd no interior de Ay, ... ). Como f é
fracamente semi-continuo inferiormente segue-se, do Teorema da Minimizagao Bésica e do fato de {x,,}

ser minimizante, que Z° € Ay, eny € um minimo para fs em A, ... gy)-

Etapa 3 (Convergéncia no conjunto dos minimos): O conjunto dos minimos (Z3,---,7%) de
f5 é fracamente compacto em H' e quando § — 0, o minimo converge fracamente para uma solucio

generalizada de (4.2.20).
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De fato, sabemos que os pg sdo finitos, entao pug < ¢, para todo § > 0. Isto implica que
T
(B C/ Z2dt <C', V1 <i<N,V¥d§>0.
0

Entao, pelo mesmo argumento usado na etapa anterior ff — 7; fracamente em H'. Basta, entdo mostrar

que T = (T1,--+,Zn) é uma solugdo generalizada de (4.2.20). Para isto, considere, V i # j
Cij = {t € [0,T) | Ti(t) =Z;(t) V 6 > 0}

Entdo, como (Z; — T;) é continua, cada C;; é um conjunto fechado e, quando 6 — 0

uniformemente em C;;. Entao, se med(C;;) > 0, quando § — 0,

T
ps = @) = = [ V(@0 - w(0)dt - +oo,
0
pois Vs admite (F.F.). Mas isto é uma contradicao. Logo med(C;;) =0 Vi # j.

Seja C = U Ci;, entdo med(C) = 0. Considere para todo n > 1
1<i#j<N
K, c[0,T]-C,
onde os K,, sa compactos, U K,=10,T]-C, K, C Kp+1. Seja

n>1

K,={z(t) : te K,}.
Entao para todon > 1, I?n é um conjunto compacto pois T é continua.

Escolha uma vizinhanca U,, de IN(n tal que o fecho de U,, é compacto em A (podemos sempre escolher
tal vizinhanca U, pois, a distancia de f(n a A° é positiva). Entao, para todo § suficientemente pequeno

temos que Vs — V em C'(U,;R). Com efeito, na Etapa 1 vimos que V5 — V, quando § — 0. Além disso

d as iy 0 eallz)
GVEEO) = 2 a0 0= 5 (v - 20
(0 a2y
= (vt + 2 ) ),
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Dai

d Vi oy g | allzh2e
lim = Vi(a(t) = — (x(1)) <t>+;gr(g[ ‘*W <t>}
aVz’j /
= @)’
d

Logo, Vs — V em CY(U,;R) quando 6 é suficientemente pequeno.
Conseqlientemente,
Ve Vs(@ (1), Tx (1) — Vi, V@1 (L), TN (1))
uniformemente em K,. Como

(@) (8) = Vi, V(@ (1), T (1)

3

temos que quando § — 0

em C?[0,T] sobre K,, e logo, Z(t) = (T1(t), -+, Zn(t)) é solucio de
—miT (1) = Vo, V(@L(1), -+ TN (1),
para todo t € K,,.

Como U K, = [0,T] — C, temos que T satisfaz as condi¢oes (a) e (b) da definigdo de solugao
n>1
generalizada. A condigdo (c) segue-se, notando que

N
1 ’
Hs(t) = 5 D omifE (O + V@), Ex (D)

i=1

é uma constante do movimento. Além disso, de
H; = lf(;(fé f?v)
T 1 ’

sendo

f5(@) = s
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T
/ |(Z0)|?dt < const.
0

temos que Hy é limitada em R. Podemos entdo assumir que Hs — H quando § — 0. Entao segue-se que

para todo t1, t2 € [0,T] — C.

N
1
Hott) = 5 X mfaif + V@, .o ()
= lim Hs(¢
iy Ha()
= lim Hs(¢
iz Ho t2)
= Hy(to)
e isto prova que T é uma solucao generalizada de

_mix;/(t) = inV(l‘l(t), e ’xN(t))'

Logo § dado através de (4.2.17) é uma solucao generalizada de (4.2.15). Completando, assim a demon-

stragao do Teorema 4.2.6. [

Observagao: Como no problema dos N-corpos ndo ha (F.F.), ndo podemos aplicar o Teorema 4.2.5.,

para estudar a existéncia de solugoes periddicas sem colisao.

4.2.3 Existéncia de solugoes com restrigoes de simetria

Consideremos o seguinte sistema de equagoes diferenciais de segunda ordem
—muz] (t) = Vi, V(z1(t), -+, zn(t)) (4.2.23)
com a seguinte condicao inicial

Assumimos que V satisfaz as mesmas hipdteses (V1)-(V4), da Segao anterior. Assumimos, ainda que
N

m; > 0 para todo 3, M = Zmi e
i=1

Vij(z) = Vj;(x), para 1 <i#j <N. (4.2.24)
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Definamos os seguintes conjuntos

A={x= (21, -,zNn) : 25 c H! (Sl;]RQ)},

Ao = {xeA : m(t+§> ——x(t)}

e defina o funcional f: Ag — R como
N ms T T
1
floyan) =3 = / o} (8) 2t — / V(ai(t), - on(t))dt.
= 2o 0
Como vimos na Segao 3.5, do capitulo 3, os pontos criticos de f|a, sdo também pontos criticos de f sobre

HL.

Aplicando 0 mesmo procedimento da Secdo anterior é facil mostrar que os pontos criticos de f sobre
A sao solugoes sem colisdo de (4.2.23) e que f é coercivo sobre A, conforme Segao 3.4. Além disso,

como V;;(z) = Vj;(z), temos

Vo), - —en() = g Vig(—a(t) + (1)
1<i#j<N

= 5 Y Vil - )
1<i#j<N

Logo,
f(_x1<t)7 T _xN<t)) = f(xl(t)’ T ’xN(t))7

entdo, —T é também ponto critico de f, logo solucao de (4.2.23).

Ainda temos o seguinte Teorema

Teorema 4.2.7 Suponha V satisfazendo (V1)-(V4) e (4.2.24). Entao para todo T > 0, temos infinitas
solugoes generalizadas T-periddicas para (4.2.23).

Demonstragao: Provaremos primeiro a existéncia de pelo menos uma solucao generalizada. Se cada V;;
satisfaz a condic¢do (F.F.) a demonstragao é inteiramente andloga a do Teorema 4.2.5, onde hé existéncia
de pelo menos uma solucdo T-periddica sem colisao (e logo generalizada), para (4.2.23). Caso o potencial

V néo satisfaga a condigdo de (F.F.), a demonstracao de que existe pelo menos uma solugéo T-periédica
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generalizada é semelhante a do Teorema 4.2.6, onde dividimos a demonstragao em trés etapas. Nas Etapas
1 e 3 repetimos os mesmos procedimentos. Quanto a Etapa 2, pelo fato das curvas nao, necessariamente,

circundarem a origem, nao podemos usar a estimativa
2|7 < VT 2’|l 2

Mas usando a hipétese de simetria, podemos obter uma estimativa semelhante, pois sendo x; (t + %) =

—x;(t), temos

e = 5

INA
N | =
NS
—
v\

+
N

B

—

©»

~—

o

u

Va)
—

|

IN
e
E
—
o\
N
B
o
QL
Vo)
——
I

logo

T
lzlZ < Tellalle.

Conseqlientemente, podemos adaptar a Etapa 2 com esta nova estimativa e concluir que (4.2.23) tem

pelo menos uma solugao generalizada.

Mostraremos, agora, que na verdade existem uma infinidade de solugoes generalizadas T-periédicas
para (4.2.23). De fato, Seja zr a solugdo encontrada pelo processo descrito acima (isto é conforme
adaptacdo do Teorema 4.2.6). Para provar a existéncia de infinitas solugbes T-periddicas, comecemos
observando que x7 nao pode ser constante, pois se isto ocorresse

T
iL’T(t-i- 5) = —CUT(t) =z =0,

contradizendo o fato de zp ser generalizada. Seja %, K > 1 o periodo minimo de z7. Aplicando a

prova de existéncia, como acima, com T substituido por KL_H encontramos uma solu¢ao x _r_ que é uma
K+1

)-periédica de (4.2.23). Sendo o problema auténomo, tal solugdo é também uma solugéo

= T
solugao (K—H

T-periédica. Procedendo com esta construcao conseguiremos uma infinidade de solugoes T-periddicas. B
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4.3 Solucgoes com simetrias de rotagao

Motivados pelo problema dos N-Corpos em R*, para o qual
V(y(), ce 7yN) = V(Ry(), s 7RyN),V R e O(k‘) (4325)

(onde O(k) denota o grupo das rotacdes em R¥). Faremos algumas suposicoes de simetrias sobre nosso

potencial V. Comegamos introduzindo

cosf sen 0
Ro = (—sen 0 cosG) ’ (4.3.26)

onde Ry € SO(2), 6 € [0,27] onde SO(2) denota o grupo das rotagoes em R? preservando orientacio.

Observagao: Pelo Teoria cldssica das Equagoes Diferenciais Ordindrias, segue-se que, se y(t) é solugao
da EDO
y' =VV(y)

V(Roy(t)) = V(y(t)).

Entao, Rpy(t) é também solugdo da mesma EDO.

Assumiremos que existe [ € N, [ > 2, tal que

Observagao: Note que, sendo 6 = 27“ entdo R, = I. Além disso, se y (t + %) = Rzxy(t), temos

T

l-vezes
——

T T T
yt+T) = y<t+l7>:y t+7—|—---+7

Logo, y(t) é uma solugdo T-periddica.
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Entao introduzimos o conjunto AZN , dado por

A{V:{(y())ay]\/') : Yi eHl (317R2)7yl(t)#y](t)?Vte‘Sd?V/Z#.%

T
Yi (H- 7) = Razxyi(t), Vi, Vi}.
Cuja fronteira é dada por

aA{vz{(yOaayN) : yz(t) EHl (SI;R2)73t6513 : yi(t):yj(t)apara algumi#j7

T

Note que se (yo,--,yn) € AN, entdo

BB = o))

1% (Rszyo(t), e 7R2T7ny(t))
= Vo), -, yn(t) = V(y(t)).

Introduzimos, também, o funcional I : AN — R dado por

N T T
ms
T o) =350 [ WiPdt = [ Voo e (4.3.27)
i=0 0 0
e o conjunto ”colisao”

N - - S
FfV:{(yo,"',yN) SIVAVE- 37 e S com yi(t) = y;(O) Vi, 5}

Observagao: Note que Afv é um conjunto aberto no subespaco linear de H',

T
A= L) s (0 € H (MR 5 (04 T ) = Repu(@), Ve, ¥ i),

Logo, conforme Corolério 3.5.6, da Segao 3.5, segue-se que os pontos criticos de |5 sdo também pontos
criticos de I em H'! e pela Proposicao 3.5.4, os pontos criticos de I|AZN sao também pontos criticos de

I|p e por transitividade os pontos criticos de I| AN sdo pontos criticos de I sobre H'.

Como conseqiiéncia desta tltima Observacao formulamos o seguinte Lema

Lema 4.3.1 Suponha (V1)-(V4) e (V5); vdlidas. Entdo os pontos criticos de I em Al sdo solugdes de
(4.2.15).
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Lema 4.3.2 Suponha (V1)-(V4) e (V5), vdlidas com | > 2. Entdo I € coercivo em AN, no sentido que

para toda seqiéncia (x,) C AY, ||a,|| — +o00 implica que I(z,) — +o0.

Demonstragao: Observemos que de (V4) segue-se que
N T
IS S TR
i=0 0
pois V(yo, - -,yn) < 0. Assim,
N T
I, o) = om [ ufPde =y
i=0 0

onde m* = min {m;}.
0<i<N

Por outro lado,

E |Razpilt) - yi(t)r = [2sin (?)‘2 il

Yi tJrZ —vi(t)
(+7)

Com efeito, seja z; = Ryy;, claramente

|Zi|2 = |yi|27

assim,
|20 — il = 2[(1 — cos 0)[yi(1)[*]

para@z%z%—l—%,

™

S

I

Ned

=

o

I I Il
[\ [N} [N}
| e B e |
2 — —
S
J— Q M
Q o
=2 &, o
~ 7
o — o
+ ~|3 —
@ ~— =13
N—

oo+ T
— 2 o
~/3 B @
~ N =
— ™
~l3 —~
NSRS
—

< T

< _

v £

e

Y

I
[N}
)]
2
=]

(V]
VN
~I3
N—

=
<
T

Dai, fazendo

comy; (t+ %) = Rzzy;(t) temos




ou equivalentemente

)

W0 = gy P (0 7) 00

1 VT

e disto segue-se

Iyl < or—msr 19/l 2.
2[sin(F)| 1
Dai,
Iz = Iyl + lyllz
< Yl + Tlyllz-
T2
< 0+l I
Entao
[yl — +o00 = [ly'[[L2 — 400 = I(y) — +o0.
O que prova a coercividade do funcional I. [ |

4.3.1 Estimativas

Na préxima Subsec@o provaremos a existéncia de soluges sem colisao para (4.2.15). Para isto, faremos

algumas estimativas para o infimo do funcional I sobre AN e sobre OAN.

Lema 4.3.3 Seja, 0 < a < 2. Considere V = f% Z ﬂja Entao,

1<izren |7 = Tl
(2+a)
2
(Zmm,
1 mim; 1 Nz 1
2 Z s — ;] 2 G —= = (4.3.28)
1<iAj<N I7? J 272 M 2

N
onde M = Zmi.
i=1

Demonstragao: Observemos primeiramente que pela desigualdade de Holder

| —xj|
Sy = Yyl

i#5 i i = i
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w2

usando o fato, que a funcgdo ¢(f) = 0z é convexa com 0 < a < 2, e mais uma vez a desigualdade de
Holder, temos

(2—a)

3 Y
Zmimj < V2 —V(ml,---,xN)<Zmimj> (Zmimj|xi—xj|2>
i#j i#] i#J
@-) N N 2\ ¢
= V2 =V (x1, ,IN)<Zmzm]> (2M2mlxl| — me )
i£j i=1 i=1
(2—a) N a
(2+a) —a 4
< 27T MU/ =V (xy, ,xN)(ZmlmJ) (Zml|xl|)
i#j i=1
24 a m;m g B
_ gesrg 7125 ‘ 2
= 2712 M* |:Z|xl—x |a:| (Zmlm]> (Zmz|xl| )
i#£] i#) i=1
Assim,
1 2—a N o
2ta——% m;m
S many <200 [0 N (S iy ) (ko)
i#J i i#j i=1

Desta tultima desigualdade segue-se que

1 1 1 1 mim; 2
o - P(Zmm) < | S ]
271 M B ) E Py .\Uﬁz‘—%“
> mim; > il

i#]

w2
[V
2
=z

ou equivalentemente,
—(2=0a)

() () 1

1 i#j
24«

251 M% N Y
(X mles?)
=1

—(2—0) _ 2+
como —5— + 1= =%, temos
2+ta
4
l (S mam
m;m; 2 1 1 i#]
= wi —yl® 25 1t f & g
i#£] (Zml|xl| )
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elevando ambos os membros ao quadrado temos o resultado. [ |

Lema 4.3.4 Considere o funcional f : AN — R, dado por

N T T
m; b mym;
fon ) =350 [ iPare g3 [ b0,
i=0 0 ity 0 lyi — v

onde 1 < a <2 eb éuma constante real positiva. Entdo, fazendo w = QT”, temos que

inf f > (1 + 1) bt e o e ity T
ry 2\2 «a =

Demonstragao: Do Lema 4.3.3, temos

2ta
2
m;m;
om, [T b <§ z J) T dt
) > S 124t i} / . 4.3.29
f(y07 7yN)—Zz:; 2 /0 ‘yl| +2OCT+2 M= 0 N , g ( )
(Zmiyil )
i=0
Se (Yo, ,yn) € TNV temos que existe um 7 tal que y;(#) = y;(f) para todo i, j. Da condicio de simetria

podemos assumir, sem perda de generalidade, que ¢ = 0 e que y;(0) = 0.

Se, agora, definirmos o momento de inércia R(t) € R por

N
MR(t)* = mily:(t)?

i=0
temos que

Re Hy ((0,T);RY),

onde H} ((0,T)) denota o espago de Sobolev das aplicagoes absolutamente continuas sobre [0, 7] que se

anulam nos extremos e cujas derivadas sao de quadrado integravel. Mais detalhes veja ([3]).
Nestas condigoes é de facil verificacao que
N
MR'(t)* <Y mly;|?
i=0
pois

MRR'(t) = Z<y vi)
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e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

R(t)|R'(t)]* < MR(t) Zmzw

Além do mais, como

temos que
R (t + ) = R(¢)
Com efeito,
7\ 2 N 2 N 5
MR (t+7) - gm yilt+ <) zgmi szyi(t)‘
N
= > mily()* = MR(t)
i=0

Assim, R é T periédica, e R € H} ((0,T);R").

Disto deduzimos que

inf f(yo, - ,yn) >  inf  J(R
o) O

onde, J : H((0, £;R*) — R é dado por

24«
2
: (Zmimj ) E

M [T b i dt
J(R) =14 — R'|? - / .
(R) {2/0 | ‘+2“T+2 M*%S o Re

De fato, pela observagao anterior, temos

24a
2
T (Zmimj> T
M b NiZ / dt
> R =
flon o) = 5 [ IROP + 2= 5
=0

sendo R periédica de periodo % resulta que

: <Zmimj) i

) 2 [ IR OR =P [Tt



Assim, o resultado deste Lema segue-se do Lema abaixo. [ |

Lema 4.3.5 Nas hipdteses do Lema anterior, temos

2t
i : 1 2 2p2 b <§m mj) 1
Hf}((é,r%f);w)J(R) B T%Ii%{§Ml Wt o I ﬁ}
= ;<;Jr;)ba“a“”w“”lazf"’WT
Demonstragdo: Veja [10]. -

Proposicao 4.3.6 Proposicao (Desigualdade de Jensen): Se h é uma funcdo real mensurdvel, e
@ € convexa sobre (a,b), (se p é duas vezes diferencidvel ©"(0) > 0 para todo 6 € (a,b)), entdo se

a < h(x) < b para todo x € Q e med(QY) = 1, temos

/Q(<poh)duz<p</ﬂhd,u>.

Demonstragao: Veja ([20], pp. 62). [ |

Usando esta proposi¢do daremos mais uma estimativa para nosso funcional f no seguinte Lema.

Lema 4.3.7 Suponha b uma constante positiva e 1 < a < 2. Considere

f(yO; 'vyN Z / |y'L |2dt+bZ/ mZmJ

Ot
i#] ~ il
Entao, para w = % temos
1/1 1 2 2 20 D MMy
inf > (= 7bmmm’#]7&j‘
glle(y07 7yN)2(2+a) as+Iy —

Demonstragao: Defina y(t) € R?Y por

VMy(t) = (Vmoyo(t), - V/mwyn (1)) -
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Dai,

N
> malyi()? = Mly(t).
i=0

Se denotarmos por ¥V o conjunto

o3 = {0 = () ) < ),

aplicando a desigualdade de Jensen na segunda integral de (4.3.29), temos

24a
2
T (Zmim]) T @
M b i#] 1 dt
f(y)Z—/ y' [Pt + T —/ o
2 Jo v 9°%2 Mo T Jo |y(t)|
De fato, notemos que da segunda integral de (4.3.29) temos
/T dt - /T dt ! /T dt
0 s Jo (Mly®)P): M= Jy [y@®)]*

(émnyz«(t)l?)

(L () )

além disso, % fOT dt = 1; chamando p(f) = 6% e h(t) = m, temos que h é continua, poisy € R*V —{0},

e p é convexa, ja que o > 1. Entao, pela desigualdade de Jensen
1 [T/ 1 \° 1T oa "
il dat | > [ =
T Jo \ly®)| T Jo |y
T T *
/ dt > 1g T l/ dt
0 5 M= TJo |y

(gmiyxtﬂ)

Logo

Assim, de (4.3.29), obtemos

f(yoa"'vyN)

> 2
M| ;9 b i£j I/T dt “
E — |y |°dt + T = —
e~ 2 lvi 242 Me (T oyl

M b ] ) T l/T dt “
2 /o 942 M« T Jo |y

1V
S

I
|
=
o
&
_|_




A seguir mostraremos que o funcional

24a
M [T b (Zmimj) 17 oa \°
_ = /2dt+ — i) T 7/ -
9v) 2A WPdt+ Som — T )y )]

satisfaz as seguinte condicGes:

(i) o funcional g é coercivo sobre Efv e toda seqiiéncia minimizante de g converge para uma funcao 7 no

interior de H'! (Sl; R2N+L {0}) a qual é uma solugao (circular) do problema dos 2-corpos em R2N+1,

(ii) 9(¥) > g(¥), onde ¥ é alguma solucio circular do problema dos 2-corpos em R2N*+1 com perfodo

minimo T,

(iii)

a+2
2
( E mimj>
. .M b i#] T
f = —TR?w? — 7.
infg ) %lirol{ g TRt o Me Ra}
Logo, usando o Lema 4.3.5, concluimos a demonstracao do Lema 4.3.7. [ ]

Comentario: Usamos o fato de 1 < a < 2 para podermos aplicar o Lema 4.3.3 e para garantir a

convexidade da funcio ¢(0) = (#)” e assim, poder aplicar a Desigualdade de Jensen.
Encerraremos esta Subsecao voltando as trés condigoes citadas acima:
A coercividade de g(y) é direta ja que
[yl < const.|[y[| 2

e que quando |ly|]] — 400, g(y) resume-se a

M [T M, 2
o) = 5 [ WP = 15— o

Suponha, agora, que y, é uma seqiiéncia minimizante para g sobre Efv . Entao, y, é limitada em
H' (SY;R2NHL) | pois g é coercivo. Daf

lyn |l < const.
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Logo, v, sempre converge fracamente uniforme para uma funcio de H'! (S L. R2N +1) .

Seja 7 o limite fraco uniforme de y,,. Entao,

9(@) < liminf g(yn).
n—oo

Ainda temos o seguinte Lema

Lema 4.3.8 Nas condicoes acima se existir um t tal que
(- T .

entdo, o funcional g satisfaz
9@) > 9(y)

onde 7 € alguma solugdo circular do problema dos 2-corpos em R2NT1 com periodo minimo T.

Demonstragao: Veja [10]. [ |

Suponha que exista £ tal que 7(f) = 0. Da continuidade de ¥, j4 que H'([0,T]) c C°([0,T]), temos

que

y<t+?) =7(t) = 0.

Logo, pelo Lema acima
9(@) > 9(v),

onde 7 é alguma solucio circular do problema dos 2-corpos em R?Y+! com periodo minimo T. Se um tal
yE va , temos uma contradigéo (por ser y, uma seqiiéncia minimizante e g ser seu limite fraco uniforme),

esta contradigdo prova que ¥ estd no interior de H' (S*; RV +1)
Além disso, 7 é um ponto critico de g sobre H!(S!; R2V+1 — 10}).

De fato, desde que A} é aberto em A, como ¥ é um subconjunto aberto do subespago linear A},

temos que XV também é aberto em A. Logo, todo ponto critico de g\ziv serd, ponto critico de g em H'.
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Como 7 € H' (Sl; R2N+1 {O}) , veja [10], que é possivel deduzir que 7 é uma solugéo do problema

dos 2-corpos em R2N*1 e que

2+a

2
: N b i#j T
nf o) = iy { TR + =

se verifica.

Comentario: Em [10], encontram-se alguns resultados mais gerais envolvendo certas fungoes convexas,
nos quais, Esta tultima expressao, assim como os Lemas 4.3.5 e 4.3.8 podem, com um pouco de calculos,

serem adaptados. Apresentaremos alguns destes resultados mais gerais no Apéndice E.

4.3.2 Solucgoes sem colisao para problemas do tipo N-corpos

Comecemos introduzindo a seguinte notagao

m;mg
pla,mg,---,my) = Z — g

0<izj<N |sin (%ﬂ))

o(mg,---,my) = Z m;m; sin? (%) :
0<iAI<N *

Entao provaremos o seguinte Lema

Lema 4.3.9 Considere 1 < a < 2. Se

V(y())ayN)z*g Z %,
o<izj<n Wi T Yi

e sey € um minimo para o funcional I dado por (4.3.27), entdo
2 o
1 1 1 2 2 2a_ pot20gat?
I < ==+ —)asraeryorz —FT. 4.3.30
(y)_2<2+a>a anw Ma+2 ( )
Demonstragao: Temos

mgm;
a

pla,mo, -, my) = Z T a\®
sin (=)

0<i#j<N
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Seja

O—(m07 e

) mN) -
0<i#Aj<N
Rot? _ aaMp
2 202020

Considere &, n € R2VN*HL tal que |£]2 = |n|2 =1, e (&,1) =0, e defina

onde R é um ntmero real a ser determinado.

ui(t) =

+ n[sin (wt +

rfe]cos (wr+

211
N+1

211

=0

1N
——Zmlsin (wt—l—
) MI:O

1 N
N—|—1> —MZmlCOS (wt

Entao, apds alguns cédlculos e manipulagoes trigonométricas, temos

Notemos que

De fato,

dai

R?

N ) T

> *ml/ 7|t
— 2 Jo

=0

1

S @(t) — 7(1)

[9:(t) — 7)1

)

> mimysin® (W](VZ 4__ ‘i)

27l

+N+

)

)y

N+1

1 1 o (m(i—J) 2 2
> M M;jmlm]cos (N—i—l R°w=T
R2W*T Lo (T —7)

i E m;m; sin <N7—~—1> .

2%

21 ‘4
N1l cos | w

21 . ‘4

— sin

N+ N+1

2mi P t+
N1 cos | w

O

NT1> Jrsm2 (thr

<E}

T4 — 77 — AP2ain?
|yi(t) — y;(t)| = 4R* sin (N—|—1




— 2sin wt—i—ﬂ sin
N+1
211 2mg
= 22|:COS (thrNTl)cos (thrNTl)
+osin (wt+ 27 sin (wt+ =
sin | w N+l sin [ w N1
o (i — i
= 2[1—005(%)}
= 2 [2 sin® (Lj\;li)>]

o2 (T —)
= 2%sin (N—|—1 )
e, de
~ N 5 p2o22 T —J)
o)~ )2 = e (T
temos L
~ ~ o (TE—5)\\?
) - g0 = (2w ()
logo,

Isto implica que

~ _ a mim;
—V(yo(t)"",yzv(t)) < 3 Z Nzi,vja
2 o<izren 19i — il
SiFj<

- a Z mgm;
~  9l+aRa . N
R o <iZen [sin it

Assim, deduzimos que para todo R > 0

~ ~ R?*w? aT
fWo,- -+ yn) < 7 Tot siragal

Por outro lado, facilmente verifica-se que um minimo para a fungao

R%,? al
¢(R) = — - To+ grapar
é dado por
1
aaMp 1\ *+?
R=r= (g )
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Assim, teremos
~ R3w
f(yoa' 7?JN) <1+ ) i TO'.

Para concluirmos a demonstragao deste Lema precisamos, apenas, mostrar que

2 _a
14 2  Rtro = L (L1 1) patmaetegdn tio ™
« 2\2 « a2

Para isto lembremo-nos que (1 + %) =2 (% + é) , € que

B = 2avhesh L7y
22 Zoel
waot2 O
entao,
2 2 1 1 2
(1 + —) (1 + —) R3W°To = 2 (5 + —) (1 + =) R3w?*To
« @ « @
9 1 1 1a%+2aﬁwjf2p%“aﬁ2
- ata)1 Vi
1/1 1\ 2 2 24 patzgats
— — — J'_ — aetz otz otz =
2 2 6] Ma+2
Portanto,
2 e
~ 1 1 1 2 2 2a pﬁO'“_‘*'2
7T . <Z (24 2 )garzaarzwats
f(y07 7yN) f(yov 7yN)_ 2 <2+O[>a « w M%ﬁ ;
concluindo, assim, a demonstracao do Lema. [ |

Teorema 4.3.10 Suponha (V1)-(V4), (V5);, (I > 2) vdlidas. Suponha, além disso,

Z mlm] V(y()? Tty ZJN Z mlm] (VG)

2y — sl 2 lyi —ysl

0<mog<m <--- <my,

e
P Ql% Z Tt
2 patiga e aFZmom 2<i£j<N
otz peTroeTs ——— < baw® 0 ; —z;;]_ - , (4.3.31)
M a+z (m0+m1)”+2 a+2
> m
=2

onde a e b sao constantes positivas e 1 < o < 2. Entao (4.2.15) tem pelo menos uma solug¢ao T-periddica

sem colisao.
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Demonstragao: Considere o funcional [ : Afv — R, definido por

N ms [T T
Toeeooom) = 5 [ 0Pt = [ Ve g
=0

A hipétese (V6) implica que

N
m; MM ;
I(y07"'ayN E 2 / |yz |dt+b E / —
i=0 0

0<i#j<N — Y ‘04
Pois,
m;m; mim;
_V(you"'7yN Z| |a— Z| ‘oz
it Yi — Yj Yi — Yy
J
Do Lema 4.3.2, segue-se que I é coercivo sobre AN, Seja v, = (vo,,,**,yn, ) Uma seqiiéncia minimizante

para o funcional I, em AZN . Queremos mostrar que y, converge para uma funcao do interior de Afv , a

qual é solucdo sem colisdo de (4.2.15).

Primeiro do que tudo observe que
Yo — 7 € H'(SHRY)

com

I(7) < liminf I(y,.).

Pois sendo I coercivo, podemos supor que a seqiiéncia minimizante y, € Bg(0) que é um conjunto
fracamente compacto. Entao,

yn — 7 € Br(0) € H'(SH R

e usando o Teorema de Sobolev e 0o Lema de Fatou, obtemos
I(y) < liminf I(y,).
n—oo
Logo, o funcional I é, também, fracamente semi-continuo inferiormente.

Além disso,

yneAfVCAlN.

Como y,, converge para g, e sendo A um conjunto fechado, obrigatoriamente y € A},
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Assim, pelo Teorema da Minimizagao Bésica temos que  é o minimo de I em AIN . Conseqiientemente
7 é uma solugao de (4.2.15). Para mostrarmos que 7 é uma solugao sem colisdo é suficiente verificarmos
que

y ¢ ony.

Do Lema 4.3.9, segue-se que vale a expressao (4.3.30), dada por

1 1 1 _2 2a a+2 o<+2
<-(=+ a0
f(y07 7yN) = 2 <2 ) a +2a at2 (g at+2 MQ+2

Suponha, por contradigao, que ¥ € dAN. Podemos supor que existe i # j e £ € St tal que

v:(t) = ;).

Se assumirmos que i = 0, e j = 1. Entao por hipotese

T T T

mo ’ 2 miq 712 mormma

— Yo (t dt—!—f/ Y dt+b/ ————dt
2 /0 50 2) 2 Jy W o lwo() —mD°

+ Zm/ OPdt+bo Y / ol mlm] YOk LI E—h

2<i#j<N

1(y)

\%

e usando os Lemas 4.3.4 e 4.3.7, que estimam o infimo de I em FlN e AlN , respectivamente, encontramos

1/1 1 20ats 2 mm
I(y) > 5 (— + —) P R L L) - — [ (4.3.32)
2\2 (mo +my) =+ (Zﬁvzz mz‘) o

As equagdes (4.3.30) e (4.3.32) contradiz (4.3.31). Esta contradigao implica que ¥ estd no interior de AN,

Concluindo a demonstragao do Teorema.

Comentéario: Usamos o fato de 1 < a < 2 para podermos usar os Lemas 4.3.4 e 4.3.7.

Lema 4.3.11 Para obter (4.3.32) acima, assumimos que yo(t) = y1(t), mas na verdade (4.5.32) é sempre

valido em geral, desde que mg < m; <--- < my.

Demonstragao: Isto é conseqiiéncia da seguinte desigualdade

2, mim . D, mim

2a
203+ mpmy i3], 0,07 P, S | 2ermemy 2<i# <N

[e3 (o3 - [e3 [e3 T
(myp +mg) = +2 ( N )a_+2 (mo +mq)=+2 N at?
Ditpq M S m;
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desigualdade esta que segue-se de
mpymg Mo

my +mg — Mo+ My

Que é sempre verdade desde que
(mo + ma)(mpmg) = (mom1)(myp + mg)

que é equivalente a

mom
(mo +ma) > (mp +myg) 0L
mpMig
Mas isto sempre ocorre, pois sendo mg < -+ <my = 0t < 1. [ |
P q
Observagao: Notemos que (4.3.31) vale para quaisquer a > b e mg,---,my > 0, desde que [ seja

suficientemente grande. Por exemplo, se N = 2 (o problema dos 3-corpos) e m; = 1 para todo i, temos

que (4.3.31) torna-se

0 que implica

CcOomo 3\/6 < )
(B8+4V3)VT ~ 3v2

obtemos que

l
<
_3\/§

> Q

desde que a > b, deduzimos que [ > 5.

Observagao: Nao podemos provar (e nao esperdvamos) que a solugoes encontrada, via Teorema 4.3.10,
é diferente da solugao encontrada para o caso do potencial Newtoniano dos 3-corpos, onde
m;m,
V=- E I

|yz - yj|
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4.4 Uma nova solugao para o problema dos trés corpos

Nesta se¢do vamos estudar o caso correspondente ao problema planar dos trés corpos. Assim, a

equagao (4.2.15) resume-se a

—myi (t) = Vi, V(yo, y1,y2); (i =0,1,2).

Onde

m;m;
V(y()vylay? =-b Z —

T b>0,1<a<2
0<z;£j<2 yj‘

Logo, o funcional considerado é da forma

I(yo,y1,92) Zmz/ lyi(t)|?dt + b Z i

o
0<175j<2 yj‘

Mostraremos que o problema dos trés corpos (o = 1) tem uma nova solucdo (7,9, 7s) que:

(a) Nao é uma solugdo com colisdo simultanea, ou colisao total (a ser definida abaixo);

(b) Néo se reduz a nenhuma solugéo de equilibrio relativo ja conhecida.

Definicao 4.4.1 Uma solugao com colisio simultinea, ou colisdo total para a equacgio (4.2.15) € uma

solugao generalizada (yo,y1,y2) de (4.2.15) tal que existe t* € [0,T] com yo(t*) = y1(t*) = ya2(t*), isto

€, as trés particulas colidem mno instante t*.

30° _ 27
Observacgao: Segue-se do Lema 4.3.4 que com w = 77,
2 2a 1 1 (Z mlm])
. at2 2 2 2a i#£j
> —+ — ) b= a ot — T =gy. 4.
11{13ff_ 5 <2+a>b FEatiats - T=0 (4.4.33)

Para obtermos a estimativa (4.4.33) basta substituir o valor [ = 2 na tese do Lema 4.3.4.

Consideremos também,

N 1 e 2\ atz
oy = T(w?)=+ <2a%+2 +ozﬂ+2> {(Tm - WJ\Z) (moml)%
o m3\ 77
027 (e = 22) " nama) |



a - mimsy

2y —a
+ T()FRar . _—
mgM « _ ’ITL()I\/I at2
mo+ma E2(mo+ma)
€
at2
g1 2
M(a7kam07mlam2) = <0_> .
2

O objetivo desta Secao seguird como corolario do seguinte Teorema

Teorema 4.4.2 Suponha V satisfazendo (V1)-(V4),(V5),, (V6) e que
1< % < p(ay k,mg, my, ma) (4.4.34)

com k impar eb <1 el <a<2. Entao (4.2.15) tem pelo menos uma solugao generalizada §J que ndo é

uma solugdo de (4.2.15) com colisdo simultanea e que
T
Yy (t + T) = —y(t).
Além disso, se y = (yo,y1,Y2) € uma solugdo sem colisio, entdo

grau(yr —yo) = 1; grau(yz —yo) =k

Demonstragao: Temos que

Af = {(yo,yl,yz) Doy € HY(SHR) wilt) #y(1), Ve e S,
L, T .
VoG (tJr 2> = —y;(t) para i = 0,1,2}.

Se y € H' (SY;R? — {0}) ¢ tal que y (t+ L) = —y(t), segue-se da Topologia Algébrica que grau(y) é
fmpar, (isto é uma conseqiiéncia do Teorema de Borsuk-Ulam, (veja [15], pp. 174)), a titulo de exemplo,

seja v (t+ L) = —y(t), com (t) = " sendo t € [0,T] e T = 2, entdo grau(y) = k. Mas
T ike(t4) k
v tt g )=t =e = (=1)%(?).
Assim, v (t + Z) = —4(t) se, e somente se, k é fmpar.
Considere
Ak ={(Wo.y1,92) € A3 ¢ grau(yr —yo) = 1, grau(ys —yo) = k}.
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onde k£ > 1 é um inteiro fmpar.
Observe que A2 ¢é aberto no subespaco linear Ag, de H!, onde
Ao = { (yo,y1,92) : yi € H'(S;R?);
Yi (t + %) = —y;(t), para i = 0, 1,2}7
ja que as fungoes y; sao continuas com [ = 0,1, 2.
Note que, /NX(L,C) é nao vazio. De fato, considere
Yo = ee't, y; = ett, yy = 2k
onde, k > 1 é impar e € > 0 é suficientemente pequeno. Entao, como y; — yo esta préxima de y1 e yo — yo
estad préoxima de ys, temos que
grau(y; — yo) = grau(yr) =1 e grau(yzs — yo) = grau(yz) = k.
Logo, (Yo, y1,¥2) € A1 k)-

Observagao: Pela Proposicao A.2.7 do Apéndice A, temos que /N\(l,k) é aberto em Ag. Dai, os pontos
criticos de I|/~\(1 o sao pontos criticos de I sobre o subespaco linear Ag. Mas, como vimos na Secao 3.5, os
pontos criticos de I|,, sdo pontos criticos de I sobre H!. Logo, por transitividade, temos que os pontos

criticos de I|7x(1 o sdo pontos criticos de I sobre H?!.

Denotaremos, também, por I a restricao de I a 7\(1,1@)- Portanto, pela Observacao, anterior os pontos

criticos de I sobre K(l)k) s@o solugoes de (4.2.15).

Estamos, agora, em condicoes de estudar o infimo de I sobre A ;). Para este propésito consideremos
as funcgoes

z1(t) = R1[€ coswt + nsinwt];
x2(t) = Ra[€ cos kwt + n sin kwt];

onde k > 1 é fmpar e £, n € R2, sdo tais que [£]? = [n|? =1, (£,n) = 0 e Ry e Ry sdo constantes positivas.
Note que cos(wt),sin(wt) € Ay e cos(kwt),sin(kwt) € Ay.

122



Facamos agora

at2  ampa
RY™ = 7a}2(1 —my
at2 amoa
Ry = w?k?(1 - 52)°
Logo, considerando
1
Yo(t) = i (maz1(t) + mawa(t));
1
y1(t) = x1(1) — i (myz1(t) + maxa(t)) = 21(¢) + yo(t);
e
1
y2(t) = 22(1) = 7 (a1 (t) +maa(t)) = 22(t) + yo(t).

Com estas escolhas para g, y1, y2, ap0s alguns céalculos algébricos, encontramos

w?T m? m3
M) < %50 (m= 50 ) RE 40 (e - 52)R2)

2
T
amgoms amgoms mims
+ o T+ o T+a/ ———dt
RS R3 o |z1(t) —za(t)|*
w3T m? m3 amomy
< YL D) R2 4 k2 (my — 22 ) R2 T
-2 <(m1 M) o <m2 m)) T Ry
+ amaopms armimeso

+
Rg |R1 _R2|a

o 1 —a at2 o
Ta= (W)= <2aw2+2 +aa+2) [(m1 - ml) (mom1) %2

IN

. 2\ atz
+ (k2)04+2 <m2 — @) (mOmQ)ai2:|

2
—a a~t2mim
+ T(w?)s+zaa+e 1 =

1 1
moM ot2 moM otz
mo+ma k2(mo+ma)

Agora estamos em condigdes de comparar o infimo A. de I sobre o conjunto das colisdes simultaneas
. ~ . - —2
e o infimo A de I sobre A(y 1), vendo o funcional I como sendo a extensao de I sobre Ay, ou como sua

restricao sobre INX(L;{) .

Afirmamos que

A< A,
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sempre que

S
4
+l\)
N
Q
=

>1

s}
4
+l\)
N
Q
[\v]

ou equivalentemente,

1< = < pla, k,mg, my,ms),

@
b
onde b < 1.

De fato, sejam

Ae=1infI; A= inf I.
I3 N

A(1,k)

Entao

A< I(yo,y1,y2) < 0207572 < oybw2 < bavEinf [ = baiz ),
r

2

sendo b < 1, temos que A < A..

Logo, o minimo de I sobre A_g é atingido em algum y € X(l,k)' E é naturalmente uma solucao de

(4.2.15). n

Observagao: Esta solucdo g nao coincide com nenhuma das solugoes triangulares de Lagrange (solugoes
de equilibrio relativo do problema dos trés corpos, onde em cada instante as particulas formam um
tridngulo equildtero) e colineares de Euler (solugoes de equilibrio relativo do problema dos trés corpos,
onde em cada instante as particulas estdo sobre uma reta), j4 que estas sdo solugbes circulares (onde
grau(z;) = 1, paraj = 0,1,2). Em cada caso podemos tomar, sem perda de generalidade, z¢ e
tais que grau(zs — xg) = 1. E na nova solugdo encontrada j € /NX(L;{;) C A3 (onde nao ocorre colisao),

grau(yr — yo) = 1 e grau(ys — yo) = k, com K > 1.

Corolario 4.4.3 Para caso do problema dos trés corpos
b=a=1.

Portanto, temos que existe uma nova solugao y € A 1y, € que esta ndo coincide com nenhuma solug¢ao

de equilibrio relativo padrdo (as de Euler e de Lagrange).
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Apéndice A

Alguns resultados classicos da
Analise Funcional e Topologia

A.1 Alguns resultados da Analise Funcional

Definicao A.1.1 Seja E um espago vetorial normado. Um hiperplano (afim) sobre E ¢ um conjunto

da forma

H={zecE: f(z)=a},
onde f € um funcional linear (ndo necessariamente continuo) sobre E, ndo identicamente nulo e o € R.
Se diz que H é o hiperplano de equagdo (f = ).
Defini¢ao A.1.2 Sejam A C E e B C E. Dizemos que o hiperplano H de equagao (f = «) separa A e
B em sentido amplo se verifica
flx)<aVzeAe f(x) >a ¥V z € B.

Dizemos que H separa A e B em sentido restrito se existe € > 0 tal que

flz)<a—eVaeeAe flx) >a+e V zeB.

Observagao: Geometricamente a separagao significa que A e B se situa em lados opostos do hiperplano

H.
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Proposicao A.1.3 O hiperplano de equagio (f = a) é fechado se, e somente se f € continua

Demonstracgao: (Veja [3], pp. 4). ]

Definicao A.1.4 Um conjunto A contido em um espaco de Banach E € dito convexo se
(tx+(1—t)y) e E

para todo xy em E e para todo t em [0, 1].

Teorema A.1.5 (Teorema de Hahn-Banach-primeira forma geométrica) Sejam AC E e BCE
dois conjuntos convezros, nio vazios e disjuntos. Suponhamos que A € aberto. Entdo existe um hiperplano

fechado que separa A e B em sentido amplo.

Demonstragao: (Veja [3], pp. 6). ]

Teorema A.1.6 (Teorema de Hahn-Banach-segunda forma geométrica) Sejam AC E e BC E
dois conjuntos converos, ndo vazios e disjuntos. Suponhamos que A € fechado e que B € compacto. Entdo

existe um hiperplano fechado que separa A e B em sentido restrito.

Demonstragao: (Veja [3], pp. 7). ]

Teorema A.1.7 (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espagos de Banach. Seja
(Ti);en uma familia (ndo necessariamente enumerdvel) de operadores lineares e continuos de E em F.
Suponhamos que

sup |T;x|| < oo Vz € E.

ISP

Entao, denotando o espago dos operadores lineares e continuos por L(E,F), temos

sup || T3 || £(e,7) < 00,
e
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De outra forma, existe uma constante c tal que

| Tix| < cllz|| Vo € E, Vie A

Demonstragao: (Veja [3], pp. 17). [ |

Lema A.1.8 (Lema de Fatou) Se f, : X — [0,00] € mensurdvel para cada inteiro positivo n, entao
/ (lim inf fn) dp < lim inf / frndp.
X n—oo n—oo X

Demonstragao: (Veja [20], pp. 23). [ |

A.2 Alguns resultados da Topologia e Topologia Algébrica

Iniciemos esta Se¢ao demonstrando um importante resultado da Topologia, e que foi usado na Secao

4.2.
Teorema A.2.1 Em um espaco de Hausdorff, todo conjunto compacto é fechado.

Demonstragao: Se F' é um conjunto compacto em um espago de Hausdorff, e x & F entao {z} e F sao

conjuntos compactos distintos e portanto separados, digamos por vizinhangas U, e ﬁx Entao o conjunto

{0z : 2 ¢ F}

é aberto, pois é a uniao de uma colecao de conjuntos abertos. Mas

F:[U Umr

¢ F

Logo, F' é fechado. [ ]

Teorema A.2.2 (Teorema de Borsuk-Ulam) Uma aplicagao impar f : S™ — S™, satisfazendo f(—x) =

—f(x) para todo x deve ter grau fmpar.
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Demonstragao: (Veja [15], pp. 174). ]

Definicao A.2.3 Sejam X e Y dois espagos e I = [0,1]. Duas aplicagées f,g : X — Y sao chamadas
homotdpicas (e denotamos f ~ g) se existir uma aplica¢ao continua @ : X xI — 'Y tal que ®(x,0) = f(x)

e ®(z,1) = g(x) para cada x € X.

Teorema A.2.4 Sejam X eY espacos topolégicos
(1) Se f ~ g, entao f e g estdo na mesma componente conezxa

(2) Se f e g estdo numa mesma componente conezxa, entao f ~ g, contanto que Y seja um espago vetorial.

Demonstragao: (Veja [11], pp. 320). [ |

Teorema A.2.5 (H. Hopf) Sejan > 1. Duas aplicagées de S™ sobre S™ sao homotdpicas se e somente

se elas tem o mesmo grau.

Demonstracgao: (Veja [11], pp. 352). ]

Observagao: Um conseqiiéncia deste dltimo Teorema é que se f,g: R? — {0} — R? — {0}. Entdo f ~ g

se e somente se f e g tem o mesmo grau.

Proposicao A.2.6 Sejam f,g : X — €, duas aplicacoes continuas, onde X € um compacto e £ € um

aberto de um espago linear normado W. Se existe

e>0, d(f(x),9(z)) <e,
(onde, d indica a distincia de f & g, que pode sempre ser definida num espago linear). Entdo temos que

f~g

d(f(x),°), e defina H : X x [0,1] — Q, por

Demonstragao: Tome € = %

H(x,t) = tf(x) + (1 —t)g(x),
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note que
(tf(z) + (1 —t)g(x)) € Q, H(z,0) = g(x) e H(z,1) = f(x).

Portanto, H é uma homotopia. [ |

Considere os seguintes conjuntos em H!
Ao = { (Yo, y1,92) = yi € H'(SL;R?);

Ui (t + %) = —y;(t) para i =0, 1,2}.

N2? = { (Yo, y1,92)  + yi € HU(SHR?) wi(t) # 45 (1) Vi # j
yi (t+ %) = —y,;(t)para i = 0, 1,2}.
Ay = {Wo.y1,52) € A}« grau(ys —yo) = 1, graulys —yo) = k}.
onde k > 1 é um inteiro impar. Entao temos o seguinte resultado

Proposigao A.2.7 O conjunto 7\(1,1«) € aberto em Ay.

Demonstragao: Mostraremos que A(1 k) © complementar de /NX(L,C), é fechado. Para isto, seja y, =
(yy, y7, y5) uma seqiiéncia em Afl’k). Entao
grau(yy —yy) # 1 ou grau(yy —yy) # k.
Sem perda de generalidade, podemos supor que grau(yy — yi') # 1. Suponha, agora que
Yn — Y = (Yo, y1,42) € A.

Assim, y' — y§ estd préximo de y1 — yo e y5 — yg estd proximo de ya — yo. Entdo para n suficientemente

grande, temos que existe um € > 0, tal que

dyy —yg,y1 — o) <€

Logo, pela proposigao anterior temos, grau(y; — yo) = grau(y} — yiy) # 1. Portanto, A(1 y) ¢ fechado. m
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Apéndice B

Topologia fraca

Sejam E um espaco de Banach, E’ seu dual e f € E’. Se designarmos por
pr:E—R

a aplicacao dada por

de aplicagoes de E em R.

Quando f percorre E’ obtemos uma familia (@) fer

Definicao B.0.8 Sejam E um espago de Banach e E’ seu dual. A topologia fraca sobre E, designada
por o(E,E"), é a topologia menos fina (no sentido de ter menos abertos), de tal forma que todas as

aplicacoes (gpf)feE, sejam continuas.

Notacao: Dada uma seqiiéncia {x,} em E, se designa por x,, = x convergéncia de x,, na topologia fraca
o(E,E"). Se x,, — x, diz-se as vezes que a convergéncia é forte quando ||z, — x| — 0.

Lema B.0.9 (Lema da Convergéncia Fraca) Seja z,, uma seqiiéncia que converge fracamente para
x. Entao

(i) O limite fraco x de x,, € unico.

(ii) Toda subseqiiéncia de x,, converge fracamente para x.
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(iii) A sequéncia {x,} € limitada.

Demonstracgdo: (Veja [17], pp. 258). [ |

Definicao B.0.10 Seja F um subconjunto de H'. Dizemos que F ¢é fracamente fechado se para toda

seqiiéncia x,, em F existir uma subseqiéncia x,, e um x em F, tal que =, converge fracamente para x.

Definicao B.0.11 Seja K um subconjunto de H'. Dizemos que K é fracamente compacto se ele for

fracamente fechado e limitado na norma || - || g1.

Observagao: Quando E é de dimensao finita a topologia fraca coincide com a topologia forte. (Veja [3],

pp. 41).
Proposicao B.0.12 A topologia fraca o(E, E’) é separdvel (Hausdor(f)

Demonstragao: Sejam x; e zo elementos de F com z; # x2. Queremos construir abertos A e B da
topologia fraca o(F,E’) tais que ©1 € A, x5 € B com AN B = (. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(segunda forma geométrica) existe um hiperplano fechado que separa {z1} e {x2} no sentido restrito.

Assim, existem f € E' e a € R tais que

flz1) < a < f(x2).

Facamos

A={zeE: f(z) <a}=¢;" ((—00,a)),
B={z€cFE: f(a:)>a}=<p171((a,oo)).

Entdo, A e B sao dois conjuntos abertos de o(F, E') e se verifica 1 € A, 2 € B e AN B = (). Portanto,
o(E,E") é separdvel. [ |
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Proposicao B.0.13 Seja {z,} uma seqiéncia em E. Entao se verifica as sequintes condigoes:

(a) x, — x (i.e.x, converge para x em o(E,E")) se, e somente se f(x,) converge para f(x), para todo

femFE.
(b) Se x, — x, fortemente, entao x,, — x fracamente.
(c) Se x, — x fracamente em o(E,E"), entdo ||x,|| < const. e

|lz]| < lminf ||2,].
n—oo

(d) Se x, — x fracamente em o(E,E')e se f, — [ fortemente em E' (i.e., ||fn — fl| — 0), entdo

f(an) — f(x).

Demonstragao: (Veja [3], pp. 36). [ |

Seja ¥ o espaco de todas as aplicacdes A-periddicas, de classe C°, de R em R¥™. Os espacos de
Sobolev ¢ = X¥(\; RY), i = 0, 1, sdo definidos como o completamento de > com respeito a norma || - ;.

Entéao, conforme [13], temos os seguintes resultados bem conhecidos:

Teorema B.0.14 (Teorema de Rellich) $! C X9 ¢ a injecio ! — X0, é compacta.

Teorema B.0.15 (Teorema de Sobolev) Convergéncia fraca em L' implica convergéncia uniforme

em CO(R).
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Apéndice C

Espacos de Sobolev

Seja I = (a,b) um intervalo limitado ou nao e seja p € R com 1 < p < co. Considere C*(I) como o

conjunto das func¢oes definidas com derivadas de ordem k continuas e com suporte compacto em 1.

Definigao C.0.16 O espaco de Sobolev WP(I) se define por

WhP(I) = {uELp(]) : 3g € L? tal que /ugp’z—/gng(pGC’i(I)}.
I I

Se representa
HY(I) = Wh(I).

Para cada u € WP (I) se denota u’ = g.

Observacao: Na defini¢do de WP () se diz que ¢ é uma funcao de teste. Se pode utilizar indistinta-

mente C}(I) ou C°(I) como conjunto de fungoes de teste, (veja [3], pp. 120).

Observagao: E claro que se u € C' N LP(I) e se v’ € LP(I) (aqui v’ denota a derivada de u no sentido
usual), entdo u € W1P(I). Além disso a derivada usual de u coincide com a derivada de u no sentido de

WLp(T).
Notagoes: O espaco WP estd dotado da norma

1
lullwe = {llellzs + 111z} -

133



O espaco H! est4 dotado do produto interno
(u,v) 1 = {u,v) g2 + (U, 0") 25

cuja norma associada é
1
luller = (lullZz + Ju'l122)

que é equivalente a norma W12,
Proposicao C.0.17 O espaco WP é um espaco de Banach para 1 < p < oco.

Demonstracao: Seja {u,} uma seqiiéncia de Cauchy em W1? entdo {u,} e {u/,} sdo seqiiéncias de

Cauchy em LP. Por conseguinte u,, — u em L? e u), — g em LP. Assim, tem-se

/unw’:*/um Ve CHI),
I I

aplicando o limite quando n — oo, obtemos

/pr':*/lgw Ve CiI).

Portanto u € WP, v’ = g e |Ju, — ullw1.» — 0. [

Proposicao C.0.18 O espaco WP ¢ reflexivo para 1 < p < co. E o espaco H' é um espaco de Hilbert

separdvel.

Demonstragao: (Veja [3], pp. 121). ]

Observacao: A propriedade de reflexibilidade é uma vantagem do espaco WP, Em problemas de Célculo

Variacional se utiliza preferencialmente W em lugar de C*, que nio é reflexivo.

As funcdes de WP sdo a grosso modo primitivas de funcdes de LP, isto serd formulado no seguinte

Teorema

Teorema C.0.19 Seja u € WYP(I); entdo existe uma funcio u € C(I) tal que

u=u, qt.p. em I
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Demonstragao: (Veja [3], pp. 123). [ |

Comentdrio: O Teorema acima afirma que toda funciao u de WP admite um representante continuo (e
s6 um), isto é, existe uma fungdo continua pertencente a classe de equivaléncia de u pela relacdo u ~ v

se u =v q.t.p.

Comentdrio: Para definir WP se pode utilizar a teoria de distribuigoes (apresentamos uma introducao
no Apéndice D). Toda fun¢ao u € LP(I) admite derivada no sentido de distribui¢do, que é um elemento
de V. Se diz que u € WP se sua derivada no sentido de distribuicdo coincide no espaco I’ com uma

fungao de LP. (Veja [22]).

Teorema C.0.20 (Densidade) Seja u € WHP(I) com 1 < p < co. Entdo existe uma seqiiéncia {u,}

em C°(R) tal que uy|r — u em WHP(I).

Demonstragao: (Veja [3], pp. 127). [ |

Teorema C.0.21 Eziste uma constante C (dependendo apenas da medida de I que é < oo ) tal que

lulloo(ry < Cllullwiery, Yu e WHP(I), V1 < p < oco. De outra forma WP(I) C L>(I) com injegio

continua para todo 1 < p < oo. Além disso, quando I € limitado se verifica:
(a) A injecio WHP(I) C C°(I) é compacta para 1 < p < oo.

(b) A injecao WH1(I) C LI(I) é compacta para 1 < q < oo.

Demonstragao: (Veja [3], pp. 127). ]
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Apéndice D

Nocoes de distribuicoes

Definicao D.0.22 Seja Q C R™ um aberto e C(82) o conjunto das fungoes de classe C*° com suporte
compacto sobre Q. Um funcional linear continuo u : C°(Q) — C € dito uma distribuicdo em Q. O espago
das distribui¢oes em Q se denota por D'(2).
A definicao significa que se ¢1, g2 € C°(Q), A € C e (¢;) é uma seqiiéncia em CZ°(1),
w(d1 + Ap2) = u(g1) + Au(g2) (linearidade)
¢; — 0em C(Q) = u(¢;) — 0=u(0). (continuidade)

As vezes, é conveniente escrever (u,¢) em vez de u(¢).

Exemplo D.0.23 Considere Q = R"™, e defina (3, ¢) = ¢(0), ¢ € C(R™). O funcional 6 é claramente

linear e continuo. Esta distribuicao é chamada ”delta de Dirac”.

Exemplo D.0.24 Definamos (T, ¢) = [*_|t|¢/(t)dt, ¢ € C°(R), a linearidade € clara, e se o suporte

de ¢, S(¢), estd contido em [—a,a] e ¢’;(t) — 0 uniformemente, seque-se que

(T, é;)| < 2a° Sup |65(8)] — 0.

Exemplo D.0.25 Seja L, () o espago das fungdes localmente integrdveis sobre ). Considere f €

136



Ll

loc

(Q), Q CR", e defina
(T1.0) = [ fods, o€ C2(@),
Q

A linearidade é clara, e a continuidade decorre da estimativa

(T, )| < supl(b(t)l/ | f|d.
t 5(4)

Observagio: E interessante notar que se (T, ¢) = (T,,¢) Vo € C°(Q) e f, g € L} (), entdo f =

loc

g, q.t.p.

Abandonaremos agora a notacao proviséria 7't e escrevemos simplesmente

(1.6) = [ fodz.

Isto equivale a identificar qualquer func¢ao localmente integravel f, com o funcional Ty definido no Exemplo
D.0.23. Esta identificagdo permite considerar muitos espagos de fungoes, como LP(Q2), 1 < p < oo, e
C*(9), 1 < k < o0, como subespacos de I'(€2). E neste sentido que as distribuicdes sio consideradas como

"funcoes generalizadas”. De agora em diante a identificacdo f — T’ serd feita sem maiores comentarios.

D.1 Operagao com distribuicao

A soma e o produto por escalar de distribuigdes define-se de maneira 6bvia. Se uy, us € D'(Q), ¢ €
Ccx*, AeC,
<U'1 + u27¢> = <U1,¢> + <u27¢>
<)\U1, ¢> = )\<U1, ¢>

A filosofia geral para definir operacoes nas distribuigoes é a seguinte. Suponhamos que existam dois

operadores lineares continuos L e L' de C2°(§2) em CZ° tais que

/ (Lo)ibda = / S(L')dz, 6,1 € C(Q). (D.1.1)
Q Q

Quando isto acontece diz-se que L é o transposto formal de L’ e vice versa. A continuidade de L (ou L)

significa simplesmente que L¢p; — 0 (ou L'¢; — 0,) sempre que ¢; — 0 em C2°. Note que por hipéStese

¢, Lo, b, Ly € C2(Q) C Li,.(Q) CD'()
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e portanto (D.1.1) pode ser escrito na forma

(Lo, ) = (¢, L")
Neste caso, ¢ possivel estender o operador L a um operador L : IV (Q) — D'(Q).
De fato, definamos
(Lu, ) = (u, L'Y), u e D'(Q), ¥ € C2(Q). (D.1.2)
E claro que Lu é um funcional linear em C2°(Q). Além disso, se P; — 0em CX(Q), L'y; — 0 em C°(Q),
e portanto (u, L'tp;) — 0, o que significa Lue D’'(Q). Finalmente, se u € C2°, resulta de (D.1.1) que

/ (Lupde = (Tu, ),

isto é, Lu € Llloc e Lu = Lu. Em outras palavras L é uma extensao de L. Normalmente se usa a mesma

notacao L, tanto para o operador original quanto para sua extensao L.

Comentario: Nos exemplos abaixo €2 representard um aberto do R™.

Exemplo D.1.1 (Produto por uma funcao C*) Seja f € C°(Q) e definamos o operador continuo
L:Cx®(Q) — Cx(Q) por (Lo)(z) = f(x)¢(x). Naturalmente L = L' satisfaz (D.1.1) e a operagio

"multiplicacdo por f”fica definida para qualquer distribuicao por meio da expressao
(fu,¢) = (u, f¢). (D.1.3)

Exemplo D.1.2 (Derivagao) Sejam (z1---,x,) coordenadas cartesianas em Q e definamos L = %.

Integrando por partes em relacdo a varidvel xj, obtemos

0¢ _ oy
/Qﬁ—xjwdx = /Q¢5':vjdx'

O termo nao integrado € nulo porque as funcoes ¢, sa nulas fora de um compacto. Entao —% € o
J

transposto formal de %, e podemos definir
J

Exemplo D.1.3 (Operadores diferenciais) Um operador diferencial linear com coeficientes C> ¢é

uma combinagdo linear de derivagoes e multiplicacdes por fungoes C°. Se L € um tal operador, € possivel
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2 2
achar L' aplicando sucessivamente (D.1.3) e (D.1.4). Por exemplo, se L = A\ = (3%1) +ot (L)

duas aplicagoes de (D.1.4) resulta em

(L, d) = (u, Ad), u e D'(Q), ¢ € CX(Q). (D.1.5)

Exemplo D.1.4 (Mudanga de varidveis) Seja ® : Q@ — Q um difeomorfismo de classe C™ e defi-
namos Lo = po®, ¢ € C°(Q). Note que S(po®) = d~1(S(¢)) e portanto Lo € C>(Q). Para encontrar

L’ aplicamos o Teorema da mudanca de varidveis na sequinte integral
[ e@unviis= [ s@u@ @)@ @), (D.1.6)

onde J(®~1) € o jacobiano de ®~1. Isto nos leva a definir L'y = |J(®@71)|1p o @=L, Lembremo-nos que
|J(@71)| # 0V € Q. Assim, quando u € D'(R), definimos entao,

(wo @, ¢) = (u,(¢0®71)|J(®7)]). (D.1.7)

Exemplo D.1.5 Seja a € R", ® : R" — R", definida por ®(z) = = — a. Definamos a translagao de
o(z) € CX como a fungdo
$a(@) = $(x — a).

Se u € D'(R™), a translagdo de u se define usando (D.1.7), ou seja

(Uas @) = (u, ¢(z + a)). (D.1.8)
Exemplo D.1.6 Seja Q um aberto simétrico em relagao a origem e consideremos ®(x) = —x. Definamos
a translagao de
¢r(z) = ¢(—x)

para ¢ € C e assim se u € D'(R™), a rotagao de u se define por

(ur, @) = (u, dr), u € D'(Q), ¢ € C°(Q). (D.1.9)

D.2 Derivada distribucionais e derivadas classicas

Se f(z) € C'(R), a férmula de integracao por partes prova que a derivada de f no sentido de dis-

tribuigbes dada pela férmula (D.1.4) coincide com a distribuigao definida pela fungao continua %. Por-

tanto, para fungoes suficientemente regulares as derivadas no sentido usual e no sentido das distribuigoes
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coincidem. Vejamos o que acontece com funcoes de uma variavel que apresentam uma descontinuidade
de primeira espécie na origem. Mais precisamente, suponhamos que f € C1(R — {0}) e que os limites

laterais

lim f(z)=f(07)e lim f(z)=f(0")

z—0— z—0t

existem e sdo finitos. Denotaremos por {f’} a funcdo definida como % para x # 0 e nao definida

1
loc

distribuigoes) basta observar que se ¢ € C°(R), S(¢) C [-N.N]
—& N
o) = )=t | [ pf] o pim l/ feb/} do

—€
= lim [/ f/qb] dx + lim
e—0 _N e—0

= [F(0F) = F(07)]6(0) + / Y rods.

para x = 0, e suponhamos ainda que {f’} € L;,.(R). Para calcular f’ (a derivada de f no sentido das

N
/ f’¢] dz — lim [(2)0(2) "5 + f(@)6(@)I5]

Assim,
(f'.0) = [f(0T) = f(07)]¢(0) +[ {f"}odz. (D.2.10)

Um caso particular importante se obtém quando f(x) = H(z)= funcdo de Heaviside, que vale 1 se x > 0

e vale 0 se < 0 (como fungéo de LlloC néo precisa estar definida na origem). Claramente
HOT) =1, HO )=0e{H'} =0.

Assim
(H',¢) = [H(0") — H(07)]$(0) + /_Oo {H'}pdx = $(0) = (3, b). (D.2.11)

Obtemos assim a distribuigdo do Exemplo D. 0.21, como a derivada de H(z). Por conseguinte, a férmula

(D.2.10) pode ser escrita como
fr=A{f}+1f07) = f(07)]d. (D.2.12)

Por conseguinte é possivel fazer com que uma fungao nao localmente integravel defina uma distribuigao.
Um tal exemplo ocorre com f(z) = % em R. A integral de f(z) = % em qualquer vizinhanca da origem

|]

é infinita e f ¢ L], .. Entretanto, para z # 0, %(log|x|) = % e g(z) = log|x| é localmente integréavel, ja

1
’/ log|z|dz
-1
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e log|z| é continua para x # 0. Podemos ent@o ”chutar” como distribuigio

Se S(¢) C [-N,N] e ¢ € C°(R), temos

. N
- [togiatg/@ar =~ tim [/ Nlog|x|¢'(x>dx]— lim V zOg|x¢’<x>d:c]

Jim [ / ) 4o + (6(e) — ¢(—6))loge‘| .
|z|>e

e—0 X

Onde, a ultima igualdade foi obtida usando integragdo por partes em ambos intervalos de integragao. A

desigualdade do valor médio permite concluir que

|#(e) = é(e)| < sup |6/ (t)|2e.
Como lim._,gloge = 0, obtemos
—(log|z|,¢') = lim Md:z:. (D.2.13)

e—0t |z|>0 Xz

A distribuigao dada pelo membro direito de (D.2.13) se conhece com o nome de valor principal de % e se

denota por v.p.1.
Observagao: Se f € C™®, ¢ € C>, temos
(fo,0) = (6, f¢) = f(0)p(0) = (f(0)d, 9)
o que significa que f& = f(0)J, e s6 o valor de f em z = 0 é relevante no produto fJ. Analogamente
(f6',0) = (&', fo) = (3, f'o + fo') = (£(0)8" — f'(0)8, ),
ou seja, f6' = f(0)8' — f'(0)6.

Observagao: E de facil verificagao que a regra de Leibniz para a derivada do produto de duas fungoes,

se mantém quando um dos fatores é uma distribuicao. De fato, se u € D'(Q), f € C® e ¢ € C(Q),

o(uf) _ 0o\ 0o\ o(fo) of
<a%“@ - ‘@“aw>‘@”am>‘@“a%“aw>

ou ou
<%%+%ﬂ@%

temos
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ou seja,
ouf) . 0u  Of
axj _fal‘j (9:Eju

(D.2.14)

Vejamos agora que o comentario feito no inicio desta Secao pode se estender a fungdes continuas se a

derivada distribucional também for continua.

Teorema D.2.1 Se u e f sa continuas em Q C R" e % = f, entdo u € diferencidvel em relagdo a x;
7

e % = f, no sentido cldssico.
T

Demonstragao: (Veja [16], pp. 23). [ |

D.2.1 Calculo Variacional em distribuigoes

No Caélculo Variacional cldssico se considera uma fungao de trés varidveis F'(«, 3,) suficientemente

diferencidvel e se procura minimizar o funcional dado pela integral

na classe das fungdes u(t), continuamente diferencidveis em [a,b]. Se u é uma solugdo do problema e
¢ € C(a,b), a funcao
g(t) =I(u+tg), teR

tem um minimo para t = 0, e conseqiientemente g’(0) = 0. Derivando sob o sinal de integragao, obtemos

b
gO) = Solimo= ST+ t0)mo = & ( [ Fleuta) + t6.0/@) + 16/ (o) dx) =0
b
_ / & (Pl u(w) + 10,0 (@) + 16/ @) ecod.
Assim, ,
oF oF
g'(0) = / [%(b—l— E ’} dz =0, ¢ € CZ((a,b)). (D.2.15)
As funcoes de x,
OF oF

3y (@ u(@),u'(2)) e o (@, u(z),u' ()
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s@o continuas e a equagado (D.2.15) implica que a primeira é a derivada no sentido de distribuicdo da

[ e[ o)

Mas, o Teorema anterior afirma que, de fato, esta é uma derivada no sentido cldssico. Entao, a fungao

segunda, pois

minimal u(t) se existir, deve satisfazer as conhecidas equagdes de Euler-Lagrange

dOF OF

= (D.2.16)

Este resultado foi obtido por Du Bois-Reymoud no século XIX.

Exemplo D.2.2 Se quisermos achar uma curva plana u(x), de comprimento minimo, que liga a origem

ao ponto (1,b), devemos considerar a integral

1
/ V14 u?dx.
0

A equagio (D.2.16) se reduz neste caso a

d 1
dx (\/1+u’2) =0

Segue-se que u' deve ser constante e o trago de u(x) serd uma reta.

D.3 Derivadas e primitivas

Se f é diferencidvel no intervalo (a,b) e f’ = 0 neste intervalo, o Teorema do Valor Médio implica que
f € constante em (a,b). E significativo que o mesmo resultado seja satisfeito para derivadas no sentido
de distribuigoes. Isto serd formulado no seguinte Teorema

Teorema D.3.1 Se u € D'(a,b) euw' =0 em (a,b). Entdo u € constante em (a,b).

Demonstragao: (Veja [16], pp. 25). [ |

Corolério D.3.2 Se u € D'((a,b)) e u®) =0, entdo u é um polinémio de grau < k — 1.

143



Demonstragao: O Teorema anterior prova o caso em que k = 1. Suponha como hipdtese de indugao
que o resultado seja vélido para k— 1. Daf se u*) = 0, entao escrevendo v = u(*~1) e aplicando o Teorema

anterior a V, concluimos que existe uma constante ¢ tal que v = ¢. Entao,

2h=1 P!
(u—cw> =ulF D _ec=v—c=0

e pela hipétese de inducao, temos
k-1 k-2
B o
U c(k— e Zaj:c
j=0

coma; ERej=1,---,k—2. [ |

Corolario D.3.3 Toda distribuicao v € D'(a,b) tem uma primitiva.

Demonstragao: (Veja [16], pp. 27). [ |

Observagao: Note a semelhanga do Corolario D.3.3 com O Teorema C.0.17.

D.4 Operadores elipticos

Definicao D.4.1 Seu € D/(Q) definimos o suporte de u, S(u), como a interse¢io de todos os fechados

de Q fora dos quais u é nulo.

Observagao: E possivel mostrar que esta definicao coincide com a definicao de suporte de u, vendo u

como fungao, isto ¢, (o fecho {z : u(z) # 0}). (Veja [16], pp. 36).

De maneira analoga temos a seguinte definicao

Defini¢do D.4.2 Seu e D’ (Q) definimos o suporte singular de u, SS(u), como a interseg¢ao de todos os
fechados de Q) fora dos quais u € C*°.

Dizer que u é C'* num aberto U é dizer que existe uma fungao f € C'*°(U) tal que

(1:6) = [ fods = (1,) para toda 6 € .
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Definicao D.4.3 Dizemos que operador diferencial

P(z,D,) = Z aq(z)D®

loe|<m
com coeficientes em C € localmente resolivel em Q) se todo ponto de Q) tem uma vizinhanca U tal que
para todo f € C(U) existeu € D' tal que
Pu=f.

Definigao D.4.4 Um operador diferencial

P(z,D)= Y aq(x)D"

lal<m

definido em Q C R™ se diz eliptico no ponto xg € ) se

P, (x0,&) = Z ao(x0)E¥ # 0 para todo € # 0, £ € R™.

|a]=m
Observagao: Se P(x, D) é eliptico em todos os pontos de 2, dizemos que P(x, D) é eliptico em (.
Exemplo D.4.5 O operador
A=-D}-D;
é eliptico, jd que

Definicao D.4.6 Um operador P(x, D) definido em 2 C R™ € dito hipoeliptico se SS(Pu) = SS(u) para
todo u e .

Exemplo D.4.7 O operador

d
— € hipoeliptico em R.

dx

De fato, se f € C(a,b), u € D'(a,b) e v’ = f, entdo escrevendo
ota) = [ rieyi

com a < b < ¢, temos que (u— g), = 0. Logo, do Teorema D.3.1, resulta que u = g + constante. Portanto

u € C®(a,b).
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Definicao D.4.8 Seja
P(D)= Y aaD ascc,

|| <mn
um operador com coeficientes constantes em R™. Dizemos que E € D’ (R™) € uma solugdo fundamental
de P se
P(D)(E) =o.

Teorema D.4.9 Se o operador com coeficientes constantes P(D) admite uma solugdo fundamental E
que € de classe C* fora da origem, entao P(D) € hipoeliptico. Reciprocamente, se P(D) é hipoeliptico e

E ¢ uma solugdo fundamental de P(D), entdo E é C* em R™ — {0}.

Demonstragao: (Veja [16], pp. 129). [ |

D.5 Derivada de Fréchet e derivada de Gateaux

Nesta secgao consideraremos L e M como espacos lineares normados.

Seja f uma funcao definida sobre um conjunto aberto U C L, assumindo valores sobre M.

Definicao D.5.1 Dizemos que f ¢é diferenciavel segundo Fréchet, se existir uma transformacao

linear T : L — M tal que, para todo h em L suficientemente pequeno,
f(zo +h) = f(xo) +T(h) + ||hlle(zo, h),

onde €(xg,h) € M tende para zero quando |h|| — 0. A transformagdo linear T € chamada deivada de

Fréchet de f em z( e é denotada por f'(xg).

Definicao D.5.2 Dizemos que f € diferenciavel segundo Gateaux em zg se a derivada direcional
f'(xo;v) existir para cada v € L, isto é, se

lim f(zo +tv) — f(x0)
t—0 t

= f/(xO;U)v

ezistir para cada v € L.
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Teorema D.5.3 Seja f uma funcao convexa definida sobre um conjunto aberto convero U C R™, e seja

E o subconjunto de U onde f € diferencidvel sequndo Fréchet. Entdo f' € continua sobre E.

Demonstragao: (Veja [19], pp. 117).

Comentario: Um estudo mais detalhado envolvendo estes dois conceitos de derivadas é feito por exemplo

em [19].
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Apéndice E

Mais alguns resultados de Calculo
Variacional

Neste Secgao apresentaremos alguns resultados variacionais, citados em [10], os quais deixam os Lemas

4.3.5 e 4.3.8 como caso particulares e definiremos a segunda diferencial de um funcional conforme [12].

E.1 Notacoes

consideraremos nesta se¢ao

V:Q— (—0,0)

uma funcio de classe C'! sobre um subconjunto aberto  de RY (N > 2), e T > 0. Geralmente (como

fizemos no Capftulo 4) estuda-se a existéncia de curvas T-periédicas ¢ : R — Q de classe C? tal que:

")+ VV(gt) =0 VteR. (E.1.1)

Como conhecemos bem, este problema tem uma estrutura variacional. Primeiro de tudo, pela mudanga
de varidvel ¢(t) = q(T't), podemos reduzir nosso estudo para curvas 1-periédicas ¢ : R — € de classe C?

tal que:
q"(t) +T?VV(q(t)) =0 VtER. (E.1.2)
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Sejam

H={ge H'([0,1;RY) : q(0) = q(1)}
A={qe H :q(t)eQ,Vte]0,1]}
e considere o funcional f : A — R definida por

1
0

1
fla) = %/O |q’(t)|2dt—T2/ V(q(t))dt.

Entdo A é um subconjunto aberto do espaco de Hilbert H, o funcional f é de classe C'! sobre A e,

conforme vimos no Capitulo 1, temos que §f(q) = 0 se e somente g é a restrigdo a [0, 1] de uma solucao

de (E.1.2).

Como nosso principal interesse é solugdes sem colisio ( 2 = RY — {0}), consideraremos também
Xo={ge H : 3te[0,1]comgq(t) = 0}.

Isto sera 1til para podermos fazer algumas consideracoes envolvendo potenciais radiais e em particular,

1

o caso V(x) = ~Tl

E.2 Colocacao dos resultados

Lema E.2.1 Seja T >0 e seja v : (0,1) — (0,+00) a tinica solucdo de classe C* da EDO

1
’y//+T2—2 =0
vy

com as sequintes condicoes iniciais

N o
7@ =0, lim (1) = lim 7(t) = 0.

t—1
FEntao temos

1 /! 1 5
3/WVﬂ:%%Wﬁ7
2 J, 2

=2
=
3
=
=
Il
7~ N
)
=IM )ﬂm
~_
W=



Demonstragio: E conseqiiéncia direta das expressdes (4.1.3) e (4.1.4) do Capitulo 4 levando-se em

consideragao a mudanca de variavel feita na secdo anterior. [ ]

Proposicao E.2.2 Seja ¢ : (0,+00) — (0,400) uma fungao convexa e crescente. Entdo temos

. 1 "2 bt 1
mln{/(’Y)dt+¢(/ > :7€H0(031)7720}
2 /o o 7
:min{Qﬂ'QRQ—Flb(%) :R>O}.

Demonstragao: Seja R um nimero minimizante para a expressao do lado direito (este R sempre existe

ja que ¢ é convexa e 2mrR? é estritamente convexa).
Note que a expressao do lado esquerdo é finita para algum - por exemplo para
2
y(t) = [t —1)]3

ja que
Considere o funcional

Como 1) é crescente e positiva, usando o Teorema de Sobolev e o Lema de Fatou, de forma analoga aos
procedimentos usados no Capitulo 4, mostra-se que o funcional f é coercivo e fracamente semi-continuo

inferiormente sobre H}((0,1)). Logo, vai existir um ~ minimizante.

Usando a conhecida desigualdade # > ab para a,b € R, temos que

1,
= !
2/0(77)6115

é estritamente convexa sobre H2((0,1)). Além disso

()

é convexa sobre {n € H}((0,1)) : n > 0}. Entao, tal v é tnico.
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Afirmamos que este ~, satisfaz v(¢) > 0 para todo ¢t em (0, 1). De fato, suponha, por contradigéo, que
~(t) = 0 para algum ¢ € (0,1). Sejam a € (0,t) e b € (¢,1), tal que y(a) = (b) > 0. entdo, a funcdo n(t)
definida por n(t) = max{v(t), v(a)} em [a,b] e n(t) = ¥(t) em [0, 1] — [a,b] é outro minimo diferente de

v, 0 que é uma contradigao.

Agora se supormos 1 de classe C'!, ao minimizar a funcio
R

42 R3 = (%) .

De maneira andloga ao Teorema de Regularidade do ponto critico, mostra-se que v € C?(0,1). Além

(R) = 2n%R? + ¢ (1>

obtemos

disso, y satisfaz a EDO.

em (0,1), quando z = fol %dt.

De fato, considerando o funcional

1 1d
J(7)=%/0 7’2dt+w(/0 ;t)

Calcularemos a primeira variagdo de J. Para isto seja

o(t) = J(y+th), he C(0,1)

/ _1 ! 111 12 / ! dt ' dt
gp(t)fi/o(?yh + 2th™)dt — ¢ </0 ’y—&—?ﬁh) </0 (’Y"'th)Qh>7

o[ ma ([2)([' %),

usando integragao por partes na primeira integral da tltima expressao, temos

#(0) = - VT (v + ‘”;(f)h)] |

sendo v um ponto critico de J, temos que ¢’(0) = 0, ou equivalentemente

T /
/ (7”+wv(2x)h>0, VheCc=(0,1).
0

dai

entao
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Portanto

Além disso, por unicidade de vy, temos que v/ (%) = 0. Logo, pelo Lema E.2.1, obtemos

1 1
B /0 ' [Pdt =

() / U (omy! ()}

(2 (x))3,

N

gl
Assim, ¢/ (x) = ‘;L; e z = . Portanto,
1/, La 1 N
3 [ oraso([2) = Jemw@)i v
2\ 3
_ ;@#;) + ()
1 [4n?
- ! (;) -
— 2%2% + <;)
= 27r2R2+w(é>

Proposicao E.2.3 Seja T >0 e ¢ : (0,400) — (0,+00) como na Proposicao anterior. Entdo temos

1 1
mf{l/ (7’)2dt+T2/ ¢<1> dt : yeHé(O,l),vz()}
2 Jo 0 0
1! ! 1
:mf{—/ |q’|2dt+T2/ z/;(—) dt - qGXO,}
2 /o 0 |Q|

ambos podendo assumir o valor +oo.

Demonstragao: Como Hi((0,1)) C X, temos que a desigualdade ”> ”¢é ébvia. Por outro lado, como
nao depende explicitamente de ¢ nao faz diferenga minimizar o lado direito para ¢ € Xo ou g € H}((0,1)).

No segundo caso temos, também, que |q| € HE((0,1)) e |g| > 0. Além disso, de
lal* = {2, 9)
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temos

lallal" = (¢, ")
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
gl < 1d'|

donde |q|" < |¢’|. Logo,

1 1

[ iz [ i,
0 0

Provando a desigualdade oposta. u

SeT >0e:(0,+00) — (0,400) é crescente e convexa, fagamos
: L[t o [ 1 1
UO(waT):lnf 5 (7)dt+T ¢ ; dt7€H0(071)a720
0 0

v1 (¥, T) = min {27#32 + T% (%) :R> 0} ,

com a convengao ¥(4o00) = +oo.

Se o funcional f é associado com o potencial

v =-v ().

22 R% + T <1>

entao

R

é exatamente o maximo de f entre todas as trajetorias circulares de periodo minimo 1 e velocidade de
modulo constante, que estdo na esfera de raio R centrada na origem. O nimero vq(¢,T) é determinado
escolhendo o raio R conveniente. Por outro lado, como vimos na Proposi¢ao E.2.3, vg(1),T) é a maior

das cotas inferiores de f sobre as trajetdrias circulares que encontram a origem.

Observagao: Note que a fungao convexa ¢ que usamos no Capitulo 4 é nada mais que ¥(s) = As®, com

a € [1,2] e A é uma constante positiva. Por exemplo no Lema 4.3.5, A é dada por

e
(X i)
b . .

942 M«

E combinagdes das Proposigoes E.2.2 2 e E.2.3, com 9(s) = As®, provam os Lemas 4.3.5 e 4.3.8.
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E.3 Segunda variacao de um funcional e condigoes suficientes
para um extremo

Nesta Secao apresentaremos a definicao da segunda diferencial de um funcional. Esta definicao é

bastante util para termos condigoes suficientes para um extremo.

E.3.1 Segunda variacao de um funcional

Lembremo-nos que se y é uma fungao de n- varidveis, uma condigao necessaria para y ter um minimo

(resp, méximo) é que y' =0 e y” > 0 (resp, y”’ < 0).
Funcionais quadraticos

Um funcional B(z,y) dependendo de dois elementos x e y pertencentes a algum espaco linear normado
é dito ser bilinear se

Blax +y,2) = aB(z, 2) + B(y, 2),

para quaisquer x, y no espaco linear e qualquer a € R.

Fazendo y = x num funcional bilinear, obtemos uma expressdo chamada de funcional quadrético.

Definicao E.3.1 Um funcional quadrdtico A(x) = B(x, ) é dito ser positivo definido se A(x) > 0, V x #
0.

Um funcional bilinear definido sobre um espac¢o de dimensao finita é chamado uma forma bilinear.

Toda forma bilinear B(z,y) pode ser representada como

B(z,y) = Y bk

ik=1

onde &1, - -+, &, sao as coordenadas dos elementos x e y, relativo a alguma base.

Exemplo E.3.2 Seja a(t) > 0 para todo t € [a,b]. Entdo o funcional
b
Az) = / a(t)z2(t)dt
a
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€ definido positivo.

Agora introduziremos o conceito da segunda diferencial de um funcional. Se I(y) é um funcional
definido sobre algum espagco linear normado, dizemos que o funcional I(y) é duplamente diferencidvel se

seu incremento pode ser escrito na forma
AI(h) = @1(h) + @2(h) +€|h|%,

ou de forma mais rigorosa

AI(y)(h) = 1(y)(h) + w2(y)(h) + ||,
onde ¢1(h) é um funcional linear (de fato a primeira diferencial), ¢2(h) é um funcional quadratico, e
e — 0, quando ||h]| — 0. A funcdo quadratica @2(h) é chamada segunda diferencial ou segunda
variagao do funcional I(y), e denotamos por 62(y)(h).

Teorema E.3.3 A segunda variacao de um funcional se existir € unica.

Demonstragao: Basta aplicar o mesmo procedimento da demonstragao do Teorema 1.2.12. [ |

E.3.2 Condicoes suficientes para um extremo

Visando obter condigGes suficientes para um extremo de um funcional, daremos a seguinte defini¢ao

Definicao E.3.4 Dizemos que um funcional quadrdtico p2(h) definido sobre algum espago linear nor-

mado € fortemente positivo se existir uma constante k > 0 tal que
2
@2(h) = kAl

para todo h mo espaco linear.

Teorema E.3.5 Uma condi¢do suficiente para um funcional ter um minimo para y = y*, dado que a

primeira diferencial se anule em y = y*, € que sua sequnda variacao, 6°I(y*)(h) seja fortemente positiva.
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Demonstragao: Para y = y*, temos que dI(y*)(h) = 0 para todo h, e logo
AI(h) = 6*(y")(h) +e|nl, (E.3.3)
com ¢ — 0, quando ||| — 0. Além disso, para y = y*
*1(y™)(h) = k|[h]|? (E34)
para alguma constante positiva k. Entdo de (E.3.3) e (E.3.4), temos

AI(h) = &*I(y")(h) +e|nl?

(K +e)llh]l*.

Logo, o incremento A(h) = I(y* + h) — I(y*) ndo muda de sinal e é positivo. Portanto y* é um minimo

para I(y). [ |

Comentario: Para um estudo mais aprofundado sobre a segunda diferencial de um funcional é recomen-

dado ([12], Capitulo 4).
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