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O Algoritmo Polinomial de Shor para Fatoracao em um Computador Quantico

RESUMO

Sistemas de criptografia largamente difundidos como o RSA fundamentam a sua efici-
éncia na suposicao de que, em termos praticos, é impossivel fatorar nimeros inteiros sufi-
cientemente grandes em uma escala de tempo aceitavel. Mais precisamente, nao existem,
até o momento, algoritmos de fatoracao em tempo polinomial que possam ser implementa-
dos nos atuais computadores. Dentre os algoritmos conhecidos, o mais eficiente requer um
tempo computacional de ordem exponencial na quantidade de digitos binarios do niimero
a ser fatorado.

Em 1994, baseado nos trabalhos anteriores de Benioff, Bennett, Deutsch, Feynman e
Simon, dentre outros, Peter Shor apresentou um algoritmo de fatoracao que requer assin-
toticamente uma quantidade em ordem polinomial de passos em um computador quantico
para fatorar um ntmero inteiro de tamanho arbitrario. Esse algoritmo ao invés de abordar
o problema de decompor tal nimero em dois fatores nao triviais pelo método direto de
divisoes sucessivas, utiliza o problema equivalente de encontrar a ordem de um certo inteiro
modulo o numero fatorado, onde esse inteiro é escolhido aleatoriamente relativamente
primo com o numero fatorado. Shor faz uso de um algoritmo quantico para calcular essa
ordem.

A computacao quantica revela um paradigma computacional bastante adverso da com-
putacao classica. Enquanto esta ultima é realizada através de operacoes bindrias deter-
ministicas com base na légica booleana classica, a computacao quantica fundamenta as
suas operacoes nos postulados que descrevem o comportamento quantico da matéria. Por-
tanto, é probabilistica no seu modus operandi. Essa diferenca entre os formalismos 16gicos
da computacao classica e da computacao quantica é um reflexo direto da natureza dos
sistemas fisicos que sao utilizados para implementar concretamente cada uma dessas com-
putacoes.

Esta dissertacao apresenta o algoritmo de Shor para fatoracdo em um computador
quantico. Na seqiiéncia, introduzimos no capitulo 1 alguns conceitos basicos da com-
putacao classica com o objetivo de criar um ambiente de idéias favoravel & apresentacao da
computagao quantica como uma extensao, tao natural quanto possivel, do modelo cléssico
computacional. Assim, no capitulo 2, apresentamos as bases do formalismo matemé&tico
que modela a computacao quantica, atendo-nos apenas aos aspectos conceituais que sao,
direta ou indiretamente, aplicados na descri¢ao do algoritmo de Shor.

Os capitulos 3 e 4 sao dedicados a apresentacao do algoritmo de fatoragao de Shor,
feita em duas partes. A primeira diz respeito a parte ndo quéntica e aborda os aspectos
algébricos do algoritmo. Também é demonstrado o teorema que assegura a viabilidade
probabilistica da solucao desse problema. No capitulo 4, apresentamos a parte quantica do
algoritmo de Shor. O ponto alto da dissertagao é alcancado mostrando-se como encontrar
a ordem de um inteiro médulo o numero a ser fatorado relativamente primo com este,
conciliando o algoritmo quantico com uma interpretacao classica de seus dados de saida,
mediante o uso da expansao de um niimero racional em fragdes continuas.



The Shor’s Polynomial Algorithm for Factoring in a Quantum Computer

ABSTRACT

Cryptographic systems such as RSA are based on the assumption that, in practice,
integer factoring for too large numbers is impossible in an acceptable period of time. So far,
there is no polynomial algorithm running in classical computers for factoring an arbitrary
size integer. The most efficient known algorithm demands an exponential computational
time on the number of binary digits of the factored number.

In 1994, based on the previous works of Benioff, Bennett, Deutsch, Feynman and Si-
mon, among others, Peter Shor presented a factoring algorithm that requests a polynomial
amount of steps for factoring an arbitrary integer n on a quantum computer. That algo-
rithm approaches the problem by splitting the n into two non trivials factors by finding
the order of a certain integer @ mod n. The integer a is randomly chosen among the ones
relatively prime with n. Shor uses an quantum algorithm to evaluate that order.

Quantum computation uses a very different computational model when compared with
classical computation. While the latter is achieved by means of deterministic binary ope-
rations based on the boolean logic, quantum computation works based on the postulates
that describes the quantum behavior of matter. So, it is probabilistic in yours modus
operandi. The difference between the classical and quantum computation logic formalisms
is a straight reflection of the physical systems that are used to build each of these compu-
tations.

This work presents the the Shor’s polynomial algorithm for factoring in a quantum
computer. In the first chapter we introduce some classical computation basic concepts
in view to create an ideal environment that allow us to introduce the quantum computa-
tion as an extension as natural as possible of the classical computational model. In the
second chapter we give the mathematical formalism which models the quantum computa-
tion focusing our attention over the conceptual points that will be applied on the Shor’s
algorithm description.

Chapters 3 and 4 are devoted to presenting the Shor’s factoring algorithm. The presen-
tation divides into two parts. The first part, in Chapter 3, approaches the non quantum
algebraic features of the algorithm and we also demonstrate the theorem that proves that
the algorithm is probabilistically feasible. In chapter 4 we present the quantum features
of Shor’s algorithm. The main ponit is achieved when we show how to find the order of
a mod n. For that purpose we make a classical interpretation of the quantum algorithm
output data by using the expansion of a rational number in continuous fractions.
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Introducao

Sistemas de criptografia largamente difundidos como o RSA fundamentam a sua eficiéncia
na suposicao de que, em termos praticos, é impossivel fatorar niimeros inteiros suficien-
temente grandes como, por exemplo, da ordem de 2'°9°, Mais precisamente, ndo existem
até o momento algoritmos de fatoracao em tempo polinomial que possam ser implemen-
tados nos atuais computadores. Dentre os algoritmos conhecidos, o mais eficiente [9, 10]

requer um tempo computacional O (exp [(logQ N)%(logz log, N)%} ) Ou seja, trata-se de
um algoritmo exponencial na quantidade O(logy, N) de digitos bindrios de N, onde N é o
nimero inteiro que se deseja fatorar.

Em 1994, baseado nos trabalhos anteriores de Benioff, Bennett, Deutsch, Feynman e Si-
mon, dentre outros, Peter Shor [16] apresentou um algoritmo de fatoragdo que requer
assintoticamente O ((logy N)?(logy logy N)(log, log, logy N)) passos em um computador
quantico para fatorar um numero inteiro N com O(log, N) digitos binarios. Esse algo-
ritmo, que opera em tempo polinomial, ao invés de abordar o problema de decompor N
em dois fatores ndo triviais pelo método direto de divisdes sucessivas, utiliza o problema
equivalente de encontrar a ordem de y* (mod N), onde 1 < y < N é um ndmero inteiro
escolhido aleatoriamente tal que mde(y, N) = 1. Shor faz uso de um algoritmo quantico
para calcular essa ordem.

A computacdo quantica revela um paradigma computacional bastante adverso da com-
putacao classica. Enquanto esta tultima é realizada através de operagoes bindrias de-
terministicas com base na légica booleana classica, a computacao quantica fundamenta
as suas operacoes nos postulados que descrevem o comportamento quantico da matéria.
Portanto, é probabilistica no seu modus operandi. Essa diferenca entre os formalismos
l6gicos da computagao classica e da computacao quantica é um reflexo direto da natureza
dos sistemas fisicos que sao utilizados para implementar concretamente cada uma dessas
computacoes. De fato, enquanto os métodos computacionais cldssicos sao implementados
fisicamente por sistemas eletronicos descritos pelas leis do eletromagnetismo, os algorit-
mos quanticos devem ser fisicamente implementados por sistemas discretos de particulas
como atomos, elétrons e fotons, cujo comportamento é governado pelas leis da mecanica
quantica.



Esta dissertacao apresenta o algoritmo de Shor para fatoragao em um computador quantico
e foi, na maior parte, baseada no artigo [11] de S.J. Lomonaco Jr. Em nossa abordagem,
optamos por introduzir no capitulo 1 alguns conceitos bésicos da computagao classica com
o objetivo de criar um ambiente de idéias, de forma tal, que tornasse possivel a apre-
sentacao da computacao quantica como uma extensao, a mais natural quanto possivel,
do modelo classico computacional. Assim, no capitulo 2, apresentamos as bases do for-
malismo matematico que modela a computagao quantica, atendo-nos apenas aos aspectos
conceituais que sao, direta ou indiretamente, aplicados na descrigao do algoritmo de Shor.
Neste capitulo, faz-se um sistematico uso dos postulados da teoria quantica que descrevem
o comportamento de um sistema computacional quantico.

Os capitulos 3 e 4 sao dedicados a apresentacao do algoritmo de fatoragao de Shor, feita
em duas partes. A primeira, contida no capitulo 3, diz respeito a parte nao quantica
e aborda os aspectos algébricos do algoritmo no que diz respeito a equivaléncia entre o
problema de encontrar dois fatores nao triviais de um inteiro N e o de descobrir a ordem de
y® (mod N). Também é demonstrado o teorema que assegura a viabilidade probabilistica
do método de solugao desse problema. No capitulo 4, apresentamos a parte quantica do
algoritmo de Shor. O ponto alto da dissertagao é alcangado mostrando-se como encontrar
a ordem de y® (mod N), conciliando o algoritmo quantico com uma interpretacao cléssica
de seus dados de saida, mediante o uso da expansao de um numero racional em fragoes
continuas.



Capitulo 1

COMPUTACAO CLASSICA

Neste capitulo inicial, apresentamos de forma breve alguns temas béasicos da computacao
classica que julgamos necessdarios para a introdugao dos conceitos da computacao quantica
que virao a seguir. Optamos aqui por uma abordagem que permita a criacao de uma
ambiéncia favoravel a apresentacao das idéias futuras. Dessa forma, poderemos estabelecer
mais adiante um instrutivo parelelo que evidencie as diferengas conceituais entre esses dois
paradigmas da computagao.

1.1 BiIT, REGISTROS E ESPACO DE ESTADOS

Os computadores classicos utilizam o bit, ou digito binario, como o componente bésico
da memoéria. O bit representa a menor quantidade de informacao digital capaz de ser
armazenada porque pode estar, de cada vez, em apenas um de dois estados distintos e
mutuamente exclusivos. A concepcao desse principio de memoéria justifica-se pela relativa
facilidade, do ponto de vista fisico, de se armazenar a informacao digital através da dis-
tingao entre dois valores de uma grandeza fisica continua como tensao ou corrente elétrica.
Dessa forma, o estado de cada bit corresponde a um estado fisico distinto da maquina.
Essa caracteristica de armazenamento faz com que o sistema bindrio de numeracao seja a
escolha natural para representar as informagoes envolvidas na computacao cldssica.

Assim, do ponto de vista matemético, um bit estd associado a uma variavel x € {0,1},
onde o conjunto {0,1} é dito o espago de estados do bit. Desse modo, um bit x pode
estar a cada instante em apenas um dentre os dois possiveis estados 0 ou 1, mas nunca
em uma sobreposicao simultanea de ambos.
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Por sua vez, um registro é uma area mais extensa de memoria formada pela justaposicao
de uma quantidade finita de k bits. Isto é, um registro estd associado a uma k-upla
(rp_1,--,20) € {0,1}* onde o produto cartesiano

{0,1}* = {0,1} x --- x {0,1}
k

é dito o espacgo de estados desse registro. Além disso, como herda o principio de fun-
cionamento de cada um de seus bits componentes, um registro pode estar a cada instante
em apenas um dos 2¥ diferentes estados possiveis e mutuamente exclusivos do seu espaco
de estados.

L]

k bits

fig.1 Um registro com k bits

Observacao 1.1.1 Note que cada um desses 2F possiveis estados corresponde biunivoca-
mente ao armazenamento de um nimero inteiro 0 < N < 28 — 1. De fato, existe uma
bijecdo natural ¢ entre o conjunto das k-uplas {(xg_1,---,x0); z; € {0,1}} e o conjunto
{NecZ; 0<N <21} definida por:

G(Th1,- - w0) = xp_1 - 2PV g2 foag - 20,

que € a representacao bindria de N. Além disso, os valores minimo e mdximo armazena-
dos ocorrem quando, respectivamente, x; = 0 e x; = 1 para todo i. Mais claramente,
#0,---,0) =0 e o(1,---,1) = Z?;é 27 = 2% — 1. Abairo, ilustramos a representacio
bindria do numero 13 em um registro de cinco bits.

[oft]t]of1]

fig.2 Representacdo bindria do nimero 13

Em sintese, um registro é capaz de armazer somente um valor de cada vez, isto é, nao
¢é possivel um mesmo registro de k bits cldssicos armazenar simultaneamente uma so-
breposicao de dois, ou mais, niimeros inteiros distintos 0 < N, Np < 2F — 1.

Observagao 1.1.2 Dado um niumero inteiro positivo N podemos estar interessados em
avaliar a quantidade minima k de bits que deverd possuir um registro para ser capaz de
armazend-lo. Afirmamos que serd necessdrio um registro com [logy N| < k bits, onde
o stmbolo [ ] denota o menor inteiro maior que. Com efeito, k deverd satisfazer N <
2k — 1 < 2% donde logy N < k.
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1.2 ALGEBRA BOOLEANA E PORTAS LOGICAS

A Algebra Booleana, assim nomeada em homenagem ao seu descobridor o matematico
inglés George Boole (1815-1864), caracteriza-se pelo fato de que suas varidveis e fungoes
apenas podem operar com os valores 0 e 1. Também conhecida como algebra de chavea-
mentos, a algebra booleana, por suas caracteristicas, é o modelo matematico adequado
para descrever a dinamica de funcionamento dos circuitos l6gicos digitais.

As Fungoes booleanas sio da forma f : {0,1}* — {0,1}™, cuja entrada é um estado
x = (Tp_1, ,20) € {0,1}* e cuja saida é um estado y = (fr_1(2),---, fo(x)) € {0,1}™.
Funcgoes booleanas sao implementadas na prética através de circuitos eletronicos digitais
chamados portas légicas. Ou seja, a mesma operagao que uma funcao booleana realiza
abstratamente com os nimeros 0 e 1, a porta légica correspondente realiza de forma
concreta com, digamos, os estados de tensao elétrica de 0 e 5 volts. Essa correspondéncia
costuma levar ao emprego indistinto das duas expressoes.

1.2.1 Portas LO6GicAS ELEMENTARES

Dentre as portas logicas, ou correspondentes fungoes booleanas, existem trés que merecem
uma especial referéncia. Tais portas sao as func¢oées Not, And e Or, que funcionam como
blocos elementares para a construcao de qualquer outra porta légica. Isso significa que
qualquer fun¢do booleana pode ser implementada através de uma combinacao adequada
dessas fungoes ou portas bésicas [21, pp 62-64], por isso mesmo denominadas de funcoes
booleanas elementares ou portas légicas elementares. A seguir, apresentamos tais
funcgoes.

A porta Not

A porta logica Not, tabém conhecida como operacao de negac¢do ou inversao, é denotada
pelo simbolo ”=” e implementa a correspondente fungao booleana — : {0,1} — {0,1}
definida por =(z) = 1 — . Ou seja, essa fungao atua sobre um tnico bit e inverte o seu
estado. Portanto, a funcao Not possui apenas uma entrada e uma saida. Esquematica-

mente, essa porta é representada pelo seguinte diagrama:

Iﬁ

acompanhado de sua tabela-verdade:

(e
(e} r—t‘%
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A porta And

A porta légica And, tabém denominada operacao de disjunc¢ao, é denotada pelo simbolo
”A” e implementa a correspondente funcio booleana A : {0,1}* — {0, 1}, k > 2, definida
por:
1 se (xgp_1,---,m0)=(1,1,---,1)
/\(xk717 T xo) =
0 se (wg—1,--+,x0)# (1,1,---,1).

A funcao And pode ter mais de duas entradas, mas possui apenas uma saida. Exibimos
abaixo a representacao esquematica da ocorréncia mais usual da porta And, isto é, o caso

em que k = 2:
xI
A
xl}

cuja tabela-verdade é:

1 | To | Y
01010
0 110
11010
1 1|1

A porta Or

A porta logica Or, também chamada de operacao de conjuncdo, é denotada pelo simbolo
”\/” e implementa a correspondente funcio booleana V : {0,1}* — {0, 1}, k > 2, definida
por:
0 se (zk_1,--+,20)=1(0,0,---,0)
\/(.kal, T :II()) =
1 se (xgp—1,---,x0) # (0,0,---,0).

Assim como a porta anterior, a funcdo Or pode ter mais de duas entradas, mas possui
apenas uma saida. Também exibimos abaixo a representacao esquematica da ocorréncia
mais usual da porta Or, isto é, o caso em que k = 2:

X

Xy
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cuja tabela-verdade é:

8
—
8
=)

== OO

| o= O
e il E=ls

Observagao 1.2.1 (Um comentdrio sobre reversibilidade) Dentre as portas légicas
elementares, apenas a porta Not ¢é reversivel. Por uma porta reversivel, queremos qua-
lificar aquela que estd associada a uma fung¢do booleana inversivel. Assim, a inversa
da funcio —(x) = y é a funcdo ~~(y) = =, definida por = '(y) = 1 —y. De fato,
(=Yoo =) (x) = x. Além disso, note que a funcdo Not é auto-inversa, isto é, =1 = .
Em termos simples, uma porta logica, ou correspondente funcdo booleana, serd reversivel
se for possivel determinar o valor de entrada (input) uma vez que se conhega o valor de
saida (output). Ou seja, se for possivel reverter a operagao. Neste sentido, note que mesmo
conhecendo o valor de saida das fun¢ées And e Or, os wvalores de entrada permanecem
indeterminados. Veremos no capitulo dois que, ao contrdrio do que ocorre na computacao
cldssica, toda porta quantica € reversivel.

Como afirmamos no inicio desta secao, qualquer fungdao booleana pode ser implementada
como uma combinacdo adequada das portas légicas elementares Not, And e Or. A
seguir, ilustraremos esse fato escolhendo para exemplo uma fungao booleana que sera uti-
lizada em dois momentos no capitulo seguinte: em uma primeira aplicacao da computagao
quantica conhecida como Algoritmo de Deutsch-Jozsa e na definicao de um certo operador
linear unitdrio. Este iltimo, de uso essencial no algoritmo de fatoragdo de Shor. Assim,
pretendemos torna-la, desde j4, familiar.

Exemplo 1.2.1 A fung¢io Xor (Or exclusivo)

A porta légica Xor € denotada pelo simbolo "@&” e implementa a correspondente funcdo
booleana @ : {0,1}2 — {0,1} definida por:

T se 1 =0
®(z1,20) =
l—29 se x1=1.

Em tempo, esclarecemos que o simbolo &, aqui empregado, em nada se relaciona com a
sua usual denotacao de soma direta. Isso posto, apresentamos abaizo uma implementacao
da fungcao Xor como uma composicao das funcgoes elementares Not, And e Or.
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(@1, 0) = V(A(w1,~(20)), Alzo, ~(21))) |

E imediata a verificacao que o resultado destas operacdes logicas satisfaz a tabela-verdade:

1 | ZTo | Y
01010
0111
1101
11110

1.3 EsTtADO, EVOLUCAO E MEDICAO DE UM REGISTRO

Nosso propédsito nesta segao é apresentar os conceitos de estado de um sistema, evolucao
de um sistema e medicdo desse sistema aplicados ao caso especifico de nosso interesse,
onde esse sistema é um registro cldssico de k bits.

Definigao 1.3.1 O estado de um registro de k-bits é uma k-upla (zy_1,- -, x0) € {0,1}%,
dito o seu espaco de estados.

Considere, por exemplo, um registro composto por 3 bits. Nesse caso, o espago de estados
desse registro é formado por oito estados distintos, isto é, existem somente oito com-
binagoes distintas para a tripla (ze,z1,2¢), x; € {0,1}. De modo ilustrativo, podemos
visualizar os diferentes estados desse registro ternario como sendo os oito vértices de um
cubo de aresta unitaria, conforme a figura abaixo:

001 011

10,1,/'4 "

000 010

100 110

Assim, o espago de estados do registro é o conjunto formado pela unido disjunta desses oito
vértices. De modo geral, o espaco de estados de um registro de k bits pode ser visualizado
como os 2F vértices de um cubo de aresta unitéria k& dimensional.
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Definigao 1.3.2 Considere um registro de k bits que se encontra inicialmente no estado
= (xp_1, -, x0) € {0,1}*. Dizemos que o registro evolui de = para y quando passa do
estado = para o estado y = f(z), onde f: {0,1}* — {0,1}* ¢ uma funcdo booleana.

Um registro evolui de um estado para outro sob a acdo de uma porta légica, ou funcao
booleana. Assim, considere o exemplo anterior com o registro de 3 bits no estado inicial
(0,1,1). A aplicagao sucessiva de trés portas légicas poderia levar o registro a evoluir
para, digamos, os estados sucessivos (0,0,1), (1,1,1) e, finalmente, (1,1,0). Tais funcoes
booleanas que provocariam essas evolugoes poderiam ser, por exemplo, as portas ldgicas
A, Be (Cindicadas no diagrama abaixo:

Porta A Porta B Porta C
N N T\
0 /L 0 ) 1 J\ 1
1 @ 0 Q[/J 1 A 0
1 1 1 () 0
Estado 0 \/ Estado 1 \/ Estado 2 \/ Estado 3

Note que cada porta logica é composta internamente pela portas elementares Not, And
e Or. Neste diagrama, o tempo flui da esquerda para a direita e os estados de 0 a 3
constituem a evolucao sequenciada do registro pela acao das sucessivas portas.

A Medigao de um registro

Medir um registro significa observar o estado no qual se encontra através de algum processo
computacional adequado. Na computagao cléssica, observar o estado de um registro num
certo instante equivale a observar o estado individual de cada um de seus bits componentes.
Isto é, se sabemos, por exemplo, que apdés a aplicagao de uma sequéncia de portas logicas
um registro de 3 bits deverd ter armazenado em si o nimero 6 em digitos bindrios, entao,
inequivocamente, o estado do primeiro bit serd 0 e o estado dos segundo e terceiro bits
serd 1. Ou seja, a medicao de um registro classico é um processo deterministico. Mais
ainda, a observagao do estado de um registro nao altera esse estado. Fatos muitos adversos
ocorrem na computacao quantica como veremos a seguir.



Capitulo 2

COMPUTACAO QUANTICA

2.1 MATRIZES E TRANSFORMACOES UNITARIAS

Apresentamos na sequéncia alguns conceitos bésicos da algebra linear que serao utilizados
nos postulados que descrevem o comportamento dos sistemas quanticos nos quais estamos
interessados, a saber, os sistemas de bits e registros quanticos. Dessa forma, seja M, ,(C)
o espago das matrizes com entradas (a;;) € C, onde 1 <i < mel < j < n. Agora,
considere as seguintes defini¢oes:

Definicao 2.1.1 Seja A € M, ,(C). Definimos a matriz adjunta de A como sendo a

matriz At € My, ,,(C) tal que AT = AL, Isto ¢, a adjunta da matriz A é a matriz conjugada
de sua transposta.

Definicao 2.1.2 Dizemos que uma matriz A € My, ,(C) é uma matriz unitaria se e
somente se ATA = I, onde I,, denota a matriz identidade n X n.

Em particular, note que se m = n entao uma matriz A € M, (C) é unitédria se e somente
se A=t = AT. Agora, considere o conjunto das matrizes coluna C' € M,, 1(C). Decorre da
definicao 2.1.2 a seguinte propriedade:

Propriedade 2.1.1 Uma matriz coluna C' = (¢;1) n X 1 € unitdria se e somente se:

‘611|2 + |621’2 + -4 |Cn1‘2 =1

13
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DEMONSTRAGAO. Suponha que C' é unitaria. Entdo CTC = I; = 1. Isto é,
CI1 - €11+ Ca1 - o1+ + Cpt - et = 1 (2.1)

e a conclusao segue de imediato. Reciprocamente, seja C' uma matriz coluna tal que

len? + lea P+ 4 e =1 (2.2)

Assim, podemos escrever (2.2) na forma (2.1). Ocorre que o lado esquerdo da igualdade
(2.1) é exatamente CTC. Isto é:
cic=1=1

e, portanto, C' é unitaria. [

Finalmente, sejam V' e W dois espacos vetoriais complexos com produto interno hermitiano
e com bases ortonormais, respectivamente, o = {ej,e9,---,en} € 0 = {f1, f2, -, fm}-
Além disso, sejam U : V' — W uma transformacao linear e A € M,, ,(C) a matriz de
representagao de U em relacao as bases « e 3. Nessas condigoes, temos a seguinte definicao:

Definig¢ao 2.1.3 Uma transformacdao linear U : V. — W € dita unitaria se e somente
se A é uma matriz unitdria. Além disso, AT é a matriz de representacio do operador
Ut : W — V, adjunto de U, em relacio as bases 8 e . Mais ainda, se V = W entdo
UTU = UUT = I, onde | € o operador identidade.

2.2 SISTEMAS QUANTICOS

Na computacao classica, o formalismo matematico que descreve o funcionamento dos bits
e registros estd de acordo com a maneira como se comportam os sistemas fisicos que
implementam concretamente esses sistemas logicos. Neste caso, os sistemas fisicos sao
diminutos chaveamentos elétricos que controlam a passagem ou interrupcao de corrente
mediante a distin¢ao entre os dois valores de tensao que concretizam os estados abstratos
Oel.

Em contrapartida, o formalismo matematico que descreve o funcionamento dos bits e re-
gistros quanticos deverd estar de acordo com os sistemas fisicos que podem implementar
concretamente essa computacao. Tais sistemas quanticos sao usualmente sistemas isolados
e diminutos como dtomos, elétrons, fétons etc. Assim, apresentaremos a seguir trés postu-
lados oriundos da mecanica quantica e que sao suficientes para descrever o comportamento
dos sistemas quanticos com os quais iremos lidar, a saber, qubits e registros quanticos. O
formalismo matema&tico que serd apresentado na préxima secao estara de acordo com esses
postulados.
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2.2.1 Postulados da Teoria Quantica

Dizemos que um sistema é isolado quando nao estd interagindo com o ambiente no qual
estd inserido. Ademais, passaremos a usar a notacao ket | ), devida a Dirac, para denotar
o vetor de estado de um sistema quéantico.

Postulado 2.2.1 (Estado de um sistema) O Estado de um sistema quantico isolado
¢ completamente descrito por uma matriz unitdria |C) = (c;1) € M,,,1(C).

Postulado 2.2.2 (Evolugao de um sistema) Um sistema qudantico isolado no estado
|C1) evoluird para um novo estado |Ca), apds um certo intervalo de tempo, de acordo com

|C2) =U|Cy)

onde U € M,,(C) € uma matriz unitdria.

Comentario. Note que este postulado é consistente com o primeiro. De fato, como
|C1) € M, 1(C) e U € M, (C), temos que |Ca) € M, 1(C). Além disso, |C2) ¢ unitéria.
Com efeito,

Co)T|Ca) = (U|C1)T(UICh))
= |eyiutulc)
= |C1)T|Cy)

- I

Portanto, |C3) é um estado quantico valido.

Postulado 2.2.3 (Medi¢ao de um sistema) Quando um sistema quantico no estado

li) = 1 — i-ésima posi¢do

fornecendo como resultado da medi¢do o valor i, onde 0 < i <n — 1.
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2.3 QuUBITS

O espago de estados de um bit classico era simplesmente o conjunto {0,1}. Ou seja, os
Unicos e mutuamente exclusivos estados nos quais um bit poderia estar eram os valores 0 e
1. Nesta secao apresentaremos o conceito de qubit, ou bit quantico, cujo espaco de estados
é algo muito adverso. Mais ainda, o proprio conceito de estado de um qubit possui uma
natureza bem diferente dos estados 0 e 1 do bit cldssico. Assim, nosso préximo objetivo
serd responder as perguntas: ondem vivem os qubits e como sao definidos.

Seja H um espago vetorial complexo com um produto interno hermitiano ( , ). Tal produto
interno induz uma norma || || nesse espaco. Dizemos que H é um espaco completo se
toda sequéncia de Cauchy de vetores de H for convergente para um vetor pertencente ao
préprio espaco com relagao a essa norma.

Definicao 2.3.1 Dizemos que um espago vetorial complexo H com produto interno her-
mitiano € um Espago de Hilbert se for completo com relacao a norma induzida por esse
produto interno.

Um qubit é um sistema quantico cujo espago de estados é um FEspaco de Hilbert bidi-
mensional. Mais adiante, veremos que registros quanticos constituidos por dois ou mais
qubits também sao sistemas cujo espaco de estados também é um Espaco de Hilbert com
dimensao, embora maior do que dois, finita. Com isso estamos dizendo que todos os
espacos de Hilbert com os quais lidamos na computacao quantica sao espacgos vetoriais de
dimensao finita.

Agora, como todo espago vetorial de dimensao finita possui uma base ortonormal, sempre
escolheremos tais bases para os espacos de Hilbert com os quais trabalharemos. O motivo
dessa escolha é manter a coeréncia com a defini¢ao 2.1.3 e com os postulados da secao 2.2.1.
Além disso, denotaremos por estados puros os vetores da base do espaco de Hilbert que
for tomado como espaco de estados do sistema em questao.

Considere o espaco de Hilbert C? com a base ortonormal canénica dada pelo conjunto das
matrizes coluna unitdrias C = {(1 0)%, (0 1)!}. Por defini¢do, C2 ¢ o espago de estados
de um qubit. Utilizaremos a notagao Ket de Dirac para representar os vetores desse
espaco. Em particular, denotamos os vetores da base canonica C pelos simbolos abaixo:

=) m=(1) 23)

Definigao 2.3.2 Um qubit é um sistema qudantico cujo vetor de estado |¢) € C? ¢ dado
por
) = aol0) + a11)

onde a; € C, |ag|? + |a1]?> =1 e C? é um espago de Hilbert de dimensao dois.
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Note que esta definicao de qubit satisfaz a propriedade 2.1.1 e, portamto, é coerente com
o postulado 2.2.1. Ainda, os estados quanticos |¢) sdo vetores unitarios de C2. De forma
ilustrativa, podemos representar um qubit e seu espago de estados pelo seguinte grafico:

Como formam uma base ortonormal de C2, dizemos que os estados |0) e |1) sdo os estados
puros do qubit. Fora esses, qualquer outro vetor de estado |p) de um qubit é uma
combinagao linear de |0) e |1), conforme nos diz a definicdo 2.3.2. Também se diz que
um estado |¢) é uma sobreposigao desses estados puros. Diante disso, uma primeira
grande diferenca entre bits e qubits torna-se evidente. Enquanto um bit pode existir em
apenas dois estados 0 e 1, um qubit pode existir em infinitos estados que sao as infinitas
possibilidades de combinacées lineares dos estados puros que satisfazem a definigao 2.3.2.

Agora, suponha que um qubit esteja no estado |p) = ap|0) + a1]|1) no momento em que é
observado. Pelo postulado 2.2.3, esse vetor de estado |¢) devera colapsar, no momento da
observacao, para um dos estados puros |0) ou |1) fornecendo como resultado os valores,
respectivamente, 0 com probabilidade |ag|? ou 1 com probabilidade |a1|?. Por essa razao,
os coeficientes ag e a; sao ditos amplitudes de probabilidade. Também usamos a
notacao:

Prob(0) = |ag|? Prob(1) = |a; |2

Dessa forma, embora um qubit, enquanto estado quantico isolado, possa existir em infinitas
sobreposicoes dos estados puros, somente é possivel extrair deles informacoes equivalentes
a valores de bits classicos, isto é, 0 ou 1. A razao disso é o fato de que para extrairmos
informacao de um qubit é necessdrio observa-lo, ou seja, é necessario interagir com o
sistema. Mas, quando isso ocorre, o qubit deixa de ser um sistema quantico isolado e
colapsa em um dos estados puros. Contudo, o critério que o sistema quantico utiliza para
escolher em qual desses dois estados puros ird colapsar sao as amplitudes de probabilidade
de cada um no momento da observagao. Em sintese, o postulado 2.2.3 diz que:

A medicao de um estado quantico nao puro altera esse estado.
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Esse fato atesta outra surpeendente caracteristica da computacao quantica que a diferencia
largamente da computacao classica. A saber, o estado de um bit classico ndo se altera
quando o medimos ou observamos. Portanto, enquanto o ato de medir um sistema cldssico
é um processo deterministico, medir um sistema quantico é um processo probabilistico.

Exemplo 2.3.1 Suponha que temos 100 computadores quanticos e em cada um deles
exista um qubit no estado |) = /0.7 |0) ++/0.3 |1) no exato momento em que decidimos
medir esses qubits simultaneamente nos 100 computadores. O que a teoria quantica nos diz
através do postulado 2.2.3 é que em aprorimadamente 70 desses computadores deveremos
obter como resultado o valor 0, pois em 70% dos casos o vetor de estado |@) ird colapsar
para o estado puro |0) e em aprozimadamente 30 deles deveremos obter o valor 1, pois em
30% dos casos o vetor de estado |p) deverd colapsar para o estado puro |1).

Tendo em vista esse processo probabilistico, note que uma situagao muito especial ocorre
no seguinte caso. Suponha que temos um qubit no estado quéntico:

0) +11)
= 2-4
o) = 2 (2.4)
Isso significa que Prob(0) = Prob(1) = . Ou seja, em 50% dos casos obteremos o

valor 0 como resultado da medi¢ao e nos demais 50% obteremos o valor 1. Quando
isso ocorre, dizemos que o vetor de estado |¢) do qubit estd em uma sobreposicao
uniforme de estados puros. Mais adiante, estenderemos esse conceito a registros quanticos
e exploraremos as vantagens computacionais desse tipo de sobreposicgao.

2.4 REGISTROS QUANTICOS

Semelhante ao que ocorre na computagao classica, um registro quantico é uma justapo-
sicao ordenada de um nimero finito de qubits e, portanto, também é um sistema quantico.
Assim, nossa préxima tarefa serd apresentar o espago de Hilbert onde vivem os registros
quanticos e como sao definidos. Para isso, lembramos que um registro classico de k bits
tem como espaco de estados o produto cartesiano {0,1}* dos k espacos de estado {0,1}
correspondentes a cada um de seus bits componentes.

Por sua vez, o espago de estados de um registro quantico de m qubits é o espaco de Hilbert
dado por m vezes o produto tensorial de C2, isto é:

C?’Q ---QC?
—_—

Inicialmente, considere o espaco de estados C? ® C?. Sabemos que se {e1,---,en} e
{f1,-, fn} s@o0 bases dos espagos vetoriais, respectivamente, H; e Hz, entao o conjunto
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{ei® fi] 1 <i<mel<j<n}éuma base de Hy ® Ha. Em particular, temos que os
vetores

0) ©10), 10) @ 1), [1) ®]0), [1) @ 1) (2.5)

constituem uma base de C? ® C2, um espaco de Hilbert de dimensao quatro.

Notagao 2.4.1 Com o objetivo de simplificar a escrita dos vetores (2.5), convenciona-se

usar a segquinte notagao:
|a) ® |b) = [ab), a,b € {0,1}

Dessa forma, os vetores (2.5) passam a ser escritos como |00), |01), |10), |11). Agora, como
C? ® C? ~ C*, estes simbolos podem ser identificados com a base ortonormal canonica de
C* cujos vetores passam a representar os estados puros de C? ® C2. Ou seja,

100) ~ 101) ~ 110) ~ I11) ~ (2.6)

o= O O
o O O

1 0
0 1
0 0
0 0
Diante disso, considere um registro quantico formado por dois qubits com vetores de estado

lo1) = ao|0) + a1|1) € C? e |pa) = bo|0) + b1|1) € C2. Dessa forma, o estado quantico do
registro |¢) € C? ® C? serd o produto tensorial dos estados |p1) e |p2). Ou seja,

%) 1) ® |pa)
(ap|0) + a1]1)) @ (bo|0) + b1|1)) (2.7)
= a0b0|00> + a0b1|01) + a1b0|10> + a1b1\11>.

Ademalis, note que

1
D faibP =1 (2.8)

,7=0

pois, |ag|? + |a1]? = 1 e |bo|? + |b1]? = 1. Isso nos diz que o vetor de estado de um registro
de dois qubits é um vetor unitario 1)) € C?> ® C2. Assim, |+) satisfaz a propriedade 2.1.1
e, portanto é consistente com o postulado 2.2.1. Logo, |¢) é um estado quantico vélido.
Dessa forma, podemos apresentar a seguinte definicao:

Definigao 2.4.1 Um registro de dois qubits é um sistema quantico cujo vetor de
estado ) € C* @ C? € dado por

"Lﬂ> = CO‘OO> + 01‘01> + 62’10> + 03‘11>
3

onde ¢; € C, Z |c;€|2 =1e C?®C? ¢ um espaco de Hilbert de dimensao quatro.
k=0
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Agora, suponha que um registro de dois qubits encontra-se no estado
[) = ¢,|00) + ¢1]01) + ¢2]|10) + ¢3]11) (2.9)

no momento em que é medido. Pelo postulado 2.2.3 tal estado |¢)) deverd colapsar para
um dos estados puros |00), |01), [10) ou |11}, fornecendo como resutado um dos valores,
respectivamente, 0, 1, 2 ou 3 com probabilidade Prob(i) = |c;|?>. Assim, embora um
registro de dois qubits possa existir, enquanto estado isolado, em infinitas sobreposicoes
de estados dada pela equacao (2.9), a sua medigdo apenas permite extrair informagoes
equivalentes aos valores possiveis de serem armazenados em um registro classico de dois
bits. Ou seja, 0 ~ (0,0), 1 ~ (0,1), 2~ (1,0) e 3 ~ (1,1). Confira a observagao 1.1.1 do
capitulo 1.

Também no caso de um registro quantico de dois qubits, podemos ter um estado de
sobreposicao uniforme dado por:

gy = 100+ \01>-;y10> +11)

Ao ser medido nesse estado, o registro quantico devera fornecer um dos resultados 0, 1, 2
ou 3 com iguais probabilidades de 25%.

(2.10)

Faremos agora a generalizacao do conceito de registro quantico para o caso em que esse
registro é composto por m qubits. Contudo, cabe antes uma ressalva quanto a notacao
mais adequada para representar os vetores da base candnica do espago vetorial

CCy ---C2.
—_———

m

Assim, note que, sendo {|0),]|1)} uma base de C2, temos que um elemento da base de
C?® ---®C? é dado genericamente por:

|bm-1) ® - -- @ |b1) @ |bo) (2.11)

onde b; € {0,1}. Se usarmos a notagao 2.4.1 entao o vetor acima pode ser escrito como
|b—1 -+ - b1bg). Ocorre que para registros com um nimero m suficientemente grande de
qubits, mesmo esta notacdo torna-se inadequada. Dessa forma, note que a sequéncia
de nidmeros by,—1---bjbg é a representacao bindria do nimero inteiro nao negativo (cf.
observagao 1.1.1)

c=bpm -2 by -2 by 20 (2.12)

Com isso, podemos adotar a seguinte notagao:
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Notacao 2.4.2 Seja by,—1---bibg a representacdo bindria do nidmero inteiro nao negativo
¢ dada pela equagao (2.12). Assim, denotamos:

‘C> = ’bm—l s -blb()) = ‘bm_1> Q& ’b1> ® ’bo>

No caso de um registro quantico de trés qubits, por exemplo, os oito vetores da base
canonica de C? ® C? @ C? podem ser representados da seguinte forma:

0) = 1000) [4) = [100)
|1) = 1001) |5) = |101)
|2) = 1010) 6) = |110)
3) = [011) 7 = [111)

Em principio, o emprego dos simbolos |0) e |1) poderia causar alguma confusao. Contudo,
o contexto em que forem empregados deixara sempre muito claro se estao sendo aplicados
no sentido da notagao 2.4.2, acima, ou se denotam os estados puros de um qubit simples
dados pelas igualdades (2.3).

Apés essas consideragoes sobre a notacao, faremos a generalizacdo dos conceitos para um
registro quantico de m qubits. Para isso, adotaremos, mutatis mutandis, as construgoes e
definicoes feitas para o caso m = 2. Dessa forma, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.4.2 Um registro quantico de m qubits é um sistema quantico cujo vetor
de estado |1) € C*® --- @ C% ¢é dado por:
—_——

m
2m 1
) = Z Cz|w)
=0
2m 1
onde c, € C, Z lex]?=1¢e C?°® ---®C? ¢ um espago de Hilbert de dimensio 2™ com
=0
base candnica {|0), |1), [2),---, [2™ —1)}.

Como C?® ---®C2? ~ C?", essa base pode ser identificada com a base ortonormal canénica
de C%" cujos vetores passam a representar os estados puros de C2® ---® C?. Assim, para
0 <2x<2™—1, temos a seguinte identificagao:

|y ~ | 1 — z-ésima posicao
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Agora, suponha que um registro quantico de m qubits encontre-se no estado

‘"Lﬂ) = Co|0> + 01|1> + CQ’2> +---+ CQm_1’2m - 1> (2.13)

no exato momento em que é medido. Pelo postulado 2.2.3, esse estado |1) deverd colapsar
para um dos estados puros |0), [1), |2), -+, |2™ — 2) ou |2™ — 1) e fornecer, respectiva-
mente, como resultado dessa medicao um dos valores 0, 1, 2,---,2" — 2 ou 2" — 1 com
probabilidade Prob(z) = |c;|?, para 0 < x < 2™ — 1. Note que tais valores sdo os 2™
nimeros inteiros nao negativos possiveis de serem armazenados em um registro cldssico
de m bits. Mais uma vez, confira a observagao 1.1.1.

Como um caso particular da sobreposigao de estados dada pela equagao (2.13), temos a
generalizacao da equagao (2.10) dada pela seguinte defini¢ao:

Definigao 2.4.3 Dizemos que o vetor de estado |¢) de um registro de m qubits estd em
sobreposicao uniforme se

=
o) = W xz:;) |z)

Nesse caso, ao se medir um registro em estado de sobreposicao uniforme, o resultado sera

um dos valores 0, 1, 2, ---, 2™ — 2 ou 2™ — 1 com iguais probabilidades Prob(z) = 2%

2.4.1 EsTtADOS CORRELACIONADOS

O estado de um sistema fisico classico sempre pode ser descrito em termos dos estados de
suas partes componentes. Assim, na computacio cldssica, o estado de um registro de k
bits sempre pode ser apresentado na forma de uma k-upla (zx_1, -, zo) € {0, 1}k onde
cada coordenada z; € {0,1} é inequivocamente o estado de cada um dos k bits individuais
que compoem o resgistro. Por sua vez, o estado de um sistema quéintico nem sempre
pode ser descrito em termos dos estados individuais de suas partes. Esse fato nao possui
contrapartida no mundo classico de nossa experiéncia direta e, por isso, é nao intuitivo.
Dessa forma, na computagao quantica, pode nao ser possivel expressar o estado de um
registro quantico de m qubits através dos estados separados de cada um desses qubits.
Formalmente, resumimos tal fato na seguinte definicao:

Definigao 2.4.4 Seja |¢)) o vetor de estado de um registro quantico de m qubits. Dizemos
que ) € um estado correlacionado se ndao puder ser escrito como o produto tensorial
dos estados individuais de seus m qubits. Caso contrdrio, os m 1-qubits sao ditos inde-
pendentes.
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Assim, considere, por exemplo, um registro de dois qubits cujo vetor de estado [¢)) é dado

por:

~100) + [11)
V2

Das equacoes (2.7) temos que, de modo geral, um registro de dois qubits dado pelo produto
tensorial de seus qubits componentes é da forma:

) (2.14)

’1/)> = aobo‘O()) + a0b1\01> + a1b0]10> + a1b1]11) (2.15)

Logo, ao igualarmos as equagoes (2.14) e (2.15), caimos no seguinte sistema de equagoes:

aobo %
aobl == 0
aj b() = 0
ai bl = %

que, claramente, nao possui solugdo. De fato, se assumimos que a; # 0 entdao b—_; = 0.
Por outro lado, se fazemos b; # 0 entao a;_; = 0 e em qualquer dos casos concluimos
que a;b; = 0, uma contradicao. Portanto, ndo existem ntmeros ag, a1, by e by tais que
o vetor de estado [1)) possa ser expresso como o produto tensorial de estados individuais
dados por |p1) = ap|0) +ai|1) e [p2) = bo|0) +b1|1). Em outras palavras, nao existem tais
estados individuais, mas apenas o estado correlacionado |¢)) de ambos qubits.

Medigao de qubits independentes e correlacionados

Inicialmente, mostraremos que quando um registro quantico é formado por qubits inde-
pendentes, a medicao de um desses qubits nao provoca o colapso de todo o sistema. Para
ver isso, considere um registro quantico formado por dois qubits independentes cujo vetor
de estado seja inicialmente

|¥1) = ¢c0[00) + ¢1]01) + c2|10) + ¢311)

Como os qubits sao independentes, entao existem ag, ai, by e by € C tais que o estado
|t1) pode ser escrito como o produto tensorial dos estados de seus qubits dados por
|p1) = apl|0) + a1]1) e |¢2) = bp|0) + b1]1). Ou seja, inicialmente temos:

1) = lo1) ® |p2)

Agora, suponha, sem perda de generalidade, que ao realizarmos a medigao do primeiro
qubit, este colapse para o estado puro |0) € C2. Dessa forma, o registro passa do estado

|¢1) para

|th2) = |0) ® |2).
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Afirmamos, que [¢2) ainda é um estado quantico. De, fato:

|1)2)

|0) @ (bol0) + b1[1))
bol0) ® [0) + b1]0) ® [1)
b|00) + by|01)

Logo, como |by|?+]b1|? = 1, temos que |12) € C2®C? é um estado quantico valido. Assim,
embora o registro quantico tenha passado do estado [1)1) para |i2), este ultimo ainda é
uma sobreposicao de estados e nao um estado puro. Isso mostra que a medicao de um dos
qubits independentes nao provocou o colapso do registro como um todo.

Por outro lado, se um registro encontra-se em um estado quantico correlacionado, entao a
medicao de um dos qubits afetard todos os demais, provocando o colapso de todo o sistema.
Dessa forma, considere o exemplo do registro de dois qubits no estado correlacionado |¢)
dado pela equagao (2.14). Ao medirmos esse registro o vetor de estado |¢)) podera colapsar,
com iguais probabilidades de %, para um dos estados puros |00) ou |11). Contudo, nunca
ird colapsar para os estados |01) ou |10), pois Prob(1) = Prob(2) = 0.

Com isso, suponha que realizamos a medi¢ao de um dos qubits. Se este colapsar para
o estado puro |0) entdo, necessariamente, o outro serd forcado a colapsar também para
o estado puro |0) e o sistema como um todo ird colapsar para o estado |00), j& que nao
é possivel ocorrer |01). Similarmente, se o resultado da medigao de um dos qubits for
o estado puro |1) entdo o outro necessariamente também ird colapsar para o estado |1),
levando todo o sistema para o estado |11). Assim, a medigdo de qualquer dos qubits
correlacionados provoca o colapso de todo o registro quantico.

2.5 TRANSFORMACOES UNITARIAS E PORTAS QUANTICAS

Até agora, vimos os aspectos referentes ao vetor de estado de um qubit e sua medicao que
comportam-se de acordo com os postulados 2.2.1 e 2.2.3. A partir desta se¢ao, passaremos
a abordar o comportamento dindmico dos qubits, isto é, a maneira como evoluem de um
estado a outro de acordo com o postulado 2.2.2.

No capitulo um, vimos que a evolugao dos estados de um registro classico dé-se pela
acao de uma porta légica. Ocorre que, naquele caso, os espagos de estados de um re-
gistro de k bits s@o produtos cartesianos da forma {0, l}k. Por isso, exige-se que as
portas logicas que provocam tais evolugoes sejam, naturalmente, as funcoes booleanas
f:{0,1}* — {0,1}*, onde as entradas sdo k-uplas = (x}_1,---, o1, To) e as saidas
sao k-uplas f(z) = (fr—1(z), -+, fi(z), fo(x)), ambas constituidas de 0’s e 1’s.

Na computacao quantica, os espacos de estados dos qubits sao espagos vetoriais. Dessa
forma, é natural, em primeiro lugar, que as fungoes que provocam as mudancas de estado
sejam as transformacgoes lineares do espaco nele mesmo. Mais ainda, como os estados
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sao vetores unitarios e as bases sao ortonormais, também é natural que, dentre as trans-
formacoes lineares, sejam escolhidas as unitdrias. De fato, estas preservam a norma e
a ortogonalidade dos vetores sobre os quais atuam. Por essa razao, o postulado 2.2.2
exige que as transformagoes que provocam a evolucao dos vetores de estado dos qubits
sejam aquelas cuja matriz de representacao na base candnica ortonormal do espaco sejam
matrizes unitarias. Assim, pela definicao 2.1.3, dado um registro quantico formado por
m qubits, as transformacgoes unitarias U que provocam sua evolugdo sdao os operadores
lineares tais que

UTU = UUT = | (2.16)
onde | é o operador identidade do espaco vetorial de Hilbert C? ® --- ® C2,
| ——

m
Assim, uma consequéncia imediata do postulado 2.2.2 é que os operadores lineares que
provocam mudancas nos estados dos qubits sao operadores inversiveis. De fato, U=t = UT.
Agora, da mesma forma como na computagao classica as fungoes booleanas sao implemen-
tadas por portas légicas, na compucao quantica os operadores unitarios sao implementados
por portas quanticas. Ora, pelo que afirmamos no inicio deste paragrafo, temos que

Toda porta quantica é reversivel.

Tal comportamento das portas quanticas é mais uma das notaveis diferencas em relagao
a computagao classica. Como vimos na observagao 1.2.1, a maioria das fung¢oes booleanas
elementares classicas sao irreversiveis. Também, como no caso classico, existem portas
quanticas ditas elementares. Neste caso, consideram-se portas quanticas elementares
aquelas que atuam sobre registros de um, dois ou até trés qubits por serem as de imple-
mentacao fisica mais simples. Dessa forma, toda porta quantica pode ser construida a
partir de um ndmero finito de portas elementares [17, Secao 2].

2.5.1 PoORTAS QUANTICAS ELEMENTARES

Neste secao daremos quatro exemplos de portas quanticas elementares. As duas primeiras
atuam sobre registros simples de apenas um qubit, a terceira atua sobre registros de dois
qubits e a quarta sobre registros de trés qubits.

A porta quantica UnoT

A porta UyoT desempenha na computacao quantica uma funcao similar aquela realizada
pela funcao Not da computagao classica. Ou seja, se o estado de um qubit é |0) a porta
UnoT converte para |1) e vice versa. Como é um operador linear, basta definir a porta
UnoT : C2 — C? em relacdo aos vetores da base. Assim, temos:

UnoTl0) = 0-]0) +1-]1)
Unotll) = 1-]0)+0-[1)
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Logo, a matriz de transformacao de UnoT em relacio & base candnica ortonormal de C? é
a matriz unitdria A € My 2(C) dada por:

01
=(14)
A Transformacao de Hadamard - H

A transformacdo de Hadamard é um operador unitario H : C> — C?2, assim definido nos
vetores da base:

HI0) = 5 10) + 5 [1)
HI = 5 10) — 05 1)

Sua matriz de representacdo em relacio & base candnica ortonormal de C? é a matriz
unitaria A € My 2(C) dada por:

1L
V2 V2

Uma das importantes aplicacoes dessa porta quantica elementar é a capacidade de criar
um estado de sobreposi¢ao uniforme quando atua sobre um qubit no estado |0). De fato,
note que H|0) = % -10) + % - |1) é exatamente o estado dado pela equagao (2.4).

A porta quantica UcnoT

A porta Ucnot (controlled-NOT) atua sobre um registro de dois qubits e o seu efeito é
alterar o estado do segundo qubit, controlado pelo estado do primeiro. Especificamente, a
porta UcnoT nega o estado do segundo qubit se o estado do primeiro é |1) e deixa inalterado
se o estado do primeiro for |0). Assim, a porta quantica Ucnot : C2 ® C? — C? @ C? ¢
definida nos vetores da base candnica da seguinte forma:

UcnoT|00) = ]00)
UcnoT|01) = |01)
UcnoT[10) = [11)
UcnoT|11) = |10)

e sua matriz de representacio em relacdo a base candnica ortonormal de C2®C? é a matriz
unitaria A € My 4(C) dada por:

o O o
O O = O
o O O
O = O O
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A porta quantica UccnoT

Também denominada operador de Toffoli, a porta Uccnot (controlled-controlled-NOT)
atua sobre um registro quantico de trés qubits e o seu efeito é negar o estado do terceiro
qubit se e somente se o estado dos dois primeiros é 11. O operador linear de Toffoli
UcenoT : C? @ C2@C?2 — C? @ C?2 @ C? é assim definido em relacdo aos vetores da base:

UccnoT[000) = [000) UccnoT|100) = |100)
UCCNOT|001> = ‘001> UCCNOT|101> = |101>
UccnoT|010) = [010) Ucenot[110) = [111)
UcenoT|011) = |011) UccnoT|111) = |110)

Sua matriz de representacio em relacio a base candnica ortonormal de C2 ® C? @ C? é a
matriz unitdria A € Mgg(C) dada por:

[N ool o NoNe N
OO OO O oo
_ o OO oo oo
O O OO o oo

OO OO OO o
(il elalaBel e
(el el elall o]
OO oo+ O OO

2.5.2 O OPERADOR UNITARIO Uy

Sabemos que a maioria das portas légicas classicas sao irreversiveis. Por outro lado, toda
porta quantica é reversivel. Assim, é natural perguntarmos se os algoritmos classicos
podem ser quanticamente implementados. Ou seja, serd que sempre existirao operadores
lineares que possam implementar uma computacao classicamente exequivel?

Felizmente, Deutsch mostrou [5] que sempre serd possivel construir portas quanticas re-
versiveis para toda funcdo que possa ser classicamente implementada. Assim, apresenta-
mos nesta secao o operador linear Uy que desempenhard um papel fundamental na parte
quantica do algoritmo de fatoragdao de Shor. Dessa forma, considere uma fungao booleana
cléssica

f:{0,1}* — {0,1}™.

Isto é, as entradas dessa funcao sao k-uplas (zx_1, -+, 1, xg) = x e as saidas sdo m-
uplas (fr—1(z), -+, fi(z), fo(x)) = f(z). Antes de mais nada, note que, pela observagao
1.1.1, temos 0 <z < 2F —1e 0 < f(x) <2™ — 1, onde z e f(x) sdo nlimeros inteiros ndo
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negativos cujas representagoes bindrias sao as énupas, respectivamente, de entrada e de
saida.

Agora, sendo f uma funcao possivel de ser classicamente computada, assumiremos a ex-
isténcia de uma certa transformacao linear unitaria Uy que implementa f quanticamente.
Para apresentar essa transformacao, denotamos

Hi=C?’® - C2 eHy=C?’®---®C2.
N——— N——
k m

Assim Uy : H1 ® Ha — H1 ® Hz ¢ um operador linear definido nos vetores da base por:
Uy |2,y) = [z,y @ f(2)) (2.17)

onde H; ® Hz é um espaco de Hilbert de dimensdo 2¥+™. A notacdo |z,y) significa
um estado puro de H; ® Ho formado pela justaposicao das representacoes bindrias dos
numeros x e y com, respectivamente, k e m digitos, de tal forma que |z) é um estado puro
de Hj e |y) é um estado puro de Hs. Isto é,

lzy) = |Tp—1 -+ T1 0 Ym—1 -+ Y1 Yo) € H1 ® Ha.

Similarmente, |z,y @ f(z)) também é um estado puro de H; ® Ha, pois

2,y @ f(x)) = |zr—1 -+ 1 20 (Ym—1 D frm—1(2))--- (11 © f1(2)) (Yo © fo(x))),

onde,
filx) se y;=0
y; @ fi(x) = (2.18)
1—fi(x) se yj=1

¢ a fungao Xor, apresentada no exemplo 1.2.1 do capitulo um. Graficamente, o operador
U pode ser representado pelo seguinte diagrama:

R
1) =lx, 5 x,xp) = — Ix, ;ox,x,0=1x)
X
R
~ = | U | -
Kt Yt ® St
P)=1y =,y =] : “lyesrm)
el i yre fix)
Yo Yo® fy(x)
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Para ver que Uy é um operador unitdrio, mostraremos o caso mais simples em que f ¢ uma
fungao booleana do tipo f : {0,1} — {0,1} e, por conseguinte, Uy : C* @ C* — C? @ C?
é um operador definido nos vetores da base canonica {|00),]01),|10),|11)} de C? ® C? por
Uy |2,9) = |,y ® f()). Ou scja,

Uy 10,0) = [0,0@® f(0)) = 1[0 £(0))
Uy [0,1) = [0,1& f(0)) = [0(1— £(0)))
Uy [1,0) = [L,0@ f(1)) = [1f(1))
Uy [1,1) = [L1s f(1) = [1(1-f(1)))
Onde usalnos que:
f(z) se y=0
y@ fz) =

1—f(z) se y=1

Com isso, seja A € My 4(C) a matriz de representacao de Uy em relacao a base canonica
de C?> ® C?. Para cada uma das quatro possibilidades de definicio de uma funcao f :
{0,1} — {0, 1} existird uma matriz A associada. Consideremos esses quatro casos:

1. Se f(0) =0e f(1) =0 entao: 2. Se f(0) =0e f(1) = 1 entao:
1 0 00 1 0 00
0100 0100
A= 0 010 A= 0 0 01
0 001 0010
3. Se f(0) =1e f(1) =0 entao: 4. Se f(0) =1e f(1) =1 entao:
0100 0100
1 0 00 1 000
A= 0010 A= 0 0 01
0 0 01 0010

Logo, qualquer que seja f, A é uma matriz unitéria.

Agora, voltando & defini¢ao geral de Uy dada pela equagao (2.17), note que para computar
f(x) através dessa porta quantica é suficiente aplicar Uy a um estado inicial da forma
|z,0) € H1 ® Ha. De fato,

Uglz, 0) = |z, f(x)) (2.19)

pois, conforme a defini¢do dada pela equacao (2.18), se y = 0 entdo y; = 0 para todo j.
Finalmente, temos que UyUy = |, onde | é o operador identidade de H; ® Ha. Com efeito,
Uslz,y & f(2)) = |z, y & f(z) & f(2)) = |z, y), pois f(z) ® f(z) = 0.
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2.5.3 A TRANSFORMADA QUANTICA DE FOURIER Ugr

Seja H = C? ® --- ® C? um espaco de Hilbert de dimensdao @Q = 2™ e base candnica
ortonormal C = {|0), [1), |2), ---, |@ — 1)}. Agora, considere a transformagao linear
Ugr : H — 'H, assim definida nos vetores da base C:

1«
Uar le) = <= 3wy (2.20)
y=0

2mi

onde w = e @ é a (Q-ésima raiz complexa da unidade. Queremos mostrar que Ugr é
unitdria. Com efeito, considere a matriz A € Mg o(C) de representacdo de Ugr em
relacao a base C:

11 1 I 1
1 1 w2 <'(}4 Cd6 e WQ(Q_l)
1 W@l @ 2@-1 3@Q-D . ,@-D@Q-1)

Como A é uma matriz simétrica, pois w™ = w¥*, temos que AT = At = A. Portanto,
basta mostrar que AA = I, onde I é a matriz identidade @ x Q). Dessa forma, temos que
AA = $<a$y)Q><Q’ onde

Q-1 Q-1
Ay = Z WYk = Z(wmwy)k.
k=0 k=0
Afirmamos que
Q se z=y
Upy =
0 se xz+#vy

Q-1

De fato, se x = y temos que azy = Z 1 = Q. Por outro lado, se x # y entao temos dois
k=0

casos a considerar:

1. Se x > y, podemos escrever

Q-1 Q-1 _
B B 1 — w@E—y)
a/:ny = E (wr y(ww)y)k = wk(x Y) = 71 -
k=0 k=0

onde usamos que ww = |w|? = 1. Além disso, como 0 < x —y < Q — 1, temos que
WY £ 1. Assim, w@@Y) = 2(@=-¥)7 = 1. Logo gy = 0.
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2. Se y > x, podemos escrever

o
L

Q-1 —O(y—
1 — gQ—=)
Oy = (ww)*@¥ %)k = Shly—z) — 2 "9

0 k=0

1 —wy=*

i

onde usamos que ww = |w|? = 1. Além disso, como 0 < y —z < Q — 1, temos que
WY £ 1. Assim, @@V = e2—2)7 = 1. Logo ag, = 0.

Portanto, AA = I e isso mostra que A ¢é unitaria e, por conseguinte, Ugr é uma trans-
formacao linear unitaria.

2.6 O ALGORITMO DE DEUTSCH-JOZSA

Um algoritmo quantico sempre cumpre as seguintes etapas:

1. Preparar um registro quintico com um nimero finito de qubits;
2. Colocar este registro em um estado puro conveniente;

3. Aplicar sucessivas e adequadas transformagdes unitdrias de modo a deixar
o0 registro em uma sobreposicdo de estados desejada;

4. Realizar a medic8o do registro.

Portanto, o éxito de um algoritmo quantico esté na razao direta da habilidade em escolher
as transformagdes unitarias que devem atuar sucessivamente sobre o registro. Para ilustrar
o poder de alcance da computacao quantica e demonstrar o seu impacto sobre os métodos
cléssicos, escolhemos como aplicagao inicial o algorimto de Deutsch-Jozsa por ser muito
mais simples, para uma primeira abordagem, do que o algoritmo de fatoragdao de Shor,
objeto desta dissertagdo. Assim, considere o seguinte problema:

Problema 2.6.1 Seja f:{0,1} — {0,1} wma fun¢ao booleana que a cada valor de x €
{0,1} associa um valor f(x) € {0,1}. Suponha agora que desejamos calcular f(0) & f(1),
onde @ : {0,1}2 — {0,1} € a func¢do Xor apresentada no evemplo 1.2.1. Contudo, s6 é
possivel aplicar a funcdo f apenas uma vez. Ou seja, se escolhermos conhecer o valor de
£(0), ficaremos sem saber o valor de f(1) ou vice versa.

Classicamente, esse é um problema impossivel de ser solucionado, pois a funcao Xor nao
é reversivel. Antes de prosseguir, apresentamos uma definicdo equivalente da funcédo Xor
que serd mais util para os nossos propdsitos atuais.
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Dessa forma, sejam a,b € {0,1}. Definimos:

0 se a=15b
a®b=
1 se a#b

Esse problema, impossivel de ser solucionado classicamente, é soltvel através de um algo-
ritmo quantico. De acordo com a definicao da funcao Xor dada acima, tudo que precisamos
para resolver o problema ¢é perguntar uma tnica vez se f(0) é igual ou diferente de f(1).
Note que na computacao classica, tal pergunta é equivalente a usar a funcao f duas vezes,
uma para cada valor de x. Mas isso é proibido pelas condi¢oes do problema. Portanto,
quanticamente, resolveremos esse impasse fazendo a pergunta acima apenas uma vez, nao
para 0 e 1 separadamente, mas para uma sobreposigao de estados: utilizaremos um registro
quéantico de dois qubits onde, inicialmente, o primeiro estara no estado |0) e o segundo no
estado |1).

Para isso, considere as seguintes matrizes:

1—£(0)  f(0) 0 0
s | s 1-g0 o 0
0 0 1-f(1)  f(1)
0 0 F1) 11— f()

/2 1/2  1/2  1/2
1/2 —1/2  1/2 -1/2
/2 1/2 -1/2 —1/2
1/2 —1/2 -1/2  1/2

Note que para quaisquer escolhas de f(0) e f(1) a matriz U é unitdria. Além disso, a
matriz H também é unitéria, pois H'H = I. O algoritmo quantico que apresentaremos
para solucionar o problema 2.6.1 utilizard os operadores unitarios representados pelas
matrizes acima e que agem sobre o espaco de Hilbert H = C? ® C2. Isto é, trabalharemos
com registros quanticosde dois qubits. Em linhas gerais, tal algoritmo terd o seguinte
formato:

H U H
lp0) = [01) — 1) = Hlpo) — [w2) = UH|po) — |3) = HUH |go).

Ao realizarmos a medi¢ao do estado |p3) obteremos a resposta do problema. Note que
esta sequéncia estd de acordo com as etapas de um algoritmo quantico descritas no inicio
desta secao.
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Algoritmo 2.6.1 (Algoritmo de Deutsch-Jozsa) Considere os sequintes passos:
1. Inicialize com um registro quéntico no estado puro |gg) = |01);

Faga o registro evoluir sob a agdo do operador H;

Faga o registro evoluir sob a agdo do operador U;

Faga o registro evoluir sob a agdo do operador H;

AR NI

Realize a medigdo do sistema.

Se f(0) @ f(1) = 0 entdo o valor medido serd sempre igual 1 pois o sistema ird colapsar
necessariamente para o estado puro |01). Por outro lado, se f(0)® f(1) =1 entao o valor
medido serd sempre igual a 3 pois o sistema ird colapsar necessariamente para o estado
puro |11). Assim o algoritmo serd sempre capaz de determinar o valor de f(0)@ f(1) com
apenas uma utilizacdo do operador U ao qual estd associada a fungdo f.

DEMONSTRAGAO. No passo 1, o sistema encontra-se no estado puro:
0

1
|900> - O
0

Apés o passo 2, o registro evolui para a sobreposicio de estados:

1/2
He) = | "o

-1/2
Apds o passo 3, o registro evolui para a seguinte sobreposi¢ao de estados, que depende de
f(0) e f(1) em iguais proporgoes:

1/2 - f(0)
g = | V210

1/2 — f(1
—1/2+ f(1)

Apés o passo 4, o registro encontra-se no estado desejado para realizarmos a medicao do
sistema. FEsse estado é:

HUHlpy — | 1~ O+ (1)
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Ou seja,
HUH|po) = 0-100) + [1 = (f(0) + f(1))] - [01) + 0 [10) + [f(1) — f(0)] - [11)

De acordo com o postulado 2.2.3, ao realizarmos a medicao de tal estado no passo 5,
devemos obter apenas um dos seguintes resultados abaixo com respectivas probabilidades:

0 com probabilidade Prob(0) =0

1 com probabilidade Prob(1) = [1 — (f(0) + f(1))]?
2 com probabilidade Prob(2) =0

3 com probabilidade Prob(3) = (f(1) — f(0))?

Ora, se f(0) @ f(1) = 0 significa que f(0) = f(1). Logo, Prob(3) = 0 e o sistema devera
colapsar necessariamente para o estado puro |[01) fornecendo o valor 1 com Prob(1) = 1.
Por outro lado, se f(0) & f(1) = 1 teremos f(0) # f(1). Portanto, Prob(l) = 0 e o
registro deverd colapsar necessariamente para o estado puro |11) fornecendo o valor 3 com
Prob(3) = 1. Assim, em qualquer das duas possibilidades o computador quantico sera
capaz de solucionar o problema com probabilidade de acerto igual a 1. [



Capitulo 3

ALGORITMO DE FATORACAO DE SHOR - PARTE I

Dados um ntmero composto impar positivo N e um inteiro 1 < y < N, escolhido aleato-
riamente com mdec (y, N) = 1, a tarefa de encontrar um fator nao trivial de N estd em
conexao com a de determinar o periodo r da fungao fy(a) = y®(mod N), desde que r seja
par e yg # —1(mod N). Mas a probabilidade dessa ocorréncia é maior ou igual a 1 — 2,%1,
onde k é o numero de fatores primos distintos de N.

Neste capitulo, abordamos o Algoritmo de Fatoracao de Shor, a menos da parte quantica.
O objetivo de tal abordagem é fornecer uma visao geral dos seus passos e consolidar a
compreensao dos aspectos algébricos envolvidos nas demonstragoes do seu funcionamento
e da sua eficiéncia probabilistica. Os passos do algoritmo sao descritas na secao 3.2, apds a
apresentacao dos conceitos iniciais. Com a finalidade de preservar a essencial compreensao
do funcionamento do algoritmo, reservamos para o final a demonstracao da sua eficiéncia
probabilistica, na qual estao presentes a maioria dos detalhes técnicos.

3.1 CONCEITOS INICIAIS

Dado um numero impar composto positivo N queremos fatora-lo em uma decomposi¢ao
da forma N = nj -ng, com 1 < n; < N. Ou seja, estamos interessados em encontrar um
fator nao trivial de IV, onde denominamos de fator nao trivial um divisor d de N diferente
da unidade e do préprio N.

Por outro lado, considere a seguinte definicao:

Definigao 3.1.1 Sejam y e N inteiros tais que 1 <y < N e mdc (y,N) = 1. Denomina-
se a ordem de y mddulo N ao menor inteiro positivo r tal que y" =1 (mod N).
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Uma maneira equivalente de apresentar a ordem de um inteiro y médulo N é através
do periodo de uma certa funcdo definida sobre o conjunto dos ntmeros naturais. Assim,
tendo em vista nossos objetivos imediatos, considere esta segunda maneira de apresentar
a definicdo da ordem de um inteiro .

Definicao 3.1.2 Sejam y e N inteiros tais que 1 <y < N e mdc (y,N) = 1. Considere
agora a seguinte func¢ao:

fn: N — N

1
a +—— y*(mod N). (3.1)
Definimos a ordem de y mddulo N como o menor inteiro positivo v tal que
fn(a+r) = fn(a), para todo a € N. Isto €, r é o menor inteiro positivo tal que fn(r) = 1.

Observagao 3.1.1 Note que embora o contradominio de fyn seja N, o seu conjunto im-
agem € finito e possui cardinalidade menor ou igual a N. Mais claramente, os elementos

do conjunto imagem de fn serdo, no mdxrimo, todos os restos 0,1, ..., N —1 da divisao por
N.

Agora, voltemos ao problema proposto no primeiro paragrafo desta se¢ao, ou seja, encon-
trar um fator nao trivial de um nimero impar composto positivo IN. Especificamente,
queremos mostrar a conexao existente entre o problema de encontrar um fator nao trivial
de N e o de encontrar o periodo da funcao definida em 3.1.2.

3.2 O ALGORITMO DE FATORACAO DE SHOR

O Algoritmo de Fatoracao de Shor aborda o problema de encontrar um fator nao trivial
de um nimero composto impar positivo N através de uma adequada utilizacao do periodo
da funcao definida em 3.1.2. Em linhas gerais, o algoritmo substitui a fatoracao direta de
N pelo seguinte procedimento: escolha aleatoriamente um nimero inteiro 1 < y < N de
modo que mde (y, N) = 1 e calcule o periodo r da funcdo fy(a) = y*(mod N). Se esse
periodo satisfizer ambas as condigoes:

(P1) 7 par
(P2) yz # —1 (mod N) (3:2)

entao sera possivel encontrar um fator nao trivial de V.

Aqui, esclarecemos que o Algoritmo de Fatoragao de Shor é composto essencialmente de
5 passos. Dentre esses, apenas o segundo passo, exatamente o que calcula o periodo de
fn, envolve computagao de natureza quantica. Os quatro outros requerem computagao
classica em tempo polinomial. A entrada do algoritmo é um nimero N inteiro, positivo,
impar e composto. A saida sao dois fatores ndo triviais de N. Para verificar se um ntimero
é primo ou composto existe um algoritmo polinomial [1], [2]. A seguir, apresentamos os
passos do algoritmo de Shor.



ALGORITMO DE FATORAGAO DE SHOR - PARTE I 37

3.2.1 Os Passos DO ALGORITMO DE SHOR

A Entrada: um ntmero inteiro positivo N composto e impar.
7 Saida: um fator néo trivial d de N.

Passo um

Escolha aleatoriamente 1 < y < N e calcule mde (y, N) através do algoritmo polinomial
de Euclides.

Se mdc (y, N) # 1 entao finalize com d = mdc (y, N) sendo um fator nao trivial de
N.
Senao, va para o passo dois.

Passo dois

Use uma computacao quantica para calcular o periodo r da funcao

fn(a) = y*(mod N).

Passo trés

Se r é impar, entao volte ao passo um.
Senao, prossiga para o passo quatro.

Passo quatro

Como r é par, temos que

r T

y —1=(yz2 —1)(y2 +1) =0 (mod N). (3.3)

Observe que necessariamente (y2 — 1) #Z 0 (mod N), pois r é a ordem de y médulo N.
Dessa forma,

Se (yz +1) =0 (mod N), entdo volte ao passo um.

Senao, va para o passo cinco.

Passo cinco

Desde que (y% + 1) # 0 (mod N), use o algoritmo polinomial de Euclides para calcular
d= mdc(y% + 1, N). Finalize o algoritmo com d um fator nao trivial de N.
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3.2.2 COMENTARIOS SOBRE O ALGORITMO

Em primeiro lugar, observamos que a eficiéncia do algoritmo depende fortemente de que
o inteiro 1 < y < N escolhido aleatoriamente possua uma ordem que satisfaca simul-
taneamente as condigdes (P1) e (P2). Do contrério, os passos terceiro ou quarto serao
sistematicamente interrompidos, forcando a reinicializacao do processo a partir do passo
inicial. Felizmente, desde que N é um ntmero impar, existe um resultado garantindo que
para qualquer escolha aleatéria do y com ordem respectiva igual a r, a probabilidade de
r ser um numero impar ou, sendo par, ocorrer yg = —1(mod N) é menor ou igual a 2;%17
onde k é o niumero de fatores primos distintos de N. Tal resultado sera demonstrado na
proxima segao.

Uma vez tendo chegado ao Quinto passo, note que da equagao (3.3) temos que N divide o
produto (y% - 1)(y% +1) sem dividir qualquer dos dois fatores. Esta situagao ideal permite
que o inteiro impar possa ser decomposto em dois fatores N = nj - no, isto é, N possui
um fator nao trivial. Essa afirmagao estd demonstrada a seguir.

Proposicao 3.2.1 Sejam N, a1 e ag inteiros tais que ay - ag = 0 (mod N). Se a; #
0 (mod N) para i = 1,2, entao mdc(a;, N) é um fator nao trivial de N.

DEMONSTRACAO. E imediato que mde (a;, N) # N, pois a; Z 0 (mod N) para i = 1,2.
Agora, sem perda de generalidade, suponha que mdec (a1, N) = 1. Como N | aj - ag
entdo necessariamente N | ag, isto é, ag = 0 (mod N), o que é uma contradi¢do. E isso
demonstra a proposicao. [

3.3 EFICIENCIA DO ALGORITMO

Nesta secao, demonstraremos o resultado mencionado no primeiro paragrafo da secao 3.2.2,
essencialmente contido no teorema 3.3.1. Mas para demonstra-lo, sera necessario provar
alguns resultados anteriores.

Lema 3.3.1 Seja G = (g) um grupo ciclico de ordem n. Se i € {1,2,---,n}, entao,
n

ord(gi) = W

DEMONSTRAGAO. Seja r = ord(g"). Entdo (¢°)" = e, onde e denota o elemento neutro de
G. Assim, ¢ = e e isso implica que n | ir, pois n = ord(g). Agora,

el <mdciz', n)) "
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donde

A
_ | 7.
de(iy n)
Reciprocamente, '

Por conseguinte,
n
T mdc(i,n)

e o resultado segue. [J

Proposicao 3.3.1 Seja G um grupo ciclico com ordem n par. Considere o conjunto Xg
de nimeros escritos na forma fatorada 2ts, onde t > 0 é um inteiro fizado e s um nimero
impar qualquer. Considere agora o conjunto

E={ye€G; ord(y) € Xo}.

Entao, | E |[< §, onde | E | denota a cardinalidade de E.
DEMONSTRAGAO. Seja g um gerador de G. Como o grupo é ciclico entao qualquer elemento
y € G pode ser escrito como uma poténcia de g, isto é, y = ¢*, para algum i € {1,2,...,n}.
Mais explicitamente, G = {g, ¢°, ..., g"}. Pelo lema 3.3.1,

» n
ord(¢") = ————

mdc(i,n)
Agora, escreva a ordem de G na forma n = 27¢ onde ¢ é um nimero impar e 7 é um
inteiro positivo, isto é, 7 > 0 pois, por hipdtese, n é um nimero par. Similarmente, escreva
o expoente de ¢* na forma i = 2°b, onde 8 > 0 é um inteiro e b um ntimero fmpar. Desse
modo, mdc(i,n) = 2™ mdc(o, b). Portanto,

. . O'
ord(g') =27 mlsT___— 3.4
onde W(Ub) ¢ um numero impar. Por outro lado, estamos interessados nos elementos y €

G que possuem ordem da forma 2¢s. Mais claramente, queremos determinar os expoentes
7's que satisfazem:

ord(g') = 2's. (3.5)

Ora, das equagoes (3.4) e (3.5) concluimos que tais valores i's sdo aqueles cujo expoente
0 satisfaz a relagao

T—min{B,7} =1 (3.6)

Desse modo, temos trés casos distintos a considerar:
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CASO 1: t > 7.

Note que 7 — min{3,7} < 7. Logo, por (3.6), t < 7. Assim, E = () se t > 7 e, neste caso,
|E|=0< 3.

CASO 2: 0<t<T.

Decorre da condicao (3.6) que devemos ter 7—min{3,7} > 0, isto é, 7 > min{[, 7}. Neste
caso, necessariamente 3 = min{3,7}. Logo, os valores i's para os quais ord(g') = 2's sdo
aqueles cujo expoente 3 = 7 — t, ou seja,

i=2"""h (3.7)

onde b é um numero impar. Dessa forma, note que avaliar a cardinalidade do conjunto
E={yeG; ord(y) € Xo}
reduz-se a tarefa de contar quantos elementos do conjunto de expoentes
{1,2,3,..,n=270} (3.8)

possuem a forma dada por (3.7). Isto é, procuramos no conjunto (3.8) os miiltiplos de 27
cujo fator de multiplicagdo é um numero impar. Tais elementos sdo, explicitamente:

27 t.1, 2773, 275 2 L 2T (200 — 1) (3.9)

onde afirmamos que o maior niimero fmpar b que multiplica a poténcia 27 é igual a (2'c —
1). Com efeito, podemos escrever 27c = 2tg - 277! isto é, n = 270 &, ele préprio, o maior
miltiplo de 27! dentro do conjunto (3.8). Neste caso, note que o fator de multiplicagao
2to ¢ par. Ora, o miiltiplo antecessor devers ter fator de multiplicacao impar. Isso mostra
que (20 — 1) é o maior nimero fmpar que multiplicado por 27! permanece dentro do
conjunto (3.8).

Agora, observe que a quantidade de elementos relacionados em (3.9) é exatamente a car-
dinalidade do conjunto

{1,3,5,7,..., (20 — 1)}. (3.10)

Finalmente, é imediata a verificagdo de que o niimero de elementos de (3.10) é igual a 2%”
Portanto, como 0 < § =7 —t, segue que
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CAso 3:t=0.

Com esta condicao, segue de (3.6) que 7 = min{(, 7} e isso implica que § > 7. Assim,
estamos interessados nos expoentes i = 2°b € {1,2,....,n =270}, onde b é impare f > 7 >
0, pois n é par por hipétese. Desse modo, note que a quantidade de tais expoentes sera,
no maximo, a quantidade de nimeros pares entre 1 e n = 270, pois todos os expoentes
impares estao excluidos. Portanto,

|E|<
2

como queriamos demonstrar. [

Lema 3.3.2 Seja N > 1 um inteiro com fatora¢do prima N = p{* ... pi*. Sejam ainda
Yy, a, e binteiros, coma > 0. Entioy® =b (mod N) se e somente sey® =b (mod pJ),
para cada i =1, ..., k.

DEMONSTRAGAO. Sey® =b (mod N) entdao N | y*—b e isso implica que pi* | y*—b, pois
pi* | N. Logo, y* = b (mod p;"), para cada i = 1, ..., k. Reciprocamente, suponha que
y* =b (mod pj*), para todo i = 1, ..., k. Entao pj" | y* —b. Ocorre que mdc(p;,p;) = 1
se i # j. Logo, N = p{* ... pi* |y — b, ou seja, y* =b (mod N). O

Teorema 3.3.1 Seja N um inteiro positivo composto impar com fatoracdo
N =pi* - p5? .. pgk,

onde 3 < p1 < ... < pg G0 numeros primos € aq, ..., g inteiros positivos. Suponha que
y € um inteiro escolhido aleatoriamente no intervalo 1 < y < N tal que mde(y, N) = 1.
Seja r a ordem de y mddulo N. Entao,

Prob (r é impar ou yz =—1 (mod N)) < SE-T

DEMONSTRAGAO. Como mdc(y, N) = 1 temos que mdc(y,p;*) = 1 para cada i = 1,..., k.
Seja r; a ordem de y médulo pj, isto é, ; é o menor inteiro positivo que satisfaz:

y" =1 (mod p;*). (3.11)

Afirmamos que
r=mmc (r1, 12, .., Tk). (3.12)

De fato, como y" =1 (mod N) entdo, pelo lema 3.3.2, y" =1 (mod p}*). Logo, r; | r
para cada i = 1,..., k, isto é, r é um multiplo comum de ri, ro, ..., rp. Por conseguinte,

mme (r1, ra2, ... , 7%) | 7. Reciprocamente, y™m¢ ("> 72 5 7k) = 1 (mod p;*), pois
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ri | mme (r1, r2, ..., 7T;) para cada i. Assim, novamente pelo lema 3.3.2, temos que
ymme (1o r2, - k) =1 (mod N) e isso implica que r | mme (r1, 7, ..., ri). Portanto,
(3.12) segue.

Agora, escreva as ordens de y médulo p na forma:

Ty = S§ 2“’ (313)

onde s; é um numero fmpar e t; > 0. Além disso, tome s = mmc(s1, s2, ..., Sg) €
M = mazx (t1, ta, ..., tg). Assim, decorre de (3.12) que

r=s-2M (3.14)
Mais ainda, note que r é impar se e somente se t; = 0, para todo ¢ =1, ..., k. Isto é,
Prob (r impar) = Prob (t1 =to=--- =t =0) (3.15)

Por outro lado, suponha que r seja par. Em primeiro lugar, afirmamos que

yz=—1 (mod pit) implica que t; = M. (3.16)
De fato, suponha por absurdo que t; < M. rIsso implica, por (3.13) e (3.14), que r; | 5 e
como r; é a ordem de y médulo pi entdo y2 =1 (mod p;*), o que é uma contradicao.

Agora, caso yz = —1 (mod N), entao, pelo lema 3.3.2, yz = —1 (mod p;'*) para i =
1,...,k. Como a implicagao (3.16) vale para cada i, segue que

Prob (yz =—1 (mod N)) < Prob (t; =ty =---=t, = M) (3.17)

Portanto, das expressoes (3.15) e (3.17), decorre que

Prob (r impar ou y2 = —1 (mod N)) < Prob (tis =0 ou tis = M).

Resta mostrar que

1
Prob (tis=0outis=M) < o1

Para isso, precisamos verificar que

Prob(t; =t) <

N =
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onde ¢ > 0 é um inteiro fixo. Com efeito, considere o grupo multiplicativo

* = . Gy
ZpLaZ — {y S Zp?z, de (yapl ) - 1}

Encontramos em [15](p.124,125) uma demonstragao de que Z*al é um grupo ciclico pois,
por hipétese, pj" é necessariamente uma poténcia de fmpar. Alem disso, a ordem de Z*az

é par. De fato,

| Zai |= () = 987" - (pi = 1)

3

¢ um ndmero par, pois 3 < p; é impar; onde ¢ é a fungao de Euler, ou seja, ¢p(p;*) é o
numero de inteiros positivos menores que p;* relativamente primos com p;".

Agora, note que se mde (y,N) = 1, com 1 < y < N, entdo g € Z* . Mais ainda, se

r; = s - 2" é a ordem de y mddulo p{", temos que no grupo Z;%'
ord(y) =r;

Ademais, considere o conjunto

E={ye Z;qi : ord (y) tem a forma 2'- s}

Dessa forma,
| E|

o(pi")

Prob (t; =t) = (3.18)

onde | E | denota a cardinalidade de E.

Ocorre que pela proposicao 3.3.1:

o(p)
2

| E <

Portanto, Prob (t; = t) < 5. Em particular, Prob (t; =0) < 5 e Prob (t; = M) <

wh—‘

1 1
2° 2

Em resumo, dado um inteiro y escolhido aleatoriamente no intervalo 1 < y < N tal
que mdc(y,N) = 1, temos que r; = s; - 2" é a ordem de y médulo pf*. Além disso,
ES Z;% e ord(y) = ord(y). Dessa forma, a probabilidade de t; = ¢ nada mais é do que a

probabilidade da ordem de i € Z;% ser da forma 2¢-s que, como vimos, é dada por (3.18).
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Assim,

k
Prob (tis=0ou t,s = M) = HPTOb(ti =0)
=1

e isso conclui a demonstracao do teorema. [
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Capitulo 4

ALGORITMO DE FATORACAO DE SHOR - PARTE II

Como vimos no capitulo trés, dado um ntmero inteiro positivo N composto e impar, o
problema de encontrar um fator nao trivial de N reduz-se ao problema de descobrir o
periodo r da funcao fy, definida em 3.1.2. Por conveniéncia, passaremos a denotar o
periodo dessa funcao por P ao invés de r como fizemos até agora. Assim, neste capitulo,
solucionaremos o problema referente ao passo 2 do algoritmo de Shor, aqui apresentado
na seguinte formulagao:

Problema 4.0.1 Considere uma fun¢do periddica

f:N — N
z — f(z)

tal que 0 < f(x) < N — 1, onde N € um inteiro positivo, composto e impar . Encontre o
periodo P da funcao f. Isto é, P é o menor inteiro positivo tal que f(x+ P) = f(x), para
todo x € N.

No caso em que f = fy, note que P < N. De fato, P é o periodo da funcdo fy ou, de
modo equivalente, é a ordem de y* (mod N), onde mdc (y, N) = 1. Assim, P < ¢(N),
onde ¢ é a funcao de Euler, ou seja, ¢(N) é o nimero de inteiros positivos menores que
N relativamente primos com N. Ocorre que ¢(N) < N, donde segue que P < N.

A solucao deste problema serd realizada em duas partes. Na primeira, utilizaremos um
algoritmo quantico cuja finalidade serd fornecer como resultado um certo niimero natural
y, ao qual estard associada um certa probabilidade Prob (y). Este resultado carregara
intrinsecamente o fato de que f é uma funcao peridédica de periodo P. Na segunda parte,
voltaremos a utilizar um algoritmo classico polinomial para extrair o valor de P a partir
do resultado y.
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4.1 A PARTE QUANTICA DO ALGORITMO DE SHOR

O algoritmo quantico que soluciona o problema 4.0.1 seguird as mesmas quatro etapas
descritas no inicio da se¢ao 2.6. Desse modo, apresentamos na sequéncia cada uma dessas
etapas, enumerando-as como desdobramentos do passo 2 do algoritmo de Shor.

Preparar um registro quéntico com um nimero finito de qubits

Neste algoritmo, usaremos dois registros quanticos: o primeiro devera armazenar os valores
de x sobre os quais aplicaremos a funcao periddica f e o segundo deverd armazenar os
valores de f(z). Assim, precisamos calcular a quantidade de qubits que deverd possuir
cada um desses registros. Como = € N devemos estabelecer um subconjunto finito de N
de tal forma que a restrigdo de f a esse subconjunto seja suficiente para a avaliacao do
periodo P.

A priori, tome k um inteiro positivo tal que N? < 2% < 2N2. Afirmamos que tal k sempre
existe e é tnico. De fato, considere o conjunto X = {x € R; = > 1}, o qual pode ser
escrito como a uniao disjunta de intervalos

00
U2k1 2k

Como N > 1, entdo existe um tnico k tal que 28~ < N2 < 2% Agora, multiplicando esta
desigualdade por 2, obtemos 2F < 2N? < 281 Portanto, N2 < 2¥ < 2N2. Com isso, faca
Q = 2* e considere o conjunto

So={0, 1, 2,---, Q—1}. (4.1)

Afirmamos que a restricao de f ao conjunto finito Sg C N ¢ suficiente para os propésitos
deste algoritmo. Entretanto, somente nas demonstragoes dos resultados da secao 4.2,
poderemos justificar a escolha de um tal @), satisfazendo

N? < Q< 2N2 (4.2)

Assim, como o primeiro registro quantico devera ser capaz de conter os inteiros nao nega-
tivos entre 0 e @ — 1, inclusive, entao serao necessarios k = logy @ qubits. (cf. observagao
1.1.2).

Por sua vez, o segundo registro devera possuir m = [logy N'| qubits para conter os valores
de f(z). De fato, um tal registro serd capaz de armazenar os inteiros nao negativos
0, 1, ---, N — 1, satisfazendo a condi¢ao 0 < f(x) < N — 1.
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Portanto, com tais valores k e m, sejam

Hi=C?®--@C%2 e Hy=C?®---®C?
S—— S——

k m
com bases candnicas ortonormais, respectivamente, C; = {|0), |1), ---, [2F — 1)} e Co =
{]0), [1), ---, |2™ —1)}. Dessa forma, o espago de estados sobre os quais aplicaremos os

operadores unitarios do algoritmo seré:
H1 @ Ha

cujos elementos serao representados pelas seguintes notagoes equivalentes:

[2)ly) = lz,y) = |z) @ [y)

onde |z) € H; é o vetor de estado de um registro quantico de k qubits e |y) € Ha é o vetor
de estado de um registro quantico de m qubits.

Passo 2.2 | Colocar este registro em um estado puro conveniente

Para alcancar o resultado que pretendemos com a aplicagao dos operadores apresentados
na préxima etapa, o estado puro favoravel com qual devemos iniciar o algorimto é o estado
|o) € H1 ® Ha dado por:

[%0) = 10)[0)

Passo 2.3 |Aplicar sucessivas e adequadas transformacdes unitdrias de modo a
deixar o registro em uma sobreposigido de estados desejada

A escolha do estado puro inicial |¢)g) = ]0)|0) vem ao encontro dos nossos objetivos ao
utilizar a transformada quantica de Fourier Ugr para criar um estado de sobreposicao
uniforme e em seguida o operador Uy para computar a funcao f através de uma porta
quantica. Denotando por | o operador identidade de Hs, o diagrama abaixo representa a
sequéncia de operacoes que realizaremos nesta etapa:

o) 225" [ohr) =L [apa) V2ZE! Jup)

Assim, em primeiro lugar, aplicamos a transformada quantica de Fourier apenas ao primeiro
registro com a finalidade de criar neste um estado de sobreposi¢ao uniforme, ou seja:

Ugr®l

Q-1
[Yo) = [0)[0) =" Ugr|0) ®1/0) = (j@ > \33>) |0) = [¢1).
=0
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Neste momento, o primeiro registro contém a sobreposi¢ao uniforme de todos os inteiros
0, 1, ,---, @ — 1. Note que tal sobreposicao sé foi alcancada porque o primeiro registro,
sobre o qual agiu o operador Ugr, estava no estado |0) € Hj.

Em seguida, aplicamos ao estado |¢1) o operador unitdrio Uy definido da secao 2.17,
fazendo o sistema evoluir para o estado [is), isto é:

|v1) L, |12)

|

c

~
—
—

© E‘H
“IMT

B
~__

2
~_

onde usamos a linearidade do operador Uy e a equacao 2.19. Note que nesta passagem foi
indispenséavel a nossa escolha inicial do segundo registro também no estado puro |0) € Ha.
Finalmente, aplicamos a transformada quantica de Fourier ao primeiro registro obtendo o
estado [¢3) da seguinte forma:

Q-1
) P25 Jyg) = Ww@DQ%E?MﬂM)

Q-1
= 75 2_WUar @ )(z)|f(2)))
=0
1
= %ZUQ}-L@@”]C(QU»
1 o1 | e
_ \/@;% ﬁyzow ) | 1f(@))
Q-10-1
=3 W)l f(@))
=0 y=0
-1 Q-1
=éerwawQ
%i(i =0
= 52 Wlew)

<
I
o
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27i

Q-1
onde [p(y)) = > w™|f(z)), comw =e€Q .
=0

Agora, quando |¢(y)) é diferente do vetor nulo, podemos reescrever o estado |¢3) da
seguinte forma:

—_

Q

e 1, o)
9s) =2 oty ] (4.3)

y=0
Com isso, note que % pertence a Ha e, consequentemente, Whﬁ pertence a
H;.

Realizar a medic8o do registro

Ao finalizar a etapa anterior, o sistema quéntico formado pelos dois registros encontra-se
no estado dado pela equacao 4.3. Neste ponto, estamos apenas interessados na medigao
do primeiro registro. Assim, de acordo com o postulado 2.2.3, ao ser medido, este devera
colapsar para um dos estados puros |yo) € Hi, tal que

yOE{Ov 17 27 Tty Q_l}

fornecendo como resultado o valor gy com probabilidade:

Prob (yo) = W

Embora nao possua utilidade para nossos propositos, o segundo registro evoluira com a

medicao do primeiro para a sobreposicao % de tal forma que todo o sistema serd

levado ao estado final |¢3) € H; @ Hy dado por:

£ (%0))

|13) = |yo>m-

Com isso, a parte quantica do algoritmo de Shor cumpre a sua finalidade. Ou seja, o
objetivo dos passos 2.1 a 2.4 foi criar uma distribuicao de probabilidade no espago amostral

SQ:{07 ]-7 27'”7 Q_l}

onde o evento no qual estamos interessados é a ocorréncia de um ndmero y € Sg com
probabilidade:

2
Prob (y) = W) I Wgy I, (4.4)

onde

Q-1
() = Y w™|f())
=0
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com w = e @ . Assim, damos por encerrada a parte quantica do algoritmo de Shor. Nossa
préxima tarefa serda mostrar sob quais condi¢oes podemos extrair o periodo P da funcgao
f a partir da ocorréncia desse valor y, utilizando para isso métodos classicos em tempo
polinomial.

4.2 O CALcuLo po PeEriopo P

Nem todos os valores de y € Sg permitirao calcular o periodo P da funcao f. Na verdade,
existird um subconjunto Y C Sg constituido de P elementos tal que apenas serd possivel
calcular o periodo P da funcao f se o valor y obtido na etapa anterior satisfizer y € Y.
Diante disso, temos duas tarefas bem distintas a cumprir:

1. Apresentar o conjunto Y e, supondo que y € Y, mostrar como é possivel calcular o
valor P usando um algoritmo polinomial;

2. Mostrar a probabilidade de ocorrer y € Y. Em outras palavras, mostrar que sendo
f uma funcao periodica de periodo P, entao a probabilidade dada pela equacao 4.4
assegura que ocorrerd um resultado y € Y se a parte quantica do algorimo for
repetida uma quantidade polinomial O(logylogaN) de vezes, onde N é o nimero
que desejamos decompor em dois fatores nao triviais.

Cumpriremos cada uma dessas tarefas, respectivamente, nas duas proximas segoes.

4.2.1 A EXTRAGAO DO PER{ODO POR FRAGOES CONTINUAS

Para que possamos definir o conjunto Y, acima referido, serd necessario apresentar o
seguinte resultado:

Lema 4.2.1 Sejam z,n € N, comn > 0. Entdo existe um unico numero inteiro, denotado
por [z]n, que satisfaz:

x = [z], (mod n)
(4.5)

<z]n <

3
|3

DEMONSTRAGQAO. Sejam ¢ e r os tUnicos inteiros positivos tais que x = ¢n + r, onde
0 <7 < n. Temos dois casos a considerar.

1. Se 0 < r < Z, entao [z], = r satisfaz as condig¢oes (4.5). De fato, z = r (mod n) e
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2. Se

5 < r < n, podemos subtrair n dos membros desta desigualdade, obtendo
—2<r
2 —

—n < 0. Agora, faca
[x]p, =7 —n.
Assim, temos que z = r —n (mod n), poisr—n =71 (mod n) e x = r (mod n). Além

disso, —%Sr—n<0<%.

Para mostrar a unicidade, considere [z], e [z],, satisfazendo as condigoes (4.5). Assim,
temos que [z], = [z], (mod n), isto é, [z], — [x], = 0 (mod n). Por outro lado, suponha,
sem perda de generalidade, que [z],, > [x],,. Isso implica que 0 < [z],, —[z], < n. Portanto,
necessariamente [z],, — [z], = 0, ou seja, [z], = [#],. O

Com o resultado do lema 4.2.1 podemos apresentar a definigdo do conjunto Y. Assim:

Y ={yeSol — ¥ <[Pio< ) (46)

Note que o periodo P ainda é desconhecido. Entretanto, a sua existéncia ja é suficiente
para que possamos definir o conjunto Y como acima. A partir de agora, iniciaremos o
trabalho de explicita-lo. Para isso, mostraremos na sequéncia a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.1 O conjunto Y possui P elementos.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, considere os multiplos Py de P, onde 0 < y < @ — 1, isto
é,

0, P, 2P, ---, P(Q —1)

Queremos determinar quantos multiplos de @ existem entre 0 e P(Q — 1), inclusive. Ou
seja, queremos encontrar o maior j tal que

jQ < P(Q—-1)

Com efeito, devemos ter j@QQ < PQ) — P, isto é, j < P — g. Como j é inteiro, temos que

ol

pois 0 < g < 1. Assim, existem P multiplos de @ entre 0 e P(Q — 1):

07 Q) 2Q’ Ty Q(P_]')

Para ver que Y possui P elementos utilizaremos a seguinte idéia: mostraremos que ex-
istem P intervalos disjuntos I; tais que y € Y se e somente se Py € I; para algum

j=0,1, 2, ---, P—1. Mais ainda, para todo j exite um e somente um y € Y tal que
Py S Ij.
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Assim, para j € {0, 1, 2,---, P —1} seja
P P
L=1j0-2, jo+r=).
i=[JQ 2,]Q+2>

Note que I; NI, = 0 se j # k. De fato, como P < @ entao g < % Também, observe que
se a,b € I; entdo |a — b| < P. Primeiro, mostraremos que y € Y se e somente se Py € I;
para algum j € {0, 1, 2,---, P —1}. Com efeito, suponha que y € Y, ou seja

L <pie<? (4.7

Como Py = [Pylq (mod Q), entao Py —[Pylg = jQ, isto é, Py = jQ + [Py|g para algum
je{0, 1, 2, ---, P—1}. Somando j@Q a desigualdade (4.7), obtemos:

P P
jQ—gﬁjQ+[Py]Q<jQ+§~

Ou seja,

. P ) P
Portanto, se y € Y ent@o necessariamente Py € I; para algum j € {0, 1, 2,---, P —1}.
Reciprocamente, suponha que para algum j, 0 < 7 < P — 1, exite um mdultiplo Py de P
tal que

. P . P
Ou seja,

P P
— < Py—jQ< —.
5 =Py JjQ 5

Observe que Py = Py — jQ (mod Q) e, além disso, —% < Py—jQ < %, pois g <
Assim, pela unicidade do ntimero [Py|g, temos que Py — jQ = [Pylg, isto é, —g <
[Pylg < g. Logo, y €Y.

2l

Finalmente, mostraremos que para todo j € {0, 1, 2, ---, P — 1} exite um e somente
um y € Y tal que Py € I;. De fato, suponha que para algum 0 < j < P — 1 nao existe
Py € I;. Neste caso, seja Pk o maior multiplo de P tal que Pk < jQ — g. Logo, o
multiplo consecutivo devera satisfazer jQ + g < P(k + 1) pois estamos supondo que nao
existe multiplo de P pertencente a I;. Dessa forma, se P é um nimero par entao teremos
a seguinte sequéncia de desigualdades

P P
PE<jQ- 5 —1<jQ+35 < P(k+1).

Ora, nesse caso a diferenca entre estes dois multiplos consecutivos de P serd maior ou
igual que P + 1, um absurdo. Por outro lado, se P é impar, entao teremos a seguinte
sequéncia de desigualdades

P P
Pk<jQ—§<jQ+§<P(k+1),
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haja vista que Pk e P(k+ 1) s@o nimeros inteiros. Nesse caso, a distancia entre estes dois
multiplos consecutivos de P sera estritamente maior que P; novamente, uma contradicao.
Portanto, para todo j € {1, 2, ---, P — 1}, existe y € Y tal que Py € I;.

Para mostrar a unicidade, suponha que para um mesmo j existem y1, y2 € Y com,
digamos, y2 > ¥ tais que Pyi, Pys € I;. Nesse caso, temos por um lado que P <
P(y2 — y1), mas por outro lado Pys — Py; < P, uma contradi¢do. Portanto, o conjunto
Y possui P elementos. [

Para extrair o periodo P através do uso de fragoes continuas serd necessario definir uma

certa bijegao entre Y e o conjunto Sp = {0, 1, 2, ---, P —1}. Mas para apresentar tal
bijecao precisamos do seguinte resultado:

Lema 4.2.2 Considere a funcdo arredondamento A : Ry — N definida por

Ax) = {az + ;J

onde Ry € o conjunto dos numeros reais nao negativos. Entao, para a € N,
a
] =a—QA<>
¢ Q
DEMONSTRAGAO. A(z) é o tinico nimero natural tal que
1
A(z) §m+§ < A(z) + 1.
Em particular, se z = % temos:

(3)eariea() e

Multiplicando esta desigualdade por @, obtemos:

QA(G) <at @ <QA<G>+Q.

Q 2 Q
Donde,
Q a Q
X < - nd
5 S QA 0 < 5
onde somamos —Q.A (%) — % aos membros da desigualdade anterior. Agora, observe que

a

aEa—QA(Q

) (mod @
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Logo, pela unicidade do nimero [a]g (cf. lema 4.2.1), temos que

lale =a—-QA (g)

como queriamos demonstrar. [

Proposicao 4.2.2 Considere os conjuntos Y e Sp = {0, 1, 2, ---, P —1}. A funcdo
d:Y — Sp definida por

¢ uma bijecdo. Além disso, podemos escrever [Pylg = Py — Qd(y).

DEMONSTRAGAO. Como o conjunto Y possui P elementos, basta mostrar que d é injetiva
e que 0 < d(y) < P. Com efeito, sejam y;,y2 € Y com, digamos, y; < y2 e suponha que
d(y1) = d(y2). Pelo lema 4.2.2, [Pylg = Py — Qd(y). Logo,

Py, — [Py1]lg = Py2 — [Py2]q,

donde P < P(y2 —y1) = [Py2]g — [Pyi]lg < P, uma contradicdo. Por conseguinte, d é
injetiva. Agora, vamos mostrar que 0 < d(y) < P. De fato, d(0) = 0. Também,

Py—[P
d(y) — Yy FQZ/]Q
< PQ-1)+%
= Q
< P(ngl)+P
= P

Portanto, d é uma bijecao, como afirmamos. [

Até este momento, todo o trabalho realizado nesta secao teve como propdsito apresentar
dois resultados fundamentais:

1. Definir o conjunto Y = {y € Sg| — £ < [Pylg < £} com cardinalidade igual a P;

2. Definir a bije¢do d : Y — Sp e, em particular, mostrar a sua relagdo com o niimero
[Pylq através da igualdade [Pylg = Py — Qd(y).

Para mantermos em vista os nossos objetivos principais, lembramos que no inicio da se¢ao
4.2 afirmamos que nem todos os valores de y € Sg permitiriam avaliar o periodo P da
funcao f, mas somente aqueles que pertencessem ao subconjunto Y C Sg. Note que, até
agora, temos trabalhado apenas com a hipdtese de que existe um periodo P e, por esta
razao, tal periodo participou apenas intrinsecamente das defini¢oes e resultados. Agora,
com a posse dos dois itens resumidos acima, estamos em condi¢bes de mostrar como
efetivamente extrair o valor de P a partir do resultado y obtido na parte quantica do
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algoritmo. Para isso, utilizaremos um resultado classico de fragdes continuas conhecido
como Teorema de Lagrange, que pode ser encontrado em [8, secao 10.15, Teorema 184] e
[15, pp 156-157]. Com esse objetivo, faremos agora uma breve apresentacao das fragoes
continuas.

Fracgoes continuas

O algoritmo polinomial de Euclides para se determinar o maximo divisor comum entre dois
numeros pode ser utilizado para se converter um niumero racional em uma representacao
denominada por fragdo continua. Dessa forma, seja £ = g um numero racional positivo.
Este numero pode ser representado pela expressao finita

1
§=ao+ n T
a 1
1 a2++1
a3+ T
onde ap = [£] é um inteiro nao negativo e aj, a9, --,a, sdo inteiros positivos. Se além

disso, acrescentamos a condicao a, > 1, entdo tal representacao de £ em fragoes continuas
¢é unica. Por simplicidade de notagao a expressao acima ¢é usualmente denotada por

lag, a1, ag, - - -, ay].
Agora, para 0 < k < n a fragdo & = |ag,a1, a2, -,ax] é denominada o k-ésimo conver-
gente da fracdo continua [ag,a1,as,---,ay,]. Evidentemente, o n-ésimo convergente é a

proépria fracao continua. Cada convergente pode ser expresso na forma

_ Pk
gk

&k

onde pi e gx sao inteiros relativamente primos e, além disso, obedecem a seguinte recorréncia:

po =ag, p1=aiap+1, pr=arpr—1-+ pr—2,
@o=1 q=a, Gk = apqr—1 + qr—2-

Maiores detalhes sobre fragoes continuas podem ser encontrados em [15, Capitulo 8], [8,
Cap.X] e [12, Segao 13.7].

Teorema 4.2.1 (Lagrange) Seja & um numero real e sejam a e b inteiros com b > 0.
Se

entao o nimero racional § € um convergente da expansdao de § em fragoes continuas.

Como uma corolario do Teorema de Lagrange, temos o resultado mais importante desta
secdo, ou seja, aquele que fornece uma condigao necessaria para extrair o valor de P.
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Corolario 4.2.1 Se y € Y entdo o nimero racional % € um convergente da expansao

de % em fragdes continuas.

DEMONSTRAGAO. Se y € Y entdo |[Pylg| < g e como Py — Qd(y) = [Pylq, temos que

P

|Py — Qd(y)| < bR

Dividindo ambos os membros da desigualdade acima por P(), obtemos

y_dy)| L

Q P 720
Ocorre que, pela equacao 4.2, Q > N? e portanto

y dy) 1

Q P’ = 2N?’
Agora, como P < N implica P < N, podemos escrever esta ultima desigualdade como

d(y)’ o1

Yy_2NY o
Q P |~ 2p%

Assim, pelo Teorema de Lagrange, @ é um convergente da expansao de £ = % em fragoes
continuas. [

Uma vez que conhecemos y e ) entao através de um algoritmo polinomial, podemos
calcular os convergentes Zﬁ da expansao de % em fragoes continuas. O corolario acima
n

assegura que para algum n devemos ter:

dly) _pn (4.8)
P g '

Isso significa que para cada n devemos testar se ¢, é o periodo da funcao fy. Isto é,
devemos verificar se fy(g,) = 1. Contudo, resta ainda uma condigao a ser satisfeita. Se
p—: sao convergentes da expansao de um numero racional em fragoes continuas entao p,
e g, sao relativamente primos. Portanto, a condigao (4.8) nao é suficiente para assegurar
a extracao de P. Na verdade a recorréncia polinomial da expansao de % em fragoes
continuas fornecerd o valor de P se e somente se para algum n

Em outras palavras, devemos ter mdc (d(y), P) = 1. Sobre esta condigao trataremos na
préxima secgao.
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4.2.2 CONSIDERACOES PROBABILISTICAS DO ALGORITMO QUANTICO

Vimos no final da se¢@o 4.1 que a finalidade da parte quantica do algoritmo foi criar uma
distribuicao de probabilidade no espago amostral

So=1{0,1,2,-, Q—1}

onde o evento de interesse ¢ a ocorréncia de um nimero y € Sg com probabilidade:

2
Prob (y) = WQy2)>”’

onde

Q-1
lp(y)) = Y w™|f(2))
=0

27
com w = e @ . Essa distribuicdo de probabilidade carrega intrinsecamente o fato de que

f é uma funcao periédica de periodo P. Além disso, vimos na secdo anterior que apenas
serd possivel extrair o valor de P através da expansao de % em fracoes continuas se o valor
y obtido na parte quantica do algoritmo satisfizer simultaneamante:

{ yey
mde (d(y), P) =1

Nosso principal objetivo nesta secao é mostrar que dentre os y € Sg encontraremos um
y € Y com mdc (d(y), P) = 1 se a parte quantica do algoritmo de Shor for repetida uma
quantidade polinomial O(logylogaN) de vezes. Para isso, comegamos por demonstrar o
teorema seguinte que fornece a distribuigao de probabilidade em termos do periodo P.

0 2
—1’ =4 -
e Sin <2>

= (cosf — 1)2 +sin? =2- (1 —cosf) = 4 sin? (g)

Lema 4.2.3

DEMONSTRACAO.

. 2
e’e—l’

1—cos(6) o

onde usamos o fato que sin? (g) =—

Teorema 4.2.2 Sejam q e r os unicos inteiros nao negativos tais que QQ = Pq+ r, onde
0<r < P; eseja Qo= Pq. Entdo:

rsin? (2L (20 4 1)) +(P—r)sin2( ZL¥. 20
& <PQ23122("M) Sl F 7 et
Prob(y) = ¢
T(Q0+PC);2-;(2P—7“)Q3 se Py = 0(modQ)
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DEMONSTRAGAO. A idéia principal desta demonstragao é particionar o conjunto Sg em
P classes formadas pelos niimeros que divididos por P deixam restos 0, 1, 2, ---, P —1.
Inicialmente, dividimos o seguinte somatorio:

Q-1 Qo—1 Q-1
) =D wf() = D W f(@)+ Y w|f(x))
=0 =0 z=Qo
Agora, note que cada z € {0, 1, 2,---, @ — 1} pode ser escrito de forma tnica como

x = Px1 4 zg, onde 1 e xg sao, respectivamente, o quociente e o resto da divisao de =
por P. Com isso, podemos escrever:

AP Py ) + 3 w(PH ) AL 4 ).

xo=0

\\F’jwk

55

Usando o fato que f é periédica de periodo P, temos que f(Pzi + xg) = f(zp). Por
conseguinte,

pP-1 T Q
P “0
o) = 3w Z o | o) + 52w () ooy
ro=0 x1=0 xo=0

Como 0 < r < P, podemos separar o primeiro somatério acima, obtendo:

1 o P-1 g1
D=3 w30 WP | fmo)) + > w3 WP | f(ae))+

zo=0 x1=0 To=T x1=0
r—1
Qo
3w () ay).
xo=0

Assim, agrupando o primeiro e terceiro somatorios, temos:
Q Q
r—1 > P-1 =2
= W WP fwo)) + D Wt [ D WP [ f(w0))
x0=0 x1=0 To=r x1=0

Agora, como f é periddica de periodo p, entao os vetores

1£Q0), £ (1), [£(2)), -+, [f(P = 1))
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sao todos distintos e, portanto, ortonormais. Assim,

2 2

r—1 S P-1 S|
ol = 3 foror [ S wrm || 4 3 oo | 3w
x0=0 x1=0 To=T xr1=0
2 2
P r—1 -1 P-1
= Z wbyT| . Z |w$oy’2+ Z wbyT| . Z ‘wl’oy|2
z1=0 zo=0 21=0 To=T
Q 2 Q_y 2
P P
=7 pryxl +(P—-r) pryxl
r1=0 x1=0

2mi

Portanto, se Py =0 (mod Q) entdo w"¥*1 =1, pois w = e @ . Logo,
2 2
2 QO QO
—r (2041 Por (2 .
e =r (% +1) + -0 (%)

lle@)I? _ 7(Qo + P)* + (P —)Q3
QZ - QQPQ
Por outro lado, se Py # 0 (mod @), entdo w’? # 1 e com isso podemos usar a soma de
uma série geométrica de modo que:

Donde

2

o($). (%)

llew)I? =r|—pm—= + (P —7) |

) 2 2
@-Py @+1 27 Py Qg
T,eQ 2M<P )- +(P—T)e QM(P)I

o Py Py

e @ -1 e 1

Finalmente, pelo lema 4.2.3, temos:

llpniz T (g (% 1)) + (P r)siv® (- )

Q? Q2 sin® (%)

e isso demonstra o teorema. O

Corolario 4.2.2 Se P ¢ um divisor exato de @, entdo:

0 se Py # 0(modQ)
Prob(y) =
5 se Py=0(modQ)
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DEMONSTRAGAO. Basta fazer r = 0 e Q = Q¢ na expressao do teorema. [

Proposicao 4.2.3 Sejay € {0,1,---,Q — 1}. Entao

dob(1-4)" se 0<|Pylal <5 (1-3)
Prob(y) >

%-(1—%)2 se [Pylg=0

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, mostraremos que

m[Pylg [ Qo m
Q '<P+1>’<2

Assim:
m[Pylg (@ + 1)‘ _ | m[Pyle <Q0+P>)
Q P = P
P 1 +P
= %'2(1_N) (QOP )
— 1 Qo+P
= 5 0= (%)
1 Q+P
< 5 (-5 T)
_ P
- 50-4)-(1+5)
onde usamos o fato de que Qp < Q. Agora, como P < N e N2 < QQ < 2N?, entdo g < %

e, por conseguinte,

w[Py] Q _ =z 1 N
TQ'<?°+1>‘ = - (1-5) (1+52)
_ 0w 1
- 2 T W)
< 2
Com isso, é imediato que também
TPyl Qo| _ 7
Q P 2

Agora, seja 01 = Q (QO + 1) e fy = m (% + 1). Dessa forma, temos que

br—0 = 5- % +1) - (Py - [Pylo)
= 5 (P+1)-kQ
= k(% +1)n

Logo, 01 — 65 é um muiltiplo inteiro de 7, pois k (% + 1) é um numero inteiro, uma vez
que P | Qo e, além disso, k é um inteiro proveniente do fato que Py = [Pylg (mod Q).
Assim, como a funcio sin? é periédica de perfodo 7, entdo se
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podemos escrever:
TSin2 (W[PC;J]Q . (% + 1)) + (P _ T') Sin2 <% . %)

Q2 sin? (%)

Prob (y) =

Usando a desigualdade trigonométrica
4 o .2 2
507 <sin“60 <0
7

para |0 < 7, obtemos:

Prob (y) >

v

Ou seja,

Prob (y) >

>

=

onde usamos que 6 < N poisr <P < NeN?<Q. Agora, se [Pylg = 0 temos que

Prob (y) _ r(Qo+P)2+(P—r)Q3 > rQi+(P-1)Q3

QQPQ ji 2Q2P2
PQg
Q7p?
_ ;(@)2
= 1(%
- (57
- (%
2
_ 1
= +(-%)
1 N \2
c phoT)
= p(1-%)
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e assim concluimos a demonstragao da proposicao. [J

O significado relevante da proposicao que acabamos de demonstrar pode ser destacado
da seguinte maneira: a probabilidade de obtermos como resultado da parte quantica do
algoritmo um y € Sg tal que |[Pylg| < g é limitada inferiormente pela expressao:

2
Prob (y) > % . % : (1 — ]b) (4.9)

Note que se y satisfaz |[Py|g| < g entdo y € Y e, nesse caso, asseguramos os resulta-
dos obtidos na secdo anterior. Contudo, ainda é necessdrio acrescentar a condi¢ao que
mdc (d(y), P) = 1 para que possamos extrair a o periodo P pela expansao em fracoes
continuas do niimero racional % Para isso, mostraremos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.2.4 A probabilidade que o valor aleatorio y € Sg produzido na parte
quantica do algoritmo de Shor seja tal que d(y) e P sejam relativamente primos € limitada
inferiormente pela sequinte expressao:

2
Probly € Y| mde (d(y), P) = 1} > % . ‘ZS(PP) . (1 _ ;;)

onde ¢ € a fungao de Euler, ou seja, ¢(P) € o niumero de inteiros positivos menores que
P relativamente primos com P.

DEMONSTRAGAO. Para cada y € Sg temos que Prob (y) é limitada inferiormente pela
expressao (4.9). Como o conjunto Y C S possui P elementos a probabilidade que y € Y
satisfaz

Prob{yeY} = Z Prob (y)

v
ﬂw‘,,;
ol -~
Y

—

|
==
N—

[N}

P
2
S SRR o
i=1
4 1 12
F'ﬁ'(1_2ﬁ) P
ENRS
Agora, cada y € Y estd em bijecdo com um d(y) € {0,1,---, P — 1}. Além disso,
P
Prob {mdc(d(y),P) =1} = ¢(P)

Consequentemente

Prob{y € Y| mdc (d(y), P)
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como queriamos demonstrar. [J

Finalmente, mostraremos que dentre os y € Sg encontraremos umy € Y com mdc (d(y), P) =
1 se a parte quantica do algoritmo de Shor for repetida uma quantidade polinomial
O(logy logaN) de vezes. Para isso, faremos uso do seguinte teorema cldssico, que pode
ser encontrado em [8, se¢ao 18.4, Teorema 328].

Teorema 4.2.3

d)(N) —y

lim lnf m =e

onde v = 0,57721566490153286061... denota a constante de Fuler.

Como corolario, temos:

Corolario 4.2.3

1
Prob{y € Y|mdec (d(y), P) =1} =Q <10g210g2]\7>

Ou seja, se a medigio do estado final |3) for repetida O(logylogaN) wvezes, entio a
probabilidade de éxito é Q(1).

DEMONSTRAGAO. Pelo teorema acima, temos que

oP) _
B/mmp = ¢ )

ou seja,
O(P) _ e —(P)
P = InlnP

onde €(P) uma sequéncia monotonica decrescente de nimeros reais positivos convergindo
para zero. Assim,

o(P) N e 7 —¢(P) S e T —¢e(P) e 7 —¢€(P)

P = InlnP ~— InlnN In (log2N '
log, e
donde
BP) . e —dP) e —dP)
P~ In(logy N) —Inlogye  logs(logy N) ~Inlog, e
log, e 2
Isto é,
-y _ -y _
o(P) - e e(P) e e(P) 1

P 7 In2-logy(logy N) —Inlogye — In2  logylogy N
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Pela proposicao 4.2.4, temos que

e =) 1 Ly’
=1} > : " N/
Probly € Y{mde (d(y), P) = 1} 2 =57 logy logy N '

Portanto, assintoticamente,

1
Prob Ylmde (d P)=1}=Q ———
robly € Y|mde (d(y), P) = 1} <log2 log, N>’

onde ) % denota o conjunto das funcdes de ordem minima ———. Para
ogq logy N log, logy N

maiores detalhes sobre esta notagao sugerimos [22, Capitulo 1, secao 4]. O
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