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RESUMO

O trabalho aqui apresentado consiste no estudo e aplicagao da teoria relacionada com
conjuntos co-geradores de uma matréide, desenvolvida por Alfred Lehman e Jack Ed-
monds, num jogo chamado Bridge-it. Para tanto, exibimos um algoritmo que encontra,
dada uma matréide, um subconjunto maximal de seus elementos, Ay, o qual pode ser
particionado em k subconjuntos independentes co-geradores, disjuntos, e geradores de
Ag. Este conjunto Ay esta fortemente relacionado com as estratégias dos jogadores.

Palavras-chave:  Grafo, Matrodide, Particao de matrdides, Conjuntos co-geradores,
Switching game e Bridge-it.
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ABSTRACT

This work consists of the study and application of the theory concerning the cospanning-
sets of a matroid, first developed by Alfred Lehman and Jack Edmonds, in a game called
Bridge-it. For that, we exhibit an algorithm for finding a maximal subset of the elements
of a given matroid, Ay, which can be partitioned into k cospanning disjoint independent
subsets which also span Ay. This set, Ay, is strongly related to the opponent players
strategies.

Keywords: Graph, Matroid, Matroid Partition, Cospanning-Sets, Switching game and
Bridge-it.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Um jogo faz ponte entre o sonho e a realidade,
entre o previsivel e o imprevisivel.

—JALILA RIOS

Bridge-it é um jogo bastante interessante. E jogado por duas pessoas, num tabuleiro
quadrado formado por duas redes retangulares, uma verde e outra vermelha, com pontos
e linhas ligando-os, como se pode ver na Figura 1.1 abaixo. Os lances se alternam. O
primeiro jogador, marca sempre uma linha verde, em qualquer direcao, e tem por objetivo
construir um caminho ligando um dos pontos verdes da extrema esquerda a outro (verde)
da extrema direita. Ja o segundo jogador, marca sempre alguma linha vermelha, em
qualquer direcao, com o objetivo de formar um caminho ligando um ponto vermelho
do alto do tabuleiro a outro (vermelho) de baixo. Um detalhe importante, essencial,
é: o jogador nao pode marcar uma linha se esta cruza outra que ja foi marcada pelo
seu oponente. No jogo representado na figura ganhou o jogador “vermelho”, o segundo
jogador.

Figura 1.1. Bridge-it atual. Neste exemplo, o tabuleiro tem “tamanho quatro”.

Este jogo é o mesmo jogo de David Gale, citado pela primeira vez na coluna “Mathe-
matical Games” de Martin Gardner em outubro de 1958 [Gar58], com a variante de ter
as linhas ligando os pontos adjacentes de mesma cor para serem marcadas; pois, no jogo



de Gale elas nao existiam, e as jogadas eram exatamente risca-las usando duas cores,
correspondentes as cores dos pontos, uma para cada jogador (Figura 1.2). As linhas
deveriam ligar dois pontos adjacentes da mesma cor com linhas horizontais ou verticais,
nao na diagonal, e nenhuma linha poderia cruzar outra. O vencedor era o jogador que
primeiro conseguisse formar um caminho ligando os dois opostos lados do tabuleiro de
mesma cor.
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Figura 1.2. Bridge-it originalmente formulado por David Gale (um matemético da Brown
University). Neste jogo venceu quem joga com verde, o primeiro jogador.

Quando o jogo de Gale foi langado comercialmente em 1960 com o nome de Bridge-it
era jogado num tabuleiro com pinos elevados coloridos com duas cores e pequenas pontes
plasticas, também coloridas, que eram colocadas entre os pinos. Em 1961 j& era popular
entre as criangas.

Por muitos anos foi conhecida uma prova de que existe uma estratégia vencedora para
quem faz o primeiro movimento. Mas neste mesmo ano, em julho de 1961, Martin Gardner
publicou em sua coluna uma recente estratégia vencedora para o primeiro jogador [Gar61].
Estratégia esta descoberta por Oliver Gross, um especialista em jogos do departamento de
matematica da Rand Corporation. Uma estratégia em pares, isto é, a jogada determinada
pela estratégia depende da jogada anterior do oponente. A explicagao da estratégia
consistia do diagrama reproduzido na Figura 1.3 e das seguintes indicagoes:

e Primeiro jogue como indicado pela linha cheia, abaixo e a esquerda do tabuleiro.

e Depois, sempre que seu oponente jogar tangenciando o final de uma linha tracejada
jogue tangenciando o outro final da mesma linha.

Nao é vantajoso para qualquer um dos jogadores ligar pontos que estao no mesmo
lado externo do tabuleiro ja que basta ligar um ponto deste lado a outro do outro lado



Figura 1.3. A estratégia de Oliver Gross. Observe que, como estd posicionado o tabuleiro, o
primeiro jogador joga objetivando ligar um ponto da esquerda a um da direita.

por um caminho para vencer. Percebe-se que neste caso as linhas tracejadas nao indicam
como jogar, mas se o segundo jogador fizer uma jogada deste tipo, o primeiro jogador
pode jogar da mesma forma com os pontos de sua cor, ou jogar em qualquer lugar do
tabuleiro. No segundo caso, quando o segundo jogador jogar e a estratégia pedir a jogada
que ja foi feita pelo primeiro jogador, ele podera jogar ligando pontos nos lados externos.

Com esta estratégia simples o primeiro jogador pode vencer sempre. Como ela é facil
de guardar na memoria e pela simetria dada pelo tabuleiro pode ser aplicada a qualquer
tamanho de Bridge-it, tornou-se desinteressante o jogo.

Mas se pudéssemos deixar de lado a simetria do tabuleiro, por exemplo, jogar num
tabuleiro com algumas jogadas feitas, a mesma quantidade de cada cor, nao segundo a
estratégia, de forma que o jogo estivesse “equilibrado”, haveria uma estratégia tao simples
para vencer? Sendo o primeiro ou o segundo jogador?

Alfred Lehman publicou em dezembro 1964 um artigo [Leh64] falando sobre uma
solugao para um jogo jogado por duas pessoas sobre um grafo, o “switching game” for-
mulado por C. E. Shannon. Sua solugao baseava-se em um correspondente jogo, dado
por ele, sobre matréides. O jogo Bridge-it pode ser visto como um exemplo do switching
game de Shannon.

Na mesma época, conhecendo o trabalho de Lehman, Jack Edmonds publicou dois
artigos interligados, um sobre parti¢ao de matréides [Edm65b] (veja também [EAdm67]) e
outro fazendo uma ponte entre a teoria do jogo de Lehman sobre matréides e um teorema
de Tutte e Nash-Williams [Edm65a]. No primeiro ele traz um teorema que caracteriza a
existéncia de uma particao dos elementos de uma matréide em k conjuntos independentes,
uma particao minima; e um algoritmo para obté-la, caso exista, ou, caso nao, obter o que
chamaremos um conjunto fracasso. No segundo, usando a teoria de matréides, ele traz
uma caracterizagao e estratégia vitoriosa para o tipo de jogo “short game” e para o tipo



“nonshort game” (neste caso, diferentemente de Lehman que usava principalmente o dual
da matréide associada); e um importante teorema sobre a existéncia de k£ subconjuntos
disjuntos de uma matroéide co-geradores e geradores de um subconjunto K da matréide,
o chamado “Cospanning-Sets Theorem”. Este teorema, em sua prova, utiliza bastante
do teorema sobre particao de matréides. E através dele, de um caso particular, pode-se
caracterizar se um jogo de Shannon, ou numa matréide, é favoravel ao primeiro ou ao
segundo jogador.

Na prova do Cospanning-Sets Theorem, Jack Edmonds deixa nas entrelinhas idéias
que resultariam num algoritmo para encontrar um subconjunto maximal, Ay, de uma
matréide formado por k subconjuntos independentes co-geradores, disjuntos e geradores
de Ay. Este conjunto Aj esta fortemente relacionado com as estratégias dos jogadores.

Nossa maior contribuicao neste trabalho é exibir um algoritmo que encontra esse Ajg.

Nos propusemos, também, a apresentar uma implementacao do jogo Bridge-it de
qualquer tamanho, que permite (opcionalmente) ao computador ser um dos jogadores
(o segundo pois, como ja sabemos, se fosse o primeiro venceria independentemente das
jogadas do oponente). A cada lance, sob a teoria de matréides, o jogo é analisado, e se
o primeiro jogador, o ser humano, cometer um “erro” (deixar de “ter a vitéria”: o jogo
passar a ter uma configuracdo que ja nao lhe favorece) o computador “joga” de forma
a “ter a vitéria” e nada que seu oponente faca o pode impedir de vencer. A andlise do
jogo é também opcionalmente apresentada ao final do jogo.

Sabemos que, usando a estratégia de Oliver Gross, é facil vencer sendo o primeiro
a jogar e comegando com um tabuleiro sem qualquer jogada feita (dada a simetria).
Entao, o jogo passa a ser interessante se for jogado num tabuleiro com algumas jogadas
feitas, a mesma quantidade de cada cor, sendo isto feito em desacordo com a estratégia
de Gross, de forma “neutra”, isto é, tendo a possibilidade de favorecer-se o jogador que
comecar. Possibilidade pois, como ja dissemos, pode cometer “erro”, dado que, ao invés
da estratégia de Gross (que nao pode ser usada aqui), a estratégia advinda de matrédides
¢ nao trivial e impossivel de se aplicar por calculos mentais. Nestas condigoes, ganhar
jogando em primeiro contra o computador é possivel e significa nao ter cometido sequer
um erro.



CAPITULO 2

PARTICAO DE MATROIDES

Existem varias definicoes para matrdide, todas equivalentes entre si. Esta que apresen-
tamos a seguir é a que mais utilizaremos.

Definigao 2.1 (Matréide) Uma matréide, M = (E,F), é um conjunto finito E de
elementos e uma familia F' de subconjuntos de E, chamados conjuntos independentes,
tal que:

(I1) F #0.
(I2) Sel € FeJC I entao J € F.

(I3) Para qualquer X subconjunto de FE, todos os seus subconjuntos independentes

maximais tém a mesma cardinalidade, chamada posto de X e denotada por r(X)
ou ry(X).

Outra estrutura interessante é a de sistemas de independéncia.

Definicao 2.2 (Sistema de Independéncia) Chamamos de sistema de independéncia
qualquer colecao finita de elementos e uma familia de conjuntos destes elementos, chama-
dos conjuntos independentes, os quais satisfazem os axiomas (I1) e (12).

Por exemplo, dado um grafo G, seus vértices definem um sistema de independéncia,
onde os conjuntos independentes sao aqueles em que nenhuma aresta de GG é incidente a
dois vértices dele.

As arestas de um grafo G também definem um sistema de independéncia ao identifi-
carmos os conjuntos independentes com os chamados “emparelhamentos”. Um empare-
lhamento é um conjunto onde nenhum vértice de GG encontra duas arestas neste conjunto.

Dado um sistema de independéncia, encontrar uma particao de seus elementos em
tao poucos conjuntos independentes quanto possivel é o chamado problema de coloragao
minima.

Um problema préoximo ao de coloracao minima é o “problema de empacotamento”.
Isto é, encontrar um conjunto independente de cardinalidade maxima. Mais geral, o
“problema de empacotamento com pesos” é, onde cada elemento do sistema carrega
um peso numérico real, encontrar um conjunto independente onde a soma dos pesos ¢é
maxima.

Para qualquer sistema de independeéncia, qualquer subsistema consistindo de um sub-
conjunto X de elementos e todos os conjuntos independentes contidos em X é um sistema
de independéncia. Entao, numa matréide, que é um sistema de independéncia, o pro-
blema de empacotamento é dito ser trivial para o sistema e todos os seus subsistemas.



O principal resultado deste capitulo é a solucao do problema de coloracao minima
para os conjuntos independentes de uma matroide, solugao esta, dada por Jack Edmonds
através do Teorema 2.1 e do algoritmo contido em sua prova. Estes, por sua vez, sao
ferramentas extremamente importantes nos capitulos que seguem.

2.1 TEOREMA SOBRE PARTICAO DE MATROIDES

Seja {M;}, i = 1,...,k, uma familia indexada de matréides, M; = (E, F;), todas
definidas no mesmo conjunto £ de elementos. Denotamos por r;(A) o posto de A C E
relativo a M;, e por |A| a cardinalidade de A.

Teorema 2.1 (Jack Edmonds) O conjunto E pode ser particionado em uma familia
{L;},i=1,...,k, de conjuntos I; € F; se e somente se nao ha qualquer A C FE tal que

|Al > > mi(A).

Em particular, onde os M;’s sao a mesma matroide M, nos temos:
Os elementos de uma matroide M podem ser particionados em k conjuntos, cada um
independente em M, se e somente se nao ha qualquer conjunto A de elementos tal que

|Al > k- r(A).
Prova (Da necessidade) Suponha que {I;}, 7 =1,...,k, é uma particao de F tal que I; é
independente em M;. Entao, para qualquer A C F,
Al =3 AN L <3 ri(A),
como queriamos demonstrar. I

Antes de apresentarmos a prova da suficiencia deste teorema veremos alguns pré-
requisitos na se¢ao seguinte.

2.2 TERMINOLOGIA E LEMAS

Vejamos algumas definigoes:

Definicao 2.3 (Conjunto dependente) Um conjunto X C E é chamado dependente
relativo a matréide M = (E, F') se ele nao pertence a F.

Definicao 2.4 (Fecho) Sejam X e Y subconjuntos de elementos de uma matréide M,
com X CY. O fecho de X em Y relativo a matréide M é o conjunto

F(X,)Y)={zeY:r(XUx) =r(X)},

também denotado por Fy(X,Y) quando se faz necessario explicitar sobre que matréide
estamos trabalhando. QuandoY é o proprio conjunto E, chamamos fecho de X e deno-

tamos por F(X) ou Fp(X).



Dada esta definigao, é facil ver que X C F(X,Y), em particular, X C F(X).

Como, pelo axioma (I3) da defini¢cdo de matrdide, dado qualquer independente maxi-
mal I C X, r(X) = |I|, no caso particular do fecho de um conjunto independente
podemos definir assim:

Definicao 2.5 (Fecho de um conjunto independente) Seja X algum subconjunto
de elementos de uma matréide M e seja I algum subconjunto independente de X (relativo
a M). O conjunto S C X, consistindo de I e todos os elementos e € X tal que [ Ue é
dependente, é dito ser o fecho de I em X (com respeito a M ). Se X é o préprio conjunto
E, dizemos apenas que S é o fecho de 1.

Observe que, dado I subconjunto independente de X e e € X — [, se [Ue é
independente, entao, segundo a definicao mais geral, e nao poderia estar no fecho, pois

r(fUe)=I|+1>|I|=r(I).

Mas, se [Ue é dependente, entao I é independente maximal de /Ue. Temos que r(/Ue) =
r(I). Assim, mostramos que esta definicdo de fecho para um conjunto independente néao
se choca com a mais geral apresentada.

Um importante resultado sobre fecho é apresentado no lema abaixo.

Lema 2.1 Sejam X e Y subconjuntos de elementos da matréide M, onde X C Y. Se
r € F(X,Y), entao F(X Ux,Y) = F(X,Y), que é tinico.

Em sua prova, sera util esta proposicao:

Proposicao 2.1 Sejam X eY subconjuntos quaisquer de elementos de M, com X CY.
Se I é um conjunto independente maximal em X, entao I é independente maximal no

F(X,Y).

Prova (Da Proposi¢ao 2.1) Sejam X, Y e I como descritos na proposigdo. Temos que
r(X) = |I]. Qualquer que seja = € F(X,Y), pela definigao, z € Y e r(X Uz) = r(X).
Assim, como I C X Uz, pelo axioma (I3) de matréide, esta igualdade nos da que [
é um independente maximal de X U z. Ou melhor, qualquer que seja z € F(X,Y),
¢ independente maximal de I U z e, conseqiientemente, [ é independente maximal de

F(X,Y). 1
Equivalentemente, pelo axioma (I3) da defini¢do de matréide, r(F(X,Y)) = r(X).

Prova (Do Lema 2.1) Sejam X e Y subconjuntos de elementos da matréide M, onde
X CY. Seja também [ um subconjunto independente maximal de X.

Se z € F(X,Y), pela definicao, x € Y e r(X Ux) = r(X). Dai, como I C X Uz,
pelo axioma (I3) de matrdide, I também é independente maximal de X U z. Logo, pela
Proposigao 2.1, I é independente maximal do F(X,Y) ede F(X Uz, Y).

Sabemos que X Uz esta contido tanto em F(X U z,Y) como em F(X,Y). Resta
analisarmos os elementos e € Y — (X U x).



Se e U I é independente, como I é um conjunto independente maximal tanto em
F(X,Y) quanto em F(X Uz,Y), entdo e ¢ F(X,Y)e e & F(XUuzY). Por outro
lado, se e U I é dependente, entao I é um subconjunto independente maximal de e U X
e também de e U (X Uz). Portanto, neste ultimo caso , pelo axioma (I3) da defini¢ao de
matréide, r(eUX) =|I|=r(X)e r(eU(XUxz))=|I|=r(XUz),logoee F(X,Y)e
e € F(XUuzY). Portanto, se x € F(X,Y), o fecho F(X,Y) é inico e igual ao fecho de
F(X Uz,Y), com relacdo a matréide M. I

Estes ultimos resultados nos levam a duas proposicoes:
Seja M uma matroéide e sejam X e Y subconjuntos de elementos de M.

Proposicao 2.2 Dado um independente maximal I C X, temos F(X,Y) = F(I,Y).

Prova Dadas a definicao do fecho de um conjunto independente e a prova do Lema 2.1,
vemos que para os elementos x € Y — X, x € F(I,Y) se e somente se x € F(X,Y). Resta
mostrarmos que os elementos de X satisfazem esta proposigao, X C F(I,Y). Isto é, para
todox € X — I, x € F(1,Y). O que decorre do fato de I ser independente maximal em
X: para todo z € X — I, [ Ux é dependente; portanto, por defini¢ao, = € F(I,Y). 1

Proposicao 2.3 F(F(X,Y),Y)=F(X,Y).

Prova Seja I um independente maximal em X. Pela Proposi¢ao 2.1 I é independente
maximal no fecho F(X,Y); pela Proposicao 2.2

FF(X,)Y),Y)=F(Y)=FX)Y),
como desejavamos mostrar. I

Definicao 2.6 (Conjunto fechado) Um conjunto X de elementos de uma matréide M
é dito ser um conjunto fechado se F(X) = X.

Dado I, algum conjunto independente da matrdide M, nao necessariamente contido
em X, nds iremos denotar o fecho de INX em X, relativo a matréide M, por F(I, X, M).
Note que F(I, X, M) = Fu(INX,X).

Na defini¢do de matréide, podemos substituir o axioma (I3) por:

(I3") Se I, I, € F e |I] < |I5], entao ha um elemento e € I, — I; tal que Iy Ue € F.
Obtendo uma definicao equivalente e préxima a anterior.
Lema 2.2 O axioma (I3) é equivalente a proposicao (I3').

Prova Primeiro, supondo (I3’), mostremos (I13).
Sejam I; e 5 independentes maximais em um conjunto qualquer X C £, M = (E, F).
Suponha que |I1] # |I5|, digamos |I;| < |I5]. Por (13'), existe e € I — I; tal que
I; Ue é independente em M. Uma contradi¢cao, dada a maximalidade de I; em X, ja que
Il Ue Q X.



Logo |I;| = |I2|, dados quaisquer I; e I independentes maximais em X. Temos (I3).

Agora, supondo (I3) mostremos (13').

Sejam I; e I conjuntos independentes em M, com |[;| < |I3|.

Temos que Iy — I # (.

Seja B um independente maximal em X = I, Uly. Por (I3), |B| > |15, ja que I é um
independente contido em X. Como |[1| < |I3, temos |I;| < |B] e, novamente por (I3),
concluimos que I; nao é independente maximal em X. Logo, existe e € X — I, portanto
e € I, — I, tal que I; Ue é independente em X, relativo a M.

Assim, obtemos (I3') e encerramos a prova do Lema 2.2 . 1

Também podemos definir matréide através de um tipo especial de seus conjuntos
dependentes: os circuitos.

Definicao 2.7 (Circuito) Um conjunto dependente minimal de elementos de uma ma-
troide M é chamado circuito de M.

Lema 2.3 Seja F um conjunto finito e C uma colegao de subconjuntos de E satisfazendo:
(C1) DégcC.
(C2) Se Cl, Chobe Ce C) C CQ, entao C; = C,.

(C3) SeCy, Cy € C, C1 # Cy e e € CyNCy, entao ha um C € C tal que C' C
01UCQ—6.

Seja F' a colecao de subconjuntos de E que nao contém qualquer elemento de C. Entao,
(E, F) é uma matréide tendo C como sua colegao de circuitos.

Nao traremos aqui a prova deste Lema 2.3. Em [Ox192] pode-se encontrar uma prova
com base na definigdo de matréide que usa os axiomas (I1), (I12) e (I3').
Eis um resultado bastante tutil:

Lema 2.4 A uniao de qualquer conjunto independente I e algum elemento e de uma
matroide M contém no maximo um circuito de M.

Prova Se I U e é independente claramente nao contém qualquer circuito. Mas se I Ue
¢ dependente, por definicao, existe circuito C' C I Ue. Mais ainda, qualquer circuito
contido em [ U e possui o elemento e.

Suponha que existe um circuito C’ € C tal que C' # C'e C' C IUe. Comoe € CNC’,
por (C3), existe C” € C tal que

C"C CUC'—e ClUe—e =1.

Um absurdo, ja que I ¢ independente. Portanto, h4 no maximo um circuito contido em
Tue. 1

Se observarmos melhor a prova do Lema 2.1 perceberemos que o fecho F(X,Y) é
formado exatamente por, além dos elementos de X, elementos e em Y — X que com
algum conjunto independente maximal I de X formam um conjunto dependente (I Ue).

Pela definicao de circuito, poderiamos redefinir fecho assim:



Definigao 2.8 (Fecho, usando circuito) Sejam X e Y subconjuntos de elementos de
uma matréide M, com X CY. O fecho de X em Y relativo a matréide M é o conjunto
formado pelos elementos de X, mais os elementos e € Y — X para os quais existe um
circuito C de M tal quee € C'e C —e C X.

Proposicao 2.4 Sejam C; e Cy circuitos de uma matroide M. Se f € C; —Csy e e €
C1 N Cy, entao existe circuito C3 de M tal que f € C3 C C; UCy — e.

Prova Tome X = C1UCy —{e,f}. Comoe € Cy e Cy—e C X, e € F(X). E
como f€Cie Cp— fC XUe, temos que f € F(X Ue). Pelo Lema 2.1 sabemos que
F(X Ue) = F(X). Logo, f € F(X) e, por definicdo, existe circuito C3 de M tal que
felCseCs—fCX. Oquenosda f e C3 CCyUC,; — e, provando a proposicao. 1

Por fim, apresentamos algumas defini¢coes usadas nos capitulos seguintes.

Definicao 2.9 (Conjunto gerador) Sejam X e Y conjuntos de elementos da matréide
M. O conjunto X é dito ser um conjunto gerador de Y se Y C F(X).

Definicao 2.10 (Base) Um conjunto B de elementos da matréide M = (E, F') é chamado
base de M se ele é um independente maximal em M ou, equivalentemente, se ele é um
conjunto gerador minimal para F.

2.3 ALGORITMO PARA PARTICAO DE MATROIDES

A prova da suficiéncia devida ao Teorema 2.1 sera feita através do algoritmo que
passaremos a apresentar.

Definigao 2.11 (Conjunto particionavel) Seja {[;} (i = 1,..., k) uma familia de sub-
conjuntos mutuamente disjuntos de E tal que I; é independente na matréide M; = (E, F;).
Denote sua uniao por H = J{I;}. O conjunto H é dito ser particionavel (relativo a familia

{M;}).

Seja H C F particiondvel com relagdo a {M;}. Suponha que existe um e € £ — H.
O algoritmo mostra como encontrar um A C H U e tal que |A| > >, r;(A), ou, sendo,
particionar H Ue, isto é, rearrumar os elementos nos conjuntos /; para poder acrescentar e
num deles, preservando-os ainda mutuamente disjuntos e independentes, respectivamente,
nas matrdides M;. Entao tomamos, por H, H Ue. Este torna-se o corpo do algoritmo
que deve ser executado enquanto ainda houver e € E — H. Assim, prova-se o teorema.

A seguinte operacao é usada pelo algoritmo como uma “operacao primitiva’: para
um conjunto I independente numa matréide M; e algum elemento e € E' — I, determine
que I Ue é independente em M; ou, senao, encontre o C' C [ Ue tal que C' é um circuito
em M,;. Esta operagao poderia ser reduzida a: determine se I Ue é ou nao independente.
Usando uma delas, torna-se possivel determinar o r;(S) para qualquer S C E.

O corpo do algoritmo serd dividido em duas fases que, como ja dissemos, integram
uma rotina que é executada enquanto ainda houver e € F'— H (caso contrario, a partigao
de E ¢ dada pela familia corrente {I;}).



2.3.1 Fase 1 do algoritmo

Seja Sy = F.

Para cada j — 1, comegando com j — 1 = 0, teste se hd algum i, chame-o de i(j),
tal que

[Ligjy O Sj1] < 7ii) (S-1)-
Se encontrou algum, entdo seja
Sj = FLigg), Sj-1, Miz)),
ou seja, o fecho de I;;y N S;_1 em S;j_1, na matréide M;;.

Repita para 7 — 1 acrescido de uma unidade até que nao haja qualquer i que satisfaca
a desigualdade acima.

Deste modo construimos uma seqiiéncia (1), S1), ., (Lin), Sn)-

Observe que os I;;) nao sao necessariamente distintos. E que S; é um subconjunto
proprio de S;_y, pois pela construcao de S;, pela Proposicao 2.1 e pela escolha de I,

ri)(55) = Ly N Sj-a] < 7iiy (Sj-1)-
Assim, Sp D S; D ... D S,. Além disso, dado que a seqiiéncia terminou num .S,
temos que, para todo i, |I; N S,| = r;(S,). Como os I;’s sdo disjuntos, obtemos

Se existe e € S,, — H, entao faca
A=(HNS,) Ue.

Pare! Este conjunto A indica que o conjunto E nao pode ser particionado.

Ora, AC S, e

Portanto, de acordo com a parte “somente se” do Teorema 2.1, desde que A C HUe
e |A|l > > ri(A), o conjunto H U e nao pode ser particionado. Nem o conjunto E.

Sendo, obtivemos S, — H = (), como existe e € E — H, temose € E — (HUS,,).
Ezecute a Fase 2.




2.3.2 Fase 2

Sejae€e E—(HUS,). Comoe € Sy, e ¢S, e S9DOS5 D... DS, hd um S), como
pede o préximo passo:

Encontre Sy, tal que e Sy, e e € S; para todo 0 < j < h.

Se eU Iy € independente, em My, entao adicione e em Ijyy. Isto acaba a Fase 2.

Observe que se e U I;) € independente, conseguiriamos, acrescentando e em I, ja
ter particionado H U e como desejavamos.

Sendo, eU Iy € dependente, encontre o circuito C' C e U Iy da matrdide M;gp,).

Este circuito C' € Sj,—1. Pois, se C' C Sy_1, como Sy, = F(Liny, Sp—1, My(y), teriamos
C—e C I NSy e, conseqiientemente, e € Sy, uma contradi¢ao. Entao, como C' C Sy

e C g Sh_13

Encontre o menor inteiro m, 0 < m < h, tal que C € S,,.
Tome e , e € C —S,.

Faga Iy, = e U Ligy — €. Substitua L) por Ij,, e para todo t # i(h), identifique I!
com I;.

Pelo Lema 2.4 ]Z.’(h) =eU i — ¢ ¢ independente na matréide M;y,).

Sabemos que ¢ ¢ S, e que ¢’ € S; para 0 < j < m. Queremos trabalhar com e’
da mesma forma que com e. Perguntando, agora, se e’ U I{(m) ¢ ou nao independente,
em M;.,). Mas, para isso, precisamos garantir que a seqiiéncia ([Z((l), S1),. -, ([i’(m), Sm)
esta correta. Isto é, que ela obedece as regras de construcao da Fase 1 tal como esta
parte (L;1), S1), - ., (Ligm), Sm) da seqiiéncia (Li1y, S1), - - -, (Lin), Sn). Ou seja, garantir as
mesmas condicoes, trabalhando com e’ e m, que tinhamos com e e h.

Considere, entdo, os termos j = 1,...,m na ordem. Se i(j) = i(h), entao ]Z./(j) =
e U Iy — €. Pela escolha de m, C' C S;_;, qualquer j = 0,...,m. Logo, o conjunto
D = (I;;,ue)NS;—1 = (LijyUe) N Sj_1 é dependente em M) e

Ti(j)(D) = |‘[z{(j) N Sj—1| = |]i(j) N Sj_1|.



Isto é,
¢ € Fagy,y Ly N Sj-1,85-1) € € € Fargy (Ligg) N Sjo15 Sja)-
Portanto, pela unicidade provada no Lema 2.1 temos que
f([;(J)’ Sj*l’ MZ(])) = FM'L(]')<D7 ijl) = f([l(_])7 ijb Mz(;)) = Sj-
O mesmo,
~7:(11'/0)’ Sj-1, Mi(j)) - f(]i(j)a Sj-1, Mi(j)) =5,

acontece se i(j) # i(h), pois neste caso I ;) = Ij(;). E, entdo, podemos tratar e’ da mesma
forma que e.

Faga com (€', Iiimy) 0 mesmo que fez com (e, Lin)).

Desde que m é um inteiro positivo estritamente menor que h, conseguiremos terminar
esta fase em menos que h interagdes. Pois se apds vérias interagoes da Fase 2 (cada uma
com um m cada vez menor), por fim, chegarmos a um elemento e* e m = 1, temos que
e* € Spee ¢S5 Isto é,

e ¢ ]:([i(m So, Mi(l)) =51

Logo, como I;1y NSy = Ly, L) Ue* é independente. Acrescentamos e* ao I;q) e, assim,
terminamos a Fase 2.
Encerra-se, também, a prova do Teorema 2.1.

2.4 ALGUMAS APLICACOES

Traremos poucas aplicagoes aqui, porquanto nosso interesse maior é aplicar particao
de matréides na busca de conjuntos co-geradores maximais.

Lembramos que, dado um grafo G e um subconjunto de suas arestas X, a restricao de
G a X, denotada por G| X, é o subgrafo consistindo das arestas de X e todos os vértices

de G.

Definigao 2.12 (Matréide Grafica) Seja G um multigrafo. Tome o conjunto das
arestas de G, E(G), como sendo o conjunto de elementos E, e o conjunto F' = {X C
E : G|X é uma floresta}. Entao (F,F) é uma matréide denotada por M(G) e dita a
matroide grafica associada G.

O Teorema 2.1 implica este teorema de Nash-Williams [NW64], olhando para a
matréide gréafica associada ao grafo G.



Teorema 2.2 (Nash-Williams) O conjunto de arestas de um grafo G pode ser parti-
cionado em k florestas se e somente se nao ha qualquer subconjunto U de vértices em G
tal que, onde Ey é o conjunto de arestas em G com ambos os vértices em U,

|Ey| > k(U] —1).

Este teorema segue do Teorema 2.1 usando a definicao da funcao posto de um grafo
dada por Whitney:

Definigao 2.13 (Posto numa matrdéide grafica) O posto r(X) de algum subcon-
junto X de arestas em G, isto é, o posto do subconjunto correspondente a X na matroide,
é igual ao niimero de vértices menos o niimero de componentes conexas no subgrafo con-
sistindo das arestas de X e os vértices que elas encontram ou, equivalentemente, no
subgrafo consistindo das arestas de X e todos os vértices em G.

Prova (Do Teorema 2.2) Observe que no enunciado do Teorema 2.1 no caso particular
onde as matroides M;’s sao a mesma matréide M, a particao é possivel se e somente se nao
hé qualquer conjunto A de elementos tal que |A| > k.r(A). No caso da matréide gréfica
associada a GG, poderiamos, dada a definicao de posto em G, escrever esta desigualdade
assim:

|Eu| > k.(IU] = n),

onde n é o numero de componentes conexas no subgrafo, digamos Gy, formado pelas
arestas em Fy e os vértices em U. Mas existe um conjunto Fy como descrito somente se
pelo menos uma das componentes conexas de G, chamemos o conjunto de suas arestas
de Ew e o conjunto de seus vértices de W, possui mais arestas que k.(|[IW] —1). E se
existe um subgrafo conexo em G, digamos Gy, tal que |Ey| > k.(|[W| — 1), onde Eyw
é o seu conjunto de arestas e W o conjunto de vértices, ele satisfaz a desigualdade para
n = 1. Provando-se assim o teorema. I

Passemos a segunda aplicacao.

Relativo a alguma familia {M;}, i = 1,...,k, de sistemas de independéncia, M; =
(E, F;), no mesmo conjunto E, um conjunto H C F é chamado particiondvel se ele pode
ser expresso na forma H = I, U...U [}, onde I; € F;. Podemos, sem impor restrigoes,
requerer que estes H'’s sejam mutuamente disjuntos. Tome F' denotando a familia de
subconjuntos H de FE, os quais sao particiondveis relativo a {M;}. M = (E,F) é um
sistema de independéncia que é denotado como M = 3, M; e chamado a soma dos
sistemas M;.

Esta soma é associativa, comutativa e tem um tnico elemento identidade (0)). Entao,
os sistemas de independéncia sobre um conjunto F formam um semigrupo abeliano,
digamos G, sob esta operagao. O teorema seguinte mostra que todas as matréides num
conjunto E formam um sub-semigrupo de G.

Teorema 2.3 Sejam M;’s matréides; entao, >, M; é uma matroide.



Prova Precisamos provar apenas que esta sistema satisfaz o axioma (13) de matréide.
Seja X um subconjunto qualquer de E e seja H C F, um subconjunto particionével
maximal de X.
Tomando este H como sendo o H do algoritmo de particao de matrdide, temos um
certo conjunto S, tal que

Foi mostrado na Fase 1 do algoritmo que, para qualquer e € S,, — H, o conjunto H Ue
nao é particionavel. Entao, H é um subconjunto particiondavel maximal de H U S,,.
Devemos mostrar o fato mais forte de que H é um subconjunto particionavel com méaxima
cardinalidade de H U S,,. Isto é, para qualquer subconjunto particionavel H' de H U S,,,
1) < |H].

Como H' C HU S, temos que

|H' — S,| < |H — S,|.
E desde que H' é particiondvel, usando a parte “somente se” do Teorema 2.1, obtemos
[H' NS, < 3iri(H'NS,) < 325(S0) = [HN Sl

Estas duas inequagoes juntas garantem que |H'| < |H|. Assim, H é um subconjunto
particiondvel maximal de H U S,, com méaxima cardinalidade.

Mas H também é um subconjunto particionavel maximal de X. A Fase 2 do algoritmo
de particao de matrdides mostra que, para qualquer e € F— (HUS,,), o conjunto H Ue é
particionavel. Portanto, X C H U S,,. Dai, H é subconjunto particionavel com maxima
cardinalidade de X, tanto quanto de H U S,,. Logo, o sistema M satisfaz o axioma (I3)
de matréide, e o teorema esta provado. 1



CAPITULO 3

BRIDGE-IT E CONJUNTOS CO-GERADORES

O switching game de Shannon é jogado num grafo nao direcionado com dois vértices
distinguidos. Os jogadores sao chamados de “cut player” e “short player”. Eles apontam
arestas alternadamente, diferentes das que ja foram apontadas: o cut player apontando
arestas para remocao e o short player tornando-as invulneraveis para isto. O short player
ganha quando consegue, dentre as arestas que apontou, formar um caminho ligando os
vértices distinguidos e o cut player ganha se consegue impedir; isto é, o conjunto de arestas
que foram apontadas por ele formam um conjunto separador dos vértices distinguidos.

As jogadas do short player podem ser vistas como uma contracao da aresta apontada.
Assim, ele ganha quando os vértices distinguidos sao identificados. A aresta que os liga
torna-se um lago.

O jogo correspondente numa matréide M, formulado por Lehman [Leh64], tem um
distinguido elemento e, que nao deve ser apontado. O cut player joga primeiro e as
jogadas se alternam. O short player ganha se o conjunto de elementos que apontou gera
o elemento e e o cut player ganha se o conjunto de elementos que nao foram apontados
por ele, diferentes de e, nao pode gerar o elemento e.

Considerando que o cut player joga primeiro. Se é possivel ao short player ganhar indo
contra alguma estratégia do cut player, Lehman chama o jogo de “short game”. Jack
Edmonds chama o jogo de “nonshort game” se o cut player pode vencer indo contra
alguma estratégia do short player. E certo que um jogo sé pode ser de um ou outro tipo.

Se olharmos agora para a rede vermelha do jogo Bridge-it como um grafo G e identi-
ficarmos os vértices de cima num, digamos v, chamado terminal, da mesma forma, os de
baixo noutro terminal, v”, teremos um switching game em G (Figura 3.1); ou um jogo
na matréide grafica M (G Ue) onde o elemento e é definido como uma aresta que liga um
vértice terminal ao outro (esta aresta pode ja estar contida no grafo, sem que possa ser
apontada). Como as arestas verdes cruzam as vermelhas de forma biunivoca, as jogadas
do jogador verde correspondem ao apontar de arestas vermelhas no grafo GG para serem
removidas. Mais tarde, veremos que o Bridge-it é um nonshort game.

Neste capitulo trataremos mais geralmente dos jogos sobre matroéides, sabendo que o
Bridge-it pode ser analisado como um caso particular.

A idéia de conjuntos co-geradores é uma idéia fundamental na teoria Lehman.

Para um grafo GG conexo, as arestas de um subgrafo conexo que contém todos os
vértices de G corresponde a um conjunto gerador de uma matréide M(G), e vice-versa.

Um teorema dado independentemente por Tutte [Tut61] e Nash-Williams [NW61]
caracteriza para qualquer grafo G o maximo numero de subgrafos disjuntos (quanto as
arestas), cada um conexo e conectando todos os vértices de GG, até os quais o conjunto
de arestas de G pode ser particionado. Ou seja, o0 maximo nimero de subconjuntos

16



Figura 3.1. Grafo associado a um jogo Bridge-it. Os vértices distinguidos no grafo para o jogo
de Shannon sao v’ e v”.

disjuntos, co-geradores, e geradores de (G, nos quais o conjunto de arestas de G pode ser
particionado.

Fazendo uma ponte entre este teorema e a teoria de Lehman sobre o jogo em matréides,
Jack Edmonds acrescentou a teoria de matréides o chamado “Cospanning-sets theorem”.
Para um grafo G com um prescrito nimero de vértices chamados terminais, olhando para
a matrdide grafica associada a GG mais um conjunto conexo de novas arestas interligando
estes vértices, ele d4 uma “boa” caracterizacao para a nao existéncia de k subgrafos
conexos disjuntos (por exemplo arvores) todos com precisamente o mesmo conjunto de
vértices os quais incluem os terminais.

3.1 MENORES E LEMAS

Definicao 3.1 (Restrigao de M a X) Sejam M = (E,F) uma matréide e X C E.
Seja F'| X ={I C X :I€F}. Opar (E,F|X) éuma matréide chamada de restrigao
de M a X ou a remogao de E — X de M, denotada por M | X ou M\(E — X).

Quando F — X = {e}, dizemos que foi feita a operagao remocdo de e em M, obtendo
a matréide M\e. A matréide M\ X equivale a aplicar a operacdo remogao para cada
e € X, numa ordem qualquer.

Seja X qualquer conjunto de elementos numa matréide M, defina os circuitos de
M x X como as interseccoes nao vazias minimais de X com os circuitos de M. Estes
circuitos sao usados por Tutte para um importante conceito: a contracao de M para X.

Proposicao 3.1 (Contracao de M para X) O conjunto de elementos de X e os cir-
cuitos de M x X definem uma matroide, denotada por M x X, chamada a contracao de
M para X.



Prova Os axiomas (C1) e (C2) sao satisfeitos pelos circuitos de M x X pois sao inter-
secgoes nao vazias e minimais de X com os circuitos de M. Resta provar (C3).

Sejam C e (5 diferentes circuitos de M x X, com e € C'y NC5. Por definicao, existem
circuitos C] e C) de M tais que C; = C! N X, i € {1,2}, é minimal no conjunto das
intersecgoes de circuitos de M com X. Como existe f € M x X tal que f € C; — Cy,
f e C] — C4. Adicionalmente, como e € C] N CY também, pela Proposigao 2.4, existe
circuito C" de M tal que f € ¢ C 1 UC) —e. Mas, entao f € C' N X, a interseccao
é ndo vazia. Dado que C; = C! N X, i € {1,2}, é minimal no conjunto das intersecgoes
de circuitos de M com X, a interseccao C' = C' N X é também minimal. Logo, C' é um
circuito de M x X e C' C Cy U Cy — e. Provando (C3). I

Esta matroide também pode ser dita a contracao de E — X em M, e denotada por
M/(E—-X). Quando E— X = {e} dizemos que foi feita a operagao contra¢ao de e em M,
obtendo a matréide M/e. A matréide M /X, contra¢ao de X em M, equivale a aplicar a
operacao contracao para cada e € X, numa ordem qualquer.

Observe que, sendo e um elemento de uma matréide M tal que r(e) # 0, os elementos
de M\e e M/e sao os mesmos, F—{e}; mas os independentes de M\ e sao os independentes
I'de M tal que e & I, e os de M /e s@o os conjuntos I —e, tais que e € I e I é independente
de M.

Na segunda matréide, M /e = M x (E —e), se justifica por: sendo I um independente
de M, no caso de e € I, para que existisse um circuito C' de M/e tal que C C I — e,
deveria existir um circuito C’ de M tal que a intersecgao C' = C'N(E —e) é minimal e esta
contida em I —e, o que equivale a C' C [ ja que e € I, um absurdo pois I é independente
em M, logo I —e é independente em M /e; agorase e € I, ou I Ue é independente em M
e portanto foi contemplado no caso anterior, ou I U e é dependente em M (contém um
circuito C”) e a interseccao I N (E —e) = I contém um circuito C C C'N(E —e) de M/e,
nao ¢é independente em M/e.

No caso em que r(e) =0 em M, M\e = M/e, possuem os mesmos elementos E — e e
os independentes sao os mesmos de M.

Corolario 3.1 Onde X e X° sao subconjuntos complementares de uma matroide M, X¢
é fechado em M se e somente se a matroide M x X nao contém lacos, que sao elementos
de posto zero.

Prova Um lago, por definigao, é um elemento dependente minimal, um circuito. Portanto,
ha um lago e na matréide M x X se e somente se hd um circuito C' de M tal que sua
intersecgdo com X é minimal e igual a e. Como C'N X = {e} significa que e € C e
C —e C X€ equivale a e € F(X°) ee & X¢. Isto é, F(X) # X, X nao é fechado. 1

Sobre os conjuntos geradores de M x X, temos:

Proposigao 3.2 Sejam K e X subconjuntos de uma matréide M. Um subconjunto T’
de X gera KNX em M x X se e somente se ha um subconjunto T de M tal que T = TNX
e tal que T gera K em M.



Corolario 3.2 Os conjuntos geradores da matréide M x X sao precisamente as inter-
secgoes de X com os conjuntos geradores de M.

Prova (Da Proposicao 3.2) Provemos a suficiéncia. Seja 7' um subconjunto de M tal que
T gera K em M. Considere 77 = T N X. Como T gera K, para qualquer elemento e
em KN X,oueé&T ouhd um circuito C' de M talquee e CeC —e CT. See T,
entdo e € T" e portanto T” gera e. Se hd um circuito C' como dito, entao, por defini¢ao de
M x X, hd um circuito C" de M x X tal que e € C" C C'N X. Dai segue que C' —e C T"
e portanto 7" gera e em M x X. Assim, estd provada a suficiéncia.

Agora, seja T um subconjunto de X gerando K N X em M x X. Tome T'=T"U X*
onde X°¢ é o complementar de X em M. Entao 7" =T N X. Seja e um elemento de K.
Se e € T, entao T gera e em M. De outro modo, se e € T, entaoe € KN X ee & T".
Desde que T" gera e em M x X, hd um circuito C’ de M x X talquee € C"e C"—e C T".
Por definicdo de M x X, hd um circuito C' de M tal que ¢ = C N X. Comoe € C e
C—eCT,T geraeem M. E estd provada a necessidade. 1

Proposicao 3.3 As operacoes de remocao de certos elementos junto com as operagoes
de contracao de certos outros elementos em uma matroide sao associativas e comutativas.

As provas da Proposicao 3.3 e da Proposicao 3.4 serao dadas mais tarde, no préximo
capitulo. Por enquanto, assumamos a veracidade delas.

Proposicao 3.4 Se X e X° sao conjuntos complementares de elementos em M, entao
os elementos de uma base de M x X junto com os elementos de uma base de M | X°
formam uma base de M.

O seguinte corolario decorre da Proposi¢ao 3.4 e da definicao de posto.

Corolario 3.3 Se X e X° sao conjuntos complementares de elementos em M = (E, F),
entao ryx(X) + ryxxe(E —X) =ry(E).

Uma matroéide obtida de outra pelas operacoes de remocao e contracao de elementos
tem uma nomenclatura especial:

Definigao 3.2 (Menor) Seja M = (F, F') uma matréide e sejam X e Y subconjuntos
disjuntos de E. Diremos que M\X/Y é um menor de M, onde M\X/Y é obtido da
matroide M pela remocao dos elementos em X e contragao dos elementos em Y .

3.2 SHORT GAMES

Jack Edmonds generalizou o jogo no caso de um grafo GG assim: algum subconjunto
de vértices de G é distinguido como terminais e a vitéria do short player é apontar um
conjunto de arestas em G, o qual contém as arestas de um subgrafo conexo contendo todos
os terminais; a vitéria do cut player é impedir isso. Para analisar o jogo correspondente
em termos de matroéide, adiciona-se a G um conjunto de novas arestas as quais formam
um grafo conexo K contendo precisamente os vértices terminais de G como vértices.
Entao, dada a matréide grafica associada a GU K, M(GU K), a vitéria do short player



é apontar um conjunto de elementos correspondentes as arestas em G os quais geram em
M(G U K) o conjunto de elementos correspondentes as arestas de K.

Para qualquer matréide M e nao vazios subconjuntos de elementos N e K, considere o
jogo J (M, N, K) onde, como antes, o cut player e o short player apontam alternadamente
elementos diferentes no conjunto IV, o cut player jogando primeiro. O short player vence
se aponta um conjunto de elementos os quais geram K. Impedindo isto, vence o cut
player. J (M, N, K) é chamado um short game se o short player pode vencer indo contra
qualquer estratégia do cut player.

O principal teorema de Lehman é, para o caso onde K é um elemento simples, este
que passamos a apresentar:

Teorema 3.1 J(M, N, K) é um short game se e somente se N contém dois conjuntos
de elementos, A e B, disjuntos, os quais geram cada um o outro e os quais geram K.

Lehman chama dois ou mais conjuntos os quais geram cada um ao outro de co-
geradores.

Prova (Da suficiéncia) Suponhamos que existam dois conjuntos co-geradores disjuntos,
A e B, os quais geram K. Provaremos que estes providenciam uma estratégia vencedora
para o short player.

Consideremos o fecho My = F(A) = F(B) em M. Nés podemos tomar A e B bases
da submatréide formada pelos elementos de My, My = M | My, assuma que eles sdo.
Suponha que o cut player aponta um elemento de AUB. Ele poderia apontar um elemento
nao neste conjunto, mas pretender que ele aponte um elemento em AU B nao da qualquer
vantagem ao short player. Assim, digamos que o cut player apontou um elemento ag em
A.

Pelo axioma (I3) da defini¢gao de matrdide hd um elemento by de B tal que (A—aq)Ubg é
uma base de M. O short player ird, entao, apontar um elemento by. Segue da Proposicao
3.2 que os conjuntos A; = A —ag e By = B — by, disjuntos, sao conjuntos geradores da
matréide contragao de My para M; = My — by, a chamemos de M; = M,/b.

Como é novamente vez do cut player jogar, a situagao de A; e By relativa a matréide
M é amesma que foi para A e B com relacao a Mg, exceto que M; é menor. Assumindo
que ha uma estratégia para os turnos seguintes através da qual o short player pode apontar
um conjunto de elementos o qual contém uma base T' da reduzida matrédide My, pela
Proposicao 3.4 o conjunto 7' U by de elementos, os quais o short player tera apontado, é
uma base da matréide M, e portanto gera o conjunto K na matrédide M.

Quando B contém apenas um elemento by, ele préprio gera My e K. Dai, por inducao
no numero de elementos que é finito, nds temos uma estratégia vencedora para o short
player. 1

A prova da necessidade segue do Teorema 3.2 e do Teorema 3.3.

Observe que quando o jogo é num grafo com dois vértices terminais, o short player
deseja dar um caminho ligando os vértices terminais. A estrutura que caracteriza quando
isso é possivel é formada por duas arvores disjuntas (quanto as arestas) contendo os
vértices terminais e cada uma contendo precisamente os mesmos vértices que a outra.



3.3 NONSHORT GAMES

Um jogo J(M, N, K), como definido na se¢ao anterior, é dito ser um nonshort game,
nomenclatura de J. Edmonds, se o cut player pode vencer contra qualquer estratégia do
short player.

Jack Edmonds deu uma caracterizacao para um jogo ser um nonshort game através
do Teorema 3.2. Diferentemente de Lehman que usava principalmente dualidade, ele
utilizou mais a nocao de contracao.

Denotaremos o conjunto de elementos da matréide contracao M’ de M por E’, donde
M =M x E'

Teorema 3.2 J (M, N, K) é um nonshort game se e somente se ha uma matréide con-
tracao M’ da matréide M onde o conjunto N' = N N E’ pode ser particionado em dois
conjuntos I e I, tal que I, e Iy sao ambos independentes em M’ e tal que I, nao gera o
conjunto K' = KN E" em M'.

Para o short player vencer ele precisa apontar um conjunto, digamos 7', o qual gera K
na matréide M. Pela Proposicdo 3.2, para um tal conjunto T e qualquer conjunto E)
em M, TNE™ precisa gerar K™ = KNE™ na matréide contracao M™ = M x E™_ A
prova de que J (M, N, K) é um nonshort game nas hipéteses acima serd feita mostrando
que, dada qualquer estratégia do short player, ha uma maneira pela qual o cut player
consegue jogando em E’ obter um conjunto E( onde o short player ndo pode apontar
qualquer conjunto de elementos que gerem K™ em M®).

Prova (Da suficiéncia) Sejam M’ I e Iy como descritos acima. Verificaremos que eles
conduzem a uma estratégia vencedora para o cut player no jogo J (M, N, K).

Se I nao gera K’ em M’ entdo o cut player pode apontar qualquer elemento no
primeiro lance. Do contrario, ele deve apontar algum elemento e; em I tal que I; — e;
nao gera K’ em M'.

Como Iy nao gera K’, ha algum elemento e € K’ tal que r(e) # 0, e nao é um lago. Se
e € I, entao e é um elemento e;. De outro modo, como [; gera e, pelo Lema 2.4 ha um
tinico circuito C' C I Ue e entao qualquer elemento de C'— e é um elemento e; (C'—e # ()
pois r(e) # 0). Neste ponto, nem os elementos nao apontados /1 = I; — e; de I; nem os
elementos nao apontados I} = I, geram K’ na matréide contragao M.

O short player pode apontar um elemento nao em E’, mas se ele aponta um elemento
em E’ o cut player nao obtém qualquer vantagem adicional. Portanto, assumamos que
o short player apontou algum elemento em E’, digamos e, € [,. Considere a matrdide
contragao de M para E'— ey, M"” = M’ /es (pela Proposicao 3.3, a matréide contragao de
M’ para o conjunto E” = E' — ey é a mesma matroide contracao de M para o conjunto
E"). Pela defini¢ao de circuito da matréide contragao, ou melhor, pela observacao feita
sobre os conjuntos independentes da matréide contragao, o conjunto I = I}, — ey seréd
independente em M” e néo ird gerar o conjunto K" = K'NE" em M”, ja que o elemento
e € K" e continua nao sendo gerado.

Ainda pela definicio de matréide contragao, se ey nao estd no fecho de I] em M’,
entao 1] é independente em M". Neste caso, o cut player ird apontar algum elemento e



tal que I{ = I} — €] nao gera K" em M".

Agora, se e5 € Fyp(1]), pela definicdo de matrdide contragao e pela Proposicao 2.4,
entdo o conjunto /] contém apenas um circuito da matréide contragao M” e nao gera K”
em M". E neste caso, o cut player ird apontar algum elemento €} no circuito de I] em
M, obtendo assim que I{ = I] — €} é independente em M".

Em ambos os casos, depois do cut player fazer sua segunda jogada, os nao apontados
elementos de M” particionam-se em I{' e 1) onde, na matréide M"”, ambos sao indepen-
dentes e nenhum gera K”. E nao hd qualquer elemento apontado pelo short player em
M". A situagao é idéntica a que tinhamos com M’ I] e I}, logo apds a primeira jogada
do cut player, exceto pelo fato de M” ter menos elementos nao apontados.

Portanto, por inducao no nimero de elementos nao apontados na matréide contracao,
se o cut player aponta como descrito, em algum momento ele encontrara uma matréide
contracio M na qual todos os elementos apontéveis (os que estdo em N) foram
apontados por ele e para qual hd um elemento e € K" = K N E™ tal que r(e) # 0 em
M™ (pois K™ nao é gerado pelo conjunto vazio ]{h) nem pelo vazio ]2(h) em M®). O
cut player venceu o jogo, porque para o short player vencer precisa apontar um conjunto,
digamos T', o qual gera K na matréide M. E pela Proposicao 3.2 para um tal conjunto
T e qualquer conjunto E™ em M, T N E™ precisa gerar K" na matréide M™ o que
¢é impossivel. Isto prova a suficiéncia. 1

A prova da necessidade serda dada através do Teorema 3.1 e do Teorema 3.3.

3.4 SOBRE O COSPANNING-SETS THEOREM

Novamente denotaremos o conjunto de elementos da matréide contracao M’ de M
por E’, onde M’ = M x E’. E quando nos referirmos a parti¢cao de um conjunto X C F,
dada uma matréide M = (E, F'), estamos fazendo referéncia a partigao dos elementos de

M| X.

Teorema 3.3 (Jack Edmonds) Para qualquer matréide M e quaisquer subconjuntos
N e K de elementos em M, existem k subconjuntos disjuntos de N, os quais geram cada
um o outro, os quais geram K, se e somente se nao ha uma matréide contracao M' de
M onde N N E' particiona-se em k conjuntos tais que cada um é independente em M’ e
tal que pelo menos um deles nao gera K N E’.

Considere que este teorema diz “P < ~ Q7. A prova da necessidade nos teoremas
Teorema 3.1 e Teorema 3.2 segue imediatamente deste teorema (para o caso onde k = 2),
pois ja provamos que “P = (J é um short game)” e que “Q = (J nado é um short
game)”. Provando “P < ~ @7, obtemos que “(J é um short game) = P” e que “(J
nao é um short game)= Q.

Prova Provemos primeiro a necessidade. Suponha que existam k subconjuntos disjuntos
de N os quais sao co-geradores e geram K, digamos os conjuntos T; (i = 1, ..., k). Digamos
também que Fy,(T;) = S. Seja M’ alguma matréide contragao de M, M’ = M x E'.
A Proposicao 3.2 nos diz que cada T/ = T, N E’ (i = 1,...,k) é um conjunto gerador de
S"=SNE em M'. Entao, |T!| > ry(S"), pois cada T} deve conter pelo menos uma base



B; de M’ | §', a submatréide de M’ formada pelos elementos de S’. Desde que todos os
conjuntos 77 sdo mutuamente disjuntos, temos que

INOS|=[NNE NS = (U T) NS = U 170 S| = U [ Bi] = korar (57),
isto é,
|Nﬂ SI| Z k’.TM/(SI).

Entao, nao pode haver uma particao de N N B’ em k conjuntos independentes I; de M’,
onde pelo menos um deles, digamos [, nao gera K N E’, e portanto nao gera S’. Isto
porque, neste caso, como cada I/ = I; N S’ seria independente, |I]| < rpp(S’). Como I,
nao geraria S’ em M’', |I| < rpp(S’). Dal terfamos:

INNS|=|NNENS|=U; |LNS|=U; || < kru(S),

uma contradicgao.

Agora provemos a suficiéncia. Sejam M uma matrdide, N e K subconjuntos quaisquer
de elementos de M, e k algum inteiro positivo.

Suponha que Ay é um subconjunto maximal de N tal que

|Ao| = k.r(Ap) e |A| < k.r(A) para todo A C A,.

Pelo Teorema 2.1, Ay particiona-se em k conjuntos independentes, I; (i = 1,..., k). Como
|Ag| = k.r(Ap), cada I; é necessariamente uma base da submatréide M | Ay e conseqiien-
temente de M | Fp(Ap). Do contrario, se um independente destes, digamos [;, tivesse
menos do que 7(Ap) elementos, ndo sendo assim um conjunto independente maximal
(uma base), por |Ag| = k.r(Ap), algum I; deveria ter mais do que r(Ap) elementos, um
absurdo ja que [; é independente em M | Ay.

Seja M’ a matréide contracao de M dada por M’ = M/F(Ap). Suponha que existe
um subconjunto nao vazio A3 C N' = N N E' tal que |A1| = k.rap(Ay) e |A| < ko (A)
para todo A C A;. Como Ay de M, A; se particiona em k bases I/ da submatrdide
M’ | A;. Pela Proposigao 3.3, a submatréide M’ | A; é a mesma matrdide contragao
(M | (A1 UF(Ap))) x Ay. Denotaremos este menor (M | (A1 U F(Ap))) x Ay por Aj.
Pela Proposicao 3.4, uma base do A; junto com uma base da submatréide M | F(Ag) é
uma base da submatréide M | (A; U F(Ap)).

Em particular, os conjuntos I’ = I UI; (i = 1,...,k) sdo k bases para a submatroéide
M | (A UF(Ap)). Temos que U; I/ = Ag U Ay C N, os conjuntos I' geram cada um
o outro em M, |Ag U Ay| = kr(Ap U Ay) e, pela parte “somente se” do Teorema 2.1,
dado que Ay U A; é particiondvel, |A| < k.r(A) para todo A C Ay U A;. Mas como Ay
foi tomado maximal para estas propriedades, A; é vazio. E a matréide M’ nao contém
qualquer conjunto nao vazio A; como definido.

Desde que F(Ay) é fechado em M, a matrdide M’ = M/F(Ap) ndo contém lagos, isto
é, elementos de posto zero (Coroldrio 3.1). Suponha que existe Ay C N’ tal que |Ag| >
k.ryp(As). Tome Ay minimal com estas propriedades. Pela nao existéncia em M’ de um
conjunto nao vazio A; como descrito acima, temos que |As| > k.rpr(A2). E como nao hé
elementos de posto zero, Ay contém pelo menos dois elementos. Removendo um elemento



de A, em M’, obtemos o nao vazio Az para o qual |Az| > korapr(As) > ko (As),
contradizendo a minimalidade de A,. Portanto, para todo nao vazio subconjunto A de
N A < ko (A).

Suponha que algum elemento g € K esta contido em E’. Desde que g nao tem posto
zero, ha uma matréide My, a qual contém os elementos de M’ mais um elemento dito
“paralelo” h, tal que h e g formam um circuito em M, e tal que M, \h = M’. Observe que
os circuitos de M}, sao os circuitos de M’ o circuito formado por h e g, mais os conjuntos
(C—g)Uh,onde g € C' e C é um circuito de M’. Seja N, = N U h. Segue da relagao
|A| < k.rpy(A) para todo A C N’ nao vazio, que |Ay| < k.ra, (An) para todo Ay C Nj,.

Portanto, pelo Teorema 2.1, N;, pode ser particionado em £ conjuntos independentes
I de M, incluindo entre estes o conjunto dito I}, o qual contém h (e, portanto, nao
contém ¢ pois é independente). Na matréide M’ o conjunto I — h é independente e nao
gera g. Se I' — h gerasse g, desde que g & I, existiria um circuito C' de M’ tal que
g€ CeC—ge I uma contradicao com o fato de I? ser independente em M’ dado
que (C' — g) U h é circuito de M" e estd contido em I". Todos os outros conjuntos sao
independentes em M’. Estes conjuntos I (i = 2,...,k) e I — h sdo uma particao de N'.

Dai, se nao ha uma tal particaio de N’ = N N E’ para a matrdide contracao M,
entdao nenhum elemento de K estd em M’. Logo, K C F(Ap). Neste caso, as k bases
I; da submatréide M | F(Ap) geram cada uma a outra e geram K em M. Isto prova a
suficiéncia e conclui a prova do Teorema 3.3. 1

Observe a Figura 3.2 e note que as arestas do grafo G associado ao tabuleiro de um jogo
Bridge-it de tamanho quatro estdo particionadas em dois conjuntos independentes (mar-
cados na figura por linhas tracejadas e linhas cheias) onde um deles nao liga os vértices
terminais por um caminho. Conjuntos correspondentes a estes podem ser encontrados em
todos os grafos associados a tabuleiros de Bridge-it de tamanho qualquer. Na matroéide
M(G U e), os conjuntos de elementos correspondentes a estes conjuntos de arestas sao
uma particdo de seus elementos, e um deles ndo gera e em M(G U e). Considerando o
jogo Bridge-it como J (M, N, K), onde M = M(GUe), N = E e K = {e}, pelo Teorema
3.3, com k = 2, analisando M’ = M/(, temos que o Bridge-it é um nonshort game.

3.5 UM CONJUNTO ESTRATEGICO

Pelo que vimos na secao anterior, dada uma matrdoide M, N e K subconjuntos de
seus elementos, e k£ um inteiro positivo, encontrar o subconjunto Ay C N mazimal com
as seguintes propriedades

|Ao| = k.r(Ap) e |A] < k.r(A) para todo A C Ay

é essencial para determinar se um jogo J (M, N, K) é um short game ou um nonshort
game (usando k = 2), assim como para determinar a estratégia do jogador favorecido
(antepentltima e pentltima segdes).

Se o conjunto F(Ay) 2 K, entdao temos “P”, e no caso de k = 2, J(M,N,K) é
um short game. Sendo, existe g € K tal que g ¢ F(Ap), portanto g ndo é um lago
eg € M = M/F(Ap). Neste caso, o conjunto N, = N’ U h, onde h é um elemento



Figura 3.2. Particao de elementos na matréide associada ao Bridge-it e a estratégia de Gross.
Observe que os elementos da arvore em trago cheio nao geram o elemento e.

paralelo a g, pode ser particionado em k conjuntos I} independentes em M), (a matréide
M’ acrescida do elemento h), com h € I!'. Conseqiientemente N’ se particiona em I — h
e os I (i # 1), satisfazendo “Q”, e para k =2 o jogo J (M, N, K) é um nonshort game.

Mas como encontrar este conjunto Ay dada uma matréide M?

Jack Edmonds deixou nas entrelinhas da prova de seu Teorema 3.3 idéias que resul-
tariam num algoritmo para encontra-lo.

Antes de exibirmos o algoritmo, veremos um teorema que deve estabelecer em sua
prova importantes diretrizes para o algoritmo.

Seja M uma matroéide e e um elemento de M. Denotaremos por M; a matréide cujos
elementos sao os elementos de M mais um elemento é dito paralelo a e, tal que e e é
formam um circuito em M; e M;\é = M.

Teorema 3.4 Seja M uma matroide, N um subconjunto de elementos de M e k algum
inteiro positivo. Denotamos por Ag o subconjunto de N maximal com as seguintes pro-
priedades: |Ag| = k.r(Ag) e |A| < k.r(A) para todo A C Ay; e por N o conjunto de todos
os elementos e de N tal que r(e) # 0. Se |N| > k,

Ay = 0 < N U é é particionavel para qualquer e € N,
onde ¢ é um elemento paralelo a e.

Prova Sabemos que qualquer que seja e € Ay, r(e) = 1. Pois, se existisse ¢ em Ay com
r(e) =0, terfamos que A = {e'} C Age |A| =1 >0 = k.r(A), contradizendo a definigao
de Ay. Logo, Ag C N.

Pelas propriedades de Aj e pelo Teorema 2.1, temos que Ag é particionavel e que, por
|Ag| = k.r(Ay), esta particao é dada em bases de M | Ag. Dai, se |N| < k, Ag = (). Vem
disto a hipétese de que |[N| > k.



Mostremos a suficiéncia: Se N'Ué é particiondvel para qualquer e € N, entao Ay = 0.
Suponhamos que N U ¢é é particiondvel para qualquer e € N' e Ay # 0. Seja e € Ap.
Dai, temos que

‘A() U é| = ’Ao‘ +1> kT‘(Ao) = ]{Z.T‘(AO U é),
ou seja,
|A0 U é| > k?.T(AO U é),

um absurdo, pelo Teorema 2.1, j& que N Ué é particiondvel e (AgUé) C (NUé). Portanto
devemos ter A, = 0.

Agora verifiquemos a necessidade: Se Ay = ), entao N'Ué é particiondvel para qualquer
eeN.

Suponhamos que Ay = () e N'U é nao é particiondvel para algum e € A/. Entao, pelo
Teorema 2.1, existe um conjunto fracasso A C N Ué tal que |A| > k.r(A).

Como N nao contém lagos, r(A) > 0. H& pelo menos um independente I C A tal que
r(I) =r(A). Seja A’ C A, tal que A’ C N e |A'| = k.r(A’) = kr(A). Este conjunto A’
pode ser obtido de A retirando |A| — k.r(A) elementos de A, preservando /. Como vamos
retirar pelo menos um elemento, o primeiro deve ser sempre é, se ¢ € A.

Se aplicarmos novamente o algoritmo particao de matréides para A’, particionaremos
A’ em k conjuntos independentes ou obteremos um conjunto de fracasso A” C A’ tal
que |A”| > k.r(A”), com r(A”) # 0. No segundo caso, encontramos um A” C A" tal
que |A”| = k.r(A") = kor(A”), da mesma forma que fizemos com A para encontrar A’
e tentamos particiond-lo. Repetimos este processo até conseguir particionar um A®.
Como |A® V| < |A®D|, por inducdo no nimero de elementos de A que é finito, este
processo acaba num 1ltimo conjunto ndo vazio A™ tal que |[A™| = k.r(A®™) e AM™ ¢
particionavel.

Como conseguimos particionar A™, o Teorema 2.1 garante que para todo X C A™
temos | X| < k.r(X). E entdo, A™ satisfaz as mesmas condicdes que Ay, exceto possivel-
mente a maximalidade. Dai, Ay # () necessariamente. Estabelece-se uma contradicao.
Portanto, se Ay = ), temos necessariamente que N U é é particiondvel para qualquer

ecN. 1

3.56.1 Algoritmo para encontrar A,

Seja n = 0.

Sejam M wuwma matroide, N um subconjunto de elementos de M, e k um inteiro
positivo. Seja N C N, formado pelos elementos de N que nao sao lagos.

Se |IN'| > k execute os passos sequintes. Sendo, pare! Vd para o tiltimo passo.

Para cada e € N, aplique o algoritmo para particao de matrdides para particionar 0s
elementos de N'U é em k subconjuntos independentes em M, até que para algum
e € N o algoritmo responda que nado € possivel fazé-lo, ou o tenha feito para todos
os elementos de N .



Se consequimos particionar N'U é para todos os elementos de N .

Pare! Vi para o ultimo passo.

Sendo, seja A o conjunto fracasso obtido pelo algoritmo de particio. E sejan =n+1.
Seja r = 1r(A) (um inteiro positivo).
Se e € A, retire é de A.

Retiremos ao todo |A| — k.r elementos de A, mantendo um independente mazimal,
e obtendo assim B, tal que |B| = k.r(B) = k.r .

Aplique o algoritmo de particio de matroides para B.

Se nao € possivel particiond-lo, dado um conjunto fracasso B', faca A = B’, e repita
o corpo deste passo.

Senao, seja {I,;} (j = 1,....k) a familia de bases de M | B na qual B foi parti-
cionado, e seja A, = B.

Obtenha o menor M' = M/F(B). E seja N' = N UE', onde E' é o conjunto de
elementos de M'. Observe que N' = N'.

Faca a M’ o mesmo que foi feito a M. Ou seja, a partir do sequndo passo.

Retorno. O conjunto Ag = () se paramos no seqgundo ou no quarto passo da primeira
iteragdo. Sendo, tome o numero de iteragoes n, seja L; = Ui Li; (j=1,...,k) é
uma base para M | Ag, € o conjunto Ag = U, A; = U;?:l Z;. Além disso, a familia
{Z;} € uma particao de Ay em bases de M | Ay.

Observe que se paramos no quarto passo da primeira iteragao, o Teorema 3.4 garante
que Ay = (), mas se paramos neste passo numa outra iteracao isto significa que um menor
M’ de M tem Ay = (). Esta mesma conclusao é obtida ao parar no segundo passo em
alguma iteracdo que nao a primeira. Durante a prova do Teorema 3.3 vimos que se
temos um conjunto A; com as propriedades de Ay em M, exceto a maximalidade, e um
outro conjunto, digamos A, de um menor M’ = M/F(A;) também com as mesmas
propriedades de Ay s6 que em M’ a unido deles, A; U Ay, preserva estas propriedades.
Além disso, a Proposigao 3.4 garante que a familia {Z,} é uma familia de bases de M | A,

onde Ayg = U;; A



CAPITULO 4

PROJETO BRIDGE-IT

Dado o algoritmo para encontrar Ag, estamos em condigdes de analisar um switching
game, em particular o Bridge-it.

Mais ainda, com este algoritmo podemos implementar um projeto chamado Bridge-it
onde, utilizando a teoria citada neste trabalho, o jogo pode ser jogado por duas pes-
soas, ou por uma pessoa e um computador (como segundo, pois como primeiro seria
matematicamente invencivel, dado que o jogo é um nonshort game).

Durante o jogo, o grafo associado ao tabuleiro e a seqliencia das jogadas sao analisados
e esta andlise opcionalmente exibida ao final. Como esta andlise é feita a medida que o
jogo acontece, € possivel, apds algum tempo de jogo, mudar o tipo de jogadores como, por
exemplo, o computador assumir o lugar de uma pessoa que estava jogando (e vice-versa).

Se ocorre a vitéria do segundo jogador sabemos, pelas discussoes anteriores, que o
primeiro jogador certamente cometeu um “erro”, dando a possibilidade ao oponente de
jogando fazer com que o jogo lhe fosse favoravel. Na andlise do jogo, este momento é
indicado.

As estratégias exibidas no capitulo anterior sao utilizadas, contudo, para saber ime-
diatamente ao lance se o primeiro jogador cometeu um erro, independente do segundo
aproveitar ou nao, nos utilizamos da analise do jogo na matréide dual.

Estas idéias ficarao mais claras a medida que forem tratadas no presente capitulo.

4.1 O TABULEIRO: UM GRAFO AUTO-DUAL

O grafo associado ao tabuleiro do jogo Bridge-it (Figura 3.1) acrescido da aresta e
que liga os vértices terminais é um grafo auto-dual. E o seu dual é exatamente o grafo
formado pela rede verde acrescida de uma aresta e’; veja a Figura 4.1 .

O tamanho do tabuleiro varia com os niimeros inteiros positivos e corresponde a um
grafo auto-dual numa lista crescente, quanto ao tamanho destes, de forma biunivoca.
Assim, o tabuleiro de tamanho n corresponde a um grafo auto-dual G(n).

Dado n > 1 inteiro, podemos construir o grafo genérico auto-dual G(n), o qual possui
nimero de vértices e nimero de arestas, respectivamente iguais a

Vi=2+n(n+1) e |[E|=1+n*+(n+1)>2%

Estes podem ser descritos assim: dois vértices terminais, uma aresta distinguida ey que
os liga; n + 1 vértices por nivel, em n niveis, n arestas horizontais em cada nivel e n — 1
arestas verticais por coluna, ligando estes; n + 1 arestas em cada estrela, uma de cada
vértice terminal, excetuando a ja citada aresta eq (veja Figura 4.2).

Em nosso projeto, avaliamos a matrdide grafica M(G(n)) associada ao jogo; os ele-
mentos sao correspondentes as arestas. Como as jogadas do short player sao consideradas
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Figura 4.2. Grafos G(1) e G(2), e seus duais.

aqui contragoes no grafo G(n), e correspondem a operagoes de contragao do elemento na
matréide, usamos um rétulo e; para cada aresta. Enumeramos os vértices, 7, e as arestas
e;j, a partir de zero, da esquerda para direita e de cima para baixo. As arestas de seu
grafo dual G'(n) sdo rotuladas de acordo com as arestas de G(n), isto é, tém o mesmo
rétulo da aresta que “atravessa’.

Note que, pela dualidade em grafos, se o segundo jogador (o short player) aponta uma
determinada aresta vermelha ele estd contraindo esta aresta em G(n), o que equivale
a remover a aresta verde que cruza (com mesmo rétulo) no grafo dual G'(n). E se
uma determinada aresta verde é apontada pelo primeiro jogador (o cut player), a aresta
vermelha que esta cruza (com mesmo rétulo) é removida em G(n), e a verde que foi
apontada é contraida em G'(n).

Em matréides ha uma nocao de dualidade que estende a conhecida para grafos.



4.2 DUALIDADE EM MATROIDES

Vejamos algumas definigoes.

Definigao 4.1 (Hiperplano) Seja M = (E, F) uma matréide. Um subconjunto H de
seus elementos é dito ser um hiperplano de M quando H é fechado e r(H) = r(E) — 1.

Definigao 4.2 (Cocircuito) Seja M = (E, F) uma matréide. Diremos que C* é um
cocircuito de M quando C* = E — H, para algum hiperplano H de M.

Dadas estas defini¢coes, podemos definir matréide dual.

Teorema 4.1 Seja M = (E, F) uma matréide. O conjunto C* = {C* C E : C* é um
cocircuito de M} é a familia de circuitos de uma matréide denotada por M* e dita uma
matroide dual de M.

Antes de provarmos isto, veremos uma proposicao que sera til.

Proposicao 4.1 Seja X um subconjunto de elementos de M e I um independente qual-
quer em X. Temos que F(X) D F(I).

Prova (Da Proposigao 4.1) A prova desta proposi¢ao decorre da Proposi¢ao 2.2, desde
que [ esta contido em algum independente maximal J de X e, pela definicao de fecho de

um conjunto independente, F(.J) O F(I). Logo, F(X) = F(J) 2 F(I). I

Prova (Do Teorema 4.1) Mostremos que C* satisfaz (C1), (C2) e (C3).

Seja C* C C* um cocircuito qualquer de M. Por definicao, existe hiperplano H de
M tal que C* = E — H. Para qualquer independente maximal I de H, temos que
r(H) = |I| = r(F) — 1. Como existe uma base B de M tal que I C B, temos que
|I| < |B| =7r(F) e existe um elemento da matréide e ¢ I tal que B =1 Ue.

Dado que (H) = r(E) — 1 nenhuma base de M pode estar contida nele. Logo, e & H,
dai e € C* = E — H. Provando que qualquer cocircuito de M ¢é nao vazio, isto é, temos
(C1).

Agora tomemos C7, C; C C* tais que C7 C (. Existem hiperplanos H; e Hy de M tais
que Cf = E—H, e C5 = E—H,. Portanto, Hy O Hy. Contudo, r(Hy) = r(H,) = r(E£)—1
e, por definigdo, F(Hy) 2 H;. Como H, é hiperplano e, conseqiientemente, fechado,
F(Hy) = Hy, Hy O Hy. Logo, Hy = Hs, e C] = C5. Esta provado que nenhum cocircuito
de M contém propriamente outro; temos (C2).

Por fim, sejam C7,C5 C C* tais que Cf # C5 e e € C7 N C5. Por defini¢ao, existem
hiperplanos H; e Hy de M tais que Cf = E— Hy e C5 = E — H,.

Para existir um cocircuito C§ C C} U C5 — e, deve existir um hiperplano Hs de M tal
que H3 O (Hy N Hy) Ue, e dai C5 = E — H3. Entao, devemos mostrar que r(H; N Hy) <
r(E)—2, pois, desta forma, r((HiNHy)Ue) < r(E)—1e (H;NHy)Ue estaria contido em
um hiperplano de M. Dado que, para um independente qualquer I em (H;NHs)Ue, existe
uma base B de M tal que I C B, terfamos que |I| < r(E)—1 < r(E) = |B|. Para I, um
independente maximal em (H; N Hy)Ue, e d € B — I, pela Proposicao 4.1, o hiperplano
H = F(B — d) conteria (H; N Hy) Ue, desde que I C (B —d) e F(I) O (Hy N Hsy) Ue.



Mostremos que r(H; N Hy) < r(E) — 2. Suponha, ao contrério, que r(H; N Hy) >
r(E) — 1. Temos que:

r(E)—1<r(HiNHy) <r(H)=r(F)—-1
e dai
T‘(Hl N HQ) = T(Hl) = T(HQ) = T(E) — 1.

Entao, existe um independente maximal de H;, assim como um de H», que é independente
maximal em H; N Hy. Logo, novamente pela Proposicao 2.2 e por F(X) 2 X,

f(HlﬂHQ)QHlef(HlﬂHQ)QHQ

Isto é, Hy U Hy C F(H; N Hy). Conseqiientemente, r(Hy U Hy) < r(Hy N Hsy), dai
r(HiUH,) =r(HiNHy) =r(F)—1

Como C} # C;, Hy # H,. Escolha um elemento na diferenga, digamos um f €
Hy, — Hy. Note que r(Hs U f) > r(Hy), pois f & F(Hs) = H,. Logo,

r(E)—1=r(Hy) <r(H,Uf) <r(HHUH,;)=r(E)—1.

Chegamos a uma contradigao, e (C3) vale em C*. Os cocircuitos de M sdo os circuitos
da matréide M* sobre E. 1

Um cocircuito de M(G) corresponde a um corte minimo em G.

Vejamos algumas propriedades.

Proposicao 4.2 As seguintes afirmacoes sao equivalentes para B, um subconjunto de
elementos de uma matréide M = (E, F):

i) B é uma base de M; e
ii) E — B é uma base de M*.

Prova Primeiro provemos que i) = ii). Seja B uma base de M. Para todo hiperplano
H de M temos que B — H # (), dado que r(B) = r(E) > r(FE) — 1 = r(H). Isto é,
BN C* # () para todo cocircuito C* de M. Logo, E — B = B* nao contém cocircuito de
M e dai B* é independente em M*.

Se B* nao é base de M*, entao existe e € B tal que B* U e é independente em M*.
Considere o hiperplano H = F(B—e). Observe que B—e C H e que B*Ue = E—(B—e) 2
E — H = C*, onde C* é um circuito de M*, um absurdo. Conseqlientemente, B* é uma
base de M*.

Provemos que ii) = i). Seja B um conjunto qualquer de M. Note que seguintes
afirmacoes sao equivalentes:

a) E — B é independente em M*.

b) E — B nao contém cocircuito de M.



c) B intercepta todo cocircuito de M.
d) B nao estd contido em qualquer hiperplano de M.

Mostraremos que d) é equivalente a:

(d) = e) ) Seja B um conjunto qualquer de M, tal que B nao estd contido em
qualquer hiperplano de M. Suponha que r(B) < r(E). Seja I um independente maximal
de B. Sabemos, pela Proposicao 2.2, que F(I) O B. Seja J uma base de M tal que
I C J. Como |I| =r(B) < r(FE), temos que J — I # (). Escolha e € J — I. Considere
H = F(J —e); ele é um hiperplano de M. Mas I C J — e e, entao, pela Proposigao 4.1,
F(I) C F(J —e). Conseqiientemente, B C H, um absurdo. Temos que, se B nao esta
contido em qualquer hiperplano de M, r(B) = r(E).

(e) = d) ) Seja B um conjunto qualquer de M tal que r(B) = r(E). Seja H um
hiperplano qualquer de M. Se tivéssemos B C H, teriamos também que r(E) = r(B) <
r(H) =r(E) — 1, uma contradi¢ao. Logo B € H, para todo hiperplano H de M.

Seja B um conjunto qualquer de M tal que £ — B é uma base de M*. Pelo que
acabamos de provar, r(B) = r(FE), pois E — B é um independente em M*. Entao, B gera
E em M e, portanto, contém uma base de M.

Seja B’ uma base de M tal que B’ C B. Por i) = ii), sabemos que F — B’ é uma
base de M*. Mas £ — B’ O E — B, que por hipétese também é uma base de M*, dai
E - B'=FE— B, B'= B, mostrando que B é uma base de M.

Logo, B é uma base de M se e somente se ' — B ¢ uma base de M*. |

Corolario 4.1 Seja M = (E, F') uma matréide. Temos que ry(E) + ry+(E) = | E|.

Prova Se B é uma base de M, entdo £ — B é uma base de M*. Logo, ry(E)+ry-(E) =
|B|+|E - B|=|E|. 1

Corolario 4.2 Seja M uma matréide. Temos que M** = M.

Prova Caso B(N) denote o conjunto das bases de uma matrdide N, temos que

B(M*) = {E—B:BecBM)?
B(M**) = {E—B*:B" ¢ B(M")}
— [E—(E-B):BeBM)}
{B:B e B(M)}=B(M).

Provando que M** = M. 1

Corolario 4.3 Seja X um subconjunto de elementos de M. Temos que

(X)) = | X|+ryu (B —X) —ry(F).



Prova Tome B e B* denotando as colecoes de bases de M e de M*, respectivamente.
Entao,

ry«(X) = max{|X NB*|l:B* e B}
= max{|X — B|: B € B}
= |X|—min{|BNX|: Be€ B}
= |X|—ru(E)+max{|B— X|: B € B}
= X =ru(B) +ru(E - X),

como desejavamos mostrar. I

Esta elegante prova do Corolario 4.3 se encontra no volume dois do livro Combina-
torial Optimization de Schrijver, publicado em 2002 [Sch02].

Proposicao 4.3 Um circuito e um cocircuito de uma matroéide nao tém como intersec¢ao
um unico elemento.

Prova Seja M = (F, F') uma matrdide, e sejam C' e C* um circuito e um cocircuito de M,
respectivamente. Existe um hiperplano H de M tal que C* = E — H. Se C N C* = {e},
temos que C'— e C H, mas e ¢ H, uma contradi¢gao, desde que H é fechado. 1

Se um elemento e é cocircuito de M, entao o chamamos de colaco. Ele é um laco na
matréide M*. Numa matréide grafica M(G), um colago corresponde a uma “ponte” do
grafo G.

Relembramos, do capitulo anterior, que M\e denota a operacao de remocao de e em
M, e que M/e denota a operagao de contragao de e em M.

Proposicao 4.4 Seja M = (FE, F') uma matrdide e e um elemento de M. Temos que:
i) (M\e)* = M~/e;
ii) (M/e)* = M*\e.

Prova Para mostrar i) vamos considerar dois casos:
Caso 1: O elemento e é um colago de M. Neste caso, e € B, para qualquer B € B(M),
onde B(M) ¢é o conjunto de bases de M. Conseqiientemente,

B(M\e) = {B—e:Be€B(M)},
B((M\e)') = {(E—e¢)=(B—e):BecBM)}
= {E—-B:BeB(M)}=DB(M").
Denotemos por F(N) o conjunto dos independentes de uma matréide N.

Como e é um lago em M*, e F(M*/e) = F(M*) temos que B(M*/e) = B(M*). Isto
¢, B((M\e)") = B(M"/e).



Caso 2 : O elemento e nao é um colaco.

B(M\e) = {BeB(M):e¢ B},
B((M\e)") = {(E—e)—B:BeB(M) A e¢ B}
= {B"—e:B*e€B(M") N e¢ B} =DB(M"/e).

Provando i)(M\e)* = M* /e .

Mostremos ii). Aplicando i) em M*, obtemos (M*\e)* = M**/e. Pelo Corolario
4.2 temos que (M*\e)* = M/e. Aplicando o dual na equagdo, e usando novamente o
Coroldrio 4.2, obtemos o desejado: (M*\e) = (M/e)*. 1

Proposicao 4.5 Seja M = (E, F) uma matrdide, e sejam e e f elementos de M. Temos
que:

i) (M\e)\f = (M\f)\e;
i) (M\e)/f = (M/[)\e;
iii) (M/e)/f = (M/f)]e.

Prova A prova de i) segue do seguinte fato: F((M\e)\f)={l € F:In{e, f} =0} =
F((M\f)\e).

Para provar iii) ndés usamos i), a Proposigao 4.4 e o Corolario 4.2:

[(M[e)/f]" = (M/e)"\f = (M"\e)\f = (M"\f)\e
= (M/f)"\e=[(M/f)/e]
(M/e)/f = (M]f)]e.

Dividimos a prova de ii) em dois casos.
Caso 1 : O elemento f é um lago. Logo, f é um laco em M\e também. Neste caso,

B(M/f)=B(M)=B(M\f). Isto é, M/f = M\ f. Portanto,

(M/f)\e = (M\f)\e = (M\e)\f = (M\e)/[.

Caso 2 : O elemento f nao é um lago. Por defini¢do, temos que F(M/f) ={l — f:
IeF N felleF(M\e)={I:1€F N e¢lI}. Entao,

F(M/f)\e)y={I—-f:1TeF N fel Neg¢l}e
F(M\e)/f)y={I—-f:1eF Negl N fel}.

Logo, (M/f)\e = (M\e)/f.

Desta proposicao segue a prova da comutatividade e associatividade das operacoes de
remocao de certos elementos e contracao de certos outros, isto é, a Proposicao 3.3, por
inducao.

Também por inducao prova-se que F(M/X)={l[:1€ F AN INX ={(}.

Resta darmos a seguinte prova:



Prova (Da Proposigao 3.4) Sejam X e X¢ conjuntos complementares de elementos em
M = (E,F). Seja I uma base de B x X, e seja J uma base de M | X°. Sabemos que
uma base é um independente maximal, um conjunto gerador minimal. Ou melhor, um
conjunto independente e gerador dos elementos da matréide. Temos que I e J também
sao independentes em M. Suponha que I U J é dependente em M. Neste caso existe
um circuito ¢’ de M tal que ' C T U J, e como I e J sao independentes, C' NI # )
eC'NJ #0. Mas entao C = C'NI = C' N X é dependente em M x X pois contém
um circuito por definicao, um absurdo ja que C' C [ base de M x X. Logo [ U J é
independente em M.

Suponha que existe e em E — (I U J) tal que (I U J) U e é independente em M. Se
e € X¢ temos que (JUe) C X¢ e éindependente de M, portanto é independente em
M | X¢. Um absurdo, pela maximalidade de J em M | X¢. Dai, se houver um conjunto
independente Y em M tal que Y D TU J, entdo Y — (/U J) C X.

Temos que I U J é gerador de X€ pois J é gerador de X¢ em M | X¢ e, conseqiien-
temente, em M. Temos que I é gerador de X em M x X, pela Proposicao 3.2 existe I’
conjunto gerador de X em M tal que I = I' N X. Entao, B = I' U J é gerador de F
em M, B> IUJeB—(IUJ)C X¢ Por definigao, hd uma base de M contida em
B, basta retirarmos elementos de B até que se torne um conjunto independente, se ele ja
nao for. Mas, pelo que foi visto no paragrafo anterior, qualquer conjunto independente
em M que contenha I U J deve possuir além dos elementos de I U J apenas elementos
em X. Portanto, desde que B — (I U J) C X¢ TU.J é independente em M e B =1"UJ.
Retirando os elementos I’ — I de B obtemos uma base de M, o préprio conjunto I U J.
Logo, os elementos de uma base de M x X junto com os elementos de uma base de M | X¢
formam uma base de M. I

4.3 A IMPLEMENTACAO

Optamos por trabalhar com a linguagem de programacao orientada a objetos Java.
Assim o codigo se encontra distribuido em algumas classes.

Usamos na fase inicial do trabalho algumas classes de um projeto sobre grafos de-
senvolvido por Barak Naveh (o JGraphT, uma biblioteca da teoria de grafos distribuida
gratuitamente pela internet em http://jgrapht.sourceforge.net/). Tivemos, ainda
assim, de implementar varios métodos sobre grafos nao constantes nestas, por exemplo,
contracao, os quais se encontram na classe “Grafo”. Isto porque, apesar de implemen-
tarmos a classe “Matroide” de forma bastante abstrata, para qualquer tipo de matrdide
basta estendé-la implementando o método “posto” e alguns poucos, desejamos sobres-
crever alguns métodos em matréide grafica, objetivando uma maior rapidez. A classe
“Grafo” também possui um construtor para um grafo auto-dual G(n), dado um inteiro
positivo n.

O método para particao de matrdides em conjuntos independentes consta da classe
abstrata “Matroide”. Ja o método que encontra o conjunto Ay foi colocado na classe
que a estende e representa uma matréide grafica. Um equivalente foi colocado na classe
que representa uma matréide cogréafica, que também estende a classe matréide, mas esta
ligada a matroide grafica primal da qual é a matréide dual através do construtor. De



forma que quando um elemento é contraido na primal, simultaneamente ele é removido
na dual, e vice-versa. A classe “MatroideGrafica” possui um grafo como atributo, e a
“MatroideCografica” o mesmo grafo, ao invés do grafo dual (no caso de um grafo planar
como é 0 nosso). Por este motivo, todos os métodos que agem sobre esta matréide usam
os conceitos de dualidade apresentados como, por exemplo, o posto dado no Corolério
4.3, e especialmente os que afetam o atributo grafo.

O cddigo relativo ao jogo se encontra na classe “Jogo”. Dentre seus atributos podemos
destacar uma matroide grafica (associada ao grafo G(n)) e uma cogréfica, sua dual.

O tempo de execugao ainda nao é instantaneo, mas é muito bom nos jogos de tamanho
menor, e diminui com o decorrer do jogo. Isto se deve principalmente ao fato de que o
algoritmo de particao de matréides é chamado muitas vezes no algoritmo que encontra
Ap, e mais vezes quanto mais elementos houver.

Acreditamos poder melhorar este tempo. E objetivamos fazé-lo.

43.1 O jogo

Para entender como foi feita a implementacao do jogo é necessario atentar para o que
consideramos um “erro”.

Relembramos que um jogador “tem a vitéria” se a matrdide grafica associada ao grafo
dado pelo estado atual do tabuleiro mais uma aresta e tem determinada propriedade. No
caso do short player, um conjunto Ay que gera o elemento e. E no caso do cut player
um menor particionavel em dois conjuntos independentes, onde pelo menos um deles nao
gera e. Pelo Teorema 3.3 sabemos que estas condicoes sao excludentes.

Uma jogada é considerada um “erro” quando um jogador estd ganhando, “tem a
vitoria”, e joga nao obtendo a mesma condicao de vitoria que agora é ameacada pela
ultima jogada do oponente.

Sabemos pelas estratégias dadas nos Teorema 3.1 e Teorema 3.2 como manter a vitéria
dada uma ameaca. Mas tanto o conjunto Ay como o menor podem ser particionados de
varias formas. Entao, se o short player aponta uma aresta que, dada a particao em bases
de M | Ay que observamos, nao estd na lista de opgoes gerada pela estratégia nestas bases,
ele pode nao ter errado. A certeza de um acerto ou de um erro, neste caso, depende de
calcular o conjunto A, apds a jogada e verificar se o elemento e ainda é gerado ou nao
por ele. Sabe-se imediatamente ao lance.

Mas no caso do cut player, se ele tem a vitoria, para saber imediatamente se ele fez
um acerto ou um erro, analisamos a matréide dual. Se consideramos o ultimo lance,
jogado pelo short player, como um “primeiro lance”. Por cada jogada do short player
representar uma remocao nesta matroide e cada jogada do cut player uma contracao, e
por o cut player ter a vitoria, sabemos que hd um conjunto Ay desta matréide que gera e
segundo esta matréide e que torna possivel a vitoria do cut player assim como a andlise
imediata. Note que este gerar e na matréide dual significa ser um conjunto separador de
seus vértices, um corte, na matrdide primal.

Portanto, a andlise do jogo depende da andlise de Ay quer na matréide primal quer
na dual.

Durante o jogo, a cada jogada, esta andlise é feita junto com uma selecao prévia



de possiveis jogadas para o proximo lance deste jogador. Estas sao usadas para o que
chamamos de selecao e que da boas opgoes para a jogada atual, para manter a vitéria,
ou para atrasar a vitéria do oponente, de forma a que haja uma maior possibilidade de
erro da parte dele. Estas opgoes sao exibidas na andlise ao final do jogo, especialmente
na situagao de erro de um jogador. Mas seu papel mais importante é fornecer base para
que o computador possa ser um jogador. O computador “joga” segundo a sua sele¢ao.

Apresentaremos um ciclo que comporta boa parte das possiveis situagoes, excetuando
as situagoes de erros seguidos (dos dois oponentes), e supondo que quando acertaram os
jogadores jogaram conforme sua selecao:

Suponha que J; e J, sdo, respectivamente, o primeiro e o segundo jogador, e que o
primeiro jogador tem a vitéria. Considere que o par (a, b) significa que é a vez do jogador
a jogar e quem pode passar a ter a vitéria (ou quem continua tendo, pois nao cometeu
erro) é b.

(J1,J1) No primeiro lance J; joga tendo como opgoes boas todas as do tabuleiro. E
sua selecao prévia é vazia. Além disso, o Ay do dual gera e.

(J2, J1) Entao a selegao de Js, como esté perdendo, é formada pelos elementos de uma
das bases de Ay do dual que estao contidos no circuito que esta base forma com e.
A base escolhida é a que forma o menor circuito. Sua selecao prévia é formada pelos
elementos que J; poderia apontar na outra base para que obtivesse novamente um
Ap gerando e (segundo o Teorema 3.1 na matrdide dual), caso ele jogue na selegao
(caso contrario, sua selegdo prévia seria formada pelos elementos dos circuitos tanto
de uma base como da outra quando unidas a e, mas suponha que ele jogou conforme
a selegao).

(J1, J2) Suponha agora que o jogador J; cometeu um erro, com certeza nao jogou em
sua selecao que indicava a selecao prévia de seu oponente. Sua selecao prévia sera
a que foi de seu oponente na esperanca que ele nao aproveite a chance de “virar a
mesa”, e tenha a oportunidade de recuperar um Ag no dual gerando e.

(Jo, J2) Como houve um erro, a selecao do jogador J, é parte de sua selegao prévia
anterior que condiz com o Teorema 3.2. Isto é, como o Ay do dual nao gera e, ha
uma particdo do menor M/F(Ay) em dois independentes onde um nao gera e. E
sua selegao ¢é formada por elementos que estao no circuito que o outro independente
forma com e, se o gera, ou (se nao gera) todos os elementos destes independentes.
J& sua selecao prévia é vazia. Além disso, o Ag do primal gera e.

(J1,J2) O jogador J; agora estd perdendo e joga contra o Jy no Ay do primal; sua
selecao é formada pelos elementos da base que forma o menor circuito com e e
que estao neste circuito. Em sua selecao prévia os elementos da outra base que
quando apontados pelo oponente farao com que haja novamente um A, gerando e
na primal.

(Jo, J1) A selegao do jogador Jy é a selegao anterior de seu oponente. Suponha que
ele erre, sua selecao prévia é ainda esta selecao.



(J1,J1) Como o jogador Js errou, o jogador J; tem por selegao a parte de sua selegao
anterior que satisfaz o Teorema 3.2 na primal. Sua selegao prévia é vazia. E o Ay
do dual gera e.

Resumindo, a selegao diz que:

Se o short player estiver ganhando ele deve jogar na matréide primal em Ay como
indicado no Teorema 3.1; mas, senao, ele joga contra o cut player na sua matréide dual.
E o cut player ataca como indicado na estratégia se estiver perdendo; mas se estiver
ganhando ele joga na matréide dual como o short player faria. Se o short player comete
um erro, tendo a vitéria, o cut player usa uma das opcoes que deveriam ter sido jogadas
pelo short player, de acordo com a estratégia do Teorema 3.2 na matroide primal. Em
situacao contraria, o cut player errando, o short player faz o mesmo na dual.

O jogo termina quando a aresta distinguida ey torna-se um lago no grafo que é atributo
das matrdéides gréfica e cografica (sendo o short player o vencedor), ou quando o niimero de
componentes conexas do grafo for menor do que o nimero de componentes que teriamos
se retirdssemos a aresta ey do grafo (neste caso, sendo o cut player o vencedor).

Concluimos com um exemplo de jogo (Figura 4.3) jogado num tabuleiro de tamanho
dois, onde o short player venceu, gracas a um erro cometido pelo cut player em sua
segunda jogada (a terceira do jogo).

Figura 4.3. Jogo num tabuleiro de tamanho dois onde o primeiro jogador cometeu erro em sua
segunda jogada e perdeu.

A seqiiencia do jogo foi: eqq, e1, eg, €7, €12, €13, €2, €4, €10, €3, €3 € €5. A seguir
apresentamos uma representacao do grafo associado ao jogo (com a aresta eg) e seu
dual, apds cada jogada. Nela chamamos a atencao para o conjunto correspondente ao
Ap da matréide gréfica, ou ao Ay da matrdide cografica, desde que gere ey (o elemento
distinguido). O Ag esta particionado em duas arvores, uma com linha cheia e outra com
linha tracejada (Figura 4.4).

A Figura 1.2 apresentada na introdugao traz um jogo de tamanho quatro onde ganhou
o primeiro jogador que, como jogava contra o computador, certamente nao cometeu
nenhum erro.



Figura 4.4. Representacao do grafo associado ao jogo apés cada jogada. As linhas cheias e as
tracejadas representam uma particdo do conjunto Ay em duas arvores e sdo exibidas no caso
em que o conjunto Ay, da matréide grafica ou da cografica, gera eg.



CAPITULO 5

CONCLUSAO

Carpe diem.

—AUTOR DESCONHECIDO

A aplicacao trazida neste trabalho, no jogo Bridge-it, da teoria relacionada com
particao de matroides e conjuntos co-geradores é provavelmente uma entre muitas.

Parte do codigo feito também estd sendo aplicado a uma “lista de matréides”, bas-
tante proxima do que é chamado de Matrdide Soma, com sucesso. Num projeto onde
as matroides pertencentes a lista foram chamadas de “matréide executor” dado que
referiam-se a um conjunto de tarefas e uma funcao posto especifica para cada matréoide
(em decorréncia de atributos destas tarefas e disponibilidades e/ou preferéncias do execu-
tor). O projeto executa o algoritmo de particao de matréides obtendo a partigao total das
tarefas entre os executores (conjuntos independentes em cada matréide) ou uma partigao
maxima, exibindo ainda as tarefas nao particionadas, nao distribuidas, e a prova de sua
impossibilidade.

Acreditamos que é possivel descobrir novos desdobramentos desta teoria e novas
aplicagoes que, como acabamos de ver, podem nao aparentar superficialmente qualquer
relacao.

A aplicagao no jogo Bridge-it (e em qualquer jogo de Shannon ou de Lehman) é uma
aplicacao de um caso particular do Cospanning-Sets Theorem e do teorema sobre particao
de matréides, onde k é igual a dois.
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APENDICE A

A INTERFACE DO JOGO

Trazemos neste apéndice algumas imagens da interface que desenvolvemos para o projeto
Bridge-it. Elas retratam um jogo de tamanho dois onde o primeiro jogador venceu (Figura
A.1 e Figura A.2). Como o jogo foi jogado entre pessoas, nao significa que o primeiro
jogador nao tenha cometido erro. Pelo contrario, como podemos ver pela analise, tanto
o primeiro jogador cometeu erro (Figura A.3) como o segundo (Figura A .4).
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Figura A.1. Interface do jogo.

Neste exemplo, o tabuleiro tem “tamanho dois”.
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Figura A.2. Imagens de um jogo ...o0 mesmo da ultima figura.
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Figura A.3. A janela de anélise. O primeiro jogador errou no seu segundo lance.
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Figura A.4. Outras imagens da janela de andlise. Aqui percebe-se que o segundo jogador

também errou.
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